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INTRODUCTION

La loi de Norton proposée en 1929, pour représenter le fluage station-
naire et unidimensionnel de certains aciers 3 haute température est trés uti-
lisée pour décrire le comportement quasi-statique de nombreux matériaux et

cela pour une double raison :

. d'une part, elle ne fait intervenir qu'un faible nombre de paramétres
identifiables facilement par 1'expé&rience ;

. d'autre part, sa formulation mathématique est tré&s simple.

Elle a &té généralisée par Odqvist [50, 1934], puis par Hoff ([38, 1954],

pour le cas des sollicitations multidimensionnelles. Elle est appelée depuis :

loi de Norton-Hoff.

La loi de Norton-Hoff dépend d'un exposant p, souvent compris entre !
et 2, fonction de la température et du matériau. Quand p passe de 2 3 1, cette
loi passe de la loi de comportement du fluide Newtonien (p=2) 3 la loi de la

plasticité parfaite de Von Misés (p=1).

Récemment cette loi a Eté gémnéralisée pour différentes lois de la plas-
ticité parfaite par Friad [25 3 27] . Ces généralisations ont permis de trouver
une nouvelle méthode de calcul de la charge limite d'une structure rigide par-

faitement plastique.
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L'intérét de cette méthode réside dans le fait que contrairement 3 la
méthode cinématique classique l'on n'a pas besoin de définir des surfaces ou
des lignes de glissement pour déterminer le convexe des chargements poten-
tiellement supportables d'une structure constituée d'un matériau rigide-par-
faitement plastique. En effet quand le matériau de Norton-Hoff (généralisé)
tend vers le matériau de Von Misés (ou ie matériau rigide-parfaitement plas-
tique sous-jagent au matériau de Norton-Hoff généralisé&), ces discontinuités
de vitesses tangentielles apparaissent comme une forte variation de vitesses
(continues), dans une zone &troite de la structure (cf. Suquet [80, 1981]).
Le deuxi8me intérét de cette méthode est que la fonctionnelle 3 minimiser est
différentiable, tandis que dans la méthode cinématique classique ce n'est pas

le cas.

Dans ce mémoire nous présentons une application de la loi de Norton-Hoff
d la détermination du convexe des chargements potentiellement supportables
d'une structure constituée de matériau de Von Mis&s, ainsi que la solution du

probléme d'écoulement d'une structure constituée de matériau de Norton-Hoff.
Ce travail est composé de trois parties :

- Dans la premiére nous donnons un résumé des &tudes bibliographiques pour
résoudre le probléme d'écoulement d'une structure constituée de matériau de
Norton-Hoff. Nous exposons ensuite le calcul de la charge limite d'une struc-
ture constituée de matériau de Von Misés en utilisant la régularisation par

le matériau de Norton-Hoff.

Nous terminons cette partie en calculant les charges limites de quelques

problémes simples.

- La deuxiéme partie est consacrée 3 1'étude numérique du probléme d'écoule-

ment. Nous donnons une méthode numérique pour approcher la solution de ce pro-
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bléme en contraintes planes et trois pour l'approcher en déformations planes.
Enfin, nous indiquons comment approcher numériquement la charge limite d'une

structure constituée d'un matériau rigide-plastique parfait de Von Misés.

- Dans la derniére partie nous traitons quelques exemples utilisant les
méthodes exposées dans la deuxiBme partie., Nous avons ainsi obtenu :

1/ en nous appuyant sur des hypothéses simplificatrices, des résultats
intéressants pour des problémes intervenant en géophysique (collision hima-
layenne, &volution des Pyrénées) ;

2/ les charges limites exactes d'un bloc rectangulaire serré entre deux
plateaux lisses et d'un tube cylindrique soumis 3 une pression intérieure.

Les deux problémes sont en déformations planes ;

3/_1es charges limites d'un bloc rectangulaire en déformations planes
serré entre deux plateaux rugueux qui dépendent du rapport de ses dimensions.

On retrouve les résultats de Salengon [26, 1978] utilisant les mé&thodes clas-
siques d'analyse limite ;

4/ les charges limites d'une plaque rectangulaire mince (en contraintes
planes), munie d'un trou circulaire centré qui sont en tr@s bon accord avec
les résultats expérimentaux récemment trouvés par Ben Souissi et Friad [51, 1981]}.
Une partie de nos résultats sont indiqués dans [79, 1981] ;

5/ Les charges limites d'autres problémes en déformations ou en contraintes

planes.

En général on peut dire que pour les problémes en déformations planes,
nous avons obtenu des bornes supérieures des charges limites, tandis qu'en con-
traintes planes nos ré&sultats sont en tré&s bon accord avec les charges limites
obtenues par des expériences et par les méthodes analytiques classiques. La
qualité moindre des résultats en déformation plane est due aux difficultés

(3 -

d'ordre numérique provenant de la condition d'incompressibilité.






PREMIERE PARTIE

ETUDE THEORIQUE

.DU PROBLEME D'ECOULEMENT D'UNE STRUCTURE CONSTITUEE
D’UN MATERIAU VISQUEUX DE NORTON-HOFF

ET

CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE STRUCTURE CONSTITUEE
D'UN MATERIAU PLASTIQUE PARFAIT DE VON MISES



1. LA LOI DE NORTON-HOFF

1.1, RELATION ENTRE CONTRAINTE, DEFORMATION A HAUTE TEMPERATURE (Friad [27,

19791).

Trés souvent 3 la température ordinaire et pour une vitesse de charge-
ment faible, la relation contrainte (o), déformation (&) pour les métaux,
est indépendante du temps. Mais d&s que leur température dépasse la moitié de
leur point de fusion, des phénom@nes dépendant du temps interviennent.

Considérons une barre métallique portée 3 une température assez élevée,

soumise 3 une traction uniaxiale constante, on obtient une courbe e(t), repré-

sentée sur la figure 1.

¢l e

Fig. 1. Relation entre la déformation £ d'une barre de
section S et le temps sous une charge 0°S = cte

et sous une contrainte o = cte

Habituellement on distingue trois phases :

- La premiére correspond au fluage primaire ou transitoire ; la vitesse de
daf . . de(t) _ o~ s ' . .
éformation € = Tl décroit jusqu'i une valeur minimale.

- La deuxiéme correspond & la phase d'écoulement stationnaire du matériau ;
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la vitesse de déformation € est constante (fluage secondaire).

- La troisi&me correspond & la phase du fluage tertiaire : la vitesse de
déformation ¢, augmente assez raﬁidement, conduisant 3 une instabilité, sou-
vent 3 la rupture (Lin [46, 1968]),

Andrade [ 2,1914] a trouvé, pour la premidre fois, que le fluage ter-
tiaire est dfi 3 la diminution de la section (S) de la barre et en conséquence
34 une augmentation de contrainte. Si on trace alors e€(t) pour une contrainte
(o) constante, on trouvera la courbe OABF de fig. 1 qui ne présente plus le
fluage tertiaire,

Pour un matériau non vieillissant (l'échelle du temps n'intervient pas
dans la loi de comportement), la déformation e€(t) est composée de trois par-
ties :

- € : la déformation €lastique qui est indépendante du temps

e
€a = %c (Loi de Hooke)
- ep ¢ la déformation plastique
ep==€p(c,t) (Loi de plasticité)
- g, la déformation visqueuse
e, = ev(c,t) (Loi de viscosité)

La déformation visqueuse e, est composée de deux termes ; l'un dfi au

(N (2)
v

fluage primaire €y

et l'autre au fluage secondaire ¢

Pour le fluage primaire Hoff [39,1958] a proposé une relation du type :

e(l)(t) = aobtc
v

oll a,b et c sont des constantes dépendant du matériau et de la tempé@rature.

- (2)

Pour la vitesse de déformation €, due au fluage secondaire, plusieurs

relations ont &té proposées :



ééz) = a(eec-l) par Soderberg
«(2) _ =n . ] .
€ = a0 par Norton ; Bailey

v
;:(2) = aeB+Yc par Dushman

v
é(2)
v

a sinh(Bo) par Nadai

et.:c (Lin[46, 1968]).
(2)

v

o . . n + (2 .
En général les deux relations € = 00 et e‘(’ ) . a sin h(Bo) sont les
plus utilis@es (Murry [53, 1969]) et les différentes expériences ont montré
que ce sont celles qui sont le plus en accord avec les résultats obtenus

(Lin[46, 1968]).

1.2. LOI DE NORTON

En remplagant la courbe OAB de figure !, par unme droite EB, on néglige
le fluage primaire ; ce qui est souvent justifi& en pratique (Hult [40, 1966]),
on obtient alors :
. n

e, = o0 . (Loi de Nortomn)

Cette relation a &té proposée par Norton [59,1929], o et n sont deux
paramétres positifs, dépendant de la température et du matériau., Le paramétre n
est en général compris entre | et 7 (Murry [53, 1969]),

Ainsi pour un matériau visco—-€lastique unidimensionnel on obtient la
loi de Maxwell-Norton.

£ = é—& +ag” (Lol de Maxwell-Norton)

Les matériaux dont la déformation visqueuse obéit & la loi de Norton
sont 3 la fois nombreux et tr&s vari&s. Parmi ceux-ci, on peut citer (cf.
Friad [27, 1979]) :

. L'acier 3 haute température (Nortom [59,1929])

. Les glaciers (Glen [31, 1955])



. Certains types de verre (Marin et al [48, 1951}]).

. Les sols gelés (Tompson et Sayles [79, 1972] ; Ladanyi [44, 1972])

. Les matériaux lithosphériques (Kohlstedt et Goetze [43, 1974]).

. Certains solides cristallins 3 haute température (Poirier [64, 1976]).
. Les peintures solides (Wu [83, 1978]).

. Le bitume routier (Friaa'et Such [28, 1979]).

etec ...

1.3. LOI DE NORTON-HOFF

La loi de Norton se limite aux cas des sollicitations unidimensionnelles,
alors qu'en pratique, celles-ci sont souvent multidimensionnelles.

Odqvist [60,1934] et [61, 1963] est arrivé 3 génméraliser la loi de Norton
pour le cas des sollicitations tridimensionnelles, sous les hypothéses :

. le matériau est incompressible ;

. la vitesse de déformation € est indépendante de la pression hydrostatique ;

. il existe un potentiel de fluage (ou les tenseurs de contraintes et des
vitesses de déformations sont coaxiales) ;

. le matériau est isotrope ;

. la loi de Norton est vérifiée pour le cas unidimensionnel,

Plus tard Hoff [38,1954] a généralisé la loi de Norton et a obtenu la
méme relation. Friad [27, 1979] a généralisé la loi de Norton-Hoff en asso-
ciant 3 toute loi de la plasticité& parfaite une loi de Norton-Hoff généralisée
admettant celle-ci comme cas limite,

La loi généralisée par Odqvist et Hoff est couramment appelée loi de
Norton-Hoff. Elle relie le tenseur des vitesses de déformation éij s i,3=1,2

et 3 au déviateur du temseur des contraintes sij

. n-1
too=als|™! s,
ij ij
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oll @ et n sont deux paramétres positifs dépendants de la temp&rature et du
— ()

he "he )

En posant n=q-~-1 et P’ﬁT (conjugué de q), la loi de Norton-Hoff

matériau et |s| = +/

devient :
.. =als|%% .,
1 1] (1-3.1)

€.. =0
ii

Cette relation s'inverse facilement (si q#1)

= L p-zl
Si.j 8 s{ eij
T 0 (1-3.2)
. A e 1-
ol e[ =vVe S et B =a P>o0.

Posons o = A(vV2k) ¥ oft k et A sont des constantes positives dont on
verra les significations physiques par la suite. On obtient :

_ sy s, .
e..=>\(———> 1
1] \/’2-1( lslz

|
€03 k>0 3 q>1 (1-3.3)

Les paramétres o et § ont des dimensions qui dépendent de p ou q.

. Pour p=2, (1-3.2) nous donne :

. s..=B €., et €., =0
ij ij ii
qui est la loi de comportement d'un fluide Newtonien ; le coefficient B corres-
pond alors 3 la viscosit& du fluide. Il a la dimension d'une viscosité.

. Si p tend vers 1, trois possibilités se présentent :

1°) Soit s > k2 = éij =+o qui n'a pas de sens physique.

he She

. . A . .

20 = 2 .. - N = . - 1 -
) Soit She Shy 2k = ElJ 2 sij et €. 0 (loi de normalité en plas

ticité).

3°) sait S1g Sh2< 2k2 = éij =0 et éi.l=0 (matériau rigide)

1
( )Nous adoptons la convention de sommation d'Einstein des indices répétés.
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On trouve ainsi la loi de comportement du maté&riau rigide plastique de Von
Mises. Le maté&riau de Norton-Hoff est donc en un certain sens voisin du maté-
riau de Von Mises de limite en cission simple k., On utilisera par la suite

cette remarque.

1.4. AUTRE FORMULATION DE LA LOI DE NORTON-HOFF (cf. Friad [27, 1979])

Nous utilisons dans toute la suite une terminologie et des résultats,
devenus classiques, de l'Analyse Convexe (cf. Moreau [52, 1966] , Ekeland et
Temam [19, 1974] ou Rockafellar [67, 1979]).

Considérons une structure occuﬁant un ouvert QCR"® (n=1,2 ou 3) soumise
8 des efforts extérieurs. En chaque point Xx€Q on peut définir le convexe Ck)

de Von Mises par :
= < 2 -
Cx) ={o Isij(d)sij(o) 2k(x)<} (1-4.1)

1
ol k(x) est la limite en cission simple du maté&riau plastique parfait( ) de

2
Von-Mises associé& 3 la loi de Norton-Hoff et s..(g) = 0..—-l0 S.. ).
i] ij 3 'kk "ij

3
La fonction d'appui I ( ) et la fonction jauge 8o du convexe C sont

c

définies par :

Hc(é) = Sup{oec ; g€C} (1-4.2)

gc(c) = Inf{u>0 ; o€ uC} (1-4.3)

L
oli 0*€ est le produit scalaire dans l'espace vectoriel des tenseurs symétri-

' .. = :
ques d'ordre deux (o-¢ %3 eij).

1
( )Nous désignerons par plasticité parfaite, l'invariante du convexe de plas-
ticité par rapport au temps et au chargement (cf. Salengon [ 74, 1974]).

2
( )6.. est le symbole de Kronecker : §,.=1si i=j et §..=0 sinon.
i ij ij

3 .

( )Pour simplifier les &critures on suppose que les matériaux sont homogénes,
c'est-3~dire que A(x) et k(x) sont constantes. Les résultats qui seront &noncés
par la suite seront valables si A(x) et k(x) sont bornés par deux nombres stric-
tement positifs et p est toujours >I1,



Pour le convexe C de von Mises :
+o gi g..%0
. i1
\/ .. = ! .o i s =
k'zsij €13 \/fklelJl sie;. =0

Vs, (@ s,, (©) i |s(0)|

gC(c) = (1-4.5)

2 k 2k
Selon une terminologie de Moreau [52,1966], on introduit le surpotentiel
&pp(-) pour le matériau de Norton-Hoff, qui s'écrit :

. 2n 4 1 l"p b p . *
.. € = — s =
VelJ R, qop(e) pA [Hc(e)] si e, 0

wp(e) = +o gi eii?&O (1-4.6)
ol p>1 et A>0 dont on verra plus loin la signification physique. «pp(e.:) est
une fonction convexe (par rapport & é) ; continue sur son domaine.

. *
La fonction duale de ¢p(e) est notée <pp(c)

* L] L] * L]
¢p(c) = Sup{ms-wp(a) | €53 =ejiem2“} (1-4.7)

o s, . (o)
son Sup est atteint pour g,, = ]l.i - = qui nous donne
TP P (v2]e)P
* - 1 q _
«pp(c) E)‘ [go(0)] (1-4.8)

Grdce au sur-potentiel et son dual, on va pouvoir &crire différemment

la loi de Norton-Hoff. Pour cela choisissons le paramétre A tel que ;
g=21"P(2 )P (1-4.9)

Pour un matériau de Norton-Hoff, vérifiant (1-3.2) on a :

|s|=B e p-l
oij ij=Bépsiéii=0
¢P(é)=%sép
et so;(c)=% 8le|P.



On peut vérifier facilement que :

RO +¢‘;(c-) = gle|P=q,. ¢

ij "ij
soit :
(8) +¢ (o) ==& (1-4.10)
= Qe € -S.
«pp € «pp o) =0
et alors
[ ] *
eeacpp(c) (1-4.11)
GE awp(é) (1-4.12)

1
ol 3 désigne le sous—différentiel( )

Calculons maintenant‘ptpp(s.:) et qv_(0), on obtient :

(0) = g-¢ (1-4.13)

L-BR R - I

¢ () = qp
PY, ) = q
Ainsi la loi de Norton-Hoff s'@crit sous l'une des formes &quivalentes

suivantes (Friad [27, 1979]).

cE a¢p(é) (1-4.12)
. *
eE a¢p(c) (1-4.11)
kpp(&':) +¢;(0) =ge€ (1-4.10)
. * .
pth(e) =q¢p(c) =gee (1-4.13)

A partir de ces résultats, on peut définir une loi de Norton-Hoff géné-

ralisée pour n'importe quel convexe de plasticité@, de rupture fragile, de

flambement, .. etc

4 * *
¢} Soit V et V deux espaces en dualitd, on dit yg€V est un sous-gradient
de f au point xy si et seulement si : Y€V f(x)>£(xq) + <x—xg,yq> et

l'ensemble des sous-gradients forme le sous-différentiel noté& 3f(xg). Si

f:V—DR et si elle est enveloppe supérieure d'une famille de fonctions af-
fines on a ; ‘

* w
yoE€3f(xg) = x0€3f (yo) = £(xg) + £ (ygo) = <x0,y0>

(Ekeland et Teman [19, 1974]).
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A 1'aide des param&tres X et k introduit dans cette partie, la loi de

Norton-Hoff s'écrit :
P Sy P |:yp-2
53 AP W2R)E e

. = -q q-2
€3 A(v2k) s s

L]
avec €.. =
11

1.5. SIGNIFICATION DE k ET DE A :

Nous avons déja vu (§ 1-3) que k est

simple du matériau de Von Mises associé au

ij

0; A>0 ;p>1 3

€13 (1-4.14)
(1-4.15)

p—=1 (1-4.16)

1
q

Q|

la limite &lastique en cission

convexe C, 3 partir duquel on a

défini le matériau de Norton-Hoff. Voyons maintenant la signification physi-

que du paramétre A.

Considé@rons un essal de cisaillement

Hoff, paralldlement au plan (x,y) ; si la contrainte de cisaillement oxy =g

simple sur un matériau de Norton-

yX

est prise &8gale 3 k, l'E&tat de vitesse de déformation est donné par :

: -
Xy

E =
yx

(V2k)4
D'oll A=2k &
Xy

/224121972 L 2 A
[\k+k] k=%

qui correspond 3 la puissance &lémentaire dissipée dans

un essai de cisaillement simple effectué sur le matériau de Norton-Hoff lors-

que la contrainte de cisaillement est &gale 3 la limite en cission simple du

matériau de Von Mises sous-jacent,

2. PROBLEME D'ECOULEMENT

2.1, POSITION DU PROBLEME

Considé@rons une structure constituée

de matériau de Norton-Hoff, de

loi de comportement (1-4,14) ou (1-4,15) avec les conditions de (1-4.16) ;

occupant un ouvert borné Q de IRn (n=1,2 ou
1l'instant t, la structure Q est dans un

ni déformations. A l'instant t, on applique

3) & un instant t. On suppose que avant
état naturel ; sans contraintes

3 la structure des efforts exté-
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rieurs définis par une distribution volumique f(x) ; ol XxX€Q est un point
courant de QC]Rn, et une distribution surfacique -T)(x) sur une partie I‘T de la
frontiére I' de Q, Sur la partie Ty complémentaire de I‘T dans T, on impose
des vitesses de déplacement ﬁ)(x).

" On suppose que les effets thermiques et d'inertie sont négligeables ;
c'est-3-dire que 1l'@volution de structure est isotherme et quasi-statique. On
fait 1'hypothése de petites déformations, Nous nous proposons de trouver 3
1l'instant t, le champ de vitesse ;;, et le champ de contrainte ¢ de structure.

Ces deux champs vérifient les &quations :

.Equations d'équilibre :

g., .+f,=0 dans Q (2-1.1)
13,1 1
Gijnj =Ti sur I‘T (2-1.2)
Bci.
ot 1,57 B

et les nj désignent les cosinus directeurs de la normale extérieure & T.
.Conditions aux limites cinématiques
E -
v =u sur I'u - (2-1.3)
.Loi de comportement de maté&riau de Norton~Hoff

E(;;)Ew;(s(o)} ou s(o)Gatpp(a(z)) (2-1.4)
avec

. > 1

Eij = Eij (v) ==—2-(vi,j +Vj,i) (2-1.5)

2.2. RECHERCHE DES DEPLACEMENTS

THEOREME | (Friad [27, 1979] ; Frémond [20, 1979] ; Delbecq et al.
[17, 19771 ; Rabotnov [65, 1961]). Le champ de vitesses de déplacement 3, la
: de vitesses
solution du probléme d'é&coulement, minimise parmi tous les champs/de déplace-

. . .. . > > .
ments cinématiquement admissibles (pour la donnée v = u sur I‘u et la relation

d'incompressibilité div v =0 dans Q) la fonctionnelle :
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H(w) =J *"p(e@’)}‘m'J

f.w, dQ-f T,w, 4T (2-2.1)
Q ii i1

r

@ T

c'est-3~dire

H(Y) =1Inf {HG) | Vwev, , 1}

VoA ={—‘;|$=3 sur T et div v=0 dans a} - (2-2.2)

La solution v du probléme d'écoulement est unique car la fonctionnelle
H(w) est strictement convexe (du fait de la stricte convexité de wp(e(3))).
Le théordme de 1'existence de la solution v du probléme d'écoulement
a été démontré par Friai [27 , 1979] ; Frémond [20, 1979] ou [21, 1980]
La solution v existe si les quatre hypothéses suivantes sont vérifiédes:
H1°) L'ouvert borné Q est assez régulier.
H2°) r, est de me::re non nulle,
H3°) viGLp(Q) ;S;%GLP(Q) .
H4°) fiGLq(Q) ; TiELq(I‘T) avec (5+51—=1)

et LP(Q) = {u|uece(@ ; j lu(x) |Pdx<+=} (voir Bass [ 4, 1971]).
Q

Ces quatre hypothé@ses sont en pratique facilement vérifiées (Frémond [20, 1979]

ou [21, 1980]).

THEOREME 2 (Frémond [ 20,1979] ou [21, 1980} ). Réciproquement si le

. -> . . . . -> . .
champ de vitesses VE€YV minimisant la fonctionnelle H(w) est assez régulier,

CQA.

- . . - » -> -*
on peut définir un champ de contraintes o qui forme avec v, un couple (o,Vv)
solution du probléme d'é&coulement,

Ce champ de contraintes o est défini par les théorémes 3 et 4,

THEOREME 3 (Frémond [20, 1979] ou [2l, 1980} ). Le problé&me d'écoulement

est équivalent & un probl&me de point selle (7))
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Sup{Inf{L (;,u) | weE [Wl’p(Q)] 3 et w=u sur I‘u} | uE]R}

(Tl} - > -
avec £ (w,u) =H(w) +J u(x) divwdQ
Q

Les multiplicateurs de Lagrange fi(x), la solution du probléme (ﬂ'l)
sont les pressions hydrostatiques 3 une constante pré&s. Cette constante peut
ét;.re déterminde 3 l1'aide des &quations d'é&quilibre. Si ﬁELq(Q), on peut
démontrer que la solution en contrainte existe mais elle n'est pas toujours

unique.

2.3. RECHERCHE DES CONTRAINTES

THEQOREME 4 (Friad [ 27, 1979] ; Frémond [?0, 1979] ou [21, 1980}
Delbecq et al. [17, 1977] ; Rabotnov [65, 1961}), La solution du probléme

d'écoulement : le champ de contraintes o, rend minimale la fonctionnelle :

* *

H(t) = | ¢ (1)dQ - T..n.u, dlr 2=-3.1

(t) JQ p() Jr 13“3“1 ( )
u

sur l'ensemble

y=1{t] T j*E=0 dans Q gt Tyy0y = Ty sur I‘T} (2-3.2)

des contraintes statiquement admissibles, Le déviateur de ¢ est unique.

L'existence de la solution en contrainte est vérifide sous les hypo-
théses HI1® 3 H4°, du § 2-2 (cf, Friad {27,1979] et Frémond [20, 1979]).

De plus on a :

nf{H (1) | t€]} + mmf{H@) |vev, | = o. (2-3.3)

C’A}
En effet la relation (1-4.10) intégrée sur Q, les &quations d'&quili-

bre et la relation

Jo..e..(z)dswj c..n.v.dr—[c.. . v, dQ
g Hiij p i Jg Lisj i

nous donnent :
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> *
J' Epp(e(v)} +<Pp(cr)]ds‘z=f Tivi dr + J oij nJ. u, ar + J fivi dQ (2-3-4)
Q r r Q
u
ce qui montre la relation (2-3.3) car le couple (3,0) est la solution du pro-

bléme d'&coulement.

3. APPLICATION DE LA LOI DE NORTON-HOFF EN ANALYSE LIMITE

On a déjia vu que quand p tend vers l, le matériau de Norton-Hoff tend
vers le mat&riau rigide plastique de Von Mises.

Dans ce chapitre nous allons définir d'abord le convexe de chargement
potentiellement supportable, puis on Etendera cette définition au matériau de
Norton-Hoff et enfin on donnera une nouvelle méthode de calcul de la charge

limite (Friad [27,1979]).

3.1. CONVEXE DE CHARGEMENT POTENTIELLEMENT SUPPORTABLE (Salengon [75, 1978],

Frémond et Friad [23, 1977]).

Considérons une structure occupant 1'ouvert$2cnfn, constituée d'un maté-
riau rigide plastique, soumise sur PT (une partie de I', la fronti&re de Q) 3
une charge T et dans Q 2 une répartition volumique des forces de densité £,

- . - . -> -
Sur Pu, complément de T, dans ', on a imposé& les vitesses (v=0 sur Fu).

T
La capacit@ de résistance du matériau en tout point x€Q est définie par
un convexe C, l'ensemble des contraintes plastiquement admissibles.
Soient :
VC A 1'espace des vitesses de déplacement cinématiquement admissibles
défini par :
- 0 avi 2 . - - 3
Ve = {v]viEC (@) ; 5x7€L°(Q) ; divv=0 ; v=0 sur I‘u},
F, 1'espace des efforts extérieurs,

D, l'espace des vitesses de déformations,

S, l'espace des efforts intérieurs,
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La dualité entre D et S est définie par

<g,d>= J o,,d,,dQ pour €S et dE€D,
ij ij

Q
Elle désigne 1l'opposé de la puissance des efforts intérieurs o dans le champ
de vitesses de déformation d.

La dualité entre F et VC A est définie par €f,v> pour v€ VC A et

fEF. Elle désigne la puissance des efforts extérieurs f dans le champ de vi-
tesses de déplacement v,

On définit 1'opérateur de vitesse de déformation e, linéaire continu
P

et injectif de V dans D par

- 1
€,.(v) = =(v, . +v. .)
1J( ) =3¢ 1,1 1,1
et 1l'opérateur d'équilibre L, lindaire, continu de S dans F. On a 1l'expression

du principe des puissances virtuelles :

vev, , ; VYoes ; <o,e(@)> = <L(0),v>.

L'ensemble J défini par

J={o€s| <o,e(@)>=0 vvev, , |

est le sous—espace de S des autocontraintes, i.e. les contraintes qui é&quili-
brent des forces extérieures nulles,

La structure (Q) est soumise 3 un processus de chargement 3 m paramétres :
Xl, Aps s Am' Cela revient 3 se donner un sous—espace vectoriel FZ de F de

dimension m. Lorsque m=1, on a un chargement proportionnel :

Fo={Mf1 | \1€R ; £, €F}

On définit ensuite l'espace z, des contraintes statiquement admissibles,

c'est 1'ensemble des contraintes qui &quilibre les éléments de FZ

Fp = L(D)
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L'ensemble H des champs de contraintes statiquement admissibles et

vérifiant le critd@re de plasticité (HCS) est défini par :
B=¢nY={o| o€} ; o(x)ec Vxeq}
ol G est l'ensemble des champs de contraintes plastiquement admissibles
G={c€Ss|o(x)EC Vx€E€q}.

L'ensemble H est convexe, car C est convexe. K, l'ensemble des charge-
ments potentiellement supportables est 1l'image de H par L, i.e. K=L(H). K est

convexe car H est convexe et L est linaire. Donc : K = L(GN}).

3.2. APPROCHE PAR L'EXTERIEUR (METHODE CINEMATIQUE) (Friad [27 , 1979]).

La fonction d'appui du convexe G de champs de contraintes plastiquement

admissibles est

I[G(é) = Sup{<c,'e>] YoEG} = [ n [e(—\;))dﬂ (3.2-1)
la c

HG(;:) est la puissance dissipée pour la vitesse de déformation €. Le convexe K;

convexe d'approche par l'extérieur est défini par sa fonction indicatrice wK
1

b, (@ =sup{Q a® ~1,(e®) | vev, , |

ol c.l(:;) est un vecteur associé 34 Q dans l'expression de la puissance des forces
extérieures,

K; est un convexe fermé (Friad [27, 1979] ), contenant le convexe K, des
chargements potentiellement supportables., En effet Q€K, il existe un cGGﬁZ

tel que Q = L(g). On a alors du fait que 0€G :

VvEV QE) = <o,e(3)><nc(e(3)}

C.A,
donc ¥y (Q) =tpK1[L(a)}=O et QEK, d'oll KCK;,
Soit un vecteur i(?r’) ¢0€]Rm, on peut noter que le convexe K; est contenu

dans le demi-espace défini par :
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o > > >
ol @@ < (@) 5 wev, , }.

D'oli le principe de la méthode cinématique :

Soient &1, -y ir, r éléments non nuls deﬂ?} on a :

.chii]l{q ] Q&.l@)srnf{ng[e(z)}} ; VE A
Il y a €galité entre K et Kl, si C est un convexe fermé, borné et conte-
nant l'origine (cf. Friad [27, 1979] ; Frémond et Friad [22, 1978] ou [23, 1977]).
Pour tout chargement appartenant 3 la frontiére de K, pour un matériau
standard (vérifiant la loi de normalité éGanC(c), ol wC est 1l'indicatrice
du convexe C), il vy a écoulement libre et tout chargement inté&rieur 3 K est
supportable par la structure (Friad [27, 1979]) (on se place dans le cadre clas-

sique des petites déformations. Tous les résultats sont donc indiqués dans le

cas de changement de géométrie négligeable).

3.3. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE STRUCTURE CONSTITUEE DE MATERIAU DE

VON MISES EN UTILISANT LE MATERIAU DE NORTON-HOFF SOUS JACENT (Friad [27,

19791).
La structure RCR" définie en §3~1 est cette fois constituée du maté-

riau de Von Mises homogéne de critére :
= . .. (o) <2k2},
C={o lle(o)slj(c) 2k?4}

Elle est soumise & des charges T surfaciques et 3 volumiques. On
considére un processus de chargement 3 m paramétres comme indiqué dans § 3-1,
défini par la donnée d'un sous-espace FZ de F, de dimension finie m, et nous
allons nous intéresser 3 la recherche du convexe K, des chargements potentiel-
lement supportables par la structure dans le processus de chargement considéré,

sous 1l'hypothése des petites déformations. Ona : K = L(zfiG) oll

G = {c€s|o(x)€EC, VYxEQR}
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et L est l'opérateur d'équilibre défini auparavant,

Maintenant supposons que l'on ait remplacé le matériau de Von Mises
par le matériau de Norton-Hoff avec un paramétre p (A =1, car on verra que
X ne joue qu'un rdle secondaire) associé au matériau de Von Mises.

Sous les charges QEEFZ, on obtient un &coulement du mat&riau caracté-
risé par un champ de contraintes op et une vitesse de déplacement vP qu; sont
donnés par les théorémes | & 4. Comme pour le matériau de Von Mises, nous al-
lons définir pour le matériau de Norton-Hoff 1l'opérateur d'équilibre Lp. Pour

cela on note :

v = {v|vemP@13; divy=0; v=0 sur r,t = [wl"’(sz)]3ﬁvC

P A.

muni de la: norme de [Wl’p(Q)ls,

F =dual de V F CF
P P P

s s 4
= = R > = I3 ..E 3 . =
Dp {d (diJ) 3 i,j=1,n ; le LY(Q) d11 O}

Sp={s=(sij) ; i,i=1,n ; sijELq(Q) ; s;; =0}

L'opérateur de vitesse de déformation ¢ de Vp dans Dp est linéaire,

injectif et continu
>
e ) =-;—(vi’j+vj’i).

Tout élément de 1l'ensemble des chargements FZ’ est en &quilibre avec
un champ de contraintes appartenant 3 l'ensemble Ep des champs de contraintes
statiquement admissibles par la relatiomn

L
L, & Fy
oll Lp est l'opérateur d'équilibre qui est linéaire continu et surjectif.

On défini Gp par :

Gp=h|s€Sp;c&CM}€C Vx € q}
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Le convexe de chargement KP pour le matériau de Norton-Hoff associé au maté-

riau de Von Mises est défini par :

" Lp(zp 4 Gp) '

THEOREME 5 (Friad [27, 1979] ). Le convexe Kp est fermé dans R et sa

fonction jauge vaut :
1

=[--3 * q m
S, (@ = [ayIn(H (0) | reZp}] VQER".
En plus on a
g, (601 + (1-)Q,) <0G, (Q,) + (1-9)g, (@,

pour 0<0<1 et Q, Qzem‘“, ainsi que gp(eQ) = er(Q) pour V8>0 et VQER",

i.e. gp est une fonction convexe et positivement homogéne en Q.

THEOREME 6 (Friad [27, 1979]) . La famille des convexes (KP)p£>1 est

décroissante avec p, c'est-3-dire

'2p>1 =K ,DK
P P p' P
et de plus
ke N x
P>l
THEOREME 7 (Friad [27 , 1979] ). Sous les hypoth&ses suivantes qui sont
souvent vérifides, on a :
k=N x
p>1 P
H1° - Existence d'une boule de centre l'origine et de rayon r>0 : B(O,r)
telle que

B(O,r) CC(x) VxEQ

et r soit indépendant de x.
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H2° - En notant ¥(x,*), la fonction indicatrice du convexe C(x), on sup-

pose que pour tout 0E€ S, l'application

x — Y (x,0(x))}
est mesurable.

H3° - Il existe un R>0 tel que
G'(x)CB(O,R) VYx€Q

ol G'(x) est l'ensemble des déviateurs des contraintes o(x) appartenant 3

C(x).

THEQOREME 8 (Friad [27, 1979] ). La nouvelle méthode de calcul de K

Sous les hypothéses du théoréme 7, on a :

1. Un chargement Q est potentiellement supportable si et seulement si :
QP(Q) <1 quand p — 1
ou bien
*
Sp(Q) - Inf{Hp(c) | o€} — 0 quand p — 1 (3-3.5)

2. Un chargement Q est non potentiellement supportable (Q#K) si et seu-

lement si :

QP(Q)>1 quand p —~ 1 (3~3.6)

ou

SP(Q) — +® quand p — | (3-3.7)

Ce sont des résultats que l'on utilisera par la suite pour calculer

la charge limite d'une structure constitude d'un matériau de Von Mises.
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4, CALCUL ANALYTIQUE DE LA CHARGE LIMITE DE QUELQUES PROBLEMES

SIMPLES

INTRODUCTION. Dans ce chapitre notre but est d'utiliser le matériau de

Norton-Hoff pour calculer la charge limite de quelques problémes simples
(Théoréme 8) et comparer nos résultats avec ceux dé&j3d existants (trouvés par

les méthodes classiques).

4.1, CONVEXE DE CHARGEMENT POTENTIELLEMENT SUPPORTABLE POUR UN BLOC DE

MATERIAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE EN DEFORMATIONS PLANES

SERRE ENTRE QUATRE PLATEAUX LISSES (chargement 3 deux paramétres)

On considére un bloc de dimensions 2h x 2a x 2b, avec b assez grand dans
la direction des axes z,serré entre quatre plateaux rigides, lisses deux 2

deux paralléles,par des pressions moyennes Q1 et Q2 (Fig. 2).

Fig. 2. Un bloc rectangulaire en déformations planes entre

quatre plateaux lisses et rigides
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On néglige les forces volumiques, Pour des raisons de symétrie, on considére
le quart de bloc OABC avec 2 = {(x,y) | 0<x<a et a<y<h}.

Rappelons que ce probléme a &té déja résolu par différents auteurs
pour le cas ol Q, =0, notamment : Salengon [75, 1978], Turgeman (80, 19761,

etc... en utilisant les méthodes classiques. Nous utilisons une nouvelle

méthode pour résoudre ce probléme.

On remplace le matériau de Von Mises de critére
= s .. (0) <2K?
c=1{o| 53 (G)SlJ (o) <2k}

par le matériau de Norton-Hoff sous-jacent, Il faut trouver alors un champ
de contraintes ¢ et un champ de vitesses de déplacement 3, vérifiant :
1) g.. . =0 dans Q
1],]
2°) sur AB : VYy€ [0,h], x=a, on a :
h
v, = cte ; L)Gxx dy= -hQ, ; ny =0
3°) sur BC : y=h, Vx€ [0,a] on a :
a
v _=cte ; 6 dx= -a ; 0. =0
y ’ Jo yy G 3 Oy
4°) sur OC : x=0, VYy€[0,h) ona : v =0etoc_ =0
x Xy
5°) sur OA : y=0, Vx€ [0,a] on a : vy=0 et cxy=0

6°) Loi de comportement du matériau de Norton-Hoff :

fe (V) T

.. s ..
i} (\,2k)q he "he ij
£..=0
ii
- 1 1
o EmlVv., . FV. ., . 20,5 T,.0..
oli elJ 2(v1’J VJ,l) et le 01] 3 01161_]
7%) ézz = 0 (déformations planes)
£ =0
Xz
€ =0
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de la relation 7° et la loi de comportement 6° on trouve facilement que :

o__+a
+ ¢ =0 ¥Yx,y€EQeto_ = .S ) 4 est indépendant de z.
XX vy zz 2

On prend alors une fonction d'Airy de deuxiéme degré :
F=A2X2 + Bzxy+C2y2 + A1x + By + A0

qui nous donne pour les contraintes :

3%F . .

O x W— 2C,
3%F _

O'yy= 3% -2A2
3°F

Les constantes A;, B, et C, sont déterminées par les conditions aux limites

sur les contraintes qui donne

= - = - = 3 3 =—Q+ -
O Q2, GYY Qi, %3 0 Vi#j et . —1-32-2 (4-1.1)

et pour les déviateurs des contraintes :

1 1 < s
S "7(U)s 50 =5(Q2-Q1), s, =0 et s =0 Vi#j.

En considérant les relatioms (4-1.1) et la loi de comportement on trouve :

A (Q1"Q2)q"1 ;€ =-g = - A (Ql'Qz)q—l

(2k) 4 Yy = (k)1

£ =
XX
eij =0 pour les autres,

A
v =
(a1

Q=00 % + v,

A q-1
v o= =—— (Q1=Q2)" 'y + vp(x)
v 210 17Q2 2
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ot ¥1(y) et y2(x) sont deux fonctions dépendantes respectivement de y et
de x. En considérant les conditions aux limites sur les vitesses on trouve
que ¥1(y) = ¥a(x) =

Nous avons donc trouvé un couple (0,3) qui est la solution du probléme

d'écoulement. Calculons la charge limite :
q
1 /s shﬂ,] _ AQ=Q2
“’ (0) =3 [ 2k? ( 7k )

* [ x _ =X . Q-Q
Inf {Hp(o)}—fﬁ‘pp(c)dﬂ J clJn u, dr a ah( )

J
cys.A. I|u

et

et la fonction jauge du convexe Kp vaut :
| 1

G, (Q1,Q2) = [fﬁ Ing{d" (o) }]q= 24 J%:{Q_zl

|Q;-2|
2k *

si on tend p—~ 1 ouq —~ +° on a Qp(Ql,Qz) —
On voit que A ne joue aucun rdle pour calculer la charge limite.
Pour que (Q1,Q2) €K 1l'ensemble des chargements potentiellement suppor-

tables il faut et il suffit que gp <1 quand p — 1 ce qui veut dire :

|Q1-Q2] < 2k
Qa

A

-2k

S »> Q1

#3

Fig. 3, Convexe K des chargements potentiellement supportables



- 25 -

Remarque 1. Si le bloc est serré entre deux plateaux lisses on aura :
Q2 = O et une charge potentiellement supportable sera alors Q; € [-2k,2k] .

Ce résultat a aussi été obtenu par les méthodes classiques comme nous 1l'a-

vons déji dit,

Remarque 2, Prenons A =1, car A ne joue pas de rdle en analyse limite,

on voit alors que

- |-
gp(Ql »Q2) 2k
est indépendant de p ce qui veut dire que dans ce problZme le convexe de

chargement Kp est aussi indépendant de p et on a :

K=K >lo
p VP

4.2. CONVEXE DES CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES D'UN TUBE CYLINDRIQUE

ASSEZ LONG, SOUMIS A UNE PRESSION HYDRAULIQUE D'INTENSITE Q; A L'INTERIEUR ET

Q2 A L'EXTERIEUR.

On considére un tube de rayon interme a et exterme b constitué de maté-
riau de Von Mises (s]._j sij < 2k2) en déformation plane sous les pressions
hydrauliques Q; et Qz, et on se demande sous quelle combinaison de (Q;,Qp) il
y a Ecoulement libre (fig. 4).

Rappelons que ce probléme a &té déjd résolu par différents auteurs pour
le cas ol Q2=0, en utilisant les méthodes classiques. Tandis que nous vouloms
utiliser la nouvelle méthode basée sur le matériau de Norton-Hoff.

Nous remplagons le matériau de Von Mises par le matériau ae Norton-Hoff
associé. Nous déterminons d'abord la solution du probléme d'dcoulement.

Pour des raisons évidentes de symétrie, on se restreint au quart de
cylindre ABCD, il faut trouver comme dans le cas pré&cédent, un champ de con-
traintes ¢ de déviateurs s, et un champ de vitesses de déplacement ;F=(ve,vr)

vérifiant :
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1°) Equations d'&quilibre (om néglige les forces volumiques)
aa

- r
86 “rr ar

Edans @ 0={(r,8) | r€[a,b] ;6€[0,7}

°re = cer = cez = crz =0 dans Q

2°) Conditions aux limites sur les contraintes

sur AB et CD : 0, =0 pour 6=0 et 0 ==

rd 2
sur AD : Orp = -Q; pour r=a
sur BC : O™ -Q2 pour r=b
3°) Conditions aux limites sur les vitesses
sur AB : vy =0 pour & = 0 Vre€ {a,b]
sur CD : vy =0 pour 6 =12T- vre€ {a,b]
4°) Loi de comportement
l1-p P- 2 .
ps = v J
s;5 =4 ( 207 (Vey, 5p)
€,.=0
ii
oli
I ov v v
1 s e _ 1 r 9 0
S35 %9373 Ok 013 °t fro = for "2G Wt T T
L] avr L] vr - av
r I 00 =T 3 S, < 37 0 (voir Fung [29,1965])
. . avr avz . . lave 1 avr
=€ T e | —— e — = = = —_—
.Erz zr 2(3z +8r} O €07 oy 2(az "I 39 } =0
On cherche la solution en contraintes :
Puisque notre structure a une symétrie de révolutiom, la vitesse v, = 0

8

partout et v_ est indépendante de 9,

On a alors

D'autre part
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ol C; est une constante, d'od

C1

Fig. 4 — Un tube sous pression Qi et Q2

Maintenant nous pouvons calculer les déviateurs des contraintes ; posons

I-p -
kP Cf 2 . A ; la loi de comportement s'écrit alors :

&

N €2 ) b S 1 € b ) S )
1] 1] rr 66

En notant P =P(r) la pression hydrostatique, on aura :

Urr=--Ar2(l—p) + B(r) ; cee=Ar2(1-p) +P(r) 5 0, =P(r).

L'équation d'équilibre nous permet de déterminer P(r)

dP(r)
dr

= 242-p)r' 7P = (1) =%§- ac27P) ¢,

ol C, est unme constante.
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On a donc

A _2(1-p) _3-2p , 2(1-p)
L. T-p T +C, et %9g T-p Ae +Cy

et en considérant les conditions aux limites sur les contraintes on trouve

facilement les deux constantes C; et Cy, Pour simplifier les &critures posons

p2(1-p) _ 2(1-p) _ 1

o

on a alors :

A= (1-p) (Q1-Q2)B
C, = [aZ(l-p)Q2 - b2(1—:>)Ql]B

p-1

1
e =[BT K Pa-p @-e0slP?

I3 » - + . -~ -
Ainsi on a trouvé un couple (o,v) solution du probléme d'&coulement.

. *
Maintenant calculons le convexe K. On a pour wp(c)

q
w, [ fueSne ] aflal 2(l-p)]
¢, [ T ] q [ % T

*
et pour l'inf de H (o) on a :

Lt

b q
= o* - - [2 A[lél 2<1-p>]
sp(Ql,Qz) jgcpp(c)dn Jr oij n, U dr OL ql& * r dr do
u

d'ol
s,(1,0) =12 (18)°[20-P) _20»)],

Et la fonction jauge du convexe Kp vaut :
1

§,(Q1,Qy) = [u(ms (Ql,QZ)] [%i[ﬁ(ﬁ_—az)]% [aZ(l—P)_bZ(l—p)]zll_

P
ou bien
p-! 1
_(1-P)|Q1-Q2|[ A P [ 2(1-p) 2(1—p>] )
gp(Ql sQZ) = K (p"l) (bz_az)] a -b
Quand on tend p vers 1,
1Q1-Q5 ]| 1

G (Q,Q2) —
P 2k J?.n%
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Pour que (Q,,Q,) €K, il faut et il suffit que 1lim gp(Ql,Q2)<1 ce qui

prl
nous donne :

-3
a

|Q1=Qz | <2k 2n

Le convexe K des chargements potentiellement supportables est repré-

-

senté sur la figure 5. Q2
A

RI0”

25 In(
- (K)

—zg\!/n(é Q1
2k (b -

Z2k ni2)

Fig. 5. Convexe des chargements potentiellement supportables.

Remarque : Si Qp =0, c'est-d-dire que si le tube est soumis sous une
pression hydraulique interne, différents autéurs notamment Timoshenko [78, 1949] ;
Claudon [11, 1962] , Massonnet et Save [49, 1963], Courbon [13, 1975] et Mandel

[47, 1978] , en utilisant la méthode &lasto-plastique ont obtenu une charge

limite qui vaut |Q;| = 2k &n gu Ce que nous obtenons aussi, en premant Q, =0

dans la relation pré&cédente.

4.3. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE POUTRE EN DEFORMATIONS PLANES SQUMISE

AUX MOMENTS FLECHISSANTS M et -M AUX DEUX EXTREMITES

Soit une poutre constituée de matériau de Von Mises de longueur 2% et
de hauteur 2h, assez large afin de pouvoir se placer dans le cas des déforma-
tions planes, appuyée au milieu sur un appui fixe. On se propose de calculer

le moment fléchissant limite (Fig. 6).
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=
Jo
X0
=<

Fig. 6. Une poutre en flexion simple

Rappelons que ce probléme a &té d&ja r&solu par différents auteurs.
Nous avons repris cet exemple pour présenter 1'int&ré&t de la nouvelle m&thode
de calcul du convexe K.

I1 est clair que la structure est symétrique par rapport aux deux axes
Ox et Oy, et que le chargement est symétrique par rapport a Oy et anti-symé-
trique par rapport 2 Ox. Nous considérons alors un quart de poutre d'@paisseur
unité, noté OABC. Pour calculer la charge limite on remplace le matériau de
Von Mises par le matériau de Norton-Hoff associ& et on résout d'abord le pro-
bléme d'écoulement. I1 nous faut donc trouver un couple de (0,3) unique en v
satisfaisant les équations suivantes :

1°) Equations d'&quilibre :

Gij i = 0 (la force de pesanteur est négligée)
?
2°) Conditions aux limites sur les contraintes :
sur OA : o =0 (2 cause de l'anti-symétrie du probléme)

h ‘M
sur AB : cxy=0 et fo cxxydy=—2-
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sur BC : ¢ =0 =
Xy Yy

sur 0C : ¢ =0
Xy
3°) Conditions aux limites sur les vitesses :
sur OA : v =0
X

sur OC : v._=0
X

au point 0 : v_=v_=0
x y

4°) La loi de comportement

s..=A"P (2100P (Ve yP=2 ¢

i.J ®he hl

L ]
€..=0
11

=¢ =0 qui nous donnent s =5 =35 =0
Xz2 yz @2z Xz 'yz @22

]
Me

1
et alors O,z -2—(cxx+cyy).

Commengons par trouver des contraintes ¢, Pour cela prenons une fonc-

tion d'Airy de troisiZme degré en x et y

F = A3x3 + Byx%y + C3xy? + D3y + Apx? + Boxy + Cpy2 + Ajx + By + Ag .

Les contraintes dans le plan Oxy sont définies par :

= a2F==-=2(: + 6Dy +C
cxx 3;7 3X 3y 2

o = éig_,, 6A3x + 2B3y + Ay
yy 9%

32F _
ny -ra——xay =2B3x + 2C3y + B,

En satisfaisant les conditions aux limites sur des contraintes on

trouve :
M
A3=B3=C3=A2=B2=0 et C2=EZ—4D3h
d'ol
o._=6D + -4Df et o =0 =0
xx 0037 3 Xy yy
et
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Si on inverse la loi de comportement (1.3,3), on a :

éxx = : (oxx) q—l et é = éxx
(2104 vy

et les autres ;: =0.
1]

On a alors pour les vitesses de déplacement :

A -1
Ve =— [6D3y + 72" 4D3h] x+ G

(2k)1
A 1 M q .,
v = 6D + - 4D h]
y (Zk)q 6D3q[ ¥ 3 2

et en considérant les conditions aux limites sur les vitesses on trouve :
M I M
C; =0, D3=W et C,=0 et Uxx=2 h3y

On a donc trouvé un champ de vitesse (Vx’vy) et un champ de contraintes
o solution du probléme d'écoulement. Calculons alors le convexe K :

q
* herd * het A sh£ Sh.?.
SP(M) —Hp(M) SJO Uowp(o)dx}dy= [OJ'O a \/ ——— | dxdy =

2k2

AL 3,9 g+l agh  3M ¢
ICTT)) (@@= » “q(q+D) (Akh‘)

d'oii 1

1 o 1
agh |4 3[M[y _ Ay 93
sy [ty ] - [ -2k " alth - o e

Quand q— += on a @ (M) - Bkb; , donc MEK si :

IM| <—g-kh2

ce qui veut dire que tout moment flé&chissant inférieur ou égal 3 %kh2 est
supportable,

I1 est clair qu'avec une fonction d'Airy de troisisme degré on obtient
une charge limite qui est plus faible que la charge limite réelle. Dans le

cas général le convexe de chargement potentiellement supportable (§ I.3.3)

est donné par :
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K=L(GNY])

oll z est 1l'ensemble des contraintes statiquement admissibles. Quand on- fait
une hypothé&se sur la forme de distribution des contraintes dans une section S
de la structure, on a en réalité défini un sous-ensemble )' de 1'ensemble des

‘contraintes statiquement admissibles :
)'={c|0€) ; o vérifiant la forme de distribution des contraintes sur s;:}1€7}

ce qui nous donne un convexe
K'=L(GN)}")CL(GN)) =K.

Le moment fléchissant |M| <%kh2 désigne donc le convexe K' qui est inclu
dans le convexe K.
Le convexe K' peut &tre aussi défini par : K' =L(G'02) ce qui revient

d changer le convexe de plasticité par un certain convexe C' avec :
¢'={o(x) | Vx€Q ; o(x)EC'}

Voyons quelle est la signification du convexe C'. En effet avec la fonc—

tion d'Airy déja définie on a une distribution des contraintes (pour p — 1) :

3mL, . 6 =0 ; -
% x 7Mh3’cyyo’°xyo

Supposons maintenant que la poutre soit soumise au moment fléchissant limite :
=212 =lo2 L2 Y2 . 2
| M| 7kh® et calculons 54555 " 7% 2k %2- qui prend sa valeur maximale 2k
quand |y| =h. On voit donc que sous la charge limite indiquée, il y a appari-
tion des zones plastiques dans la structure. Cette charge limite correspond

donc 3 la limite &élastique, ou 3@ la charge ruine de la structure dans le cas

d'un crit@re de rupture fragile du type
L < 2
c {0[ sij(c)sij(c) 2k }

Pour trouver la charge limite dans le cas oll le critdre de plasticité

est le convexe de la plasticité parfaite de Von Mises, il nous faut considérer
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une autre distribution des contraintes qui soit statiquement admissibles :

%2 si 0<|y|<n
g =
= 0siy=0

On trouve ainsi pour les vitesses ;

q—
A (%2‘) x pour 0<|y|<h
(2k)1

y (Zk)q
et
h (2 q
AciM Ar|M
o . o
d'oi

- (yd(lM
G, (0 = () (Jml;}

o .LDEJ.Z im1l = 2
Tendons q vers +«, Qp(M) ~ 5%z La charge limite vaut donc (|M|)lim 2kh
qui est la charge limite produisant un mécanisme de rupture ductile, car sous
cette charge on a :

€ .. =2k2,
V(x,y)€Q 553 le 2k

Ces résultats sont obtenus aussi par différents auteurs : Mandel [47,1978],

Courbon [13, 1975}, etc .. ., en utilisant les méthodes &lastoplastiques.
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4.4. CONVEXE DES CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES D'UNE PLAQUE MINCE

EN CONTRAINTES PLANES CONSTITUEE D'UN MATERIAU DE VON MISES SERREE ENTRE QUA-

TRE PLATEAUX RIGIDES LISSES DEUX 3 DEUX PARALLELES, PAR DES PRESSIONS MOYEN-

NES Q) et Q (f‘ig- 2).

L'épaisseur de la plaque est prise &gale 3 1'unité et ses deux autres
dimensions sont 2h et 2a. On considére le quart de plaque : OABC, avec
Q= {(x,y) | 0<x<a ; 0<y<h}. Comme les problémes précédents nous remplagons
le matériau de Von Mises par le matériau de Norton-Hoff sous-jacent. Il faut
trouver alors un champ de contraintes ¢ et un champ de vitesses de déplace-
ment v vérifiant :

1°) cij,j =0 dans 2 (on néglige les forces volumiques)

2°) Conditions aux limites :

sur OA : v. =0 ; o =0

y Xy
h
sur AB : oxy=0 H Jocxxdy=—Q2h.
a
sur BC : ¢ =0 ; g dx=-0Q,a.
xy ’foyy U
sur OC : v. =0 3 0o =0
X Xy

3°) Loi de comportement du matériau de Norton-Hoff

. A _— g2
€..=——— (Vs s __)° “3..
i) 2 k)q he "he 1]
€..=0
ii
4°) Contraintes planes;czz=oxz=oyz=0 et les autres Gij sont indépen-

dants de z. Nous prenons une fonction d'Airy de deuxi®me degré qui nous donne

pour les contraintes (§ I.4.1)

cxx=2C2 H oyy=2A2 H oxy=Bz

et les conditions aux limites sur les contraintes nous donnent :

g~ ~Q cyy= -Q Gij =0 pour les autres
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d'oil

s =072Q . =QL22£J_;S =M;s..=0pouri¢j
XX 3 yy 3 zz 3 ij

et donc on a

2
515555 =3Q*2" Q) -

En considérant la loi de comportement on trouve pour les vitesses :

_ q-2
/ A 2,2, 2 7 (Q;-2Q
v_ = £(Q7+Q3-9:Q )] ~5=2)x
T ot ERR AR 3
- -2
- A 2,:2.42_ 2 (Q-2Q;
vy P ._3(Q1+Q2 Q1Q2)] ( 3 )y
_ q-2
A 2,2 .2 Q;+Q2
. v=——-—(Q+Q“'QQ)] z
\ 2" e 3 1tQ2-Q;Q2 ( 3 )

et on a :
q q
Al /e She | 2 ,Q3+03-01Q042
Sp(QI,QZ) = J{Q E[ T] -E(_Jﬁ%__]bl) .ah
La fonction jauge du convexe Kp vaut donc :
1 i, 3
= |1 3 s 29 Q2-UQw

Tendons q vers +» ; on obtient :

. 2
(Q1,Q2) €K si  Q + Q5 - Q1Q2 < 3k2.
Faisons le changement de variables :
V2 V2
Q= (Q=Q)5 5 Q2 = (Q;*+Qy)5-
nous obtenons

12 12
Ql + QZ < 1
V6k)2 (V2k)2

qui correspond 3 une ellipse (Fig. 7).
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Fig. 7. Convexe K des chargements
potentiellement supportables

Remarque., Si Q2 =0, on a (]Q1|)lim=J3k; qui est la limite en tractiom
simple du matériau de Von-Mises. Ce trésultat est aussi obtenu par Friaid

[ 27, 1979].
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DEUXIEME PARTIE

APPROCHE NUMERIQUE :

- PROBLEME D'ECOULEMENT
- ANALYSE LIMITE
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INTRODUCTION

Sauf dans des cas trés particuliers, il est difficile de trouver une
solution analytique du probléme d'&coulement d'une structure constituée de
matériau de Norton-Hoff (défini au § I-2-1). On doit alors recourir a des
méthodes numériques pour déterminer une solution approchée. La méthode que
nous utilisons est celle des éléments finis en vitesses.

I1 faut indiquer que différents auteurs ont déja utilisé la méthode
des éléments finis pour approcher la solution des problémes d'&coulements,
notamment : Delbecq et al. [17, 1977] ; Needleman et Shih [57, 1978] ; Friad
{27,1979] ; Frémond [20, 1979]; etc ..

Comme on verra, le probléme d'&coulement en contraintes planes consiste
3 minimiser une fonctionnelle différentiable. Par contre en déformations planes,
les conditions d'incompressibilités entrent directement dans la fonctionmelle
ou dans l'ensemble des-champs de vitesses cinématiquement admissibles ; on
obtient des méthodes qui convergent moins vite. Nous allons présenter plusieurs
algorithmes pour résoudre ce probléme.

On s'occupe ensuite des problémes d'analyse limite. Il faut noter qu'd
1l'heure actuelle plusieurs auteurs ont travaillé dans ce domaine, notamment :
Salengon [68 & 75] ; Frémond et Salengon [24, 1973] ; Pastor et Turgeman [63, 1976]
Mercier [50, 19771 ; Delbecq et al., {17, 1977] ; Pastor [2, 1978] ; Friad [27,1979]
etc.. Nous rappelons ci-dessous les idées principales de ces auteurs.

Mercier utilise le maté@riau viscoplastique généralisé qui dépend d'un para-
métre p (viscosité&). Selon cette méthode, la détermination du convexe K des char=
gements potentiellement supportables est basée sur le résultat simplifié suivant :

- Un chargement Q€K si et seulement s'il n'induit pas d'&coulement (vitesses
de déplacement nulles) de la structure supposée en matériau de Bingham généralisé

associé au matériau rigide plastique de base.
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Du point de vue mathématique, cette méthode nécessite de définir la
projection sur un convexe, ce qui n'est pas tr@s ais& en général.

Une deuxiéme méthode a &té proposée par Delbecq et al, qui utilise le
matériau de Norton-Hoff. Elle consiste 3 utiliser dans le théoréme cinéma-
tique classique le champ de vitesse solution du probléme d'&coulement
du matériau de Norton-Hoff pour des valeurs du paramétre p de plus en plus
proches de 1.

Friad a proposé la nouvelle méthode de détermination de K, convexe des
chargements potentiellement supportables que l'on a exposé dans la premiére
partie de ce travail. Il a aussi indiqué 1'approche numérique de la solution
du probléme d'analyse limite pour le probléme des contraintes planes.

Les autres auteurs ont utilisé soit la méthode cinématique classique ou
la méthode statique classique. Pour la méthode cinématique classique on est
amené dans de nombreux cas, i définir des surfaces ou lignes de glissement
pour obtenir des rdsultats satisfaisants. Or 3 1l'heure actuelle il n'existe
pas de méthode systématique permettant de choisir leur emplacement, et en
plus cette méthode conduit 3 la minimisation d'ume fonctionnelle non diffé-~
rentiable. Ce qui montre l'intérét de la régularisation faite par Delbecq et

al. et le matériau de Norton-Hoff généralisé introduit par Friaid.

1. METHODE DES ELEMENTS FINIS EN VITESSES POUR TROUVER LA SOLUTION

NUMERIQUE DU PROBLEME D'ECOULEMENT DU MATERIAU DE NORTON-HOFF

Le probléme d'écoulement du matériau de Norton-Hoff a &té défini au

§ I-2-1 ; ce probléme est &quivalent au probléme (gj (Théoréme 1) :
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-
S H
trouver v VC.A. tel que

HE) = Inf{HG) | wev, |, }

ot H(W) est domné par (I-2-2.1) et VC A, oSt l'ensemble des vitesses

()

cinématiquement admissibles (I-2-2.2)
ou au probléme ((I‘l) (Théoréme 3) défini par :

trouver un couple (—\;;ﬁ) EVxY tel que
(’J‘l) f(z,ﬂ)=Sup{Inf{£(;,u) I_V;GV}I uEY}

oll V={$|$€ [Wl’p(Q»)]n s w=u sur I‘u} et Y= {u|nert(@):?

Pour les deux ensembles VC A et V, on remplace ;7)=11> sur I‘u par _v;=0

sur I‘u pour les transformer en deux espaces vectoriels v, et V,.

C.A.
o -y I3 . - Ld - - L3 3 +
Comme on 1'a déj3 indiqué, il est en général impossible de trouver v

ou (¥,1) la solution des problémes (T ou (ﬂ'l} par les méthodes classiques :
par exemple sous formes des fonctions usuelles. On transforme donc ces deux

problémés en deux problémes (‘J‘h) ou (3‘ numériquement solubles. La modi-

1h,h')

fication consiste 3 changer les espaces vy ou Vg et Y aux espaces de dimen-
CIA'
sions finies V, (VO S de dimension h) ou V, et Y (Vo €V, de dimen-
_— CIA' C.A. C'A'
sion h et YCY de dimension h' ; h'<h).

Pour ce faire, on maille 1'ouvert QCRr™ (n=2 ou 3) par les techniques
habituelles.

Maintenant exprimons les deux problémes ({]‘h} et (s‘lh h'] :
s

I-1. DISCRETISATION NUMERIQUE DU PROBLEME ()

Le probléme ({]‘h

un vecteur des vitesses nodales vérifiant les conditions d'incompressibilité

) est défini au chapitre précédent. Il s'agit de trouver

et rendant minimale la fonctionnelle H,
En suivant une démarche semblable 3 celle de Frémond [20 , 19791 on
obtient pour H :

1 .1- o
H(Y) == ) PPy Se[VtBeV] P2yt (1-1.1)

e=]
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et pour les conditions d'incompressibilité :

DV = 0 (1-1.2)

ol B, est une matrice symétrique, semi défini-positive de dimension [hxh] ;
Se est la surface (n=2) ou le volume (n=3) de 1'élément Qe et Q est le vec-
teur des forces nodales. D est une matrice de dimemnsion [hxh'] avec h>h'.
Si nous supprimons h' composantes de V 3 l'aide des équations (1-1-2),
on trouve alors
v, -1
V= = = E-V (1~1.3)

. PP e -
ol Ve sont les composantes qui seront éliminées et D =[: ] est la décompo-

D¢
sition de la matrice D, De étant une matrice carré@e [h'xh'l, inversible.

Ainsi, nos inconnues seront seulement les composantes du vecteur Vf et on a :

t. .t

1 odl=p ¥ o otgt p/2 _ L
H(Vf)-p AP RT Y S [VeE B EV VEETQ. (1-1-4)

e=]

qu'il nous faut la minimiser. Ce probléme a une solution unique et elle existe
sous certaines hypothé&ses. Cette méthode est inté&ressante pour les problémes

de déformations planes que nous exposerons dans la suite.

1.2, DISCRETISATION NUMERIQUE DU PROBLEME (T

1h,h'}
Le probléme (th h') est défini au § II-l. On peut trouver facilement
b}

1l'expression matricielle de la fonctionnelle £(;,ﬁ) définie au § I, Théoréme 3.

Le probléme se ramenera 3 :
x * —_
Trouver deux vecteurs V €V et M €Y tel que

* * _ .
L(V ,M ) =Sup{Inf{L(V,M) | VEV} METY} et

m
£(V,M) =% AP Py s [v° 1aev11’/2--vtq+vt M (1-2.1)
e=]
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Ce probléme approché, poss&de une solution unique en V (sous les hypo-
théses déja indiquées) et une solution en M 3 une constante prés (Frémond
20, 1979] ou([21,1980]).

Diverses méthodes peuvent €tre envisagé@es pour résoudre ce probléme
(céa [ 7,1971], Ciarlet [10, 1976] ; Karmanov [4l, 1977], etc..). Nous discu-
terons par la suite quelques-unes de ces m&thodes, pour le probléme d'écoule-

ment en déformations planes.

2. APPROCHE NUMERIQUE DU PROBLEME D'ECOULEMENT DES MILIEUX CONTINUS

BIDIMENSIONNELS

Dans cette partie nous exposons différentes méthodes numériques pour
résoudre le probléme d'écoulement d'un maté@riau de Norton~Hoff en contraintes

planes ou en déformations planes.

2.1. ECOULEMENT EN CONTRAINTES PLANES

La structure QCR? définie au § I-2-1 est soumise aux forces T sur FT
et ¥ dans Q. On se place dans les hypothéses de champs des contraintes planes,
c'est-d-dire que :

c =g =g =0 (2~1.1)

et les autres contraintes sont indépendantes de z,
En considérant la loi de Norton-Hoff on trouve pour les vitesses de

déformations :

<z eyzﬂo 3 €= (exx+ Ey‘y) (2-1.2)

on a alors en utilisant cette relation :

€.. €..=2(2 +¢2 +¢2 +¢ ¢ ) (2-1.3)
1] 1] XX y¥y Xy XX 7YY

Notre probléme est dans ce cas ;
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* + - . . 3
Trouver un champ de vitesses v(x,y) minimisant la fonctionnelle

f
Pr/5y T yPao _ - 1o
k (x/zsij €..)°dQ Jr T.w, d, Jinwi do  (2-1-4)

-> __1_ l-p
(5) @=Ll o

Q

w.
pour tout weE {w | wiE LP(Q) : -5—1—{—]16 LP(Q) ; w=u sur T (2-1-5)

ol

Pour simplifier nos calculs nous supposons que l'Epaisseur de Q est l'u-
nité., Dans ce cas on peut prendre 3 la place de QCR3 , le plan moyen de la
structure, QN OxyCR2. .

Nous maillons 1'ouvert { approché de QN Oxy, par m &léments triangulaires.
Sur Q on définit une distribution de vitesses (vx,vy) continue et linéaire par
éléments. On obtient finalement pour la fonctionnelle H(v) 1l'expression sui-
vante :

1 41-p T t p/2 _ _t -1-
H(V) 5 A y 5,(V BV vV Q (2-1-6)

e=1

ol V et Q sont deux vecteurs de dimension h, V est le vecteur des vitesses
nodales et Q est le vecteur des forces nodales. Be est la matrice de rigidité
d'élément Qe, de surface Se' Elle est symétrique semi-définie positive. Pour
des vitesses rigidifiantes sur quelques &léments, la puissance dissipée sur
les mémes éléments sera nulle, c'est~3-dire que 1l'on aura VtBéV= 0, ce qui
montre que la matrice Be n'est pas définie positive, Pour la rendre définie
positive, nous ajoutons une matrice diagonale [hxh] tr&s petite, par exemple
el 3 la matrice Be et on aura alors Vt(Be+€I)V:>0 pour tout V#0. Ce cas se
produit quand p est de voisinage de 1, A 1'aide de ce processus nous pouvons
désoLmais supposer que la matrice Be est définie positive,

Notre probléme est ramené 3 ;

*
Trouver un vecteur V EVC A tel que

h > = - -
@) H(V ) = Inf{H(V) | VE VC'A’} (2-1,7)

H(V) est définie par (2-1.6)
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Comme p>1 et B, est définie positive, la fonctionnelle H(V) est stric-
tement convexe et coercive, le probléme GT?) admet alors trivialement une
solution unique que l'on note V*.

Pour trouver V* on peut utiliser plusieurs mé&thodes numériques (voir
Friai {27 , 1979], Delbecq et al, [17, 1977], etc ..),

I1 est clair que dans ce cas la condition d'incompressibilité a déja &té
prise en compte par la relation (2-1,2), En plus cette condition va nous domnner
la variation de 1l'@paisseur de la structure dans la direction de 1'axe 0z.

On peut facilement introduire la condition Vi==Ui sur fﬁ (ot fh est la
discrétisée de Pu) dans notre probléme de la manidre suivante :

Décomposons le vecteur VGEVb‘A.en deux vecteurs V, et ¥ tel que v, dési-
gne un vecteur colonne de dimension h, ayant les mémes composantes que V sauf
aux noeuds ol il y a une vitesse imposée, les composantes de Vo correspondant
i ces noeuds sont nulles (alors VOEVO ).

~ C.A.

V est un vecteur colonne de dimension h, ayant toutes ses composantes
nulles sauf celles correspondant aux noeuds ol il y a une vitesse imposée qui
vaut cette vitesse imposée.

On a alors

V=vy,+V (2-1.8)
On appelle Ae une matrice [hxh] semi-définie positive tel que
(v~ s (v-P) (2-1.9)

soit trés grand, si les composantes Vi de V sont fixées et soient nulles si
elles sont &gales & ﬁi'
On définit alors une fonctionmnelle H(V) par :

m
~ 1. 1- o -
B) =~ AP T s vEs v+ (v-0)Ea (v-0)1P/2-vEq (2-1.10)
P ezl © e e
on voit bien que E(V) est trés grand pour V ne vérifiant pas la condition a

!
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la limite sur fb. Comme nous allons chercher 3 minimiser H(V), il est rai-
sonnable de penser que ce minimum sera atteint pour un V qui vérifie & peu
prés la condition & la limite (Vi==Ui pour certains indices 1i).

Le probléme approché que l'on se propose de résoudre est domnc :
(5'2) me{HV) | ver®} (2-1.11)

*
- Ce probldme poss@de une solution V , sous certaines hypothéses souvent

vérifiges (Frémond [ 20, 19791 ), qui annule le gradient de la fonctionnelle E(V) :

~ - m -~ -~ - -
grad (W) =A"P ¥ s v v+ (v- A (v-1 P2 vea (-1 -q =0
e=1¢ ¢ € ¢ ¢ (2-1.12)

En remplagant V-V par V, et notant

m
* 4 1-p t t (p-2)/2
B (V,Vg) =2 eaZ.lse[v BV+V AV ] (B_*A,)
et

1- m t t ( _2)/2
=)x"P P
B(V,Vo) eZlSe[V BeV4'V0AeV0] Be,

ou trouve :

* N

B (V,.Vo)-V0 = Q-B(V,VO)'V (2-1.13)
qui nous donne la formule d'ité&ration :

. s s C e
B (v, vVt = q-evt, vl

oyt (2-1.14)

v

pour le vecteur V0 de départ on prend un vecteur des vitesses non rigidifiant.
D'une maniére pratidﬁé on prend pour les &léments convenables de la dia-
gonale principale de Ae un nobre trés grand (10*0 par exemple) pour 1l'ordina-

teur que 1l'on utilise. Il est possible de ne pas fixer Vi a Giélément par élé-

ment, cela peut €tre fait en une seule fois, de la maniére suivante :

Annulons le gradient de H(V) défini par (2-1,6)

grad H(V) =B'"(V)V=-Q = 0 _ (2-1.,15)
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ol
m
B'(v) =A""P T s (viB vy (P=2) /24 (2-1.16)
e e e
e=1
et
V=V, +V,
alors :
B'(V)-VO=Q~B'(V)-\7 (2-1.17)

Puisque le vecteur V, doit avoir des composantes nulles pour les vitesses
imposées, on ajoute 3 la matrice B'(V) une matrice diagonale A de méme dimen-

m
sion, ayant les mémes propriétés que Z Ae' On obtient ainsi :
e=]

[B'(V)+A]-V0=Q-B'(V)-Y7 (2-1.18)

en notant B'*(V)=-B'(V)-+A, on obtient la relation de récurrence :
x . .
B' (vl)-v;+l =Q-B'(V}).V

v”l=v;+l +V (2-1.19)

v0 = un vecteur de vitesses non rigidifiant
Dans le cas o 1Q-B' (v}« 71 # 0 (ou NQ-B(v1)-F1 #0) et B~ (v}) (ou B*(v}))
est définie positive et l<p<pmax avec 2<pmax< 3, les méthodes ité@ratives
définies par (2-1.14) ou (2-1.19) sont convergentes et la suite (Vi) converge
vers V la solution du probléme (ﬁc) défini par les relations (2-1.4) et (2-1.5)
et de plus la suite E(Vi) décroit vers H(Vﬁ) (Friad [27 ,1979] ; Frémond [20,
1979] ou [21,1980]).
Le test d'arrét pour l'itération sera porté sur la norme du gradient de
H(V). La résolution du probléme GTC} dans ces conditions conduira 3 un champ
de vitesses V*, qui ne sera admissible que de fagon approchée par suite de :
.1l'incertitude numérique inévitable sur les calculs (Erreurs d'arrondi) ;
«la nécessité d'adopter un test de convergence pour les processus itératifs

(erreur de troncature),
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Cela signifie que l'on devra toujours considérer les résultats du pro-

bléme approché d'un oeil critique.

Noug donnons 1'ordinogramme ci-dessous pour trouver la solution du pro-
P P

bléme approché (ﬁ‘};) :

/Dcwnéa-.
v Mwbal.mﬁo,nmuﬁd«-;«mb; V"el'Rg'
3

<>

: mteuumrn{utf-«iu}&m ; veRr
Q : frces neddades 5 Qe®h
€ : evwewv admite s fquad H(v)] 5 EDO

/
I ribickion du veckeun des vilosses -

Vn=V° C?\nmﬁamt des indices «

Y < vn F Yned

caled &LW&M&&A&H B (V) pan |

-2
, o] L t - Caled du rruveour arectorn,
Bval= A1 2 Se(Vn BaVa) B, 1o witorian »
Vet =V°(nn)+°

4

€ deld du veder F(Vaye rP e 1

F(Va)=Q - B(Va)-V R ondidion don dquakioms pan
Lo méthode da c&alenby_l:n

v -«
B (Vo) Vornan =F{(Va)

Caled dle Wgrad KV fan: =>  Votnsn
Il grad Hival= | BVa)- v = QY

A

M',d.l%lr-mt‘m de Yo, malhice da k%d- At v

Teak d’annek ;

W ad HE VAl <€ % (V)2 BV + A

Qul
erwp )

Figure »l

Ordinogramme de ré&solution numérique du probléme (0‘2)
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Si l'erreur admise sur le gradient (€>0) est trds faible et si p est
proche de 1 (par exemple 1,01), il arrive en pratique que la norme du gra-
dient, aprés un certain nombre d'it@rations ne décroisse plus. Il est préfé-
rable alors de mettre en plus d''"un test d'arrét sur la norme du gradient de
H(V)", un test sur la diminution de la norme du gradient, afin d'éviter des
itérations inutiles.

La convergence de la méthode représentée sur la figure 1 est d'autant
plus rapide que'le paramétre p est proche de 2 ; pour le cas p=2 (fluide
Newtonien) la solution est obtenue 3 la premiére itaration. Par ailleurs,
afin d'améliorer la convergence, il importe de bien choisir Vo, le vecteur
des vitesses au départ d'itérations. On a procé&dé alors de la manidre sui-
vante :

La minimisation &tant reéherchée pour p f£fixé <2, On résoud d'abord le
cas p=2, la solution obtenue est prise &gale 2 V0 pour p;, p<p; <2, on fait
un certain nombre d'itérations pour p;, soit n;, le vecteur v, ainsi obtenu
est pris pour vecteur initial v0 pour Py> (p<:p2<<p1) ; on fait 3 nouveau n,
itérations pour P,, ete ..

Cette procédure augmente sensiblement la vitesse de convergence de la
méthode (Friad [27,1979]).

I1 faut indiquer que la convergence de la méthode est de plus en plus
rapide si la matrice de rigidité B'(V) est mieux-conditionnée. Le condition-
nement de la matrice B'(V) dépend du paramé@tre p et aussi de la forme des élé-
ments. Si p est proche de 1, la convergence de la méthode est tr8s lente 3
cause du mauvais-conditionnement de B'(V) et de plus on sait que la fonction-
nelle H(V) n'est pas différentiable pour p=1, D'ailleurs en pratique on s'est
apergu que si les éléments du maillage de (R) sont de plus en plus aplatis la
matrice B'(V) sera de plus en plus mal-conditionnée et la convergence sera

moins rapide.
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2-1-1. Conditioms aux limites du type poingons

Parmi les conditions aux limites du problé&me d'&coulement, on peut avoir
un oﬁ plusieurs poingons, lisses ou rugueux qui agissent sur une ou plusieurs
parties de la frontidre I' de Q. Ces n poingons sont soumis aux forces impo-
sées fi (i=1,n). Les vitesses des noeuds du maillage en contact avec les poin~
gons subissent des conditions impos&es par l'interface des poingons ainsi que
leur direction d'avancement.

Considérons alors une structure QCR? (contraintes planes ou déformations
planes) soumise aux poingons lisses ou rugueux Pi (i=1,n) par des forces Ti
représentée sur la figure 2.

Nous avons d'abord remplacé les poingons lisses par deux couches de maté-
riau de Norton-Hoff tel que la premiére couche, en contact avec la structure Q
joue le rdle des rouleaux (résistance au cisaillement nulle) et la deuxidme
couche qui est en contact avec la premiére couche et les forces imposées %i
joue le r6le d'une plaque rigide (déformations nulles); pour les poingons ru-
gueux on les a remplac&s par une couche de mat@riau de Norton-Hoff jouant le
rdle d'une plaque rigide. On a alors pris en compte une autre structure compo-
sée de et des couches de mat@riau de Norton-Hoff. Cette méthode a &té employée
mais aprés la premiére itération on avait des vitesses rigidifiantes pour les
éléments des plaques rigides des poingons et on a dii abandonner cette idée.

La deuxiZme méthode utilisée consiste 3 remplacer les poingons par des
ressorts visqueux, convenables, avec des rigidités kx et ky entre les noeuds
en contact avec les poingomns (voir Fig. 3).

Supposons que 1'on dispose de n poingons et que chaque poingon est en

contact avec li (i=1,n) noeuds du maillage. Numérotons ces noeuds par

I, I

! » I, . La puissance dissipée par ces ressorts visqueux de loi de

227 g,
1

comportement
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Po‘m.g,cn
ruaU eux

Poincon
' lisse

Fig. 2. Une structure QCR? avec des conditions
aux limites du type de poingons lisses et rugueux

Fig., 3, Remplagement des poingons lisses ou rugueux
par des ressorts convenables,
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F =k *V F =k V (2-1-1.1) .
X x X y vy

sera alors

) S50
P=7 k_(V -V +x (v -v
22, 521 X x(Ij+1) x(Ij) y Y(Ij-ﬂ) y(Ij |

ol k; et k; sont des rigidités des ressorts entre les noeuds en contact avec
le idme poingon et V V (..y sont les composantes de la vitesse de noeud I..
poing x(Ij.)’ y(1j) wp j

La puissance P des ressorts peut s'écrire sous la forme :

vt Al
1

he~g

DO e

1. t, v .,
v==v (] AV (2-1-1.3)
i 20 Nyt
ol A'.1 est la matrice de rigidité& correspondante au i@me poingon, de dimension
i i

(hxh) avec des &léments zéro, kl, k-, -k' et -k*,
x’ Ty X v

Prenons un exemple ol on a ajouté entre deux noeuds I et J un ressort avec

des rigidités kx et ky (Fig. 4)

314

Fig. 4, Addition d'un ressort visqueux de rigidités kx et k

entre deux noeuds I et J, y

La vitesse de déplacement du noeud I s'écrit :

h
yI I-i-i-
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ol h est la dimension du vecteur de vitesses globales V, dans ce cas.on a :

15 1 .
P=ck (V_-V. ) +=k (V -V 2Lyt o 1o
2 x(I J) 2 Y<I+% J+t2_1) 2V AiV (2-1-1.4)
qui nous donne :
h h
1 { ITE J+E
b i kK o=k e [ JETUI . QR
X X
J -kx . kx ............... o (o JRT
Al = :
T s Qe ® oo Ko =Ko
2 : : J 7
g . SO S K e K o (2-1-1.5)
2 i ; 4 J

n
Dans la relation (2-1-1.3), netens Z A{ = A',le remplacement des poin-
i=1
gons par des ressorts est &quivalent 3 la modification de la fonctionnelle H(V)

~ - m
H(V) =% APy Se(vtBe V) (P/Z)-vtq+%vtA'v (2-1-1.6)
e=]

Prenons le gradient de ﬁ(v), on obtient comme le cas précédent :
VE(V) =B'(V)V+A'V-Q = 0 (2-1-1.7)

ce qui montre qu'il suffit d'ajouter la matrice A' 3 la matrice B'(V) et B™ (V)
dans 1'ordinogramme de la figure 1, pour obtenir un nouvel ordinogramme et
les vitesses ainsi obtenues satisfont les conditions des poingons.

La somme de la matrice définie-positive B'(V) (ou B'*(V)} et de la matrice
semi définie positive A' est définie positive, Cette remarque.est valable
quand les éléments de la matrice A' ne sont pas trés grands pour 1l'ordinateur,
car en effet si les &léments de A' sont trds grands, en sommant B'(V) (ou B™(V))
et A', certains &léments de B'(V) (ou B'*(V)} sont négligés devant les élé-
ments de A', la somme de deux matrices n'est alors plus définie positive, donc
~ la méthode de triangulation de Cholesky n'est plus applicable. Pour surmon-
ter cette difficulté, nous avons pris pour les €léments de A' ; k = 1010 au
lieu de 10*0 et nous avons obtenus des r&sultats numériques qui sont satis-

faisants.
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Nous avons donc pris dans nos calculs pour les poingons rugueux :
kx= 1010 et ky= 1010, et pour les poingons lisses (kx= 100 H ky=0) ou

(ky= 1010 ; kx=0) suivant la direction d'avancement des poingons (Fig. 5)

Fig. 5. Rigidité des ressorts visqueux Eéquivalents
de poingons lisses horizontaux ou verticaux

2.2. ECOULEMENT EN DEFORMATIONS PLANES

Considérons une structure QCIR3, constituée d'un matdriau de Norton-
Hoff en déformations planes (cf, Salengon [74 ,1974]), soumise aux forces

:f(x,y) sur T, une partie de la frontiére de T et %t dans @ n'ayant pas de

T

composantes suivant l'axe Oz et sont indépendantes de z. Les vitesses de

- + [ 3 - - .
déplacement v sont aussi dans le plan Oxy et indépendantes de z. Le matériau
est supposé homogéne.

Dans ce cas :

. L] L] °
= g = g . =0 et ¢ s €5 €
X Xy

, 0.. sont indépendants de z.
Xz yz zz X yy ij .

Pour nos calculs nous considérons une tranche paralléle 3 Oxy, d'épais-
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seur 1'unité. On a déji vu que le probléme d'écoulement est &quivalent aux

deux problémes (T) et (F,} définis aux § II.1-1 et II-I1-2. Dans cette partie
h,h'

14 ),lés problémes approchés de (G) et ﬁrl)

1]
nous dé&finissons (Gﬁ’h } et (@
en déformations planes et ensuite nous donnerons quatre algorithmes pour
)
résoudre le probléme ( ?éh ) et deux algorithmes pour résoudre le probléme

h,h'
@ )

1
2-2-1. Définition du probléme ﬁf approché du (Tl} en déformations planes

h,h
1d
Le problame (,) est défini au § II-1. Dans le cas des déformations

planes on a :
L] L]

C..6,.= 82 +82 4282 " (2-2-1.1)
ij 1] “xx Cyy “xy

Nous définissons 3 partir de l'enmsemble V, un espace vectoriel V0 par :
~ > > 1 ->
v, ={wlwemw P2)]2 ; w=0 sur r |
ensuite nous remplagons les deux espaces VO et Y=={ul uelﬂ(Q)} par deux
sous—espaces VOCV0 et YCY de dimensions finies h et h',

Compte~tenu du caract@re tr@s contraignant de la condition d'incompres-
sibilité comme Delbecq et al. [17,1977] ; celle-ci n'a &té imposée qu'en
moyenne sur deux triangles. On suppose en plus que la pression hydrostatique
(Mi) sur deux E€léments est constante. Mi constitue une composante du vecteur M

de dimension h'. En discrétisant le terme J div;;dﬂ on obtient D;-V ol Dl

Qei+Qles
est un vecteur de dimension h. On définit la matrice D [hxh'] dont les h'
colonnes sont les vecteurs Dl (2=1,h"). Avec ces relations notre probléme se

|
raméne au probléme approché @T?éh } suivant :

* *
Trouver (V ,M ) tel que
* K _ —
L£(V ,M ) =Sup{Inf{L(V,M) | VET} | MET}

h,h') avec :

1d m :
1 1= t ,

£V =2 AP T s (v B P2 -y + vu (2-2-1.2)
e=]
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Nous allons donner par la suite quatre méthodes numériques pour ré&soudre
ce probléme. La résolution du probléme ﬁf?éht) conduira 3 un champ V*, qui
ne sera admissible que de fagon approchée par suite de :

.1l'erreur d'arrondi sur les calculs numériques qui est inévitable ;
.1'erreur de troncature (la nécessité d'adopter un ou plusieurs tests d'ar-
rét des itérations qui seront présentées) ;

.la traduction en moyenne de la condition d'incompressibilité,

Les méthodes envisagées sont :

1°) La méthode d'Uzawa ;

2°) La méthode d'Uzawa contrdlée ;

3°) La méthode d'inversion de matrice (algorithme d'Arrow-Hurwicz) ;

4°) La méthode d'inversion de matrice (point fixe).

2-2-1.1. La méthode d'Uzawa

Pour résoudre le probléme Gf?éh'}, Delbecq et al. [17 ,1977] ont utilisé
une méthode d'Uzawa pour calculer Sup{L(V,M) | MEY} et une méthode du gradient
"modifi&e" pour 2'Inf{L(V,M) | VEV}. Friad [27,1979] a indiqué une nouvelle
méthode d'Uzawa oll pour calculer 2'Inf, on utilise une méthode d'itération
proche de ce que nous avons utilis& pour les contraintes planes. Pour calcu-

ler le Sup, on emploie la formule d'itération suivante :

3L (Vn,M)
=M +p ———— (2-2-1-~1)
oM

oli p>0 est un param@tre de montée dont il faut déterminer la valeur par des

Mn+1

tests au préalable.
Pour trouver ¢'Inf de £(V,M), nous annulons le gradient de £ (V,M) pris

par rapport 3 V :

BV, M) _ 1=p T o eubp oy (P=2)/2, o _ _ o
o~ A elee(v B,V B,.V-Q+DM=0. (2-2-1-1,2)
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Décomposons V en V0 et V (§ II=2-1) tel que V=-V0-+§ et supposons Be définie
. .. l-p T t (p-2)/2

positive (sinon on lui ajoute e€I) et posons A Z Se(V Be ) Be=B'(V).

e=]
La relation précédente nous donne ;

B'(V)+V,=Q-DM-B'(V)-¥ (2-2-1-1.3)

En procédant de la méme maniére, pour les vitesses imposées et les poingons,

*
qu'aux § II-2-1 et § II-2-1-1, en posant B'(V) +A' =B(V) et B(V) +A= B (V)
ol A (pour les vitesses imposées) et A' (pour les poingons) sont deux matrices

symétriques semi-définies positives. On aura

* -

B (V)'V0=Q-DM-B(V)°V (2=-2~-1-1.4)
d'oll 1a relation de récurrence :

* -~
B (V) V) qe1y =Q-DM=B(V) ¥

-~

Vel Vo ¥V

(2-2-1-1.5)

Pour un M donné, l'itération définie plus haut est convergente, dans
le cas oid :

1°) 1Q-DM=-B(V)-VIl # 0

2%) B*(Vn) est définie positive

3%) 1<p<pma.x avec 2<Pmax<3 (Friad [27,1979] ; Frémond {20,1979])

Ainsi on part d'un vecteur de vitesses non rigidifiant V0 E]Rh, et un
vecteur MC E]Rh' et on fait un certain nombre d'it&rations sur V employant
(2-2-1~1.5) et on obtient donc un vecteur V'. Ensuite on utilise la relation
(2-2-1-1.1) pour calculer M! et on recommence le procédé en remplagant V0 et
MO par vt et M! etc ..

La convergence de cette méthode est démontré&e par Frémond [20,1979]. Il
faut indiquer que comme toujours dans la méthode d'Uzawa le choix de p est
délicat, s'il est trop grand la méthode diverge, s'il est trop petit la con-

vergence est trop lente. Pour un choix convenable de p on a réussi 3 résoudre
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Fig. 6. Ordinogramme de la méthode d'Uzawa
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quelques problémes que l'on verra dans la troisiéme partie de ce mémoire.
L'ordinogramme de cette méthode est présenté sur la figure 6.
Comme dans le cas de contraintes planes, il est préférable de vérifier
of ,
que les normes "57“ et "vﬁ" descendent sinon on arréte l'itération corres-
pondante et on passe 3@ l'étape suivante, ainsi on évite des itérations inu-
tiles.

De plus, la vitesse de convergence de cette méthode, comme les autres
méthodes que nous allons expliquer, dépend du choix de v0 et MY, Pour augmenter
la vitesse de convergence, on résout le probléme avec p =2 ce qui nous donne en
une seule itération le minimum, ensuite on prend pour p des valeurs intermé-
diaires en prenant pour V0 et MO0 les vecteurs V et M, solution du probléme
avec le p précédent.

Pour déterminer un p convenable, on fait pour un p fix&, un certain nom-
bre d'itérations en imprimant aprés chaque itération la VLl et puis on choisit
le p correspondant au nombre d'itérations minimum ou | VLl minimum. On verra
dans la troisiéme partie que p dépend de p. En général pour les p voisins
de |, le choix de p est plus couteux que si on prend un p constant (par exemple

le p convenable pour p=2).

2,2-1-2., La méthode d'Uzawa contrdlée

Comme nous avons dé&j3 indiqué le choix de p est assez délicat. Nous avons
donc essayé d'automatiser ce choix, par la méthode d'Uzawa contrdlée. On sait
!
que la solution du probléme d'écoulement ﬁf?&h ] est un couple de vecteurs

* *
(V ,M ) qui vérifient les inégalités suivantes :
* * * * — —
L(V ,M) <L(V ,M)<L(V,M) VMEY et VVEV (2-2-1-2.1)

Dans le cas ol les vitesses imposées sur FU sont nulles on sait que

-~

V=0 est un vecteur qui appartient 3 l'emsemble V, ce qui nous donne ;

* * ]
W <L M)<o  VMeR
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A partir de ce ré&sultat on obtient la nouvelle méthode pour calculer
le p convenable, en méme temps que l'on s'approche au point selle (v, M.

Nous définissons un processus itératif convergeant par :
L h <c ) < (. (2-2-1-2.3)

Dans cette méthode £'Inf se calcule de la méme fagon que dans la méthode

0 ! -

d'Uzawa. On part alors de deux vecteurs V EIRh et M0 €R" . Supposons que ' !
Mn—l . . s . Mn—l .

et soient connues. On minimise la fonctionnelle L (V, ) qui nous donne

un certain vecteur V-. Ensuite on calcul M® par la relation :

n
M = ! o Q%%—ﬁ) (2-2~1-2.4)

n
avec un pn>0. La relation (2-2-1.2) nous donne : Mg; M =D 'tVn et d'od :

LOP M =r™) + 7 o =a ™) « v PpalT! +p D Eyy =

= (v, +p V7 top Sy M h

qui présente que l'inégalité & gauche de la relation (2-2-1-2.3) est toujours

vérifiée. I1 nous faut donc choisir un P tel que :

£ M <e (v Ry

qui est é&quivalente &

H(VY) + 7 t13M“'1+pnvnt oot VRl « VI Tl an'“’lt ppt v
v, vl

d'oit

—

pn(vn-vn'l)t" o (Vv <o ™l e (B L (2-2-1-2.5)

Mais puisque v? vérifie 2'Inf{£ (V,Mn—l) ] VEV}, on a

-1 .n- - .
e ,Mn l) -«C(Vn,Mn l)>O et d'autre part le facteur de P est positif d'ol :

el o Y

(vn_vm-l)t DDt (Vn_vn-l)

0<p <

(2-2-1-2.6)

Il est clair que si p, est trop grand, l'inégalité de (2-2-1-2.5)
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ne serait pas vérifiée et la méthode sera divergente, Donc nous avons besoin
d'un paramdtre k;>1 (par exemple k) =1,1), pour calculer P, = pn/k1 et on

répéte ce processus jusqu'd ce que cette inégalité soit vérifiée.

. . ‘s . s e
Remarque : Pour le choix de p,on peut utiliser aussi 1'inégalité de

(2-2-1-2.6).

L'ordinogramme de cette méthode est représenté sur la figure 7.

La convergence de cette mé€thode est assez lente, et elle est plus cou-
teuse que la méthode d'Uzawa (§ II-2-2-1-1) car dans cette méthode souvent
quand on s'approche du point selle le paramétre P tend vers zéro. Pour cette

raison on a di abandonner cette méthode.

2-2-1.3. La méthode d'inversion de matrice (algorithme d'Arrow-Hurwicz)

1}
On a 3 résoudre le probléme ﬁf?&h ) défini au § II-2-2-1. Le point-selle

de la fonctionnelle £ (V,M) annule les dérivées partielles de £

Y =B (M.V-Q+ D=0 (2-2-1-3.1)
L _ _t I, PN
2 by =0 (2-2-1-3.2)

Afin de satisfaire les conditions aux limites du type des vitesses im—
posées et des poingons, la relation (2-2-1-3.1) se raméne 3 (voir les relations

(2-2-1-1.3) 3 (2-2-1-1.5))

B (V)-v,=Q-DM-B(V)-¥
0 (2-2-1-3.3)
Vavy+ ¥

qui nous donne

V=B Q-M-BW)-H + 7 (2-2-1~3.4)

*
car B (V) est inversible (suivant 1l'hypoth&se que les Be-sont définies posi-

tives). Cette relation et (2-2-1-3,2) nous donnent :

%% (v)] "lp-M=DC[B" (W] 1 [Q-B(V)-9] + DV (2-2-1-3.5)
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A partir des relations (2-2-1-3,1) et (2-2-1-3.,5) on définit les for-
mules d'itérations suivantes ;

. ]
On part de VnGIRh non rigidifiant et M € h

On minimise la fonctionnelle £(V,Mn) par
BY(V ).V =Q-DMn-B(Vn)-‘7
" . (2-2-1-3.6)

Vn+1 =V0(n+l) *ve vn==‘vn+l

0(n+l)

Aprés avoir trouvé le minimum exact on calcul le vecteur Mn+l par :
t * -1 A -1 A ta
D [B (Vn)] D Mn+1 D [B (Vn)] [Q B(Vn) Vi +DV
Et on recommence le processus en prenant Mn==Mn+l

* » 3 '*
Puisque l'inversion de la matrice B (Vn) est couteuse et qu'en plus
on risque d'augmenter les erreurs de calcul (erreurs d'arrondi) nous avons
< . t % -1 _ .t R -
calculé directement la matrice : D [B (Vn)] = Cn oll la matrice c a h' lignes
et h colonnes.

. * P s s .. .
La matrice B (Vn) est symétrique, définie positive, donc son inverse

est aussi une matrice symétrique, définie positive. Nous avons donc :

*
B (Vn)-Cn =D (2-2-1-3.7)

Les matrices Cn et D 8tant constituée par h' vecteurs colonnes Ci et
Di (i=1,h') de dimension h (h>h'). La relation précédente nous donne :

B (V)-Ct =Dl (i=1,h") (2-2-1-3.8)
2’ n

On peut donc calculer facilement la magrice Cn’ colonne par colonne en
employant la méthode de Cholesky.

Pour p =2, cette méthode converge en une seule itération. Des essais
numériques ont montré que dans le cas général, cette méthode converge pour
les p voisins de 2. La convergence n'est pas assurée pour les p voisins de 1.
Dans la troisiéme partie nous donnons un exemple pour lequel cette méthode

a convergé pour tous les 1<p<2 et un autre exemple pour lequel elle n'a

convergé que pour les p voisins de 2,
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L'ordinogramme de cette méthode est représent@ sur la figure 8.
1
En réalité 1'algorithme d'Arrow-Hurwicz pour le problé&me ﬁr?&h )

‘nous donne (voir Glowinsky et al. [32,1976])

V_et M sont connus,
n n

3 (V_,M )

v, =V -p — B (2-2-1-3.9)
SV M)

M =M 0! ———;‘LM‘—E (2-2-1-3.10)

ol p, et p; sont deux paramétres positifs, 3 déterminer au préalable de telle
fagon que le processus itératif soit convergent. En effet au lieu de (2-2-1-3.9)
nous avons utilisé les relations (2-2-1-3.3) pour calculer £'Inf. Considé-

rons les deux relations (2-2-1-3.4) et (2-2-1-3.10), on obtient :

a"C(Vnﬂ’Mn)
aM

t t * =1 ~ -
=DV =D {8 (V)17 [Q-DM_-B(V )-V] + v}

t. X - t . * PN tA
=M -o'D"[B (V)I7IDM +p'{D"[B (V)1 (Q-B(V ). + DV}.
non o non n o (2-2-1-3.11)

Comparons cette relation avec celle de (2-2-1-3.6). Pour cela notons

Mn+l

- [, PO T ] -
le vecteur Mn+ calculé par (2-2-1-3.6), Mn+1’ on a alors :

1

= -t nEp* -1 b ¥ -1 '
Mo =¥ -p D (B (Vn)] DM +p'D (B (Vn)] DM .
ou bien :
- inEra® -1 LI
M =M e D [B (Vn)] D[Mn+1 Mn]
ce qui montre que dans le cas général Mn+l;&M;+l et en plus il nous fallait

introduire comme la méthode d'Uzawa un paramétre de montée p; dans nos calculs.

On a abandonné cette méthode dans la suite.

2-2-1-4, La méthode d'inversion de matrice (algorithme de point fixe)

‘Dans cette méthode nous utilisons les mémes formules d'itérations que
la méthode précédente (§ II-2-2-1.3) mais cette fois, aprés chaque itération
sur V, on calcul le nouveau vecteur M et le test d'arrét est porté sur la

Ivel  (fig. 9).
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L'algorithme que nous avons utilis& est celui du point fixe. Cet aléo-
rithme est couteux mais, pour tous les problémes &tudiés 3 la troisi@me par-
tie, il a convergé avec une bonne précision, Quand on tend p vers 1, la con-
vergence de cette méthode devient de plus en plus lente,

Cette méthode est largement utilis@e pour résoudre des problémes d'&cou-
lement ou d'analyse limite (Partie III). On a préféré l'utilisation de cette
méthode & la méthode d'Uzawa dans nos applications car on n'a pas aAchoisir

le bon paramétre de montée (p).

'
2-2-2, Définition du probléme (T:’h ) approché du () en déformations planes

Le probléme (J') est ramené au probléme (7 )} en maillant 1'ouvert

h,h'
QCR". Nous avons présenté au § II-1-1 comment on peut définir un espace des
vitesses vérifiant les conditions d'incompressibilité DtV==O oli D est la ma-
trice de discrétisation de divergence de V sur les &léments triangulaires.
On décompose le vecteur des vitesses V en deux vecteurs Ve (de dimension h')
et Vf (de dimension h~h') tandis que la matrice D est décomposée en D==[DeDf]
pﬁ De est une matrice carrée (h'xh'). Comme on a vu au § II-1-1, les compo-
santes de Ve doivent &tre choisies tel que toutes les &quations Deve soient
indépendantes. Ensuite on calcule le Ve en fonction de Vf. On aura donc une
relation du type V=Ef (la relation 1-1.3)

Notre probléme se raméne 3 :

*
Trouver un vecteur erlR h tel que

H(V}) = Inf{H(V)) | V=EV_ET)
(5™
d ¢

f

t.t

) 1,1-p ? t (p-2)/2 _
avec i H(V,) > A ¥ S, [V.EB_EV] ViETQ

e=1

et T={v| &= sur T et VER"} (2-2-2.1)

I1 faut noter que nous utilisons des &léments triangulaires avec

trois noeuds. Argyris et al ({3 ,1377] ont utilisé des &léments triangulaires
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avec 6 noeuds (TRIM6). Ils ont supprimé les conditions d'incompressibilité
sur chaque &lément en définissant une distribution de vitesses convenables.

. > . P “
Le vecteur de vitesses v(x) au point xEEQe dépend de 12 paramétres,

-l_ T
N v a, a; a, . agfl,
v(x,y) = =
vl b0 b1 by By (2-2~2.2)
Xy
x2 !
72
. > o -
et divv= 0 est &quivalent &
a) + a3y +2ay +bj +b3yx+2bs=0. (2-2-2.3)

Ils ont alors défini une distribution de vitesse v(x) qui satisfait la rela-
tion (2-2-2.3). Le probléme résolu par Argfris et al est du type linéaire
(élasticité) tandis que notre problé@me est non linéaire et l'utilisation des
€léments (TRIM6) le rend trés compliqué.

Nous avons essayé les deux méthodes suivantes pour résoudre le probléme

g5

2-2-2-1. La méthode de l'ensemble des vitesses incompressibles définie sur

les &léments quadrilatériaux constitué chacun de quatre &léments triamgulaires

On maille la structure RCR? en déformations planes par des quadrilaté-
raux qu'on subdivise en quatre triangles, Si 1l'on satisfait les conditioms
d'incompressibilité sur deux éléments triangulaires, on aura deux &quationms .
par bloc, ce qui nous permet de supprimer les deux degrés de liberté du noeud
interne de bloc (Desal et al [18,1972]),

Considérons le bloc quadrilat@ral représenté sur la figure 10, Le vec-
teur de vitesse &lémentaire de ce bloc est :

t
V. o= (V \' I’ \

. 0 Yy Ve Vor) (2-2-2-1,1)

xJ’VyJ T "xE’'yE

qui est de dimension 10. Ecrivons les conditions d'incompressibilité en
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moyenne sur deux éléments

divvde=0 ; f divvda=0 (2-2-2-1,2)
Q1 +Q2 Qa3+

Fig. 10, Un bloc quadrilatéral constitué de
quatre éléments triangulaires

ce qui nous donme

DV =0 (2-2-2-1,3)
q 9

ol Dq est une matrice de dimension [2x10],

Posons
t t t .t t _ .t -t
Veq = [VXE’V§E] et Vq = [qu’veq] et Dq = [qu,Deq],
la relation (2-2-2~1.3) devient :
Veq
(Df Deq) = 0 (2-2-2-1.4)

eq

L'élimination de Veq est donc possible si la matrice Deq est inversible.
Or par un calcul simple, il est facile de voir que le déterminant de Deq est

nul et donc cette matrice n'est pas inversible. Nous avons essayé de lever
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cette difficulté en utilisant des blocs constitués de quatre quadrilatéraux

(Fig., 11)

Fig. 11, Un bloc de 16 Eléments triangulaires

Ainsi pour chaque bloc on a 16 &léments triangulaires et 26 degrés de
liberté dont 10 se trouvent i l'intérieur du bloc. Comme nous voulons sup-
primer les composantes de vitesses des noeuds intermes, il nous faut 10 é&qua-
tions pour exprimer les conditions d'incompressibilité&. Nous avoms donc groupé
les 16 éléments triangulaires en 10 ensembles de telle fagon que sur chaque
ensemble on puisse &crire 1'Bquation exprimant la condition d'incompressi-
bilité. Malheureusement on trouve encore un det[Deq]==0, on a du abandonner~

cette méthode.

2-2-2-2, La méthode de l'ensemble des vitesses incompressibles définie sur

chaque &léments triangulaires en utilisant des super-ré@seaux (Needleman et

Shih [57, 1978])
Maillons le domaine Q par des super-réseaux constitués chacun de deux

bandes de N &léments quadrilatéraux, Chaque quadrilatéral est -découpé en quatre
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triangles par ses diagonales (Fig. 12),

A

bandel

bamACZ

Ban323

bandel

ba.’n.Je 5

vandeg

bandeF

bande

Fig. 12. Maillage de la structure Q en 8 bandes (4 super-réseaux)
chaque bande est constituée de 5 &léments quadrilatéraux et chaque quadrilatéral
est découpé en quatre &léments triangulaires 3 trois noeuds.

Considérons 1'élément quadrilatéral représenté sur la figure 13, nous

savons que pour ce genre d'éléments les conditions d'incompressibilité

exprimées sur chaque triangle nous donnent trois &quations indépendantes

(voir Nagtegaal et al, [54 , 1974] ), En utilisant deux de ces trois é&quations,

on peut supprimer les deux degrés de liberté correspondant au noeud interne E,

il nous restera donc une &quation a4 faire vérifier sur chaque quadrilatéral.
Nous supposons que notre domaine (Q) est discrétisé en bandes de N

&léments quadrilatéraux, et que chaque bande joint une frontiére de maillage

i 1l'autre frontidre (Fig, 12),


file:///oariJe

Fig. 13. Un &lément quadrilatéral constitué de quatre triangles
formés par un quadrilatéral et ses deux diagonales

Deux bandes ainsi définies constituent un super-r&seau, Nous allons
€liminer 3 l'aide des 2N &quations d'incompressibilit& qui nous restent pour
un super—réseau, les degrés de liberté des noeuds communs entre les deux
bandes constituant un super-réseau.

Considérons le super-réseau de la figure 14, il y a 2N+2 degrés de
liberté associés & la ligne commune entre deux bandes tandis qu'il nous reste
seulement 2N Eéquations. De ces 2N équations nous pouvons facilement exprimer
les vitesses des noeuds internes du super-réseau en fonction des vitesses

. -

des noeuds externes en utilisant 2N-2 &quations d'incompressibilité.
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Fig. 14. Un super-réseau avec 4N+6 degrés de liberté
(en considérant les vecteurs 1 ou 2 avec les autres)
Les vitesses normales du premier et (N+1)&me noeud de la ligne commune
de ce super-réseau ne sont pas indépendantes, en effet 1'équation d'incom-
pressibilité sur chaque super-réseau s'écrit :

f divvdQ = 0 (2-2-2-2.1)
Q

r
qui nous donne :

f v.rﬁ_dr =0
r 1
T

ol Qr et Fr désignent la surface et la frontidre du super-réseau, et 1 est le
vecteur normal 3 Fr en chaque point. Donc les deux &quations qui restent nous
permettent de supprimer la vitesse normale d'un des noeuds ler ou (N+1)&me
de la ligne commune et la vitesse tangentielle de 1'autre noeud. Ainsi il
nous reste un super-réseau avec 4N+ 6 degrés de liberté& que 1l'on a représenté

sur la figure l4.
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Une fois les équations d'incompressibilité satisfaites tous les
degrés de liberté qui restent interviennent dans l'expression de la fonc-
tionnelle H(V) et il nous suffit pour minimiser cette fonctionnelle, d'an-
nuier sa dérivée partielle par rapport au vecteur des vitesses qui restent
(pour p>1),

Ainsi pour.la structure Q constituée des super-réseaux, on a h'=3m
conditions d'incompressibilité indépendantes (m est le nombre des quadrila-

t8res) exprimées sous la forme :
ptev=0 (2-2-2-2.3)

oll V est le vecteur des vitesses nodales de dimensiom h et D est une matrice
de dimension [hxh']. Suivant la démarche indiquée au § II-1.1, on obtient
V=E°Vf (voir la relation 1-1.3) oll E est une matrice de dimension [hx(h-h'")].

En considérant la relation (1-1.1) et (1-1.3), le probléme 3 résoudre se
raméne 3

*

Trouver un vecteur VfGV tel que :

H(V}) = Inf{H(V) | ¥V €T}

(ﬂ,g,h') | 1-p @ t_t p/2 t_t
H(V,) =2 A ezlse[va BeEVf] -V, "E Q (2-2-2-2.4)
= h-h' -
Ve{v |V, eR"" , v . =0, sur rU}
t = t. =
Posons E BeE=Be et E Q=Q, on aura :
4m
1 ,1-p t— p/2 _ f= PO
B(VE) =5 A elee[vf B, V] v Q (2-2-2-2.5)

. o s < b . . .
qul est &quivalent au probléme (ﬂ'c)' en contraintes planes, il est donc rai-
sonnable d'employer la méme méthode pour résoudre ce probldme. En suivant

une démarche semblable 3 celle du § II-2-1-1, on obtient la formule de récur-

rence :
* i i+l = i, &
{B (Vo) Vs Q-B(V,)-V,
V].+1 - V1+l +‘7

. £ 0f £
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G et V__ jouant les mémes rdles que VetV (§ I1I~-2-1).
£ 0f 0
aH(Vf)
“ soit trés faible,
3Vf

On continue 1'itération jusqu'a ce que la "
on obtient alors le vecteur V. solution du probléme (Gz’h'}, ensuite 3 l'aide
de la relation V=E Vf toutes les composantes du vecteur V seront connues.

Le temps nécessaire pour l'ex@cution de cette méthode est de l'ordre
de deux fois le temps d'exécution du méme probléme sans conditions d'incom—
pressibilité (par exemple le probléme en contraintes planes) (Needleman et
Shih [57, 1978} ). Cette méthode semble &tre trés économique par rapport aux

autres méthodes déja exposées.

On a représenté l'ordinogramme de cette méthode sur la figure 15.

—DM&’M:
VS« i, den ke inilibiien, e gl
de dimennion H- B’

A . . , , A ‘K-f\'
Ve wecdewn des udkuuA4mHunwvsahimguun;)¢6ﬁ?

Q- 6—0%11.0'40—205 :'QelRﬂ

DY: matiice des d.wmgom_oalc dimensioms [fxh)
o' Inf o

€1 eneun admise s [rod ] 5 220

Y

n o

Vg=\/

Yy

C aled de fa mahice £ de dimensions [Ax (R-F9]
) et cadeel pan Lo amithorde do Gamass -

E- {-— {_D:]—LD;_]
1
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Coded i vedeun Q pon:
R=EQ
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S et
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8'vp)= AT 3 s LV Bavi) B
€

Y

CQ_LJ_,L. u'an/av‘“ e
(V‘)~__ srgn n =
! B—H':a—v'FL“‘ W80 vy —Q “
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v$11= %Eﬁ - \}‘:

A
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BNV Vop''= B — Ve

3

Mu'd-r;\cninm dr la N}MQBT\J\M\-QM«I&W
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+

Caled du vechun dea vilersss V pon:
V=€ Vg

( sm@r )

Fig. 15,

Cnlh&nhl'\lw Fn \‘M"
P Q-mov) Vg

A

M,&‘;g‘i.:andgl.-n‘bdu 3’P‘“’“"‘W
B(Vg) = 8'(VE) T A

AN

\' 4

Ordinogramme de la méthode d'é&limination des degrés
de liberté abondants

Le seul inconvénient de cette méthode est que 1'on ne peut pas satisfaire

entidrement les conditions aux limites sur les composantes de vitesses sup-

primées (Ve).
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3. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE (BORNE SUPERIEURE) POUR DES STRUC-~

TURES BIDIMENSIONNELLES EN MATERIAU RIGIDE PLASTIQUE PARFAIT DE

VON MISES .

La structure QCIR? (en déformations planes ou en contraintes planes)
constituée d'un matériau rigide plastique parfait de Von Mises, homogéne,
est soumise 3 des charges T sur T et  dans Q. On considdre un processus
de chargement proportionnel (3 un paramétre) c'est-a-dire que l'on se donne
un sous-—espace FZ de l'espace des chargements F=={¥ sur FT’ ¥ dans Q} de
dimension 1

F.={Q=1Q; [ A€R ; Q EF}

et on se propose de calculer A+, une borne supérieure de A tel que la
charge XQO soit potentiellement supportable (AQOGK).

On remplace le matériau de Von Mises par le matériau de Norton~Hoff
sous jacent. D'apr&s ce qu'on a vu au § I-3-3 (Théorémes 5 et 6) on défini
un convexe Kp de fonction jauge GP(Q) contenant le convexe K, de chargement

potentiellement supportable par :

Inf{H(Y) | VeV }] t/q

§,(® =[-u(sz) C.A.
et on a

K= K et K ,CK si 1<p'<
pQ]p p' P LN

Pour calculer la fonction jauge QP(Q) du convexe Kp’ il oous faut
donc résoudre le probléme d'écoulement du matériau de Nortom-Hoff, ce qui
est déja fait au § II-l,

Nous utilisoms la méthode dichotomique d&j3d utilis@e par Delbecq et
. al [17, 1977] . Pour ce faire, on suit les &tapes suivantes (voir Friai

[27,1979]) :
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Premidre &tape : On part d'une valeur )‘max=>\0 assez grande pour la-

quelle on sait que la charge Q = ?\OQQ n'est pas supportable et d'une valeur

A. =0.
min A+, I o=-a .|

. - in
Deuxidme &tape : On calcule la valeur A= max M0 ¢ AA= max)\ ol

N +
.si AA<c¢ on arréte le processus et on prend Qlim= AQO ou A =2

.si AA>¢€ on passe i l'&tape suivante,

Troisidme étape : En utilisant les méthodes numériques du § II-1l, on
résout le probleme d'écoulement pour différentes valeurs de p @

P1 =2>p2> e >pr>l et on trouve QP (Q : (i=1,r)
i
.si gp (Q=>1, vyi=1l,. ,r, la charge AQO est non supportable, on pose
i
A = A et on retourne i la deuxiéme &tape ;
max
.81 Qp (Q) <1, on pose Aminsk et on retourne i la deuxiéme Etape.
r
Donc pour calculer A" une borme supérieure de A nous avons 1'ordino-

gramme suivant :

Donvnées .

— - - Caled du € uma i thadas € furideo,
TMr‘Tif-Jmﬁ; '\_J‘.:OMI'_'; P(Q)TWL e ‘ -
Q. : Vdf‘“"ucgoaﬁm Wmmnmt - Cr(Q\‘- 1“{ s] HOVY l Ve Vt.-h} 7

AR : an r\ana-\m. ruwt.faadm. r uv.uir )
ﬁ‘” ?r- TRimirmum Ju
/\v\- ‘gm Q. M}mw \ qr(Q\ [ l“'“') C (Q)} ﬁ’

r"““han/u.gaboaw AT

Y rd Q "‘“rrmm‘f"{“n-
b | tatle L e
[ A= (Amant Amin) /2. /\"ifjfﬂ o @

F

DA-M i Ca\ud’-ﬂw‘up;
. ftafp-ap
Non
< aled den neunvelles feana e _
Q- Aa, . Q"”'i“"j‘“"ﬂ‘“‘”&ﬂ“«%

‘Lmtaﬂ-m&nt;-_ 1—._,2_

Fig. 16, Ordinogramme de calcul d'une borme supérieure de la charge
limite
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Remarque 1 : I1 faut noter que souvent 2@ cause des différenteé erreurs
numériques intervenues dans la minimisation de la fonctionnelle H(V), le
calcul du minimum n'est pas exacte, On a donc une certaine erreur ACp, tel
que :

CROI [xnf{H(w | ve vC'A'}] @y

ol l'indice "exa" désigne la valeur exacte et 1’'indice "num" désigne la valeur

numériquement obtenue, donc

[Cp (Q)] oxa " [Cp (Q)] num ACp avec ACp =0

La fonction jauge s'écrit donc :

[gpccz)]exa [—@([c (Q)] -Acpl\}]”b[- -(Q—)[ (Q)] ]”q= [QP(Q)] .

ce qui veut dire que quand [Q (Q)] num 1, on est slir que la charge Q¥ K est
non supportable. Donc la charge limite obtenue par cette méthode constitue
une borne supérieure de la charge limite exacte.

En plus cette remarque indique que si avant de calculer le minimum de
H(V), dans le processus de la minimisation, on obtient un QP(Q)>=I, on peut

étre slir que la charge Q n'est pas supportable et on n'est pas obligé alors

de continuer le processus de la minimisation jusqu'd la fin.

Remarque 2 : Pour un cas particulier, ol toutes les charges

> . . -
Qe=={T0 sur I, et ?0 dans Q} varient proportionnellement 3 un paramétre A,

T
) + 3 [ p - 3
et notre but est de calculer A , le minimum du A tel que l'on puisse dire
R R 5 )
que A Ty et A fy constitue un ensemble de chargement non supportable, on
peut utiliser une nouvelle méthode.

En effet la fonction jauge du KP est une fonction positivement homogéne

en Q (voi; § 1-3-3), on a :

gp(k\,Qo) = A Qp(QO) A>0
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Supposons que nous ayons calculé@ la fonction jauge du convexe Kp pour
la charge Q;. Pour que la charge AQQ soit non supportable il faut et il suf-

fit que
Qp‘()\QQ) 21 quand p — 1

soit
AQp(Qo) 21 quand p — 1

et le minimum de A, est alors :

+ 1
A= uand p — |
szQo) b P
+ s
et donc A Q0 constitue une borne supérieure du convexe des chargements poten-
tiellement supportables. Grdce 3 cette remarque l'ordinogramme de la figure 16

est modifié :

/Dmin-.

T“""ﬁr;ﬂiw-ﬁ; 4_.7-.=0Mf3
cku:«mtmd&nlt Qa/\Qq
AP;“"MM{MPML

| p=2 (sTa P )

4
. + 4
(@)= Tnf { HO) | Ve Veon ] V- =
r
4 = - Caled du (G b fomchion
(E-t-ap ] PR U

1
S 2 519 g Cpl )T

N 1

.

Fig. 17. Ordinogramme de calcul de la borne supérieure de la charge
limite dans un processus de chargement radial
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Dans cette méthode comme dans la méthode précédente il arrive qu'a
cause des erreurs numériques on ne puisse pas calculer exactement le minimum

de H(V), d'aprés la remarque I, on a alors

[Qp (QO )] num < [Qp (QO )] exa

soit

[A+] num [Qp (Qﬁ num> [Qp (Q; )] exa= [)\+] exa

ce qui veut dire que l'on obtient une borne supérieure de A avec une préci-

sion souvent inconnue.
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TROISIEME PARTIE

.EXEMPLES NUMERIQUES :

- PROBLEME D'ECOULEMENT
- ANALYSE LIMITE
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INTRODUCTION

Dans cette partie nous traitons quelques exemples utilisant les méthodes
exposées dans la deuxi@me partie, et nous comparons les résultats obtenus
avec ceux déji existants dans la littérature. Nous avons choisi de traiter
en particulier :
1°) Deux probl&mes intervenant en géophysique (collision himalayenne, &vo-
lution des Pyrénées), pour lesquels on a obtenu des résultats int&ressants en
faisant un certain nombre d'hypothé&ses simplificatrices.
2°) Le calcul en déformations planes des charges limites d'un bloc serré
entre deux plateaux lisses, et d'un tube cylindrique soumis 3 une pression in-
terne. Nos résultats correspondent aux charges limites exactes obtenues par
les calculs &lastoplastiques.
3°) Le calcul en déformation plane des charges limites d'un bloc serré entre
deux plateaux rugueux. On obtient des charges limites qui dépendent du rapport
des dimensions du bloc, ce qui vérifie les calculs plastiques fait par Salengon
(75, 1978].
4°) Le probléme des charges limites d'une plaque rectangulaire trouée en
contrainte plane. On obtient des charges limites qui sont en tr&s bon accord
avec les résultats expérimentaux récemment trouvés par BEN SOUISSI et FRIAA
[ 6, 1981] . Cela montre que notre méthode est tré&s satisfaisante pour les pro-
blémes de contraintes planes.
5°) Le probléme de stabilité d'une fouille verticale.
6°) D'autres problémes de charges limites en déformation ou en contrainte
plane.
En général on peut dire que :
Pour les problémes en déformation plane, nous avons obtenu des bornes
supérieures des charges limites avec un &cart plus grand qu'en contrainte

plane. Cela est probablement di aux difficult&s d'ordre numé@rique provenant
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des conditions d'incompressibilité. En contrainte plane, nos résultats sont

en tré&s bon accord avec les résultats expé&rimentaux ou ceux obtenus par les

méthodes classiques.

1., CALCUL DU CHAMP DE VITESSES DU CONTINENT D'ASIE, SOUMIS AU

POINCON INDIEN

Des observations géophysiques et géologiques ont montré que la collision
himalayenne s'effectue sur environ 2000 Km et 3 une vitesse d'environ Scm/an
(Friad [ 27,1979] et Daigni&res et al [15, 1978] ou [16,1980]).

Dans ces articles on a &tudié la collision himalayenne, en faisant les
hypothéses suivantes ; pour estimer le champ de vitesses de déplacement dans

la plaque d'Asie :

hl - La plaque d'Asie est en matd@riau de Norton-Hoff avec p=1,33.

h2

Le poingon (Inde) est rigide et lisse.

h3 - On ne tient pas compte de la courbure de la terre.

hé

On néglige les effets de la pesanteur devant les effets de poingon-
nement.
h5 - On assimile la plaque Asie 3 une plaque rectangulaire OCDE (Fig. 1).

hé

Les conditions aux limites sont :
. sur OE : v.=v =0
X y
. sur OA, BCet CD : T =T =0 .
X ¥
. sur ED : v =T =0
y X
. sur AB : v =5cmfan ; T =0
y X
h7 - L'épaisseur de la plaque est constante et &gale & 90 Km

h8 - Le probléme est en contraintes planes.
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Fig. 1. Plaque Asie sous poingon Inde

On a utilisé l'algorithme de minimisation décrit au § II-2-1, pour
résoudre ce probléme.

I1 est clair que le champ de vitesses est indépendant du A et du k du
matériau de Norton~Hoff, on a donc pris A=k=1.

Les résultats obtenus sont représenté&s sur les figures 2, 3, 4 et 5.
Les lignes de niveau des vitesses de déplacement vertical sont obtenues &
partir de la condition d'incompressibilité comme on 1l'a déja indiqué.

Pour les vitesses horizontales (dans le plan moyen de la plaque), on
constate un méuvement d'ensemble vers le Nord au voisinage du poingon, lais-
sant un bloc rigide & 1'Ouest et ayant une composante Ouest-Est, qui corres-
pondrait & un décrochement dextre au Sud du Tibet. Au fur et & mesure que
1'on s'éloigne du poingon, le mouvement tourne, prenant une direction Ouest-
Est.

L'ordre de grandeur de la vitesse horizontale du bloc situé au-dessus

du poingon est de 3cm/an ce qui est compatible avec les résultats paléomagné-
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tiques. Pour la vitesse verticale, on constate un &paississement au voisinage
immédiat du poingon d'environ lmm/an, ce qui est de l'ordre de grandeur de la
vitesse de surrection de la chaine himalayenne et concorde assez bien avec
1'épaississement crustal observé (40 Km en 40 millions d'années).

La vitesse d'dpaississement décroit au fur et 3 mesure que l'on s'Eloigne
du poingon. On remarque toutefois une région ol elle reste sup@rieure & 0,3 mm/ an
que l'on peut assimiler au plateau du Tibet et deux régions aux bordures Nord-
Est et Sud-Est de la plaque ol il y a amincissement que i'on peut rapprocher
des régions oll 1'extension se manifeste : le Shansi et le Yunnan (en Chine). La
vitesse d'@paississement négative dans la région Sud-Ouest qui n'existe pas en
réalité est probablement due aux conditions aux limites au point O.

En définitive, on note que malgré les hypoth@ses simplificatrices, le
modéle retenu pour représenter un phénoméne 3 priori complexe a conduit 3 des

résultats assez satisfaisants dans une premi&re approche (Friad [27 ,1979]).

T B AR N A S A S R

///////,__,__.__.

i
1

Fig, 2. Champ de vitesses dans le plan moyen de la plaque,
en contrainte plane DL = 241 (d'apré&s Daigniéres et al [ 15, 1978])
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Fig. 3. Surrection de la surface de la plaque, en contrainte plane
(d'aprés Daignidres et al [15, 1978])

> |

Fig. 4. Champ .de vitesses dans le plan moyen de la plaque, en contrainte
DL=69 (d'aprés Frémond [20, 1979])
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Fig. 5. Vitesses de surrection du plan supérieur de la plaque,
en contrainte plane, DL = 69 (d'aprés Frémond [20,1979]).

Nous avons résolu le méme probléme mais.en déformation plane, en prenant
les hypothéses hl 3 h7, L'algorithme employé est celui d'inversion de matrice
(point fixe), indiqué au §1I-2-2-1-4. Les conditions d'incompressibilité sont
satisfaites en moyenne sur deux éléments triangulaires voisins et le test d'ar-
rét est porté sur la llgrad L(V,M)Il < €, avec €= 1073, Les champs de vitesses
obtenus sont représentés sur les figures 6 et 8. On note que dans le cas de
déformation plane, les vitesses horizontales, en particulier sur la partie
droite de la plaque sont plus importantes, cela parait normal pour respecter
la condition d'incompressibilité, On peut dire que contrairement 3 la défor-
mation plane, dans le cas des contraintes planes, le matériau peut s'&chapper
dans la direction verticale pour respecter cette condition d'incompressibilité.

Pour comparer les deux cas de déformation et contrainté plane, on peut
se référer aux figures 4 et 6 qui ont le méme maillage. Pour apprécier la pré-
cision de la méthode d'inversion de matrice (point fixe), le champ de vitesses
est représenté pour un maillage plus fin (Fig, 7 et 8) ; on peut noter qu'il

n'y a pas de grandes différences entre les champs de vitesses des figures 6 et 8.
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Fig. 6. Champ de vitesses de la plaque Asie,
“en déformatiqn plane (DL= 37) /
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Fig. 7. Un maillage de la plaque Asie avec
144 &léments et 80 degrés de liberté
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Fig. 8. Champ de vitesses de la plaque Asie,
en déformation plane (DL = 80)
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En réalité ces deux probldmes montrent que l'on pourrait résoudre les
problémes de géophysique (la théorie de la tectonique des plaques, et les mou-
vements des plaques lithosphériques par rapport aux autres) pour trouver un’
champ de vitesses de déplacement dans les plaques en utilisant le mat@riau de
Norton-Hoff, et probablement on pourrait trouver ainsi des zones ol la varia-
tion des vitesses de déplacement sont assez importantes qui correspondent aux
zones ol des failles se produisent, Dans ce cas, on peut retrouver avec une
certaine précision les zones ol il y a un dangér de séisme provenant du mouve-
ment relatif des plaques. Il faut indiquer que ce n'est pas encore une théorie
prévisionnelle car on ne connait pas le mécanisme exact des séismes ainsi que
les données du probléme.

On peut aussi introduire le temps dans nos calculs et dans ce cas on peut
prévoir la forme des plaques continentales aprés un certain nombre d'années par

un calcul incrémental.

2. EVOLUTION DES PYRENEES

Les résultats géophysiques ont révélé que l'évolution des Pyrénées est
dle au rapprochement de 1'Espagne vers la France avec une vitesse de l'ordre
de 3cm/an. En supposant que le mat@riau constituant la crolte terrestre est
incompressible, ce rapprochement produit un épaississement de la croilite dans
la zone des Pyrénées avec une vitesse de surrection de la surface supérieure
de l'ordre de 1/3 de la vitesse d'enfoncement de la surface inférieure. Ce
résultat a &té obtenu par des essais locaux (Daigniéres [14, 1980]). Des ob-
servations montrent qu'il y a beaucoup de failles verticales avec une surface
paralléle 3 1l'axe de la chalne des montagnes du cdté de la France, en plus,
la pente des montagnes c8té France est plus inclinée que du coté Espagne

(Fig., 9).



En considérant que la longueur de la chalne des Pyrénées est assez
grande par rapport aux dimensions de la coupe transversale, on peut supposer
que la déformation de la section loin des extrémités de la chaine est en é&tat
de déformation plane, Nous cherchons un modéle simple représentant le mieux,

1'évolution de ces montagnes,

ESPAGNE FRANCE
A
£
I~ 4
f I3c / £
-3Cm./an
2 ] ~ Y ek bt
I . N
— —— (& A0 K /n\l _£ —
- — - == — ¥ - M
—— P —t— - aQqmMm o,
_— 30cKm. 1 1T 1 — - 3
—_— ——— = - * T — |
-VL

failles verticales

Fig, 9. Coupe transversale des Pyrénées

Nous faisons les hypothé&ses suivantes :

hl - La loi de comportement du matériau constituant le corps des mon-
tagnes (la croiite terrestre) est une ‘loi de type Norton-Hoff,

h2 - On ne tient pas compte de la variation des paramétres (k,A,p)
de la loi de Norton-Hoff en fonction de la tempé&rature, elle-méme fonction
de la profondeur. On a pris A = | Pa/sec et p=1,33.

h3 - Le contact entre les faces de la faille verticale au pied des mon-
tagnes du coté de la France est sans frottement. On peut alors considérer que
le coté droit (Fig. 9) est assimilable 3 un poingon lisse et rigide.

h4 - On néglige la courbure de la terre.

h5 - On assimile la coupe transversale des montagnes i une plaque rec-

tangulaire OABC, représentde sur la figure 10.
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h6 - Les conditions aux limites sont :

. sur OA : Tx=0 3 Ty=RVy+F; en effet 1'influence du magma

‘se traduit par une pression constante d'intensité F(Pa) et une série des res-

sorts visqueux avec la loi de comportement o =RVy et Gij =0 pour les autres
indices ol R est la viscosité des ressorts en N,sec/m3.

. sur AB : T =0, v.= - 3cm/an
v X

+.8ur BC: T =T =0
X y

.8ur OC : V. =V =0
X y

h7 - Etat de déformation plane : ézzs € = ¢ =0

=

Xz vz
h8 - La densité@ des forces volumiques est constante (f= - 30 KN/m3)

h9 - On considére deux points D et E au milieu de BC et OA. Les compo-

santes verticales des vitesses de ces deux points sont notées Vo et vy Nous

supposons que Vb/vh= - 3.

d
J 200 Km.

le tYe

D

-

Vo = -3V
~—aacya—

lfg -30 KN/""B

100 Kn.

(A=1 Baxc, kan; f=1,33)

R=9

Fig. 10. Mod2le choisi pour la coupe transversale des Pyrénées

Le probléme posé consiste 3 trouver des valeurs de k, F et R tels que

le rapport Vb/vh soit &gal 3 -3. On sait que 1l'ordre de grandeur de k est

environ 10!!pa (G tze et Brace [33, 19721).
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Nous utilisoms l'algorithme décrit au §II-2-2-1-4 pour résoudre ce pro-
bléme. Il faut noter que la condition aux limites utilisant des ressorts vis-
queux nous oblige de modifier la fonctiomnelle H(;) (§ I1-2), elle aura la
forme (I' est la partie de la frontidre de Q ol les forces T sont imposées

et ﬁ{ la partie ol il y a des ressorts) :

HEZ) == AP f kP (e, .8 )P %0 - J T,v, dI - J £.v, do+ lj Rv2 dr
p 1] 1] 11 i 2 r y

Q R

I‘T Q
ce qui nous donne apr@s la discrétisation (§ II-2)

m
H(V) =%xl P 1s, "B NP Qv et vy
e=1

oli la matrice K est tridiagonale, symétrique, définie positive.
Pour minimiser la fonctiomnelle H(V), annulons sa dérivée (voir § II)

JH(V) _
—BT—B(V).V Q + KV,
En ajoutant 3 la matrice B(V) la matrice K, on obtient la nouvelle

matrice de rigidit&. On a pris un maillage de la surface O0ABC (Fig. 11) avec

peu d'éléments pour faciliter les calculs.

0 £ A
Fig. 11. Maillage du probléme d'évolution des Pyrénées
Nous avons d'abord pris la rigidité des ressorts R=0 et nous avons

fait varier 1'intensit& de la force F et le paramétre k du matériau de Norton-

Hoff, Une partie des résultats obtenus sont indiqués dans le tableau suivant :
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TABLEAU DES VITESSES 0ES MOEUDS O EY € POUR DIFFERENTES
COMAINATISONS DE Kk ET F (R=0,) '

P L L cavesccaccemce
-———— - B L b LT T T e O S i gy

B b e e e T R T N iy Py

I K I F 1 VH 1 vB I VB/VH I
i (Pa,) 1 (PAL) 1 (M,/SEC.Y 1 (M./8EC,) I 1
[ — elecmcecmcacaa Jecrememccnrea]mmacencacesce]conmaana]
} I S.34E+09 §1+40.116€-08 1+0.841£-09 1 +0.725 1
Jeeosmmeccavnc[vecncscncanec]omcmanvacancelcanmones]

1 1 3,00E+09 1+0.374E~09 1-0,750€=- -
I 7.07E410 [ecevccccanen]eaccnn [eoe= 11---} O.DOE-}
i } 1.69E+09 1-0,950E=10 1=0,480E-10 I +5.004 1
rocenvccavanc[veovnsencerna[evarancacnccs cccnnana]
b 1 9,48E+08 1-0.329€E-09 1-0.692E-09 1 «2.103 1

Jeeovemcenc]soreccnsmcsnucccscnncrcon]esscncncccncncncncena]

1 9,48E+09 I+0.139€E=08 1+0,108E-08 I 0,779 1

Jeecemcnmccsa]esamacencncvmelencrncccncccelcccencn=]

1 S5.34E+09 1+0,601E-09 1+0,240E-09 1 +0.399

L T L LT T TSTUr piy, (IO P I S ¢

1.26E+11 1 3.00E+09 1+40.,277€+09 1-0,3109€-09 I 0,392 1

[secesceeccsn]eacanana Jocam emea] 1

I 1.69E+09 1+0.504€E~10 1-0.332€-09 1 -6.108 I

Jeecescncscanelrmsarscscceva]lecerasmccanca]cmammnea]

I 9.48€E+08 1-0.635E-10 1=0.8a6E-09 1 +7,020 1

N LT T T TH Ry JUPINIS PR LP PR N

1 9.48E+09 1+0,440€-09 I+0,.621E~10 I +0.18)1 1

[ecmcccsmeccc]cmcnrccrnconc]mcnccccsccnna]leceneae=]

1 S.33E+09 1+40.296E-09 1=0.891E-10 I =-0.301 I

3.97€¢]] Jememccemcccc]osmenvmvccccelccncecncnnnor]cancnnns]

I 1,69€+409 1+0,161E-09 1-0,226€£-09 I =1,400

Jemesmcccnces]ecanccnnenccn]ercocomccncca]ccnacraa]

1 3,00E+07 1+0,101E-09 1-0.287€=09 1 -2.857 1

cececcanceacacca crecsmlaccsrccvanacs]lacccnccaseren]amana -]

1 9.48E+09 140,.247€E=09 I-0.140E=09 I -0,565 1

...... cececec]escecccerccsn]acconcacmeveelconnnnasa]

1.,26€E¢12 1 1.69€E+09 1+0,185€~09 1-0.203E~09 I -1,097 1

Jevecrccscccnlesmconasarccn]rmsccoccancnc]canreaan]

1 3.00E+07 1+0,172€E=-09 1+0,216E-09 T -1.299 1

P e e e e e ey N R R NN

Nous avons représenté@ sur la figure 12, les lignes de niveaux pour les

rapports v, _/v_.
ppoTts vy /vy
Cette figure présente trois zomes :

zone 1 : situe au-dessus de la ligne de niveau z&ro, ol le rapport

b h

cette zone, les deux points D et E ont tendance 3 se déplacer vers le haut.

de vb/vh>>0 et v, >0, v, >0. Pour les combinaisons de k et F se trouvant dans

zone 2 : situde au-dessous de la ligne de niveau z&ro et & droite

.

de la ligne de niveau *». Pour les k et F se trouvant dans cette zone, le

point D se déplace vers le haut (vh>>0) et le point E se déplace vers le
bas (vb <0).

. zone 3 : situde 3 gauche de la ligne de niveau =, ol vh<<0 et

vb<10. Tous les deux points D et E se déplacent vers le bas.
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Fig. 12, Les lignes de niveau de vb/vh pour R=0

Dans la zone I, 1'intensité des forces F est prépondérante et 1'ensemble
de la structure se déplace vers le haut. Sur la ligne de niveau zéro, les

forces volumiques T et les forces F sont telles que le déplacement du point E

est nul (v. =0),

b Dans la zone 3, la rigidité de la structure (qui dépend de k)

est faible, et la force F est insuffisante pour soulever la structure. Les
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forces f sont donc prépondérantes et la structure se déplace vers le bas

(vb<0 ; v. <0).

h
On voit sur la figure 12, que pour 3x10ll <k <8x10!lPa et pour les
F<3x10%Pa 1le rapport de vb/vh reste presque constant. Nous avons choisi pour

k, 3,97x10'1Pa et nous avons fait varier R et F, Une partie des résultats ob-

tenus sont notés dans le tableau suivant :

TABLEAU DES VITESSES DES POINTS D ET E POUR DIFFERENTES C
COMBINAISONS OE F ET R (K=3,97E+11 PaA,)

I R I F 1 VH 1 v8 I v5/VH I
I(N.»SEC.)/T1 (PA,) I (M./SEC,) I (M,/SEC,) 1 1
I (Moxx3 ) I I bt 1 1
Jeccreccnca]ecnsevecccsc]encnccnmenccc]rerccccccnnacccna-" -=1
‘1 I 1,00E+08 I1+0.,8514€E~10 I-0,3023E-09 I-3,551 1
1 [eecceccrcscesennccccerceccnc[reccnccce- s XL -=1
1 1 2,00E+08 1+0,8875E~10 [-0,2987E=09 I-3,366 I
I 2,00€+416 [~=ceemecccccc]cercccceccccn]ccrmvrccvncva]cacaa =]
1 1 1,00E+09 1+0.1179€E-09 [-0,.2698E~-09 I-2.288 I
1 Io~=e-- e E LS B et LTS LT PELLLE LS EEETT TS |
1 I 2.00€+09 1+0.1545E=09 1-0,2331E-09 1I=-1.509 I
[-eromcecnc]rmnrerccncca]- weevecaceccaw JEL L LR S kel cee]ecrccna 1
I 1 1.,00E+08 I+0.8722€~10 1[-0,.3002€-09 1-3.,332 1
1 J-eecmccanana omemmemmmeaae [emmccccccarna Teenece- 1
I 1 2,00E+08 [+40.,9081E-10 [-0,2967E-09 I-3.,267 1
1 2,00E+17 Je-eoweecocec]oman" cemmcens [eeoncmcca" et CER T --1
I I 1,00E+09 1+0.1197E-09 1-0,2680E=-09 [-2.239 1
1 leme=n- comen= Jeeremecenana “Jevemceca et CEETL LS |
I I 2,00E+09 140.1561€-09 1-0,2316E-09 I-1.884 I
[eomne- weecelecccmncnan celremcrcnccnn- [eemrccccncna= Jevceane]
I 1,00E+08 [+0.1064E=-09 1-0,2813E-09 I-2.644 ]
[e-e-cmeenans Ieeoncocencnas O e [evemanan I

1 2,00E+08 140.,1097€-09 1-0,2779€E-09 [-2,533 I

1 1,00E+09 1+0,1365E-09 1-0,2512E-09 1-1.840 1

[eeccccccncce]rceccccncscca]ecccvanncanccclaccacea]

1
I
I
I 2,00E+18 [eewewceccwas [receemroccnaa [romcee=a comme]eccnnna]
I
I
I

1 2,00E+09 1+0.1701E-09 I-0,2174E-09 I-1.278 1

Ces résultats sont représentés sur la figure 13 oli les rapports de
vb/vh sont comparés avec -3, Ce qui donne :

- si R=2x1018N sec/m® et F=4,2><108 Pa, on obtient : vb/vh= - 3.

- si R=2x1017N sec/m’ et F=3,7X108Pa, on a : vb/vh= - 3.

On voit qu'il y a plusieurs possibilités de combinaison de (F,k et R)
tel que vb/vh= -3. En plus '.quand k= 3,Q7X1611Pa, 2x1016 <R 2><1018N.sec/m3
et 1x108<F< 2x10% Pa 1la difrférence v, =V, reste constante, de valeur moyenne

h b

de 0,3876x10"2 , ce qui nous permet de calculer v, et vy . On trouve :
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v, = +9,6896X10'11m/sec=0,305 cm/an

b vy =T 2,9069><10"1 Om/sec= -0,917 cm/an.
Vg 4‘

1
o
£
\
ANy

-24 / /
el Y
R=2x10 — V.
-2,3 /

A

=
Rsui‘o;ih—w/A/

Ra2 11016"'
-3,6

10° 2 3 41 S ¢ 3 9 103

TR, 2 3 :&gF (Ra)

3,Ix10 42x40

R A _ 11 .
Fig. 13. Les variations de vb/vh pour k=3,97 10**Pa, F et R varient.
Pour k = 3,97><1011Pa, R =2x10! 6N sec/m® et F=4,2><108Pa (un des choix finaux

possibles) on a obtenu des champs de vitesses représentés sur les figures 14

et 15.
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Fig. 14. Champ de vitesses de déplacement des Pyrénées

k=3,97x10}1Pa. ; R=2x1016N sec/m® ; F=4,2x10%Pa

DL = 35 ; v, = ~0,2908%x10" %m/sec ; v, = +0,9673><10"10m/sec.
Vb/vh= - 3,006 ; vh—vb=0,3875xlo'9m/sec.
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Fig. 15. Champ de vitesse de déplacement des Pyrémées, pour
k=3,97x10llpa ; R=2x10!®N sec/md? ; F=4,2X108Pa.

DL=80 ; v, = -0,3055 10" %n/sec ; v, = +0,7974x107! Om/sec

vb/vh= - 3,831 et v, -v, =0,3852x10" n/sec



- 98 -

On a obtenu pour ce choix, vh-vb==l,223 cm/an qui présente la vitesse
d'épaississement de la crolite terrestre, On obtient donc pour ces montagnes,

un dge de l'ordre de 1,3 millions d'années (1,3%x10%%1,223 cm= 16 km).

L'enfoncement du point B de la Fig, 15, qui n'existe pas en réalité
est dfi aux conditions aux limites sur AB. Dans la réalité il existe un certain
frottement sur cette face AB. Le poingon n'est donc pas complétement lisse.
Les vitesses verticales sur AB sont donc irréalistes. Cependant la forme du
souldvement de la surface CD est en bon accord avec le soul@vement représenté
sur la figure 9.

En définitive, on note que malgré les hypothéses simplificatrices et
le peu de connaissance sur les paramétres k, F et R et le modéle retenu, on

a obtenu des résultats satisfaisants dans une premi&re approche,

3. CALCUL EN DEFORMATION PLANE DE LA CHARGE LIMITE D'UN BLOC DE

MATERIAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE SERRE ENTRE

DEUX PLATEAUX RIGIDES ET LISSES :

Ce bloc de dimension 2hx2b est soumis aux charges 2aQ et -2aQ et est

représenté sur la figure 16.

Fig. 16. Bloc rectangulaire en déformation plane, serré
entre deux plateaux rigides et lisses

.
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On néglige les forces volumiques et pour des raisons &évidentes de symé-
trie on considére le quart de bloc, OABC avec Q = {(x,y) | 0<x<a et 0<y<h}.

Les conditions aux limites sont :

—surOA:\S,=T=O -sur AB : T =T =0
x X y
v a
- sur BC : —L=0 3 T =0 et T dx= aQ
3x X 0 Y

-sur OC : v. =T =0.
X vy

Rappelons que ce probléme a &té déj3 résolu analytiquement au § I-4-1 et

laly

x NMim = 2 ol k est la résistance au cisaillement du

la charge limite est
matériau de Von Mises.

Pour résoudre ce probléme, nous remplagons le matériau de Von Mises par
le matériau de Norton-Hoff sous—jacent, et nous utilisons les quatre algorithmes
suivants :

1°) Méthode d'Uzawa (§ II-2-2-1-1)

2°) Méthode d'Arrow-Hurwicz (§ II-2-2-1-3)

3°) Méthode de point fixe (§ II-2-2~-1-4)

4°) Méthode des super-réseaux (§ II-2-2-2-2),

Nous prenons a=2 ; h=1 ; A =1 dans nos calculs, Notons que pour diffé-

rentes valeurs des a et h, on obtient toujours la méme charge limite, résultat

que nous avons prouvé par nos calculs analytiques mais aussi numériques,

3.1. METHODE D'UZAWA

Comme on a vu au § II-2-2-1-1, il nous faut choisir un paramétre de
montée (p) afin que cette méthode soit convergente. On peut démontrer facile~
ment que ce paramétre est indépendant du vecteur Q, vecteur des forces nodales
mais par contre il dépend du p et de la structure Q. Dans la suité nous allons
chercher pour un maillage donné le p optimal en fonction de p. Ensuite pour
un p fixEé, la variation de ce p optimal sera donnée en fonctiqn du degré de

liberté. Enfin les charges limites pour ce probl&me seront calculées.
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3.1.1. Relation entre 9 et p
opt —

Considérons le maillage de la figure 17 avec 3 degrés de liberté. Pour
p et p donnés, nous calculons le nombre d'itérations nécessaires pour que

la norme de VL(V,M) soit inférieure 3a 1073,

Fig. 17. Quart du bloc avec trois degrés de liberté

oL (v,Mm Il < 1073
Test d'arrét 3£(V,Mn)
n> 15 dans Mn+1=Mn+O M

Les résultats obtenus sont représenté@s sur les figures 18 et 19 ainsi

que dans le tableau suivant :

RELATION ENTRE RO(OPT,} , P ET LE TEMPS DE CALCUL

I P I ROCOPT.) I NOMBRE O I TEMPS DE II NOMBRE D ITER I
1 1 I ITERATION I CALCUL II ~ATIONS SUR M I
1 I I SUR M POURI SUR IRIS II  AVEC 1
I I I-CALCULER I =80 Il-nmeenm Iemmemne- I
1 1 I ROCOPT.) I (MINUTES)II ROCOPT)I RO=,251
) T c——e-- e LT Daue e II-emeeeem R, I
I 2.0 I 0,250 1 283 I 0.31 I1 3 I 3 1
e B el G LT [--ememmen- Il=ecmemmen [~meeme- 1
I11.9 1 0.2a1 1 276 I 2.50 IT 3 I 4 I
Jeeemelomeeconas “lesememeccce]mmamanaaa- } § CTRPREPIRY S 1
I 1.8 1 0.230 1 286 I 3,75 II a I s 1
 E | IR  ET S ond GCTT R EPES § GRS I-=weee= 1
I 1.7 10,219 I 303 I S.64 I1 & 1 7 I
Jee=ec]omecacccee]emaneacaan S ) 8 R e 1
11.61 0,198 I 305 1 7.60 11 a4 1 9 1
Jomemel-meeneaaen R e Ie=ecccemcc]lommecamn]acmeea- 1
I 1.5 1 0.180 I 245 I 9.72 II S I 26 1
 CTI  CTR e LT TR Ot § et R Lt I

I 1,251 0.052 I 289 I 20.27 IT 9 I 39 I
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h 3,05 5,10 0,15 920 g,2§ 9,310 0,33 ou0

Fig. 18. Recherche de popt pour les différents p

9,250
0,240

0,220
g200
9,130
0,160 (
o 140
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9,030
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go40

0,020} .

1o 1) s 1w 15 L6 17 13 19 20 r

Fig, 19, Relation entre °, et p,

pt

On voit sur la figure 19 que le popt est une fonction croissante de p.
L'expérience numérique a montré que pour nos calculs, nous pouvons utiliser
32 la place de popt(p) qui varie avec p, un p constant (po . pour p=2) sans

le modifier pour les différents p. Il est clair que dans ce cas on sera obligé
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(p).

de faire, pour obtenir le point-selle, plus d'ité&rations que pour popt

Mais ce nombre d'itération en plus sera largement compensé par le nombre d'i-

térations nécessaires pour trouver le Popt o0 fonction de p car, quand p est

pt

voisin de 1, le nombre d'itérations nécessaires pour trouver le po est plus

pt
important (voir le tableau ci-dessus) que si p est égal 3 2. Par exemple,
pour trouver un popt de p=1,25, nous avons fait 289 itérations tandis que,

si nous utilisons p = 0,25 (popt de p=2) il nous faut 39 itérations au lieu

de 9 pour arriver au point-selle.

3-1-2. Relation entre popt et le nombre de degré de liberté

Pour p fix@ (p=2), nous avons considéré différents maillages de la

structure. Nous avons trouvé ainsi Pt &P fonction du nombre de degré de

pt
liberté. Les résultats sont indiqués sur le tableau suivant et la figure 20

qui représente une approximation linéaire de ces résultats,

3-1-3. La charge limite

Nous avons mis des ressorts avec kx=0 et ky= 101 9 entre les noeuds qui
sont en contact avec le poingon (les noeuds de cSté BC - Fig. 16) pour res-
pecter la condition 3 la limite sur BC, L'algorithme utilisé est repré&senté
sur la figure 6 de la partie II. Le test d'arrét est VLIl < 107> et la charge
limite est calculée avec 0,57 de précision relative, On a obtenu :

Q

*im = 2,005t0,011.‘

Il faut noter que ce ré@sultat était indépendant du nombre de degrés de liberté.
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RELATION ENTFE RO(OPT,) ET DEGRES DE LIBERTE POUR P=2,

I NOMBRE DES I NUMBRE DES I DEGRE DE 1 RO(OPT.) 1
1 ELEMENTS 1 NOEUDS I LIBERTE I 1
e s e e e O e I
I 2 1 a I 3 I 0.25 1
T Jememecccaca- | CEEE TR e -—-l
1 a 1 5 1 4 I 0.25 I
e e [--==-=cuu- e 1
I a 1 6 1 s 1 0.50 I
[~-meeeeoom—- O s JCERTETEREE: [e-eemmmsococcanax 1
1 8 1 9 1 8 I 1.00 I
[-mmeceee——oe 1----- [-eeemmme—- e e .--I
1 50 1 36 1 35 1 6.55 I
e T I---ommeeee S I
I 128 1 81 1 80 I 15.60 I

160}

14,0

12

100

> D.L.

. . ss de 11 - =2
Fig. 20. Relation entre Popt ot le nombre de degrés de liberté (p=2)

pt

3.2. METHODE D'INVERSION DE MATRICE (ARROW-HURWICZ - §II 2~2-1-3)

. Nous avons vu que cette méthode ne converge pas, dans.-le cas général
(§ 1I-2-2-1-3). Mais il faut noter qu'elle a convergé pour le probléme de
bloc entre deux plateaux rigides et lisses., Ceci di au fait que le paramétre
pé défini au § II-2-2-1-3 est peu important dans ce probléme. Avec les mémes
données du cas de la méthode d'Uzawa (A = l, k=1, a=2, h=1) nous avons trou-

vé pour la charge limite :

Q) -
(k lig = 15994 £ 0,010.
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3.3. METHODE D'INVERSION DE MATRICE (POINT FIXE - § II-2-2-1-4) :

Nous avons obtenu pour la charge limite :
Q) . = 1,990,010
k/lim i - :

3.4, METHODE DES SUPER-RESEAUX (§ II-2~2~2-2)

En utilisant cette méthode, nous avons obtenu :

Q -
e hig = 1:994%0,010,

et comme pour les autres méthodes la charge limite &tait indépendante du nom-

bre de degrés de liberté et des dimensions (a et h) du bloc.

3.5. COMPARAISON DES METHODES UTILISEES

Pour cette comparaison nous avons pris un maillage de 8 &l&ments et 8
noeuds avec les degrés de liberté indiqués sur le tableau suivant ainsi que

le temps de calcul et la place de mémoire occupée sur IRIS 80 :

TABLEAU DE TEMPS DE CALCUL ET LA PLACE DE MEMOIRE
POUR LES DIFFERENTES METHODES UTILISEES

1 I DEGRE DE I TEMPS DE I PLACE DE I
I LA METHODE UTILISEE 1 LIBERTE I CALCuL 1 MEMOIRE 1
I 1 I (MINUTES) 1 1
[=meceeen m—mcemmceceeoaaa R RLC T LR R T DRI PR
1 1 RECHERCH RO(OPT.)I 6 T 1.431 1 978 I
I UZAWAI-===omeccommeacans e I-~===] 4,23]=~meececun I
1 I CAL. CHARGE LIM,I 6 I 2.801 1 978 I
[emmeenlovmn- m—mmeemeeena e L [em=cmemene]
I INVERSION(ARROm=-HURWICZ)1 [} I 2.85 I 1234 1
[emmmeeem D DL DUSE e e T GO
I INVERSION (POINT FIX)I 6 I 3.36 I 1234 I
[-mcememcmmcececccaccaee e ~=l-=-- IS LT -1
I CHAMPS DES VIT.INCOMPRE,I 4 I 2.39 1 874 I

On voit donc que le classement par temps de calcul croissant donne :

La méthode des super-réseaux incompressibles ;

La méthode d'inversion de matrice (Arrow-Hurwicz) ;

La méthode d'inversion de matrice (point fixe) ;

La méthode d'Uzawa.

Sur les figures 21 et 22 on a représenté les résultats en vitesses
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et en contraintes principales, on voit bien que les contraintes principales

(en traction) sont toutes dirigées dans la direction de la charge appliquée,

ce qui est déja obtenu eu § I-4-1.

La charge limite est tré&s proche de !

(l %blim = 2,00

obtenue au § I-4-1 et aussi par Turgeman [80 ,1376] et Salengon [75, 1978] qui

ont utilisé les méthodes classiques.

........ '..................,............_._.___'_;.____._\.

....................................................

.....................................................

........ ‘....,...................................f......_‘.

A —_ N
.................................................. .
.......................................... ...--..:.. . ;
Y

BLOC SECTANGULAIR ENTRE DEUX PLATEAUT LISSES EN TRACTION

COMLLL (I3 CONPAM(NTES MACPALIe - TR0

Fig. 21. Champ de contraintes princi-
pales (3 une constante prés)

BLOC RECTANGULAIR ENTRE DEUT PLATEAUY LISSES EN TRACTION
COELE OIS VITESESe WS-t

Fig. 22. Champ de vitesses de déplacement
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4. CALCUL EN DEFORMATION PLANE DE LA CHARGE LIMITE D'UN BLOC DE

MATERTAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE SERRE ENTRE

DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX

Ce bloc de dimension 2hx2b représenté sur la figure 23 est soumis aux
charges 2aQ et -2aQ par l'intermédiaire des plateaux rigides et rugueux.

Pour des raisons 8videntes de symétrie nous considéroms un quart de
bloc (OABC - Fig. 23) avec les conditions aux limites :

- sur OA:vy=Tx=0 - sur AB=Tx='I‘y=O

ov a
-sur BC: —£=0; v.=0; | T dx= aq.
x 0y

dxX
-sur OC : v.=T =0.
X y

d
A
iqide ot
2a.@, ; PL}WN? Mﬁ‘u
c/ //’B g
5 ‘
0 LT A %
L

20,

Fig. 23. Bloc en déformation plane entre
deux plateaux rugueux et rigides

Nous avons utilisé les différentes méthodes numériques déja présentée
pour résoudre ce probléme. Pour un seul degré de libert& nous avons choisi
de résoudre directement ce probléme par la méthode des &léments finis.

On verra que la charge limi'te pour ce bloc n'est plus indépendante

des dimensions h et a.
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4.1, PROBLEMES AVEC UN DEGRE DE LIBERTE

Considérons le maillage d'un quart de bloc (Fig. 24), constitué de
quatre &lé&ments triangulaires. On a noté les vitesses des noeuds par U, V,

W et Z.

t
" aQ U
C /s, 77 777, B_o_
4
> k
y- i 3
Y/
2
N
0 [ S o e o= A x
a=1 1

Fig. 24. Maillage d'un quart de bloc avec un degré de liberté

En considérant les conditions aux limites sur les vitesses et en pre-
nant une distribution linéaire pour la vitesse 3 l'intérieur de chaque &lé-

ment on a le tableau suivant :

I NUMERO 1 CONPOSANTE I COMPOSANTE I CONDITION DE 1
I DE I HORIZONTALE DE I VERTICALE DE I INCOMPRESSIBILITI
I ELEMENTI VITESSE U(X) I VITESSE u(Y) 1 =€ DIV(U)soO, 1
Jemcecana J]rrerrcmrccccccana Jecomecccncacnn" we]mcm—- ceeew ceme]
1 1 I 2.n0,X I (2.Z-WIX+(U/H)Y I W==(1/(2.H)).U 1
Jeemcccea]meccccnacea cwecaselececccnca creccese]eccoccccna emeceea 1
1 2 IV X+ (1/H) (2W=V)}Y I (2/H),.Z.Y I Z=z=(H/2),.V 1
leccrcccalecacnan ceccccece- lemeoa- ceecmccrrac]ecrennececocacnaa]
1 3 T (v=28)X=(1/HIVY 1 (U=2Z)IX+(1/H)UY I V=2W=(U/H) 1
I I +2n I +(22=V) I 1
[~ecoccsa]macccncccccccana" eleeccocccnncana ces]eccemccccaan eemea]
I a I «=2rY(1/H)+2W I (2/H)(Uu=2)Y+22 1 u=Z 1
1 I I -y 1 1

Les quatre conditions d'incompressibilité ne sont pas indépendantes ce que

l'on a déja vu au § II-2-2~2-2, Nous pouvons exprimer, i 1'aide des trois
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équations indépendantes les vitesses V, W et Z en fonction de U :

2
We =5rU 3 V=~sU 5 Z=0U

- &lément 1

. _ 1 . _1 . . __l- . . = 2 l 2
Exx- E—U H yy-hU H exy 2U et ehzehl (B-2+2)U
— &lément 2
. _ 2 - _2 . _ 1 < « 8 1 2
S TRU 5 Sy TRY G Cxy T 7Y ot hefne T G 7™V
- €lément 3
. - -1 . L] —l . = 1 _ . N 2 1 2
“xx hU ? eyy-hU ’ eX'y (“52 Z)U et ®he®he (H'* Z}U
- &lément 4
€ =0 L e =0 ;b mlyete € =mgl?
XX > Tyy * gy 2h? he he 2h* °

la fonctionnelle H(U) vaut alors

H(U) =%a(p)UP-QU

avec
p/2 p/2 p/2 p/2
a(p) = {vZ°P %[(%w% R IR R R ]}
Elle atteint 3 son minimum avec :
(p-1
s-l9 (p-1)
a(p)
et vaut :
V(p-1)
- - Aol &
cp(Q) Inf{H(U)} (p 1}[a(p)] )

La foncticn jauge du convexe Kp est :

q t/q
QP(Q) = [— Ecp (Q)] avec pq=p+q

Nous trouvons domc pour la charge limite :

Q = 1ig nH1/0 Mp_hl /& 16 1 4 1
<k)1im' ;-l:fh ] =7 /ot 1wzt wt S et -

q—>+°°

Ainsi nous avons obtenu les charges limites pour les différents rapports de h/a :
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LES CHARGES LIMITES D UN BLOC ENTRE 2 PLATEAUX

RIGIDES ET RUGUEUX (EN DEFORMATION PLANE ) AVEC | DEGRE DE LIBERTE

e T T T Y cmserwecacsrrcccse —emecesee cosvacaaee -

I H/A T (O/KILIM, T T H/A T (G/K)LIM. I I H/A T (Q/KILIM, 1
[-eemrelmocececccec] Jemmecclecmeccmcecaa] [emeee=[cccanca-. -—-1
I 0.1 1 10,693 I 1.51 2.307 I1 3.61 3.012 1
R e i 1 I-===ee]oe=n- D e O GO S ST e
I 0.2 1 5.854 IT 1.61 2,316 I1 3.81 3.101 1
J--e===le-emesccecaa] Jeoeoe-- R I J~=====l-=cmcecan- --1
I 0.3 1 4,309 11 1.71 2.331 IT 4.0 1 3,190 1
[-evemelommmccaan “=] I-=-=e- LR cece=] Jeecmeclescccccncaaa]
I 0.2 1 3,568 I1 1.81 2.350 I1 4.51 3.019 I
J-===ee]omcccceacce] Je--cee]ecsmmmeeacca] [eeecoe]ecmaceaea- --1
I 0.5 1 3,141 IT 1.91 2.373 I1 5.01 3,652 1
J=e=e-=]eeemeccreas] [emcemelecaa= s I J=w====]-=mmeccccmaa]
I 0.6 1 2,869 IT 2.01 2,39 I1 S.51 3.888 1
[eemmealmmeaen S B s J LTI  CT I cememe]
I 0.7 1 2.684 I 1 2.21 2.a58 I1 6.0 a,126 1
[-===n- e I I----- S CTRDPR —mmcme] Jem-=-- [-oemmmcma- -1
I 0.8 I 2.555 11 2.41 2.526 11 6.51 4,366 1
l-===n- Te=mocemaeen I I--==-- [oeemmm—mmean I [=e==mn e I
I 0.9 I 2.463 II 2.61 2.599 I1 7.0 1 4,608 I
I-me--- e e I I--=-- T “1 Jee---- I-=ccmceemeaa]
I 1.0 1 2,399 I1 2.81 2.676 It 7.51 4,851 1
L B 1 I-===n= e 1 Jem-=-- O 1
I 1.1 1 2.355 I'1 3.01 2,756 IT 8.01 5.098 I
[-====c]=mcmccoac-- I CE R [eemrmmmmeen- I feem--- I-emm=en ¢
I 1.2 1 2.326 I1 3.21 2.840 I1 9.0 I 5,588 1
[-===m= e I I-=--e- R se==] Jme--ccJescemccncaaa]
I 1.3 1 2.311 Il 3.81 2.925 1110.01 6,075 1
[-m=e==] ==ccece-a- I [ev-=nm [-==-== -==e=e] Jew=ceolemamen- —————1
I 1.6 1 2,305 11 1 11 1 1

Comme on voit la charge limite dans ce cas dépend du rapport de h/a. Les

résultats sont représenté@s sur la figure 3.1.

4.2, PROBLEME AVEC PLUSIEURS DEGRES DE LIBERTE

Pour les maillages représentés sur les figures 25, 26, 27 et 28 avec un
nombre de degrés de liberté &gal a 3, 5, 7 et 30 noﬁs avons calculé les char-
ges limites pour différentes valeﬁrs de h/a, La méthode utilisée est celle
des super-réseaux incompressibles (§ II-2-2~2-2), et nous avons pris pmin==l,01,
le test d'arrét &tant porté sur la l|VHI € 1073, Les charges limites approchées

sont calculées avec 0,57 d'erreur relative,



- 110 -

S
Lt e e \ i
.............. | ) |
| |
_______ | |
>>>>>> i S
i o
i L
— o - — e PRI DR —
B CTARRLAR G O AT AT
o un SO CNTAl ORLS mATEAUL mUGAU] SILIN, 1ad. 200

- Fig. 25. Quart de bloc en déf. plane, Fig. 26. Quart de bloc
serrée entre deux plateaux rigides et
rugueux

=3, B, 9], =
D.L.=3 ; —==0,5 ; k)lim 2,896

W LOC TATAL TUL MATRaUS MEUEUT  $iL TN a2, 3%

UN BLOC ENTRE NEUI OLATEAUX RUCUEUL @/RLIM, 122,078
Fig. 27. Quart de bloc Fig, 28, Champ de vitesses pour un

quart de bloc

=30 ; 227, (Q), -
D.L.=30 ; ==1 ; (k)nm' 2,078 .

h
D.L, =7 ; 2=1, % Lin = 2,296
\
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Les résultats obtenus sont indiqués sur le tableau suivant :

LES CHARGES LIMITES D UN BLOC ENTRE DEUX PLATEAUX RIGIDES ET
RUGUEUX EN DEF,PLANE POUR LES DIFFERENTS DEGRES DE LIBERTE

1 1 (O/K)LIM 1
I H/A Jecemcccccmmacemeoneneaconnen 1
1 I DL=3 I DL=S 1 oL=7 1 DL=30 1

]ececn]mrrenclacsccc]ccccen]ocmccena]

10,1251 6,930 == I == I

| DI i L T i N 1

1 0,251 4.2321 == 1 =-= I

Jeomee]mcncce]emcee=]~ cocee]emcanaas 1

I10.91 2.8961 =- 1 2.854I 2.624 1

Jevcoew]ecncca]eranca]cccan- ) LT ¢

I 1.0 I 2.2201 2,3061 2.2961 2.078 1

cew 1

[recae [erocce[acae=e [eccwce]ecaccca 1
11,51 2.048] == I == 1 === I
| PYUPy USRI U [-=meee ) Ry

1 2.0 I 2,020 2.,3161 2.056I 2.016 I

Jeme=e]eemmeelemacec]-caecclomacnae]

12,51 2,036 == 1 == 1

eew 1

LT R ittt ettt

1 1 (QIK)LIM 1
I H/A Jreeecccrceccncmcanes Ry bt ¢
1 I DL=31 DL S 1 DL 7 1 0L=301

[eeme= [+e~—-=]eccvre]evcccclcncecaa]

I1 3,512,094 =+= I == I

[ee-m]lececec]~vcacs]oceccclencmaas]

14,01 2.,126] 2.7181 2.002I 2,048 I

[--=r=]=am=na]emscea]ecarac]cacaca=]

14,51 o= [ o= [ == 1

[me—=- ) T T PR eleccacaleacr~ea]

I 5.0 I 2,1861 2,9661 2,0101

[----- [e=em=[eveem=[=vecealemneen=]

ce= I

.- 1

-ee 1

16,01 2.24021 == I == 1 2,087 I
Jeeane]ccans [ Q. Jeecccalevaccaa]
1 7,0 1 2,308] «= [ o= [ === 1
) TRy Py Jevmow= Jemmcan]a ~emmaa 1

1 8,01 2,3961 3,6951 2,0381 2,128 I

e i St St T I--mem=n I I-====]=emce=]loceecc]amaamc]omocano]

1 3,01 2.0681 2.5031 2..0201 2.025 I I10.0 I 2,544 4,196 2,056 2.176 I

[-v-—ee]eevecc]ocecca]orrcmc]canaa= «] Jee=e~ ) PR ) P [eeccccleccasna]

1 I I I I 1 120,01 == I <= [ == ] 2 442 I

A titre d'exemple pour le maillage de la figure 28, et un rapport de

h/a=0,5, on a mis 105,54 minutes sur l'ordinateur IRIS 80 pour obtenir la

. . Q -
charge limite & Mim 2,624,

Pour le maillage représenté@ sur les figures 29 et 30, avec 80 &léments,

50 noeuds et h/a=2, nous avons employé les deux mé&thodes suivantes :

1°) La méthode des champs de vitesses incompressibles (§ II-2-2-2-2)

avec pmin==l,01 et le test d'arrét IVHIl < 1073, On a obtenu pour la charge

limite Q

X 1im==2,095, les champs de vitesses et de déviateurs des contraintes

principales sont représentés sur la figure .29.

2°) La méthode d'inversion de matrice (point fixe § II-2-2-1-4) avec

pmin==l,03 et le test d'arrét IVL Il < 1073 en satisfaisant les conditions

d'incompressibilité sur deux &léments voisins, ce qui donne pour le méme mail-

lage, 49 degrés de liberté. Om a obtenu (%)iim==2’046’ les champs de vitesses

et de contraintes principales (3 une constante pré&s) sont représentds sur la

figure 30.
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Fig. 29. Champs de vitesses et de d&viateurs des contraintes principales
(D.L. = 29)

Fig. 30. Champs de vitesses et de contraintes principales (2 une constante
prés) ; D.L, = 49,
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On voit que les inclinaisons des vitesses et des contraintes principa-
les sont & peu prds semblables sur les deux figures 292 et 30.
Nous avons aussi utilisé la méthode d'Uzawa pour trouver la charge limite.

Les ré@sultats sont notés sur le tableau suivant :

LA CHARGE LIMITE POUR LE CAS OU H/A=0,5
METHODE D UZAWA (AVEC P(MIN)=1,03 )= BLOC ENTRE
DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX EN DEFORMATIONS PLANES

1 NOMBRE I NOMBRE I DEGRE I RO I LA CHARGE LIMITE I
I DES I DES I DE I OPTIMAL I (G/K)LIM, I
I ELEMENTS I NOEUDS I LIBERTE I I I
S . T-mememe- R S — I
1 2 I q I 1 I 0.25 b¢ 3,273 I
T celeeeacceen]ocan B L 1
1 8 I 9 1 4 I 1,00 I 2,869 1
R L Jemmeasccalecemancan- cmmmmeeee -1
I 18 I 16 I 9 I 4.50 1 2.737 1
Jevovewvoon]osvrrrnce]covencncencavevocnce]cnseccnccnrccovsoar]
I 32 1 25 b¢ 16 I 8.00 I 2.72S I

I1 faut indiquer qu'en général la méthode d'inversion de matrice (Arrow-
Hurwicz § II-2-2-1-3) ne converge que pour les p voisins de 2. Pour ce probléme
nous avons constaté que cette méthode n'est pas convergente pour les p<1,25.

Pour différents rapports de h/a et degrés de liberté&, les charges limites

sont représent@es sur la figure 31.

4.3. CONCLUSION

On voit (Fig. 31) que la charge limite est une fonction décroissante
du rapport h/a. La partie montante des courbes est dfie & 1'influence de la
rugosité des poingons et la rigidité de 1la structure; En effet si 1'on met un
nombre suffisant d'éléments entre les deux plateaux (pour le quart de bloc,
entre BC et OA, Fig. 23), cet effet diminue et la pente de la partie montante
des courbes diminue, Pour cela on peut comparer les charges limites des mail-
lages des figures 24, 25 et 27,

Puisque toutes ces charges obtenues sont des bornes supérieures de la
charge limite, 1l'enveloppe inférieure de ces courbes représente la meilleure

borne supérieure,
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Fig, 31, Variation de la charge limite d'un bloc entre deux plateaux
rigides et rugueux, en déformations planes en fonction de h/a et la forme
du maillage.
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Quand %231, Salengon [ 75, 1978] a démontré que la charge limite est
unique pour le matériau de Von Mis&s, quelle que soit la condition de frotte-

ment de l'interface "plateaux-bloc", et vaut : (%)lim=-2,000 ce qui justifie

aussl nos résultats.

5. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UN TUBE CYLINDRIQUE EN DEFORMATION

PLANE SOUMIS A UNE PRESSION HYDRAULIQUE INTERIEURE

Ce probléme est défini au § I-4-2 et nous avons vu que la charge limite

d'un cylindre de rayon intérieur a et extérieur b est :

Q = b
kK im =240 7 -

Pour nos calculs numériques nous avons pris %4=2, et k=1, Les résultats
obtenus en utilisant la méthode d'inversion de matrice (point fixe - § II-2-2-1-4)

avec le test d'arrét VLI 1073 et Ppin ™= 1,03 sont représentés sur le tableau

suivant :

LA CHARGE LIMITE D UN TUBE DE RAYONS 2. ET 1. SOUS UNE
PRESSION INTERNE D INTENSITE § EN DEFURMATIUN PLANE

[ XX XXIEEIZRAREEZZZS2ASSZ 2SS SR RARERL R A2 sttt nsdld]

1 1 NOMBRE I NOMBRE I NOMBRE I NOMBRE I DEGRE I LA CHARGE I
I I DES I DES I DES I DES 1 0€ I LIMITE 1
INO I NOEUDS I NOEUDS I ELEMEN I NOEUDS I LIBER I (Q/K)LIM, I
I -1 SURLAT SUR LE I -T8 1 1 -TE 1 1
I 1 PAROIS I RAYON I 1 1 1 1
]-==Jeeccceea]emmmcsea]-cecceco]emmmmecc]cmanca" I-=--- —————- -1
It1I 301 2 1 a 1 6 I 6 1 1.369 1
I-==l-=m=emn S e DTS L S ST TR e 1
121 s 1 3 1 16 I 15 1 16 I 1,393 1
I--=Jemmaean- I-mommmmn I-=mecenn e Dt [-=-eememea- I
131 11 1 2 1 20 1 22 I 30 I 1.563 I
[--=le-maua- S O [--==-=-= [-m=-muee e e -1
1al 9 1 3 1 32 1 21 1 32 1 1,428 I
[-==T=c-erea- [-=-===== [-ecomeme [-oommenn Iemuen- B -1
ISs1 9 1 4 1 48 I 3% I 40 I 1,403 1
Jem=]emmemen- [---=e=n- [--=-=-n-  CETERETR e [==cecemen- --1
161 9 1 S 1 4 I a5 I 48 I 1,393 1

Les résultats obtenus en vitesses sont représent@s sur les figures 32

et 33. Nous avons pris deux formes de maillage avec 16 degrés de liberté&, bien
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que l'on ait obtenu des champs de vitesses différents (Fig. 32-c et 32-d),
les charges limites sont égales ((%)1hn= 1,393].

Il est clair que le maillage de la Fig. 32-b ne représente pas bien notre
structure car les trois noeuds se trouvant sur la circonférence du tube ne
nous permettent pas de bien suivre la courbure de cette paroi. Il y a donc des
parties de la structure qui sont supprimés. Il est donc normal de trouver une
charge limite plus faible pour ce maillage (cf. Salengon [75 , 1978]).

D'autre part on sait que les vitesses doivent étre indépendantes de l'angle
polaire 3 cause de la symétrie de révolution. Si 1'on consid&re alors plus de
noeuds sur la paroi du cylindre, on n'arrive pas 3 améliorer les résultats en
vitesses mais 3 mieux approcher la paroi réelle ce qui augmente la charge limite.
Tandis que si 1'on augmente le nombre de noeuds dans la direction de rayon du
tube, on arrive 3 obtenir une meilleure distribution des vitesses ce qui nous
permet de calculer avec plus de précision la charge limite (comparer les charges
limite du tableau précédent, les lignes 4, 5 et 6).

Les charges limites sont représentées sur la figure 34 en fonction du

nombre de degrés de liberté. On retrouve ce que l'on a indiqué plus-haut.

Lo

- . (LY R VT

—_— e Ry FRORTION AR ICHLL WP W AILIE SCTE Tl IND

ORI SIS A L INTOURA DU L i3I0 I

Fig. 32. Différents maillages du quart de tube
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NN CTLINOAE A PARGIS EPAIS SOUS UNE PRESSION INTEAME

wh CILINORE A PAMDIS €PAIS SOUS UNE- PRESSION [NTEANE

Fig. 33. Champs de vitesses et de contraintes principales i une constante
prés (D.L.= 48).

Q 3
(%) kim
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1,54
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4,50
1 Mhmhh‘\nﬂh o vy
it !:xﬁun&&u extenitng & Lkeniane -
146
Lk \\. iﬂumaﬁr"nkgh'
Coa | \ \"7“"""‘1'“" :
1'“0 ‘ .\ .
1,38 ———’/
1,3¢ ' ‘
0 % 12 16 20 24 28 3z 36 Lo 4y 4 S2 56 " DL

Fig. 34. Variation de la charge limite en fonction des degrés de liberté.
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Nous avons trouvé pour 48 degrés de liberté@ (Fig. 33) une charge limite

<%>lim= 1,393, ce qui donne le résultat exact (22n2=1,386) avec moins de

1Z d'erreur relative.

6. CALCUL DE LA HAUTEUR LIMITE D'UNE FOUILLE VERTICALE EN MATERIAU

DE VON MISES

Considérons une fouille verticale DBAE (Fig. 35) constituée d'un matériau
de Von Misé&s avec une résistance au cisaillement k, et une densité de force
limite
. > .
volumique y, de hauteur h. On se propose de calculer la hauteur/de cette fouille.
Pour calculer la hauteur limite, on définit une valeur sans dimension

h . . . . .
(Y f)’ et on fait varier le poids volumique y avec une hauteur maintenue cons-

tante.

Fig. 35. Une fouille verticale

Ce probléme a dé&éja &té résolu par différents auteurs :

Taylor [77, 1948] ; Chen [9, 1971] ou [ 8, 1975] ; Coulomb [12,1773]  ;
Pastor [62, 1978] ; Nguyen Dang Hung [58, 1976] ; Mercier [50, 1977] ou [51,
1977] ; Delbecq et al [17, 1977] ; Salengon [75, 1978], etc...

-~ . - . h - 3 - - .
oli la meilleure borne supérieur de YR égale 3 3,83 a &té obtenue a4 partir

de la méthode des cercles de glissement. La meilleure borne inférieure &gale
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3 3,67 a Eté obtenue par Pastor en exhibant par la méthode des &léments finis
un champ des contraintes statiquement admissible.

Mercier a utilisé la méthode des &léments finis en vitesses, et le maté-
riau de Bingham comme matériau de base. Il a obtenu une borme supérieure de
3,87 pour un maillage de 200 degrés de liberté.

Delbecq et al. ont obtenu une borne supérieure de 3,97 en utilisant le
matériau de Von Mis&s et des lignes de discontinuité de vitesses par la méthode
des &léments finis. Ilsont utilisé aussi le matériau de Norton-Hoff comme maté&-

. . h .
riau de base ave .. =1,01, ils ont obtenu =)i:. <4,52 pour un mailla
¢ Ppin~ 290 obten (Y k)llm 224 PO ge
constitué de 76 &léments, 54 noeuds et 57 degrés de liberté.

Dans nos calculs nous avons pris un schéma simple (Fig. 36) qui a dé&ja
€t& utilisé par Mercier. Les conditions aux limites sont :

~sur OAet OC : v_=v_=0,

x ¥
~sur ABet BC : T. =T =0,
0y ne

I1 faut ajouter que ce schéma/nous permet de calculer qu'une borne supé-

rieure de la hauteur limite, car en réalité nous avons suppos@ que la partie

supprimée de la structure est rigide,

4

o

| o
o} c 8
=z

Vi :
4 v I3
x BT b

Fig, 36. Schéma simplifié& de la fouille verticale

Nous avons remplacé le matériau de Von Mises par un matériau de Norton-
Hoff convenable et nous avons pris Prin ™ 1,03. Le test d'arrét était porté
sur la norme de gradient de H ou de £ (§ II), avec IVHN < 1073 ou VLI < 1073.

Dans nos calculs nous avons pris h=10 et k=1. Nous avons fait varier y pour
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sont présentés dans le tableau suivant,

L HAUTEUR LIMITE D UNE FOUILLE

1 I NOMBRE I NOMBRE I DEGRE I
I NO I DES 1 DES I DE 1
1 = I ELEMEN,I NOEUDS I LIBER,I

[=rec]ecececco]crcmcacc]cacae- -1

Les résultats obtenus ainsi que les méthodes utilisées

VERTICALE EN DEF.PLANE

METHOOE I (GAMAxH/ 1
I KILIM, I
1 I

....... R N LT T

I t1 8 I 8 I 3 I CHAMPS DES VITE I 6.422 I
I--==l--=m=eenle—ceuan “lee=me- ©I =SSES INCOMPRE Jev=e=cse-ce= 1
I 21 16 I 13 1 S I -SSIBLES I S5.281 I
[--==]eececemca]ecesncaclaamccac] (METHODE DES SU l-~c-==-c-- 1
1 31 6a I 41 1 18 1 -PER-RESEAUX) I 4.59a I
R B et e ot Ie==e=ve] e )
I 41 188 I 85 1 39 1 1 4,313 I
O R Gt ? SR EE 1 O |
1 51 168 1 98 1 45 1 1 4,352 1
O C R I-====ue [-=--- el GRS
I 61 6a I 41 I 32 1 INVERSION DE MA I 4,449 1
I-=~e]e=mmeace]eccaveccleac=aea] =ATRICE OE RIGI Ie=m=weeeca]
I‘71 100 1I 61 1 S0 I DIYE(POINT FIXE)I 4.332 I

P L T Y T " - W e D . -

La condition & la limite sur OC (Fig. 36) ne peut &tre entidrement satis-—
faite en employant la méthode de champs des vitesses incompressibles (§ II-2-2-2-2).
En effet dans cette méthode, pour chaque super-réseau constitué de deux bandes
de N &léments, on a 6N &quations indépendantes exprimant la condition d'incom-
pressibilité et 10N + 6 degrés de libert&. Nous avons supprimé 3 1'aide des 6N
équations, 6N degrés de liberté&. Parmi ces degrés de liberté supprimés, il y a
les composantes verticales d'un noeud sur deux qui se trouvent sur OC. On n'a
donc pas la possibilité de fixer ces composantes de vitesses supprimées 3
priori, c'est la raison pour laquelle on a des composantes verticales non nul-
les des vitesses sur le cdté OC (Fig. 39).

Les résultats obtenus en vitesses et en contraintes principales (3 une
constante prés) sont représentées sur les figures 37 et 38 pour 64 Eléments et
32 degrés de libert& (méthodé d'inversion de matrice). Les champs de vitesses
et de déviateurs de contrainfes représentés sur les figures 39 et 40 ont &té
obtenus en utilisant la méthode de champs des vitesses incompressibles avec 144

E€léments et 39 degrés de liberté.



Fig. 37. Champ de vitesses (D.L, =32) Fig, 38. Champ des contraintes prin-
(D.L. =32)

Fig. 39. Champ de vitesses (D.L.=39) Fig. 40. Champ de dé&viateurs des
contraintes principales
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La variation de la charge limite en fonction des degrés de liberté est

représentée sur la figure 41. Nous avons obtenu :
h -
<y E>1im\ 4,335
Ce résultat est inférieur i celui qui a &té obtenu par Delbecq et al.

[17 , 1977] en utilisant le matériau de Norton-Hoff. On doit bien noter que les

conditions 3 la limite, ainsi que les maillages sont différents dans les deux

approches.

En augmentant le nombre de degrés de liberté et tendant p de plus en plus

vers |, on peut améliorer ce résultat (cf. Guenouni [34, 1982]).

5,09

ko

P

o 1} 4 12 16 20 24w} 32 16 (c Wy 49 S2 ¥§5 60 D.L.

Fig. 41. La charge limite en fonction des degr@s de liberté

7. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE CARREE, MUNIE D'UN TROU

CIRCULAIRE CENTRE, SOUMISE A UNE TRACTION SIMPLE

Les dimensions de cette plaque sont 22x2%, et le rayon de trou est r

(Fig. 42). Elle est soumise dans la direction x'x & une charge uniformément
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répartie d'intensité Q. On se propose de calculer la charge limite en con-~
trainte plane et en déformation plane, sous l'hypoth@se de petites déforma-

tions.

] p— —
R b——
— |/ ~—

b
! |
1

—

Fig. 42, Plaque trouée sous une compression Q.

Pour cela nous remplagons le mat&riau de Von Mis&s par le mat&riau de
Norton—-Hoff sous-jacent. Nous utilisons les algorithmes déji wvus au § II
pour résoudre ce probléme. Dans le cas des contraintes planes, la valeur mini-
male de p &tant pmin==l,01, tandis que pour les déformations planes elle est
de 1,03 (algorithme de point fixe § II-2-2-1-4). Le test d'arrét est comme

toujours [ VHIl ou VLIl < 1073. Nous avons pris £ =60 cm et r variable.

7.1. EN CONTRAINTE PLANE

Les résultats obtenus sont noté&s sur le tableau ci-aprés.
Les charges limites sont calculées avec 0,5% de précision. Nous repré-

sentons ces charges sur la figure 43 ainsi que les résultats existants dans

la littérature.



~ 124 -

LES CHARGES LIMITES D UNE PLAQUE CARREE MUNIE D UN TROU CENTRE

DE RAYON R,

LES DIMENSIONS DE PLAQUE SONT L#L (EN CONTRAINTE PLANE)

I R/L 1 NOM_,I NOM,I DEG.I (G/K)LIM,I I R/L I NOM,1 NOM.I DEG.I (B/K)LIM.I
1 1 OES I DES I DE 1 11 I DES I DES I DE 1 I
1 I ELM,I NOE,I LIB.I I1 I ELM,I NOE,I LIB.I 1
Jreccec]ccccn]ecncc]eccccc]eccccrccca] Joce=- P LA LA LIRS C L el el -1
1 0,000I 128 I 81 I 144 T 1.740 I T 0.,4161 491 1 278 I S20 I 0,990 I
[=eeenc]ececc]ecccc]ecccc]eccrccccna] Jeccccn]encnaa [evewo]emscc]ecccncncan]
I 0.0831 132 I 84 I 144 I 1.650 I 1 0.500I 320 1 78 I 144 1 0,770 I

J~ecenc]emese]enccn]eccca]anamccn=e]

I 0.0831 456 I 260 I 480 I t1.650 1

I-===~-]-cmec]e=cooleccea]ocmccooana]

I 0,083 S32 I 300 I 560 I 1,650 1

[~===ve]-=eec]eemec]occca]meccmanan=]

Jrervee]eacce]emccc]ccacalucccacacaa 1

I 0,500I 484 I 276 I S28 I 0,730 1

[--===e]emmee]eccmelemmce]ecancnan --1

I 0,583 484 I 276 I S28 1 0.490 I

Jercmec]ccrcc]wcvac]msccan]eranccaann 1

I 0.0831 S88 I 330 I 616 I 1.640 I 10.6671 120 1 78 I 144 I 0,330 1
[===-~elescec]ecmec]ecmea]emencmaccca] [eeceec]aeacc]eceea]amacc]esccacaeea]
I 0.0831 864 I 476 I 896 I 1.610 I 10.6671 480 I 275 I 528 I 0.300 1
Je==wecloweec]emeee]-ecce]emamnaccca] [omevec]eeca- [----= e ER T -1
I 0.1671 120 I 77 I 132 I 1.510 1 10.7501 128 1 85 1 160 I 0,190 1
I-e-=ealememe]-a-n- I----- e 1 I~=-=- S [----- T N
I 0.1671 476 I 270 I S04 I 1,490 I I 0.750I S04 I 285 [.540 I 0,160 I
[--=-== [--=-- [===-= [--coefmmeccocan “] J==-e-u I-=-=- [-=-==]eesec]ecamanx ---1
1 0.2001 480 I 272 I S12 I 1.430 I 10,8331 120 1 84 I 160 I 0,090 I
[--===nleemn- R B I [-====wl=-cee]amecea]mceac[ememcamaan]
I 0.2001 864 I 476 I 896 I 1.420 I10.8331 a76 1 280 [ S44 1 0,070 1
[~m=eee]emame [==we=]-mece]emmmmanann 1 l=e===alemmeelm-cco]ecena]omemcennan]
I 0,2501 144 1 90 I 160 I 1.350 I 10,9171 104 1 81 I 156 I 0,030 I
DS PO I----- I-==eelmmme=cocan I [=-=u- o [--e==]=cece]acamcacaan]
I 0.2501 480 I 272 I S12 I 1.330 1 10,9171 aa0 I 270 I 538 1 0.020 1
e DT E e e DR I lee=mmclomeeal-aean [eemec]omecmanaan 1
I 0.3331 128 I 81 I 144 I 1,210 I 10.9581 122 I 87 I 156 I 0,009 I
e e e D St G e e i Sl Gt DR T -1
I 0.3331 368 1 266 1 S04 I 1.190 I 11,0000 === 1 === 1 === 1 0,000 1
l-===-c]ececc]eecce]ecmac]cocecaccaa] Jescmec]eomac]amccc]eenmc]emacmenana]
I 0.3331 864 I 476 1 896 I 1.190 I1 1 1 1 I 1

7.2. EN DEFORMATION PLANE

On a utilisé@ la méthode d'inversion de matrice (point fixe - § II-2-2-1-4),
et les conditions d'incompressibilité é&tant satisfaites en moyenne sur deux
8léments voisins. Les résultats obtenus sont indiqués sur le tableau suivant.
Nous représentons sur les figures 21, 22, 44, 45 et 46 les ré@sultats obtenus
en vitesses et en contraintes principales (3 une constante prés). La figure 47
représente les charges limites obtenues pour les différents rayons et degrés
de liberté&. Ces résultats sont comparés avec ceux obtenus en annexe de ce tra-

vail.
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LES CHARGES LIMITES D UNE PLAGUE CARREE MUNIE D UN TROU CENTRE
DE RAYON R, LES ODIMENSIONS DE PUAQUE SONT Le (EM DEFORMATION PLANE)

1 I NOM.I NOM.I DEG.I 11 I n2w,1 NOM,I DEG.I 1
I R/L T OES I DES I DE I (G/K)LIM.I I R/L I OES I OES I DE I (O/K)LIM.I
I 1 ELM,I NOE.I LI8.I 11 I ELM.I NOE.I LIB,I I
[--=-- cleeeeclerem=]emeem]mmmemcmnec] J-e--eclescee]ecuncc]accac]acccmmanaa]
I 0.000I 40 I 30 I 29 I 2,001 I 10,7501 361 28 I 301 0,300 I
[--=-- B e e G “=] J=e==vcleecsm]emceclecacc]ecacnccnaa]

I 0,000 328 1 81 I 80 I 2,001 I

[remcce]erccc]eccnc]eccccaleenccncacs]

I 0.7501 100 I 66 I 70 I 0,243 1

Jeececulcecca]evarw]ccccslavcaccnanna]

1 0,2501 361 28 1@ 301 1,618 I110.7501 8a 1 601 701 0,219 I
|remmec]eveac]esmn]ecese]ccccrer=va] [vececc]ecren]canmca]lecran]araconanas 1
1 0,250 1441 90 1 78 I 1,581 I T 0.7501 128 I B85S I 96 I 0,219 I
leeeceelecccc]vemmn]ecee=]remceenera] [secesc]ecrecclesmec]lmcmcalacacranaa]
(Q‘)Lj I 0,500 36 I_ 28 1 301 1,022 I I 1.000] ev« J === ] «=« 1 0,000 1
kY ]r==e~elecmac]ocacc]emcer]ommnannenene] Jmemcec]eccac]ocscc]mccec]manccaean=]
1 0,500 120 I 78 I 84 I 0,962 I1I 1 1 I I 1
W A - PR S ——
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Fig, 43.

Comparaison avec celles d&jd exista

planes)

. nT.m.m\u. f“”““"\a" (1959)

x  bowue A.T\M.....M pors “udu (1963)

Charges limites obtenues pour D,L. = 144 et D.L.2 500, )
ntes dans la litt8rature (en contraintes
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Fig. 44. Champs de vitesses et de contraintes principales pour r=15cm;
D.L. =30 en déformatiors planes

BLOC RECTAGIAATR M § Ul TR CTLrMORIOUE G TRACTION F1T

Fig. 45. Champs de vitesses et de contraintes principales r=30cm;
D,L. =84 en déformations planes

LT SECTAEAS A e B L Temy CTLINOMIRA €8 TRACTION F11

Fig. 46. Champs de vitesses et de contraintes principales pour r = 45em,
D,L. =96 en déformations planes
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Fig. 46 a. .Champ de vitesses en Fig. 46 b. Champ de vitesses en
contraintes planes pour r=30cm ; déformations planes pour r=45 cm ;
D.L. = 224. D.L. =70

7.3. COMPARAISON AVEC DES RESULTATS EXISTANTS DANS LA LITTERATURE

a. en contraintes planes

Hodge [37, 1959] et Massonet et Save [49 , 1963] ont résolu ce probléme
pour une plaque constituée d'un matériau de Tresca. Pour tirer des conclusions
pour une plaque trouée en matériau de Von Mis&s nous utilisons la remarque
suivante :

- A une structure Q donnée, constituée d'un matdriau rigide-plastique
avec le convexe de plasticité C correspond un convexe de chargement potentiel-
lement supportable K. Si on considdre un autre convexe de plasticité Cin
(pu Cex) avec CinC:C (ou CexI>C), on trouve un convexe de chargement poten-
tiellement supportable Kin (ou Kex) qui est inclu dans K (ou contient le K).
(Salengon [75 , 1978] ).

Nous avons alors défini deux convexes de plasticité du type de Tresca,
1'un contenant le convexe de Von Mis&s, tandis que l'autre y &tait inclus. Le
convexe de Tresca circonscrit au convexe de Von Misé&s nous donne une borne

supérieure de la charge limite de la structure constitu@e de matériau de Von
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Mis&s. De la méme fagon on obtient une borne infé&rieure en employant un con-
vexe de Tresca inscrit au convexe de Von Misés. Nous avons obtenu en notant
..

% :

- borne supérieure :

+ +
0<a<y (%) = 2(1-a) et pour 3<a<1 (%) - 2[+/3<4a+3a%-a]

- borne inférieure :

o<a<0.443 (QY =v3, Q=) U=8) o o, _ 8(-E)
’ k ' 4 v (BE=2) (2-E)

- 2
< Q. (1-ay
0,443<a<1 (k) 3.

Gaydon et Mc Crum [ 30, 1954] ont résolu le probléme en contraintes planes
pour le crité@re de Von Mis&s et ils ont trouvé pour les deux bornes de la

charge limite :

- borne supérieure :

+ +
0<a<0,43 (%—) = J3(l-a) et pour 0,43<a<] (%) =2+ 2-4a+3a% - a]

- borne inférieure :

0<a<0,204 <—3—> =J3(1-a)

0,204<a<0,412 (2) = Inf{ Sup V3(1-a) (1=£)

k £€(a, 1] ) v (1-2) 2(1-€) 2-a(1-a) (1-£) +a>
V3(l-a)§
VE*-ag+4a?
0,412<a<1 (% = Inf{ Sup S3(1-a) (1-€)
£€(a, 11 v (1-a)2(1-€) ?-a(1-a) (1-€) +a*

vy3(l-a) (§-a)

a
Hodge [37, 1959] a obtenu expérimentalement pour deux plaques d'épaisseurs

6,35mm et de dimensions 90%x90cm constituées d'un acier doux vérifiant le critére
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de Von Misds, sans trou et munies d'un trou de rayon r=22,5 cm :

r_ Q =
a= 2—0 (k)lim 1,733

. Q =
a=7=0,25 (k>nm 1,296,

Belytschko et al [5 , 1970] ont trouvé par la méthode des &léments finis,
pour une plaque troude a=0,2, avec un -maillage de 101 &léments et 117 degrés

de liberté, les deux bornes suivantes :

- )
a=0,2 1,374< (k)lim< 1,427

Hayes et Marcal [35, 1967] ont trouvé une borne supérieure pour a=0,2 :

+
Q) .
(E) 1,533

King et Marcal [42, 1967] par un calcul &lastoplastique ont obtenu numéri-

quement pour une plaque munie d'un trou circulaire avec a=0,2 une charge limite

o qQ
qui varie entre X lime [1,406, 1,451].

Ces résultats sont tous représent@s sur la figure 43,

b. en déformations planes

A notre connaissance dans la littérature il n'existe pas la solution du
problé&me en déformations planes. Pour comparer nos résultats numériques, nous
avons résolu ce probléme (cf. Annexe), en suivant une démarche semblable 3
celle de Gaydon et Mc. Crum [30, 1954] ou de Hodge [37, 1959] . Nous avons trouvé
les deux bormes de la charge limite qui sont donnfes en annexe et représentées
sur la figure 47.

c. Comparaison des résultats et conclusion

Nos résultats numériques obtenus pour le cas de contraintes planes sont
en trés bon accord quand le rayon du trou varie de 25 cm (a=0,4167) a4 60 cm
(a=1), avec la borne supérieure trouvée analytiquement par Gaydon et Mc Crum
(méthode statique-classique), tandis que pour les rayons variant de zéro 3 25cm,

la borne supé@rieure que nous avons obtenue est sup@rieure 3 celle trouvée ana-
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Fig. 47. Les bornes supérieure et infé&rieure de la charge limite et nos résultats
numériques

lytiquement. Mais leur différence relative est tr&s faible. Par exemple pour

+
le rayon r=20cm, analytiquement on a : (%) = 1,155 tandis que nous avons
+
obtenu (%) =1,190+ 0,006, L'erreur relative est de l'ordre de 3%, ce qui est

souvent acceptable dans l'estimation de la charge limite.
Dans le cas de dé&formations planes, notre borne supérieure est plus

importante que celle obtenue analytiquement et ceci pour deux raisons :
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- d'abord parce que nous avons seulement 80 degr&s de liberté ce qui est
faible pour obtenir un bon résultat pour la structure réelle qui a un nombre
infini de degrés de liberté. ;

- parce que nous n'avons pas fait tendre p vers 1 au-deld de 1,03 ce qui
nous donne une charge limite supérieure 3 la charge limite réelle.

Nous n'avons pas calculé@ la charge limite pour la structure en déformations
planes en employant plus de degrés de degrés de liberté car nos calculs sont
trés coliteux. Par exemple pour un D.L. =80, le calcul a pris 42 minutes sur
l'ordinateur C.I.R.C.E. (utilisé par le L.C.P,C.).

Une partie de nos résultats sont indiqués en [ | ,1981]

8. CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE MUNIE D'UN TROU

CIRCULAIRE CENTRE ENTRE DEUX MACHOIRES RIGIDES ET RUGUEUSES

S0US TRACTION SIMPLE

a. Résultats expérimentaux (Ben-Soussi et A, Friad [ 6 ,1981]).

Une plaque rectangulaire en acier doux avec une limite &lastique de 240 M.Pa
et une contrainte 3 la rupture de 340 M.Pa,de longueur efficace L= 180 mm, de
largeur 100mm et d'épaisseur 10mm, munie d'un trou circulaire de rayon r
(fig. 48), est serrée entre deux machoires d'une presse. Les machoires s'éloi-
gnent 3 une vitesse de 12mm/min. Les charges limites obtenues par cet essai
sont représentées sur la figure 49, ainsi que sur le’tableau suivant, avec Q,
l'intensité moyenne de la charge limite Fe (limite d'écoulement) et
k =240/v3=138,56 M.Pa est la limite &lastique au cisaillement (6n suppose que

l'acier doux vérifie le critdre de Von Misés).
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Fig. 48. Echantillon d'une plaque trouée en acier doux, sous une traction
simple,

LES CHARGES LIMITES DO UNE PLAGUE RECTANGULAIRE DE DIMENSIONS (HAUTEUR=180 MILIMETRES ,
LARGEUR=100 MILIMETRES , EPAISSEUR=10 MILIMETRES ) MUNIE D UN TROU CIRCULAIRE CENTRE
SOUMISE A UNE TRACTION PAR L INTERMEDIAIRE DE DEUX MACHOIRES RIGIDES (EXPERIENCE)

I RAYON DE I LA CHARGE I LA GHARGE 1 AUGMENTATIDN I L INTENSITE I
1 TROU R I LIMITE DE I DE RUPTUR,I DE LA LONGU~- 1 MOYENNE DE I
I MILIMETR.I ELASTICIT.I F(R)+(OU=- I EUR AVANT LA I LA CHARGE I
I PRECI- 1 F(E)+(OU=- 1 400)DA=N. I RUPTURE 1 LIMITE 1
I SION:0. 151 400 DA=N, 1 I MILIMETRES I (G/KILIMIT, I
Jeeecesenca]-meccmccan. 1-----------1-------- ...... [eecersnacensa]
I 0.000 I 25 S4E+03 I 37.00E+03 I 71+(0U-1) I 1.843 b
J-eececeans -=ee- —————- [~——eemcmee- | T {ececcncenaa=e]
1 sS.000 1 21.60E+03 I 31.80E+03 I 52+ (0U-1) I 1.559 1
S e Gttt B & R e L [emcmcan R |
1 15.000 1 17.60E+03 I 27.70E+03 I 23+ (0uU-1) I1,270 I
lececencaa= {eccmmman cem]ccaccncan B G P PP en]omcanea - 1
1 20,000 I 14.50E+03 I 23,30E+03 I 21+(0U-1) I 1.046 1
J]eeceececccc]ereromacce-[oenonoacaaa R Lt it ————a= Jecemoncaas -==]
I 25.000 I 12.60E+03 I 20,80E+03 I 20+ (0U-1) I 0,909 I
) Ty ccmc]emmmccence=]~ B L LT cecacese= Jeeeaccacana -1
1 30,000 1 10.10€+03 I 15.50E+03 T 19+(0U-1) I 0,729 1
lewaann= ccclecmcrcncana [emceamca= ce]mmc—— - B PR {
I 35.000 I 7.30E+03 I 10.30E+03 I 17+(0U-1) I 0,527 ° I
e Jememen= B T BT
1 a0.000 I 4,64E+03 I 7,90E+03 I 13+(0U-1) I 0.335 I

b. Résultats numériques

Les charges limites représentées sur la figure 49, et notées sur le ta-
bleau suivant ont &té obtenues en utilisant 1'algorithme du § II-2-1, avec

Poin ™ 1,01, un test d'arrét de [ VHI < 1073 et une précision relative de 0,57%.
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LES CHARGES LIMITES D UNE PLAGQUE RECTANGULATRE DE DIMENSIONS (HAUTEUR=Z180 MILIMETRES,
LARGEUR=100 MILIMETRES, EPAISSEUR=10 MILIMETRES) MUNIE D UN TROU CIRCULAIRE CENTRE
SOUMISE A UNE TRACTION PAR L INTERMEDIAIRE DE DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX

I RAYON 1 NOMBRE I LA CHARGE I I RAYON ] NOMBRE I LA CHMARGE I

I O 1 OF I LIMITE 11 DE 1 OE I LIMITE 1
I TROU I DEGRE I I 1 TROU [ DEGRE I 1
I R T LIBERTEI (O/KJLIM. I I R I LIBERTEI (G/K)LIM. I
I (MM 1 11 1 1 1
I-m=emecfmccmccca]-mecccaccec] [-cececofemcemmce]ecmuconacaa]
I 0,001 129 T 1.740 I 125.001 129 I 0.910 I
e T B B e N ) T ———
I 0,001 600 I 1,730 17130,001 129 I 0.750 1

Jeemcecc]erccccna]accnrccaan= w] [eveecec]mvesccca]crccanmeana]

I S.00 I 129 1.630 135,001 131 1 0,570 1
cemrmm———- “] leeecccc]lecaccncw]vaccnnmman=]

1
1

I 10,00 1T 129 I 1,460 1 140,001 13% I 0.390 1
1

Joerccac]oecconaa

Jeecacwa]a cemm———

ccevecacace] Jememaa= Jeccvcmar]corrmannnen]

1 15.00 1 129 1 1.270 I 140.001 600 I o0.380 I
J-cemvec]eveccrca]venccecnnec] Jemcscas]asrencea]ocncoccccne~]
1 20,00 I 129 1 1,090 I 145.001 131 I 0,210 1
(g) [-ree~ve]evreccece]cccvcccnnce] [rcocermnalecomccnev]mccccccana]
Rl L22:001 800 Dl [l oo o !

s 10 'y w 13 1a kLS Lo LS 30 n

. m.

_________ ] &v\mt /'.,rm' wae D-L.allo ( 1
« htr\wmu P EMSMJ Frind (1931)

D emposince pon. Rimaun (1970}

b pards D.L. 2boo

Fig. 49, Charges limites d'ume plaque trouée en contraintes planes
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Les figures 50, 51 et 52 représentent les champs de vitesses et de comn-
traintes principales pour les rayons r=0, 20 et 40mm avec 600 degrés de li-
berté.

c. Comparaison des résultats

\ .
Rimawi et Dogan [66,1970] ont obtenu en faisant des essais sur des pla-
ques de dimensions L =500 mm, h=35mm, e = 5mm, munie d'un trou centré de dia-

métre 15mm, chargée dans la direction de la longueur, une charge limite

(g)lim==0,990 ce qui est presque &quivalent 3 la charge limite d'une plaque

k

de dimension (180%100%10mm) munie d'un trou de rayon r=—12><50=21,43mm

35
(Fig. 49). Ces auteurs ont indiqué que la charge limite pour des plaques de
dimensions Lxhxe (Fig. 48), munie d'un trou de rayon r est : % 1hn=J3(1-§

qui est repré&sentée par une droite sur la figure 49. On voit sur cette figure
que nos résultats numériques sont en trés bon accord avec les autres résul-
tats. Pour la plaque sans trou la charge limite obtenue par Ben-Souissi et
Friad est supérieure 3 celle que nous avons trouvée, de l'ordre de 67%. Cela
est di aux grands déplacements non négligeables qui se produisent avant 1'écou-
lement, ainsi qu'd 1l'@paisseur de 10mm de la plaque qui ne présente pas exac-

tement un Etat de contrainte plane,

9. LA CHARGE LIMITE D'UNE POUTRE EN FLEXION SIMPLE

Le probléme est défini au § I-4-3. Rappelons que la poutre est supposée
en &tat de déformations ﬁlaneé. Nous faisons 1'hypothése suivante :

- la distribution des contraintes, sur 1l'extrémité de la poutre diie au
moment fléchissant (voir la Fig. 6 de la partie I) est triangulaire.

I1 est clair que sous cette hypoth&se, on obtiendra une charge limite
qui est plus faible que la charge limite réelle (cf. § I-4-3). Nous avons
résolu ce probléme en utilisant la méthode des super-ré&seaux indiquée au

§ I1-2-2-2-2, avec pmin==l,01 et un test d'arrédt [ VHI < 10° "%, Les résultats
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obtenus sont notés sur le tableau suivant, la charge limite est calcul@e avec

0,57 de précision relative.

LA CHARGE LIMITE D UNE POUTRE EN FLEXION SIMPLE

I NOMBRE DES I NOMBRE DES I DEGRES DE I (M/(KthtZ))LIMITE 1

I ELEMENTS I NOEUDS I LIBERTE I 1
e Lt CEESRERE P 3 COREE eelrmcemmmm—cmceaaa- -=1
1 8 1 8 I S 1 2.274 1
[-eeomm=cacao- e T et T T cememean]
1 16 1 13 1 8 1 1.672 1
e e D ceelmmeecmmmccecennneeaa]
1 64 I a1 I 24 I 1.5482 I
Imememm- T e Jemman- T et L B S 1
1 144 1 8s 1 a8 1 1.451 1

La figure 52, présente une charge limite de 1'ordre de E%z lLim - 1,45
qui est bien une borne supérieure de la charge limite exacte, 4/3, obtenue au
§ I-4-3. Pour trouver un meilleur résultat il faut encore augmenter le nombre
de degrés de liberté&. Les figures 53, 54 et 55 représentent les champs de
vitesses et de déviateurs des contraintes principales. On voit bien que ce
sont seulement les &léments du coin oli s'exercent la contrainte maximale (point
B de la Fig. 6 de la Partie I), et qui sont plastifiés tandis que les autres
éléments restent rigides. Ce qui veut dire que la charge que nous avons obtenue

correspond au début de plastification de la poutre (donc la limite &lastique)
I

- (k.
2,3

2

16

15

14 |- e

1,3 i . .~ - e . .
S 10 15 20 25 io 33 40 45 50 b.L

Fig. 52. Charge limite d'une poutre en flexion simple, en fonction de degrés
de liberté,



- 137 -

"
ni- POTAC (o ,““- Ll T S S UNE POUTAC §B FLEZIOR §IMAC CRAALINGAING  Asmrtat. 8]

Fig. 53. Champs de déviateurs des contraintes principales et de
votesses (D.L.=17)
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Fig. 54. Champs de déviateurs des contraintes principales et de vitesses
(D.L. = 24)

et non 3 la charge de ruine (cf. § I-4-3), On pourrait dire aussi que la

charge obtenue correspond 3 la charge de rupture d'un matdriau fragile (§ I-4-3).

48

Ml J : £° ’ M
! - o
‘L

A
E




- 138 -

W POUTAL €8 FLELIGR EIRRLE A mmatLIN, 101,3%

Fig. 55. Champs de déviateurs des contraintes principales et de vitesses
(D.L. =438)

-

10. CHARGE LIMITE D'UNE FONDATION SUPERFICIELLE SUR UN MILIEU

SEMI-INFINI CONSTITUE D'UN MATERIAU DE VON MISES EN DEFORMATION

PLANE

Une fondation rigide de largeur 2%est appuyée sur un sol rigide-plastique
avec le crit@re de Von Mis&s occupant un domaine (Q), semi-infini (Fig. 56).
Le contact entre la fondation et le sol est supposé& rugueux. La fondation est
chargée par une charge concentrée d'intensité moyenne Q. On se propose de cal-
culer la charge limite dans le cas des déformations planes.

Ce probléme est un problé&me classique de la mécanique des sols, et le

Q

résultat est connu X 1i.m= (T+2) oli k est la résistance au cisaillement du

matériau. Nous avons résolu ce probléme en employant la méthode d'inversion

de matrice (point fixe § II~2-2-1-4) avec Prin = 1,03 et un test d'arrét de

IvL Il < 10 3, Pour nos calculs nous avons considéré la moitié de la structure

en la limitant & OABC (Fig. 56) avec & = 2m ; et les conditions aux limites :
~ sur OA:vy=Tx=0; - sur AB :vx=’I‘y=O

~ sur BD : =T =0 ; -sur OC : v. =T =0
b4 X ¥y

T
X
L oV
- sur CD':IU dx= 2Q 3 v =0;——Z=O.
0 vy X LD:4
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Les résultats obtenus sont donnés sur le tableau suivant ainsi que sur la
figure 57. Nous avons trouvé une borne supérieure de la charge limite. Pour
1l'améliorer il faut encore augmenter le nombre de degrés de liberté& et tendre

de plus en plus p vers 1.

Fig. 56. Une fondation superficielle en déformations planes

Les champs de vitesses et de contraintes principales (3 une constante
prés) sont représentés sur les figures 58, 59 et 60. On voit bien qu'une
partie importante de notre structure est restée rigide, cela veut dire que
la suppression de cette partie n'a pas d'influence sur la charge limite cal-
culée. Donc en réalité le nombre de degrés de liberté est encore plus faible
que celui représenté par ces figures. Ce probléme peut &tre considéré simple-~
ment comme un essai de la méthode décrite au § II-2-2-1-4,

Wicks et al [82, 1975] en utilisant la méthode cinématique classique et
8 €léments rectangulaires chacun possédant 8 noeuds, pour un nombre de degrés
de liberté de l'ordre de 214 ont trouvé une charge limite qui est tré&s proche

de la charge réelle 5,142.
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LA CHARGE LIMITE D UNE FONDATION SUPERFICIELLE EN
DEFORMATION PLANE

1 NOMBRE DES 1 NOMBRE DES I NOMBRE DES I LA CHARGE LIMITE I
I ELEMENTS I NOEUOS I DEGRES DE I (Q/K)LIM, 1
I I I LIBERTE I 1
I 18 I 16 I 9 111.089+(0U=)0,055 T
PR IR SRR R s
1 32 1 25 1 17 1 9.676+(0U=)0,048 I
R G et L B it
I 6a 1 a1 1 33 1 8.270+(0U-)0,041 I
[-=mesemeseselocmcceccssce]aracerermseo]cmacanaemanaoaoase]
I 100 1 61 1 52 I 7.630+(0U=)0,037 I

P e e L LD DL Ll Dol el it ot i itk

Fig. 57. Charge limite en fonction de degré@s de liberté.

13-

b-L
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FONDAT (O SUPERF ICIELLE SUR UM MILIEL SENT INFINT

FONDATION SUPEAFICIELLE SUR UM MILIEU SENT INFINT

Fig. 58. Champs de contraintes principales et de vitesses (D.L.=17 et

R'/Lzoyl)

'
1 FONOATION SUPERFICIELLE SUR UNE MILIEU SEN1 [NFINI

Fig, 59. Champs de contraintes principales et
2/L=0,1)

FONOATION SUPERFICIELLE SUR UNE MILIEU SENT INFING

de vitesses (D.L.=33 et
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CONCLUSION

En conclusion, on peut dire que la loi de Norton-Hoff peut jouer deux
roles essentiels :
.en tant que loi de comportement, généralisant la loi de Norton au cas des
sollicitations multidimensionnelles ;
.en tant que modéle mathématique pour régulariser la loi de la plasticité

parfaite de Von Mosds (FRIAA [27, 1979], SUQUET [76, 1981]).

Nous avons &tabli divers programmes de calculs basés sur ces idées pour
le calcul de 1'écoulement d'une structure et le calcul des charges-limite.

Ces programmes ont donné dans de nombreux cas des résultats convenables.

Signalons pour 1l'avenir quelques problémes 3 examiner :

~ Etude de matériaux non homogénes ;

- Couplage avec les problémes thermiques pour les problémes de g&ophysi-
ques. Les coefficients de la loi de Norton-Hoff dépendent en effet de
la température,

-~ Probléme de dynamique en géophysique.

- Etude complémentaire des problémes en déformation plane qui posent encore,
comme on l'a vu, des problémes numériques diis 2 la condition d'incompres-

sibilité lorsque l'exposant p tend vers 1.
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ANNEXE

CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE CARREE MUNIE D'UN TROU CENTRE, EN

DEFORMATIONS PLANES.

Considérons une plaque carrée de dimensions 2X2 unité@s, munie d'un trou
circulaire centré de rayon a, soumise sur ses deux bords 3 une charge unifor-
mément répartie d'intensité Q. La plaque est constituée d'un matériau rigide-
plastique parfait de Von Mis&8s, avec critére Sij Sij <2k? ol les sij
(i,j=1 3 3) sont les déviateurs de contraintes oij et k est la résistance au
cisaillement simple du mat&riau. Les déviateurs de contraintes principales

sont donnés par :
1 1, 1
s3] =‘3-[20'1 - (0’2+O’3)] 5 S2 33[202 - (0'14'0‘3)] et sg =3[20’3 - (01+0’2)] .
Le convexe de Von Mises peut &tre mis sous forme de :
2 2 2 )
£(o01,02,03) =—23-(01+02+o3-0102—0203-o301) - 2k?<o,
la loi de comportement du matériau (Loi de normalité&) domne :

& .2 .E1
3£ T af af (*>0)

301 902 303

En déformations planes on a : ;23 =0, d'ol %=0 qui nous donne :
+
gz = 21791 et donc f(oj,02) = %-(01-02) -2k?<0 qui n'est rien d'autre que

le matériau de Tresca.

1. Calcul de la borne inférieure de la charge limite (Q) - méthode statique :

I1 faut trouver le maximum de la charge Q &quilibré avec au moins un

champ de contraintes, ne violant pas le critére f(o;,07) <O0.
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Nous considérons un quart de la plaque (deux axes de symétrie), et le
divisons en cinq zones & contraintes constantes (Fig. 1). On définit un

champ de contraintes statiquement admissibles pour :

=_Qa_
%2 = {T=a)(1-¢)

-2zone l : 07 = Q

we

- . _ Q(E-2a+V4a%*E?) | _ Q(E-2a-v4a?+E?)
zone 2 : O] = 2E(1-a) 3 02 3t (1-a)
-zone 3 : 07 = T%E , 3 G2 =0
~zone 4 : 01 =0 ; 02 =-TT%§ya;;D
-zone 5 : 01 =0 ; 02 =0,
g 1,00 )
:;— ot
1-o |
: S
° f%iié}
X ' 'L Qa x
" L. Ga (-a)(1-§;
(1-23(1-%)

Fig., 1. Les 5 zones i contraintes constantes

Il nous faut donc maximiser la charge Q, tel que le champ des contraintes

statiquement admissibles avec Q ne viole pas le critére :

]
£(01,02) = 5(o1 -05)2 - 2k2<0.

- Pour la zone | on a :

2a
(1-a)(1-¢) - a

£(01,02) <0 = Q< |2 + .k (N




- Pour la zone 2 :
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Q<2i(-1—'ﬂ . (2)
Vha?+£?
- Pour la zone 3 :
Q<2(l-a)k (3)
- Pour la zone 4 :
ng(l-a) (§-a) x 4)

a

Posons pour la zone i (i=13 5) ; p

Maintenant nous devons trouver s maximum qui respecte les inégalités (6) a (11)

2(1-a) (1-§)

]
Pl S T=Za< (I=a)L

" < 2(1-a)(1-§)

1

1 2a-1+ (1-a)& st

0, < 25 (1-a)
ViaZ+ g2

p3 < 2(1-a)

on < 2(1-a) (£-a)
4 a

0sa<gs<l|

Tragons les inégalit@s (6) 3 (10) par rapport 3 £, On a les trois figures sui-

vantes :

si o<g<i22 (6)
=22 << Q)
(8)

(@)

(10)

(1)

. =% . On sait que 0<a<g<l1l (5)

¢ B\
|
|
|
|
1 i *
| %
! f
RN
[
[- 3 i-2a Ig 4
T o K

Fig. 2. Variation des P, pour 0<a<0,381966
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f, a4 05¢a<(o15321

L

0y, 4 0381366 (0,5

0y Al 0,L3462337{a ( 0,71582

=

R
N
x

|
}
]
}
]
}
1
1
:(—‘,_ A 0,06{a{ 0,4H442833
!
\
1
|
1
I

]
P (O g

g
L‘W

rij————
x

. N <a<
Fig. 3. Variation des pi pour 0,381966<a<0,715921
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Fig, 4. Variation des p, pour 0,71592<a<x1

On voit sur les figures 2,3 et 4 que dans le cas ol 0<a<0,47462837,
EK correspond au maximum de p et il vérifie 1'&quation d'intersection de p;

"o,
et Ol :
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—0)EY 24383 = 2 2r  _ 4a2=
a(a Z)EK + 2a(3 Za)EK 4a£K + 8a EK 4a“=0 avec 0<§K<a

qui nous donne une borne inférieure de la charge limite :
ZEK(l-a)

VéaZ+ EK2

o]

Quand 0,47462837<a< 1, c'est EJ qui nous domne le maximum de p,

- (a-1)2+ 'a"-4a3+10a%-4a+1
J 2(1-a)

g

qui nous donne :

p— - al-ta+1l+ ~~/?-4a3r+1032_4a+1
a

On a représenté ces résultats sur la figure 11,

2, Calcul de la borme supérieure de la charge limite (Q+) ~ méthode
cinématique

Pour le cas de déformations planes, une discontinuité de vitesses
relatives u (tangente 3 la surface de glissement C), produit une puissance

dissipée par 1l'unité de surface de glissement, qui est :
-> - .
m(u) =k|uf (voir Salengon [75, 1978]).

Pour calculer la borne supérieure, nous considérons les mécanismes de
rupture suivants :
1° mécanisme (Fig. 5)

La puissance dissipée interme vaut :

LA 1—_acose A
in sin B cos B

et celle des forces exté&rieures vaut :

'tex=4QV.

Pour que la charge Q soit supportable, il faut que %exg%in d'ol on a en po-

Q

sant E= p
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l1-acos®
sin Bcos B

. . L) .
et son minimum correspond aux B=Z- et 8 =0, qui nous donne :
p+< 2(1-a).
2° mécanisme (Fig. 6)

On garde les mémes notations, on a :

T o<t o o< cos 6 ~ va?-gin?0
ex in sin ©

et son minimum correspond 3 cos 9 = qui nous donne :

\/l+.:-12
+ 1-a?

pr=—

3° mécanisme (Fig. 7)

Dans ce mécanisme un quart de plaque tourne autour d'un point A de coor-
données c et d, avec une vitesse de rotation w. Il est clair qu'afin d'arriver
d ce mécanisme de ruine, il faut que les contraintes dans les rotules plasti-

ques arrivent 3 2k (limite 3 la traction). On a alors

%in= 2kw[(l-d)2 + (d-a)* + (-c)? G-, 2]

2 2 2 2

- _ a2 a-q)?
Tex-'Ql:i 2 v

L L) 2 2 2_
<t ==,p<4[l+d +a‘+cf= (1+a) (d+c)l
ex in 2d-1
/ -
p est minimum pour c=1—;—§ et d= L+ v 3; 4a+2 qui nous donne :

ot == 2a+ 2+ 3a2-4a+2
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1,00
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. . - 0
Fig. 5. 1° mécanisme de ruine & = l—ﬁ-s—-

Fig. 6. 2° mécanisme de ruine 2 = cos® —\/az—sinze
4 oo a
e ' ~ 7
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Fig. 7. 3° mécanisme de ruine
1g. /
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. + . P P . ’
Nous avons donc trouvé les trois p qui sont représenté@s sur la figure 8.

wiap =~ - e

Fig, 8. Les bornes supérieures de la charge limite pour différents méca-
nismes

On a donc pour la borne supérieure de la charge limite :

pour 0<a<-:1§ p+=2(1-a)
pour —%< a<| ot = = 2a+2v3a2-4a+2,

Les deux bornes de la charge limite sont représentées sur la figure 9

ainsi que sur le tableau suivant :
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LA CHARGE LIMITE D UNE PLAQUE CARREE DE DOIMENSIONS 120x120 CM,

MUNIE D UN TROU CIRCULAIRE DE RAYON R CENTRE A LA PLAQUE SOUMISE
A UNE CHARGE UNIFORMEMENT REPARTIE O INTENSITE @ =EN DEFORMATION
PLANE A=R/60 ET LA RESISTANCE AU CISAILLEMENT OU MATERIAU EST K

- T P D P W T D D P S D TS o D W D P D D D D R D P TP D D B g D T W R D - .

I R(CMJ)T A=R/L I (9+)/K T (Q=)/K IT R(CM.)I A=R/L I (Q+)/K I (G=)/K I

| PP PP S T B o T B D B e |

1 0.00 I 0,000 I 2.0000 I 2,0000 II 33,00 I 0.550 I 0.8523 I 0,4018 1

[eee-—me]lorescoe[eccvcssa]cccccccc][accencc]ccccscclecncccceca]lccnacwa=]

I 3,00 0,050 I t.9000 I 1, 6901 II 35.00 I 6.583 I 0.4917 I 0.3196 I

[eoccecc]lecnus w]evmvesce]eccsccne |leccmevalcesnccalecccccca]vcnacan=]

I 5.00 @ 0,083 I 1.8333 1 1.8061 Il 36.00 I 0.600 I 0.4492 I 00,2844 [

T O e L T w]lremenac]seccccnlecccccan]ocmnasa=]

I 6,00 1 0,100 I 1,8000 I 1,7612 II 39,00 [ 0.650 I 0.3340 I 0.1973 I

| USSR IPERIN PR PRI IS § GO T T B T G LTS ¢

I 9.00 I 0.150 [ 1,7000 I 1,6164 II 20,00 I 0.667 I 0.2997 1 0.1736 I

[eeccccn]cwacenc]ecsccnce]lccccceaa]] I R QU cn]ocanana -1

1 10.00 I 0,167 I 1.6667 1 1,5654 Il 42,00 I 0.700 I 00,2371 I 0.1327 I

| G e L) § T T e L e G alad |

112,00 I 0,200 I 1,6000 I 1.,4606 II 45.00 I 0.750 I 0.1583 I 0.0851 I

| SRRy JR R ot PP P § BT [eemmres]mcccancc]smcnaca=]

I 15.00 I 0,250 I 1,5000 I 1.,3000 II 48,00 I 0.800 I 0.0971 I 0.0S06 I

T e D) T TIPS § S St et ~lemecsmcalamcas PR §

I 18,00 I 0,300 I 1,4000 1 1.,1412 II 50.00 T 0,833 I 0.0654 I 0.0336 [

} PTSIDES N SRR SRR § LTI S s CL LY §

1 20,00 I 0,333 1 1,3333 I 1,0391 II S1.00 I 0.850 I 0.0521 I 00,0266 I

S ) CLLTTREY § PR RS TR LTI PESPPRNISIPN

11 21,00 [ 0,350 I 1.,2672 I 0.9896 II 54,00 I 0,900 I 0.0221 I 0.0111 I

| [emeevee]erevee-]ecrsencaleccccaas]]mcccacclosecenc]accncnca]oncaaaaa]

1 24,00 I 0,400 I 1,0762 I 0,8492 II SS5.00 [ 0.917 I 0.0151 I 0,0076 [

! Jeawceec]eacre=e T celeemcanan {lereeceelcceccc]evccncca[cnanacna]

'l 25.00 1 0,037 I 31,0151 Y 0,8047 II S7.00 I 0.950 I 0.0053 I 0.0026 I

D B LT CEY PESSTERT § EEP R [ememeevlomecccaa]mmmenaas]

+ 127,00 I 0.450 I 0,8972 I 0,7220 II S7.50 I 0.958 1 0.0036 I 0.0018 I

e I St [-==== ~emllammmna- R e e [-==mm-= -1
I 30,00 [ 0,500 [ 0,732t I 0.5616 II 60.00 I 1.0600 I 0,0000 I 0,0000 I
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Fig. 9. Bornes supérieure et inférieure de la charge limite
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