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INTRODUCTION 

La loi de Norton proposée en 1929, pour représenter le fluage station-

naire et unidimensionnel de certains aciers à haute température est très uti­

lisée pour décrire le comportement quasi-statique de nombreux matériaux et 

cela pour une double raison : 

. d'une part, elle ne fait intervenir qu'un faible nombre de paramètres 

identifiables facilement par l'expérience ; 

. d'autre part, sa formulation mathématique est très simple. 

Elle a été généralisée par Odqvist [50, 1934] , puis par Hoff [38, 1954] , 

pour le cas des sollicitations multidimensionnelles. Elle est appelée depuis : 

loi de Norton-Hoff. 

La loi de Norton-Hoff dépend d'un exposant p, souvent compris entre 1 

et 2, fonction de la température et du matériau. Quand p passe de 2 â 1, cette 

loi passe de la loi de comportement du fluide Newtonien (p = 2) à la loi de la 

plasticité parfaite de Von Misés (p= 1). 

Récemment cette loi a été généralisée pour différentes lois de la plas­

ticité parfaite par Friaâ [25 à 27] . Ces généralisations ont permis de trouver 

une nouvelle méthode de calcul de la charge limite d'une structure rigide par­

faitement plastique. 
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L'intérêt de cette méthode réside dans le fait que contrairement à la 

méthode cinématique classique l'on n'a pas besoin de définir des surfaces ou 

des lignes de glissement pour déterminer le convexe des chargements poten­

tiellement supportables d'une structure constituée d'un matériau rigide-par-

faitement plastique. En effet quand le matériau de Norton-Hoff (généralisé) 

tend vers le matériau de Von Mises (ou le matériau rigide-parfaitement plas­

tique sous-jaçent au matériau de Norton-Hoff généralisé), ces discontinuités 

de vitesses tangentielles apparaissent comme une forte variation de vitesses 

(continues), dans une zone étroite de la structure (cf. Suquet [80, 1981]). 

Le deuxième intérêt de cette méthode est que la fonctionnelle à minimiser est 

différentiable, tandis que dans la méthode cinématique classique ce n'est pas 

le cas. 

Dans ce mémoire nous présentons une application de la loi de Norton-Hoff 

à la détermination du convexe des chargements potentiellement supportables 

d'une structure constituée de matériau de Von Mises, ainsi que la solution du 

problème d'écoulement d'une structure constituée de matériau de Norton-Hoff. 

Ce travail est composé de trois parties : 

- Dans la première nous donnons un résumé des études bibliographiques pour 

résoudre le problème d'écoulement d'une structure constituée de matériau de 

Norton-Hoff. Nous exposons ensuite le calcul de la charge limite d'une struc­

ture constituée de matériau de Von Misés en utilisant la régularisation par 

le matériau de Norton-Hoff. 

Nous terminons cette partie en calculant les charges limites de quelques 

problèmes simples. 

- La deuxième partie est consacrée à. l'étude numérique du problème d'écoule­

ment. Nous donnons une méthode numérique pour approcher la solution de ce pro-
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blême en contraintes planes et trois pour l'approcher en déformations planes. 

Enfin, nous indiquons comment approcher numériquement la charge limite d'une 

structure constituée d'un matériau rigide-plastique parfait de Von Mises. 

- Dans la dernière partie nous traitons quelques exemples utilisant les 

méthodes exposées dans la deuxième partie. Nous avons ainsi obtenu : 

1/ en nous appuyant sur des hypothèses simplificatrices, des résultats 

intéressants pour des problèmes intervenant en géophysique (collision hima-

layenne, évolution des Pyrénées) ; 

2/ les charges limites exactes d'un bloc rectangulaire serré entre deux 

plateaux lisses et d'un tube cylindrique soumis à une pression intérieure. 

Les deux problèmes sont en déformations planes ; 

3/ les charges limites d'un bloc rectangulaire en déformations planes 

serré entre deux plateaux rugueux qui dépendent du rapport de ses dimensions. 

On retrouve les résultats de Salençon [26, 1978] utilisant les méthodes clas­

siques d'analyse limite ; 

4/ les charges limites d'une plaque rectangulaire mince (en contraintes 

planes), munie d'un trou circulaire centré qui sont en très bon accord avec 

les résultats expérimentaux récemment trouvés par Ben Souissi et Friaâ [51, 1981]. 

Une partie de nos résultats sont indiqués dans [79, 1981] ; 

5/ Les charges limites d'autres problèmes en déformations ou en contraintes 

planes. 

En général on peut dire que pour les problêmes en déformations planes, 

nous avons obtenu des bornes supérieures des charges limites, tandis qu'en con­

traintes planes nos résultats sont en très bon accord avec les charges limites 

obtenues par des expériences et par les méthodes analytiques classiques. La 

qualité moindre des résultats en déformation plane est due aux difficultés 

d'ordre numérique provenant de la condition d'incompressibilité. 
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PREMIERE PARTIE 

ÉTUDE THÉORIQUE 

.DU PROBLÈME D'ÉCOULEMENT D'UNE STRUCTURE CONSTITUÉE 

D'UN MATÉRIAU VISQUEUX DE NORTON-HOFF 

ET 

•CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE STRUCTURE CONSTITUÉE 

D'UN MATÉRIAU PLASTIQUE PARFAIT DE VON MISES 
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1. LA LOI DE NORTON-HOFF 

l.l. RELATION ENTRE CONTRAINTE, DEFORMATION A HAUTE TEMPERATURE (Friaâ [27 , 

1979] ) . 

Très souvent à la température ordinaire et pour une vitesse de charge­

ment faible, la relation contrainte (o), déformation (e) pour les métaux, 

est indépendante du temps. Mais dès que leur température dépasse la moitié de 

leur point de fusion, des phénomènes dépendant du temps interviennent. 

Considérons une barre métallique portée à une température assez élevée, 

soumise à une traction uniaxiale constante, on obtient une courbe e(t), repré­

sentée sur la figure 1. 

Fig. 1. Relation entre la déformation e d'une barre de 

section S et le temps sous une charge a*S = cte 

et sous une contrainte a = cte 

Habituellement on distingue trois phases ; 

- La première correspond au fluage primaire ou transitoire ; la vitesse de 

déformation e - . ', décroît jusqu'à une valeur minimale. 

- La deuxième correspond à la phase d'écoulement stationnaire du matériau ; 
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la vitesse de déformation e est constante (fluage secondaire). 

- La troisième correspond à la phase du fluage tertiaire : la vitesse de 

déformation e, augmente assez rapidement, conduisant à une instabilité, sou­

vent à la rupture (Lin [46, 1968]), 

Andrade [ 2,1914] a trouvé, pour la première fois, que le fluage ter­

tiaire est dû à la diminution de la section (S) de la barre et en conséquence 

à une augmentation de contrainte. Si on trace alors e(t) pour une contrainte 

(o) constante, on trouvera la courbe OABF de fig. 1 qui ne présente plus le 

fluage tertiaire. 

Pour un matériau non vieillissant (l'échelle du temps n'intervient pas 

dans la loi de comportement), la déformation e(t) est composée de trois par­

ties : 

- e : la déformation élastique qui est indépendante du temps 

e = —a (Loi de Hooke) 

- e : la déformation plastique 

e « e (<7,t) (Loi de plasticité) 

- e : la déformation visqueuse 

e - e (a,t) (Loi de viscosité) 
v v 

La déformation visqueuse e est composée de deux termes ; l'un dû au 

fluage primaire £ et l'autre au fluage secondaire e . 

Pour le fluage primaire Hoff [39,1958] a proposé une relation du type : 

e (t) = aa t 
v 

où a,b et c sont des constantes dépendant du matériau et de la température. 

•(2) 
Pour la vitesse de déformation e due au fluage secondaire, plusieurs 

v 
relations ont été proposées : 
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ê = a(e -1) par Soderberg 

ê = aa par Norton ; Bailey 

•(2) ß+yo- ^ , 
e = ae par Dushman 
v 

ê = asinh(3a) par Nadai 

etc (Lin[46, 1968]). 

•(2) n •(2) 
En général les deux relations e * aa et e = asinh(ßa) sont les 

plus utilisées (Murry [53, 1969]) et les différentes expériences ont montré 

que ce sont celles qui sont le plus en accord avec les résultats obtenus 

(Lin[46, 1968]). 

1.2. LOI DE NORTON 

En remplaçant la courbe OAB de figure 1, par une droite EB, on néglige 

le fluage primaire ; ce qui est souvent justifié en pratique (Huit [40, 1966]), 

on obtient alors : 

e = aa . (Loi de Norton) 

Cette relation a été proposée par Norton [59, 19291, a et n sont deux 

paramètres positifs, dépendant de la température et du matériau. Le paramètre n 

est en général compris entre 1 et 7 (Murry [53, 19691), 

Ainsi pour un matériau visco-élastique unidimensionnel on obtient la 

loi de Maxwell-Norton. 

• 1 • n 
e = —a + aa (Loi de Maxwell-Norton) 

il 

Les matériaux dont la déformation visqueuse obéit à la loi de Norton 

sont à la fois nombreux et très variés. Parmi ceux-ci, on peut citer (cf. 

Friaâ [27, 1979]) : 

. L'acier à haute température (Norton [59,1929]) 

. Les glaciers (Glen [31, 19551) 
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. Certains types de verre (Marin et al [48, 1951]). 

. Les sols gelés (Tompson et Sayles [79, 1972] ; Ladanyi [44, 1972]) 

. Les matériaux lithosphériques (Kohlstedt et Goetze [43, 1974]). 

. Certains solides cristallins à haute température (Poirier [64, 1976]). 

. Les peintures solides (Wu [83, 1978]). 

. Le bitume routier (Friaâ et Such [28, 1979]). 

etc ... . 

1.3. LOI DE NORTON-HOFF 

La loi de Norton se limite aux cas des sollicitations unidimensionnelies, 

alors qu'en pratique, celles-ci sont souvent multidimensionnelles. 

Odqvist [60,1934] et [61, 1963] est arrivé à généraliser la loi de Norton 

pour le cas des sollicitations tridimensionnelles, sous les hypothèses : 

. le matériau est incompressible ; 

. la vitesse de déformation £ est indépendante de la pression hydrostatique ; 

. il existe un potentiel de fluage (ou les tenseurs de contraintes et des 

vitesses de déformations sont coaxiales) ; 

. le matériau est isotrope ; 

. la loi de Norton est vérifiée pour le cas unidimensionnel. 

Plus tard Hoff [38,19541 a généralisé la loi de Norton et a obtenu la 

même relation. Friaâ [27, 19791 a généralisé la loi de Norton-Hoff en asso­

ciant à toute loi de la plasticité parfaite une loi de Norton-Hoff généralisée 

admettant celle-ci comme cas limite, 

La loi généralisée par Odqvist et Hoff est couramment appelée loi de 

Norton-Hoff. Elle relie le tenseur des vitesses de déformation e. . ; i,j = l,2 
IJ

 J 

et 3 au déviateur du tenseur des contraintes s.. : 

l in-1 e. . • a s s. . 

ê.. = 0 , 
il 
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où a et n sont deux paramètres positifs dépendants de la température et du 

C1} matériau et |s| = V s y S ^ 

En posant n = q - 1 et p=—~ r (conjugué de q) , la loi de Norton-Hoff 

devient : 

e. . • a s n s.. 
.1J « (1-3.1) 
ê.. - 0 
il 

Cette relation s'inverse facilement (si q^l) 

s. . = ßlejp e.. 
ij ij 

£.. = 0 (1-3.2) 
il 

où |ê| =v'êh£êhJl et g = a
1 - p>0. 

Posons a = X(s/2k) ̂  où k et X sont des constantes positives dont on 

verra les significations physiques par la suite. On obtient : 

^ \V2-V I« WZV | s ¡2 

ê . . =0 ; k > 0 ; q > l (1-3.3) 

Les paramètres a et 3 ont des dimensions qui dépendent de p ou q. 

. Pour p = 2, (1-3.2) nous donne : 

s.. • ß e.. et e.. = 0 
ij ij il 

qui est la loi de comportement d'un fluide Newtonien ; le coefficient ß corres­

pond alors à la viscosité du fluide. Il a la dimension d'une viscosité. 

. Si p tend vers 1, trois possibilités se présentent : 

Io) Soit s, s, > 2k2 * e. . =+°° qui n'a pas de sens physique. 

2°) Soit s, „ s, „ = 2k2 =*•£..« -ZT2 s. . et ê. . = 0 (loi de normalité en plas-
h£ al îj 2k^ ij ii 

ticité). 

3°) Soit s, . s, < 2k2 * E , . » 0 et £.,=0 (matériau rigide) 
hi, h£ ij il ö 

_ 

; 'Nous adoptons la convention de sommation d 'Einstein des indices répé tés . 

file:///V2-V
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On trouve ainsi la loi de comportement du matériau rigide plastique de Von 

Mises. Le matériau de Norton-Hoff est donc en un certain sens voisin du maté­

riau de Von Mises de limite en cission simple k. On utilisera par la suite 

cette remarque. 

1.4. AUTRE FORMULATION DE LA LOI DE NORTON-HOFF (cf. Friaâ [27, 1979]) 

Nous utilisons dans toute la suite une terminologie et des résultats, 

devenus classiques, de l'Analyse Convexe (cf. Moreau [52, 1966] , Ekeland et 

Temam [19, 1974] ou Rockafellar [67, 1979]). 

Considérons une structure occupant un ouvert ßC]R (n = 1,2 ou 3) soumise 

à des efforts extérieurs. En chaque point x6!¡ on peut définir le convexe C@c) 

de Von Mises par : 

C(x) ={cr | s. .(CT)S. ,(a)<2k(x)2} (1-4.1) 

m 
où k(x) est la limite en cission simple du matériau plastique parfait1- ; de 

1 (2) 
Von-Mises associé à la loi de Norton-Hoff et s., (a) • a. . ~-ro, , S..*- ' . 

U U 3 kk ij 

La fonction d'appui n_ *• * et la fonction jauge g„ du convexe C sont 

définies par : 

nG(ê) = Sup{a«ê ; a6C} (1-4.2) 

gG(a) = lnf{y>0 ; cr6uC} (1-4.3) 

où a«e est le produit scalaire dans l'espace vectoriel des tenseurs symêtri-

• • 
ques d ordre deux (cr«e = a. . e. .) . 

i j i j 

f1) 
*> JNous désignerons par p l a s t i c i t é p a r f a i t e , l ' i nva r i an te du convexe de p l a s ­
t i c i t é par rapport au temps e t au chargement (cf. Salençon [74, 1974]). 
f2) 
v J6.. est le symbole de Kronecker : ó.. = l si i = j et ô..™0 sinon. 

f3) • . 
v ;Pour simplifier les écritures on suppose que les matériaux sont homogènes, 
c'est-à-dire que X(x) et k(x) sont constantes. Les résultats qui seront énoncés 
par la suite seront valables si X(x) et k(x) sont bornés par deux nombres stric­
tement positifs et p est toujours >1. 
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Pour le convexe C de von Mises 

+" si e.. ^0 

-r- ? . . (1-4.4) 
k V 2e. . ê. . - V?. k I ê. . I si ê. . - 0 ij iJ iJ 

, , VV(g)Shil(g) |s(a)1 
g (a) - (1-4.5) 
c /2 k /2 k 

Selon une terminologie de Moreau [52,1966] , on introduit le surpotentiel 

*p (•) pour le matériau de Norton-Hoff, qui s'écrit : 
P 

Ve. ,G3R 2 n , ? (ê) - ¿ A 1 " ? [ I T ( ê ) ] P s i ¿ , . = 0 
1J p p L 1 1 

^ ( g ) - +00 s i £ . . = ¿ 0 ( 1 - 4 . 6 ) 
P i l 

où p > l e t X>0 dont on v e r r a p l u s l o i n l a s i g n i f i c a t i o n phys ique . <p (e) e s t 

une fonc t ion convexe (par r a p p o r t à e) ; con t inue sur son domaine. 

La fonct ion d u a l e de <p (e) e s t no tée <¿> (a) : 
P P 

<P (a) - Sup{a«ê -y (ê) I ê . . - ê . . ^1R } (1-4 .7) 
p p ' i j j i 

s . , (a) 
• 1 1 

son Sup e s t a t t e i n t pour e. . = —H 0 qui nous donne 
^ X 1 _ Pk P (/2|ê|)p-2 

/(a) - I A [gc(a)]
q (1-4.8) 

Grâce au sur-potentiel et son dual, on va pouvoir écrire différemment 

la loi de Norton-Hoff. Pour cela choisissons le paramètre X tel que ; 

3 = X1-p(/2 k ) P (1-4.9) 

Pour un matériau de Norton-Hoff, vérifiant (1-3,2) on a : 

|-|-B|¿|p"1 

a, . e. . - 3|ê|p si ê.. = 0 
ij ij ' ' ii 

, p(ê),l3|ê|
p 

et /(a)--g|ê|p. 

p q 
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On peut vérifier facilement que : 

soit : 

et alors : 

<P (ê) + «p (a) » 3|êlp«a. . ê. . 

<P (ê)+«p (a)=d'£ (1-4.10) 
P P 

êea/(a) (1-4.11) 
p 

a e ^ (ê) (1-4.12) 
p 

où 3 désigne le sous-différentiel H 
Calculons maintenant w (e) et qp (a), on obtient : 

P P 
pa (ê) - qtf (a) » cl (1-4.13) 

Ainsi la lo i de Norton-Hoff s ' é c r i t sous l 'une des formes équivalentes 

suivantes ( F r i a â [ 2 7 , 1979]). 

oew (ê) (1-4.12) 
p 

ê e a / ( a ) (1-4.11) 
p 

^ (ê) +¥> (cr)-a«ê (1-4.10) 
P P 

P0 (ê) =qv (a) =a«ê (1-4.13) 
P P 

A partir de ces résultats, on peut définir une loi de Norton-Hoff géné­

ralisée pour n'importe quel convexe de plasticité, de rupture fragile, de 

flambement, ... etc 

_ . _ 
v Soit V et V deux espaces en dualité, on dit yo eV est un sous-gradient 
de f au point XQ si et seulement si : Vx€V f(x)>f(xg) + <x-xo,yo> et 

l'ensemble des sous-gradients forme le sous^-différentiel noté 3f(XQ) . Si 
f : V —>]R et si elle est enveloppe supérieure d'une famille de fonctions af­
fines on a ; 

y0e3f(x0) *=* x0€3f*(y0) *~ f(xo) + f*(yo) • <*o,yo> 

(Ekeland et Teman [19, 1974]). 
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A l'aide des paramètres X et k introduit dans cette partie, la loi de 

Norton-Hoff s'écrit ; 

s.. = X1"p(/2k)P |¿| P" 2 ê.. (1-4.14) 

ê..=X(/2k)~q |slq'2 s.. (1-4.15) 

avec ê.. =0 ; X>0 ; p>l ; - + -= 1 (1-4.16) 
il P q 

1.5. SIGNIFICATION DE k ET DE X : 

Nous avons déjà vu (§ 1-3) que k est la limite élastique en cission 

simple du matériau de Von Mises associé au convexe C, à partir duquel on a 

défini le matériau de Norton-Hoff. Voyons maintenant la signification physi­

que du paramètre X. 

Considérons un essai de cisaillement simple sur un matériau de Norton-

Hoff, parallèlement au plan (x,y) ; si la contrainte de cisaillement a = a 

est prise égale à k, l'état de vitesse de déformation est donné par : 

xy yx (/2k)qL J 2 k 

D'où X = 2k e qui correspond à la puissance élémentaire dissipée dans 

un essai de cisaillement simple effectué sur le matériau de Norton-Hoff lors­

que la contrainte de cisaillement est égale à la limite en cission simple du 

matériau de Von Mises sous-jacent, 

2. PROBLEME D'ECOULEMENT 

2.1. POSITION DU PROBLEME 

Considérons une structure constituée de matériau de Norton-Hoff, de 

loi de comportement (1-4,14) ou (1-4,15) avec les conditions de (1-4,16) ; 

occupant un ouvert borné Í2 de TR (n = 1,2 ou 3) a. un instant t. On suppose que avant 

l'instant t, la structure Í2 est dans un état naturel ; sans contraintes 

ni déformations. A l'instant t, on applique ä la structure des efforts exté-
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rieurs définis par une distribution volumique f(x) ; ou x€i2 est un point 

courant de iîQR , et une distribution surfacique T(x) sur une partie T_ de la 

frontière r de Q, Sur la partie T , complémentaire de T dans T, on impose 

des vitesses de déplacement u(x), 

On suppose que les effets thermiques et d'inertie sont négligeables ; 

c'est-à-dire que l'évolution de structure est isotherme et quasi-statique. On 

fait l'hypothèse de petites déformations. Nous nous proposons de trouver à 

l'instant t, le champ de vitesse v, et le champ de contrainte a de structure. 

Ces deux champs vérifient les équations : 

.Equations d'équilibre : 

a. . . + f. - 0 dans fi (2-1.1) 

a. .n. »T. sur Tm (2rl.2) 
xj J i T 

30. . 

o ù aij,j = to^ ' 

et les n. désignent les cosinus directeurs de la normale extérieure à T. 

.Conditions aux limites cinématiques 

v 4 sur r (2-1.3) 
u 

avec 

.Loi de comportement de matériau de Norton-Hoff 

e(v)€3<¿ (s(«r)) ou s(a)G 3<¿> (e(v)) (2-1.4) 

2.2. RECHERCHE DES DEPLACEMENTS 

THEOREME 1 (Friaâ [27, 1979] ; Frémond [20, 1979] ; Delbecq et al. 

[17, 1977] ; Rabotnov [65, 1961]). Le champ de vitesses de déplacement v, la 

de vitesses 

solution du problème d'écoulement, minimise parmi tous les champs/de déplace­

ments cinématiquement admissibles (pour la donnée v • u sur T et la relation 

d'incompressibilité div v = 0 dans £2) la fonctionnelle : 
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H(w) = <? (e(w)}dß- f.w. dG- T.w. dr (2-2.1) 

c'est-à-dire 

H(v) -Inf {H(W) I VwSv } 

ou 
vr A = {v | v = u sur r et div v = 0 dans Si] • (2-2.2) 
u«Ai u 

La solution v du problême d'écoulement est unique car la fonctionnelle 

H(w) est strictement convexe (du fait de la stricte convexité de ̂  (e(w)}). 

Le théorème de l'existence de la solution v du problème d'écoulement 

a été démontré par Friaâ [27 , 1979] ; Frémond [20, 1979] ou [21, 1980] : 

La solution v existe si les quatre hypothèses suivantes sont vérifiées: 

Hl°) L'ouvert borné Ü est assez régulier. 

H2°) r est de mesure non nulle. 
3v. 

H3°) v.eLP(!i) ; ¿eL P(!î) 

H4°) f.GLq(!î) ; T ^ L ^ ) avec (1 + 1= l) 

et LP(£2) = {u|uec°(Sî) ; |u(x) |Pdx< +«} (voir Bass [4, 1971]). 

Ces quatre hypothèses sont en pratique facilement vérifiées (Frémond [20, 1979] 

ou [21, 1980]). 

THEOREME 2 (Frémond [ 20,1975] ou [21, 19801). Réciproquement si le 

champ de vitesses v€V p . minimisant la fonctionnelle H(w) est assez régulier, 

on peut définir un champ de contraintes a qui forme avec v, un couple (a,v) 

solution du problème d'écoulement. 

Ce champ de contraintes a est défini par les théorèmes 3 et 4, 

THEOREME 3 (Frémond [20, 1979] ou [21, 1980]). Le problème d'écoulement 

est équivalent à un problème de point selle C CTX ) ! 
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(Sup{lnf{£(w,u) I w e [W1,P(Í2)] 3 e t w - u su r r } I U € ] R } 

(avec £(w,u) =H(w) + u(x) divwdfi 

'a 

Les multiplicateurs de Lagrange 0 ( x ) , la solution du problème (iTi) 

sont les pressions hydrostatiques à une constante près. Cette constante peut 

être déterminée à l'aide des équations d'équilibre. Si p S L ( Q ) , on peut 

démontrer que la solution en contrainte existe mais elle n'est pas toujours 

unique. 

2.3. RECHERCHE DES CONTRAINTES 

THEOREME 4 (Friaâ [ 2 7 , 19791 ; Frémond [20, 1979] ou [21, 1980] ; 

Delbecq et al. [17, 1977] ; Rabotnov [65, 1961]), La solution du problème 

d'écoulement : le champ de contraintes a, rend minimale la fonctionnelle : 

H*(T) <P (T)dfl -

a p 
r 

T. . n. u. dr (2-3.1) 
r iJ J i 

sur l'ensemble 

Y - { T i x. . . + f. = 0 dans Q et T . . n. - T. sur r„} (2-3.2) L l ' 1J,J i ij j i TJ 

des contraintes statiquement admissibles, Le déviateur de a est unique. 

L'existence de la solution en contrainte est vérifiée sous les hypo­

thèses Hl° à H4°, du § 2-2 (cf. Friaâ [27,1979] et Frémond [20, 1979]). 

De plus on a : 

Inf{H*(x) | x e l \ + inf{H(w) | w<=V } - 0. (2-3.3) 
L» » A 

En effet la relation (1-4.10) intégrée sur n, les équations d'équili­

bre et la relation 

r 

} 
a. . e. .(v) dn = 
Q 1J 1J i 

a. . n. v. dr - a. . . v. dfi 
r U J i Jß ij.j i 

nous donnent : 
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f [i (e(v)}+**(a)|dn- I T.v. dr + a. . n. u. dr + f f.v. dfl (2-3-4) 

T u 

ce qui montre la relation (2^3.3) car le couple (v,a) est la solution du pro­

blème d'écoulement. 

3. APPLICATION DE LA LOI DE NORTON-HOFF EN ANALYSE LIMITE 

On a déjà vu que quand p tend vers 1, le matériau de Norton-Hoff tend 

vers le matériau rigide plastique de Von Mises, 

Dans ce chapitre nous allons définir d'abord le convexe de chargement 

potentiellement supportable, puis on étendera cette définition au matériau de 

Norton-Hoff et enfin on donnera une nouvelle méthode de calcul de la charge 

limite (Friaâ [27,1979]). 

3.1. CONVEXE DE CHARGEMENT POTENTIELLEMENT SUPPORTABLE (Salençon [75, 1978], 

Frémond et Friaâ [23, 19771), 

Considérons une structure occupant l'ouvert QCTR , constituée d'un maté­

riau rigide plastique, soumise sur r_ (une partie de T, la frontière de ti) à. 

une charge T et dans SI â. une répartition volumique des forces de densité f. 

Sur T , complément de r dans T, on a imposé les vitesses (v • 0 sur r ). 

La capacité de résistance du matériau en tout point x£S2 est définie par 

un convexe C, l'ensemble des contraintes plastiquement admissibles. 

Soient : 

V l'espace des vitesses de déplacement cinématiquement admissibles 

défini par ; 
3v. 

vr A = Î^ I vieC°(fi) ; --i€L2(Sî) ; div v = 0 ; v = 0* sur r }, 

F, l'espace des efforts extérieurs, 

D, l'espace des vitesses de déformations, 

S, l'espace des efforts intérieurs, 
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La dualité entre D et S est définie par 

<a,d>» o. . d. . diî pour a S S et d€D, 

Elle désigne l'opposé de la puissance des ef for t s in té r ieurs a dans l e champ 

de v i tesses de déformation d. 

La dua l i t é entre F e t V . e s t définie par ^ f , v > pour vÊV r . et 
UtAt O.A. 

fSF. Elle désigne la puissance des efforts extérieurs f dans le champ de vi­

tesses de déplacement v, 

On définit l'opérateur de vitesse de déformation e, linéaire continu 

et injectif de V dans D par 

e. .(v) - TT(V. . + v. .) 

et l'opérateur d'équilibre L, linéaire, continu de S dans F, On a l'expression 

du principe des puissances virtuelles : 

VvSV_ . ; VaSS ; <a,e(v)> *<$L(a),v>. 
c • Ä« 

L'ensemble J déf ini par 

J » { o £ S | < a , e ( v ) > = 0 Vv€v } 

est le sous-espace de S des autocontraintes, i.e. les contraintes qui équili­

brent des forces extérieures nulles. 

La structure (Œ) est soumise à un processus de chargement à m paramètres 

X,» X0)- , X . Cela revient à se donner un sous-espace vectoriel F_ de F de 
i ¿ m L 

dimension m. Lorsque m= 1, on a un chargement proportionnel : 

FE={
Xlfl I ^lGl ; fi€F} 

On définit ensuite l'espace £, des contraintes statiquement admissibles, 

c'est l'ensemble des contraintes qui équilibre les éléments de F 

FE = L(I) 
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L'ensemble H des champs de contraintes statiquement admissibles et 

vérifiant le critère de plasticité (H Cs) est défini par : 

H = Gn£ = {a|ae£ ; a(x)£C Vxeß} 

où G est l'ensemble des champs de contraintes plastiquement admissibles : 

G» {o-es I cr(x) ec Vxsn}. 

L'ensemble H est convexe, car C est convexe. K, l'ensemble des charge­

ments potentiellement supportables est l'image de H par L, i.e. K = L(H). K est 

convexe car H est convexe et L est linéaire. Donc : K = L(Grï£). 

3.2. APPROCHE PAR L'EXTERIEUR (METHODE CINEMATIQUE) (Friaâ [27 , 1979]). 

La fonction d'appui du convexe G de champs de contraintes plastiquement 

admissibles est 

n . ( è ) = S u p { < a , £ > | V a e G } = | n fe(v)}dû (3 .2 -1 ) 
G JQ C 

n (e) est la puissance dissipée pour la vitesse de déformation e. Le convexe K^ 
G 

convexe d'approche par l'extérieur est défini par sa fonction indicatrice if>„ : 

*Ki<Q) =Sup{Q q(v) -nG(e(v)} | v G V ^ J 

où q(v) est un vecteur associé à Q dans l'expression de la puissance des forces 

extérieures. 

Ki est un convexe fermé (Friaâ [27, 19,791), contenant le convexe K, des 

chargements potentiellement supportables. En effet Q eK, il existe un a€Gri£ 

tel que Q - L(a) . On a alors du fait que a^G : 

Vv6V C i A ( Qq(v) = <ff,e(v)><nG(e(v)) 

donc i|» (Q)=V ÎL(a)} = 0 et QGK., d'où KCRlt 

Soit un vecteur q(v)=ît0S3R , on peut noter que le convexe K¡ est contenu 

dans le demi-espace défini par ; 
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{Q| Q4(v)<nG(e(v)} ; VvSV c > A >}. 

D'où le principe de la méthode cinématique : 

Soient q , ... , q , r éléments non nuls de on a : 

•Kl<= fl {Q I Qqi(v)<Inf{nG(e(v)}} ; v e v ^ ^ } 
î l 

Il y a égalité entre K et K , si C est un convexe fermé, borné et conte­

nant l'origine (cf. Friaâ [27» 1979] ; Frémond et Friaâ [22, 1978] ou [23, 1977]) 

Pour tout chargement appartenant à la frontière de K, pour un matériau 

standard (vérifiant la loi de normalité e S 3I|J (CT) , où ty est l'indicatrice 

du convexe c) , il y a écoulement libre et tout chargement intérieur à K est 

supportable par la structure (Friaâ [27, 1979]) (on se place dans le cadre clas­

sique des petites déformations. Tous les résultats sont donc indiqués dans le 

cas de changement de géométrie négligeable). 

3.3. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE STRUCTURE CONSTITUEE DE MATERIAU DE 

VON MISES EN UTILISANT LE MATERIAU DE NORTON-HOFF SOUS JACENT (Friaâ [27, 

1979]). 

La structure !2C1 définie en §3-1 est cette fois constituée du maté­

riau de Von Mises homogène de critère : 

C = {a | s. .(a)s. .(cr)<2k2}. 

Elle est soumise à des charges T surfaciques et f volumiques. On 

considère un processus de chargement à m paramètres comme indiqué dans § 3-1, 

défini par la donnée d'un sous-espace F de F, de dimension finie m, et nous 
lu 

allons nous intéresser à la recherche du convexe K, des chargements potentiel­

lement supportables par la structure dans le processus de chargement considéré, 

sous l'hypothèse des petites déformations. On a : K = L ( ^ G ) OÙ 

G = {o€S | a(x)€C, VxGfi} 
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et L est l'opérateur d'équilibre défini auparavant. 

Maintenant supposons que l'on ait remplacé le matériau de Von Mises 

par le matériau de Norton-Hoff avec un paramètre p (X= 1, car on verra que 

X ne joue qu'un rôle secondaire) associé au matériau de Von Mises. 

Sous les charges Q^F-, on obtient un écoulement du matériau caracté­

risé par un champ de contraintes a et une vitesse de déplacement v qui sont 

donnés par les théorèmes 1 à 4. Comme pour le matériau de Von Mises, nous al­

lons définir pour le matériau de Norton-Hoff l'opérateur d'équilibre L . Pour 

cela on note : 

V = {v | v€ [W1,p(fî)l 3 ; div v = 0 ; v = <5 sur r } = [W1,p(ft)] 3 n Vr , 

muni de la 'norme de [W (Œ)] 3 , 

F = dua l de V F C F 
P P P 

D - f d - ( d . . ) ; i . j - l . n ; d . . €L p (£2 ) ; d . . - o } 

S = { s = ( s . . ) ; i , j = l , n ; s . .<=L q (n) ; s . . = o } 

L'opérateur de vitesse de déformation e de V dans D est linéaire, 

injectif et continu 

e. . (v) = -=-(v. . + v. . ). 
ij 2 i,j j,i 

Tout élément de l'ensemble des chargements F , es t en équi l ibre avec 

un champ de contraintes appartenant à l 'ensemble ¿ des champs de contraintes 

statiquement admissibles par l a re la t ion 

L 

où L es t l 'opérateur d 'équi l ibre qui e s t l inéa i re continu et sur jec t i f . 

On déf ini G par 
P 

G »{s | s e s ; a ( s ( x ) } e c Vx^íí} 
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Le convexe de chargement K pour le matériau de Norton-Hoff associé au maté­

riau de Von Mises est défini par : 

K -L 6 HG ). 
P P LV P 

THEOREME 5 (Friaâ [27, 1979]). Le convexe K est fermé dans IR™ et sa 
P 

fonction jauge vaut : 

En plus on a 

g (eQi + (i-e)Q2><egp(Q1) + U-e)s (Q2) 
pour 0 O < l e t Q, , Qoe]Rm, a i n s i que Q (8Q) = 6S (Q) pour V 6 > 0 e t VQS]Rm, 

1 2 P P 
i.e. g est une fonction convexe et positivement homogène en Q. 

THEOREME 6 (Friaâ [27, 1979]) . La famille des convexes (K ) _ > 1 est 

décroissante avec p, c'est-à-dire 

p ' > p > l •* K ,DK 
P P 

e t de p lus 

Kc n K 
P>1 p 

THEOREME 7 (Friaâ [27 , 1979]). Sous les hypothèses suivantes qui sont 

souvent vérifiées, on a : 

K - n K 
P>1 p 

Hl° - Ex i s t ence d'une bou le de c e n t r e l ' o r i g i n e e t de rayon r > 0 : B (0 , r ) 

t e l l e que 

B ( 0 , r ) C C ( x ) VxGiî 

e t r s o i t indépendant de x . 
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H2° - En notant <Kx,«)> la fonction indicatrice du convexe C(x), on sup­

pose que pour tout a S S, l'application 

x —*- ip(x,a(x)} 

est mesurable. 

H3° - Il existe un R>0 tel que 

G'(x)CB(0,R) Vx€£2 

où G'(x) est l'ensemble des déviateurs des contraintes a(x) appartenant à 

C(x). 

THEOREME 8 (Friaâ [27 , 1279]). La nouvelle méthode de calcul de K 

Sous les hypothèses du théorème 7, on a : 

1. Un chargement Q est potentiellement supportable si et seulement si : 

S (Q) < 1 quand p --»- 1 

ou bien 

S (Q) = Inf {H* (a) | as£} -> 0 quand p -»- 1 (3-3.5) 

2. Un chargement Q est non potentiellement supportable (Q£K) si et seu­

lement si : 

S (Q)>1 quand p -v 1 (3-3,6) 

ou 

S (Q) —y +« quand p —*• 1 (3-3.7) 
P 

• 

Ce sont des résultats que l'on utilisera par la suite pour calculer 

la charge limite d'une structure constituée d'un matériau de Von Mises. 
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4. CALCUL ANALYTIQUE DE LA CHARGE LIMITE DE QUELQUES PROBLEMES 

SIMPLES 

INTRODUCTION. Dans ce chapitre notre but est d'utiliser le matériau de 

Norton-Hoff pour calculer la charge limite de quelques problèmes simples 

(Théorème 8) et comparer nos résultats avec ceux déjà existants (trouvés par 

les méthodes classiques). 

4.1. CONVEXE DE CHARGEMENT POTENTIELLEMENT SUPPORTABLE POUR UN BLOC DE 

MATERIAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE EN DEFORMATIONS PLANES 

SERRE ENTRE QUATRE PLATEAUX LISSES (chargement à deux paramètres) 

On considère un bloc de dimensions 2hx 2a x 2b, avec b assez grand dans 

la direction des axes z,serré entre quatre plateaux rigides, lisses deux à 

deux parallèles,par des pressions moyennes Q et Q (Fig. 2). 

3 

20.0,1 

*K,GU 

Fig. 2. Un bloc rectangulaire en déformations planes entre 

quatre plateaux l i s ses e t r igides 
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On neglige les forces volumiques, Pour des raisons de symétrie, on considère 

le quart de bloc OABC avec ñ • {(x,y) | 0<x<a et a<y<h}. 

Rappelons que ce problème a été déjà résolu par différents auteurs 

pour le cas où Q2 =0, notamment : Salençon [75, 1978], Turgeman [80, 1976], 

etc.. en utilisant les méthodes classiques. Nous utilisons une nouvelle 

méthode pour résoudre ce problème. 

On remplace le matériau de Von Mises de critère 

C = {a | Si.(a)Si.(a)<2k
2} 

par le matériau de Norton-Hoff sous-jacent. Il faut trouver alors un champ 

de contraintes a et un champ de vitesses de déplacement v, vérifiant : 

Io) a. . . -0 dans Ü 
iJ.J 

2°) sur AB : \ / y £ [0,h] , x = a, on a : 

v = c t e ; 
x 0

CTxx d y = " h Q 2 ; a xy = 0 

3°) sur BC : y = h , V x € [0,a] on a 

v - c t e : 
y 

a dx = - aQ, ; a = 0 
0 yy n xy 

4°) sur OC : x = 0 , V y e [0,h] o n a : v = 0 e t a =0 
x xy 

5°) sur OA : y = 0 , VxS [o,a] o n a : v = 0 e t a = 0 y y xy 

6°) Loi de comportement du matériau de Norton-Hoff : 

e • • = f V s, n s, „} " s. • 
LJ (/2k)q h £ M 1J 

è.. = 0 
il 

ou e. . =-«-(.v. .+v. .) et s.. =o..--=-a..o.. 
ij 2 i,j j,i îj ij 3 il ij 

7°) | e = 0 (déformations planes) 
zz 

ê =0 xz 

Ê =0 
yz 
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de la relation 7° et la loi de comportement 6° on trouve facilement que 

a + a • • xx w 
e + e = 0 Vx,yGŒ et a = — u- est indépendant de z. 
xx yy zz „ r 

On prend alors une fonction d'Airy de deuxième degré : 

F = A 2x
2 + B2xy + C2y

2 + Axx + Bjy + A 

qui nous donne pour les contraintes : 

32F or a = T — T = 2C2 xx 3y¿ ¿ 

a = r r " 2A2 yy 9x¿ * 

32F 
axy* "3Hy" = B2' 

Les constantes A2, B2 et C2 sont déterminées par les conditions aux limites 

sur les contraintes qui donne 

A2= - TQ! 

Bç 

C2= -{Q2 

D'où : 

° » ' _ Q 2' °yy" ~ Q 1 ' a i j = 0 V Í , tJ et G Z Z = " ̂ 1^ ( 4' K 1 ) 

et pour les déviateurs des contraintes : 

Sxx = I(Ql"Q2)' «yy'I^Ql), S Z 2*°
 et s i j = 0 Vi,tJ-

En considérant les relations (4-1.1) et la loi de comportement on trouve : 

^ — L - q < Q i - Q 2 ) q - 1 ; ê - - ^ - — ^ - . ( Q i - Q 2 ) q - 1 

xx ( 2 k )q yy xx ( 2 k )q 
e..=0 pour les autres. 

D'où 

v X (2k)q 

v 7 (2k) «1 

(Qi-Q2)
q_1x + 4-1 (y) 

(Qi-Q2)q_1y + *2<x) 
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où ̂ i(y) et ij'2(x) sont deux fonctions dépendantes respectivement de y et 

de x. En considérant les conditions aux limites sur les vitesses on trouve 

que ili! (y) = ̂ (x) = 0. 

Nous avons donc trouvé un couple (a,v) qui est la solution du problême 

d'écoulement. Calculons la charge limite : 

q 

*>-H/#] - ^ •) 
et 

Inf {H (o)}-

s .A. 

f (a)dfi-

Q P 
c.n.u. dr -iah(2ipâi)' 

r ij J i q *• 2k 

et la fonction jauge du convexe K vaut 

Sp<Ql>Q2) -[¿Inf{^a)}]«-X*JS£9ll 

si on tend p -•• 1 ou q -»• -H» on a Q (Ql»Q2) IQ1-Q2I 
2k 

On voit que X tie joue aucun rôle pour calculer la charge limite. 

Pour que (QijQ2)€K l'ensemble des chargements potentiellement suppor­

tables il faut et il suffit que g < 1 quand p —»• 1 ce qui veut dire : 

IQ1-Q2I < 2k 

*- Q,i 

Fig. 3, Convexe K des chargements potentiellement supportables 
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Remarque 1. Si le bloc est serré entre deux plateaux lisses on aura : 

Q2 • 0 et une charge potentiellement supportable sera alors QiS [-2k,2k] . 

Ce résultat a aussi été obtenu par les méthodes classiques comme nous l'a­

vons déjà dit. 

Remarque 2. Prenons A= 1, car A ne joue pas de rôle en analyse limite, 

on voit alors que 

Qp(Qi,Q2) =
 l 5 g ^ 

est indépendant de p ce qui veut dire que dans ce problème le convexe de 

chargement K est aussi indépendant de p et on a : 

K = K VP > ! • 

4.2. CONVEXE DES CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES D'UN TUBE CYLINDRIQUE 

ASSEZ LONG, SOUMIS A UNE PRESSION HYDRAULIQUE D'INTENSITE Qx A L'INTERIEUR ET 

Q2 A L'EXTERIEUR. 

On considère un tube de rayon interne a et externe b constitué de maté­

riau de Von Mises (s.. s. . <2k ) en déformation plane sous les pressions 

hydrauliques Qi et Q2, et on se demande sous quelle combinaison de (Qi,Q2) ü 

y a écoulement libre (fig. 4). 

Rappelons que ce problème a été déjà résolu par différents auteurs pour 

le cas où Q2 = 0, en utilisant les méthodes classiques. Tandis que nous voulons 

utiliser la nouvelle méthode basée sur le matériau de Norton-Hoff. 

Nous remplaçons le matériau de Von Mises par le matériau de Norton-Hoff 

associé. Nous déterminons d'abord la solution du problème d'écoulement. 

Pour des raisons évidentes de symétrie, on se restreint au quart de 

cylindre ABCD, il faut trouver comme dans le cas précédent, un champ de con­

traintes 0 de déviateurs s, et un champ de vitesses de déplacement v= (vfl,v ) 

vérifiant : 
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Io) Equations d'équilibre (on néglige les forces volumiques) 

3a 
°ee - ° r r

 Œ r - ^ dans 8 Í2 = {(r,9) | r<= [a,b] ; ̂ [O,^]} 

a = a. = a. = a =0 dans n 
rô 9r 9z rz 

2°) Conditions aux limites sur les contraintes 

ir 
sur AB et CD : o = 0 pour 8=0 et 8 = — 

sur AD : a = - Qi pour r » a 

sur BC : a = - Q2 pour r = b 

3°) Conditions aux limites sur les vitesses 

sur AB : vQ = 0 pour 8 = 0 Vre [a,bl 

sur CD : vQ = 0 pour 8 = — VrS [a,b] 

4°) Loi de comportement 

•y-»1_P<««PCArV>''2ii 1J 
e.. =0 
11 

ou 

1 * ^ * * 1 c r 8 8-v 
s. • = o. . -— a,, 6. . et e „ = £. = -s-l— -rx— + - 1 
îj îj 3 kk îj r8 9r 2̂-r 39 3r rJ 

3v v 3v 

Kr ' IT he ' f ; Sz = 3 ^ = ° (voir Fung [29'1965]} 

, 3v 3v , 3v. 1 3v 
î. 1 e r z\ „ • • l f S ri ^ 

.£r2
 = ezr=2^+3r-^ = 0 » £

Z 8 = e
9 z

 = 2^T +r ST* = 0 

On cherche la solution en contraintes : 
Puisque notre structure a une symétrie de révolution, la vitesse v. = 0 

ö 
partout et v est indépendante de 9, 

On a alors 
dv v 

r • r • 
rr dr ' 89 r ' r9 

D'autre part 

dv v 

'rr 9̂9 dr r " "r r 
e + e„„ =0 =* -yrS + _£ = 0 =» v = ̂ -
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où Ci est une constante, d'où 

Ci 
êrr--pret e M - ¿ . . ..Si 

ee x¿ 

Fig. 4 - Un tube sous pression Qi et Q2 

* *-P 

Maintenant nous pouvons calculer les déviateurs des contraintes ; posons 

P „P-2 (y) kp C? = A ; la loi de comportement s'écrit alors : 

A 2(2-p)« _ . 2(l-p) fc . 2(l-p) 
s. . - Ar v'e. . =* s - - Ar l et sQÛ - Ar ^' 
îj îj rr 96 

En notant P = P(r) la pression hydrostatique, on aura : 

a =-Ar 2 ( 1" p ) + P(r) ; aöfl = Ar
2 ( 1 _ p ) + P(r) ; a = P(r). 

rr Co zz 

L'équation d'équilibre nous permet de déterminer P(r) 

«ÍO-ttO-rtr1-2» PW-îlii2"11 * c2 
1-p ¿ 

où C2 est une constante. 
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On a donc ; 

A 2(l-p) „ fc 3-2p . 2(l-p) „ 
a » Y 2 - r F' + C, et a = n—*- Ae

 F/ + C2 rr 1-p 2 98 1-p 

et en considérant les conditions aux limites sur les contraintes on trouve 

facilement les deux constantes Ci et C2, Pour simplifier les écritures posons 

,2(l-p) 2(l-p)_l 
b -a -g, 

on a alors 

A-(l-p)(Qi-Q2)B 

C2.[.
2(1^Q2-b2(1^Ql] B 

>l-[® 
P-l _. 

k P(1-P)(QI-Q 2)BJ
P" 2 

Ainsi on a trouvé un couple (a,v) solution du problème d'écoulement. 

Maintenant calculons le convexe K. On a pour ̂  (a) : 

^ [ / P ^ - H ' ^ H 
et pour l'inf de H (a) on a 

P 

S p ( Q i , Q 2 ) - V (a)dfi -
-> P 

C.n.u.dr = p"[bA[|A|r2(l-p)]q
rdrd6 

d'où 

y<u.Qa>-ï|C lÊ l) ,[.2( ,"p)-»2<1"p>] 
Et la fonction jauge du convexe K vaut : 

1 1 

v«i.*>-kfov<h.*>F- ' ¿ f e M * [."'-"-b2«-"]' 
ou bien 

Eli 

Quand on tend p vers 1, 

s (Qi,Q2> - l a n s d i . 
p 2k Att-

a 
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Pour que (Q1,Q2)SK, il faut et il suffit que lim g (Qi ,Q2> < 1 ce qui 
p-1 

nous donne 

IQ1-Q2I <2k £n J . 

Le convexe K des chargements potentiellement supportables est repré­

senté sur la figure 5, _ Q« 

Fig. 5. Convexe des chargements potentiellement supportables. 

Remarque : Si 0.2=0, c'est-à-dire que si le tube est soumis sous une 

pression hydraulique interne, différents auteurs notamment Timoshenko [78, 1949] ; 

Claudon [il, 1962], Massonnet et Save [49, 1963], Courbon [13, 1975] et Mandel 

[47, 1978], en utilisant la méthode élasto-plastique ont obtenu une charge 

limite qui vaut |QxI = 2k An —. Ce que nous obtenons aussi, en prenant Q2 • 0 

dans la relation précédente. 

4.3. CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE POUTRE EN DEFORMATIONS PLANES SOUMISE 

AUX MOMENTS FLECHISSANTS M e£ -M AUX DEUX EXTREMITES 

Soit une poutre constituée de matériau de Von Mises de longueur 21 et 

de hauteur 2h, assez large afin de pouvoir se placer dans le cas des déforma­

tions planes, appuyée au milieu sur un appui fixe. On se propose de calculer 

le moment fléchissant limite (Fig. 6). 
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ft 

B 

v\ 
~d~ &—w- -*. 

M 
•x. 

i 

Fig. 6. Une poutre en flexion simple 

Rappelons que ce problème a été déjà résolu par différents auteurs. 

Nous avons repris cet exemple pour présenter l'intérêt de la nouvelle méthode 

de calcul du convexe K. 

Il est clair que la structure est symétrique par rapport aux deux axes 

Ox et Oy, et que le chargement est symétrique par rapport à Oy et anti-symé­

trique par rapport à Ox. Nous considérons alors un quart de poutre d'épaisseur 

unité, noté OABC. Pour calculer la charge limite on remplace le matériau de 

Von Mises par le matériau de Norton-Hoff associé et on résout d'abord le pro­

blême d'écoulement. Il nous faut donc trouver un couple de (a,v) unique en v 

satisfaisant les équations suivantes : 

Io) Equations d'équilibre : 

tfji • = 0 (la force de pesanteur est négligée) 

2 ) Conditions aux limites sur les contraintes : 

sur OA : o =0 (à cause de l'anti-symétrie du problème) 

fh 'M a » 0 et a y dy = ±¿ 
xy o xx 2 

sur AB 
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sur BC : a = a =0 
xy yy 

sur OC : a =0 
xy 

3°) Conditions aux limites sur les vitesses : 

sur 0A : v =0 
x 

sur OC : v =0 x 

au point 0 : v • v =0 
x y 

4°) La loi de comportement 

'è.. =0 
il 
• • • 
e = e • e =0 qui nous donnent s =» s * s =0 
xz yz zz xz yz zz 

et alors a m-r(o +a ). zz 2 xx yy 

Commençons par trouver des contraintes a. Pour cela prenons une fonc­

tion d'Airy de troisième degré en x et y 

F = A3X3 + B3x
2y + C3xy

2 + B3y
3 + A2X2 + B2xy + C2y

2 + AiX + B ^ + A0 . 

Les contraintes dans le plan Oxy sont définies par : 

32F 
a = r r " 2C3x + 6D3y + C9 xx 3yz d ¿' 2 

32F 
a « —7-= 6A3x+ 2B3y + A2 yy 3x¿ ¿ iJ ¿ 

axy = - 3 l ^ = 2 B 3 X + 2 C 3 y + B2 

En satisfaisant les conditions aux limites sur des contraintes on 

trouve : 

M 
A3 = B3 = C3 = A2 =B2 = 0 et C2=j-2-4D3h 

d'où : 

M 
•y - tD^r et C 

xy yy 

et : 

a - 6D3y + r2 ~ 4D3f et a = a =0 

s =ra , s • -TCT , s =0, s..=0 Vi^j xx 2 xx yy 2 xx zz IJ
 v J 
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Si on inverse la loi de comportement (1.3,3), on a : 

e = (a ) et e « -e 
xx ,,.,q xx yy xx (2k) 

et les autres e «0, 

On a alors pour les vitesses de déplacement : 

vY ^-„[6D3y+|2-^3hJ
q"1 x+ Ci 

X (2k)ql 

V = " - ^ - q " 6 Ï Ï 3 ^ [ 6 D 3 y + ï ï 2 - 4 D 3 h ] q + C* 
X 

y = " ( 2 k ) ' 

e t en cons idéran t l e s cond i t ions aux l i m i t e s sur l e s v i t e s s e s on t rouve : 

C i - 0 , D 3 = ^ e t C2 = 0 e t o ^ - f ^ y 

On a donc trouvé un champ de vitesse (v ,v ) et un champ de contraintes 

o solution du problème d'écoulement. Calculons alors le convexe K : 

S (M) = H (M) 
P P 

V (a)dx 
oUo p *-'S. HA? ' - • 

d'où 

XI t 3M >q .q+1 XSLh f 3M i q 

:(q+l) W F ft * q ( q + l ) l 4kh 2 j 

1 
I r i i 

V Lu(fl) V J Uh q(q+l)J l4kh?; V l J l « ^ J 

Quand q -»•+«• on a g (M) - ^ | t p , donc MGK s i : 

¡ M | < | k h 2 

ce qui veut dire que tout moment fléchissant inférieur ou égal à -^kh2 est 

supportable. 

Il est clair qu'avec une fonction d'Airy de troisième degré on obtient 

une charge limite qui est plus faible que la charge limite réelle. Dans le 

cas général le convexe de chargement potentiellement supportable (§ 1.3.3) 

est donné par : 
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K = L(GH£) 

où £ est l'ensemble des contraintes statiquement admissibles. Quand on fait 

une hypothèse sur la forme de distribution des contraintes dans une section Ŝ  

de la structure, on a en réalité défini un sous-ensemble £' de l'ensemble des 

contraintes statiquement admissibles : 

£' = {o | ae£ ; a vérifiant la forme de distribution des contraintes sur SjjÇl^ 

ce qui nous donne un convexe 

K' -L(Gn J')ÇL(GOj) »K. 

Le moment fléchissant |M| <-^-kh2 désigne donc le convexe K' qui est inclu 

dans le convexe K. 

Le convexe K' peut être aussi défini par : K' =L(G'^) ce qui revient 

à changer le convexe de plasticité par un certain convexe C1 avec : 

G' = {a(x) I Vx€n ; CT(X)€C'} 

Voyons quelle est la signification du convexe C'. En effet avec la fonc­

tion d'Airy déjà définie on a une distribution des contraintes (pour p —• 1) : 

3 v 
CT «-rMH ; CT =0 ; CT = 0 
xx 2 há ' yy xy 

Supposons maintenant que la poutre soit soumise au moment fléchissant limite : 

IM ! »-r-kh2 et calculons s... s. . = -TCT2 • 2k2 £7" qui prend sa valeur maximale 2k2 1 ' 3 ij îj 2 xx h¿ ^ K 

quand |y| =h. On voit donc que sous la charge limite indiquée, il y a appari­

tion des zones plastiques dans la structure. Cette charge limite correspond 

donc à la limite élastique, ou à la charge ruine de la structure dans le cas 

d'un critère de rupture fragile du type 

C — {er I s. ,(a)s..(CT)<2k2} 

Pour trouver la charge limite dans le cas où le critère de plasticité 

est le convexe de la plasticité parfaite de Von Mises, il nous faut considérer 
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une autre distribution des contraintes qui soit statiquement admissibles 

& si 0<|y|<h , h a 
** ' 0 si y*0 

a • a • a = 0 yy xz yz 
1 a --T-a zz 2 xx 

On trouve ainsi pour les vitesses : 

X (|2-}q x pour 0 < | y | < h 
(2k)q 

v • 
X 

y ( 2 k ) q h 

pour y = 0 

A Ë r r V , o<|y|<h 

et 

S (M) -
p J o + J o 

qïwbP dxdy^i^y-M 

d'où 

Tendons q vers +°°, S (M) —»• J,. ¿-¿ . La charge limite vaut donc (IM|)_. • 2kh2 

p 2kh^ ° ' ' lim 
qui est la charge limite produisant un mécanisme de rupture ductile, car sous 

cette charge on a 

V(x,y)es¡ s. . s. . = 2k2. 

Ces résultats sont obtenus aussi par différents auteurs : Mandel [47,1978] , 

Courbon [13, 1975] , etc ... ., en utilisant les méthodes élastoplastiques. 
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4.4. CONVEXE DES CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES D'UNE PLAQUE MINCE 

EN CONTRAINTES PLANES CONSTITUEE D'UN MATERIAU DE VON MISES SERREE ENTRE QUA­

TRE PLATEAUX RIGIDES LISSES DEUX à DEUX PARALLELES, PAR DÉS PRESSIONS MOYEN­

NES Q^ e^Q 2 (Fig, 2). 

L'épaisseur de la plaque est prise égale à l'unité et ses deux autres 

dimensions sont 2h et 2a. On considère le quart de plaque : OABC, avec 

Œ={(x,y) ¡ 0 < x < a ; 0 < y ^ h } . Comme les problèmes précédents nous remplaçons 

le matériau de Von Mises par le matériau de Norton-Hoff sous-jacent. Il faut 

trouver alors un champ de contraintes a et un champ de vitesses de déplace­

ment v vérifiant : 

Io) a.. . =0 dans fi (on néglige les forces volumiques) 

2°) Conditions aux limites : 

sur OA : v = 0 ; a * 0 
y xy 

sur AB : a =0 
xy 

sur BC : a • 0 ; 
xy 

a dy = -Q 2h. 
0 ** 
fa 
a dx = -Qia. 

o yy 

sur OC : v = 0 ; a =0 x xy 

3°) Loi de comportement du matériau de Norton-Hoff 

e,-; = 7, (Vs. „ s, „) q-2 s, 1J (/2k)q hZ hl ij 

e.. -0 
il 

4°) Contraintes planes;a =a =a = 0 et les autres o. . sont indépen-
zz xz yz ij r 

dants de z. Nous prenons une fonction d'Airy de deuxième degré qui nous donne 

pour les contraintes (§ 1.4.1) 

a = 2C2 ; a » 2A? ; er = Bo xx yy ¿ xy z 

et les conditions aux limites sur les contraintes nous donnent : 

axx = " Q2 ; a y y = ~ Ql > CTij a ° pour les autres 
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d 'où 

s -311292.... . 5 2 I 2 3 L . 8 = Qiíík ; s . . = 0 pour i # j 
xx 3 yy 3 ' zz 3 ' I J

 r 

e t donc on a ; 

s i j 8 i j - f <QÏ+Q1-QIQ2) -

En considérant la loi de comportement on trouve pour les vitesses : 

q-2 

v . _ _ . [§ (Q?*Q!-Q I Q 2 ) ]
 2 (Si^)x 

X ( /2k)q 

v = 
x [fCQ?«^^)]^ (2̂ 221); 

y (J-2k) q 

q-2 

v_-^-_[§CQ?*Q2-QxQ2)]
2 &$>•)•. 

z (/2k)qi 

e t on a : 

VQ1>Q2)-í í it[y^]q=i(2i#a^) f-
La fonc t i on jauge du convexe K vaut donc 

1 1 

V«'^>-[árV«"*í-J(!á#SlSl) • 
Tendons q vers +°° ; on o b t i e n t : 

(Qi ,Q2> e K s i Q i + Q 2 - Q i Q 2 < 3 k 2 . 

Fa isons l e changement de v a r i a b l e s : 

Qi - ( Q { - Q 2 > T -
 ; Q2 • CQi+Q^T" 

nous obtenons 

4ÍL. + _9¿. 2 

(/6 k) 2 (/2 k) 2 

qui correspond à une ellipse (Fig. 7). 
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Fig. 7. Convexe K des chargements 
potentiellement supportables 

Remarque. Si Q2=0, on a (|Qil),. =/3k ; qui est la limite en traction 

simple du matériau de Von-Mises. Ce trésultat est aussi obtenu par Friaâ 

[ 27, 1979] . 
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DEUXIEME PARTIE 

APPROCHE NUMÉRIQUE : 

- PROBLÈME D'ÉCOULEMENT 

- ANALYSE LIMITE 
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INTRODUCTION 

Sauf dans des cas très particuliers, il est difficile de trouver une 

solution analytique du problème d'écoulement d'une structure constituée de 

matériau de Norton-Hoff (défini au § 1-2-1). On doit alors recourir à des 

méthodes numériques pour déterminer une solution approchée. La méthode que 

nous utilisons est celle des éléments finis en vitesses. 

Il faut indiquer que différents auteurs ont déjà utilisé la méthode 

des éléments finis pour approcher la solution des problèmes d'écoulements, 

notamment : Delbecq et al. [17, 1977] ; Needleman et Shih [57, 1978] ; Friaâ 

[27,1979] ; Frémond [20, 1979]; etc ... 

Comme on verra, le problème d'écoulement en contraintes planes consiste 

à minimiser une fonctionnelle différentiable. Par contre en déformations planes, 

les conditions d'incompressibilités entrent directement dans la fonctionnelle 

ou dans l'ensemble des champs de vitesses cinématiquement admissibles ; on 

obtient des méthodes qui convergent moins vite. Nous allons présenter plusieurs 

algorithmes pour résoudre ce problème. 

On s'occupe ensuite des problèmes d'analyse limite. Il faut noter qu'à 

l'heure actuelle plusieurs auteurs ont travaillé dans ce domaine, notamment : 

Salençon |68 à 75 ] ; Frémond et Salençon [24, 1973] ; Pastor et Turgeman [63, 1976] ; 

Mercier [50, 1977] ; Delbecq et al. [17, 1977] ; Pastor [62, 1978] ; Friaâ [27,1979] 

etc. Nous rappelons ci-dessous les idées principales de ces auteurs. 

Mercier utilise le matériau viscoplastique généralisé qui dépend d'un para­

mètre y (viscosité). Selon cette méthode, la détermination du convexe K des char­

gements potentiellement supportables est basée sur le résultat simplifié suivant : 

- Un chargement Q€EK si et seulement s'il n'induit pas d'écoulement (vitesses 

de déplacement nulles) de la structure supposée en matériau de Bingham généralisé 

associé au matériau rigide plastique de base. 
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Du point de vue mathématique, cette méthode nécessite de définir la 

projection sur un convexe, ce qui n'est pas très aisé en général. 

Une deuxième méthode a été proposée par Delbecq et al. qui utilise le 

matériau de Norton-Hoff. Elle consiste à utiliser dans le théorème cinéma­

tique classique le champ de vitesse solution du problème d'écoulement 

du matériau de Norton-Hoff pour des valeurs du paramètre p de plus en plus 

proches de 1. 

Friaâ a proposé la nouvelle méthode de détermination de K, convexe des 

chargements potentiellement supportables que l'on a exposé dans la première 

partie de ce travail. Il a aussi indiqué l'approche numérique de la solution 

du problème d'analyse limite pour le problème des contraintes planes. 

Les autres auteurs ont utilisé soit la méthode cinématique classique ou 

la méthode statique classique. Pour la méthode cinématique classique on est 

amené dans de nombreux cas, ä définir des surfaces ou lignes de glissement 

pour obtenir des résultats satisfaisants. Or à l'heure actuelle il n'existe 

pas de méthode systématique permettant de choisir leur emplacement, et en 

plus cette méthode conduit à la minimisation d'une fonctionnelle non diffé-

rentiable. Ce qui montre l'intérêt de la régularisation faite par Delbecq et 

al. et le matériau de Norton-Hoff généralisé introduit par Friaâ. 

1. METHODE DES ELEMENTS FINIS EN VITESSES POUR TROUVER LA SOLUTION 

NUMERIQUE DU PROBLEME D'ECOULEMENT DU MATERIAU DE NORTON-HOFF 

Le problème d'écoulement du matériau de Norton-Hoff a été défini au 

§ 1-2-1 ; ce problème est équivalent au problème (iT) (Théorème 1) : 
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trouver v€V tel que : 
U • A • 

H(v) -Inf{H(w) | wGV_ } 

(iT) { C,A' 
oü H(w) est donné par (1-2-2.1) et V_ . est l'ensemble des vitesses 

\J • A • 

cinimatiquement admissibles (1-2-2.2) 

ou au problème (fl*,) (Théorème 3) défini par : 

trouver un couple (V;IJ)6VXY tel que 

(iTj J jC(v,G) = Sup{lnf{je(w,y) |wSV}| ySy} 

où V- {w | w6 [W1,p(«)]n ; w-u sur T } et Y = (u | ySLq(i2)} 
u* 

Pour les deux ensembles V_ . et V, on remplace w = u sur r par w = 0 
\J • A • U 

sur r pour les transformer en deux espaces vectoriels v„ et Vn. 
°C.A. ° 

Comme on l'a déjà indiqué, il est en général impossible de trouver v 

ou (v,u) la solution des problèmes (iT) OU (iTi} par les méthodes classiques : 

par exemple sous formes des fonctions usuelles. On transforme donc ces deux 

problèmes en deux problèmes (<J\) ou ({f ,)numériquement solubles. La modi­

fication consiste à changer les espaces VQ ou VQ et Y aux espaces de dimen-
C.A. 

sions finies VQ (v C VQ de dimension h) ou V0 et Y (VQC VQ de dimen-
L* a A • UffAa U f A • 

sion h et YCY de dimension h' ; h'<h). 

Pour ce faire, on maille l'ouvert Í2C]R (n » 2 ou 3) par les techniques 

habituelles. 

Maintenant exprimons les deux problèmes {$-.} et (3\, , ,) : 

1-1. DISCRETISATION NUMERIQUE DU PROBLEME (j ) 

Le problème [(F) est défini au chapitre précédent. Il s'agit de trouver 

un vecteur des vitesses nodales vérifiant les conditions d'incompressibilité 

et rendant minimale, la fonctionnelle H. 

En suivant une démarche semblable à celle de Frémond [20 , 1979] on 

obtient pour H : 

H(v)=lx1"P kP J S [VS V] P/2 - V'Q (1-1.1) 
P _i e e 
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et pour les conditions d'incompressibilité 

T 
D V = 0 (1-1.2) 

où B est une matrice symétrique, semi défini-positive de dimension [hxh] ; 
e 

S est la surface (n=2) ou le volume (n « 3) de l'élément ti et Q est le vec-
e e 

teur des forces nodales. D est une matrice de dimension [hxh1] avec h>h'. 

Si nous supprimons h' composantes de V à l'aide des équations (1-1-2), 

on trouve alors 

V -
-»r-»f'f 

= E'V, 

ou V sont les composantes qui seront éliminées et • -Cl] 

(1-1.3) 

est la décompo­

sition de la matrice D, D étant une matrice carrée [h'xh'l , inversible. 
e 

Ainsi, nos inconnues seront seulement les composantes du vecteur V- et on a : 

H(VJ =- \l~V kP l S [VÍE'B E V J P ^ - V ' E V (1-1-4) 
f p i;, e f e f f ^ 

qu'il nous faut la minimiser. Ce problème a une solution unique et elle existe 

sous certaines hypothèses. Cette méthode est intéressante pour les problèmes 

de déformations planes que nous exposerons dans la suite. 

1.2. DISCRETISATION NUMERIQUE DU PROBLEME (<r . .,) 
— ' ln,n 
Le problème (fl*,, . J est défini au § II—1. On peut trouver facilement 

l'expression matricielle de la fonctionnelle £(v,y) définie au § I, Théorème 3, 

Le problème se ramènera à : 

* — * — 
Trouver deux vecteurs V e V et M £ ! tel que 

• * 
JC(V ,M ) =Sup{lnf{jC(V,M) | V S V } MS'Y} e t 

JC(V,M)-i X1_P kP f s i v S V j P ^ - v V v * p S e 1 e x 

e=l 

DM (1 -2 .1 ) 
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Ce problème approché, possède une solution unique en V (sous les hypo­

thèses déjà indiquées) et une solution en M à une constante près (Frémond 

[20, 1979] ou [21 ,1980]). 

Diverses méthodes peuvent être envisagées pour résoudre ce problème 

(Cëa [ 7,1971], Ciarlet[10, 1976] ; Karmanov [41 , 1977], etc.). Nous discu­

terons par la suite quelques-unes de ces méthodes, pour le problème d'écoule­

ment en déformations planes. 

2. APPROCHE NUMERIQUE DU PROBLEME D'ECOULEMENT DES MILIEUX CONTINUS 

BIDIMENSIONNELS 

Dans cette partie nous exposons différentes méthodes numériques pour 

résoudre le problème d'écoulement d'un matériau de Norton-Hoff en contraintes 

planes ou en déformations planes. 

2.1. ECOULEMENT EN CONTRAINTES PLANES 

La structure QQR3 définie au § 1-2-1 est soumise aux forces T sur r 

et f dans iï. On se place dans les hypothèses de champs des contraintes planes, 

c'est-à-dire que : 

o =a =a =0 (2-1.1) 
xz yz zz 

et les autres contraintes sont indépendantes de z. 

En considérant la loi de Norton-Hoff on trouve pour les vitesses de 

déformations : 

• • e =e -0 : e = - (e +e ) (2-1.2) 
xz yz zz xx yy 

on a alors en utilisant cette relation : 

e.. e..=2(e2 + e2 + e2 + E e ) (2-1.3) 
i] îj xx yy xy xx yy 

Notre problème est dans ce cas ; 
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Trouver un champ de vitesses v(x,y) minimisant la fonctionnelle 

M H(w) -i \l~V kP(V2e. e )pdñ -
»- I TJ _ I l 1 1 P Q ij iJ J 

T.w. d_ -
r i i r 

3w. T 

f.w. dû (2-1-4) 
Q x X 

pour tout wS {w | w. eLP(fl) : —¿eLp(!î) ; w=»u sur T } (2-1-5) 

j 

Pour simplifier nos calculs nous supposons que l'épaisseur de Ü est l'u­

nité. Dans ce cas on peut prendre à la place de ŒC]R3 , le plan moyen de la 

structure, nnoxyQR2. 

Nous maillons l'ouvert Q approché de Œ^Oxy, par m éléments triangulaires. 

Sur £î on définit une distribution de vitesses (v ,v ) continue et linéaire par 
x y 

éléments. On obtient finalement pour la fonctionnelle H(v) l'expression sui­

vante : 

H(V)-- X 1 _ P l S (V'B V ) P / 2 - V'Q (2-1-6) 
p L. e e x 
r e=l 

où V et Q sont deux vecteurs de dimension h, V est le vecteur des vitesses 

nodales et Q est le vecteur des forces nodales. B est la matrice de rigidité 
e 

d'élément Q , de surface S . Elle est symétrique semi-définie positive. Pour 

des vitesses rigidifiantes sur quelques éléments, la puissance dissipée sur 

les mêmes éléments sera nulle, c'est-à-dire que l'on aura V B V= 0, ce qui 

montre que la matrice B n'est pas définie positive. Pour la rendre définie 

positive, nous ajoutons une matrice diagonale [h*h] très petite, par exemple 
el à la matrice B et on aura alors V (B +el)V>0 pour tout V^=0. Ce cas se 

e e . 

produit quand p est de voisinage de 1, A l'aide de ce processus nous pouvons 

désormais supposer que la matrice B est définie positive. 

Notre problème est ramené à : 
• _ 

Trouver un vecteur V S v tel que 

U.A. 

(rt ¡H(V*) = Inf{H(V) | V€V- , } (2-1.7) 
VIA, 

H(V) est définie par (2-1.6) 
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Connue p>l et B est définie positive, la fonctionnelle H(V) est stric­

tement convexe et coercive, le problème (ß) admet alors trivialement une 

i * solution unique que 1 on note V . 

Pour trouver V on peut utiliser plusieurs méthodes numériques (voir 

Friaa [27 , 1979] , Delbecq et al. [17 , 1977] , etc ...) . 

Il est clair que dans ce cas la condition d'incompressibilité a déjà été 

prise en compte par la relation (2-1,2). En plus cette condition va nous donner 

la variation de l'épaisseur de la structure dans la direction de l'axe Oz. 

On peut facilement introduire la condition V. a U. sur T (où rn est la 

discrétisée de F ) dans notre problème de la manière suivante : 
u 

Décomposons le vecteur V€v_ en deux vecteurs VQ et V tel que Vfl dési­

gne un vecteur colonne de dimension h, ayant les mêmes composantes que V sauf 

aux noeuds où il y a une vitesse imposée, les composantes de VQ correspondant 

à ces noeuds sont nulles (alors V 6V ). 
0 °C.A. 

V est un vecteur colonne de dimension h, ayant toutes ses composantes 

nulles sauf celles correspondant aux noeuds où il y a une vitesse imposée qui 

vaut cette vitesse imposée. 

On a alors 

V - V0 +V (2-1,8) 

On appelle A une matrice [h*h] semi-définie positive tel que 

(V-V^A (V-V) (2-1.9) 
e 

soit très grand, si les composantes V. de V sont fixées et soient nulles si 

elles sont égales à V. . 

On définit alors une fonctionnelle H(V) par : 

H(V) =- A1_P l S [V'B V+ (V-V^A (V-V)] p / 2 - VÜQ (2-1.10) 
P e-1 e e e 

on voit bien que H(V) est très grand pour V ne vérifiant pas la condition à 
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la limite sur Y . Comme nous allons chercher à minimiser H(V), il est rai­

sonnable de penser que ce minimum sera atteint pour un V qui vérifie à peu 

près la condition à la limite (V. = U. pour certains indices i) . 

Le problème approché que l'on se propose de résoudre est donc : 

(iTh} Inf{îï(V) | V€lRh} (2-1.11) 

Ce problème possède une solution V , sous certaines hypothèses souvent 

vérifiées (Frémond [20, 1979]), qui annule le gradient de la fonctionnelle H(V) 

grad H(V) =A1-P f S [V'B V+ (V-V)ÜA (V-V)] (p"2)/2[B V + A (V-V)] -Q - 0 
e=l e e e e e (2-1.12) 

En remplaçant V-V pa r V. e t n o t a n t 

B*(V,V0) -A1"? l s j v V +
 V'AJM ( P ' 2 ) / 2 ( B Q + A J 

e t 

. e e 0 e 0 e e 
e»l 

ou t rouve 

B(V,V0) - ^ - P l S [vS V + VJA Vfl]
 ( p ~ 2 ) / 2 B e , 

e=l 

B*(V,V0)•V0 - Q - B(V,V0)-V (2-1.13) 

qui nous donne l a formule d ' i t é r a t i o n : 

JB*(VÍ,VJ)VJ+1 = Q-B(V\VJ) V 

U i + 1 = v j + 1 + V (2-1.14) 

pour le vecteur V de départ on prend un vecteur des vitesses non rigidifiant. 

D'une manière pratique on prend pour les éléments convenables de la dia­

gonale principale de A un nobre très grand (ÎO1*0 par exemple) pour l'ordina-

teur que l'on utilise. Il est possible de ne pas fixer V. à V.élément par élé­

ment, cela peut être fait en une seule fois, de la manière suivante : 

Annulons le gradient de H(V) défini par (2-1,6) : 

grad H(V) =B'(V)-V-Q - 0 (2-1.15) 
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où 
m 

B»(V)-A1~P ? S (V'B V)(p"2)/2B (2-1.16) 

et 

i e e 

e=l 

v»v0 + v, 

alors : 

B'(V)-V -Q-B'(V)-V (2-1.17) 

Puisque le vecteur V0 doit avoir des composantes nulles pour les vitesses 

imposées, on ajoute à la matrice B'(V) une matrice diagonale A de même dimen-
m 

sion, ayant les mêmes propriétés que ¿ A . On obtient ainsi : 
e=l e 

[B'(V) +A] -V -Q-B'(V)-V (2-1.18) 

en notant B' (V) »B'(V) + A, on obtient la relation de récurrence : 

B'*(V1)-VJ+I »Q-B'ivVv 

V 1 + 1 = v J + 1 + V (2-1 .19) 

Vo = un vec teu r de v i t e s s e s non r i g i d i f i a n t 

Dans le cas où IIQ-B1 (V1) »VII # 0 (ou II Q-B<VX) - V II * 0 ) e t B * (V1) (ou B*(V1)) 

e s t d é f i n i e p o s i t i v e e t l < p < p avec 2 < p < 3 , l e s méthodes i t é r a t i v e s 
r max max 

définies par (2-1.14) ou (2-1.19) sont convergentes et la suite (V ) converge 

vers V la solution du problème ((T ) défini par les relations (2-1.4) et (2-1.5) 

~ i * 
et de plus la suite H(V ) décroît vers H(V ) (Friaâ [27 ,1979] ; Frëmond [20, 

19791 ou [21,1980]). 

Le test d'arrêt pour l'itération sera porté sur la norme du gradient de 

H(V). La résolution du problème ((T } dans ces conditions conduira à un champ 

de vitesses V , qui ne sera admissible que de façon approchée par suite de : 

.l'incertitude numérique inévitable sur les calculs (Erreurs d'arrondi) ; 

,1a nécessité d'adopter un test de convergence pour les processus itératifs 

(erreur de troncature). 
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Cela signifie que l'on devra toujours considérer les résultats du pro­

blème approché d'un oeil critique. 

Nous donnons l'ordinogramme ci-dessous pour trouver la solution du pro­

blème approché (if ) : 

Davn££4-

V ? V¿tdA-MA UHJAÍOLJUUA t fijOTU )Ú£L¡At-íi*vnMA ¡ V*6 iR 

V •• "uííeMeA i m m r ó A ÀtA -jé/ia» -3 V fi iR 

£ : «fl/veuft' o J m i l e . -*</l/ || quad H(V)1 j £ ^ 0 

C aïcuL «U, t a . tnafcùce, «Je, rúa¿Jit¿ ß ' ( VM^ feaA. •. 

v'-t1 f - i 

F(vo»Q-B'(vnvv 

C a i o i <=U \l<j-uul H(V„lll (lot-: 

<¿e* vite**** -, 

R ewlidtten clé* gni - f ^•"**jA hAti 

B'*(V„VV0 ( w + n = F ( V n ) 

> Vo(n+0 

t f i * AÁC&4A4A fMiKJrU,«, 

B' ( V ^ » B ' { V , Î ^ - A 

Figure 1 

Ordinogramme de résolution numérique du problème (iT ) 



- 49 -

Si l'erreur admise sur le gradient (e>0) est très faible et si p est 

proche de 1 (par exemple 1,01), il arrive en pratique que la norme du gra­

dient, après un certain nombre d'itérations ne décroisse plus. Il est préfé­

rable alors de mettre en plus d'"un test d'arrêt sur la norme du gradient de 

H(V)", un test sur la diminution de la norme du gradient, afin d'éviter des 

itérations inutiles. 

La convergence de la méthode représentée sur la figure 1 est d'autant 

plus rapide que le paramètre p est proche de 2 ; pour le cas p • 2 (fluide 

Newtonien) la solution est obtenue à la première itaration. Par ailleurs, 

afin d'améliorer la convergence, il importe de bien choisir V - le vecteur 

des vitesses au départ d'itérations. On a procédé alors de la manière sui­

vante : 

La minimisation étant recherchée pour p fixé <2. On résoud d'abord le 

cas p™2, la solution obtenue est prise égale à V pour p^, p<pi<2, on fait 

un certain nombre d'itérations pour pi, soit ni , le vecteur vni ainsi obtenu 

est pris pour vecteur initial V pour p„, (p<P2<P1) » °
n fait à nouveau n2 

itérations pour p , etc ... . 

Cette procédure augmente sensiblement la vitesse de convergence de la 

méthode (Friaâ [27 ,1979]) . 

Il faut indiquer que la convergence de la méthode est de plus en plus 

rapide si la matrice de rigidité B'(V) est mieux-conditionnée. Le condition­

nement de la matrice B'(V) dépend du paramètre p et aussi de la forme des élé­

ments. Si p est proche de 1, la convergence de la méthode est très lente à 

cause du mauvais-conditionnement de B'(V) et de plus on sait que la fonction­

nelle H(V) n'est pas différentiable pour p= 1. D'ailleurs en pratique on s'est 

aperçu que si les éléments du maillage de (Œ) sont de plus en plus aplatis la 

matrice B'(V) sera de plus en plus mal-conditionnée et la convergence sera 

moins rapide. 
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2-1-1. Conditions aux limites du type poinçons 

Parmi les conditions aux limites du problème d'écoulement, on peut avoir 

un ou plusieurs poinçons, lisses ou rugueux qui agissent sur une ou plusieurs 

parties de la frontière r de iï. Ces n poinçons sont soumis aux forces impo­

sées T. (i = 1,n), Les vitesses des noeuds du maillage en contact avec les poin­

çons subissent des conditions imposées par l'interface des poinçons ainsi que 

leur direction d'avancement. 

Considérons alors une structure ŒQR 2 (contraintes planes ou déformations 

planes) soumise aux poinçons lisses ou rugueux T. (i= 1,n) par des forces T. 

représentée sur la figure 2, 

Nous avons d'abord remplacé les poinçons lisses par deux couches de maté­

riau de Norton-Hoff tel que la première couche, en contact avec la structure $2 

joue le rôle des rouleaux (résistance au cisaillement nulle) et la deuxième 

couche qui est en contact avec la première couche et les forces imposées T. 

joue le rôle d'une plaque rigide (déformations nulles); pour les poinçons ru­

gueux on les a remplacés par une couche de matériau de Norton-Hoff jouant le 

rôle d'une plaque rigide. On a alors pris en compte une autre structure compo­

sée de ti et des couches de matériau de Norton-Hoff. Cette méthode a été employée 

mais après la première itération on avait des vitesses rigidifiantes pour les 

éléments des plaques rigides des poinçons et on a dû abandonner cette idée. 

La deuxième méthode utilisée consiste à remplacer les poinçons par des 

ressorts visqueux, convenables, avec des rigidités k et k entre les noeuds 

en contact avec les poinçons (voir Fig. 3). 

Supposons que l'on dispose de n poinçons et que chaque poinçon est en 

contact avec l. (i= 1,n) noeuds du maillage. Numérotons ces noeuds par 

I , I ,... , I . La puissance dissipée par ces ressorts visqueux de loi de 
1 Z X# • 

1 

comportement : 
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Pol vw COM, 
rugueuic 

Fig. 2. Une structure ßC]R2 avec des conditions 
aux limites du type de poinçons lisses et rugueux 

Fig. 3. Remplacement des poinçons lisses ou rugueux 
par des ressorts convenables, 
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F = k «V F = k V 
x x x y y y 

(2-1-1.1) 

sera a lors i. 2 

où k et k sont des rigidités des ressorts entre les noeuds en contact avec 
x y 

le ième poinçon et V ,T >.,V rr-\ sont les composantes de la vitesse de noeud I. 

La puissance P des ressorts peut s'écrire sous la forme : 

P-i 5 v ' A J V - i v ' n A'}v 
i=l i=l 

(2-1-1.3) 

où A*, est la matrice de rigidité correspondante au ième poinçon, de dimension 

(h*h) avec des éléments zéro, k , k , -k et - k . 
x' y' x y 

Prenons un exemple où on a ajouté entre deux noeuds I et J un ressort avec 

des rigidités k et k (Fig. 4) 

3 l 

Fig. 4. Addition d'un ressort visqueux de rigidités k et k 
entre deux noeuds I et J, 

La vitesse de déplacement du noeud I s'écrit : 

< u x - V 
LvJ 

_ " v i 

L M J 



- 53 -

où h est la dimension du vecteur de vitesses globales V, dans ce cas. on a 

K |V_-V_| t - K IV . - V 

^ J 2> 
*-i\ ( v x-^) + K(v i 4 -v ) . Iv ' 4 :v (2-1-1.4) 

qui nous donne : 

A: 

4 

k ...-k 
X X 

... -k ... k 
X X 

o o 

o o 

o o 

o o 

...k ... -k .. 

7 7 
-k - k: .. 

7 7 
n 

(2-1-1.5) 

Dans la relation (2-1-1.3), notons £ A.' = A?, le remplacement des poin-
i=l X 

çons par des ressorts est équivalent à la modification de la fonctionnelle H(V) : 

H(V) =- X1-p l S (VÜB V)(p/2)-VtQ + |vtA'V (2-1-1.6) 
p e=l e e 

Prenons le gradient de H(V), on obtient comme le cas précédent : 

VH(V) =B'(V)V+A'V-Q - 0 (2-1-1.7) 

ce qui montre qu'il suffit d'ajouter la matrice A' à la matrice B'(V) et B'*(V) 

dans l'ordinogramme de la figure 1, pour obtenir un nouvel ordinogramme et 

les vitesses ainsi obtenues satisfont les conditions des poinçons. 

La somme de la matrice définie-positive B'(V) (ou B'*(V)} et de la matrice 

semi définie positive A1 est définie positive. Cette remarque.est valable 

quand les éléments de la matrice A' ne sont pas très grands pour l'ordinateur, 

car en effet si les éléments de A1 sont très grands, en sommant B'(V) (ou B'*(V)) 

et A', certains éléments de B'(V) (ou B1 (V)} sont négligés devant les élé­

ments de A', la somme de deux matrices n'est alors plus définie positive, donc 

la méthode de triangulation de Cholesky n'est plus applicable. Pour surmon­

ter cette difficulté, nous avons pris pour les éléments de A' ; k = 101° au 

lieu de 10 ° et nous avons obtenus des résultats numériques qui sont satis­

faisants. 
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Nous avons donc pris dans nos calculs pour les poinçons rugueux : 

10 k =» 1010 et k » 101 , et pour les poinçons lisses (k • 10 ; k = 0) ou 
x y x ' y 

(k = 10 ; k =0) suivant la direction d'avancement des poinçons (Fig. 5) 
y x 

Fig. 5. Rigidité des ressorts visqueux équivalents 
de poinçons lisses horizontaux ou verticaux 

2.2. ECOULEMENT EN DEFORMATIONS PLANES 

Considérons une structure fiC]R3, constituée d'un matériau de Norton-

Hoff en déformations planes (cf, Salençon [74 ,1974]), soumise aux forces 

T(x,y) sur rT une partie de la frontière de r et f dans Q n'ayant pas de 

composantes suivant l'axe Oz et sont indépendantes de z. Les vitesses de 

déplacement v sont aussi dans le plan Oxy et indépendantes de z. Le matériau 

est supposé homogène. 

Dans ce cas : 

• • • • • • 
£ • e = e = 0 e t e ; e , e . a. . son t indépendants de z . xz yz zz xx yy x y ' I J

 r 

Pour nos c a l c u l s nous considérons une t ranche p a r a l l è l e à Oxy, d ' é p a i s -
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seur l'unité. On a déjà vu que le problème d'écoulement est équivalent aux 

deux problèmes (iT) et (iTi) définis aux § II. 1-1 et II-1-2. Dans cette partie 

nous définissons (ir:' } et [iT.̂  ) les problèmes approchés de ((F) et (iTJ 

en déformations planes et ensuite nous donnerons quatre algorithmes pour 

résoudre le problème [$-,\ ) et deux algorithmes pour résoudre le problème 

2-2-1. Définition du problème [iT,j } approché du (iTi} en déformations planes 

Le problème (iTi) est défini au § II-1. Dans le cas des déformations 

planes on a : 

ê. . ê.. - ê2 +ê 2 +2Í2 (2-2-1.1) 
îj îj xx yy xy 

Nous définissons à partir de l'ensemble V, un espace vectoriel V par : 

VQ = {w | wS [W
1,P(fi)] 2 ; w = 0 sur r } 

ensuite nous remplaçons les deux espaces V et Y = {y | y6L (fi)} par deux 

sous-espaces VQ C VQ et YCy de dimensions finies h et h'. 

Compte-tenu du caractère très contraignant de la condition d'incompres­

sibilité comme Delbecq et al. [17 ,1977] ; celle-ci n'a été imposée qu'en 

moyenne sur deux triangles. On suppose en plus que la pression hydrostatique 

(M.) sur deux éléments est constante. M. constitue une composante du vecteur M 

de dimension h'. En discrëtisant le terme 

est un vecteur de dimension h. On définit la matrice D [hxh'] dont les h' 

divvdfi on obtient D *V où D 

colonnes sont les vecteurs D (£=l,h'). Avec ces relations notre problème se 
JO 

h h ' 
ramène au problème approché (iT \ } s u i v a n t : 

Trouver (V ,M ) t e l que 

i(V*,M*) =Sup{lnf{JC(V,M) | VS V} | Me Y] 

/yJi .h ' i j avec : 
l d ' 1 m t io 

JC(V,M)--X P T S (V B V ) p / 2 - V t Q + VCDM (2-2-1 .2) 
P e-1 e e 

V = {V | V€]Rh ; ^ = ttL sur Ty} 

Y = {M | MSIR11'} h ' < h ; p > l 
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Nous allons donner par la suite quatre méthodes numériques pour résoudre 

r"h,h'\ * 
ce problème, La résolution du problème (fl* j conduira à un champ V , qui 

ne sera admissible que de façon approchée par suite de : 

•l'erreur d'arrondi sur les calculs numériques qui est inévitable ; 

.l'erreur de troncature (la nécessité d'adopter un ou plusieurs tests d'ar­

rêt des itérations qui seront présentées) ; 

,1a traduction en moyenne de la condition d'incompressibilité. 

Les méthodes envisagées sont : 

Io) La méthode d'Uzawa ; 

2°) La méthode d'Uzawa contrôlée ; 

3°) La méthode d'inversion de matrice (algorithme d'Arrow-Hurwicz) ; 

4°) La méthode d'inversion de matrice (point fixe). 

2-2-1.1. La méthode d'Uzawa 

Pour résoudre le problème ((T ' }, Delbecq et al. [17 ,1977] ont utilisé 

une méthode d'Uzawa pour calculer Sup{JC(V,M) | MS Y} et une méthode du gradient 

"modifiée" pour l 'Inf {JC (V,M) | V«=V}. Friaâ [2.7,1979] a indiqué une nouvelle 

méthode d'Uzawa où pour calculer £'Inf, on utilise une méthode d'itération 

proche de ce que nous avons utilisé pour les contraintes planes. Pour calcu­

ler le Sup, on emploie la formule d'itération suivante : 

3JC(V ,M) 
M
n+l = M + p (2-2-1-1) 
n + 1 U 3M 

où p>0 est un paramètre de montée dont il faut déterminer la valeur par des 

tests au préalable. 

Pour trouver ¿'Inf de JC (V,M), nous annulons le gradient de <£(V,M) pris 

par rapport à V : 

^ J ^ ) = A 1 - P l S (vS V)(P"2)/2B .V-Q + DM=0. (2-2-1-1.2) 
dv u, e e e 

e=l 
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Décomposons V en V et V (§ II^-l) tel que V » V Q + V et supposons B définie 
m 

positive (sinon on lui ajoute el) et posons A1"5 £ Sa(V
Ü B^ V) ( p~ 2 ) / 2B Q = B'(V) 

La relation précédente nous donne ; 

i e e»l 

B'(V)•V0 - Q - DM - B'(V)•V (2-2-1-1.3) 

En procédant de la même manière, pour les vitesses imposées et les poinçons, 

qu'aux § II-2-1 et § II-2-1-1, en posant B'(V) + A'- B(V) et B(V)+A- B*(V) 

où A (pour les vitesses imposées) et A' (pour les poinçons) sont deux matrices 

symétriques semi-définies positives. On aura 

B (V)«V0 = Q-DM-B(V)«V (2-2-1-1.4) 

d'où la relation de récurrence : 

B* (V* V0(n +l)
= Q- D M- B (V * 

'Vl = V 0 ( n + l )
+ ^ (2-2-1-1.5) 

Pour un M donné, l'itération définie plus haut est convergente, dans 

le cas où : 

Io) HQ-DM-B(V ) -VII # 0 n 

2°) B*(V ) est définie pos i t ive 

3°) K p < p avec 2 < p < 3 (Friaâ [ 27 ,1979] ; Frémond [ 20,1979] ) 
ID3X IuclX 

Ainsi on part d'un vecteur de vitesses non rigidifiant V oSU , et un 

h ' 
vecteur M°€]R et on fait un certain nombre d'itérations sur V employant 

(2-2-1-1.5) et on obtient donc un vecteur V . Ensuite on utilise la relation 

(2-2-1-1.1) pour calculer M1 et on recommence le procédé en remplaçant Vo et 

M0 par V1 et M1 etc ... 

La convergence de cette méthode est démontrée par Frémond [20 ,1979] . Il 

faut indiquer que comme toujours dans la méthode d'Uzawa le choix de p est 

délicat, s'il est trop grand la méthode diverge, s'il est trop petit la con­

vergence est trop lente. Pour un choix convenable de p on a réussi à résoudre 
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C a l c u i »U êa. -»uatufe d * nicùdiît &'(V„) yan,: 

e.i 

hlnv. " 

M <riili<^àum J» U. i r u » W t Je lûoioUtï'naiX Un hjtnfm* 

f^n, e « ' 1 -("«.i 

ß ' ( v , o = e>(vn) -*-ft 

> ) 

Mu' = t V + i 

C n/ci.l. «¿4 -ri/out/Caat v«cieuAi ele. M -. 

3 n ~ "" 

Men 

Oui ' ' 

C S -T 0 P D 

C alc-J- CLA TtouA/eoic v«£.tatA/ ¿[¿A viCeMAA -. 

A 

Fig. 6. Ordinogramme de la méthode d'Uzawa 
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quelques problêmes que l'on verra dans la troisième partie de ce mémoire. 

L'ordinogramme de cette méthode est présenté sur la figure 6. 

Comme dans le cas de contraintes planes, il est préférable de vérifier 

que les normes ||3vli et II VJC || descendent sînon on arrête l'itération corres­

pondante et on passe à l'étape suivante, ainsi on évite des itérations inu­

tiles. 

De plus, la vitesse de convergence de cette méthode, comme les autres 

méthodes que nous allons expliquer, dépend du choix de V et M0. Pour augmenter 

la vitesse de convergence, on résout le problème avec p • 2 ce qui nous donne en 

une seule itération le minimum, ensuite on prend pour p des valeurs intermé­

diaires en prenant pour Vo et M0 les vecteurs V et M, solution du problème 

avec le p précédent. 

Pour déterminer un p convenable, on fait pour un p fixé, un certain nom­

bre d'itérations en imprimant après chaque itération la II VJC II et puis on choisit 

le p correspondant au nombre d'itérations minimum ou II VJC II minimum. On verra 

dans la troisième partie que p dépend de p. En général pour les p voisins 

de 1, le choix de p est plus coûteux que si on prend un p constant (par exemple 

le p convenable pour p = 2). 

2,2-1-2. La méthode d'Uzawa contrôlée 

Comme nous avons déjà indiqué le choix de p est assez délicat. Nous avons 

donc essayé d'automatiser ce choix, par la méthode d'Uzawa contrôlée. On sait 

que la solution du problème d'écoulement fà.\ ) est un couple de vecteurs 

* * 
(V ,M ) qui vérifient les inégalités suivantes : 

JC(V*,M)<JC(V*,M*)<JC(V,M*) VM6Y et VvGV (2-2-1-2.1) 

Dans le cas où les vitesses imposées sur rn sont nulles on sait que 

V = 0 est un vecteur qui appartient à l'ensemble V, ce qui nous donne ; 

JC(V ,M)<JC(V ,M*)<0 VM€]Rh 
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A partir de ce résultat on obtient la nouvelle méthode pour calculer 

le p convenable, en même temps que l'on s'approche au point selle 

Nous définissons un processus itératif convergeant par : 

JC(Vn,Mn"1)<JE(Vn,Mi:i)<i:(Vn"1,Mn). (2-2-1-2.3) 

Dans cette méthode ¿'Inf se calcule de la même façon que dans la méthode 

d'Uzawa. On part alors de deux vecteurs V S]R et M S]R . Supposons que v11"1 

et M11"1 soient connues. On minimise la fonctionnelle £(V,M ) qui nous donne 

un certain vecteur Ensuite on calcul M* par la relation : 

Mn = Mn-l + p MAI) (2-2-1-2.4) 
n 3M 

avec un p >0. La relation (2-2-1.2) nous donne : — . „ ? • D v et d'où : 
n <3M 

je(vn,Mn)=H(vn)+v
n W-HO^+v 1 1 V M ^ + P D V ) = 

n 
-JE (AM11"1) +P Vn ÜDD V>JC(Vn,Mn"1) n 

qui présente que l'inégalité à gauche de la relation (2-2-1-2.3) est toujours 

vérifiée. Il nous faut donc choisir un p tel que : 
n n 

jC(V n ,M n )<£(V n _ 1 ,M n ) 

qui e s t équ iva l en te à 

H ( v V v n V 1 * ? V * DDÜ V n < H ( V n _ 1 ) + V n - l t DM*"1
+ p V*'1* DD* V a - 1 

n n 

¿ ( V * , ^ " 1 ) i ( V n - 1 , M n _ 1 ) 

d 'où 

P n (V n -V n _ 1 ) t : DD* (V n -V n ~ 1 )<£(V r i " 1 ,M n " 1 ) - £ ( V n , M n ~ 1 ) . ( 2 - 2 - l - 2 . 5 ) 

Mais puisque Va vérifie A'Inf {£ (V.M11"1) | V£?}, on a 

^(V11"1,^"1) -£(Vn,îP~ )>0 et d'autre part le facteur de p est positif d'où : 

0«p ^ C V - V - ' ) - * ^ - 1 ) . (2-2-1-2.«) 

Il est clair que si p est trop grand, l'inégalité de (2-2-1-2.5) 
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ne serait pas vérifiée et la méthode sera divergente, Donc nous avons besoin 

d'un paramètre ki> 1 (par exemple k̂  = 1,1), pour calculer p • p /k et on 

répète ce processus jusqu'à ce que cette inégalité soit vérifiée. 

Remarque : Pour le choix de P_on peut utiliser aussi l'inégalité de 

(2-2-1-2.6). 

L'ordinogramme de cette méthode est représenté sur la figure 7. 

La convergence de cette méthode est assez lente, et elle est plus coû­

teuse que la méthode d'Uzawa (§ II—2—2—1—1) car dans cette méthode souvent 

quand on s'approche du point selle le paramètre p tend vers zéro. Pour cette 

raison on a dû abandonner cette méthode. 

2-2-1.3. La méthode d'inversion de matrice (algorithme d'Arrow-Hurwicz) 

On a à résoudre le problème ((T,̂  ) défini au § II-2-2-1. Le point-selle 

de la fonctionnelle £(V,M) annule les dérivées partielles de £ : 

|rr=B'(V).V-Q + DM = 0 (2-2-1-3.1) 
a V 

H - D ' V - O (2-2-1-3.2) 

Afin de satisfaire les conditions aux limites du type des vitesses im­

posées et des poinçons, la relation (2-2-1-3.1) se ramène à (voir les relations 

(2-2-1-1.3) à (2-2-1-1.5)) 

B*(V)«V0 = Q-DM-B(V)«V 

v = v0 + v 
(2-2-1-3.3) 

qui nous donne 

V - [B*(V)]_1 [Q-DM-B(V)-V] + V (2-2-1-3.4) 

car B (V) est inversible (suivant l'hypothèse que les B sont définies posi­

tives) . Cette relation et (2-2-1-3,2) nous donnent : 

Dt[B^(V)]~1D-M = Dt[B*(V)]~1 [Q-B(V)-V] + D'V (2-2-1-3.5) 
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A partir des relations (2-2-1-3,'1) et (2-2-1-3.5) on définit les for­

mules d'itérations suivantes ; 

h h ' 
On part de V SIR non rigidifiant et M S]R 

On minimise la fonctionnelle £(V,M ) par 
n 

n 0(n+l) ^ n n (2-2-1-3.6) 

V = V + V =» V = V 
n+1 0(n+l) n n+l 

Après avoir trouvé le minimum exact on calcul le vecteur M . par : 

DC [B*(V )]-1D-M . =Dfc[B*(V )]-1[Q-B(V )-V] + D ^ 
n n + i n n 

Et on recommence le processus en prenant M • M . 

Puisque l'inversion de la matrice B (V ) est coûteuse et qu'en plus 

on risque d'augmenter les erreurs de calcul (erreurs d'arrondi) nous avons 

calculé directement la matrice : D [B (V )] = C où la matrice c a h ' lignes 
n n n ° 

et h colonnes. 

La matrice B (V ) est symétrique, définie positive, donc son inverse 

est aussi une matrice symétrique, définie positive. Nous avons donc : 

B*(V )-C - D (2-2-1-3.7) 
n n 

Les matrices C et D étant constituée par h' vecteurs colonnes C et 
n r n 

D (i = l,h') de dimension h (h>h'). La relation précédente nous donne : 

B (V )-C1 = DL (i=l,h') (2-2-1-3.8) 
n n 

On peut donc calculer facilement la matrice C , colonne par colonne en 

employant la méthode de Cholesky. 

Pour p = 2, cette méthode converge en une seule itération. Des essais 

numériques ont montré que dans le cas général, cette méthode converge pour 

les p voisins de 2. La convergence n'est pas assurée pour les p voisins de 1. 

Dans la troisième partie nous donnons un exemple pour lequel cette méthode 

a convergé pour tous les l<p<2 et un autre exemple pour lequel elle n'a 

convergé que pour les p voisins de 2, 
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L'ordinogramme de cette méthode est représenté sur la figure 8. 

h h'-\ 
En réalité l'algorithme d'Arrow^Hurwicz pour le problème (iT^ } 

nous donne (voir Glowinsky et al. [32,19761) : 

V et M sont connus, 
n n 

3JC(V ,M ) 
V ^ - V - P ^ — ~ (2-2-1-3.9) 
n+1 n n &V 

M ^ . - M + p ' 2±I__2. (2-2-1-3.10) 
n+1 n n 3M 

où p et p' sont deux paramètres positifs, à déterminer au préalable de telle 
n n 

façon que le processus itératif soit convergent. En effet au lieu de (2-2-1-3.9) 

nous avons utilisé les relations (2-2-1-3.3) pour calculer Jl'lnf. Considé­

rons les deux relations (2-2-1-3.4) et (2-2-1-3.10), on obtient : 

r\ P ( \r Vf \ 

"¡M* ° = °tVn+l = D^ tB* (VnM ̂  [Q ~ DMn " B ( V *̂  + ^ 
d'où 

M -M - p ' D ^ B ^ V )]-1D Mn + p'{D
t[B*(VT,)]-

1[Q-B(Vti)-V] + D ' V } . 
n+1 n n n n n1 n n (2-2-1-3.11) 

Comparons cette relation avec celle de (2-2-1-3.6). Pour cela notons 

le vecteur M . calculé par (2-2-1-3.6), M1 ,, on a alors : 
n+I n+l 

M n + I
= M ~pL D ' I B * ^ ) ] - ^ Mn + p'D

t[B*(Vn)]-
1D M' . n+1 n n n n n n n+I 

ou bien : 

M -M +p'Dt[B*(V )] " D[M' ,-M ] n+1 n n n n+1 n 

ce qui montre que dans le cas général M .^M' 1 et en plus il nous fallait 

introduire comme la méthode d'Uzawa un paramètre de montée p' dans nos calculs. 

On a abandonné cette méthode dans la suite. 

2-2-1-4. La méthode d'inversion de matrice (algorithme de point fixe) 

Dans cette méthode nous utilisons les mêmes formules d'itérations que 

la méthode précédente (§ II-2-2-1.3) mais cette fois, après chaque itération 

sur V, on calcul le nouveau vecteur M et le test d'arrêt est porté sur la 

Il Vu II (fig. 9). 
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L'algorithme que nous avons utilisé est celui du point fixe. Cet algo­

rithme est coûteux mais, pour tous les problèmes étudiés à la troisième par­

tie, il a convergé avec une bonne précision. Quand on tend p vers 1, la con­

vergence de cette méthode devient de plus en plus lente, 

Cette méthode est largement utilisée pour résoudre des problèmes d'écou­

lement ou d'analyse limite (Partie III). On a préféré l'utilisation de cette 

méthode à la méthode d'Uzawa dans nos applications car on n'a pas à choisir 

le bon paramètre de montée (p) . 

h h ' 
2-2-2. Définition du problème (iT,' } approché du ((TJ en déformations planes 

Le problème (if) est ramené au problème (jJV ,) en maillant l'ouvert 

•fi QR . Nous avons présenté au § II-1-1 comment on peut définir un espace des 

vitesses vérifiant les conditions d'incompressibilité D V = 0 où D est la ma­

trice de discrétisation de divergence de V sur les éléments triangulaires. 

On décompose le vecteur des vitesses V en deux vecteurs V (de dimension h') 

et V. (de dimension h-h') tandis que la matrice D est décomposée en D= [D D£ ] 
t e t 

où D est une matrice carrée (h'xh'). Comme on a vu au § II—1—1, les compo­

santes de V doivent être choisies tel que toutes les équations D V soient 

e n e e 

indépendantes. Ensuite on calcule le V en fonction de V-. On aura donc une 

relation du type V=Ef (la relation 1-1.3) 

Notre problème se ramène à : 

Trouver un vecteur VfS]R tel que 

H(V*) =Inf{H(V,) | V-EV.ev} 

( Î I V ] avec : H < V f ) - - U 1 - p f s [ V Î K H E Vj ( p " 2 ) / 2 - V ^ Q 
f p e _ j e f e f f 

e t V- {V | \= U¡_ sur fy et V<E]Rh} (2-2-2.1) 

I l faut noter que nous u t i l i sons des éléments t r i angula i res avec 

t r o i s noeuds. Argyris et a l [3 ,1977] ont u t i l i s é des éléments t r i angula i res 
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avec 6 noeuds (TRIM6), Ils ont supprimé les conditions d'incompressibilité 

sur chaque élément en définissant une distribution de vitesses convenables. 

Le vecteur de vitesses v(x) au point x£fi dépend de 12 paramètres, 

v(x,y) 
v 

L yj 

*0 ai a2 

b0 bl b2 5. 

x 

y 

xy 

(2-2-2.2) 

et divv= 0 est équivalent à 

*1 + ^ y + 2ait + b i +b3X + 2bs » 0 . (2-2-2.3) 

Ils ont alors défini une distribution de vitesse v(x) qui satisfait la rela­

tion (2-2-2.3). Le problème résolu par Argyris et al est du type linéaire 

(élasticité) tandis que notre problème est non linéaire et l'utilisation des 

éléments (TRIM6) le rend très compliqué. 

Nous avons essayé les deux méthodes suivantes pour résoudre le problème 

2-2-2-1. La méthode de l'ensemble des vitesses incompressibles définie sur 

les éléments quadrilatériaux constitué chacun de quatre éléments triangulaires 

On maille la structure QCi en déformations planes par des quadrilaté­

raux qu'on subdivise en quatre triangles, Si l'on satisfait les conditions 

d'incompressibilité sur deux éléments triangulaires, on aura deux équations 

par bloc, ce qui nous permet de supprimer les deux degrés de liberté du noeud 

interne de bloc (Desaï et al [18,1972]), 

Considérons le bloc quadrilatéral représenté sur la figure 10, Le vec­

teur de vitesse élémentaire de ce bloc est : 

.t 
V" = (V _, V _, V T,V T ~ V „,V _) q xi yl xJ' yj xE yE (2-2-2-1,1) 

qui est de dimension 10. Ecrivons les conditions d'incompressibilité en 
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moyenne sur deux éléments 

div v dfi = 0 ; div v diî = 0 (2-2-2-1.2) 

Fig, 10, Un bloc quadrilatéral constitué de 
quatre éléments triangulaires 

ce qui nous donne 

D V » 0 
q q 

(2-2-2-1,3) 

où D e s t une mat r ice de dimension [2><10l, 
q 
Posons 

V* = [V _,V J et VÜ » [VÎ y ] et Dt = [D* ,Dt ] , 
eq xE yE q fq eq q fq eq 

la relation (2-2-2-1.3) devient : 

(D. D ) fq eq 

Vfq 

V 
L e q j 

(2-2-2-1.4) 

L'élimination de V est donc possible si la matrice D est inversible 
eq eq 

Or par un calcul simple, il est facile de voir que le déterminant de D est 

nul et donc cette matrice n'est pas inversible. Nous avons essayé de lever 
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cette difficulté en utilisant des blocs constitués de quatre quadrilatéraux 

(Fig. 11) 

J,ú A^r^ 

\ / ® 
K 

/®/\ 
/ ® 

- V ® 
L 

0 

® / 

n 

Fig. 11. Un bloc de 16 éléments triangulaires 

Ainsi pour chaque bloc on a 16 éléments triangulaires et 26 degrés de 

liberté dont 10 se trouvent à l'intérieur du bloc. Comme nous voulons sup­

primer les composantes de vitesses des noeuds internes, il nous faut 10 équa­

tions pour exprimer les conditions d'incompressibilité. Nous avons donc groupé 

les 16 éléments triangulaires en 10 ensembles de telle façon que sur chaque 

ensemble on puisse écrire l'équation exprimant la condition d'incompressi­

bilité. Malheureusement on trouve encore un det[D ] =0, on a du abandonner^ 
eq 

cette méthode. 

2-2-2-2. La méthode de l'ensemble des vitesses incompressibles définie sur 

chaque éléments triangulaires en utilisant des super-réseaux (Needleman et 

Shih [57, 1978]) 

Maillons le domaine Œ par des super-réseaux constitués chacun de deux 

bandes de N éléments quadrilatéraux. Chaque quadrilatéral est découpé en quatre 
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triangles par ses diagonales (Fig, 12), 

t • 

- I 

\t>a.n.eje 5 

\ fc>arfde6 

• \oariJe ^ 

Fig. 12. Maillage de la structure Í2 en 8 bandes (4 super-réseaux) 
chaque bande est constituée de 5 éléments quadrilatéraux et chaque quadrilatéral 

est découpé en quatre éléments triangulaires à trois noeuds. 

Considérons l'élément quadrilatéral représenté sur la figure 13, nous 

savons que pour ce genre d'éléments les conditions d'incompressibilité 

exprimées sur chaque triangle nous donnent trois équations indépendantes 

(voir Nagtegaal et al, [54 , 1974]). En utilisant deux de ces trois équations, 

on peut supprimer les deux degrés de liberté correspondant au noeud interne E, 

il nous restera donc une équation à faire vérifier sur chaque quadrilatéral. 

Nous supposons que notre domaine (£2) est discrétisé en bandes de N 

éléments quadrilatéraux, et que chaque bande joint une frontière de maillage 

à l'autre frontière (Fig, 12). 

file:///oariJe
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Fig. 13. Un élément quadrilatéral constitué de quatre triangles 
formés par un quadrilatéral et ses deux diagonales 

Deux bandes ainsi définies constituent un super-réseau. Nous allons 

éliminer à l'aide des 2N équations d'incompressibilité qui nous restent pour 

un super-réseau, les degrés de liberté des noeuds communs entre les deux 

bandes constituant un super-réseau. 

Considérons le super-réseau de la figure 14, il y a 2N+2 degrés de 

liberté associés à la ligne commune entre deux bandes tandis qu'il nous reste 

seulement 2N équations. De ces 2N équations nous pouvons facilement exprimer 

les vitesses des noeuds internes du super-réseau en fonction des vitesses 

des noeuds externes en utilisant 2N-2 équations d'incompressibilité. 

/ 
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n 

Fig. 14. Un super-réseau avec 4N+6 degrés de liberté 
(en considérant les vecteurs 1 ou 2 avec les autres) 

Les vitesses normales du premier et (N+l)ème noeud de la ligne commune 

de ce super-réseau ne sont pas indépendantes, en effet l'équation d'incom­

pressibilité sur chaque super-réseau s'écrit : 

div v diî (2-2-2-2.1) 

a 
qui nous donne : 

v. n. dr 

où Ü et r désignent la surface et la frontière du super-réseau, et n est le 

vecteur normal à r en chaque point. Donc les deux équations qui restent nous 

permettent de supprimer la vitesse normale d'un des noeuds 1er ou (N+l)ème 

de la ligne commune et la vitesse tangentielle de l'autre noeud. Ainsi il 

nous reste un super-réseau avec 4N+6 degrés de liberté que l'on a représenté 

sur la figure 14. 
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Une fois les équations d'incompressibilité satisfaites tous les 

degrés de liberté qui restent interviennent dans l'expression de la fonc­

tionnelle H(V) et il nous suffit pour minimiser cette fonctionnelle, d'an­

nuler sa dérivée partielle par rapport au vecteur des vitesses qui restent 

(pour p >1). 

Ainsi pour la structure Ü constituée des super-réseaux, on a h' • 3m 

conditions d'incompressibilité indépendantes (m est le nombre des quadrila­

tères) exprimées sous la forme : 

Dt-V-0 (2-2-2-2.3) 

où V est le vecteur des vitesses nodales de dimension h et D est une matrice 

de dimension [hxh']. Suivant la démarche indiquée au § II-l.l, on obtient 

V = E*Vf (voir la relation 1-1.3) où E est une matrice de dimension [h*(h-h')] . 

En considérant la relation (1-1.1) et (1-1.3), le problème à résoudre se 

ramène à : 

Trouver un vecteur V fSV tel que : 

H(V*) =Inf{H(Vj | W . e v } 
h h ' J 

H(VJ=-X 1 " P l S Í V ' E ' B E v / | P / 2 - V , CE 'Q (2-2-2-2.4) 
f P e-1 eL f e fJ f 

V - {Vf | Vf 6 E h _ h ' , V f i = Ui sur 7^} 

Posons E B E = B~ et E Q«Q. on aura : e e x x > 

H ( V J - - A 1 ~ P Y S [VÎB V J P / - V Q (2-2-2-2.5) 
f p S e f e f 1 x 

e e=l 

qui est équivalent au problème (if } en contraintes planes, il est donc rai­

sonnable d'employer la mime méthode pour résoudre ce problème. En suivant 

une démarche semblable à celle du § II—2—1—1, on obtient la formule de récur­

rence : 
rB*(V^).V^1 = Q-B(vj)-Vf 

i v
i + 1 = vi+1

 + v 
Vf Of Vf 
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Vff et V„- jouant les mêmes rôles que V et V (§ II-2-1), 
f of ° 3H(Vf) 

On continue l'itération jusqu'à ce que la 
3V, 

soit très faible, 

on obtient alors le vecteur Vf solution du problème (iT,' }, ensuite à l'aide 

de la relation V=E Vf toutes les composantes du vecteur V seront connues. 

Le temps nécessaire pour l'exécution de cette méthode est de l'ordre 

de deux fois le temps d'exécution du même problème sans conditions d'incom­

pressibilité (par exemple le problème en contraintes planes) (Needleman et 

Shih [57 , 1978]). Cette méthode semble être très économique par rapport aux 

autres méthodes déjà exposées. 

On a représenté l'ordinogramme de cette méthode sur la figure 15. 

Vp - wdeM/o CUA vitetUA ¿mtuni&A efJeAyÁíii ; vtèîR 

QefR Q,-. -LoiC£A rurthlvi 

"D •• sfitoiJMCe de/i c¿¿>\re/io fence- Ai. cbm&MitnM \Jh Xn J 

j £ > ° 

T 
I Jilboia* du. AT^XMMS^ Vp: 

E -
r-iDjrvD" 
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® 
t 

C «if.uJ JLU vcclcwu Q k m . : 

• 

• i 

-' 

• 

< , 

/. 

c-lJL 

< . 

M i k.J. J« c fc«W^ 1 U ^ A , U » ^ A . v„ç-1-. 

a*(V f
n). VoV- Fn ^> v.V1 

M 

M odU^odúm J«. I» -mJUiCL ^/ IvruA, Ll h*0^S»l<A 

•e>(^) -a'cvp-rA' 

(ZEEHJ 

Fig. 15. Ordinogranime de la méthode d'élimination des degrés 
de liberté abondants 

Le seul inconvénient de cette méthode est que l'on ne peut pas satisfaire 

entièrement les conditions aux limites sur les composantes de vitesses sup­

primées (V ) . 



- 76 -

3 . CALCUL DE LA CHARGE LIMITE (BORNE SUPERIEURE) POUR DES STRUC­

TURES BIDIMENSIONNELLES EN MATERIAU RIGIDE PLASTIQUE PARFAIT DE 

VON MISES . 

La s t r u c t u r e í íQR2 (en déformat ions p l a n e s ou en c o n t r a i n t e s p l a n e s ) 

c o n s t i t u é e d 'un maté r i au r i g i d e p l a s t i q u e p a r f a i t de Von Mises , homogène, 

e s t soumise à des charges T sur T e t f dans Ü. On cons idè re un processus 

de chargement p r o p o r t i o n n e l (à un paramèt re) c ' e s t - à - d i r e que l ' o n se donne 

un sous-espace F_ de l ' e s p a c e des chargements F={T sur r_,, r dans Ü] de 

dimension 1 : 

Fj, = {Q = XQ0 | A e n ; Q Q €F} 

et on se propose de calculer A , une borne supérieure de A tel que la 

charge AQ soit potentiellement supportable (AQ S K). 

On remplace le matériau de Von Mises par le matériau de Norton-Hoff 

sous jacent. D'après ce qu'on a vu au § 1-3-3 (Théorèmes 5 et 6) on défini 

un convexe Kp de fonction jauge G (Q) contenant le convexe K, de chargement 

potentiellement supportable par : 

V Q )-[-ïV" £ ( H (' )l' e VC.A. ,] l / q 

et on a : 

K= O K et K ,CK si K p ' < p 
p>l P P P 

Pour calculer la fonction jauge Q (Q) du convexe K , il nous faut 

donc résoudre le problème d'écoulement du matériau de Norton-Hoff, ce qui 

est déjà fait au § II-1, 

Nous utilisons la méthode dichotomique déjà utilisée par Delbecq et 

al [17, 1977]. Pour ce faire, on suit les étapes suivantes (voir Friaâ 

[27, 19791) : 
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Première étape : On part d'une valeur * m a x ^
0 assez grande pour la­

quelle on sait que la charge Q « X°Q0 n'est pas supportable et d'une valeur 

X . - 0. min X + X . X - X . | 
, , -. -. i max m m . max m m 

Deuxième étape : On calcule la valeur X» ^ et ÛÀ - x 

.si AX<e on arrête le processus et on prend Q l i m
= x Q 0

 o u X = X 

.si AX>e on passe à l'étape suivante. 

Troisième étape : En utilisant les méthodes numériques du § II-l, on 

résout le problème d'écoulement pour différentes valeurs de p : 

Pi = 2 > p 2 > ... >p >1 et on trouve S (Q) : (i-l,r) 

si S (Q)>1, Vi- 1» ••• >r> la charge XQ est non supportable, on pose 

X =« À et on retourne à la deuxième étape ; 
max 
.si Q (Q)<1, on pose X . = X et on retourne à la deuxième étape. 

Donc pour calculer X+ une borne supérieure de X nous avons l'ordino­

gramme suivant : 

'VTirûaxJté 

^ * ^ A « - W a Wj" TWV1 -***K*UOiJpj4t . 

)< •=: ( i « a * t ^ ) / 2 . 

/l*MirfB. — A r 

(STflP 

C j l o J . 4e/l „wu^t l í j i cXwa ti 

L ru t»'cd»ffri CUJ -f*»z. 

A M M = A 

Fig. 16. Ordinogramme de calcul d'une borne supérieure de la charge 
limite 
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Remarque 1 : Il faut noter que souvent à cause des différentes erreurs 

numériques intervenues dans la minimisation de la fonctionnelle H(V), le 

calcul du minimum n'est pas exacte, On a donc une certaine erreur ACp, tel 

que : 

[Cp(Q>] exa= M H ( V ) I VG \,j] ^ [Cp(Q)1 num 
oü l'indice "exa" désigne la valeur exacte et l'indice "num" désigne la valeur 

numériquement obtenue, donc 

[CP«>] exa-[%«>] - AC avec AC >0 
num p p 

La fonction jauge s'écrit donc : 

ce qui veut dire que quand g (Q) > 1, on est sûr que la charge Q£K est 

non supportable. Donc la charge limite obtenue par cette méthode constitue 

une borne supérieure de la charge limite exacte. 

En plus cette remarque indique que si avant de calculer le minimum de 

H(V), dans le processus de la minimisation, on obtient un Q (Q)> 1, on peut 
? 

être sûr que la charge Q n'est pas supportable et on n'est pas obligé alors 

de continuer le processus de la minimisation jusqu'à la fin. 

Remarque 2 : Pour un cas particulier, où toutes les charges 

Qg • {TQ sur r et fQ dans ti} varient proportionnellement à un paramètre A, 

et notre but est de calculer X , le minimum du X tel que l'on puisse dire 

que X TQ et X fg constitue un ensemble de chargement non supportable, on 

peut utiliser une nouvelle méthode. 

En effet la fonction jauge du K est une fonction positivement homogène 

en Q (voir § 1-3-3), on a ; 

3p(XQ0) - * Sp(Q0) *>0 
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Supposons que nous ayons calculé la fonction jauge du convexe K pour 

la charge Qn. Pour que la charge AQ soit non supportable il faut et il suf­

fit que 

soit 

S (AQQ)> 1 quand p -»• 1 

*9 (QJ> 1 quand p -• 1 

et le minimum de \ , est alors : 

x + = s p ~ k r q u a n d p ~ " l 

et donc A Q constitue une borne supérieure du convexe des chargements poten­

tiellement supportables. Grâce à cette remarque l'ordinogramme de la figure 16 

est modifié : 

& tv. : ixn. tvaAj>m<l)U h«u/v. -UnoU« h. w a 1. 

T ^ i , '• U. T»UrtU/JMt»v diu tl 

t>- = 2 

_£-_£-*]». 

( S T g p ) 

At*>hsfÛ4*AX; 

i* i 

9k^J 

I 

Fig. 17. Ordinogramme de calcul de la borne supérieure de la charge 
limite dans un processus de chargement radial 
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Dans cette méthode comme dans la méthode précédente il arrive qu'à 

cause des erreurs numériques on ne puisse pas calculer exactement le minimum 

de H(V), d'après la remarque 1, on a alors : 

[V"»»]—<[ f lp (Q» )] ̂ exa 
soit 

ce qui veut dire que l'on obtient une borne supérieure de X avec une préci­

sion souvent inconnue. 
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TROISIEME PARTIE 

.EXEMPLES NUMÉRIQUES : 

- PROBLÈME D'ÉCOULEMENT 

- ANALYSE LIMITE 
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INTRODUCTION 

Dans cette partie nous traitons quelques exemples utilisant les méthodes 

exposées dans la deuxième partie, et nous comparons les résultats obtenus 

avec ceux déjà existants dans la littérature. Nous avons choisi de traiter 

en particulier : 

Io) Deux problèmes intervenant en géophysique (collision himalayenne, évo­

lution des Pyrénées), pour lesquels on a obtenu des résultats intéressants en 

faisant un certain nombre d'hypothèses simplificatrices. 

2°) Le calcul en déformations planes des charges limites d'un bloc serré 

entre deux plateaux lisses, et d'un tube cylindrique soumis à une pression in­

terne. Nos résultats correspondent aux charges limites exactes obtenues par 

les calculs élastoplas tiques. 

3°) Le calcul en déformation plane des charges limites d'un bloc serré entre 

deux plateaux rugueux. On obtient des charges limites qui dépendent du rapport 

des dimensions du bloc, ce qui vérifie les calculs plastiques fait par Salençon 

[75 , 1978] . 

4°) Le problème des charges limites d'une plaque rectangulaire trouée en 

contrainte plane. On obtient des charges limites qui sont en très bon accord 

avec les résultats expérimentaux récemment trouvés par BEN SOUISSI et FRIAA 

[ 6 , 1981]. Cela montre que notre méthode est très satisfaisante pour les pro­

blèmes de contraintes planes. 

5°) Le problème de stabilité d'une fouille verticale. 

6°) D'autres problèmes de charges limites en déformation ou en contrainte 

plane. 

En général on peut dire que : 

Pour les problèmes en déformation plane, nous avons obtenu des bornes 

supérieures des charges limites avec un écart plus grand qu'en contrainte 

plane. Cela est probablement dû aux difficultés d'ordre numérique provenant 
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des conditions d'incompressibilité. En contrainte plane, nos résultats sont 

en tris bon accord avec les résultats expérimentaux ou ceux obtenus par les 

méthodes classiques. 

1, CALCUL DU CHAMP DE VITESSES DU CONTINENT D'ASIE, SOUMIS AU 

POINÇON INDIEN 

Des observations géophysiques et géologiques ont montré que la collision 

himalayenne s'effectue sur environ 2000 Km et à une vitesse d'environ 5cm/an 

(Friaâ [ 27,1979] et Daignières et al [15, 1978] ou [16,1980]). 

Dans ces articles on a étudié la collision himalayenne, en faisant les 

hypothèses suivantes ; pour estimer le champ de vitesses de déplacement dans 

la plaque d'Asie : 

hl - La plaque d'Asie est en matériau de Norton-Hoff avec p= 1,33. 

h2 - Le poinçon (Inde) est rigide et lisse. 

h3 - On ne tient pas compte de la courbure de la terre. 

h4 - On néglige les effets de la pesanteur devant les effets de poinçon­

nement. 

h5 - On assimile la plaque Asie à une plaque rectangulaire OCDE (Fig. 1). 

h6 - Les conditions aux limites sont : 

. sur OE : v = v "0 
x y 

. sur OA, BC et CD : T - T =0 
x y 

. sur ED : v = T =0 
y x 

. sur AB : v = 5cm/an ; T » 0 
y x 

h7 - L'épaisseur de la plaque est constante et égale à 90 Km 

h8 - Le problème est en contraintes planes. 
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s 
X 

i*f»w~, i'WMt»*,/,</W^/*V/'//»/MMsrAr*^^^ 

• O Î 
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AXu-a. S C»v/*<rt 

Ä32 •a/"/'/M 55 

INDE 

S* 

I 2000 K»i. I 200O Km. 1 ¿ooo Kl». 

Fig. 1 . Plaque Asie sous poinçon Inde 

On a utilisé l'algorithme de minimisation décrit au § II-2-1, pour 

résoudre ce problème. 

Il est clair que le champ de vitesses est indépendant du X et du k du 

matériau de Norton-Hoff, on a donc pris X = k= 1. 

Les résultats obtenus sont représentés sur les figures 2, 3, 4 et 5. 

Les lignes de niveau des vitesses de déplacement vertical sont obtenues à 

partir de la condition d'incompressibilité comme on l'a déjà indiqué. 

Pour les vitesses horizontales (dans le plan moyen de la plaque), on 

constate un mouvement d'ensemble vers le Nord au voisinage du poinçon, lais­

sant un blöc rigide à l'Ouest et ayant une composante Ouest-Est, qui corres­

pondrait à un décrochement dextre au Sud du Tibet. Au fur et à mesure que 

l'on s'éloigne du poinçon, le mouvement tourne, prenant une direction Ouest-

Est. 

L'ordre de grandeur de la vitesse horizontale du bloc situé au-dessus 

du poinçon est de 3cm/an ce qui est compatible avec les résultats paléomagné-
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tiques. Pour la vitesse verticale, on constate un épaississement au voisinage 

immédiat du poinçon d'environ lmm/an, ce qui est de l'ordre de grandeur de la 

vitesse de surrection de la chaîne himalayenne et concorde assez bien avec 

l'épaississement crustal observé (40 Km en 40 millions d'années). 

La vitesse d'épaississement décroît au fur et à mesure que l'on s'éloigne 

du poinçon. On remarque toutefois une région où elle reste supérieure à 0,3 mm/an 

que l'on peut assimiler au plateau du Tibet et deux régions aux bordures Nord-

Est et Sud-Est de la plaque où il y a amincissement que l'on peut rapprocher 

des régions où l'extension se manifeste : le Shansi et le Yunnan (en Chine). La 

vitesse d'épaississement négative dans la région Sud-Ouest qui n'existe pas en 

réalité est probablement due aux conditions aux limites au point 0. 

En définitive, on note que malgré les hypothèses simplificatrices, le 

modèle retenu pour représenter un phénomène à priori complexe a conduit à des 

résultats assez satisfaisants dans une première approche (Friaâ [27 ,1979]). 

• s — 

l - / / / S* ^ S" • . 

i . ; I I f / / S S- . 

, I I I I / / / S. 

, , / / / / / / / 

/ / 

Fig. 2. Champ de vitesses dans le plan moyen de la plaque, 
en contrainte plane DL = 241 (d'après Daignières et al [ 15, 19781) 
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H H H >1mm/an //////// 1"im/an> >0,3mm/an N N ^ ° . 3 * >0,1mm/an 

0,1mm/an > > -2,10" mm/an •"•".'.'•! "2,10' mm/an > 0 

Fig. 3, Surrection de la surface de la plaque, en contrainte plane 
(d'après Daignières et al [15, 1978]) 

Fig. 4. Champ de vitesses dans le plan moyen de la plaque, en contrainte 
DL = 69 (d'après Frémond [20 , 19791) 
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Fig. 5. Vitesses de surrectioii du plan supérieur de la plaque, 
en contrainte plane, DL = 69 (d'après Frémond [20,1979]). 

Nous avons résolu le même problème mais en déformation plane, en prenant 

les hypothèses hl à h7. L'algorithme employé est celui d'inversion de matrice 

(point fixe), indiqué au §11-2-2-1-4. Les conditions d'incompressibilité sont 

satisfaites en moyenne sur deux éléments triangulaires voisins et le test d'ar­

rêt est porté sur la II grad £(V,M)II < e, avec e= 10 . Les champs de vitesses 

obtenus sont représentés sur les figures 6 et 8. On note que dans le cas de 

déformation plane, les vitesses horizontales, en particulier sur la partie 

droite de la plaque sont plus importantes, cela paraît normal pour respecter 

la condition d'incompressibilité. On peut dire que contrairement à la défor­

mation plane, dans le cas des contraintes planes, le matériau peut s'échapper 

dans la direction verticale pour respecter cette condition d'incompressibilité. 

Pour comparer les deux cas de déformation et contrainte plane, on peut 

se référer aux figures 4 et 6 qui ont le mime maillage. Pour apprécier la pré­

cision de la méthode d'inversion de matrice (point fixe), le champ de vitesses 

est représenté pour un maillage plus fin (Fig, 7 et 8) ; on peut noter qu'il 

n'y a pas de grandes différences entre les champs de vitesses des figures 6 et 8. 
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Fig. 6. Champ de vitesses de la plaque Asie, 
en déformation plane (DL=37) 

Fig. 7. Un maillage de la plaque Asie avec 
144 éléments et 80 degrés de liberté 

l 

/. y. 

/ / s 
I / / 

'Al F i g . 8. Champ de v i t e s s e s de l a plaque A s i e , 
en déformation p lane (DL = 80) 
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En réalité ces deux problèmes montrent que l'on pourrait résoudre les 

problèmes de géophysique (la théorie de la tectonique des plaques, et les mou­

vements des plaques lithosphériques par rapport aux autres) pour trouver un 

champ de vitesses de déplacement dans les plaques en utilisant le matériau de 

Norton-Hoff, et probablement on pourrait trouver ainsi des zones où la varia­

tion des vitesses de déplacement sont assez importantes qui correspondent aux 

zones ou des failles se produisent. Dans ce cas, on peut retrouver avec une 

certaine précision les zones où il y a un danger de séisme provenant du mouve­

ment relatif des plaques. Il faut indiquer que ce n'est pas encore une théorie 

prévisionnelle car on ne connaît pas le mécanisme exact des séismes ainsi que 

les données du problème. 

On peut aussi introduire le temps dans nos calculs et dans ce cas on peut 

prévoir la forme des plaques continentales après un certain nombre d'années par 

un calcul incrémental. 

2. EVOLUTION DES PYRENEES 

Les résultats géophysiques ont révélé que l'évolution des Pyrénées est 

due au rapprochement de l'Espagne vers la France avec une vitesse de l'ordre 

de 3cm/an. En supposant que le matériau constituant la croûte terrestre est 

incompressible, ce rapprochement produit un épaississement de la croûte dans 

la zone des Pyrénées avec une vitesse de surrection de la surface supérieure 

de l'ordre de 1/3 de la vitesse d'enfoncement de la surface inférieure. Ce 

résultat a été obtenu par des essais locaux (Daignières [14, 1980]). Des ob­

servations montrent qu'il y a beaucoup de failles verticales avec une surface 

parallèle à l'axe de la chaîne des montagnes du coté de la France, en plus, 

la pente des montagnes côté France est plus inclinée que du côté Espagne 

(Fig. 9). 
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En considérant que la longueur de la chaîne des Pyrénées est assez 

grande par rapport aux dimensions de la coupe transversale, on peut supposer 

que la déformation de la section loin des extrémités de la chaîne est en état 

de déformation plane. Nous cherchons un modèle simple représentant le mieux, 

l'évolution de ces montagnes. 

.ESPRGUE FRftNCE. 

Crol-ti lerrc5\. 

-< 

••estre 

} M« 

•railles vert í ta l íS 

Fig, 9. Coupe transversale des Pyrénées 

Nous faisons les hypothèses suivantes : 

hl - La loi de comportement du matériau constituant le corps des mon­

tagnes (la croûte terrestre) est une'loi de type Norton-Hoff. 

h2 - On ne tient pas compte de la variation des paramètres (k,X,p) 

de la loi de Norton-Hoff en fonction de la température, elle-même fonction 

de la profondeur. On a pris X = 1 Pa/sec et p= 1,33. 

h3 - Le contact entre les faces de la faille verticale au pied des mon­

tagnes du côté de la France est sans frottement. On peut alors considérer que 

le côté droit (Fig. 9) est assimilable à un poinçon lisse et rigide. 

h4 - On néglige la courbure de la terre. 

h5 - On assimile la coupe transversale des montagnes à une plaque rec­

tangulaire OABC, représentée sur la figure 10. 
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h6 - Les conditions aux limites sont : 

. sur OA : Tx = 0 ; T y»RV y + F ; en effet l'influence du magma 

se traduit par une pression constante d'intensité F(Pa) et une série des res­

sorts visqueux avec la loi de comportement a = R V et a. . - 0 pour les autres 

indices oü R est la viscosité des ressorts en N.sec/m3. 

. sur AB : T = 0, v - - 3cm/an 
y x 

. sur BC : T = T =0 
x y 

. sur OC : V = V =0 
x y 

h7 - Etat de déformation plane : ê = ê • ê =0 
zz xz yz 

h8 - La densité des forces volumiques est constante (?= -30 KN/m3) 

h9 - On considère deux points D et E au milieu de BC et OA. Les compo­

santes verticales des vitesses de ces deux points sont notées v, et v . Nous 
h b 

supposons que v./v. = - 3. 
b h 

2,00 K»-

1 V{, 

{ . - 3 0 KM/m' 

]i\ vi m util ira 
F-1 

R=9 

Fi§- 10- Modèle choisi pour la coupe transversale des Pyrénées 

Le problème posé consiste a trouver des valeurs de k, F et R tels que 

le rapport V ^ soit égal à -3. On sait que l'ordre de grandeur de k est 

environ lOnPa (Gœ tze et Brace [33, 19,72]). 
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Nous utilisons l'algorithme décrit au §11-2-2-1-4 pour résoudre ce pro­

blème. Il faut noter que la condition aux limites utilisant des ressorts vis­

queux nous oblige de modifier la fonctionnelle H(v) (§ II-2), elle aura la 

forme (r est la partie de la frontière de fi où les forces T sont imposées 

et r„ la partie où il y a des ressorts) : 

H(v) -± X1_P f kP(ê. .£. .)P/2dfi - I T.v. dr -
ij iJ i i 

f. v. dn + -r-
, 1 1 2 

Rv2dr 

ce qui nous donne après la d i s c r é t i s a t i on (§ II-2) 

m 
H ( V ) 4 x l " P I S (VÜB V ) P / 2 - Q S + I V^V 

e-1 

où la matrice K e s t t r id iagonale , symétrique, définie pos i t ive . 

Pour minimiser la fonctionnelle H(V), annulons sa dérivée (voir § I I ) 

3H(V) 

av •=B(V).V-Q + KV. 

En ajoutant à la matrice B(V) la matrice K, on obtient la nouvelle 

matrice de rigidité. On a pris un maillage de la surface OABC (Fig. 11) avec 

peu d'éléments pour faciliter les calculs. 

* X. 

10 N. 

^ X 11 

« X. 

>v «S 

1< \ > 

Fig. 11. Maillage du problème d'évolution des Pyrénées 

Nous avons d'abord pris la rigidité des ressorts R = 0 et nous avons 

fait varier l'intensité de la force F et le paramètre k du matériau de Norton-

Hoff, Une partie des résultats obtenus sont indiqués dans le tableau suivant ; 
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TABLEAU OES VITESSES OES NOEUDS O ET E POUR DIFFERENTES 
COMHINAISONS DE K ET F (B=0.) 

K 
(PA.) 

I F 
I (PA.) 
-I 

I VH 
I (M./SEC.) 

•I 

I VB 
I (M./SEC.) 
-I 
i+o.84ie-09 
-i 
I-0.750E-11 

VB/VH I 
I 
1 

•0.725 I 
1 

-0.002 I 
1 

•5.00* I 
1 

•2.103 I 
1 

• 0.77«» I 
1 

•0.399 I 
1 

-0.392 I 
1 

-6.108 I 
1 

•7.020 I 
1 

•0.141 I 
1 

-0.301 I 
1 

•1.40a I 
1 

-2.857 I 
1 

-0.565 I 
1 

-1.097 I 
1 

-1.259 I 

I 5.34E+09 
I 
I 3.00E+09 

7.07E+1O I-
I 1.69E+09 
I 
I 9.48E+08 

•IT 

1 + 0. 
- I — . 

1*0. 
-I... 

1-0, 
- I — 

1-0, 
- I — 

1*0, 
-I — 
1 + 0, 

- I — 

1 + 0, 
- I — . 

1*0. 

116E-08 

374E-09 

.950E-10 

.329E-09 

I-Ö.480E-10 
-I 
I-0.692E-09 

I 9.48E+09 
I 
I 5.34E+09 

1.26E»U I 3.00E + 09 

I 1.69E+09 
I 
I 9.48E+08 

139E-08 

601E-09 

I+0.108E-08 
•I 
I+0.240E-09 

277E-09 

544E-10 

I - 0 . 1 0 9 E - 0 9 
-I 

I - 0 . 3 3 2 E - 0 9 

1 - 0 . 
• I — 

I«-0, 

1*0. 
- I „ . 

1*0. 

- I — 

- I — . 
1 + 0 . 

- I — . 

1*0, 

1*0. 

6Ï5E-10 

«40E-09 

I - 0 . 4 4 6 E - 0 9 
-I 

I+U.621E-10 
•I 

I - 0 . 8 9 1 E - 1 0 
-I 

I - 0 . 2 2 6 E - 0 9 
- I — 

I 9 . 4 8 E + 0 9 
I 
I 5 . 3 4 E + 0 9 

3 . 9 7 E 0 1 I 
I 1 . 69E+09 
I 
I 3 . 0 0 E + 0 7 

.296E-09 

.161E-09 

101E-09 

247E-09 

I-0.287E-09 
-I 
I-0.140E-09 I 9.48E+09 

I 
1.26E*12 I 1.69F+09 

I 
I 3.00E+07 

185E-09 

172E-09 

I-0.203E-09 
•I 
I-0.216E-09 

Nous avons représente sur la figure 12, les lignes de niveaux pour les 

rapports v./v, . 

Cette figure présente trois zones : 

zone 1 : située au-dessus de la ligne de niveau zéro, où le rapport 

de v /v >0 et v >0, v,_>0. Pour les combinaisons de k et F se trouvant dans 
b h b h 

cette zone, les deux points D et E ont tendance à se déplacer vers le haut. 

. zone 2 : située au-dessous de la ligne de niveau zéro et à droite 

de la ligne de niveau ±». Pour les k et F se trouvant dans cette zone, le 

point D se déplace vers le haut (vh>0) et le point E se déplace vers le 

bas (v, < 0) . 
D 

. zone 3 : située à gauche de la ligne de niveau ±°°, où v h<0 et 

v < 0 . Tous les deux points D et E se déplacent vers le bas. 
b 
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( Pa.) 10 

Fig. 12, Les lignes de niveau de v,/v, pour R = 0 
b h 

Dans la zone 1, l'intensité des forces F est prépondérante et l'ensemble 

de la structure se déplace vers le haut. Sur la ligne de niveau zéro, les 

forces volumiques ? et les forces F sont telles que le déplacement du point E 

est nul (vb = 0). Dans la zone 3, la rigidité de la structure (qui dépend de k) 

est faible, et la force F est insuffisante pour soulever la structure. Les 
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forces f sont donc prépondérantes et la structure se déplace vers le bas 

(vb<0 ; v h<0). 

On voit sur la figure 12, que pour 3* 1011 < k < 8x1o1 xPa et pour les 

F<3X10 Pa le rapport de v,/v. reste presque constant. Nous avons choisi pour 

k, 3,97x1o1 ̂ a et nous avons fait varier R et F, Une partie des résultats ob­

tenus sont notés dans le tableau suivant : 

TABLEAU OES VITESSES DES POINTS D ET E POUR DIFFERENTES C 
COMBINAISONS OE F ET R ( K = 3 . 9 7 E * 1 1 P A . ) 

C N . » S E C . ) / 
( M . « * 3 ) 

2 . 0 0 E + 1 6 

2 . 0 0 E + 1 7 

2 . 0 0 E + 1 8 

F 
( P A . ) 

I VH 
I ( M . / S E C . ) 
I 

•I 

I VB 
I ( M . / S E C . ) 
I 

•I 

I V5/VH I 
I I 
I I 

•I-
1 . 0 0 E + 0 8 

2.00E-I -08 

1 + 0 

1*0 

. 8 5 1 4 E - 1 0 

. 8 8 7 5 E - 1 0 

•I 
I - 0 . 3 0 2 3 E - 0 9 

•I 
I - 0 . 2 9 8 7 E - 0 9 

•I 

1-3 .551 I 
•I I 
1 -3 .3bb I 

• I -
1.00E+09 

2.00E+09 

1 + 0. 

1 + 0. 
• I — . 

1 1 7 9 E - 0 9 

1 5 4 5 E - 0 9 

•I 
I - 0 . 2 6 9 8 E - 0 9 

•I 
I - 0 . 2 3 3 1 E - 0 9 

•I 

1 -2 .288 I 
•I 1 
1 -1 .509 I 

•I I 
1 . 0 0 E + 0 8 

2 . 0 0 E + 0 8 

1 + 0 

1 + 0 
• I — 

•8722E-10 

. 9 0 8 1 E - 1 0 

I - 0 . 3 0 0 2 E - 0 9 
• I 
I - 0 . 2 9 6 7 E - 0 9 

• I 

1-3 .442 I 
-I 1 
1-3 .267 I 

1 . 0 0 E + 0 9 

2 . 0 0 E * 0 9 

1+0 
•I — 
1 + 0 

- I - . , 

1 1 9 7 E - 0 9 

1 5 6 1 E - 0 9 

I - 0 . 2 6 8 0 E - 0 9 
• I 
I - 0 . 2 3 1 6 E - 0 9 

1 . 0 0 E + 0 8 

2 . 0 0 E + 0 8 

1 + 0. 

1*0. 
• I — . 

1 0 6 4 E - 0 9 

1 0 9 7 E - 0 9 

•I 
I - 0 . 2 8 1 3 E - O 9 

•I 
I - 0 . 2 7 7 9 E - 0 9 

1 . 0 0 E + 0 9 

2 . 0 0 E * 0 9 

1 + 0, 
•I — 
1 + 0. 

1 3 6 5 E - 0 9 

1 7 0 1 E - 0 9 

I - 0 . 2 5 1 2 E - 0 9 
•I 
I - 0 . 2 l 7 « E - 0 9 

1 -2 .239 I 
•I - I 
1 -1 .480 I 

•I - I 
1 -2 .64« J 

•I - I 
1 -2 .533 I 

-I I 
1 -1 .840 I 

-I 1 
1 -1 .278 I 

Ces résultats sont représentés sur la figure 13 où les rapports de 

v,/v, sont comparés avec -3, Ce qui donne : 

- si R=2*1016N sec/m3 et F = 4,2xl08 Pa, on obtient : v, /v, = - 3 . 
b ' h 

*17 - s i R = 2 x l 0 i 7 N sec/mJ e t F = 3,7xlOöPa, on a : v , / v = - 3 . 
b n 

On voit qu'il y a plusieurs possibilités de combinaison de (F,k et R) 

tel que vb/vh= -3. En plus quand k - 3,97x lÜ
11Pa, 2xl016< R< 2x1o18N.sec/m3 

et lxlo8 < F< 2x ld9i Pa la différence v -v reste constante, de valeur moyenne 

de 0,3876xlo-9 , ce qui nous permet de calculer v, et v, . On trouve : 
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R-*2*10 "*̂  

v - + 9,6896xlO-11m/sec = 0,305 cm/an 
h 

v = - 2,9O69xlO~10m/sec= -0,917 cm/an. 
b 

% —^ 8 
¿3 F (Pa.) 

Fig. 13. Les variations de vb/vh pour k=3,97 10
uPa, F et R varient. 

Pour k = 3,97x1o1 ̂ a , R=2*10I6N sec/m3 et F = 4,2*l08Pa (un des choix finaux 

possibles) on a obtenu des champs de vitesses représentés sur les figures 14 

et 15. 
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F i g . 14. Champ de v i t e s s e s de déplacement des Pyrénées 

k - 3 , 9 7 * l O n P a . ; R=2*101 6N sec/m3 ; F=»4,2*108Pa 

DL »35 ; v - - 0,2908* 10 - 9 m/sec ; v, = + 0,9673x1o"1 °m/sec. 
b n 

v , / v = - 3,006 ; v, -v, = 0,38 75*10" 9m/ s e c . 
b h n D 

Fig . 15. Champ de v i t e s s e de déplacement des Pyrénées , pour 

k = 3 , 9 7 * l O n P a ; R=2*101 6N sec/m3 ; F = 4,2*108Pa, 

DL =80 : v,. « - 0 , 3 0 5 5 I0 _ 9 m/sec ; v„ • + 0,7974* 10"1 °m/sec 
b h 

v./v. - -3 ,831 et v . - v = 0,3852* 10" V s e c o n n b 
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On a obtenu pour ce cho ix , v - v = 1,223 cm/an qui p r é s e n t e l a v i t e s s e 

d ' épa i s s i s s emen t de l a c roûte t e r r e s t r e . On o b t i e n t donc pour ces montagnes, 

un âge de l ' o r d r e de 1,3 m i l l i o n s d 'années (1 ,3*10 6 x l ,223 cm = 16 km). 

L'enfoncement du po in t B de l a F ig . 15, qui n ' e x i s t e pas en r é a l i t é 

e s t dû aux cond i t ions aux l i m i t e s sur AB. Dans l a r é a l i t é i l e x i s t e un c e r t a i n 

f ro t tement sur c e t t e face AB. Le poinçon n ' e s t donc pas complètement l i s s e . 

Les v i t e s s e s v e r t i c a l e s sur AB sont donc i r r é a l i s t e s . Cependant l a forme du 

soulèvement de la s u r f a c e CD e s t en bon accord avec l e soulèvement r e p r é s e n t é 

sur l a f i g u r e 9. 

En d é f i n i t i v e , on note que malgré l e s hypothèses s i m p l i f i c a t r i c e s e t 

l e peu de connaissance sur l e s paramètres k , F e t R e t l e modèle r e t e n u , on 

a obtenu des r é s u l t a t s s a t i s f a i s a n t s dans une première approche. 

3 . CALCUL EN DEFORMATION PLANE DE LA CHARGE LIMITE D'UN BLOC DE 

MATERIAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE SERRE ENTRE 

DEUX PLATEAUX RIGIDES ET LISSES : 

Ce b loc de dimension 2hx2b e s t soumis aux charges 2aQ e t - 2aQ e t e s t 

r e p r é s e n t é sur l a f i g u r e 16. 

F ig . 16. Bloc r e c t a n g u l a i r e en déformat ion p l a n e , s e r r é 
e n t r e deux p l a t e a u x r i g i d e s e t l i s s e s 
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On néglige les forces volumiques et pour des raisons évidentes de symé­

trie on considère le quart de bloc, OABC avec Í2 = {(x,y) | 0<x<a et 0<y<h}. 

Les conditions aux limites sont : 

- su r OA : vT = T = 0 - su r AB : T = 
7 x x 

3v ra 
- su r BC : - r - ^ = 0 ; T - 0 e t 

3x x 

- su r OC : v = T = 0 . x y 

T dx = aQ 
0 y 

T = 0 
y 

Rappelons que ce problème a été déjà résolu analytiquement au § 1-4-1 et 

M la charge limite est i TT 11* = 2 où k est la résistance au cisaillement du 

matériau de Von Mises. 

Pour résoudre ce problème, nous remplaçons le matériau de Von Mises par 

le matériau de Norton-Hoff sous-jacent, et nous utilisons les quatre algorithmes 

suivants : 

Io) Méthode d'Uzawa (§ II-2-2-1-1) 

2°) Méthode d'Arrow-Hurwicz (§ II-2-2-1-3) 

3°) Méthode de point fixe (§ II-2-2-1-4) 

4°) Méthode des super-réseaux (§ II-2-2-2-2), 

Nous prenons a = 2 ; h= 1 ; A » 1 dans nos calculs. Notons que pour diffé­

rentes valeurs des a et h, on obtient toujours la même charge limite, résultat 

que nous avons prouvé par nos calculs analytiques mais aussi numériques, 

3.1. METHODE D'UZAWA 

Comme on a vu au § II—2—2—1—1, il nous faut choisir un paramètre de 

montée (p) afin que cette méthode soit convergente. On peut démontrer facile­

ment que ce paramètre est indépendant du vecteur Q, vecteur des forces nodales 

mais par contre il dépend du p et de la structure iî. Dans la suite nous allons 

chercher pour un maillage donné le p optimal en fonction de p. Ensuite pour 

un p fixé, la variation de ce P optimal sera donnée en fonction du degré de 

liberté. Enfin les charges limites pour ce problème seront calculées. 
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3.1.1. Relation entre P . et p 
opt — 

Considérons le maillage de la figure 17 avec 3 degrés de liberté. Pour 

p et p donnes, nous calculons le nombre d'itérations nécessaires pour que 

la norme de VJC (V,M) soit inférieure à 10'"3 . 

¿t. s 2,,oo 

v/ze#z^¿i^j///Z&¿&z¿s&!&. 
c ZJ2. 

o jfihju/àh/w'%**» 

Fig. 17. Quart du bloc avec trois degrés de liberté 

( Il VJC (V,M) Il < 10~3 

Test d'arrêt 
n> 15 dans M _,_, -M + p 

n+1 n 

9JC(V,M ) 
n 

3M 

Les résultats obtenus sont représentés sur les figures 18 et 19 ainsi 

que dans le tableau suivant : 

RELATION ENTRE RCMOPT.) , P ET LE TEMPS DE CALCUL 

P I ROCOPT.) I NOMBRE 0 I TEMPS DE II NOMBRE D ITER 
I I ITERATION I CALCUL II -ATIONS SUR M 
I I SUR M POURI SUR IRIS II AVEC 
I I CALCULER I -80 II 1 
I I R0C0PT.) I (MINUTES)II R0(0PT)I R0=.25 
1 1 1 n 1 

2.0 I O.250 I 283 I 0.31 II 3 1 3 
1 1 1 il 1 

1.9 I 0.241 I 27b I 2.50 II 3 l a 
1 1 1 il > 1 

1.8 I 0.230 I 28b I 3.75 II 4 1 5 
1 1 1 n 1 

1.7 I 0.219 I 303 I 5.b4 II 4 1 7 
1 1 1 il 1 

1.6 I 0.198 I 305 I 7.60 II 4 1 9 
1 1 1 n 1 

1.5 I 0.180 I 205 I 9.72 II 5 I 2b 
1 1 1 il 1 

1.251 0.052 I 289 I 20.27 II 9 I 39 
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, X n J U d'itiîuA'«Tva 

>/,of 

Fig. 18. Recherche de P pour les différents p 

o,Z50 

o,«o 

o( z.oo 

«,<J0 

o,140 

0,f<iO 

0,1 oo 

9,080 

0,0 (.0 

o o i o 

V 1,1 i,« y. t.s i,b t,i i,t i,? 2,o — f l 

Fig. 19. Relation entre P ^ et p, 
— e opt 

On voit sur la figure 19 que le p est une fonction croissante de p. 

L'expérience numérique a montré que pour nos calculs, nous pouvons utiliser 

à la place de p (p) qui varie avec p, un p constant (p pour p = 2 ) sans 
opt opt 

le modifier pour les différents p. Il est clair que dans ce cas on sera obligé 
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de faire, pour obtenir le point-selle, plus d'itérations que pour p (p). 

Mais ce nombre d'itération en plus sera largement compensé par le nombre d'i­

térations nécessaires pour trouver le p en fonction de p car, quand p est 

voisin de 1, le nombre d'itérations nécessaires pour trouver le P est plus 

important (voir le tableau ci-dessus) que si p est égal à 2. Par exemple, 

pour trouver un P de p=l,25, nous avons fait 289 itérations tandis que, 

si nous utilisons p = 0,25 (p _ de p • 2) il nous faut 39 itérations au lieu 
opt 

de 9 pour arriver au point-selle. 

3-1-2. Relation entre p et le nombre de degré de liberté 
opt 

Pour p fixé (p = 2) , nous avons considéré différents maillages de la 

structure. Nous avons trouvé ainsi P en fonction du nombre de degré de 
opt 

liberté. Les résultats sont indiqués sur le tableau suivant et la figure 20 

qui représente une approximation linéaire de ces résultats. 

3-1-3. La charge limite 

a o Nous avons mis des ressorts avec k = 0 et k = 10 • entre les noeuds qui 
x y n 

sont en contact avec le poinçon (les noeuds de côté BC - Fig. 16) pour res­

pecter la condition à la limite sur BC, L'algorithme utilisé est représenté 

sur la figure 6 de la partie II. Le test d'arrêt est II VJC II < 10~3 et la charge 

limite est calculée avec 0,5% de précision relative. On a obtenu : 

\f\,. - 2,005±0,011. \k/lim 

Il faut noter que ce résultat était indépendant du nombre de degrés de liberté. 
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RELATION ENTRE ROtOPT.) ET DEGRES DE LIBERTE POUR P=2. 

I NOMBRE OES I SOMBRE DES I OEGRE DE I ROÍOPT.) 1 
I ELEMENTS I NOEUDS I LIBERTE I I 

I 2 1 4 I 3 I 0 . 2 5 I 

I a l 5 I a I 0 . 2 5 I 

I a i 6 I 5 I 0 . 5 0 I 

I S I 9 I 8 I 1 . 0 0 I 

I 50 I 3b I 35 I 6 . 5 5 I 

I 128 I 81 I 80 I 1 5 . 6 0 I 

D.L 

Fig. 20. Relation entre p et le nombre de degrés de liberté (p = 2) 

3.2. METHODE D'INVERSION DE MATRICE (ARROW-HURWICZ - §11 2-2-1-3) 

Nous avons vu que cette méthode ne converge pas, dans-le cas général 

(§ II-2-2-1-3). Mais il faut noter qu'elle a convergé pour le problème de 

bloc entre deux plateaux rigides et lisses. Ceci dû au fait que le paramètre 

PQ défini au § II-2-2-1-3 est peu important dans ce problème. Avec les mêmes 

données du cas de la méthode d'Uzawa (X - 1, k- 1, a = 2, h=l) nous avons trou­

vé pour la charge limite 

lim= 1> 9 9 4 ± 0»0 10' Ö 
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3.3. METHODE D'INVERSION DE MATRICE (POINT FIXE - § II-2-2-1-4) : 

Nous avons obtenu pour la charge limite : 

(fjlim- 1.994 ±0,010. 

3.4. METHODE DES SUPER-RESEAUX (§ II-2-2-2-2) 

En utilisant cette méthode, nous avons obtenu : 

(£)lim
=1'994±0'010> 

et comme pour les autres méthodes la charge limite était indépendante du nom­

bre de degrés de liberté et des dimensions (a et h) du bloc. 

3.5. COMPARAISON DES METHODES UTILISEES 

Pour cette comparaison nous avons pris un maillage de 8 éléments et 8 

noeuds avec les degrés de liberté indiqués sur le tableau suivant ainsi que 

le temps de calcul et la place de mémoire occupée sur IRIS 80 : 

TABLEAU DE TEHOS DE CALCUL ET LA PLACE DE MEMOIRE 
POUR LES DIFFERENTES METHODES UTILISEES 

I I DEGRE DE I TEMPS DE I PLACE DE 
I LA METHODE UTILISEE I LIBERTE I CALCUL I MEMOIRE 
I I I (MINUTES) I 
I-
I I RECHERCH RO(OPT.)I 6 I 1 . 4 3 1 I 978 
I UZAWAI 1 1 1 a . 2 3 1 
I I CAL. CHARGE LIM.I 6 I 2.801 I 978 

I I I I 
I INVERSION(ARR0h-HURWICZ)I 6 I 2.85 I 123a 
I I I I 
I INVERSION (POINT FIX)I 6 I 3.3b I 1234 
I I I I 
I CHAMPS DES VIT.INCOMPRE.I 4 I 2.39 I 87a 

On voit donc que le classement par temps de calcul croissant donne : 

- La méthode des super-réseaux incompressibles ; 

- La méthode d'inversion de matrice (Arrow-Hurwicz) ; 

- La méthode d'inversion de matrice (point fixe) ; 

- La méthode d'Uzawa, 

Sur les figures 21 et 22 on a représenté les résultats en vitesses 
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et en contraintes principales, on voit bien que les contraintes principales 

(en traction) sont toutes dirigées dans la direction de la charge appliquée, 

ce qui est déjà obtenu eu § 1-4-1. 

La charge limite est très proche de : 

flail 2,00 
k y lim 

obtenue au § 1-4-1 et aussi par Turgeman [80 ,1976] et Salençon [75 , 1978] qui 

ont utilisé les méthodes classiques. 

.•^....S=.....\....;-x....:vI 

.\i..::\L.'^. 
:\j"::l 

\L^.::i::l 

BLOC " E C T A X C U L M B EirTBC OCUI PU>TëMII LISSES El* TRACTION BLOC RecTA*CU.MR eWRE £*UÏ P L A T E A U I LISSES EN TRACTKW 

Fig. 21. Champ de contraintes princi- Fig. 22. Champ de vitesses de déplacement 
pales (à une constante près) 
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4 . CALCUL EN DEFORMATION PLANE DE LA CHARGE LIMITE D'UN BLOC DE 

MATERIAU DE VON MISES DE SECTION RECTANGULAIRE SERRE ENTRE 

DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX 

Ce b l o c de dimension 2h*2b r e p r é s e n t é sur l a f i g u r e 23 e s t soumis aux 

charges 2aQ e t -2aQ pa r l ' i n t e r m é d i a i r e des p l a t e a u x r i g i d e s e t rugueux. 

Pour des r a i s o n s év iden tes de symét r ie nous considérons un quar t de 

b loc (OABC - F ig . 23) avec l e s c o n d i t i o n s aux l i m i t e s : 

su r OA : v = T = 0 
y x 

3v 
- su r BC : ^ = 0 ; v x = 0 ; 

- su r OC : v = T = 0 . 
x y 

- su r AB = T » T = 0 x y 

T dx • aQ. 
0 y 

d 

I -— nia tenu lüaijjt «C Ailniinur 

U//SW//////7///fr////JA'M&fâffîIvtt&2e£è. 

1 = 
# 

ß ~t 

ii/ysjiihm&Trr 

Tza-Q, 

Fig. 23. Bloc en déformation plane entre 
deux plateaux rugueux et rigides 

Nous avons utilisé les différentes méthodes numériques déjà présentée 

pour résoudre ce problème. Pour un seul degré de liberté nous avons choisi 

de résoudre directement ce problème par la méthode des éléments finis. 

On verra que la charge limite pour ce bloc n'est plus indépendante 

des dimensions h et a. 
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4.1. PROBLEMES AVEC UN DEGRE DE LIBERTE 

Considérons le maillage d'un quart de bloc (Fig. 24), constitué de 

quatre éléments triangulaires. On a noté les vitesses des noeuds par U, V, 

W et Z. 

Fig. 24. Maillage d'un quart de bloc avec un degré de liberté 

En considérant les conditions aux limites sur les vitesses et en pre­

nant une distribution linéaire pour la vitesse à l'intérieur de chaque élé­

ment on a le tableau suivant : 

NUMERO I COMPOSANTE I COMPOSANTE 
DE I HORIZONTALE OE I VERTICALE DE 

ELEMENTI VITESSE U ( X ) I VITESSE U ( Y ) 

I C 0 N 0 I T I 0 N DE 
I INCOMPRESSIBILIT 
I - E D I V ( U ) = 0 . 

•I- •I-
1 I 2 . H . X I ( 2 . Z - U ) X + ( U / H ) Y I W = - ( 1 / ( 2 . H ) ) . U 

1 1 J 
2 I V . X + C1/H) ( 2 W - V ) Y I ( 2 / H ) . Z . Y I Z = - ( H / 2 ) . V 

•I- • I -
3 I (V-2h)X-U/H)VY I CU-2Z)X+C1/H)UY I V=2W-(U/H) 

I +2H I +C2Z-U) I 

I -2*Y(1/H)+2W 
I 

I (2/H)(U-ZÎY+2Z I U=Z 
I -U I 

Les quatre conditions d'incompressibilité ne sont pas indépendantes ce que 

l'on a déjà vu au § II-2-2-2-2. Nous pouvons exprimer, à l'aide des trois 
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équations indépendantes les vitesses V, W et Z en fonction de U : 

W =-_n- U . v=-fu ; Z = U 

d'où 

- élément 1 : 

• 1 • 1 • 1 • • f"i \\ o 
xx h yy h xy 2 h£ hl vh¿ 2' 

- élément 2 

*xx = " Ï Ï U 5 *yy = tU ; Ky-à? e t S A * " <!* 2^D* 
- élément 3 

• l u : ¡ h , 
yy h xy 

xx h yy h xy vh 2' h£ h£ ^n 2' 

- élément 4 : 

U 1 ? 
xx yy xy 2h't M hî- 2hH 

La f o n c t i o n n e l l e H(U) vaut a l o r s 

1 H(U) =-^ci(p)UP-QU 

avec 

^.^^Y2*^'12*^2*^12} 
Elle atteint à son minimum avec : 

1/ÍP-1) 

-M e t v a u t : 

jp - | l / (p - l ) 
C P CQ)-InfÍH(D)}- £ - l } [ ^ ] 

La f o n c t i c n jauge du convexe K e s t 

1/q 

Nous trouvons donc pour l a charge l i m i t e 

-[-ty«] Sp(Q) = l " h C « ( Q ) | a v e c p q = p + q 

r , N1i-/p h f A~r". / i 6 A i A , 11 

q-»-+» 

Ainsi nous avons obtenu les charges limites pour les différents rapports de h/a : 
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LES CHARGES LIMITES D UN BLOC ENTRE 2 PLATEAUX 
RIGIDES ET RUGUEUX (EN DEFORMATION PLANE ) AVEC 1 DEGRE DE LIBERTE 

H/A I 
1 

0.1 I 

CQ/K)LIM. 

10.693 

0.2 I 
1-

0.3 I 

5.854 

«.309 

0.4 I 
1-

0.5 I 

3.568 

3.iai 

0.6 I 
1. 

0.7 I 

2.869 

2.684 

0.8 I 
1-

0.9 I 
1-

2.555 

2.463 

1.0 I 
1-

1.1 I 
1. 

2.399 

2.355 

1.2 I 
1-

1.3 I 
1 

1.4 I 

2.326 

2.311 

2.305 

H/A I 
1-

1.5 I 
1-

( Q / K ) L I M . 

2 . 3 0 7 

1.6 I 
1-

1.7 I 
1-

2 . 3 1 6 

2 . 3 3 1 

1.8 I 
1-

1.9 I 
1-

2 . 3 5 0 

2 . 3 7 3 

2.0 I 

2.2 I 
1-

2 . 3 9 9 

2 . 4 5 8 

2.4 I 
1-

2.6 I 
1-

2 . 5 2 6 

2 . 5 9 9 

2.8 I 
1-

3.0 I 
1-

2 . 6 7 6 

2 . 7 5 6 

3.2 I 
1-

3.4 I 
1-
I 

2 . 8 4 0 

2 . 9 2 5 

H/A I ( 0 /K )L IM. 
• I -

3 . 6 I 3.012 
1 

3 . 8 I 3.101 
• I -

4 .0 I 3.190 
1 

4 . 5 I 3.419 

5 .0 I 3.652 
1 

5 . 5 I 3.888 

6 .0 I 4.126 
1 

6 . 5 I 4.366 

7 .0 I 4.608 
1 

7 . 5 I 4.851 

8 .0 I 5.094 
1 

9 .0 I 5.584 

10.0 I 6.075 
1 
I 

Comme on voit la charge limite dans ce cas dépend du rapport de h/a. Les 

résultats sont représentés sur la figure 3.1. 

4.2. PROBLEME AVEC PLUSIEURS DEGRES DE LIBERTE 

Pour les maillages représentés sur les figures 25, 26, 27 et 28 avec un 

nombre de degrés de liberté égal à 3, 5, 7 et 30 nous avons calculé les char­

ges limites pour différentes valeurs de h/a, La méthode utilisée est celle 

des super-réseaux incompressibles (§ II-2-2-2-2), et nous avons pris p . » 1,01, 

le test d'arrêt étant porté sur la II VU II < 10~3, Les charges limites approchées 

sont calculées avec 0,5% d'erreur relative. 
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1 1. 

"---'-\=-

!.=::::::: 

V \ \ 
j¿ 

v 

\ 

I OtUl PlAttMU WCUiUl IK.in.1 

Fig. 25. Quart de bloc en dëf. plane, 
serrée ent re deux plateaux r ig ides et 

rugueux 

..D.L.-3 ; 1-0,5 ; (2)^-2 ,8961 

U: 

Fig. 26. Quart de bloc 

^ ^ ^ J 
;;:;:::̂ =::::;;;;;;"""'" 

::;:::::^ 

::::^-::::::::^ ; 

; : : > - : : : : ; : : ; ; ' ; 

i ' 
U-:'. 
» 

' < • • 

k-

D.L. = 5 ; - - 1 
a 

«.oc » m nui *^ft«u • •mn.»i.n« \ , 

' l kJlim Z ' 

• ^ - 1 -
t • " " - - i . - ' " 

AS. 

306 

Fig. 27. Quart de bloc 

UN 3L0C ENT<*E QE'JI ° L A Î E A U I B'JCUEUX a < K < l _ i n . l s 2 . < m S 

Fig, 28. Champ de vitesses pour un 
quart de bloc 

D.L. = 30 ; -- 1 
a • ' § k - *.°™ 
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Les résultats obtenus sont indiqués sur le tableau suivant 

LES CHARGES LIMITES 0 UN BLOC ENTRE DEUX PLATEAUX RIGIDES ET 
RUGUEUX EN DEF.PLANE POUR LES DIFFERENTS DEGRES DE LIBERTE 

CO/KKIM. I 
H/A I 

I 0L = 3 I DL=5 I OL=7 I DL = 30 
•I- •I- •I-

0.1251 6.9301 
1 1-

0.2SI 4.2321 

— I — I 
1 1-

— I — I 
1 1 1 i 

O.b I 2.8961 — I 2.854I 2.624 
1 1 1 1 

1.0 I 2.2201 2,3061 2.2961 2.078 
•I- •I- •I- •I-

1.5 I 2.0481 — I — I 
1 1 1 1 — 

2.0 I 2.0201 2.3161 2.0561 2.016 
•I- •I-

2.5 I 2.0361 — I — I 
1 1 1 1 

3.0 I 2.0681 2.5031 2-.020I 2.025 
1 J 1 1 .... 
I I I I 

(Q/K)LIM. I I 
I H/A I 
I I DL=3 I DL=5 I DL=7 I OL=30 
I- •I- •I- •I-
I 3.5 I 2.0941 — I — I 
l 1 1 J 1 
I 4.0 I 2.1261 2.7181 2.0021 2.048 

•I-
I 4.5 I — I — I — I — 
l 1 1 1 1 
I 5 . 0 I 2 . 1 8 6 1 2 . 9 6 6 1 2 . 0 1 0 1 — 
I 1 1-
I 6 . 0 I 2 . 2 4 2 I 
I 1 1-
I 7 . 0 I 2 . 3 0 8 I 
I -

I -
•I 
I 

- I 2 . 0 8 7 
I 
I — 

» ! 1 1- i 
I 8 . 0 I 2 . 3 9 6 1 3 . 6 9 5 1 2 . 0 3 8 1 2 . 1 2 8 
I J 1 1 1 
1 1 0 . 0 I 2 . 5 4 4 1 4 . 1 9 6 1 2 . 0 5 6 1 2 . 1 7 6 
l 1 1 1 1 
1 2 0 . 0 I — I — I — I 2 . 4 4 2 

A titre d'exemple pour le maillage de la figure 28, et un rapport de 

h/a = 0,5, on a mis 105,54 minutes sur l'ordinateur IRIS 80 pour obtenir la 

charge limite ( J M . =2,624. 

Pour le maillage représenté sur les figures 29 et 30, avec 80 éléments, 

50 noeuds et h/a=2, nous avons employé les deux méthodes suivantes : 

l8) La méthode des champs de vitesses incompressibles (§ II-2-2-2-2) 

avec Pmin= 1,01 et le test d'arrêt HVHll < 10"
3. On a obtenu pour la charge 

limite |—jlim= 2,095, les champs de vitesses et de dëviateurs des contraintes 

principales sont représentés sur la figure 29. 

2°) La méthode d'inversion de matrice (point fixe § II-2-2-1-4) avec 

Pmin= 1.03 et le test d'arrêt II VJC II < 10"
3 en satisfaisant les conditions 

d'incompressibilité sur deux éléments voisins, ce qui donne pour le même mail­

lage, 49 degrés de liberté. On a obtenu (£],. =2,046, les champs de vitesses 

et de contraintes principales (à une constante près) sont représentés sur la 

figure 30. 



- 1 1 2 -

.'k_T--.---: -r •-/. 

A 1 A i A f A\i A 
...... j 4 4 y 

U» BLOC ENTflE OCUJ PLATEAUI N U C U E U I 

Fig. 29. Champs de vitesses et de dëviateurs des contraintes principales 
(D.L. = 29) 

t f t 

ViV 
AiA 

V!\ 

UN BLOC ENTRE 2 PLATEUI 1UGUEU1 EN TTUCTION 0 H . Í . 1 . 6 1 0 

Fig. 30. Champs de vitesses et de contraintes principales (à une constante 
près) ; D.L, = 49. 
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On voit que les inclinaisons des vitesses et des contraintes principa­

les sont à peu près semblables sur les deux figures 29 et 30. 

Nous avons aussi utilisé la méthode d'Uzawa pour trouver la charge limite. 

Les résultats sont notés sur le tableau suivant : 

LA CHARGE LIMITE POUR LE CAS OU H/A=0.5 
METHODE D UZAWA (AVEC P(MIN)=1.03 ) - BLOC ENTRE 

DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX EN DEFORMATIONS PLANES 

I NOMBRE I NOMBRE I DEGRE I RO I LA CHARGE LIMITE I 
I DES I DES I DE I OPTIMAL I (Q/K)LIM. I 
I ELEMENTS I NOEUDS I LIBERTE I I I 

I 2 I fl I I I 0.25 I 3.273 I 

I 8 I 9 I « I 1.00 I 2.869 I 

I 18 I 16 I 9 1 <(.50 I 2.737 I 

I 32 I 25 I 16 I 8.00 I 2.725 I 

Il faut indiquer qu'en général la méthode d'inversion de matrice (Arrow-

Hurwicz § II-2-2-1-3) ne converge que pour les p voisins de 2. Pour ce problème 

nous avons constaté que cette méthode n'est pas convergente pour les p<l,25. 

Pour différents rapports de h/a et degrés de liberté, les charges limites 

sont représentées sur la figure 31. 

4.3. CONCLUSION 

On voit (Fig. 31) que la charge limite est une fonction décroissante 

du rapport h/a. La partie montante des courbes est due à l'influence de la 

rugosité des poinçons et la rigidité de la structure. En effet si l'on met un 

nombre suffisant d'éléments entre les deux plateaux (pour le quart de bloc, 

entre BC et 0A, Fig. 23), cet effet diminue et la pente de la partie montante 

des courbes diminue. Pour cela on peut comparer les charges limites des mail-

lages des figures 24, 25 et 27, 

Puisque toutes ces charges obtenues sont des bornes supérieures de la 

charge limite, l'enveloppe inférieure de ces courbes représente la meilleure 

borne supérieure. 
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/0.L..HF.J2H) 

>D.L.=5 C^ïfc) 

O.V..-"7.<Fig«) 

Fig, 31. Variation de la charge limite d'un bloc entre deux plateaux 
rigides et rugueux, en déformations planes en fonction de h/a et la forme 

du mailiage. 
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Quand — > 1 , Salençon [75, 1978] a démontre que la charge limite est 
3L 

unique pour l e matér iau de Von Mises , q u e l l e que s o i t l a c o n d i t i o n de f r o t t e ­

ment de l ' i n t e r f a c e " p l a t e a u x - b l o c " , e t vau t : ( ^ L . =2 ,000 ce qui j u s t i f i e 

a u s s i nos r é s u l t a t s . 

5 . CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UN TUBE CYLINDRIQUE EN DEFORMATION 

PLANE SOUMIS A UNE PRESSION HYDRAULIQUE INTERIEURE 

Ce p r o b l è m e e s t d é f i n i au § 1-4-2 e t nous avons vu que l a charge l i m i t e 

d 'un c y l i n d r e de rayon i n t é r i e u r a e t e x t é r i e u r b e s t : 

. , , . - 2¿n - . ,k / l im a 

Pour nos calculs numériques nous avons pris — = 2, et k = 1• Les résultats 

obtenus en utilisant la méthode d'inversion de matrice (point fixe - § II-2-2-1-4) 

avec le test d'arrêt IIVJCIKIO-3 et p . = 1,03 sont représentés sur le tableau 
m m r 

suivant : 

LA CHARGE L I M I T E D UN TUBE DE RAYONS 2 . ET 1 . SOUS UNE 
PRESSION INTERNE D INTENSITE 0 EN DEFURMATION PLANE 

A * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

I 
I 
INO 
I -
I 

I 1 

I 2 

I 3 

I 0 

I 5 

I 6 

I 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

NOMBRE 
DES 
NOEUDS 
SUR LA 
PAROIS 

3 

5 

11 

9 

9 

9 

I 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

NOMBRE 1 
DES ] 
NOEUDS ] 
SUR LE 1 
RAYON ] 

2 ] 

3 1 

2 

3 

4 

5 

NOMBRE 1 
OES ] 
ELEMEN ] 
-TS 1 

4 

16 ] 

20 ] 

32 

aa 

[ 64 

NOMBRE ] 
DES ] 
NOEUDS ] 

6 

15 ] 

22 ] 

[ 27 

[ 36 

[ «5 

OEGRE 1 
OE ! 
LIBER 1 
-TE 1 

[ 6 1 

[ 16 1 

30 

[ 32 

ao 

[ 4S 

LA CHARGE I 
LIMITE I 
(0/KÎLIM. I 

1.369 I 

1.393 I 

[ 1.563 I 

[ 1.428 I 

t 1.403 I 

t 1.393 I 

Les résultats obtenus en vitesses sont représentés sur les figures 32 

et 33. Nous avons pris deux formes de maillage avec 16 degrés de liberté, bien 
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que l'on ait obtenu des champs de vitesses différents (Fig. 32-c et 32-d), 

les charges limites sont égales ((if)-,' = 1,3931. 

Il est clair que le maillage de la Fig. 32̂ -b ne représente pas bien notre 

structure car les trois noeuds se trouvant sur la circonférence du tube ne 

nous permettent pas de bien suivre la courbure de cette paroi. Il y a donc des 

parties de la structure qui sont supprimés. Il est donc normal de trouver une 

charge limite plus faible pour ce maillage (cf. Salençon [75 , 1978]). 

D'autre part on sait que les vitesses doivent être indépendantes de l'angle 

polaire à cause de la symétrie de révolution. Si l'on considère alors plus de 

noeuds sur la paroi du cylindre, on n'arrive pas à améliorer les résultats en 

vitesses mais à mieux approcher la paroi réelle ce qui augmente la charge limite. 

Tandis que si l'on augmente le nombre de noeuds dans la direction de rayon du 

tube, on arrive à obtenir une meilleure distribution des vitesses ce qui nous 

permet de calculer avec plus de précision la charge limite (comparer les charges 

limite du tableau précédent, les lignes 4, 5 et 6). 

Les charges limites sont représentées sur la figure 34 en fonction du 

nombre de degrés de liberté. On retrouve ce que l'on a indiqué plus-haut. 

i-W-./. . / 

/! !\ J'Y-. 
• • / 

• • / 

./ 

'••. - - V -

Fig. 32. Différents maillages du quart de tube 



- 117 -

ufl CT i iNOM A P A M J I S EPAIS SOUS UM MISSION INTI'AM 

Fig. 33. Champs de vitesses et de contraintes principales à une constante 
près (D.L.= 48 ) . 

•1,50 

1,".» 

i , i« ^ / 

1,3* 

0 ii ! « 16 10 24 1% 32 34 I>0 <|l| kl 52 S i D .U. 

Fig. 34. Variation de la charge limite en fonction des degrés de liberté. 

iA O i . l W Ï P t A P A P O I S EPAIS SOUS JftE-PRESSION INTERNE 

t e « ¿ W & A ' ¿ l t A tw*Í*P-»UArUL t í ¿ M A C A Á V A A I U L . 

1,U 

t,*«. 

i , « 

l . ljO 
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Nous avons t rouvé pour 48 degrés de l i b e r t é (F ig . 33) une charge l i m i t e 

,•£ )- . = 1,393, ce qui donne l e r é s u l t a t exact (2£n2= 1,386) avec moins de 

1% d ' e r r e u r r e l a t i v e . 

6 . CALCUL DE LA HAUTEUR LIMITE D'UNE FOUILLE VERTICALE EN MATERIAU 

DE VON MISES 

Considérons une fouille verticale DBAE (Fig. 35) constituée d'un matériau 

de Von Misés avec une résistance au cisaillement k, et une densité de force 
_̂  limite 

volumique y» de hauteur h. On se propose de calculer la hauteur/de cette fouille. 

Pour calculer la hauteur limite, on définit une valeur sans dimension 

et on fait varier le poids volumique y avec une hauteur maintenue cons­

tante . 
(4 

ï> 
>v:*!*j$arW£¿>J¿Ai'W 

l7 i 

e> 

». 

7tt*>KF>!>73eVV¿SJ>P 

Fig. 35. Une fouille verticale 

Ce problème a déjà été résolu par différents auteurs : 

Taylor [77, 1948] ; Chen [9, 1971] ou [ 8 , 1975] ; Coulomb [12,1773]. ; 

Pastor [62, 1978] ; Nguyen Dang Hung [58, 1976] ; Mercier [50, 1977] ou [51, 

1977] ; Delbecq et al [17, 1977] ; Salençon [75, 1978], etc.. . 
t. 

où la meilleure borne supérieur de y-r, égale à 3,83 a été obtenue à partir 

de la méthode des cercles de glissement. La meilleure borne inférieure égale 



- 119 -

à 3,67 a été obtenue par Pastor en exhibant par la méthode des éléments finis 

un champ des contraintes statiquement admissible. 

Mercier a utilisé la méthode des éléments finis en vitesses, et le maté­

riau de Bingham comme matériau de base. Il a obtenu une borne supérieure de 

3,87 pour un maillage de 200 degrés de liberté. 

Delbecq et al. ont obtenu une borne supérieure de 3,97 en utilisant le 

matériau de Von Misés et des lignes de discontinuité de vitesses par la méthode 

des éléments finis. Ils ont utilisé aussi le matériau de Norton-Hoff comme maté­

riau de base avec p...- 1,01, ils ont obtenu (y | V m < 4 , 5 2 pour un maillage 
mm 

constitué de 76 éléments, 54 noeuds et 57 degrés de liberté. 

Dans nos calculs nous avons pris un schéma simple (Fig. 36) qui a déjà 

été utilisé par Mercier. Les conditions aux limites sont : 

- sur OA et OC : v =v =0. 
x y ' 

- sur AB et BC : T =T =0. 
x y ne 

Il faut ajouter que ce schéma/nous permet de calculer qu'une borne supé­

rieure de la hauteur- limite,, car en réalité nous avons supposé que la partie 

supprimée de la structure est rigide. 

Fig. 36. Schéma simplifié de la fouille verticale 

Nous avons remplacé le matériau de Von Mises par un matériau de Norton-

Hoff convenable et nous avons pris p . = 1,03. Le test d'arrêt était porté 

m m r 

sur la norme de gradient de H ou de JC (§ II), avec IIVHll < 10~3 ou II VJC II < 10~3. 

Dans nos calculs nous avons pris h= 10 et k= 1. Nous avons fait varier y pour 



- 120 -

pour trouver ^Y J l im* Les r é s u l t a t s obtenus a ins i que les méthodes u t i l i s é e s 

sont présentés dans l e tableau suivant. 

L HAUTEUR LIMITE D UNE FOUILLE VERTICALE EN OEF.PLANE 

I NOMBRE 
NO I DES 
- I ELEMEN, 
— I-
1 I 
— I-
2 I 

8 

16 
— I-
3 I 
..-I. 
4 I 

64 

104 
• — I -

5 I 
— I-
6 I 
— I-
7 I 

168 

64 

100 

NOMBRE 
DES 
NOEUDS 

8 

13 

41 

85 

sa 

41 

61 

DEGRE I METHODE 
DE I 
LIBER.I 

I (SAMA*H/ 
I K)LIM. 
I 

3 I 
1 

5 I 
1 

18 I 
-I 

39 I 
1 

45 I 

CHAMPS DES VITE 
-SSES I N C O M P R E 
-SSIBLES 
(METHOOE DES SU 
-PER-RESEAUX) 

6.422 

5.281 

4.594 

4.373 

4.352 

32 I INVERSION OE MA I 4.449 
I -ATRICE OE RI6I I 

50 I 0ITE(P0IMT FIXE)I 4.332 

La condition à la limite sur OC (Fig. 36) ne peut être entièrement satis­

faite en employant la méthode de champs des vitesses incompressibles (§ II-2-2-2-2) 

En effet dans cette méthode, pour chaque super-réseau constitué de deux bandes 

de N éléments, on a 6N équations indépendantes exprimant la condition d'incom­

pressibilité et ION + 6 degrés de liberté. Nous avons supprimé â l'aide des 6N 

équations, 6N degrés de liberté. Parmi ces degrés de liberté supprimés, il y a 

les composantes verticales d'un noeud sur deux qui se trouvent sur OC. On n'a 

donc pas la possibilité de fixer ces composantes de vitesses supprimées à 

priori, c'est la raison pour laquelle on a des composantes verticales non nul­

les des vitesses sur le côté OC (Fig. 39) . 

Les résultats obtenus en vitesses et en contraintes principales (à une 

constante près) sont représentées sur les figures 37 et 38 pour 64 éléments et 

32 degrés de liberté (méthode d'inversion de matrice). Les champs de vitesses 

et de déviateurs de contraintes représentés sur les figures 39 et 40 ont été 

obtenus en utilisant la méthode de champs des vitesses incompressibles avec 144 

éléments et 39 degrés de liberté. 



- 121 -

-V 

.•Y 

. : \ 

: V 

.-• ; •-._ -*- _.-" ; "-. x .-' ; "-. / .-' 

- i - I - f .'••'.[ •#- : + ':•'•' ^ : -" .'••'. / : 

.•' *^ '•. ; .-' -f '•. ; .-' •+• '•. ; .-' -* '-. ; 

r-yy--;;̂ ;;̂ --;;:j-v-y--;"jx;y/--_;;:--
/ '•:•:'' / ! / >:;' / ! / ';•:' / i / '>:;' f i 

X Y \ : X Y X : X Y X ! X f ••-•.! 

>V,:--rf?V.-i-:-: 

/ X. í i / X f i 
' • \ í , - - ' ' í ' •-•: 

• Y 

••N" 

XX:eí 
F i e . 37. Champ de v i t e s s e s (D.L. =32) Fig . 38. Champ des contraintes prin-
— ê ( D . L . - 3 2 ) 

-;%-; 

V î / 
\ ! , \ i 

^"Yx" 

5T*91LITE O Uf»£ FOUIlLf. UCBTICALt F»H,K iLIfl 1 = 4 . 3 1 STABILITE a UNC FOUILLE yE"TIC«.E F«M.«ILin i4 ' - . 3T 

Fig. 39. Champ de vitesses (D.L. = 39) Fig. 40. Champ de déviateurs des 
contraintes principales 
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La variation de la charge limite en fonction des degrés de liberté est 

représentée sur la figure 41. Nous avons obtenu : 

4,335 frfc im 
Ce résultat est inférieur à celui qui a été obtenu par Delbecq et al. 

[17 , 1977] en utilisant le matériau de Norton-Hoff. On doit bien noter que les 

conditions à la limite, ainsi que les maillages sont différents dans les deux 

approches. 

En augmentant le nombre de degrés de liberté et tendant p de plus en plus 

vers 1, on peut améliorer ce résultat (cf. Guenouni [34, 19821). 

(rk i 
1 R ' Í.U1 

6,W 

i,lo 

¿,« 

S,J0 

5,¿o 

S,W 

5,2ß 

5," 

\fco 

12 16 la m i j si. i¿ 1,0 lili hî Si 5¿ 60 b-L. 

Fig . 4 1 . La charge l i m i t e en fonc t ion des degrés de l i b e r t é 

7 . CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE CARREE, MUNIE D'UN TROU 

CIRCULAIRE CENTRE, SOUMISE A UNE TRACTION SIMPLE . 

Les dimensions de c e t t e plaque sont 2£x2&, e t l e rayon de t rou e s t r 

( F i g . 4 2 ) . E l l e e s t soumise dans l a d i r e c t i o n x ' x à une charge uniformément 
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répartie d'intensité Q. On se propose de calculer la charge limite en con­

trainte plane et en déformation plane, sous l'hypothèse de petites déforma­

tions . 

i 

i 

rll 
-t 

i 

3-
i 

r 
« *~ 

Fig. 42. Plaque trouée sous une compression Q. 

Pour cela nous remplaçons le matériau de Von Misés par le matériau de 

Norton-Hoff sous-jacent. Nous utilisons les algorithmes déjà vus au § II 

pour résoudre ce problème. Dans le cas des contraintes planes, la valeur mini­

male de p étant p . - 1,01, tandis que pour les déformations planes elle est 

de 1,03 (algorithme de point fixe § II-2-2-1-4). Le test d'arrêt est comme 

toujours IIVHll ou II V£ Il < 10~3. Nous avons pris £ = 60 cm et r variable. 

7.1. EN CONTRAINTE PLANE 

Les résultats obtenus sont notés sur le tableau ci-après. 

Les charges limites sont calculées avec 0,5% de précision. Nous repré­

sentons ces charges sur la figure 43 ainsi que les résultats existants dans 

la littérature. 
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LES CHARGES LIMITES 0 UNE PLAQUE CARREE MUNIE 0 UN TROU CENTRE 
DE RAYON R. LES DIMENSIONS DE PLAQUE SONT L*L (EN CONTRAINTE PLANE) 

I R/L I NOM.I NOM.I DEG.I (Q/KJLIM, 
I I OES I OES I DE I 
I I ELM.I NOE.I LIB.I 

j. 
,0001 

1-
.0831 

128 

132 

.0831 
1-

.0831 

156 

532 

I 1-
I 81 I 
I 1-
I 84 I 
I 1-
I 260 I 
I 1-
I 300 I 

1-
144 I 

1-
144 I 

1.740 

1.650 

1-
.0831 

1. 
.0831 

588 

864 

I 330 I 
I 1-
I 476 I 

1-
480 I 

1-
560 I 

1. 
616 I 

1-
896 I 

1.650 

1.650 

1.640 

1.610 
1-

.1671 
1-

.1671 

120 

476 
1-

,2001 
1-

.2001 

I 77 I 
•I 1-
I 270 I 

-I-
480 

864 
1-

,2501 
1-

.2501 

144 

480 

•I-
I 272 I 
•I 1-
I 476 I 
•I 1-

90 I 
1-

272 I 

132 I 
1. 

504 I 
1-

1.510 

1.490 

512 I 
1-

896 I 
1-

1 .430 

1.420 

160 I 
1-

512 I 

1.350 

1.330 

.3331 
1-

.3331 
1-

.3331 

128 

468 

864 

I 81 I 
•I 1-
I 266 I 
•I 1-
I 476 I 

1. 
144 I 

1-
504 I 

1-
896 I 

1 . 2 1 0 

1 . 1 9 0 

1 . 1 9 0 

I R/L 
I 
I 
I 

NOM. 
DES 
ELM. 

I NOM. 
I DES 
I NOE. 

,1 OEG, 
I DE 

. 1 L I B . 
• I 

I ( Q / K ) L I M . 
I 
I 

I 0 . 4 1 6 1 
I 1 -
I 0 . 5 0 0 1 
I 1 -
I 0 . 5 0 0 1 
I 1 -
I 0 . 5 8 3 1 
I 1-
I 0 . 6 6 7 1 
I 1-

I 0 . 6 6 7 1 
I 1-
I 0 . 7 5 0 1 
I 1-
I 0 . 7 5 0 1 
I 1-
I 0 . 8 3 3 1 
I 1-
I 0 . 8 3 3 1 
I 1-
I 0 . 9 1 7 1 
I 1-
I 0 . 9 1 7 1 
I 1-
I 0 . 9 5 8 1 
I 1-
I 1 . 0 0 0 1 
I 1-
I I 

4 9 1 

1 2 0 

I 2 7 8 
I 

I 7 8 

I 5 2 0 
I 

I 1 4 4 

•I 
I 0 . 9 9 0 

•I 
I 0 . 7 7 0 

484 

484 

• I 
I 2 7 6 

•I 
I 2 7 6 

I 5 2 8 
• I 

I 5 2 8 
• I 

•I 
I 0 . 7 3 0 

•I 
I 0 . 4 9 0 

120 

480 

I 7 8 
• I 
I 2 7 5 

I 1 4 4 
• I 
I 5 2 8 

• I 

•I 
I 0 . 3 3 0 

•I 
I 0 . 3 0 0 

128 

504 

85 I 
I 
I 2 8 5 

I 1 6 0 
I 
I . 5 4 0 

•I 
I 0 . 1 9 0 

•I 
I 0 . 1 6 0 

• I -
120 

476 

84 I 
•I 
I 2 8 0 

I 1 6 0 
I 
I 544 

•I 
I 0 . 0 9 0 

•I 
I 0 . 0 7 0 

104 

440 

122 

I 81 
I 

I 2 7 0 
I 

I 1 5 6 
• I 

I 5 3 8 
• I 

I 0 . 0 3 0 
I 
I 0 . 0 2 0 

87 I 
I 
I — 
I 

I 

I 1 5 6 
• I 

I — 
• I 

I 

•I 
I 0 . 0 0 9 

•I 
I 0 . 0 0 0 

•I 
I 

7.2. EN DEFORMATION PLANE 

On a utilisé la méthode d'inversion de matrice (point fixe - § II-2-2-1-4), 

et les conditions d'incompressibilité étant satisfaites en moyenne sur deux 

éléments voisins. Les résultats obtenus sont indiqués sur le tableau suivant. 

Nous représentons sur les figures 21, 22, 44, 45 et 46 les résultats obtenus 

en vitesses et en contraintes principales (à une constante près). La figure 47 

représente les charges limites obtenues pour les différents rayons et degrés 

de liberté. Ces résultats sont comparés avec ceux obtenus en annexe de ce tra­

vail. 
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LES CHARGES LIMITES 0 UNE PLAQUE CARREE MUNIE D UN TROU CENTRE 
DE RAYON R. LES DIMENSIONS DE PCAOUE SONT L*L (EN DEFORMATION PLANE) 

I I NOM.I NOM.I OEG.I 
I R/L I DES I DES I DE I (0/K)LIM. 
I .1 ELM.I N O E . I L I 8 . I 
I 1 1 1 1 
I 0.0001 «0 1 30 I 29 I 2.001 
l j 1 i i 
I O.OUOI 128 I Bl I SO I 2.001 
! 1 1 1 1 
I 0.2501 36 I 28 I 30 I 1.618 
l 1 1 1 1 
I 0.2501 144 I 90 I 78 I 1.561 
l 1 1 I 1 
I 0.5001 36 I_ 28 I 30 I 1.022 
I 1 1 1 1 
I 0.5001 120 I 78 I 04 I 0.962 

I sr«.I NOM.I DEG.I 
R/L I OES I DES I DE I (Q/IOLIM, 

I ELM.I NOE.I LIB.I 
•I-

0.7501 36 I 28 I 30 I 0.300 
1 1 1 1 

0.7501 100 I 66 I 70 I 0.243 
•I- •I- •I-

0.7501 »4 1 60 I 70 I 0.219 
1 1 1 1 

0.7501 128 I 85 I 96 I 0.219 
•I-

1.0001 
1 
I 

I — 
-I—. 
I 

•I-
I — I 0.000 
-I 1 
I I 

0 <3> \=n**.A^^u. ^ D-L.isoo © t ^ ü - ^ p u t U ^ |«*-.S«.¿H-. <nl' 

• «oiKÚúí/rtCt l^»A:H«J.je (1953") * loawu. M Ú u t t k«* • H««u (1îl>l) 

Fig, 43, Charges limites obtenues pour D,L, - 144 et D,L,3*500. 
Comparaison avec celles déjà existantes dans la littérature (en contraintes 
planes) 
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À..*::: 

-+* ! -V 

/ 

\~-c 

:£. \¿ 
• s is not rn.<wiM n Turna c *cT*wt*ia tmi i 

Fig . 44 . Champs de v i t e s s e s e t de c o n t r a i n t e s p r i n c i p a l e s pour r = 15 cm 
D.L. = 30 en déformations p l a n e s 

mm 
..M.V;^::/ iy.: 

Fig. 45. Champs de vitesses et de contraintes principales r = 30 cm ; 
D.L. =84 en déformations planes 

mm 

ö Ü l l l ^ 
Fig. 46. Champs de vitesses et de contraintes principales pour r =»45em, 

D.L. =96 en déformations planes 
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Fig. 46 a. Champ de vitesses en 
contraintes planes pour r • 30cm ; 
D.L. =• 224. 

Fig. 46 b. Champ de vitesses en 
déformations planes pour r= 45 cm ; 
D.L. = 70 

7.3. COMPARAISON AVEC DES RESULTATS EXISTANTS DANS LA LITTERATURE 

a. en contraintes planes 

Hodge [37 , 1959] et Massonet et Save [49 , 1963] ont résolu ce problème 

pour une plaque constituée d'un matériau de Tresca. Pour tirer des conclusions 

pour une plaque trouée en matériau de Von Mises nous utilisons la remarque 

suivante : 

- A une structure Q donnée, constituée d'un matériau rigide-plastique 

avec le convexe de plasticité C correspond un convexe de chargement potentiel­

lement supportable K. Si on considère un autre convexe de plasticité C. 
m 

(ou C ) avec C. C C (ou C 3 C), on trouve un convexe de chargement poten-
Ç A 111 63C 

tiellement supportable K. (ou K ) qui est inclu dans K (ou contient le K). 
in ex n 

(Salençon [75 , 1978] ) . 

Nous avons alors défini deux convexes de plasticité du type de Tresca, 

l'un contenant le convexe de Von Misés, tandis que l'autre y était inclus. Le 

convexe de Tresca circonscrit au convexe de Von Misés nous donne une borne 

supérieure de la charge limite de la structure constituée de matériau de Von 
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Mises. De la même façon on obtient une borne inférieure en employant un con­

vexe de Tresca inscrit au convexe de Von Mises. Nous avons obtenu en notant 

r 
I = a : 

- borne supérieure : 

0<a<-^ [ § ) = 2(l-a) et p o u r - U a < l (§) - 2 [ V 2-4a+3a*-a] 
3 \k 

- borne inférieure : 

0<a<0,443 / â V - / 3 . il=£Íll=D a v e c a - ^ ^ 
V7 a V(3Ç-2)(2-Ç) 

0,443<a<l ( a j - ^ 3 . 1 ^ 2 ? 

Gaydon et Me Crum [ 30, 1954] ont résolu le problème en contraintes planes 

pour le critère de Von Misés et ils ont trouvé pour les deux bornes de la 

charge limite : 

- borne supérieure : 

0<a<0,43 (|) - /3(l-a) et pour 0,43< a< 1 (§J - 2 [ V 2-4a+3a2 - al 

- borne inférieure : 

0<a<0,204 (a) =/3(l-a) 

- ( * ) ' -

0,204<a<0,412 feV - Inf{ Sup K3(l-a)( l -g) } 

Kl ÇG[a ,U)V( l - a ) 2 ( l -0 2 - a ( l - a ) ( l -0+a 2 

/3(l-a)g 
V52-aÇ+4a2 

0,412<a<l feV-lnflSup K 3 ( l - a ) ( l - Q } 

• ' Çe[a,U ) V(l-a) 2( l -Ç) 2-a( l -a)( l -ç)+a 2 

/3(l~a)(g-a) 
a 

Hodge [37 , 1959] a obtenu expérimentalement pour deux plaques d'épaisseurs 

6,35mm et de dimensions 90*90cm constituées d'un acier doux vérifiant le critère 
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de Von Mises, sans trou et munies d'un trou de rayon r=22,5 cm : 

a-f-0 (§)v =1.733 £ yk/lim 

a = £=0,25 (£Y. =1,296, 
£ ' Vk/lim ' 

Belytschko et al [5 , 1970] ont trouvé par la méthode des éléments finis, 

pour une plaque trouée a=0,2, avec un -maillage de 101 éléments et 117 degrés 

de liberté, les deux bornes suivantes : 

a = 0,2 1,374< { f\,. < 1,427 
\k/lim 

Hayes et Marcal [35 , 1967] ont trouvé une borne supérieure pour a = 0,2 : 

(ê)+-'-»3 

King et Marcal [42 , 1967] par un calcul élastoplastique ont obtenu numéri­

quement pour une plaque munie d'un trou circulaire avec a=0,2 une charge limite 

qui varie entre ( f ) l i m
e [1,406, 1,451] . 

Ces résultats sont tous représentés sur la figure 43. 

b. en déformations planes 

A notre connaissance dans la littérature il n'existe pas la solution du 

problème en déformations planes. Pour comparer nos résultats numériques, nous 

avons résolu ce problème (cf. Annexe), en suivant une démarche semblable à 

celle de Gaydon et Me. Crum [30, 1954] ou de Hodge [37, 1959] . Nous avons trouvé 

les deux bornes de la charge limite qui sont données en annexe et représentées 

sur la figure 47. 

c. Comparaison des résultats et conclusion 

Nos résultats numériques obtenus pour le cas de contraintes planes sont 

en très bon accord quand le rayon du trou varie de 25 cm (a = 0,4167) à 60 cm 

(a= 1), avec la borne supérieure trouvée analytiquement par Gaydon et Me Crum 

(méthode statique-classique), tandis que pour les rayons variant de zéro à 25cm, 

la borne supérieure que nous avons obtenue est supérieure à celle trouvée ana-
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Fig. 47. Les bornes supérieure et inférieure de la charge limite et nos résultats 
numériques 

lytiquement. Mais leur différence relative est très faible. Par exemple pour 

le rayon r = 20cm, analytiquement on a : ( ̂ 1 = 1,155 tandis que nous avons 

(f, obtenu | £| • 1,190± 0,006, L'erreur relative est de l'ordre de 3%, ce qui est 

souvent acceptable dans l'estimation de la charge limite. 

Dans le cas de déformations planes, notre borne supérieure est plus 

importante que celle obtenue analytiquement et ceci pour deux raisons : 
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- d ' abord parce que nous avons seulement 80 degrés de l i b e r t é ce qu i e s t 

f a i b l e pour o b t e n i r un bon r é s u l t a t pour la s t r u c t u r e r é e l l e qui a un nombre 

i n f i n i de degrés de l i b e r t é ; 

- parce que nous n ' avons pas f a i t t endre p v e r s 1 a u - d e l à de 1,03 ce qui 

nous donne une charge l i m i t e s u p é r i e u r e à l a charge l i m i t e r é e l l e . 

Nous n ' avons pas c a l c u l é l a charge l i m i t e pour l a s t r u c t u r e en déformations 

p lanes en employant plus de degrés de degrés de l i b e r t é ca r nos c a l c u l s sont 

t r è s coûteux. Par exemple pour un D.L. * 80, l e c a l c u l a p r i s 42 minutes su r 

l ' o r d i n a t e u r C. I .R.C.E. ( u t i l i s é pa r l e L . C . P . C . ) . 

Une p a r t i e de nos r é s u l t a t s son t indiqués en [ 1 ,19811 

8 . CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE MUNIE D'UN TROU 

CIRCULAIRE CENTRE ENTRE DEUX MACHOIRES RIGIDES ET RUGUEUSES 

SOUS TRACTION SIMPLE 

a. R é s u l t a t s expérimentaux (Ben-Soussi e t A, F r i a â [ 6 , 1 9 8 1 ] ) . 

Une plaque r e c t a n g u l a i r e en a c i e r doux avec une l i m i t e é l a s t i q u e de 240 M.Pa 

e t une c o n t r a i n t e à la r u p t u r e de 340 M.Pa,de longueur e f f i c a c e L= 180 mm, de 

l a r g e u r 100mm e t d ' é p a i s s e u r 10mm, munie d 'un t rou c i r c u l a i r e de rayon r 

( f i g . 48 ) , e s t s e r r é e e n t r e deux mâchoires d 'une p r e s s e . Les mâchoires s ' é l o i ­

gnent à une v i t e s s e de 12mm/min. Les charges l i m i t e s obtenues par ce t e s s a i 

sont r e p r é s e n t é e s sur l a f i g u r e 49, a i n s i que sur l e t ab leau s u i v a n t , avec Q, 

l ' i n t e n s i t é moyenne de l a charge l i m i t e F ( l i m i t e d 'écoulement) e t 

k = 240 / /3 • 138,56 M.Pa e s t l a l i m i t e é l a s t i q u e au c i s a i l l e m e n t (on suppose que 

l ' a c i e r doux v é r i f i e le c r i t è r e de Von Mises) . 



- 132 -

Fig. 48. Echantillon d'une plaque trouée en acier doux, sous une traction 
simple. 

LES CHARGES LIMITES 0 UNE PLAQUE RECTANGULAIRE DE DIMENSIONS (HAUTEUR=180 MILIMETRES , 
LARGEUR=100 MILIMETRES , EPAISSEUR=10 MILIMETRES ) MUNIE D UN TROU CIRCULAIRE CENTRE 
SOUMISE A UNE TRACTION PAR L INTERMEDIAIRE DE PEUX MACHOIRES RIGIDES (EXPERIENCE) 

I RAYON DE I LA CHARGE 
I TROU R I LIMITE OE 
I M1LIMETR.I ELASTICIT 
I PRECI- I F(E)+(OU-
I S I 0 N : 0 . 1 5 I OOO DA-N. 

I LA GHARGE I AUGMENTATION I L INTENSITE 
I OE RUPTUR.I DE LA LOUSU- I MOYENNE DE 
,1 F(R)+(OU- I EUR AVANT LA I LA CHARGE 
I «00)DA-N. I RUPTURE I LIMITE 
I I MILIMETRES I (Q/K)LIMIT. 

I 0.000 I 25.54E+03 
I 1 
I 5.000 I 21.60E+03 
I-

I 37.00E+03 
•I 
I 31.80E+03 

I 71+COU-1) 
•I 
I 52*(0U-1) 

•I-

I 1.SQ3 
-I 
I 1.559 
•I 

I 15.000 I 17.60E+03 
I-
I 20.000 I 11.50E+03 
I 1 
I 25.000 I ia.bOE+03 

I 27.70E+03 
•I 
I 23.30E+03 

I 23+(OU-l) 
•I 
I 21+COU-l) 

I 1.270 
•I 
I 1.04b 
-I 

I 1 
I 30.000 I 10.10E+03 

I 2 0 . 8 0 E + 0 3 
•I 
I 1 5 . 5 0 E + 0 3 

I 2 0 * ( O U - 1 ) 
>I 
I 1 9 + C 0 U - 1 ) 

I 
I 3 5 . 0 0 0 
I 
I a o . 0 0 0 

•I 
I 7 . 3 0 E t 0 3 

• I 
I a . 6 « E + 0 3 

I 0 . 9 0 9 
•I 

I 0 . 7 2 9 
-I 

I 1 0 . 3 0 E + 0 3 
•I 
I 7 . 9 0 E + 0 3 

I 17+C0U-1) 
•I 
I 1 3 * ( 0 U - 1 ) 

I 0 .527 
•I 
I 0 . 3 3 5 

b, Resultats numériques 

Les charges limites représentées sur la figure 49, et notées sur le ta­

bleau suivant ont été obtenues en utilisant l'algorithme du § II-2-1, avec 

p . = 1,01, un test d'arrêt de 11 VU M < 10~3 et une précision relative de 0,5%. 
min 
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LES CHARGES LIMITES 0 UNE PLAQUE RECTANGULAIRE DE DIMENSIONS (HAUTEURxliO MILIMETRES, 
LARGEuR=100 MILIMETRES, EPAISSEUR=10 MILIMETRES) MUNIE O UN TROU CIRCULAIRE CENTRE 
SOUMISE A UNE TRACTION PAR L INTERMEDIAIRE DE DEUX PLATEAUX RIGIDES ET RUGUEUX 

I 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

RATON 
DE 
TROU 
( 

(M. 

0. 

0 

5 

10 

15 

20 

20 

M. 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

I 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

NOMBRE 
DE 
OEGRE 
LIBERTE 

129 

600 

129 

129 

129 

129 

600 

LA CHARGE I 
LIMITE 

(Q/iOLIM. I 

1.7«0 I 

1.730 I 

1.630 I 

1.460 I 

1.270 I 

1.090 I 

1.080 I 

II DE I DE 
I TROU I DEGRE 
I R I LIBERTE 
I I 
I 1 
I 25.00 I 129 
! 1 
I 30.00 I 129 
l j 
I 35.00 I 131 
l 1 
I «0.00 I 131 
l j 
I 00.00 I 600 
I 1 
I «5.00 I 131 
l j 
I 50.00 I 

LA CHARGE 
LIMITE 

( 0 / K ) L I M . 

0.910 

0.750 

0.570 

0.390 

0 . 3 8 0 

0 . 2 1 0 

0 . 0 0 0 

10 1} 10 1*5 "i° 35 UO 

1 &Vf\ft/l* t/*l££ Mrt, 

50 A. 

*-j.*ju*«\£fc KAA. . PC^UMÀVÎ O ^ ' O ) 

/Vt+¿uw** 

Fig. 49, Charges limites d'une plaque trouée en contraintes planes 
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Fig. 50. Les champs de contraintes-principales et de vitesses pour 
un quart de la plaque sans trou (D.L. = 600) 

i n i i i i i i n i H '.'.'.' n ^ -
ri'i n i i n rrriTivi n'n '-

Fig, 51. Les champs de contraintes principales et de vitesses pour 
un quart de la plaque munie d'un trou de rayon r= 20 mm (D.L. =600) 

Fig. 52. Les champs de contraintes principales et de vitesses pour un 
quart de la plaque munie d'un trou de rayon r = 40mm (D.L. = 600) 
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Les figures 50, 51 et 52 représentent les champs de vitesses et de con­

traintes principales pour les rayons r = 0, 20 et 40mm avec 600 degrés de li­

berté. 

c. Comparaison des résultats 

Rimawi et Dogan [66»19701 ont obtenu en faisant des essais sur des pla­

ques de dimensions L = 500 mm, h• 35mm, e = 5mm, munie d'un trou centré de dia­

mètre 15mm, chargée dans la direction de la longueur, une charge limite 

(•̂ L. =0,990 ce qui est presque équivalent à la charge limite d'une plaque 

de dimension ( 180*100* 10mm) munie d'un trou de rayon r ••=-=• x 50 « 21,43mm 

(Fig. 49). Ces auteurs ont indiqué que la charge limite pour des plaques de 

dimensions L*hxe (Fig. 48), munie d'un trou de rayon r est : |r,|,. = >/"3( 1 — r-') 
iKllim n 

qui est représentée par une droite sur la figure 49. On voit sur cette figure 

que nos résultats numériques sont en très bon accord avec les autres résul­

tats. Pour la plaque sans trou la charge limite obtenue par Ben-Souissi et 

Friaâ est supérieure à celle que nous avons trouvée, de l'ordre de 6%. Cela 

est dû aux grands déplacements non négligeables qui se produisent avant l'écou­

lement, ainsi qu'à l'épaisseur de 10mm de la plaque qui ne présente pas exac­

tement un état de contrainte plane, 

9. LA CHARGE LIMITE D'UNE POUTRE EN FLEXION SIMPLE 

Le problème est défini au § 1-4-3. Rappelons que la poutre est supposée 

en état de déformations planes. Nous faisons l'hypothèse suivante : 

- la distribution des contraintes, sur l'extrémité de la poutre due au 

moment fléchissant (voir la Fig. 6 de la partie I) est triangulaire. 

Il est clair que sous cette hypothèse, on obtiendra une charge limite 

qui est plus faible que la charge limite réelle (cf. § 1-4-3). Nous avons 

résolu ce problême en utilisant la méthode des super-réseaux indiquée au 

§ II-2-2-2-2, avec p . - 1,01 et un test d'arrêt IIVHll < \0~k, Les résultats 
mm 
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obtenus sont notés sur le tableau suivant, la charge limite est calculée avec 

0,5% de précision relative. 

LA CHARGE LIMITE D UNE POUTRE EN FLEXION SIMPLE 

I NOMBRE DES I NOMBRE DES I DEGRES DE I (M/(K*H*«2))LIMITE I 
I ELEMENTS I NOEUDS I LIBERTE I I 

1 8 1 8 I 5 I 2.27a I 

I lb I 13 I 8 1 1.672 I 

I 6a i ai I 2a i î.saa i 

I i«a i 85 I as I l.asi I 

w) La figure 52, présente une charge limite de l'ordre de (ï^TJi' = 1>^5 

qui est bien une borne supérieure de la charge limite exacte, 4/3, obtenue au 

§ 1-4-3. Pour trouver un meilleur résultat il faut encore augmenter le nombre 

de degrés de liberté. Les figures 53, 54 et 55 représentent les champs de 

vitesses et de déviateurs des contraintes principales. On voit bien que ce 

sont seulement les éléments du coin où s'exercent la contrainte maximale (point 

B de la Fig. 6 de la Partie I), et qui sont plastifiés tandis que les autres 

éléments restent rigides. Ce qui veut dire que la charge que nous avons obtenue 

correspond au début de plastification de la poutre (donc la limite élastique) 

^ 

M 

2,3 

2,2 

U 

M 

*,« 

».» 

*,7 

1,6 

\s 

._. .._ 

- • 

- --

— 

10 ii 5 50 D.L.. 

Fig. 52. Charge l imite d'une poutre en flexion simple, en fonction de degrés 
de l i b e r t é . 
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Fig. 53. Champs de déviateurs des contraintes principales et de 
v o t e s s e s (D.L. - 17) 

/ 
B 

ftnm 
+::Kxy: 
x.Wx\ 

• • • x . - • 

x '"•. 

X 

.... ;.+hHxH+H>;SI 

c .. 
IM »ev"H (* 'Lfnaa tiwu P O M M U « •.««.< 

Fig. 54. Champs de déviateurs des contraintes principales et de vitesses 
(D.L. = 24) 

et non à la charge de ruine (cf. § 1-4-3). On pourrait dire aussi que la 

charge obtenue correspond à la charge de rupture d'un matériau fragile (§ 1-4-3) 

M M 
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A fi/ ,.. 

s.'. "-V 

* 'MIM I» I U I M U H U . • ^ t i i M . i . l . . ^ . 

Fig. 55. Champs de déviateurs des contraintes pr incipales et de v i tesses 
(D.L. =48) 

10. CHARGE LIMITE D'UNE FONDATION SUPERFICIELLE SUR UN MILIEU 

SEMI-INFINI CONSTITUE D'UN MATERIAU DE VON MISES EN DEFORMATION 

PLANE 

Une fondation rigide de largeur 2î.est appuyée sur un sol rigide-plastique 

avec le critère de Von Mises occupant un domaine (Q), semi-infini (Fig. 56). 

Le contact entre la fondation et le sol est supposé rugueux. La fondation est 

chargée par une charge concentrée d'intensité moyenne Q. On se propose de cal­

culer la charge limite dans le cas des déformations planes. 

Ce problème est un problème classique de la mécanique des sols, et le 

résultat est connu (ÏÏ+2) où k est la résistance au cisaillement du 
k/lim 

matériau. Nous avons résolu ce problème en employant la méthode d'inversion 

de matrice (point fixe § II-2-2-1-4) avec p . = 1,03 et un test d'arrêt de 
m m 

IIV.CII < 10~3. Pour nos calculs nous avons considéré la moitié de la structure 

en la limitant à OABC (Fig. 56) avec l * 2m ; et les conditions aux limites : 
- sur OA : v = T = 0 : 

y x - sur AB v = T = 0 x y 

- sur BD : T = T = 0 x y 

=- sur CD 

- sur OC : v = T = 0 x y 
l 9v 

a dx = Ä.Q : v = 0 : -—2- = 0, 
o yy x ' 3x 
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Les résultats obtenus sont donnés sur le tableau suivant ainsi que sur la 

figure 57. Nous avons trouvé une borne supérieure de la charge limite. Pour 

l'améliorer il faut encore augmenter le nombre de degrés de liberté et tendre 

de plus en plus p vers 1. 

Fig. 56. Une fondation superficielle en déformations planes 

Les champs de vitesses et de contraintes principales (à une constante 

près) sont représentés sur les figures 58, 59 et 60. On voit bien qu'une 

partie importante de notre structure est restée rigide, cela veut dire que 

la suppression de cette partie n'a pas d'influence sur la charge limite cal­

culée. Donc en réalité le nombre de degrés de liberté est encore plus faible 

que celui représenté par ces figures. Ce problème peut être considéré simple­

ment comme un essai de la méthode décrite au § II-2-2-1-4. 

Wicks et al [82 , 19751 en utilisant la méthode cinématique classique et 

8 éléments rectangulaires chacun possédant 8 noeuds, pour un nombre de degrés 

de liberté de l'ordre de 214 ont trouvé une charge limite qui est très proche 

de la charge réelle 5,142. 
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LA CHARGE LIMITE 0 UNE FONDATION SUPERFICIELLE EN 
DEFORMATION PLANE 

I NOMBRE DES ] 
I ELEMENTS 1 

I 18 ] 

I 32 

I 64 

I 100 

NOMBRE DES 1 
NOEUOS 

[ 16 

[ 25 

t ai 

I 61 

NOMBRE DES 
DEGRES DE 
LIBERTE 

[ 9 

[ 17 

[ 33 

I 52 

I LA CHARGE LIMITE 
I (O/IOLIM, 
I 

Ill.O8S+(OU-)O.0S5 

I 9.676+(0U-)0.0«8 

I e.27o+(Ou-)o.oai 

I 7.«30+(OU-)0.037 

I 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

11.0 -

10 15 l o 2S î o «.0 l,s SO SS to 

. 57, Charge limite en fonction de degrés de liberté. 
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Fig* 58. Champs de contraintes pr incipales e t de v i tesses (D.L. * 17 e t 
A/L = 0,1) 
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FONOATION SUPERFICIELLE SUA UNE m u eu scm INFINI ^ O N O A T I D N SUPERFICIELLE SUR UNE niLIEU SEfi[ INFINI 

Fig. 59. Champs de contraintes principales et de vitesses (D.L. • 33 et 
Z/L = 0,1) 
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suetwiçieuA.» 3tr.B.»e,o.iiLin.i.s.«i " * ™o«">« SKWICIELLE E« DEF.PLA«E o,B(un...«.<*> 

Fig. 60. Champs de contraintes principales et de vitesses (D.L. = 52 et 
£/L = 0,04) 
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CONCLUSION 

En conclusion, on peut dire que la loi de Norton-Hoff peut jouer deux 

rôles essentiels : 

.en tant que loi de comportement, généralisant la loi de Norton au cas des 

sollicitations multidimensionnelles ; 

.en tant que modèle mathématique pour régulariser la loi de la plasticité 

parfaite de Von Mosès (FRIAA [27, 1979] , SUQUET [76, 1981]). 

Nous avons établi divers programmes de calculs basés sur ces idées pour 

le calcul de l'écoulement d'une structure et le calcul des charges-limite. 

Ces programmes ont donné dans de nombreux cas des résultats convenables. 

Signalons pour l'avenir quelques problèmes à examiner : 

- Etude de matériaux non homogènes ; 

Couplage avec les problèmes thermiques pour les problèmes de gëophysi-

ques. Les coefficients de la loi de Norton-Hoff dépendent en effet de 

la température, 

- Problême de dynamique en géophysique. 

- Etude complémentaire des problèmes en déformation plane qui posent encore, 

comme on l'a vu, des problèmes numériques dûs à la condition d'incompres­

sibilité lorsque l'exposant p tend vers 1. 
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ANNEXE 

CALCUL DE LA CHARGE LIMITE D'UNE PLAQUE CARREE MUNIE D'UN TROÜ CENTRE, EN 

DEFORMATIONS PLANES. 

Considérons une plaque carrée de dimensions 2*2 unités, munie d'un trou 

circulaire centré de rayon a, soumise sur ses deux bords à une charge unifor­

mément répartie d'intensité Q. La plaque est constituée d'un matériau rigide-

plastique parfait de Von Mises, avec critère s.. s. . < 2k ou les s.. 

(i.j • 1 à 3) sont les déviateurs de contraintes o.. et k est la résistance au 

cisaillement simple du matériau. Les déviateurs de contraintes principales 

sont donnés par : 

si =j[2a! - (a2+a3)] ; s2 »-[2a2 - (c^+o^)] et s3--J[2CT3 - (a1+a2)] . 

Le convexe de Von Mises peut être mis sous forme de : 

f(a1,a2,c3) =-(01+02+03-0^2-0203-030^ - 2 k 2 < 0 , 

la loi de comportement du matériau (Loi de normalité) donne 

(X>0) 3f 3f 3f 
3CJI 3CT2 3a3 

En déformations planes on a : e3 • 0, d'où — 7 = 0 qui nous donne : 

o"3 = 9 e t donc f(ai,a2) • "T(.^I~^Z) -2k <0 qui n'est rien d'autre que 

le matériau de Tresca. 

1. Calcul de la borne inférieure de la charge limite (Q ) - méthode statique 

Il faut trouver le maximum de la charge Q équilibré avec au moins un 

champ de contraintes, ne violant pas le critère f (ai ,a2) <0. 
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Nous considérons un quart de la plaque (deux axes de symétrie), et le 

divisons en cinq zones à contraintes constantes (Fig. I). On définit un 

champ de contraintes statiquement admissibles pour : 

Qa 
- zone 1 : 0\ a2 (l-a)(l-Ç) 

- zone 2 : a\ = 

- zone 3 : ai = -r-*— 
1 1-a 

- zone 4 : ai = 0 

- zone 5 : ai = 0 

- Q(C-2a+V4a¿+g2) . Q(g-2a-V4a2+52) 
25(1-a) °2 

a2 » 0 

2Ç(l-a) 

; <?2 
2i_ 

(l-a)(ç-a) 

; a2 - 0. 

1 "~<~Tfl 
(i-«id-^) 

ÎI-O.)(I.J; 

Fig. 1. Les 5 zones à contraintes constantes 

Il nous faut donc maximiser la charge Q, tel que le champ des contraintes 

statiquement admissibles avec Q ne viole pas le critère : 

f(ci,a2) = |(ai-a2)
2-2k2<0. 

- Pour la zone 1 on a : 

2a f(a 1 >a 2)<O^Q<l2, j» _ J .k (1) 
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- Pour la zone 2 : 

74a2
+S

2 
(2) 

- Pour la zone 3 

Q<2(l-a)k (3) 

- Pour la zone 4 : 

Q<2(l-a)(g-a)>k ( 4) 

EL 

Posons pour la zone i (i - 1 â 5) ; P. =^- . On sait que 0<a<Ç<l (5) 

Maintenant nous devons trouver p. maximum qui respecte les inégalités (6) à (11) 

1 1 - 2a - (l-a)Ç 1-a 

1 2a - 1 + (l-a)t, 1 - a 

p2 < 2S(l-a) 

V4a* + Ç* 

P3 < 2(l-a) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Pk 
2( l -a) (5-a) (10) 

0 < a < S < l ( H ) 

Traçons les inégalités (6) à (10) par rapport à Ç, On a les trois figures sui­

vantes : 

Fig. 2. Variation des p. pour 0<a<0,381966 
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P Ai 0,S<o.<o;?153i1 

P2 Ai O,t,7i.4ÎSJ7<«.<0,T1i>92-

p4 A: o,oo<a.< oM<ti2Sn-

Fig. 3. Variation des p. pour 0,381966 < a < 0,715921 

Fig, 4. Variation des p, pour 0,71592<a<l 

On voit sur les figures 2,3 et 4 que dans le cas où 0< a<0,47462837, 

Ç correspond au maximum de p et il vérifie l'équation d'intersection de P2 

et p" : 
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a(a-2)çj + 2a(3-2a)Ç| - 4aS2 + 8a2ÇR - 4a
2 = 0 avec 0<5 K<a 

qui nous donne une borne inférieure de la charge limite : 

. 25 (1-a) 
P - -

V4a2 + Ç* 

Quand 0,47462837 < a < 1, c ' e s t Ç qui nous donne l e maximum de p , 

- ( a - l ) 2 + V a u - 4 a 3 + 10a2-4a+l 
^ J = 2 ( l - a ) 

qui nous donne : 

- a2 - 4a + 1 + Va4-4a3 +10a2-4a+1 
p = 

a 

On a représenté ces résultats sur la figure 11, 

2. Calcul de la borne supérieure de la charge limite (Q ) - méthode 

cinématique 

Pour le cas de déformations planes, une discontinuité de vitesses 

relatives u (tangente à la surface de glissement C), produit une puissance 

dissipée par l'unité de surface de glissement, qui est : 

ir(u)-k|u| (voir Salençon [75 , 19781). 

Pour calculer la borne supérieure, nous considérons les mécanismes de 

rupture suivants : 

l8 mécanisme (Fig. 5) : 

La puissance dissipée interne vaut ; 

il - a cos 81 
*|_ sinß J 

X. =4 : — s — • „ k 
in | sin p cos 3 

et celle des forces extérieures vaut 

x = 4Q V, ex ^ 

Pour que la charge Q soit supportable, il faut que x <x. d'où on a en po-
ex m 

Q_. 
Q 

sant -r= P 
k 
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^ 1 - a cos 8 
sin 3 cos 3 

et son minimum correspond aux 3 "T- et 9 = 0, qui nous donne 

P + <2(l-a). 

2° mécanisme (Fig. 6) 

On garde les mêmes notations, on a : 

T. = 4 [cos e -Vaz-sin2ei - ~ k m sin 6 

x =4Q V 
ex 

• • ^ cos 9 - ya -sin 8 
X <X. =* p< :—s 
ex m sin 9 

et son minimum correspond à cos 8 = —zz^^T" qui nous donne : 
Vi + 

h 1-A2 
P 

a 

3° mécanisme (Fig. 7) 

Dans ce mécanisme un quart de plaque tourne autour d'un point A de coor­

données c et d, avec une vitesse de rotation u. Il est clair qu'afin d'arriver 

à ce mécanisme de ruine, il faut que les contraintes dans les rotules plasti­

ques arrivent à 2k (limite à la traction). On a alors 

T < ; - ~ - 4[l + d2 + a2 + c2- (l+a)(d+c)l 
X %T, =» p ^ — • 

ex in 2d - 1 
.. • • 1 + a <- j 1 + V 3az-4a+2 . , p est minimum pour c = — — et d • qui nous donne 

p+ = - 2a+2V3a2-4a+2 
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Nous avons donc trouve les trois P qui sont représentés sur la figure 8. 

Fig. 8. Les bornes supérieures de la charge limite pour différents méca­
nismes 

On a donc pour la borne supérieure de la charge limite 

pour 0 < a < -r-

1 

p -2(l-a) 

pour-r<a<l p+= - 2a+2V3a2-4a+2, 

Les deux bornes de la charge limite sont représentées sur la figure 9 

ainsi que sur le tableau suivant : 
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l^\ î 

LA CHARGE LIMITE D UNE PLAQUE CARREE OE DIMENSIONS 120*120 CM. 
MUNIE 0 UN TROU CIRCULAIRE DE RAYON R CENTRE A LA PLAQUE SOUMISE 
A UNE CHARGE UNIFORMEMENT REPARTIE 0 INTENSITE Q -EN OEFORMATION 
PLANE AsR/60 ET LA RESISTANCE AU CISAILLEMENT OU MATERIAU EST K 

I R(CM.)I A=R/L I CQ-O/K I (Q-)/K II R(CM.)I A=R/L I (Q + J/K I (Q-)/K I 
l ! 1 1 i i 1 1 1 1 
I 0.00 I 0.000 I 2.0000 I 2.0000 I I 33 .00 I 0.550 I 0.6523 I 0.QO1S I 
I 1 1 1 n 1 1 1 1 
I 3.00 I 0.050 I 1.9000 I 1.8901 I I 3 5 . 0 0 I 0.583 I 0.4917 I 0.319«. I 
I ,i 1 1 i l 1 1 1 1 
I 5.00 I 0 .083 I 1.8333 I 1.8061 I I 36 .00 I 0.600 I 0.aa92 I 0 .2844 I 
I , t 1 1 i l 1 1 1 1 
I 6.00 I 0.100 I 1.8000 I 1.7612 I I 39 .00 I 0.650 I 0.3340 I 0 .1973 I 
l 1 1 1 n 1 1 1 1 
I 9.00 I 0.150 I 1.7000 I 1.6164 I I 40 .00 I 0.667 I 0.2997 I 0 .1736 I 
l ! 1 1 n 1 1 1 1 
I 10.00 I 0.167 I 1.6667 I 1.5654 I I 42 .00 I 0.700 I 0.2371 I 0.1327 I 
I 1 1 1 n 1 1— - I 1 
I 12.00 I 0.200 I 1.6000 I 1.4606 I I 45 .00 I 0.750 I 0 . t583 I 0 .0851 I 
l 1 1 1 n 1 1 1 1 
I 15.00 I 0.250 I 1.5000 I 1.3000 I I 4 8 . 0 0 I 0.800 I 0.0971 I 0 .0506 I 
l 1 1 1 i l 1 1 1 1 
I 18.00 I 0.300 I 1.4000 I 1.1412 II 5 0 . 0 0 I 0.833 I 0.0654 I 0 .0336 I 
I I 1 1 I I 1 1 1 — I 
I 20.00 I 0.333 I 1.3333 I 1.0391 I I 5 1 . 0 0 I 0.850 I 0.0521 I 0 .0266 I 
! 1 1 1 n 1 1 1 — 1 
I 21.00 I 0.350 I 1.2672 I 0.9896 I I 54 .00 I 0.900 I 0.0221 I 0 .0111 I 
l 1 1 1 n 1 1 1 1 
I 24.00 I 0.400 I 1.0762 I 0.8492 I I 55 .00 I 0.917 I 0.0151 I 0 .0076 I 

! i 1 1 1 n 1 1 1 1 
"' I 25.00 I 0.417 I 1.0151 I 0.8047 I I 5 7 . 0 0 I 0.950 I 0.0053 I 0 .0026 I 

I I I 1 I I 1 1 " I 1 
i I 27.00 I 0.450 I 0.8972 I 0.7220 I I 5 7 . 5 0 I 0.958 I 0.0036 I 0 .0018 I 

! ir 1 1 — I I 1 1 « - I 1 
I 30.00 I 0.500 I 0.7321 I 0.5616 I I 6 0 . 0 0 I 1.000 I 0.0000 I 0 .0000 I 

<\l HZ ^ i ) °,5 o,(, q l o j 0/9 

Fig. 9. Bornes supérieure et inférieure de la charge limite 
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