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Notations

Notations Générales

j Echelle ou niveau
n Indice de position
X7 Grille de pas 277: X9 = {&}, = 27n,n € Z}
CJ  Intervalle [mﬁb,xﬁb 1) de la grille X7
¢ Fonction d’échelle
d*f  Opérateur aux différences d’ordre I (équation 1.13)
II;  Espace des polynémes de degré k
C*  Espace de Holder (définition 1.4)
B¢, Espace de Besov [Mey90|
Opérateur linéaire sur [*°(Z) (0f = a * f)

X



Notations

Notations Schémas de Subdivision

S

SNL

f9 ouf
S7(f) ou f7
S(f) ou f
a(f)

al (6)

571,0

¢

p(S)
p(SnL)

Schéma de subdivision (définition I.1)

Schéma de subdivision non-linéaire

Points de controle ou points initiaux

Schéma itéré j fois appliqué a une suite f € [*°(Z?)

Fonction limite de S7(f) quand j — +oco pour f € [*°(Z*) (définition 1.3)
Symbole du schéma de subdivision S (équation 1.32)

Symbole du schéma itéré S7 (proposition 1.13)

Symbole de Kronecker (6,0 = 0 pour n # 0, dpo = 1)

Fonction d’échelle d’un schéma de subdivision

Fonction limite d’un schéma de subdivision associée aux données initiales
f 0= (Gn,0)n

Rayon spectral d’un schéma de subdivision (équation 1.15)

Rayon spectral d'un schéma de subdivision non-linéaire [CDMO03| (section
I1.3.1)

Schéma aux différences d’ordre k associé au schéma S (équation 1.14)
Fonction b-spline uniforme de degré m (équation 1.21)

Polynome de Lagrange interpolant (2,4, fntk)k=—i+1..r

Schéma de Lagrange interpolant utilisant [ points & gauche et r points & droite
pour la prédiction du point milieu (définition 1.13)

Produit des valeurs propres inconnues des matrices associées au schéma

de Lagrange S,

Notations Ondelettes

ESURCHESHR S

O

&

Fonction d’échelle (équation A.1)
Ondelette (équation A.2)
Fonction d’échelle biorthogonale (équation A.10)
Ondelette biorthogonale (équation A.10)
in Coefficients d’échelles (équation A.4)
n  Coefficients d’ondelettes (équation A.4)

Notations Analyse Multirésolution

F Espace fonctionnel
v/ Espace discret
Vj Espace continu

D1 Opérateur de décimation (définition I11.1)

ijfl Opérateur de prédiction (définition I11.1)
@ Détails entre une approximation d’échelle j et une approximation d’échelle j — 1 (dé-

finition ?7)
DI Opérateur de discrétisation (définition III.2)
RI Opérateur de reconstruction (définition I1I.2)
M Transformée analye multirésolution (M f7 = (f7,d’*1,... d")) (équation ??)
nnz  Nombre de détails non-nuls



Notations Différences finies

FD Opérateur aux différences finies
NFD, Nouvel opérateur aux différences finies (proposition IV.1)
X7 Grille adaptée a la grille X7 (section 1V.3.2.a)
0fd Ordre de 'opérateur aux différences finies
Oss Ordre du schéma de subdivision
r Degré de la dérivée qu’approche le schéma aux différences finies
Divers
supp(a) = {n € Z° tel que a,, # 0} Support de a € I*(Z?)
card(a) Nombre d’éléments de supp(a) pour a € I*(Z)
fn Valeurs moyennes locales f,, = mnﬂlimn ffn"“ f(x)dx
p(A) Rayon spectral de la matrice A
sp(A) Spectre de la matrice A
(f) Combinaison #
[x] Partie entiére de x
k) Dérivée k—iéme de f
sgn(x) Signe de x: sgn(xz) =1 si z > 0, —1 sinon
Ker Noyau d’un opérateur linéaire
do Distribution de dirac
f Transformé de Fourier de f € L?(R):
f@) = (Vam) L [ ft)eitzar
a Filtre associé & a € [1(Z), a(w) =Y., ae” ™
a*b Produit de convolution

Fonction tangente hyperbolique






Introduction générale

Ces travaux ont pour objet I’étude théorique et le développement de méthodes d’approxima-
tion multiéchelles non-linéaires. Les applications concernent la compression d’images, et d’une
maniére plus marginale, la construction d’opérateurs aux différences finies pour ’approximation
d’opérateurs différentiels sur une grille adaptée.

Les schémas de subdivisions (f € [°(Z*) — S(f) € [°°(Z®)) ont été introduits pour la
construction de courbes ou de surfaces. Quand on les itére (f/ = S7f), on construit un algo-
rithme multiéchelle, qui permet de définir une courbe ou une surface a partir de points initiaux,
appelés aussi points de contréle. Initialement, la notion a été introduite pour accélerer la construc-
tion de courbes splines [Cha74]. La courbe obtenue est alors définie aux points dyadiques.
Diverses propriétés sont intéressantes & étudier. D’abord, la convergence définie comme ’exis-
tence d’une fonction continue vers laquelle “converge" les itérés du schéma S7 f et la régularité
de cette fonction limite. On souhaite aussi controler des erreurs: la stabilité du schéma, pour
controler des petites perturbations aux points initiaux, et 'ordre d’approximation, pour contro-
ler I'erreur pour des points initiaux provenant de I’échantillonage d’une fonction.

La convergence implique I'existence d’une fonction d’échelle ¢, définie comme la fonction limite
du schéma appliqué aux points initiaux (0y,0)nez (0n,0 = 0 pour n # 0, dpp = 1). Pour les sché-
mas linéaires, I’étude des propriétés se raméne a I’étude de la fonction d’échelle ¢. Ainsi, diverses
techniques ont été développées pour analyser la convergence et la régularité, certaines inspirées
de la théorie des ondelettes ou la fonction ¢ définie une analyse multirésolution [CDM91, Dyn92].
Tout comme le nombre de moments nuls d’'une ondelette est un critére essentiel pour les proprié-
tés de 'analyse multirésolution de L2(R), la reproduction de polynomes de degré donné est une
condition importante liée & la régularité et a ’ordre d’approximation d’un schéma de subdivision.
Parmi les schémas linéaires, deux grandes familles de schémas ont été développées: les schémas
interpolants et les schémas approximants.

Pour les schémas interpolants, les valeurs jg:jl vérifient
construire fg: il a un probléme d’interpolation. La reproduction de polynomes conduit & favori-
ser une interpolation poyndémiale, en général de Lagrange. Les seuls résultats généraux connus,
concernent les schémas de Lagrange centrés, c’est-a-dire ceux ot 'interpolation de Lagrange uti-
lise le méme nombre de points & droite et & gauche du points a construire [DD89, Dau92|.

Pour les schémas approximants, les premiers ont été définis & partir des coefficients de la relation
d’échelle vérifiée par les fonctions B-splines. La fonction limite ¢ est alors la fonction B-spline cor-
respondante. Connaissant ses propriétés, on peut en déduire les propriétés des schémas splines.

- , )
fg: 1= fa. On est alors ramené pour
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Chaque catégorie de schémas a ses avantages et ses inconvenients: les schémas approximants
splines ont une régularité optimale pour le nombre de coefficients qui interviennent mais un
mauvais ordre d’approximation, tandis que les schémas de Lagrange présentent un ordre d’ap-
proximation optimal mais une mauvaise régularité.

Plus récemment, des schémas "hybrides" ont été construits, utilisant une interpolation polyné-
miale et visant & améliorer la régularité des schémas interpolants [DFH05, CLY06].

Malgré les nombreux avantages que présentent les schémas linéaires, ils font apparaitre d’im-
portants défauts dont la présence d’oscillations dans les fonctions limites (phénomeéne de Gibbs)
ou un ordre d’approximation trop faible (figure 1).

Un remeéde est d’utiliser des schémas non-linéaires.

On trouve différents schémas non-linéaires, qui répondent & différents problémes. Ainsi, on
trouve dans la littérature des schémas permettant de préserver des propriétés géométriques
[KD98, FM98, MDLO05|, de reproduire des fonctions particuliéres [MeHWO01, JSD03, BCRO7b],
de travailler sur des grilles non-uniformes [War95, DGS99, MM04| ou finalement, d’éliminer le
phénomene de Gibbs [CDM03, ADLT06]| (figure 2).

C’est dans cette derniére problématique que se placeront nos travaux: résoudre les problémes
d’oscillations avec pour objectif I'utilisation des schémas non-linéaires en traitement d’images.

(a) schéma interpolant de Lagrange centrés (b) schéma approximant spline degré 2
utilisant 4 points [DGLS87| [ChaT4]

F1G. 1 — Fonction limite de différents schémas linéaires pour les points initiaur f° = (0n,0)n-

Parallélement & la construction de courbes ou de surfaces, ’émergence d’algorithmes py-
ramidaux ou multiéchelles a été le moteur de nouvelles techniques de compression d’images
[Dau92, Mal89|. Notamment, la classique compression JPEG, utilisant une transformée de Fou-
rier rapide, a laissé sa place a la compression JPEG2000, utilisant une transformée en ondelettes.

Ce type d’algorithme est 1ié & la notion de base hilbertienne d’ondelettes, construites a partir
des translatés et des dilatés d’une unique fonction. La notion d’analyse multirésolution qui lui
est associée, introduit une autre fonction, dite fonction d’échelle. Pour une fonction donnée et
une résolution donnée, l'algorithme pyramidal n’est rien d’autre qu’un algorithme de changement
de base. Les résultats de caractérisation d’espaces de fonctions & partir de la décroissance des
coefficients d’ondelettes [Mey90, Jaf91], conduisent a utiliser une transformée multiéchelle pour
comprimer un signal, en négligeant les coefficients inférieurs a un certain seuil.

D’autre part quand c’est le cas, le support compact des fonctions d’échelles ou des ondelettes,



0.8f

0.6
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(a) schéma wWENO [CDMO03, AB04] (b) schéma ppH [ADLTO6]

F1G. 2 — Fonction limite de différents schémas non-linéaires pour les points initiauz f° = (0n,0)n-

implique que les algorithme de changement de base prennent la forme de schémas de subdivision.
A. Hatren [Har94, Har96| généralise la notion d’analyses multirésolutions en adaptant la défini-
tion & des schémas de subdivisions linéaires, puis non-linéaires.

La transformée multiéchelle est alors composée de deux étapes:

— une étape de décomposition: partant d’une approximation haute résolution f”, on décom-
pose I'image au moyen d’une approximation basse résolution f7° et de détails aux échelles
intermédiaires, ou coefficients d’ondelettes (d/0*!, ... d7),

— une étape de reconstruction: a partir de la donnée des détails et d'une approximation basse
résolution Jy, on reconstruit ’approximation résolution J,

un schéma de sudbivision intervenant dans chacune des étapes.

La compression d’une image consiste alors & effectuer une décomposition et & seuiller les détails,
et la décompression, & reconstruire & partir des détails seuillés. Par la troncature des détails,
on aura ainsi, isolé les singularités de I'image qui correspondent aux contours ou aux zones de
textures.

Il semble naturel de vouloir contréler, par le seuil de troncature, la différence entre les deux
images: 'image reconstruite et 'image initiale. On parle alors de stabilité d’analyse multirésolu-
tion.

Dans le cas d’analyses multirésolutions linéaires, la question de la stabilité est immédiatement
résolue; elle résulte de 'existence d’une fonction d’échelle donc de la convergence.

Dans le cas d’analyses multirésolutions non-linéaires, c¢’est-a-dire utilisant un schéma de subdi-
vision non-linéaire, la question est ouverte.

L’avantage d’utiliser des schémas non-linéaires est de pouvoir s’adapter, par exemple, a la
nature de 'image. Ainsi, l'utilisation de schémas non-linéaires permet d’éviter les zones de flous
dans la compression d’images (figure 3).

Pour répondre aux problémes d’oscillations, des schémas non-linéaires, inspiré de I'approxi-
mation de flux numériques, ont été développés: le schéma ENO [ADH99b, AACDO02|, une forme
améliorée, le schéma WENO [AB04, CDMO03| et un schéma utilisant 4 points, le schéma PPH
[Ama01, ADLTO06].
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50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

(a) utilisant schéma linéaire (b) utilisant schéma PPH

Fic. 3 — Compression et Décompression d’une image de taille 256 x 256 pour 4 niveaur de
résolutions, utilisant un seuil € = 10.

Pour ces différents schémas non-linéaires, la convergence a été établie [CDMO03, ADLTO06]. A
notre connaissance, le schéma PPH est le seul schéma non-linéaire pour lequel la stabilité de
lanalyse multirésolution, au sens classique, a été établie [ALO05]. On peut noter que la régularité
numérique de ces schémas est moins que C'.

La classe de schémas que nous allons étudier dans cette thése provient d’'une généralisation de
ces 2 exemples.

S’inscrivant dans la lignée de construction de schémas non-linéaires [DL95, KD98, Osw03,
MMO04, GW08, HO|, on construit la classe de schémas non-linéaires par comparaison a un schéma
linéaire:

vfeloo(z)v (SNLf)nz (Sf)n+F(5f)n (1)

Ici, S est un schéma linéaire convergeant, ¢ est un opérateur linéaire et continue sur [*°(Z) et F'
est un opérateur non-linéaire défini sur [*°(Z).

Dans cette thése, on se propose de batir une étude théorique des propriétés de cette classe
de schémas (convergence, régularité, stabilité et ordre d’approximation) et d’étudier la stabilité
de I'analyse multirésolution associée.

Ce mémoire est divisé en 4 chapitres.

— Le premier chapitre est consacré a I’étude de schémas linéaires. Aprés un bref rappel des dé-
finitions et des techniques d’étude, on s’intéresse a un résultat de convergence de [CDMO1|.
On compléte ce résultat par un résultat de régularité, dans le but de I'étendre aux schémas
non-linéaires.

Les seuls résultats concernant les schémas interpolants de Lagrange sont ceux utilisant des
schémas centrés [DD89]. On répondra a la question suivante: :

lécriture d’un schéma de Lagrange quelconque sous la forme (1) peut-elle apporter des in-
formations supplémentaires sur la convergence et la régularité?



— Le deuxiéme chapitre est le coeur de ce travail. Plusieurs questions sont & l'origine des
résultats établis:

— Quelles sont des hypothéses suffisantes, pour que le schéma non-linéaire Sy, (1) vérifie
les mémes propriétés que le schéma linéaire S?
— Les hypothéses établies sont-elles applicables?

— En utilisant la forme (1), peut-on construire un schéma non-linéaire convergeant,
stable et de régularité au moins C1?

— Pour Uapplication au traitement d’images, une étude bidimensionelle peut-elle étre
menée, c’est-a-dire le schéma défini sur 1°°(Z?) par produit tensoriel de schémas non-
linéaires convergeant sur 1°°(Z), vérifie-t-il la propriété de convergence?

En répondant a la premiére question, on s’intéresse aux propriétés de convergence, de ré-
gularité, de stabilité et d’ordre d’approximation.

Pour répondre a la deuxiéme question, on appliquera les résultats établis a des schémas
non-linéaires existants, ou que 'on définira pour résoudre le probléme du phénoméne de
Gibbs.

On définit, pour la troisiéme question, des schémas approximants a 4 points et qui amé-
liorent la régularité des schémas Sygeno €6 Sppn.

Nous donnons enfin des conditions suffisantes de convergence pour un schéma non-linéaire
défini sur [°°(Z?), construit par "produit tensoriel" de schéma sur [°°(Z).

— Le troisiéme chapitre pose la question de la stabilité de I’analyse multirésolution associée au
schéma non-linéaire (1) et de existence d’analyse multirésolution non-linéaire stable. On
s’intéressera encore a des schémas existants et a la construction d’un schéma dont 'analyse
multirésolution est stable.

— Le quatriéme chapitre s’inscrit dans la thématique de 'utilisation des analyses multiréso-
lutions pour la résolution d’équations aux dérivées partielles, dans le but d’améliorer la
performance de schémas numériques sur une grille non-uniforme. Etant donné un opéra-
teur aux différences finies, on montre comment homogéniser I’erreur de consistence sur une
grille non-uniforme, grace 'utilisation d’un schéma de subdivision.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de schémas de subdivision linéaires qui sont des outils

fondamentaux pour la construction de courbes, de surfaces ou la compression d’images.
La notion de schéma de subdivision a été introduite en 1974 par G. Chaikin [Cha74] dans le
cadre de la conception assistée par ordinateur (CAO). Le schéma de G. Chaikin [Cha74]|, appelé
le schéma corner cutting, a été présenté comme une alternative aux méthodes classiques utilisant
la définition analytique de courbes splines. Contrairement aux méthodes classiques, il est basé
sur une relation qui permet de construire et d’augmenter le nombre points de controle a partir
de points initiaux. En réitérant ce procédé, on double a chaque itération le nombre de points de
controle ce qui permet d’approcher la courbe B-spline & une résolution de plus en plus fine; ceci
explique 'appellation schéma de subdivision pour la relation entre deux niveaux de résolution.

Aujourd’hui, de nombreux schémas de subdivision ont été proposés. Tout d’abord, les pre-
miers schémas construits permettaient d’approcher les courbes B-splines (C. Catmull, C. Clark
[CCT78] et D. Doo, M. Sabin [DS78] pour les surfaces). Ce n’est qu’a partir de 1987 que des
schémas interpolants, c’est-a-dire conservant les points initiaux, ont été développés par N. Dyn,
J.A. Gregory et D. Levin [DGL87] ou G. Deslauriers et S. Dubuc [DD89]. Enfin, en 1991, A.S.
Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91| et N. Dyn [Dyn92| proposent une théorie
générale et des techniques d’études de la convergence, fortement inspirées de la construction de
la fonction d’échelle dans les analyses multirésolutions ondelettes (|[Mal89, Dau92]).

Des questions fondamentales se posent qui sont liées & des aspects pratiques de leurs utilisa-
tions. La convergence et la régularité des schémas concernent ’existence d’une fonction réguliére
"vers laquelle converge" le schéma dans un sens que ’on précisera; il s’agit de s’assurer que les
applications succesives du schéma de subdivision produisent une courbe lisse. Des qualités de
stabilité aux perturbations et d’ordre d’approximation sont aussi demandées, de méme que la
reproduction de certaines fonctions, en particulier les polynomes.

Dans ce chapitre, les schémas de subdivision sont linéaires. Nous verrons que les notions de
convergence et de stabilité sont liées, ainsi que les notions de reproduction des polyndémes et
d’ordre d’approximation.

Dans les deux premiéres parties, nous rappellerons les principaux résultats et trois exemples clas-
siques de schémas de subdivision. Dans une troisiéme partie, nous donnerons deux techniques
d’étude de convergence et de régularité basées sur I’étude de polynoémes trigonométriques ou de
valeurs propres de matrices.

Enfin, dans la section [.5.1, nous compléterons avec un résultat de régularité, un résultat de
convergence de A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91]| qui consiste a étudier la
différence entre deux schémas linéaires dont 1'un est convergeant. Nous utiliserons ces techniques
pour établir des résultats complets de convergence pour les schémas interpolants de Lagrange
non-centrés ce qui compléte les résultats de [DD89.

1.2 Deéfinitions et résultats généraux

Les schémas de subdivision définissent un procédé itératif pour construire de maniére récursive
une courbe ou une surface a partir de points initiaux.
On double le nombre de points a chaque étape en construisant en plus des points précédemment
construits, des points "milieux" ("mileux" au sens de I'indexage du point); ceci donne des points
définis sur une grille de plus en plus fine.
Dans la suite, les points de controle seront indexés sur Z° et définis dans RP. Pour une courbe
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(resp. une surface), ils seront indexés sur Z (resp. Z?2) et seront & valeurs dans R? (resp. R3).
On travaillera avec des suites de [*°(Z?).

1.2.1 Définitions

Un schéma de subdivision est dit linéaire si les nouveaux points sont définis comme une
combinaison linéaire des points précédents. Les premiers schémas étant basés sur la construction
de courbe B-spline et 'utilisation d’une relation d’échelle vérifiée par les fonctions de bases
(section 1.3.2), on a la définition suivante

DEFINITION 1.1
Soit a € [°°(Z*), on définit le schéma de subdivision S par

Vf€I®(Z),Vn €L (Sfln= ) an—omfm (1.1)

meZs

La suite (ay), est appelée le masque du schéma de subdivision.

Dans la suite, on supposera que supp(a) = [ni1,n3] avec |ny|,|ne| < 400 c’est-a-dire que la
construction de (Sf), fait intervenir un nombre fini de points. On dira que l'opérateur S est
local.

On notera f° ou f les points initiaux et S7 f ou f7 le schéma de subdivision itéré j fois appliqué
af.

Dans le cas ot on travaille avec des points de RP, on peut voir I’équation (I.1) comme un systéme
d’équations sur chaque coordonnée des points de controle.

REMARQUE 1.1
La relation (I.1) peut étre vue comme deux relations faisant intervenir les termes pairs et impairs
de la suite (ay)nezs. Par exemple

— pour s =1

(Sf)2n = Z a2mfn7m et (Sf)2n+1 - Z CL21”rLJr1fnf1”rL- (12)

meZ meZ

On peut définir

15100 :max{z |aznl, Z ‘a2n+1‘}-

nezs nezs

— pour s =2

Sf 2n4p = Z a2m+ufn m avec i S {(070)7(170)7(071)7(171)} (1'3)

meZs

On peut interpréter la relation (I.1) comme l'application de deux filtres: un filtre permettant
d’insérer des zéros et un filtre construit a partir du masque (a,),. Cela fait partie d’une des
étapes de la reconstruction dans la transformée en ondelette (Annexe A) et permet d’utiliser les
techniques d’étude des analyses multirésolutions ondelettes pour ’étude de schémas de subdivi-
sion (section 1.4.1).

Il est possible de généraliser cette écriture en remplacant le facteur 2 par un nombre b quelconque.
L’avantage est de pouvoir définir d’autres types de maillage en générant b points. Dans ce cas,
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I'indexage sur les grilles dyadiques est alors remplacé par un indexage sur des grilles b—adic. On
définit

DEFINITION I.2

On appelle schémas de subdivision en base b, les schémas de subdivision définis par

VI €I®(Z0),Yn €Z° (Sfln= ) anbmfm (1.4)

mezZs

Dans la suite b = 2, mais tous les résultats énoncés (convergence, régularité, stabilité) seront
vrais pour b quelconque, aprés adaptation.

1.2.2 Convergence d’un schéma de subdivision

On se place dans le cadre [°°(Z°) mais les résultats suivants restent vraies dans le cadre
P(Z%).
Par abus de langage, on dira que "le schéma converge" pour un schéma convergeant uniformé-
ment.

DEFINITION 1.3
On dit qu’un schéma de subdivision S converge uniformément si

Vf € 1°(Z%), 3f° € COR®)  telle que  lim sup |(S7f)n — f2(2)| =0.  (L5)

La fonction f*° est dite fonction limite du schéma S associée aux points initiaux f, notée aussi

S,

L’important est la condition de continuité de la fonction limite.

REMARQUE 1.2
La suite (||57||oc)jen est bornée pour un schéma convergeant.
En effet, pour un schéma convergeant, on a pour € > 0 et pour tout f € [°°(Z)

3T >0,V >J, [|97f]lee <&+ |FZ]|s0-

Comme S7 est une application linéaire continue, on a |[S7||oc = sup |[|S? f||oo. Donc
1 lo=1

Vi>J, |18 < e+ 1.

I.2.2.a Condition nécessaire

ProposiTiON 1.1
Soit S un schéma de subdivision convergeant vers une fonction non nulle alors son masque
vérifie
Z Aontp =1 avec p € [0,1]° (1.6)
nezs

Cette condition est appellée condition de masque ou condition de reproduction des constantes.
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Pour une preuve, voir [CDM91]| proposition 2.1 et [Dyn92| proposition 2.2.
On remarque que cette condition nécessaire est équivalente a la reproduction exacte des constantes
par le schéma c’est-a-dire

S reproduit exactement les constantes si pour tout n € Z, f, = ¢ alors pour tout n € Z,

(Sf)n=c.

La condition de masque (I.6) est une condition nécessaire a la convergence mais n’est pas une
condition suffisante comme le montre I’exemple suivant.

ExEmPLE 1.1
Soit le schéma de subdivision ou la valeur (S f)2,41 est construite en extrapolant les valeurs de
2 points a gauche. On obtient le masque

1
a1 = — as = o, ap =1, et a, =0 ailleurs,

et le schéma

(Sf)2n:fn et (Sf)2n+1:;fn_%fnfl

On choisit f0 = (0n,0)nez.-
On construit les suites f7 = S7(f°) et les points (z7,,f) avec x5, = 27n (fig L.1).
On raisonne par I’absurde:

si le schéma est convergeant, il existe une fonction continue f telle que

1
3J>0,¥j > J,Yn€Z \f(%)—f,{]gz (L.7)

_ 3 i1 1pj—2

= 59 1051132 2,4 9i-2_1, ON peut prouver par récurrence

En remarquant que fgjn 1291
que
— les points fgjn+2141’ Y et fO_, sont alignés, Vn € Z
- fgjn+2jfl > fY. pout tout n € Z.

On en déduit que pour n = 0, fgj,l > 1 pour tout j.
D’apres (1.7), pour tout j > J

2 1 )
'f( 27 >_ 51'71

Or fl, = f0 =0 don
L L
_§+f2j,1§f 1__] _f(l)g_—i_fQj,l'

ANy

De plus, pour tout j, f;;-il >1

. 1 1

ce qui contredit la continuité de f, donc la convergence du schéma. Pourtant, S vérifie la condition
de masque (L.6).
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Fi1a. 1.1 — Itérations avec un schéma extrapolant appliqué a f° = (0n.0)n (x: [0, o f7, ®: fgj_l).

1.2.2.b Fonction d’échelle d’un schéma convergeant

Par linéarité de 'opérateur S, il est possible d’étudier la convergence uniquement pour la
donnée initiale (8, 0)nezs-
Dans la suite, si elle existe, on notera ¢ la fonction limite du schéma associée & la suite initiale

(61,0 nezs-
On a les propriétés suivantes

PropoSITION 1.2
Si le schéma converge alors ¢ vérifie
(i) ¢ a un support compact et supp(¢) C supp(a)
(ii) ¢ vérifie la relation d’échelle: Yz € R, ¢(x) = >  and(2z —n)

nezs
(iii) Vx € R3,Vf € Z°%, Z fnop(x —n) = Z (Sfnd(2x —n)
nezs nezs
(iv) Ve e REVF € 59 €N f2(2) = 3 fudlo —n) = 3 (57 f)ud (@ —n)
nezs nezs

(v) Ve e RS, Y p(z—n)=1.
nezs
De plus, ¢ est 'unique fonction vérifiant ces propriétés.

Pour une preuve, voir [CDM91] théoréme 2.1. ou [Dyn92| théoréme 2.5 et 2.7.

La preuve utilise la fonctionelle définie par T'(¢o)(z) = >, c7 an¢o(2r —n) avec ¢o une fonction
continue, & support compact vérifiant la propriété (v) de la proposition I.2.

Trouver ¢ revient & résoudre un probléme fonctionel.

Réciproquement, le simple fait d’obtenir une solution & I’équation fonctionelle T'¢ = ¢ ne suffit
pas & avoir la convergence du schéma.

On a besoin d’avoir une condition supplémentaire sur ¢ appelée stabilité L [CDM91]
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THEOREME I.1
On suppose qu’il exsite une fonction ¢ continue, a support compact vérifiant la relation d’échelle

Vo R, ¢(z) = Y and(2x —n) (1.8)

nezs

avec la suite (ay)nezs vérifiant la relation d’échelle (1.6).
Si, de plus, ¢ vérifie une condition de stabilite L>°

JA.B > 0,Vf € I*°(Z?), tel que Allflloo < Z fnd (. = n)||e < Bl|fllo (1.9)
nezs

Alors le schéma de subdivision de masque (ay,)neczs converge.

REMARQUE 1.3

Si on se place dans le cadre L?, la condition de stabilité L?, dite condition de Riesz, est équivalente
a une condition sur les translatés de la transformée de Fourier de ¢ (Annexe A).

De manieére plus générale, R.Q Jia et C.A Michelli [JM91] montrent que

sip € LP(R?) et ), s |6(. — n)| € LP(R®) alors la condition

sup |¢(x + 2mn)| > 0, Vz € R®
nezs
est une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ vérifie la condition de stabilité LP.

De plus, sous les hypothéses ¢ fonction d’échelle, LP-stable vérifiant ) .. |¢(. —n)| € LP(R?),
les auteurs montrent que les espaces V; = {3, .7 andjn avec a € IP(Z*)} définissent une analyse
multirésolution de LP(R®) pour 1 < p< + oo (Annexe A).
Dans le cas d’une fonction ¢ continue a support compact, on a alors équivalence entre la stabilité
LP et L°°, pour tout p.

1.2.2.c Convergence du schéma interprétée comme la convergence d’une suite de
fonctions

Un moyen intuitif de construire la fonction limite est de définir a chaque niveau la fonction
affine par morceaux passant par les points (S7f), et de regarder si cette suite de fonctions
converge.

Plus généralement,

THEOREME 1.2

Soit S une schéma de subdivision vérifiant la condition de masque (1.6),

Soit ¢ une fonction continue, a support compact vérifiant ) .. ¢o(x —n) =1,
On définit la suite de fonctions f7 par

() = Z(ij)ngbo@jx —n) pour tout x € Z°,

n

Alors la convergence du schéma implique la convergence de la suite de fonctions (f7) jEN-
Réciproquement, si de plus, ¢g vérifie la condition de stabilité L> (1.9),

alors la convergence de la suite de fonctions (f7) jen entraine la convergence du schéma de sub-
division.
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Souvent, on choisit f/ avec la fonction ¢o(x) = [[;_; maz(1 — |2;|,0), ce qui correspond, en

dimension 1, aux fonctions affines par morceaux passant par les points (S7 f),,.

Sous la condition de masque (I.6), on a ainsi trois définitions équivalentes pour montrer la
convergence
(i) existence d'une fonction continue approximant les itérations du schémas (définition 1.3),
(ii) convergence d'une suite de fonctions (théoréme 1.2),
(iii) existence d'une fonction d’échelle (théoréme 1.1).
On verra que, dans le cas de schémas de subdivision non-linéaires, les deux premiéres définitions
resteront valables mais on perdra la troisiéme puisque l'introduction de fonction d’échelle fait
intervenir de fagon cruciale la linéarité (section I1.3.1).

I.2.3 Une propriété de la fonction limite: Etude de la régularité

On parle de régularité d’un schéma de subdivision convergeant pour parler de la régularité
des fonctions limites associées.
Dans le cadre linéaire, d’aprés la section 1.2.2; toutes les fonctions limites S f ont au moins la
méme régularité. On se concentre alors sur la régularité de ¢.

1.2.3.a Définition des espaces de Holder

Dans la suite, on s’intéressera aux classes de fonctions a-Holdérienne, pour 0 < o < 1, notée
C“ et définie par

DEFINITION 1.4
Pour 0 < a <1, f € C*R®) si f est bornée et vérifie

AC >0 telque Vz,yeR® ||f(x) — f(Y)lleo < Cllz —yllS (1.10)

Pour o > 1, on considére r = o — [a] et on définit C“ par
C® = {f°) pornée tel que fU1D e €y (I.11)
On définit la classe de fonction C'“~ par
Com ={feCPVp<al} (1.12)
REMARQUE 1.4

Dans la définition 1.4, il suffit de montrer I'inégalité pour (z,y) € R® tel que ||x — y|| < 1. En
effet le fait que f soit bornée par une constante M implique que pour ||z — y||oo > 1

1F (@) = F(W)lloe < 2M < 2M ||z — yl|S.

Dans la suite, pour simplifier les écritures, nous nous placerons dans le cas s = 1. Mais, les
résultats énoncés restent vrais pour s quelconque.

Pour étudier la régularité d’une fonction limite, il est naturel de se poser la question suivante:
St Von “dérive de maniére discréte” le schéma et que le schéma obtenu converge, que peut-on
dire de la régularité de la fonction limite?
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1.2.3.b Définition des opérateurs aux différences

On appelle opérateur aux différences d’ordre k, noté d*, défini par

a k
k _ k—i
Vf€l>®(Z),Yne€Z, (d"f),= 2(—1) i <Z> Fac (5] (1.13)
1=

On a dfy, = fry1 — fn et dkf = d(dk_lf)'
On appelle dérivées discrétes k-ieme de f ou opérateur aux différences divisées, I'opérateur 2¢d* f.
1.2.3.c Définition des schémas aux différences et lien avec la régularité

On appelle schéma aux différences d’ordre k, le schéma Sy, (s’il existe) vérifiant

Vfel®(Z),YneZ,  Sp(df)n=d*(Sf)n. (I.14)

Régularité C% pour a < 1
On a la propriété suivante pour Sy, donnant la régularité de ¢.

ProposiTION 1.3

Si S vérifie la condition de masque (1.6) alors S existe et les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) S converge,
(ii) S1 converge vers 0,

(iii) il existe L € N et 0 < p < 1 tel que Vf € I°(Z), ||SF flloo < 0| f]loo-

De plus, ¢ € C* avec a = —logs(p) si 271 < p <1, ¢ € C'~ sinon.

Pour une preuve, voir N. Dyn [Dyn92| théoréme 6.9 ou A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A.
Micchelli [CDM91] théoréme 2.3 dans le cas s quelconque.
Ainsi, plus la constante de contraction est petite, plus la régularité est grande.

1
On appellera rayon spectral de Sy la quantité p(S1) = lim;—1||S1||3% qui vérifie

p(S1) =inf {p/37,¥j = 1V €1°(Z) 18] flle < P7||f Il - (1.15)

D’aprés la proposition 1.3, il est nécessaire et suffisant que p(S;) < 1, pour la convergence du
schéma §S.

Régularité C% pour o > 1
Pour conclure a la réguralité C' du schéma, on a besoin que 25, converge. En effet, si on dérive
par morceaux, la suite de fonctions f7 avec ¢g(z) = max(1l — |z],0), on a

(F) (@) = 2(S7 f)ngp (2 —m) = 20(f) — f2_4) =27df) | pour xe€[277n;277(n+1)]

On obtient la proposition suivante (N. Dyn [Dyn92| théoréme 7.3 ou A.S. Cavaretta, W.
Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91] théoréme 8.1)

PRroprPoOSITION 1.4
S'il existe Sy, un schéma aux différences d’ordre k tel que 25S, converge alors ¢ € C* et ¢(F) =
(2791)>(d" (0n,0)).
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Ou de fagon équivalente

ProposiTiON 1.5

S’il existe Sy,1 un schéma aux différences d’ordre k + 1 tel que 2¥S), | converge vers 0 alors
¢ e CF.

De plus, s’il existe L € N et 0 < p < 27F tel que Vf € I°°(Z), ||SE 1 flloe < p"|fllso alors
¢ € CF+a) avec o = —k — loga(p) si 2D < p < 27F ¢ € C*++D~ sinon.

Réciproquement, on a le résultat suivant, di a4 A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli
[CDMO1| (théoréme 8.2)

THEOREME 1.3
Si ¢ la fonction d’échelle de S vérifie la condition de stabilité L>° (1.9), on a équivalence entre

(i) ¢ est C¥,
(ii) Sy existe et 255} (d*(6,,0)) converge vers ¢(¥).
(iii) Spy1 existe et 25 Sy, | converge vers 0.
(iv) il existe L € N et 0 < p < 27% tel que Vf € I°°(Z), [|St 1 flloe < "1 f]lso-
De plus, on a ¢ est C**t® avec a = —k — loga(p) si 2~ D < p < 27F ¢ est C*+1)~ sinon.

REMARQUE 1.5
En notant ¢y, la fonction limite de 2¥Sy, on a ¢y, # o).
A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDMO91], montrent (corollaire 8.1) que

6 () = izig(—l)“ (5)on (== |5] +1).

et que si ¢ vérifie la condition de stabilité L> (1.9) alors ¢y, vérifie la méme propriété.

1.2.3.d Reégularité Numérique

I1 est possible d’estimer numériquement la constante de Holder de la fonction limite S f (F.
Kuijt [Kui98| (section 6.4)).
e Si S®f e C%avec 0 < a < 1, la définition 1.4 des espaces de Holder permet d’écrire, aux
points x =27 n et y = 277 (n + 1),

lim [S%f(277n) = S*F(27 (n+ 1)) = lim |(87f)n — (7 flusa] = m c277e

J—+o0 J—+o0
On a alors A ‘
[ A ™
lim  —logs "J]fl ; = . (I.16)
NGRS ||fn+1_fn||oo

¢ Si S°f € C* avec k < a < k + 1, c’est-a-dire S>®f € C* avec k > 1, on utilise les dérivées
discrétes k-iéme, 2%7d* f7 (1.13), de la fagon suivante

<2k||dkf£ii — ;;+1||00>
4521 — il

lim  —logo (L.17)

j—to0
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On dispose donc de deux résultats fondamentaux pour étudier la convergence et la régularité
qui sont la proposition .5 et le théoréme 1.3. Deux questions se posent alors:

— comment montrer I'existence d’un schéma aux différences?

— comment montrer la divergence?
La premiére question a un lien direct avec la reproduction de polynémes par le schéma (section

1.2.5). Pour la deuxiéme question, nous présentons des techniques classiques disponibles (section
1.4.2).

I[.2.4 Autres propriétés classiques: Monotonie, Convexité, Ordre et Stabilité
I.2.4.a Convexité-Monotonie

Il est particuliérement intéressant pour un schéma de préserver certaines propriétés géomé-
triques au sens ol une propriété vraie pour la suite f € [°°(Z), reste vraie pour la fonction S*f.
On se place dans le cas s = 1 et on définit pour les suites

DErINITION 1.5
On dit que la suite (fy)n est monotone si (dfy,)nez est de signe constant, pour tout n € Z.
On dit que la suite (f,), est convexe si d*f, < 0, pour tout n € Z.

DEFINITION 1.6

On dit qu’un schéma de subdivision préserve la monotonie si pour toute suite f monotone, la
fonction S*° f est monotone.

On dit qu’un schéma de subdivision préserve la convexité si pour toute suite f convexe, la fonction
S f est convexe.

On peut voir les travaux de N. Dyn, F. Kuijt, D. Levin et R. Van Damme [DKLD99]| pour des
constructions de schémas préservant ces propriétés. La plupart du temps, la construction de tels
schémas conduit a des schémas non-linéaires [Kui98|.

1.2.4.b Stabilité

DEFINITION 1.7
On dit qu’un schéma de subdivision convergeant est stable si

Vigel™(Z®) ona  |[S*f—5%g|lLe < CI[f —glli

Pour un schéma linéaire, on a la propriété suivante qui se démontre grace au théoréme 1.2 (ou
encore grace a la linéarité de 'opérateur S et la remarque 1.2)

PRroprosSITION 1.6
Tout schéma de subdivision linéaire convergeant est stable.
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I.2.4.c Ordre

Une autre propriété concerne I’application du schéma & I’échantillonage d’une fonction C*.
On parle d’ordre d’approximation du schéma.

DEFINITION 1.8
Pour S un schéma convergeant, on dit que S> est approximant d’ordre k si pour toute fonction
g € C*([0,1]) et pour les données initiales f = g(nh),, on a

15°°(f) = gllz= < Ch*,

avec C' une constante indépendante de h et dépendante de g.

On définit aussi 'approximaton d’une itération du schéma par

DErINITION 1.9
On dit que S est un schéma approximant d’ordre k si pour toute fonction g € C*([0,1]) et pour
les données initiales f = g(nh),, on a

1S = g2~ -h)llie < ChF.

11 est facile de voir qu’il n’est pas suffisant que S soit approximant pour que S le soit.
Dans le cas linéaire, on a cependant le résultat suivant [Kui98§|

ProrosiTION 1.7

Pour un schéma linéaire convergeant, si S est approximant d’ordre k alors S° est approximant
d’ordre k.

I.2.5 Une propriété du schéma: La reproduction des polyndémes

Dans cette partie, s = 1 (A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91| pour s
quelconque).
La notion de reproduction des polynomes se décline de 2 facons

DEriNITION 1.10
On dit qu’un schéma de subdivision reproduit exactement les polynémes de degré k si pour
tout polynéme P de degré au plus k

siVn € Z, p, = P(n), alors (Sp), =P (2_171) (I.18)

On dit qu’un schéma de subdivision reproduit les polynémes de degré k si pour tout polynome
P de degré au plus k

siVn € Z, p, = P(n), il existe un polynéme R de degré k tel que (Sp), = R (27111) (1.19)

On a la propriété suivante ([CDM91] théoréme 6.2)

PROPRIETE I.1

Si S un schéma linéaire convergeant reproduit les polynémes de degré k alors S* reproduit les
polynémes de degré k.

De plus, pour P € Iy, et p = (P(n))n, S®p est un polynéme ayant le méme coefficient de plus
haut degré que P.
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I.2.5.a Reproduction des Polynoémes et Ordre d’approximation

Pour des schémas linéaires, on obtient en utilisant la stabilité et la formule de Taylor [Kui98§|

ProrosITION 1.8
Si un schéma convergeant reproduit exactement les polynomes de degré k alors il est approxi-
mant d’ordre k + 1.

Dans le cas de la reproduction simple de polynoémes, on ne peut pas déduire une telle propriété
mais on peut construire des données initiales Qp & partir de p pour que S vérifie S®Qp = P
(A. Levin [Lev00]). Ainsi, a partir de données initiales convenablement choisies, on aura un
ordre d’approximation optimal. Ceci sera particuliérement intéressant pour les schémas B-splines
(section 1.3.2).

1.2.5.b Reproduction de Polyndémes et Régularité

On a déja vu que, si S vérifie la condition de masque (1.6) c’est-a-dire la reproduction des
constantes, il existe un schéma pour les premiéres différences noté S; (proposition 1.3).
On peut généraliser de la fagon suivante

ProrosiTIiON 1.9
Si S reproduit les polynomes de degré k alors il existe un schéma aux différences d’ordre k + 1.

Pour une preuve, voir A. Cohen, N. Dyn et B. Matei [CDMO03| proposition 1.

A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli montrent que la reproduction des polynomes
est aussi une condition nécessaire pour que ¢ soit C* (JCDM91] corollaire 8.2)

ProposiTioN 1.10

Si ¢ la fonction d’échelle de S vérifie la condition de stabilité L™ (1.9) et si ¢ € CF, alors S
reproduit les polynémes de degré k.

De plus, pour P € Il et p= (P(n)), on a (Sp), = P(27'n) + Q(27'n) avec degQ < deqP.

Pour des schémas interpolants, on obtient méme la reproduction excate (A. Levin [Lev00]).

La reproduction des polyndémes donnent donc une
(i) condition suffisante pour l'ordre de S avec la reproduction exacte (proposition 1.8),
(ii) condition suffisante pour l'existence de schémas aux différences (proposition 1.9),
(iii) condition nécessaire & la régularité C* (proposition 1.10).

Dans le cas non-linéaire, on verra que seule la premiére condition est conservée.

I.3 Premiers exemples classiques

I.3.1 Un exemple de construction de schémas sur [*°(Z°) convergeants

Un moyen d’obtenir des schémas a plusieurs variables convergeants est de les définir comme
un produit tensoriel d’un schéma de subdivision a une variable que I’on sait convergeant.
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On entend par produit tensoriel que le masque s’écrive comme un produit tensoriel ¢’est-a-dire
S
Vn € Z° A, = Hani avec n = (ny,...,ng). (1.20)
i=1

Appliquer le masque (A, )nezs, revient a appliquer le schéma & une variable de masque (a,)nez
dans chacune des directions. On remarque que le fait de commencer par une direction ou une
autre n’a aucune importance puisqu’on obtient le méme schéma.

On a le résultat suivant

THEOREME 1.4

Soit S un schéma linéaire défini sur 7, convergeant et soit ¢ sa fonction limite,
le schéma défini sur [°°(Z*) par un produit tensoriel de S converge.

De plus, sa fonction d’échelle s’écrit ®(z) = [[;_; ¢(z;).

Pour la convergence, voir N. Dyn [Dyn92|.
Pour la régularité, il suffit de voir que, pour (z,z') € R® x R®

0(z) —2() =) [ o) [ o@)@(@:) - o)

i=1 1<j<i i<j<s

Comme ¢ est a support compact, la régularité de ® est la méme que celle de ¢.

La construction par produit tensoriel, qui est trés utilisé, justifie que I'on s’intéresse princi-
palement aux schémas de subivision définis sur *°(7Z).

I.3.2 Un premier exemple: les schémas B-splines

Ce sont les premiers schémas développés pour construire une approximation de la courbe
B-spline X (t) =Y, ¢m(t — 1) P; avec (P;); des points de controle. Gréace a une relation d’échelle
vérifiée par les fonctions ¢y, il est possible de définir X (t) = >, ¢ (2t — 9)(SP);.

1.3.2.a Définition

DEriNITION 1.11
On dit que ¢y, est la fonction B-spline uniforme de degré m si

x-‘,—l
Cbmoa(t)dt avee do=xp_1 1. (L21)

272

bmn(@) = b * o) = /

1
=3

En particulier, ¢,, est polynémiale par morceaux (de degré m), C"™ 1(R) avec

supp(ém) = [~[27'm] — L,m — [27'm]] .

Par récurrence, on montre que les fonctions B-splines vérifient la relation d’échelle suivante

m—[271m)]
—m m—+1
Pm(x) =2 ) (n 1+ 27 m]

n=—[2"1tm|-1

) ¢m (22 —n). (1.22)
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On construit alors le schéma de subdivision spline de degré m avec le masque

_[o—1 o _[o—1 m _ o—m m+1 m __ .
vne [-[27'm] —1m—[27"'m]] a)t =2 <n T4 [2_1m]> et a =0 ailleurs.
(1.23)

1.3.2.b Propriété du schéma B-spline

On a les propriétés suivantes

ProposiTION 1.11
(i) Le masque a"™ ne prend que des valeurs positives c’est-a-dire Vn € supp(a™), al* > 0.

(ii) Le masque a™ vérifie la condition de masque (1.6) donc la reproduction exacte des constantes.
(iii) Pour m impair, le schéma de masque a™ reproduit exactement les polynémes de degré 1.
(iv) Le schéma de masque o reproduit les polynémes de degré m.

(v) Il existe un schéma aux différences d’ordre m + 1.

Les (i) et (ii) sont des propriétés importantes puisqu’elles suffisent a elles seules & montrer
la convergence du schéma (voir N. Dyn [Dyn92] ou A. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli
[CDMO1)).

Pour la régularité, on a

THEOREME 1.5

Le schéma de subdivision de masque a'™ converge et la fonction limite ¢ est la fonction B-spline
de degré m, ¢,.

Le schéma B-spline de degré m a une fonction limite C™~'(R) qui vérifie la stabilité L.

Pour obtenir la condition de stabilité L> (1.9) de ¢, on utilise la condition sur les translatés de
¢ (remarque 1.3), sachant que ¢ est connu explicitement.

EXEMPLE 1.2
pour m=1 Le masque vaut a_; = %, ag=1et a; = % Le schéma s’écrit

fnt o1

(Sf)2n+1 = 2

et (Sf)on = fn (1.24)

La fonction limite est continue et affine par morceaux et vaut max(1,1 — |z|) (figure 1.2).

pour m=2 Le masque vaut a_s = i, a_q1 = %, ag = % et a1 = i. Le schéma s’écrit
3fn + +3
(Sf)2n — % et (Sf)2n+1 — % (1.25)

Historiquement, c’est aussi le premier schéma construit di a G. Chaikin [ChaT74]|, appelé
"corner cutting" en raison de sa construction géométrique.
La fonction limite est C'! et polynomiale de degré 2 par morceaux (figure 1.2).
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09 1 09

08 9 08

07t 4 07t

06f 4 06f

[ 4 05t

04 j 0al

03F 1 03

02f 9 02f

0af 4 0af

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) schéma spline degré 1 (C°) (b) schéma spline degré 2 (C*)

09 1 09

08 9 08

07t 4 07t

06f 4 06f

05t 4 05t

04 j 0al

03F 1 03F

02f 9 02f

0af 4 0af

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3

(¢) schéma spline degré 3 (C? spline quadratic) (d) schéma spline degré 4 (C® spline cubic)

FiG. 1.2 — Fonction limite d’un schéma spline de degré m pour f° = (0n,0)n.-

L’avantage de ces fonctions est qu’elles permettent de construire une classe de schémas dont on
connait explicitement la fonction limite et la régularité. De plus, la régularité est optimale pour
la taille du support et vaut C™~ (section 1.4.1).

Le désavantage est que les schémas B-splines de degré m reproduisent les polynémes de degré
m mais pas de fagon exacte. Par conséquent, il est difficile de connaitre leur ordre d’approxima-
tion.
Pour palier & ce probléme, on va considérer des schémas de subdivision utilisant une interpolation
polynomiale. Ces schémas seront optimaux pour la reproduction de polyndémes de degré donné
donc pour l'ordre d’approximation (section 1.2.5).

I.3.3 Un deuxiéme exemple: les schémas d’interpolation de Lagrange

1.3.3.a Définition et propriétés d’un schéma interpolant

DEFINITION 1.12
Un schéma de subdivision est dit interpolant si (S f)a, = fy, pour tout n € Z°.

Contrairement aux schémas splines, ce sont des schémas définis & priori par leur masque.
On “conserve les points & I’échelle 57 donc le masque vérifie

ap =1 et as, =0, Vn #D0.
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Si S converge, sa fonction limite vérifie les propriétés suivantes

PROPOSITION 1.12
Soit un schéma de subdivision interpolant de masque a avec supp(a) = [—nj,na).
Si le schéma converge alors
(i) ¢ interpole les points construits a chaque niveau en particulier $(0) =1 et ¢p(n) = 0, pour

tout k € Z*.
(ii) ¢ vérifie la condition de stabilité L> (1.9).
(iii) supp(p) =] — n1,na[ et ¢ vérifie p(—ny + %) = (a_n,)’ et ¢p(na — %) = (an,)?, Vj € Z.

(iv) Si S reproduit les polynémes de degré k alors S reproduit exactement les polynémes de
degré k. De plus, pour tout P de degré k, P(x) = ., P(n)¢(x —n).

Preuve
(i) Vient du caractére interpolant du schéma et de la suite de fonctions (f7);en (théoréme 1.2).

(ii) Dapreés (i), pour tout k € Z, fr = fr$p(0) = >, cz fud(k —n). Donc

el <UD fadlc = )|l

nez

ce qui donne la premiére inégalité en prenant la borne supérieure.
(iii) Pour le supp(¢), voir G. Deslaurier et S. Dubuc [DD89| lemme 3.1.

Pour la valeur de ¢(ng — %), si on note f/ = S7(d,,), le fait que ¢ soit interpolante
implique que ¢(nz — 5%) = fgjm g’
La définition du schéma (I.1) devient ijtllm,m = > A9t iny—ny—am [ POUr 27Ny —

ng — 2m € supp(a) c’est-a-dire m > 2/ny — no.

Or d’aprés [DD89], on a supp(f?) = [-27nq + n1,2/ng — ny].

Donc fgjtllm oy = n2f21n2—n2 et par ?écurrence, on a donc ¢(nz — 5%) = (an, ).
De méme, pour ¢(—ny + 5+) = (a_pn, ).

(iv) Vient de la reproduction des polynémes et du caractére interpolant.

1.3.3.b Les schémas interpolants de Lagrange

Construction et propriétés

Le moyen le plus naturel de construire un schéma interpolant, compte tenu de I'importance de
la reproudction des polynémes, est d’utiliser une interpolation de Lagrange pour contruire les
points "milieux". C’est la construction la plus apropriée pour avoir une reproduction des poly-
némes optimale par rapport au nombre de points utilisés.

Soit ppi, le polynéme de Lagrange de degré (r 4+ 1 — 1) construits avec les points {(n +
Jsfn+j)j=—i+1.r}- On prend [ points a gauche et r points & droite du point a reconstruire n 4 %
On définit

n-+r
z—k
(Sf)2n+1 = pPpr(n + Z Lyyn(n+ = )fn+m avec Ly n(x) = H i

k#n+m
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On remarque que le coefficient Ly, ,(n + ) = L,,,(3) ne dépend pas de n.
On définit alors le masque correspondant par :

DEFINITION 1.13
Le masque du schéma de subdivision de Lagrange utilisant | points a gauche et r points a droite,
s’écrit

1 1 e
VmeZ agm=0dm et ami1 =L_p <§> avec L, <§> = H 7?1 — (1.26)
k=—1+1
k#m
On note S, le schéma de Lagrange utilisant | points a gauche et r points a droite du point a

construire.
Le support du masque est alors supp(a) = [—2r + 1,2l — 1] et contient 2(I + ) + 1 termes.

Citons quelques cas particuliers:
pour [ = r, on interpole le point milieu en ayant autant de points & gauche et a droite.
On dit que le schéma est centré.
Dans ce cas la, on remarque que le masque est symétrique c’est-a-dire que Lm(%) =
L—m-i—l(%)-
C’est le cas traité par G. Deslaurier et S. Dubuc [DD89.

pour [ =1 (resp r = 1), on a un point a gauche (resp a droite).
On dit que le schéma est décentré droite (resp gauche).

pour [ =0, (resp r = 0) on dit que le schéma est extrapolant. C’est le cas du schéma construit
dans 'exemple I.1.

On peut faire les remarques suivantes

PROPRIETE 1.2
Les schémas de subdivision de Lagrange vérifient

(i) la condition de masque (1.6) est satisfaite c’est-a-dire ), agpy1 = 1.
(ii) la reproduction des polynoémes de degré | +r — 1 est assurée.

(iii) Sile schéma est centré et convergeant alors la fonction limite de f° = (8y,,)n est symétrique.

Résultat de convergence dans le cas centré

Pour la convergence des schémas centrés (r = [), on dispose du résultat de convergence di
a G. Deslaurier et S. Dubuc [DD89|. Ce résultat est complété du résultat de régularité da a
I. Daubechies [Dau92|, dans le cadre de construction d’ondelettes a support compact optima
pour le nombre de moments nuls. Ces résultats utilisent la symétrie des coefficients et sont donc

valables uniquement dans le cas centré.

THEOREME 1.6
Tous les schémas de subdivision de Lagrange centrés S;; sont convergeants.
De plus, la fonction limite est C*~ avec a =~ 0.41.
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On peut signaler que le résultat de convergence du théoréme 1.6 est démontrée, de fagon plus
générale, pour des schémas définis en base b par la valeur du polynome p,, ; , aux points n + !
avec 0 < ! < b. La meilleure régularité est obtenue pour des schémas en base 2 [DD89|.

ExeEmMPLE 1.3
pour un schéma centré a 2 points (r=1=1) Le masque vaut a_; = %, a; = % et ag =1 et
le schéma s’écrit
Jnt fo1
2

(S1if)on=fn et (Si11f)ont1 = (1.27)

On retrouve le schéma spline de degré 1. La fonction limite est C'~ (section 1.4.1).

pour un schéma centré a 4 points (r=1=2) Le masque vaut a_35 = I—é, a1 = 1%, ay = 1%,

as = I—é et ag = 1 et le schéma s’écrit

1 9 9 1
(S22f)on = fn et (S22f)ont1 = _1_6fn71 + 1_6fn + EfnJrl - 1_6fn+2 (L.28)

La fonction limite est C?~ (uniquement pour une base b = 2) [DGL87]. Remarquons que
la spline qui utilise le méme nombre de points est C?.
C’est un schéma trés utilisé dans la littérature. Différentes variantes en sont proposés

introduction d’un parameétre: (N. Dyn, J.A. Gregory et D. Levin [DGL&7])
1 1
a_3 = —w, a,lzi—{—w, a1:§—|—w, az = —w et ag = 1. (1.29)

avec 0 < w < % et régularité C! pour w # 1_16'

définition en base 3 avec paramétre: (M.F Hassan, I.P. Ivrissmitzis, N.A. Dodgson et M.A.
Sabin [HIDS02])

(Sf)Bn:fm
(Sf)anr1=0a0fn—1 + a1 fn + a2 fni1 + azfoyo
(Sf)an+o=a3fn—1 + az fn + a1 fny1 + ao frio,

avec

11 E AR N I
18 M T g T T g T QW T g T g

Pour w = 2—17, on retrouve le schéma classique & 4 points en base 3.
Pour 1—15 <w < %, on obtient une régularité C?, méme C?T% avec
— —15w+3
o =2 — logs (max(9w,—2443)) .

En travaillant en base 3 et en utilisant un paramétre, on améliore la régularité.

ag =

pour un schéma centré a 6 points (r=1=3) Le masque vaut a_5 = 2%6, a_3 = ETQ(?’ a_q =

%, ay = 27—556, az = §T2§ et ag = 1 et le schéma s’écrit
3 25 75 75 25 3
( 3,3f)2n fn € ( 3,3f)2n+1 256fn 2 256fn 1+256fn+256fn+1 256fn+2+(215§(£n+3

La fonction limite est C>® [DD89).
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pour des schémas décentrés Ces schémas semblent perdre en régularité (figure 1.4). Le schéma
centré semble étre celui ayant le plus de régularité parmi les schémas de Lagrange.

On résume les régularités des schémas cités ci-dessus dans le tableau 1.1.

4 s 2 1 o 1 2 3 a4 s 6 s 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 & 7
(c) Ss;3 (d) Saa

F1G. 1.3 — Fonction limite de schémas de Lagrange centrés pour fO = (0n.0)n-

(a) 8175 (b) 82?4

F1G. L4 — Fonction limite d’un schéma de Lagrange 6 points pour f° = (0n.0)n-
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schéma Si1 | S22 | S33 S de [HIDS02] avec %5 <w < %
régularité Cl= 1 0% | C?8 | C?7 avec a = 2 — logs(maz (9w, —12LE3))
base optimale 2 2 2 3

TaB. 1.1 — Régularité de schémas interpolants centrés.

Pour les schémas de Lagrange, il existe encore de nombreux problémes ouverts notamment pour
des décentrages quelconques.

En section 1.5.2 et 1.5.3, nous donnerons des éléments de réponse pour le comportement de ces
schémas.

On a vu que les schémas splines ont une régularité maximale mais un ordre d’approximation
faible. Symétriquement, les schémas de Lagrange présentent 'avantage d’avoir un ordre maximal
mais une régularité faible.

L’idée récente [DFHO5, CLY06] est de chercher un compromis entre les deux types de schémas
en mixant les propriétés d’approximation et d’interpolation.

I.3.4 Un troisiéme exemple: des schémas approximants inspirés de schémas
interpolants

Une premiére idée due a N. Dyn, M.S. Floater et K. Hormann [DFHO05] est de mixer le schéma
linéaire Lagrange centré S o avec un schéma B-spline de degré 2 pour améliorer la régularité en
translatant de % les valeurs de p;, 22

(Sf)Qn = Pn22 <i> et (Sf)Zn-‘rl = Pn22 <Z> . (131)

On obtient un schéma de régularité C? et une régularité numérique €267 [DFHO05].

L’ordre d’approximation est égal a 3, & condition de prendre les données initiales

f = (g((n— 1)

Si on remplace py 292 par py 1,1, on retrouve le schéma B-spline de degré 2 qui est C 1 On peut
étendre cette méthode en utilisant des polynomes de Lagrange centrés p,, ;;. Numériquement, on
gagne en régularité par rapport au schéma linéaire de Lagrange correspondant (tableau 1.2).
Théoriquement, on ne peut rien dire sur la convergence et la régularité dans le cas général.

Une deuxiéme idée due & S.W. Choi, B-G. Lee, Y.J. Lee et J. Yoon [CLY06]| est de construire
des schémas approximants reproduisant exactement ou de fagon translatés de % les polynémes
d’un degré donné, en introduisant un paramétre w.

Si P'on souhaite reproduire exactement les polynémes de degré 21 — 1, on construit un schéma
approximant, de support supp(a) = [—21,2l], avec a_9 = ag = w et utilisant 2/ + 1 points.

Si I'on souhaite reproduire de fagon translatés les polynomes de degré 21, on construit un schéma
de support supp(a) = [-21 — 2,21 + 1], avec a_9_9 = ag+1 = w et utilisant 2] 4+ 2 points.
L’avantage de ces schémas est que I'on peut avoir reproduction exacte de polynémes et avoir une
meilleure régularité que les schémas de Lagrange.

Par exemple pour un schéma reproduisant exactement les polynémes de degré 3, on peut construire
un schéma utilisant 5 points et une régularité numérique C? (figure 1.6 et tableau 1.2).

Le désavantage est de devoir utiliser N + 2 points pour reproduire des polynémes de degré N.
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(a) Lagrange centrés 4 points (b) Schéma (1.31)

Fi1G. 1.5 — Comparaison fonction limite pour le schéma de Lagrange et le schéma (1.31) 4 points
pour fO = (6,.0)n-

(a) Lagrange centrés 4 points (b) Schéma 4 points approximant (1.31)

(c¢) Schéma approximant [CLY06| utilisant 5
points

Fic. 1.6 — Comparaison entre le schéma de Lagrange (C*~ ), le schéma (1.31) 4 points (C?) et
le schéma 5 points de [CLY06] (C2) pour une courbe (S est appliqué de fagon indépendante auz
coordonnées des points).
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schéma S de [DFHO5] | S de [DFHO05] | S de [DFHO05] | S de [CLY06] | S de [CLYO06]
régularité [ C35T C527 c3 Cc’
nombre de points utilisés 4 6 12 5 11
ordre d’approximation 4 6 12 4 10

TaB. 1.2 — Comparaison de schémas approrimants inspirés de schémas interpolants.

Dans la suite, nous allons donner des techniques pour étudier la convergence et la régu-
larité de schémas de subdivision, construits a partir de la donnée du masque. Ces techniques
utilisent des polynoémes trigonométriques ou des valeurs propres de matrices. Elles sont la géné-
ralisation par N. Dyn [Dyn92| ou A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91]| des
outils utilisés par G. Deslaurier et S. Dubuc [DD89).

Nous donnerons ensuite une approche différente, plus naturelle, qui consiste & approcher le schéma
que l'on souhaite étudier par un schéma convergeant.

I.4 Techniques classiques d’étude de la convergence

Dans cette partie, nous travaillerons avec s = 1. Ces techniques restent cependant utilisables
pour s > 1, méme si leur mise en oeuvre est plus difficile.

I.4.1 Utilisation des séries de Fourier et du symbole du schéma

On déja vu que la définition du schéma (I.1) pouvait se voir comme l'utlisation de deux filtres.
En utilisant les séries trigonométiques, cela se traduit, pour f € [°°(Z), par

SF(0) = a(6)F(20) avec F(0) = fue™, SF(0) =Y (Sf)ue™ et a(6) =) ane™.

(1.32)
a(f) est un polynéme trigonométrique et s’appelle le symbole associé au schéma de subdivision
de masque a (en relation avec le symbole d’une analyse multirésolution [Mal89).

L’étude du symbole peut fournir des techniques d’études de convergence.
Une premiére méthode consiste a remarquer que la relation d’échelle s’écrit (Annexe A)

+o0
6(0) = [J a2770)6(0),
j=1

avec ¢(0) = 1 car Yo, —n)=1

L’étude du produit infini fournit un moyen de montrer la convergence; ceci a été utilisée par G.
Deslauriers et S. Dubuc [DD89].

Une deuxieme méthode consite & traduire en terme de symbole le théoréme 1.3. C’est cette
technique que nous allons décrire ci-dessous.
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I.4.1.a Symbole du schéma itéré et reproduction des polynémes

On peut déduire de 'équation (I.32) les propriétés suivantes (O. Rioul [Rio92], [CDMO91]
corolaire 6.3)

ProrosiTioN 1.13
(i) Si ST est le schéma itéré L fois, alors on a

L—1 L—1
SEF0) = [ a(270)F(2"0) et ay(0) =[] a2). (1.33)
j=0 Jj=0

On a aussi

f2LLn+k: Zafng+kfn—m pOLll”k‘:OQL—l
meZ

(ii) Le schéma associé au masque a vérifie la condition de masque (1.6) si et seulement si
a(0) =2 et a(m) = 0.

(iii) Le schéma associé au masque a reproduit les polynémes de degré k ssi a(l)(w) = 0 pour
tout | < k.

Il est possible d’avoir la reproduction exacte des polyndémes en imposant la condition supplémen-
taire a) (0) = 0 pour tout 2 < [ < k.

1.4.1.b Symbole du schéma aux différences

En termes de symboles, on remarque que l'opérateur aux différences d’ordre k, d* (1.13),
s’écrit A
(1 _ ez&)k

d"F(9) = i F(0) avec  d"F(0) =) (d"f)ne™. (1.34)

n

On peut en déduire le symbole du schéma aux différences Sy avec la relation Sy (d* f) = d*(Sf)
ce qui donne

ProposiTION .14
Soit a* le symbole associé au schéma aux différences d’ordre k vérifiant a®) (1) = 0,
alors il existe un schéma aux différences d’ordre k + 1 et son symbole s’écrit

ik0

 —a(0). (1.35)

) = ey

Ceci donne un moyen d’étudier la convergence et la régularité avec le théoréme 1.3
Pour montrer la convergence, on doit chercher un niveau L a partir duquel on a ||SE]|eo < 1 en
1. caleulant a*' avec la relation (I1.35),
2. calculant a]ZH avec la relation (1.33),
3. calculant ||SE||o avec la remarque 1.1,
4. wvérifiant que ||SE||0o < 27F.

L
On obtient alors la constante de Holder o« = —k — M.
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REMARQUE 1.6
11 est possible d’exprimer alz en fonction de aj, de fagon plus directe.
On a SLF(0) = ar(0)F(210). Par exemple, pour k—1, on cherche le symbole de S§ en écrivant

i(2En
SlLdF(e):Z(sznJer - f2Ln+k)e Fontk)o

n,k
=3 (€ 1) D (gt (e )
n,k

m

—e (1 —e)ar () F(210)

2o
D’aprés la relation (1.34), F(219) = mdF(QLH).
On obtient
i(2F—1)0
L € L
STdF(0) = ar(0)dF(2709).

T 1460 4 ... 4 ei20-1)0
Donc le symbole de ST s’écrit

ci(2F-1)0

My —
a,"(0) = 1464 ...+ ez’(2L71)eaL(6)'

EXEMPLE 1.4
Pour les schémas B-splines (section 1.3.2), le symbole associé a un schéma de degré m s’écrit

a(@) —9—m Z <m7;{— 1> eme _ 2—m(1 + eiG)m—i—l (1.36)

On peut alors montrer que
la régularité de la fonction limite d’un schéma B-spline de degré m est C™~.
En effet, d’aprés la proposition 1.13, les schémas aux différences d’ordre m + 1 et d’ordre m
s’écrivent
amtl — Qfmei(erl)@ ot am = 2fmeim9(1 + ew)_

On peut appliquer le théoréme 1.3, la fonction limite d’un schéma B-spline vérifiant la condition
de stabilité L°°. _

Pour 25,41, 2mLa(Lm+1) = HJL;OI e (m+8 done [[2mESE |l = 1, pour tout L. Donc la
fonction limite n’est pas C™.

Pour 2715, 12718 |eo = 271 donc p(2771S,,) = 27 1. La fonction limite est C™.

Les schémas B-splines de degré m sont optimaux pour la régularité au sens ot ce sont les seuls
schémas & avoir une régularité C™~ et un support de longeur m + 2 (proposition 8.4 [CDM91]).

EXEMPLE 1.5
Un exemple récent est celui de K. Hormann et M.A. Sabin [HS07| qui définissent des schémas &
partir de leurs symboles

—k+ 8+ 2k)ei9 — ke’%)

ak(@) — 27(14:71)(1 + eiG)k( <

(1.37)



I.4. Techniques classiques d’étude de la convergence

Dans la premiére partie du second membre, on retrouve le symbole d’'un schéma B-spline de
degré k — 1.

Pour k = 4, on retrouve le schéma de Lagrange centré utilisant 4 points.

Pour k£ = 5, on retrouve le schéma mixte [DFH05| (section 1.3.4).

En utilisant le symbole, les auteurs montrent la reproduction des polynémes de degré 2 pour
k = 3 et de degré 3 pour k < 4; de la méme fagon, ils calculent la régularité en fonction de k£ qui
s'écrit k — loga(2 + &).

On a une régularité plus faible que les schémas splines, mais une meilleure approximation (figure

L7).

-2 . B -2 .

h 2 3 7 h 2 3 7
(a) Schéma spline de degré 5 utilisant 4 points (b) Schéma (I1.37) avec k = 6 utilisant 5 points

Fia. 1.7 — Comparaison entre le schéma de [HS07] et le schéma spline de degré 5.

EXEMPLE 1.6
Pour les schémas de Lagrange a [ points a gauche et r points a droite (section 1.3.3), le
symbole s’écrit

r ' r 1 k
a(6) =1+ Z L. G) (i2nt1)0 avec L, G) — H ;_ T (1.38)
k

n=—Il+1 =—Il+1
k#n

Si le schéma converge, la proposition 1.13 fournit les valeurs de la fonction limite ¢ aux points
dyadiques. En effet, le caractére interpolant de ¢ implique

Vi>0,YneZ,  $(27n)=adl.

La méthode décrite est pratique pour montrer la convergence et estimer la régularité. Mais,
elle posséde des limites: numériquement, on ne peut pas étudier a” pour L > 10. C’est donc une
méthode qui sert uniquement & montrer la convergence si L < 10.

Pour la divergence, d’aprés la proposition 1.3, il faudrait montrer qu’il n’existe pas de niveau L
pour lequel SlL contracte, ce qui est impossible en général.

Une autre technique consiste & travailler avec des matrices associées aux schémas et a utiliser
des liens qui existent entre ses valeurs propres et la convergence.
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1.4.2 Utilisation des matrices de subdivision
I.4.2.a Traduction matricielle

On constate que les relations (I.2) peuvent s’écrirent sous forme matricielle en faisant inter-
venir un nombre fini de point.
En effet, pour un schéma convergeant, I'expression S™f(z) = >, .7 fu¢(x — n) permet de voir
que tous les points dyadiques de [n,n+ 1] peuvent étre construits avec les points { f,,—,, avec m =
ni,...,ng — 1} ot supp(a) = [ni,ns.
On peut faire de méme a l'échelle 1, avec les intervalles [n,n + 271 et [n +271n + 1] et en
utilisant les points (S fon—m)m=n1,...na—1-

On peut alors en déduire 'existence de deux matrices, de taille no — ny, de passages entre
deux échelles.
La définition du schéma donne

SFQn = AQFn et SF2n+1 = Aan (139)

avec Fn - (fn—m)m:nl...ng—ly SFQn — ((Sf)Qn—m)m:nl...ng—la Ae — (a2m—n—e)n1§n,m§n2—1 et
e €{0,1}.

ExXEMPLE 1.7

Par exemple, pour un masque défini par a = (a—2, a_1, ..., az), on a
(Sf)an+2 a—zap az 0 [foso (Sf)2n+3 a—rar 00\ [fois
(Sfans1 | _ 0a-1a1 0 Jnt1 (Sf)ent2 | _ [a—2a0a20 Tn+2
= et =
(Sf)2n 0 a—2 ag a fn (5f)2n+1 0 a_1a10 | | fas
n— _ _ .
(Sf)an-1 0 0a-1a1) \fa-1 (Sf)an 0 a_sapas fn

On peut alors remarquer que des valeurs propres particuliéres apparaissent (ici a_s pour Ay et
ay pour Aj).
On voit aussi que les matrices Ag et A1 ne commutent pas.

Concernant les valeurs propres, on a la propriété suivante [Dyn92|

ProposiTION 1.15
Soit S un schéma convergeant. On note Ay et A; les matrices associées au schéma (1.39) alors
(i) 1 est valeur propre des matrices Ay et Ay avec pour vecteur propre, le vecteur unité u =
(1,..., 1)L
(i) 1 est valeur propre des matrices A}y (resp. A}) avec pour vecteur propre (¢(n))n=n. ny—1
(resp. (¢(1n))n=ni+1..ns )-
(iii) Si S reproduit exactement les polynémes de degré d alors 1, ..., 2% sont valeurs propres
des matrices Ag et Aj.

Les propriétés que vérifient la fonction d’échelle d'un schéma convergeant (proposition 1.2), c’est-
a-dire la condition de masque, la relation d’échelle et I’écriture de toute fonction limite comme
combinaison linéaire de fonction d’échelle, se traduisent aussi en terme de produit matriciel de
AO et Al.
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I.4.2.b Matrice associée au schéma aux différences

Pour un schéma vérifiant la condition de masque, la définition du schéma aux différences
d’ordre 1, d(Sf) = S1(df) permet d’écrire

110 eceeeev0

L 1 0-110 :
Aé ) = (EAE ™ )py <k i<ng—2 avec F = o ) et e € {0,1} (1.40)

On en déduit un analogue matriciel de la proposition 1.3

ProprosiTiON 1.16
Si S vérifie la condition de masque (I1.6) alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(i) S converge,

(ii) il existe L € N tel que ||A£31L) . AS)AS)HM < 1 pour tout e; € {0,1}.

Le choix de la norme [|.|| n’a pas d’importance. Comme les normes sont équivalentes en dimen-
sion finie, il suffit de trouver une norme matricielle qui réalisera le (i7) de la proposition 1.16. De
plus, cette propriété sera vraie pour toutes le normes, quitte a augmenter le nombre d’itérations L.

I1.4.2.c Condition nécessaire de convergence et de régularité

La proprosition 1.16 donne une écriture matricielle du rayon spectral de S}

p(S1) = lim <mam{HAg)...Ag)Ag)H})éj,eie{O,l},izl,...,j}).

j—too
Sachant que lim;_, oo [|A7]|/7 = p(A), on peut écrire que
1 1 1 1
maz{p(A5"), p(A]")} < p($1) < maz{]| A" |oe. |AT [l }-

De plus, la relation (1.40) ipmplique que le spectre de A1) s%écrit par sp(AD) = sp(A) — {1}.
On peut en déduire une condition nécessaire pour la convergence du schéma a partir des valeurs
propres des matrices Ay et Aj.

ProrosiTIiON 1.17

Si S est un schéma de subdivision convergeant alors 1 est valeur propre de Ag et Aj.

De plus, toutes les valeurs propres de Ag et Aq, différentes de 1, sont de modules strictement
plus petites que 1.

On en déduit aussi une condition nécessaire de régularité

ProrosiTIiON I.18

Si S est un schéma de subdivision convergeant dont la fonction limite est C* et vérifie la condition
de stabilité L> (1.9) alors 1, ..., 27% sont valeurs propres de Ay et Aj.

De plus, toutes les valeurs propres de Ag et Ay, différentes de {274, 1 =0...k}, sont de modules
strictement plus petites que 27%.
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1.4.2.d Exemples

EXEMPLE 1.8
Pour un schéma B-spline de degré m (section I.3.2), la taille de Ay et A; est égale a m + 1.

De plus, la régularité C™~! implique que {1, ..., 27™} sont valeurs propres de Ag et de Aj.
D’apres I'exemple 1.7, on a que a_jg-1,]_1 = yy_[2-1,5) = 27" sont valeurs propres.
Donc, le spectre des matrices Ay et A3 d'un schéma B-spline de degré m est {1, ..., 27™}.

EXeEMPLE 1.9

Pour des schémas interpolants de Lagrange S;, (section 1.3.3), la taille de Ay et A; est
égale a 2r + 21 — 2.

On remarque que (Ag)pn,—2741 = @—27410n,—2r+1 €t que (Ay1)p 22 = ag—10,,21—2. Donc, a_g, 11 =
L, (%) est valeur propre de Ay et ag_1 = L_;41(3) est valeur propre de Ayj.

De plus, grace a la propriété de reproduction exacte des polynomes, {1, ..., Q*d“} sont valeurs
propres de Agp et Aj.

On obtient

les matrices du schéma de Lagrange S;, admettent comme valeurs propres
{L,(3), 1,274} pour Ag et {L_y+1(3), 1,..., 2791} pour A;.
1l reste r + 1 — 3 wvaleurs propres indéterminées.

Par exemple, pour une schéma de Lagrange 4 points centrés (r = | = 2), on a les matrices
suivantes

19 9 1
61 16 "1 0 O 0O 1.0 0 0 O
00 1 0 0 0 =2 2 L0 o0
0 - F-% 0 oo 1 0 0 0
=109 001 0 0 S I R T T R W
0 0 1% & = —1& 00 0 1 0 0
00 0 0 1 0 0 0-%&2 2L
Les valeurs propres de Ay et A sont alors {—%, 1, %, %, %} avec % valeur propre double. Ceci

empéche le schéma d’avoir une fonction limite C?, d’aprés la proposition I.18.
Numériquement, on voit que Ay et A; n’ont pas les mémes valeurs propres.

Les propositions 1.17 et 1.18 fournissent donc des conditions nécessaires de convergence et de
régularité faciles & implémenter.

Par contre, pour montrer la convergence, les matrices associées au schéma de subdivision ne
donnent pas de résultats pratiques. La non comutativité des deux matrices associées posent pro-
bleme.

On a donc deux méthodes, une, utilisant les polynémes trigonométriques, pratique pour montrer
la convergence et une autre, utilisant les matrices associées au schéma, pratique pour montrer la
divergence.

Malheureusement, la premiére méthode, basée sur les polynémes trigonométriques, est tres cal-
culatoire et pose donc des problémes lorsqu’il s’agit de calculer le polynéme trigonométrique
associé & un grand nombre d’itérations du schéma.

Dans la suite, nous allons donner une troisiéme méthode pour montrer la convergence, assez
facile & mettre en oeuvre, qui aura le grand avantage de pouvoir étre généralisé aux schémas
non-linéaires.
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I.5 Complément & une technique d’étude de la convergence et
application

Dans cette partie, nous donnons une troisiéme technique pour montrer la convergence dii
a A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91]|. Contrairement aux deux techniques
précédentes basées sur des propriétés de linéarité, elle se généralise aux schémas non-linéaires.
Ici, nous complétons ce résultat de convergence par un résultat de régularité et nous verrons
comment 'appliquer aux schémas de Lagrange non-centrés.

I.5.1 Comparaison avec un schéma de subdivision convergeant

L’idée est de comparer un schéma linéaire avec un autre schéma que ’on sait convergeant.
On introduit D un opérateur de [*°(Z) a valeur dans R™.

DEFINITION 1.14
On dit qu’un schéma de subdivision S est contractant par rapport a D si

il existe L >0 et ¢ < 1,Yf € 1°(Z) tel que D(STf) < eD(f). (1.41)

I.5.1.a Convergence

On a le résultat suivant

THEOREME 1.7
Soit S un schéma de subdivision contractant par rapport a D.
Soit Sp un schéma convergeant dont la fonction limite vérifie la condition de stabilité L> (1.9).

Si
3C > 0,Vf € 1™(Z) I[Sf = Sofllee <CD(f) (1.42)

alors le schéma S est convergeant.

Pour une preuve voir A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli [CDM91], théoréme 3.1 ou
N. Dyn [Dyn92|, théoréme 6.4.
La preuve utilise le théoréme 1.2 en choisissant ¢g la fonction limite de Sy et la suite de fonction

@) => f¢o(2x—n), VzeRetVfecl®R). (1.43)
nez

La convergence uniforme de la suite de fonction (f7 )jen vers S f est obtenue en utilisant les
propriétés de ¢y (proposition 1.2).

1.5.1.b Reégularité

On peut améliorer le théoréme 1.7 en précisant la régularité de la fonction limite dans le cas
ol S est C¥ avec a < 1.

THEOREME 1.8
Sous les hypothéses du théoréme 1.7 et en notant —logs(p) la régularité de Sy, la fonction limite

de S est O~ avec 3 = min{—%, —loga(p)}-
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Preuve
Pour simplifier la preuve, on regarde d’abord le cas f < 1 et L = 1, le cas L quelconque se
déduisant facilement.

ePour f<1let L=1,

On considére f7 définie par (1.43).
En montrant la convergence, [CDM91] obtiennent la relation suivante pour f7

|7 — ]| e < MITID(f) avec M = CB, (1.44)
en notant A et B les constantes de la condition de stabilité L> de ¢ (1.9).
Dans un premier temps, on choisit (z,5) € R? tel que |z —y| < 1. On a alors

3J > 0, tel que 27U+ g —y| <277, (1.45)
On écrit

5% f(x) = 8= fW)I<IS®f(x) — £ (@) + |f(2) = f/ () + 5= F(y) = £ ().

Pour |S*®f(z) — f7(z)] et |S®f(y) — f/(y)|, on utilise I'équation (I.44) de la facon suivante

5% f (@) = [ (2)|<limj—tol f (2) = [ ()]
< @) = ()]
>
<MD(f)) &
jzJ
gM?(fchJ. (1.46)

Pour |f”(z) — f/(y)|, on a
(@) = 1 W)=)D £ (90272 — n) — go(27y —n))|.

* Tout d’abord, on suppose que et y appartienent & une grille X7 de pas 277 c’est-a-dire qu’il
existe (ng,ny) € 72 tel que z =277 n, et y = 2_‘]ny.

Avec I'hypothése (1.45), on a 3 < |n, —n,| < 1 donc |ngy — ny| = 1. On choisit n, = n, + 1.
Avec un changement de variable, on obtient

(@) = FTWI<I Y £ (do(ne —n) = golng +1—n))]

<> - £)g0(ns —n)

n

<Bl|df |-



L.5. Complément a une technique d’étude de la convergence et application

Avec les hypothéses de contraction (I1.41) et de majoration (1.42), on a

£ (@) = £/ @)I<BlId(Sof ") |leo + 2BII(S = S0)F7~]oc
<B|S1(df ")l + 2BMc’ 1 D(f),

en notant Sp le schéma aux différences d’ordre 1 associé a Sy.
Comme Sy est convergeant, d’aprés la proposition 1.3, il existe L1 € N et 0 < p < 1 tel que
15510 < p1, en notant S le schéma aux différences d’ordre 1 associé a Sp. Ce qui donne

L
117 (@) = £ )I<BIIST ) loo + 2BMD(£) > 1187 |ooc” ™
i=1

Ly
<BpHdFT " loo + 2BMD(f) masc{[|Si|loesi = 0... Ly — 1} 3 7~
i=1

<Bpr|ldf 7 oo + Myc’H,

avec My = 2BM D(f) max{||Si|[ooyi = 0... Ly — 1}151,

En posant J = jo[L1] et My = Bmax{||df?||sc,i = 0... L1 — 1}, on obtient par itération
J=do

Ly
7 (@) = ()| <Map” ™0 4+ My Y I ph D
1=1

J—jg
Ly

<Mypp? =11 4 My~ Z (c—lp)Ll(i—l)

i=1
1 — ¢ I=do) ,/—jo
SMQp_(L1+1)pJ+1 + Ml € P

1—c1p

S
P Y P 70
1—c1lp 1—c1p
<Map” ' Mye? ! 4 Msp? ™+,

<Myp~Tr+D) pI+1 4

_ _ _ —(L1+1)
avec My = Mop~ Lt Ay = Myt 1—c171p et My = My In pl_cl,lp .

En notant ¢; = max{c,p}, on a

\f7 () = T ()| < (M3 + My + Ms)c]t!

(Mg +M4 +M5)27(7l0g2(01))(u]+1).

<
<

Ce qui donne avec I’hypothése (1.45)

(@) = 7 (y)| < Mg|ar — y| 1002 (1.47)

Avec les inégalités (1.46) et ( 1.47), on a quand z et y sont deux points consécutifs de X7

1S f(x) — S f(y)] < Mz|w —y| o). (1.48)
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avec My = maX{Mﬁ,MD(f)E}.

C

1—c
* Dans le cas oil « et y ne sont pas dyadiques, on utilise la continuité uniforme de S f:
il existe 71 tel que

Vaa), e —o/| <20 = [S¥f(a) - S¥f()] < 1

Avec I'hypothése (1.45), on peut choisir n, tel que 2-JH < |z — Q*an\ <277 et n, tel que
[Ny —ny| = 1. '

On décompose alors les intervalles (2,27 /n,) et (y,277n,) en 29177*1 sous intervalles de longueur
2771, on obtient

1% (@) = £ (y)| <20~ 8% f(2n,) — §%f(27 T, )| + 20!
§2j1+327(J+1) + ]\47|27J(nm _ ny)rlogg(cl)
§(2j1+3 + 2M7) ’x . y’—logg(cl)

On retrouve alors I'inégalité (1.48) pour des nombres non dyadiques avec |z — y| < 1.

Dans le cas |z — y| > 1, on utilise la remarque 1.4 sur le fait que l'inégalité (1.48) est immé-
diatement vérifiée (on rappelle que 'on travaille avec des suites a support fini).

Dans tous les cas, on obtient pour tout (z,y) € R?
(5% f(2) = S f(y)| <Ml — yI”,

avec 3 = min{—loga(c), — loga(p)} ce qui donne le résultat de régularité.

ePourl<pg<2et L=1,

On a i <ec< 3 et
So.
Sy étant C1, S existe et 25 converge (théoréme 1.3).

On définit (¢7) en la suite de fonction

g (x) = Ydfip1(Pz—n) VzeR,
neR

< p< % On note Sy le schéma aux différences d’ordre 1 associé a

AN,

1
2

avec ¢ la fonction d’échelle de 257.

De méme que pour le théoréme de convergence 1.7, on montre que

g (2) — g (2)=)_ 2T dfIT = S (df)n)gr (27w — )
nez

= VAT = d(SofT)n)$1 (2 — ).

ne”L
Par hypothéses et ¢1 étant & support compact, on peut conclure

19" = ¢ l|le<CB|d||2" 11 D(f),
<M(2c)’71, (1.49)
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avec M = 4CB.

La suite de fonction (g7);en est une suite de Cauchy dans L>. On note g sa limite.

De plus, ¢; vérifie la stabilité L, la propriété de fonction d’échelle et >, ¢1(.—n) = 1 (remarque
I.5). On a

A1 2df) = g7 n)lloo<[| Y (27df] — 9(277n))$1(27. = 1)
nez

<Ilg’ () = g(@)lloo + 11 Y _(9(x) = 9(277n))d1(2x = 1)|cc.

nez

En utilisant la continuité uniforme de g et le fait que ¢ est & support compact, on obtient

lim ||27df}) — g(277n)[|ec = 0.

Jj—+oo

La suite 27 df% converge vers (.
D’aprés la proposition 1.4, S f est donc C! et (S®f) = g.

Le reste de la preuve est identique au cas 8 < 1 en utilisant Sy le schéma aux différences
d’ordre 2 associé & Sy en utilisant ¢; = max (2¢,2p)<1 dans I'inégalité 1.47.

On peut alors conclure a une inégalité du type (1.48) avec une constante de Holder —log(cy) =
—1+ min (—loga(c), — loga(p)) pour f.

e Pour le cas § > 2 ou L > 1, la preuve reste identique.

REMARQUE 1.7

La régularité du schéma est limitée par la régularité du schéma de référence Sy, le nombre
d’itération et la constante de contraction. Le choix de Sy apparait crucial pour obtenir une
"bonne" constante de régularité.

REMARQUE 1.8

Si les deux schémas S et Sy vérifient la condition de masque (1.6) alors on pourra écrire pour
tout n et f € 1°°(Z) (N. Dyn [Dyn92| proposition 6.7),

((S - SO)f)n = Z bn—Zmdfna

donc on aura I’hypothése de majoration (1.42) vérifiée pour D(f) = ||df||co-
1I est donc naturel de prendre pour D la norme d’un opérateur aux différences et plus par-
ticuliérement, D(f) = ||df||cc pour f € [°°(Z). Pour des schémas non-linéaires, on utilisera

D(f) = ||d"flloc (chapitre II).

1.5.1.c Utilisations possibles

On peut utiliser ces deux théorémes pour redémontrer la proposition 1.3 de régularité, sous
I'hypothése de contraction du schéma aux différences S¥ et D(f) = ||df||oo-
En effet, les hypothéeses du théoréme 1.7 sont vérifiées avec Sy 1 le schéma de Lagrange 2 points.
Le théoreme 1.8 donne la constante de régularité qui est égale a = —loga(c), puisque S 1 a une
régularité C'1—.
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Pour A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli, le théoréme 1.7 sert surtout & mon-
trer la convergence de schémas dont le support vérifie certaines propriétés topologiques.
Les auteurs démontrent la convergence de tous les schémas dont le masque est positif avec
un support [ni,ng], n1 +1 < ng et a, # 0 pour tout n € [ny,ny]. Ils choisissent D(f) =
sup{|fn — fm| avec (n,m) tel que n; —ngy < n —m < ny —ny} et le schéma de Lagrange S ;
(théoréme 3.3 [CDMOI1] ).

Une autre utilisation possible de ces théorémes est 1’étude de la convergence d'un schéma
s’écrivant comme la somme d’un schéma convergeant et d’'une combinaison linéaire d’opérateurs
aux différences.

Dans la suite, on prendra D(f) = ||d* f||s, So un schéma convergeant vérifiant donc la condition
de masque (L.6).

Cela donnera une méthode pour montrer la convergence et permettra d’avoir un résultat de ré-
gularité dans le cas ott 27FF < ||Sy||oo < 1 c’est-a-dire lorsque la proposition 1.5 ne s’applique
pas.

Dans la section suivante, nous allons utiliser cette méthode pour établir la convergence de
schémas de Lagrange non centrés pour lesquels il n’existe pas de résultats généraux de conver-
gence.

I.5.2 Application a I’étude des schémas de Lagrange complétement décentrés
(1=1)

Comme nous l'avons précisé (section 1.3.3), la convergence des schémas interpolants de La-
grange centrés est bien connue (theoréme 1.6). Mais pour des schémas de Lagrange quelconques,
il n’existe pas de résultats généraux.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux schémas de Lagrange utilisant 1 points &
gauche et r points a droite. Nous appellerons ces schémas, des schémas de Lagrange compléte-
ment décentrés droite et les noterons S . Par symétrie, les résultats établis seront valables pour
les schémas de Lagrange complétement décentrés gauche.

L’écriture d'un schéma de Lagrange complétement décentré droite utilisant r points a droite est
donnée par

1 1 L
Vm € Z, am =00m et aomy1 =L_pm B avec L, 5)= 15— = (1.50)
k;zm
Dans ce cas, supp(a) = [-2r + 1,1]. Il n’y a pas symétrie des coefficients.
Par exemple,
pour r = 2 Le masque du schéma est a_3 = —%, a_q1 = %, a; = % et ag =
pour r = 3 Le masque du schéma est a_5 = —%, a_3 = —%, a1 = %, ay = % et ap = 1.

Pour ces deux valeurs de r, on peut appliquer directement les résultats de la section 1.4.1. On
obtient la convergence et la régularité (1.8).
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(a) schéma S 2 utilisant 3 points (b) schéma S1 3 utilisant 4 points

Fi1G. 1.8 — Fonction d’échelle de schémas de Lagrange complétement décentrés St .

I.5.2.a Convergence de S, pour r <7

Pour montrer la convergence des schémas, nous allons utiliser le théoréme 1.7 en comparant
S1, & un schéma de Lagrange convenablement choisi (remarque 1.7).

Une premiére écriture

Tout d’abord, on obtient par récurrence sur r
)

+ 1
S1+(fons1 = % + Fo(d? f)ans1,
avec F.(d%f)ony1 défini par
— sir est impair,
r—1
k 2k—1)!
E o= > dfury prenmem
k=2 k pair
r—2
k41 (4k+5)(2k—1)!
D DA Y ey e
k=1 kimpair
— sir est pair,
r—2
k 2k—1)!
B o= 30 dfiin mrni
k=2 kpair
— (4k+5)(2k—1)!
k+1 -1)!
DDA L ]
k=1 kimpair
(2N—3)!
T 22(N=3)(N=3)(N—1)! drfnJr%'

Une deuxiéme écriture
On peut réécrire 51, sous la forme

— si r est impair,

(2r —1)! 1 (4r—4)(2r —5)!
Sl,r(f)2n+1 = Sl,r72(f)2n+1+22(r_1) (T’ _ 2)'7’" nJr%l— 22r73(T — 3)"[“' d nJr%lil,
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v | Fr(d*f)onsa
3| T foi1+ 15d° fuye
4| T2dfrn + 15d frro — 1o5d" frio
5| T frr1 + 7582 frve — 555 d* fuva + 5i5d* fuss
6 | T2 foi1 + 5 d foi2 — 5=d! frio + 5isdt fris — o5 dS s
7 I_ngfnJrl + 1_16d2fn+2 - %d4fn+2 + %d4fn+3 - Qg—igdenJr?;
+%d6fn+4
8| T frs1+ 158% frr2 — go5d" fata + 5i5d  fuss — 50a50° frts + 5oagd° s — 532850 frta

TAB. 1.3 — Expression du terme F,(d?f)ani1 pour différentes valeurs de r.

— si 7 est pair,

S10(fant1=51r-1(f)2n+1—

(2r—1)!

r
22(r=1) (r—1)!p! d fnJr% ’

Dans les tableaux 1.3 et 1.4, on donne quelques exemples d’écriture de Sy .

r Perturbation Constante de contraction Constante de Régularite CP~
31 —i6d*far1 + 5@ 1d%(S1,3f)loo < 31l fllo 1

4 — 35" fut2 1d*(S1.4)loe < Z1lld* flloo 1

5 —smed fuvo+ 55d favs | d*(S150)]l0e < Tglld* flloo 0.55

6 ~ 1274 frts 14°(Sre)loo < 53511d°f[lo0 0.47

7| —aisd fors + s Fura | 11d°(S170)l o0 < 5B loc 0.1

8 —goread S+t [1d°(S1.8)lloo < $373811d°f1oc x

TAB. 1.4 — Terme de perturbation, inégalité de contraction et constante de régularité pour diffé-

rentes valeurs de r.

Etude de la convergence

La convergence et la régularité peuvent alors étre obtenues en application des théorémes 1.7 et

1.8 de la fagon suivante.

En posant D(f) = ||d" f||sc pour 7 pair et D(f) = ||d" "' f||sc pour 7 impair, la condition de
contraction (I.41) est bien vérifice pour 3 < r <7 (tableau I1.4).
On choisit pour Sp, le schéma Sy = S1 ;-1 si r est pair ou le schéma Sy = S1,_2 si r est impair.
La fonction limite de Sy vérifiant la condition de stabilité L>° (proposition 1.12) et la majoration
du terme de perturbation permettent d’appliquer le théoréme 1.7 pour 3 < r < 7.

Avec le théoréme 1.8, on en déduit les constantes de régularité (tableau 1.4).

THEOREME 1.9

Les schémas complétements décentrés utilisant r points a droite Sy, convergent pour r < 7.
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On peut faire plusieurs remarques a partir des constantes du tableau 1.4.

e [’utilisation du théoréme 1.7 est pertinente.
En effet, on remarque sur les tableaux 1.4 et 1.5 que les schémas aux différences S; et Sy
vérifient ||Sox|loe > 27D et ||S)||oe > 1 pour 3 < 7 < 7. Ceci empéche d’utiliser le
théoréme 1.3 pour montrer la convergence avec L = 1 et impose des calculs laborieux.

r 31 4 |56 |7
21 | 7 | 77 | 55
1S1llee | 1| 15 | 7| 32 | 16
TAB. 1.5 — [|Si||ec pour Si, le schéma aux différences d’ordre 1 associée au schéma Sy, avec

3<r<7T.

e Pour » > 8§, il n’y a plus contraction.
La figure 1.9 représente la norme de ||d"S1 ,||oo (7 est pair) ou ||d" 1Sy ,||eo (r est impair)
en fonction de r.
On remarque que les normes augmentent trés rapidement avec la longueur du support.

On ne peut donc pas conclure a la convergence sauf en calculant des itérés du schémas
8 (L
[1d* (ST loe-

x
12 T T T T T T T T 2

1t

ok N W & O ® N ® ©

(a) Pour 3 <r <12 (b) Pour 3 <r <30

Fia. 1.9 — Constante ||d"S1 +||co (7 est pair) ou ||d"1S) ,||ee (v est impair).

e Sur le tableau 1.4, on remarque que la régularité diminue en fonction du nombre de points.
D’autre part, la constante trouvée ne traduit pas la régularité maximale. Les figures 1.10
et 1.11 illustrent la perte de régularité, plus on augmente la longueur du support.

1.5.2.b Etude de la divergence

La reproduction des itérés de S{r(én,O) pour j = 12, semble montrer que le schéma ne
converge pas pour r < 9 (figures 1.10 et [.11).
Pour confirmer la divergence des schémas 57, nous allons évaluer les valeurs propres des ma-
trices de subdivision associées aux schémas (section 1.4.2).
On notera dans cette partie L; pour L,(%)
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| L | ! |
I R S S - N S R N S

(d)r=11

FIG. 1.10 — Comparaison des suites itérées (j—12) associées a f° = On,0 pour différents schémas
de Lagrange décentrés St .

Pour des grandes valeurs de r
D’aprés 'exemple 1.9, on a

(Sf)2n+2r71 fn+2r71 (Sf)2n+27‘ fn+2r71

S N I I O

(Sf)2n In (Sf)2n+1 In

et

L7 ...... LO 0o 0 0 - 1 0 0
0----- 1 0------ 0 Lr ...... LO 0----- 0
0 Lr ...... LO 0---0 0----- 1 0----- 0
AO e , Al = 0 Lr ...... LO 0 0
0 L7 erl' . LO O vveee vnn e 10
O cvveve vee e 01 "'OLrLr—l""""'LO

Par un développement suivant les lignes ou les colonnes, on obtient
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= -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 = -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

= -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 06 0.8 1

(¢c) r=10

FiG. .11 — Comparaison des suites itérées (j—12) associées a f° = On,0 pour différents schémas
de Lagrange décentrés Sy . Zoom sur [—1,1].

LEMME 1.1
Les matrices Ay et Ay associées aux schémas de Lagrange Sp, complétement décentrés S,
vérifient

\det(Ag)| = |L,|" et \det(Ay)| = Lo|L,|" "

On a alors

ProrosiTION 1.19

Soit Ag et Ay les matrcies associées aux schémas de Lagrange complétement décentrés St .

. r(r+1) .
Si2 2 |L,"~'>1 alors S1, diverge.

Preuve

Si on note A, les valeurs propres des matrices associées A, avec e € {0,1}, alors [[|A,| =
det(A,)].

D’aprés l'exemple 1.9, on a que {1,...,27"} sont valeurs propres de Ay et A; avec L, valeur

propre de Ag et Ly valeur propre de Aj.
D’apres le lemme 1.1, on a

pour Ay HAeﬂé{l,...,TT,Lq-} M| = [Lom~ L x 1 x o0 x 27,
pour Ay Tl 41, a-r g0y Perl = L7 % Lo x 27,
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Or, d’aprés la proposition 1.17, si le schéma converge, on a A\, < 1, pour tout e; et donc [] |\, | >
1.
Une condition nécessaire de convergence pour les schémas complétement décentrés utilisant r

points a droite est donc
r(r+1)

L. "2 <1

Ce qui prouve le résultat.

. r(r+1) .
Sirest tel que 2~ 2 |L,|"~' > 1, le schéma diverge. De plus, on peut montrer

ProrosiTIiON 1.20
Pour r > 20, le schéma de Lagrange complétement décentré Sy, diverge.

Preuve -
En supposant que r > 8, on écrit L, = Hz;é 2= sous la forme

r—1 r—1
Ly =2 e 2L g 33T (2 _ i)

2
k:2k+1 2 527k:7 kE+1

Ce qui donne 'inégalité
B 13 (r=T)
L, |>27 ) x 33 x <§>
|L,|>2~ 317 % 33 x 1307

r(r+1)

De plus, |L.["71272 " > |L,|"7'2

r(r—1)

. On va chercher r vérifiant

r(r

L1255 > 1 cest-andite 2~ DGr-1M330-D130-N0-1) >

En prenant les logarithmes et factorisant par (r — 1), on obtient avec la proposition 1.19

o —17In(2) — In(33) + 7In(13) _

51 r ~ 19,3
- —ZIn(2) + In(13)
alors le schéma de Lagrange complétement décentré 57, utilisant r points a droite avec r > 20
diverge.
O
r(r+1)

Une estimation numérique de \LTV*IQ 2~ > 1 donne la divergence pour r > 13.
En conclusion,

Pour r > 13, le schéma S1, diverge.

Cas 8 <r <12

On calcule directement les valeurs propres des matrices.

On obtient alors pour r = 8, des valeurs propres en modules plus petites que 1, ce qui ne ne
prouve ni la convergence, ni la divergence.

Par contre, pour 9 < r <12, deux valeurs propres sont de module strictement plus grand que 1
(1,4003 et 1,3895, pour = 9), ce qui établit la divergence de S; , pour 9 <r <12,
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‘ r<7 ‘ convergence (théoréme 1.9). ‘
‘ r=38 ‘ pas de résultat ‘
‘ <r<i1 ‘ divergence avec le calcul numérique des valeurs propres. ‘
‘ 13<r ‘ divergence (proposition 1.19). ‘

TAB. 1.6 — Récapitulatif de [’étude de la convergence des schémas de Lagrange complétement
décentrés St

On résume dans le tableau 1.6, les résultats de convergence et de divergence obtenus dans
cette partie pour les schémas de Lagrange complétement décentrés Sy ;.
Dans la suite, on applique les mémes techniques pour étudier des schémas de Lagrange non-
centrés.

1.5.3 Généralisation des méthodes a des schémas de Lagrange quelconques
(I#7)

On considére maintenant des schémas de Lagrange avec [ points a gauche fixé et r points a
droite. Par symétrie, on regarde seulement les cas r > [.

1.5.3.a Convergence

Une écriture possible

Commengons par le lemme suivant

LEMME 1.2
Soit S un schéma vérifiant Sp = 0 pour p = (P(n)),, pour tout P un polynéme de degré k.
Alors il existe un schéma S’ tel que Sf = S'(d**1f), pour tout f € I*°(Z).

Preuve
Par récurrence sur k,

Pour k£ = 0: S s’annule sur les constantes, on obtient > asm =Y, aomy1 = 0.
Or supp(a) < +00, on écrit par récurrence

(Sf)Qn: Z a2m fn—m

n1<m<nz
= Z Z a2; (fn—m - fn—m—l—l) + Z a2; fn—ng-
ni<m<ns—1 \n1<j<m n1<j<ng

Par hypothese, on obtient

(Sf)Qn = Z - Z a2; (df)nfm

ni<m<ngs—1 n1<j<m

De méme pour (Sf)2,+1, on obtient le résultat pour k = 0.
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Pour k quelconque: on suppose le résultat vrai pour k — 1. Par hypothése, il existe un schéma
S’ tel que Sf = S'(d*f), Vf € 1®°(7Z).
Pour ¢ une suite constante, il existe un polynéme P € II; tel que ¢ = d¥p en notant
p=(P()n.
Or par hypothése, on a Sp = 0 donc S'(d*p) = S’(c) = 0 c’est-a-dire S’ s’annule sur les
constantes. D’apreés le cas k = 0, il existe donc un schéma S” tel que S’g = S”(dg), pour
tout g € 1°°(Z) ce qui donne Sf = S”(d**1 f), pour tout f € I%°(Z).

O

La premiére observation est que ’on peut écrire S, en fonction de Sj,—1 de la maniére suivante

ProposiTION 1.21
Soit Sy, le schéma de Lagrange utilisant | points a gauche et r points a droite. On a

(Sl,rf)Qn—l—l = (Sl,rflf)Qn—i—l + Lr <%> dl+rflfn+[HTT]_1 (151)

e

ho =

avec L, le polynome de Lagrange de degré r + [ — 1 défini par L, (%) = 2;17”1 o o

Preuve

Le cas k = 0 est montré en utilisant les polynomes trigonométriques (proposition 6.7 [Dyn92]).
Ici, nous I’étendons au cas k quelconque.

Sir et Sp,—1 reproduisant les polynémes de degré r + [ — 2, le schéma (S;, — S;,_1) vérifie
I’hypothése du lemme 1.2 ¢’est-a-dire que le schéma s’annule sur les polynémes de degré r+1 — 2.
On peut donc écrire

(S1rf)ons1 = (Sir—1f)2ns1 + Za2m+1(dl+rilf)n7m (1.52)

_ I+r—1 i fl+r—1
avec (dHr lf)n—m = 22=6 (_1)l+r 1 < i > fn—m—[l‘“"T_l]-i-z"
Or le schéma S, et 'opérateur d'"T=1f font intervenir [ + r points.
On ne peut qu’avoir une seule différence dans (1.52), pour m =1—1— [

On a alors

l+r271] )

(StrFlontr = (Sir—1 )zt +ald 1),y ey, (1.53)

~ I+r—1
De plus, le coefficient de f,, ., dans d'*" (f)nil+1+[l+g—l]

D’aprés I'équation (1.53), a = a9, = L, (%) -

est égal a 1.

Principe de la méthode
Un moyen pour montrer la convergence est, comme dans le cas complétement décentré, de pro-
céder par récurrence en (proposition 1.21 et théoréme 1.7)

1. montrant la convergence de S; ,_1,
2. montrant Jc < 1 tel que Vf € I1°°(Z)  ||dF" 1S F)lloo < cl|d L f|]co-



L.5. Complément a une technique d’étude de la convergence et application

Pour des petites valeurs c’est-a-dire pour [ +r < 10, on peut évaluer ||d!T"71(S;, f)||s de
fagon théorique.

Pour des grandes valeurs, on évalue numériqguement ||S;+,—1||coc au moyen de son symbole
ay»(0), la norme du schéma aux différences d’ordre 47 —1 associé au schéma S ., (section 1.4.1).

Pour [ donné, on obtient des résultats permettant de conclure a la convergence de quelques
schémas (tableau 1.7).

I 7 3 L] 5 | 6 7 1 8 | 9 | 10 | 11
Sr—1lle || 0.14 [ 024 | 0.18 | 0.22 [ 0.35 | 0.5 | 0.64 | 0.95 | 1.6

s r 1 5 | 6 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12 | 13
Si+r—1lloe || 015 | 0.09 | 0.14 | 0.18 | 0.21 | 0.25 | 0.39 | 0.57 | 0.78 | 1.13

. r 5 6 7 | 8 | 9 | 10 | 1L | 12 | 13 | 14 | 15
Sir—1lle || 0.075 | 0.1 | 0.11 | 0.11 | 0.156 | 0.2 | 0.25 | 0.31 | 0.49 | 0.73 | 1.02

TAB. 1.7 — Constante de contraction de Sy, par rapport a D(f) = ||[d+" "1 f||sc-

REMARQUE 1.9

Pour montrer la convergence et estimer la régularité, la technique classique consiste a calculer
19|00, en utilisant les symboles (section 1.4.1).

Le désavantage est que 'on est obligé de calculer des itérations du schéma.

Tandis qu’avec la technique proposé, on a juste a montrer la contraction d’un schéma aux diffé-
rences.

Par exemple, pour le schéma S 7, on a besoin de calculer 6 itérations pour avoir une contraction
du schéma aux différences Sy associée (tableau I.8).

r=2|r=3|r=4|r=5|r=6|r=7
avec d"S7, (section 1.5.3) 1 1 1 1 0.47 | 0.1
avec der (section 1.4.1) 144 | 144 | 1.34 | 1.05 | 0.48 | 0.18

TAB. 1.8 — Constante de Régularité C*~ de Sy, calculée avec différentes méthodes.

1.5.3.b Etude de la divergence

Pour la divergence, on va utiliser les mémes techniques que dans le cas complétement décentré
(section 1.5.2), & savoir I'utilisation des matrices associées au schéma Sy, de taille égale a 2r+-2[—1
et définies par

Ly Lo L_y---L_jyq 0 - - 0 0 1 0 cov mee e e e
0 N N 0 Ly Ly L_y---L_j41 O
0L, Lo - L_jyq-- - 0 0---1 0 - C e
........................... 0L, Lo L1

Ag= | oo o e A= R,

LyLyp_q -+ -~ . Lo Loy 0 | ] e e e

[ TP 0 1 0 0 LyLp_q -+ - Lo L_i41
...... L, Ly, Lo L_i41 [ I 1 0
[ 1 o /  \..... L, L, Lo

loocooco
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Dans cette partie, on souhaite montrer I'existence d’une constante r; tel que le schéma de
Lagrange S, diverge, pour r > r;.

Pour r 4 [ grand: existence et calcul théorique de la constante r;
On a le résultat suivant

THEOREME 1.10
Pour tout [, on peut trouver un nombre r; > | tel que pour tout r > r;, le schéma de Lagrange
Sy al points a gauche et r points a droite diverge.

Preuve

On note P,.; le produit des valeurs propres inconnues.

On va montrer qu’il existe 7; tel que P, ; > 1 en minorant le produit.
On suppose 7 > 51 + 6.

* Calcul de P,;: on remarque que
det(Ao)| = |L Il et |det(Ap)] = L, L ]!

D’aprés 'exemple 1.9 et les valeurs propres particuliéres, L, pour Ag et L_; 1 pour Aj, on obtient
I'expression de P, la valeur absolue du produit des valeurs propres inconnues,

(r+1=1)(r+1) B B
Py=2 2 |L Lol
avec
l ; —1o; -1 & .
IL,| = 9—(r+i-1) [[io 20 —1J[;= 2 — 1 ot IL_y41| = 9—(r+1-1) [[i212i—1][;_,2i -1
' (r+1-1) o r+i—1)
En simplifiant, on obtient
— sir+1 est pair
B 1) /2—2 r+l—2
P _Q,W 2r —1\"! ﬁ2z’—1(r+1)—/[ 2%i4+r—1+1
o 20— 1 1175~ | %+ 2
i=1 1=l
— si r + [ est impair
(r+1-3)/2 r+i-2

-1 l . .
_GH=De+i=4) (27 —1 2t—1 2i+r—1
Py =2 [] I %
i ’ <2l—1> TR S S TR
P

1=

* Estimation de chaque terme pour r 4+ [ pair: en considérant chaque terme séparement.
e On a
_(rl=1)(r1—4) r2 20-5,_ (I=1)(1-4)
2 2

=923 "3 '~
e Avec 'hypothése r > 5] + 6, on obtient 2r — 1 > 8] — 4. Donc

1 -1
<2;_ 1) > 922 (L54)
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[}, ona 3 <271 Dot

I, =2
<H 222—' 1) S o rl—12+2l (L55)
1

i=1

o Avec 251 =1— o et pouri € {1...

e On a aussi ‘
22+r—l+1>3 ) r—l—5>.
_ si —_— >i.
21+ 2 4
De phus pour [=5] < < L, Bt > 29 2 2 v
20—1 1 2r —3 3
m<§ si r>3l—1, dans ce cas 74_:17_2>§
Or on a bien r > 3l — 1 car on a supposé r > 5] + 6.
r + | étant pair, on décompose le produit, & condition que % > [ c’est-a-dire que
r > bl 45,
1—4 [F==5] 1—4
(”H)/ 2i+r—1_ ﬁ % +r—1+1 (”H)/Q 2% +r—1+1
. 2 +2 + 2 2%+ 2 + 2 214+ 2
i=l = [T*l*5]+1
4
+l-4)/2 . r r—l—
(r H)/ 22+T—l+1 [rl5} l+13 +l4 [ ALLS}
. 2142 2
i=l
>3r . 5_13 7"+l 4 r—i—5
7"+3l+2
rosi—c 3
S (1.56)
* Estimation de chaque terme pour r + [ impair: on a de méme
2i+r—1 3 .T—l—6>.
—_— i ——— > .
21+ 2 4
De plus pour [HT’G] <i< Hl 3 22;{1; > fjf}l =2 fﬁfl avec
2041 1 2r — 3 3
+ — s r>3l+3,danscecasr7>—.
r+l—1" 2

r+l—1 2
Or on a bien 7 > 3l 4+ 3 car on a supposé r > 5[ + 6.
r 4+ [ étant impair, on décompose le produit, & condition que r_fT_G > [ c’est-a-dire que

r > 50+ 6,
r—l—6
(r+1-3)/2 % 11

(r+1-3)/2 _. (=1 ..
20+7r—1 20 +1r—1

2142 2142
i=l i=["=1=5]+1

1=
r+1—3 r—1—6
77[74]

1-3)/2 _.
(r+1-3)/ 2i+r—1+1 3[%}71+1§

—_—
I =% >
i=l
r+l—3 r—I1—6
>3T71767l_ 2 4
2
r+314+2
NETIPE: B oo
3l—6 2 (157)
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En résumé, on a quelle que soit la parité

[r+1—3/2] % 41 3 r+il+2 o s
I =) o
Ll 242 2

i

* Estimation de r;: d’aprés les majorations (1.54), (1.55) et (1.57), on a

2 — _
o5 — 22D gl 29 —ri—12421g— (“EEE2 ) (r+1-2) g (EHE2 4 2550 3 (r41-2)

2 2 2 2 2
T 4l-5,, 31°—-131 ot g BI2)(1-2) 2 5 1°—4
s 3 42 a Ir Y 3*2 2r 5

On a donc

In(Po)>2 (2n(3) — 3in(2)) — r ((31 - g)ln(Q) + 21n(3)>

4
—(%F _ 1—25l + 3> In(2) — <§ - 2) In(3)

En notant

A(l) = 2In(3) — 3In(2),  B() = — <(3z - g)ln(2) + 2m(3)>

et C(l)=— (%ﬂ - % + 3> In(2) — (g — 2) In(3)

on obtient que si
A(l P,
%72 + B(l)r + C(l) >0 alors 21

Comme A(l) > 0, pour r > r; avec 77 la plus grande racine de P(r) = #73 + B(l)r+ C(1), on
a P.; > 1 donc la divergence du schéma de Lagrange S;, utilisant  points a droite et [ points a

gauche.
On a
_[,mBO+VAD|
"= A
A(l)z(%ln@)z +1In(3)% + 3ln(2)ln(3)> ?+ <1—25m(2)2 — 3ln(2)ln(3)>
—%ln(2)2 + 2In(2)In(3) > 0.

Rappelons que par symétrie, on a le méme résultat pour r fixé c’est-a-dire que 1'on peut trouver
l, tel que le schéma de Lagrange S;, diverge pour tout [ > [,.

Dans la suite, on va essayer d’avoir des estimations numériques plus précises de cette constante,
que ’on notera r2;.



L.5. Complément a une technique d’étude de la convergence et application

Pour r + [ grand: calcul numérique du produit des valeurs propres
A [ fixé, on se propose de trouver numériquement le nombre de points minimal, r2;, pour lequel
on aura la divergence des schémas S, avec r > r2;.
On rappelle que

— sir+1 est pair

_ 1 /2— r4+1—2
by treneeen (20 — 1\ ﬁ?i—l(r+1)—/[222i+r—l+l
" 20 -1 2i ‘ 2 + 2 ’

=1 i=l

— si r + [ est impair

(r+1-3)/2 r+i-2

-1 l . .
(r+l=-D)(r+1—4) [ 2r — 1 2t —1 20 +7r—1
Py =2 [ [ =5
i ’ <m—1> U =i
= 1=

Pour valider nos expériences numériques, on commence par le lemme

LEMME 1.3
Si Pry1y> Pryetr >3l +2 alors

vk, Pr+k+1,l > PrJrkJ c’est-a-dire pour k > 1, PrJrkJ > Pr,l-
Preuve

Par récurrence, il suffit de montrer que P,19; > P41, en supposant que P, 1; > P, ;.
On remarque

2 1 2r—1 120 —1[[,-{2i -1
Pr+1,l = 27(7’+171) <—T’ - ) ( " > Hz_l ! Hz_l ’ Pr,l’

2r —1 r+1 (r+1-1)
et - .
Prigy =270+ r+3\" 2r+1 \"" Hz‘:12i_1HZ:12i_1P 1,0
r+2, 2r +1 r+l+1 (V"—i-l)! r+1,
D’ou
P _Pr+1,l2_1 (2r +3)(2r — 1) =1 2r+1)(r+1) T o1\ 2
r+2,0= P (2r+1)(2r+1) 2r—1)(r+1+1) r4+1
Py
P l:;A-
r+2, Pnl
Par hypothése, on a PT%;’I > 1. On veut montrer que A > 1.

2
Déja, avec 'hypothése 7 > 31 + 2, on a que 27! <2:J:ll> > 1.

Ensuite, on réécrit

(2r+3)(2r—1) -1 _ (2r +3)(r +1) -1
<(27’+1)(2T+1)> - ((2T+1)(r+l—1)> ;
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avec

2r+3)(r+1)  2r*+3r+2rl+3l
Qr+D(r+1-1) 2r24+3r+2rl+1+1

De plus,
@r+Dr+1) 2ri4r42rl41
2r—1)(r+1+1) 2r24r4+2rl—1-1

> 1.

Donc, on a bien la quantité A > 1, ce qui prouve que P,1o; > P11 ;.

On note r2; la valeur numérique telle que
Proi>1 et Proyy10 > Proyy-

Alors le schéma Sy, diverge pour r > r2;, al fixé (lemme 1.3).

Dans le tableau 1.9, on donne des valeurs de r2; tel que S,; diverge pour r > r2;.

l 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14
20| 13 | 22 | 30 | 39 | 47 | 56 | 64 | 73 | 81 | 89 | 98 | 106 | 114 | 122
l 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 256 | 26 | 27 | 28
r2; || 131 | 139 | 147 | 155 | 163 | 172 | 180 | 188 | 196 | 204 | 213 | 221 | 229 | 237
l 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
T2 || 245 | 253 | 262 | 270 | 278 | 286 | 294 | 302 | 310 | 319 | 327 | 335 | 343 | 351
l 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

r2; || 359 | 367 | 376 | 384 | 392 | 400 | 408 | 416

TAB. 1.9 — Nombre de points r2; calculé a partir du produit des valeurs propres pour que le schéma

de Lagrange Sy, diverge.

Fic. 1.12 — Nombre de points 12 (en ordonnée) calculé & partir du produit des valeurs propres
pour | fizé (en abscisse) tel que le schéma de Lagrange Sp, diverge pour r > r2;.
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Pour r + [ petits: calcul numérique des valeurs propres

Avec une méthode numérique, on calcule les valeurs propres des matrices associées, en fixant le
nombre de points & gauche [ et en faisant varier le nombre de points a droite 7.

Dans le tableau 1.10 et la figure .13, on cherche le nombre de points minimal, r1;, pour que le
schéma diverge c’est-a-dire pour que les matrices associées au schéma aient une valeur propre
strictement plus grande que 1 en module (proposition 1.17).

l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14
rly 9 13 | 16 | 20 | 24 | 27 | 31 | 34 | 37 | 41 | 44 | 48 | 51 | 54
l 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 256 | 26 | 27 | 28
rlp || 58 | 61 | 64 | 67 | 71 | 74 | 77 | 81 | 84 | 87 | 89 | 91 | 93 | 94
l 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
rlp || 97 | 99 | 102 | 105 | 105 | 108 | 109 | 109 | 112 | 113 | 115 | 117 | 119 | 120
l 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

rlp || 123 | 123 | 127 | 128 | 128 | 130 | 134 | 135

TAB. 1.10 — Nombre de points r1; calculé a partir des valeurs propres du schéma pour que le

schéma de Lagrange Sj,1, diverge.

140
120F o0
o
o®

100 )

Fic. 1.13 — Nombre de points r calculé a partir des valeurs propres du schéma pour que le schéma
de Lagrange a | points a gauche et r points a droite diverge.

Pour compléter la différence que I'on obtient entre r1; et r2;, on peut vérifier avec un calcul
numeérique des valeurs propres que, pour r1; < r < r2;, on a encore la divergence de S;.;.
Sur le tableau I.11, on remarque que le rayon spectral des matrices augmente avec r.
Sur les tableaux .11 et 1.7, il existe encore des schémas pour lesquels on n’a aucun résultat (I = 2
et r=12o0ul=3et 14 <r <15).



58 Chapitre 1. Schémas de Subdivision Linéaires

I—1 T 10 11 12
max (p(Ao),p(A1)) || 2.06 | 3.073 | 4.65
[—9 T 14 15 16 17 18 19 20 21
max (p(Ao).p(A1)) || 1.94 | 2.83 | 417 | 6.21 | 9.32 | 14.1 | 21.47 | 32.9
T 17 18 19 20 21 22 23 24
|y [ max(p(Acp(A) [[ 144 | 205 | 295 | 43 | 63 | 03 | 13.82 | 20.67
r 25 26 27 28 29
max p(Ao).p(A1) || 3L1 | 47.1 | 7155 | 109.3 | 167.67

TAB. 1.11 — Rayon spectral des matrices associées au schéma de Lagrange a | points a gauche et
r points & droite avec rl; < r < r2;.

Pour montrer la divergence, on a vu 3 techniques qui consistent a calculer le nombre de points
a droite minimal pour que S, ; diverge

— r1; : calcul numérique des valeurs propres (limité pour des grandes valeurs de r),

— 12;: calcul numérique du produit des valeurs propres (rapide et pour r > r2;, S, diverge),

— 72 calcul théorique et existence de r; tel que pour r > r;, S, diverge.

1.6 Conclusion

Dans cette partie, on a complété un résultat de convergence de [CDM91| par un résultat
de régularité (section 1.5.1). Nous avons utilisé ce résultat pour prouver la convergence et la
régularité de certains schémas de Lagrange non-centrés, de fagon plus rapide que les techniques
usuelles (théoréme 1.9 et proposition 1.21).

Cependant en utilisant d’autres techniques, nous avons montré que I'idée naive consistant &
croire que tous les schémas de Lagrange convergent, est fausse (théoréme 1.10). On a aussi donné
des estimations théoriques et numériques sur le nombre de points suffisant & droite pour qu'un
schéma de Lagrange construit avec un nombre de point & gauche donné, diverge.

Sur la figure .14, on résume une partie des résultats de convergence et de divergence que 'on a
obtenus, a partir des méthodes proposées dans la section 1.4. On remarque qu’il reste malgré tout,
des schémas pour lesquels on ne peut pas conclure et cela avec aucune des méthodes décrites.

On a, de plus, mis en évidence certaines limites des schémas linéaires (phénomeénes d’oscil-
lations pour les schémas interpolants ou un ordre d’approximation trop faible pour les schémas
splines).

C’est pour cela, que 'on va dorénavant s’intéresser a des schémas non-linéaires.
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000 0000900000000 O X XTIKK
6000000000000 000000 0 X X XXX
6000000000000 0000000 XXX
¢00@000000000000 0000 0 XXX
0000000000000 000 000 0 XXX
6060606060060 0060600000 0000 0 X XXX
6000060000000 0000000 00 XX
000000 @oeoeooeoeoe 000 0o XXX
0000000000000 0000 000 0 XXX
6006060606006 060060600006000 000 XXX
606006060600 06000060006000 000 0 -
0000000000 @oeoeooeo o oo o X
0000000000000 000 00 o X X
bo000000000000000000000 -
6000000000000 0000000000 X
6000000000000 0000000 0000~
6000000006000 00000000 0000~
0000000000000 000000000 0
6000000000000 0000000000 00—
$0000000000000000000000 00
KX 00000060 06006060606066060600e 0o
EXHHKNKK -9 0000000060600 00060 00—
KX HHKKHKHKK KX 000 0006000000000
KXOKHKHKAHKKKKK o eeeeeses
KXOOOHKIHIHKKHKKKK 000 000
T LTELLLLELEEL ATt

0123456 78 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Fi1a. 1.14 — Résumé des résultats numériques et théoriques obtenus: convergence (.) et divergence

(X) des schémas de Lagrange a | points (en abcisse) et r points a droite (en ordonnée).






CHAPITRE II

Schémas de Subdivisions Non-linéaires

000

es schémas non-linéaires sont particuliérement intéressants pour éliminer

les phénoménes d’oscillations autour d’une discontinuité, qui sont dus a

I'utilisation de schémas linéaires. On propose d’étudier et d’appliquer les
propriétés d’'une classe de schémas non-linéaires.

000

61
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I1.1. Introduction

II1.1 Introduction

L’étude menée au chapitre I, a montré que les schémas linéaires, malgré de nombreux avan-
tages (écriture simple, multiples techniques d’études), présentent aussi d’importants défauts,
comme la précense d’oscillations dans les fonctions limites (figure 1.3), des artéfacts indésirables
(figure 1.6) ou encore un ordre d’approximation trop faible (figure 1.2).

C’est pour palier a ces différents défauts que 'on se tourne vers l'utilisation de schémas non-
linéaires; la non-linéarité permet d’imposer une propriété particuliere du schéma & travers des
conditions sur les coefficients du schéma.

Parmi les propriétés demandées, on peut citer

e obtenir une fonction limite plus réguliere [Kob96],
e cuiter les oscillations crées par des différences d’ordre 1 trop importantes des données initiales
[CDM03, ADLT06, BCRO7b/,
e préserver des propriétés géométrqiues telles que la convexité, la convexité par morceauz ou la
monotonie des donnés initiales [DKLD99, Kui98, MDLO05],
e reproduire des fonctions particulieres [MeHWO01, JSD03, BCRO7b].

Dans cette partie, on s’intéressera surtout a la construction et a ’étude de schémas non-linéaires
permettant de controler les oscillations prés des discontinuités, appelées phénoméne de Gibbs.
Ces oscillations sont particuliérement importantes en compresion d’image (chapitre I11). En effet,
en traitement d’images, le phénoméne de Gibbs se traduit par des zones de flous au niveau des
forts gradients de couleur (figure II.1 ou des schémas de subdivision linéaires sont utilisés pour
un grossissement d’image).

Dans un premier temps, nous allons rappeler les notions de schémas stationnaires, uniformes

ou locaux et nous donnerons aussi un bref apercu historique des différentes techniques non-
linéaires développées pour résoudre les problémes cités.
Dans un deuxiéme temps, nous nous intéresserons a donner un cadre général pour les schémas
que nous allons développer dans ce chapitre. Pour cette classe de schémas, nous établirons des
théorémes de convergence, régularité, stabilité et d’ordre d’approximation. Nous les appliquerons
ensuite pour étudier différents schémas non-linéaires existants, ou que nous avons proposés pour
résoudre le phénomeéne de Gibbs (section I1.4.1). Nous proposerons notamment, la construction
et I'étude d’un schéma non-linéaire de régularité ¢ (section I1.4.3). Pour finir, nous étendrons
la classe de schémas définis sur 1°°(Z) a des schémas de [°°(Z2) pour lesquels nous donnerons
aussi des conditions de convergence (section I1.5.3).

I1.2 Deéfinitions et historique

I1.2.1 Définitions

On peut définir un schéma de subdivision non-linéaire comme la généralisation de la définition
1.1, en faisant dépendre le masque de la position n, de I’échelle j et de f.
On écrit, en notant f/ = S7 f,

Viel™(Z),YjeNYneZ (9 )n= Y ajnn-om(f)f (IL.1)
me”Zs
On dit qu'un schéma de subdivision est
indépendant des données si pour tout f € I°°(Z*), ajnn—2m(f?) = ajnn—2m-

stationnaire si a; . n—2m(f?) = ann—2m(f).
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(b) points initiaux (2% x 2° points)

(c) schéma 4 points Lagrange (d) schéma interpolant-approximant (I1.31)

(e) schéma spline quadratic

Fia. 1.1 — 4 itérations de différents schémas linéaires pour construire un grossissement d’une
partie d’une image.

uniforme si ajm,n,gm(fj) = aj,n,Qm(fj).
local si supp(a;nn—2m(f?)) < +oo.
Par opposition au chapitre I, on parlera de non-linéaire lorsque le schéma défini ne rentre pas

dans une de ces catégories.
Dans ce chapitre, notre étude se fera pour des schémas locaux.
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I1.2.2 Quelques schémas présents dans la littérature

Nous allons présenter quelques schémas non-linéaires, les motivations pour leur construction
et les résultats d’analyse les concernant.

Un schéma global
Pour définir des schémas interpolants ayant une régularité maximale, L. Kobbelt [Kob96| construit
les valeurs (f3, +1)nez qui minimise une fonctionnelle utilisant les différences d’ordre £, drf.
I1 obtient des schémas globaux car pour obtenir les valeurs ( f%n +1)nez, on doit résoudre un sys-
téme linéaire utilisant des matrices de Toeplitz symétriques.
Dans |[Kob98|, pour montrer la convergence de ces schémas, on trouve un résultat général de
convergence pour des schémas non-linéaires interpolants et dépendant de la position qui est

Si il eziste | > 0 tel que Vf € 1°°(Z°), >°72, ||2K9 dEHL 3] o < +o00, alors la suite (f7)jen

converge vers une fonction C*.

Une subdivision non-réguliére

Le principe est, en partant de points non-uniformément répartis X°, de définir des conditions sur
la grille construite & I’échelle j, X7, pour que la fonction limite construite avec les grilles (X7) 7
garde la méme régularité que celle définie sur une grille uniforme.

La technique de J. Warren [War95| consiste a subdiviser la grille X" en utilisant le schéma
interpolant de Lagrange S ;. I. Daubechies, I. Gustov et W. Sweldens [DGS99| ou encore V.
Maxim et M-L. Mazure [MMO04] imposent seulement une condition de croissance X7 C X7 *1 et
des conditions supplémentaires que choissisent chaques auteurs pour établir la convergence et la
régularité.

V. Maxim et M-L. Mazure [MMO04] utilisent notamment la notion de schéma équivalent pour
comparer deux schémas

S et S sont équivalents si pour tout j € N, 1S5 — S~j||oo < 02797 quec S; le schéma défini par
fitt =87

Schémas non-uniformes
D. Levin [Lev99| définit des polynémes de Laurent pour des schémas non-uniformes qu’il

utilise pour étendre les schémas interpolants 4 points (1.29) au cas non-uniforme.

Schémas non-stationnaires

Pour étudier des schémas non-stationnaires mais uniformes, N. Dyn et D. Levin [DL95, DLO02]
comparent leurs schémas a un schéma stationnaire. Ils définissent la notion de schémas asymp-
totiquement équivalents

S et S sont asymptotiquement équivalents si > llS; — Silloo < 4o00.

Si le schéma stationnaire S a des propriétés de convergence et de régularité alors S aura les
mémes propriétés. Ces résultats restent vrais pour des schémas non-uniformes ou dépendant de
la position.

Ces résultats ont été utilisé par G. Morin, J. Warren et H. Weimer [MeHWO01] et M.K. Jena,
P Shunmugaraj et P.C. Das [JSD03| pour étudier les propriétés de schémas construits a partir
du schéma spline cubique ou du schéma interpolant 4 points de Lagrange S et reproduisant
des fonctions trigonométriques.
Plus généralement, C. Beccari, G. Casciola et L. Romani [BCRO7b| construisent une classe de
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schémas interpolants non-stationnaires C', s’inspirant du schéma 4 points interpolant (1.29) qui
selon une valeur initiale wy reproduit les différents types de coniques. Dans [BCRO07al, ils amé-
liorent la régularité en utilisant une grille triadique. Pour montrer la convergence et la régularité,
ils utilisent encore les résultats de N. Dyn et D. Levin [DL95, DL02|. On peut aussi noter que
lorsque le paramétre wq est petit, la fonction limite a tendance a rester trés proche des données
initiales. On obtient ainsi un schéma uniforme mais non-stationnaire permettant d’éviter des
oscillations.

Dans la suite, nous allons voir que 'approche de N. Dyn et D. Levin [DL95, DL02| va per-
metttre de construire et de montrer la convergence des schémas dépendant de la position. C’est
dans cette lignée que s’inscrivent nos travaux.

I1.2.3 Quelques schémas dépendant de la position

Ici, la technique de construction est inspirée des travaux de N. Dyn et D. Levin [DL95, DL02|
pour des schémas uniformes, non-stationnaires. Elle consiste & perturber un schéma linéaire afin
de satisfaire certaines propriétés. La plupart du temps cette perturbation est construite par une
"moyenne".

Préservation de propriétés géométriques (convexité, monotonie, ... )

On peut noter que préserver des propriétés géométriques telles que la convexité ou la monotonie
par morceaux peut éviter des artéfacts sur la fonction limite d’un schéma linéaire interpolant
(figure 1.6).

Une des premiéres idées de N. Dyn, F. Kuijt, D. Levin et R. Van Damme [DKLD99| est de

perturber le schéma 4 points interpolant (1.29) en faisant dépendre le parameétre w des données
initiales. Ils obtiennent ainsi un schéma stationnaire, uniforme, de régularité C'' et préservant la
strict-convexité, contrairement au schéma de Lagrange Ss o (w = 1_16)
M. Marinov, N. Dyn et D. Levin [MDLO05]| utilisent aussi le schéma (1.29) mais font dépendre w
des données & chaque échelle j. Ils construisent ainsi des schémas ayant la méme régularité que
le schéma de [DKLD99|, mais préservant la convexité par morceaux ce qui permet de résoude le
probléme d’artéfact (figure 1.6). Ils appelent ces schémas, des schémas géométriquement control-
lés, a cause de la construction géométrique de la perturbation.

On peut remarquer que ces deux schémas [DKLD99, MDLO05| peuvent étre écrits comme une
perturbation du schéma linéaire interpolant de Lagrange S ;.

F. Kuijt et R. Van Damme [KD98, KD99| généralisent cette idée pour développer des sché-
mas de régularité encore C', préservant la strict-convexité ou la strict-monotonie et ayant un
ordre d’approximation égal & 4 pour des données initiales strictement convexe ou strictement
monotone.
schéma [KD98| pour la préservation de la convexité: foni1 = (S1,1f)2n+1 — %F(den,denJrl)
avec F' la moyenne harmonique

Les auteurs étendent aussi leurs travaux & des schémas définis sur des grilles non-uniformes,
construites par un schéma monotone [KD02].
De méme, M.S. Floater et C.A. Michelli [FM98| généralisent cette méthode en définissant
des schémas non-linéaires par
schéma [FMI8] pour la préservation de la convexité: fony1 = (S1,1f)2n+1 — AE(d? fr,d? froi1).
Avec des conditions sur A en fonction du minimun de F, ils obtiennent la préservation de la
convexité mais seulement une régularité CY. Avec des conditions sur A en fonction du maximum
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de F, ils définissent une classe de schémas non-linéaires convergeants.

Analyse multirésolution optimale dans le cas de bruit non-gaussien

L’idée de D.L. Donoho et T.PY. Yu [DYO00] est de remplacer la définition des coefficients de
la théorie des ondelettes par un schéma de subdivision non-linéaire dans le but de définir une
analyse multirésolution éliminant les bruits non-gaussiens. Ils construisent un schéma en base 3
utilisant une moyenne non-linéaire, convergeant mais ayant une régularité assez faible (o = 0.9).
Dans [XY05], G. Xie et T.PY. Yu proposent une généralisation de cette moyenne.

P. Oswald [Osw04| améliore ce résultat de régularité et développe un schéma similaire sur une
grille dyadique. Il écrit ces schémas non-linéaires comme une pertubation d’'un schéma linéaire.
Dans [Osw03], il propose une généralisation de ces schémas sous la forme

schéma [Osw03] foni1 = (Siinf)ons1 + O(f)onp1d® fr avec ¢ une fonction non-linéaire.

Schémas de subdivision dans [*°(Z")
Pour montrer la convergence de schémas de [*°(Z?) dans le but de construire des schémas conver-
geants définis sur des variétés, P. Grohs et J. Wallner [Gro08, Gro07, GW08| utilisent aussi la
comparaison avec un schéma linéaire en définissant la notion de 0— proximité de deux schémas
S et T vérifient une condition de 0-proximité si ||(S —T') flloo < C||df||S, avec a > 1 et f
vérifiant ||df||eo < €.

Si S est un schéma linéaire convergeant et C'!, ils en déduisent des résultats de convergence et
de régularité pour le schéma T.

Dans [DGWO08], en se placant dans le cas interpolant, N. Dyn, P. Grohs et J. Wallner montrent
des résultats sur 'ordre d’approximation du schéma T en fonction de la régularité du schéma
linéaire S.

A noter que c’est les seuls travaux théoriques effectués a notre connaissance concernant des sché-
mas non-linéaires définis sur (*°(Z").

Schémas de subdivision adapté aux discontinuités
Initialement, ces schémas ont été développés pour obtenir une analyse multirésolution non-
linéaire adaptée aux contours d’une image.
Citons parmi ces schémas, les schémas de subdivision ENO et WENO , étudiés par N. Dyn, A.
Cohen et B. Matei [CDMO03, Mat02] ou encore le schéma PPH développé et étudié par S. Amat,
R. Donat, J. Liandrat et J-C. Trillo [ADLT06, ALO5] (voir section I1.4.1 et I1.4.2).
De plus, dans [CDMO03, Mat02], les auteurs donnent des résultats généraux sur les schémas non-
linéaires en définissant la notion de rayon spectral, de reproduction des polyndémes ou encore de
schémas aux différences dans le cas non-linéaire.

I1.3 Résultats pour des schémas non-linéaires sur [*(Z)

Nous avons vu que les résultats de convergence pour des schémas non linéaires sont rares et
la plupart du temps difficiles & mettre en oeuvre.
Ici, nous allons établir des résultats pour une classe de schémas non-linéaires que nous allons
définir comme une perturbation d’un schéma linéaire ou approximant. Malheureusement, on verra
que les hypothéses faites, ne permettent pas d’utiliser des résultats existants (section 11.2.3).
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Mais, avant tout, rappellons les résultats des schémas linéaires qui restent valables dans le cas
non-linéaires.

I1.3.1 Premiers résultats concernant les schémas non-linéaires inspirés des
schémas linéaires

Convergence équivalente & la convergence d’une suite de fonction
On peut généraliser le théoréme 1.2 pour des schémas non-linéaires (annexe B). On a donc

ProprosiTION II.1
On a équivalence entre

(i) Le schéma converge au sens de la définition 1.3.

(ii) La suite de fonctions définie par

vreR,  fI(x) = (SkphHndo(@z —n),
neN
converge uniformément,

avec ¢ une fonction a support compact vérifiant la condition de stabilité L>° (I1.8) et >, ¢o(. —
n) = 1.

Convergence de (2Md*(S7 ) jen vers (f>°)*)

Sans avoir l'existence du schéma aux différences, la proposition 1.4 reste valable pour des
schémas non-linéaires, ce qui nous permet d’obtenir des résultats de régularité plus que C*
(annexe B). On a

ProposiTIiON II.2
Si la suite définie par (ijdk(ij))jeN converge vers une fonction g, alors S®f est C* et

(S f)P) =g.

Résultats non valables
Les autres propriétés ne s’étendent pas, en général, aux schémas non-linéaires comme

e le lien entre reproduction des polynomes et existences de schémas aux différences (proposition
1.9 et contre exemple dans [Kui98|),

e la condition nécessaire de convergence c’est-a-dire la reproduction des constantes (proposition

L1).

Résultats généraux de [CDMO3|

Sous certaines hypothéses, A. Cohen, N. Dyn et B. Matei [CDMO03| montrent que les propriétés
de convergence et de régularité des schémas linéaires restent valables (propositions 1.5 et 1.4).
Le schéma non-linéaire est définie par

(SF)n=(S(f)f)n= Z an,m(f) fm; Vn € Z,

meZ

et la reproduction des polyndémes est remplacée par une condition plus forte que la définition
classique .10 qui s’écrit

VP € I, 3Q € I}, tel que Vf € I°(Z) (S(f)p)n = Q(27'n),
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avee p = (P(n))nez.
On parlera de reproduction des polynomes au sens [CDMO3].
De méme, ils définissent une notion plus générale de rayon spectral

1
p(SNL) = limj— 40 sup NSnL(fi-1) -+ Snr(f1)Sne(fo)l|%-
(fosf1yesfi—1)€E((Z))7

Avec les notions définies ci-dessus, ils montrent I’existence d'un schéma aux différences Sy (f)(d* f) =
d*(S(f)f) et le lien entre régularité et rayon spectral (proposition 1.5). On remarque que la mise
en pratique du calcul du rayon spectral est trés lourde.
On peut montrer que, dans le cas de 'existence d’un schéma aux différences au sens classique,
la définition du rayon spectral au sens classique suffit pour obtenir ces résultats.

Dans [CDMO03|, les auteurs définissent aussi la convergence et les extensions des résultats
précédents dans les espaces L, en utilisant les espaces de Besov By , pour généraliser les espaces

de Holder C*.

Dans la suite, on parlera de reproduction des polynémes et de schémas aux différences au
sens classique (définition 1.10 et équation (I.14)).

I1.3.2 Etude d’un schéma s’écrivant comme une perturbation d’un schéma
linéaire

La classe de schémas que 'on considére, concerne les schémas qui peuvent s’écrire sous la
forme de la perturbation d’un schéma linéaire. On impose que la perturbation utilise un opérateur
linéaire, qui sera en général un opérateur aux différences.

Cela donne la classe de schémas définie, pour f € [*°(Z),

(SNLf)n = (Sf)n + F((Sf)na (11'2)

avec S un schéma linéaire convergeant, ¢ est un opérateur linéaire et continue sur [*°(Z) et F
est un opérateur non-linéaire défini sur [°°(Z).

On remarque que ces schémas rentrent dans le cadre étudié en section 1.5.1. L’idée est donc de
généraliser les théorémes de convergence et de régularité 1.7 et 1.8 obtenus.

On obtientra un résultat de convergence, de régularité, de stabilité et d’ordre d’approximation
pour des schémas non-linéaires interpolant ou approximant s’écrivant comme une perturabtion
de schémas linéaires.

Les schémas sont définis sur des grilles dyadiques mais les résultats resteront vrais dans le cas
général.

Comme dans le cas linéaire, pour montrer la convergence et la régularité du schéma Sy,
on a besoin d'un certain contrdle de la perturbation. En particulier, la décroissance vers 0 de la
suite (F(6(Snzf7)))jen permet de s’approcher du schéma linéaire. Une contraction du schéma
par rapport & I'opérateur linéaire § est alors suffisante.

En comparant avec les hypothéses du théoréme 1.7, on en déduit des hypotheéses suffisantes pour
la convergence du schéma non-linéaire Sy, défini par I’équation (11.2).
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I1.3.2.a Résultat de convergence

THEOREME II.1
Soit S un schéma linéaire convergeant dont la fonction limite ¢ vérifie la condition de stabilité

L*> (1.9).

Si Sy, F et 6 vérifient
dM >0 telque VYdel™®(Z) |[|F(d)|lco < M||d||s, (1I1.3)
3L >0,3c< 1tel que Vfecl®Z) [|65%.(Flloo < cll0f]loos (I1.4)

alors le schéma de subdivision Sy, défini par (I11.2) converge.

On peut démontrer ce résultat de deux facons différentes.
De méme que [Osw04], une premiére méthode consiste & utiliser un résultat d’I. Daubechies, O.
Runborg et W. Sweldens [DRS04|, développé pour étudier les propriétés d’une analyse multiré-
solution définis pour des courbes. Malheureusement, cette méthode ne permet pas d’étudier des
schémas de [°°(Z?). Pour cela, nous expliciterons une deuxiéme technique qui utilise la conver-
gence d’une suite de fonctions (proposition I1.1).

On peut remarquer que les notions développées dans la littérature, ne s’appliquent pas ici
c’est-a-dire la définition de schémas asymptotiquement équivalents, d’équivalents, les schémas de
[KD98, FM98, Osw04| ou la condition de 0—proximité [GWO08| (section 11.2.3).

Preuve

e Nous commencons par la preuve qui généralise celle du théoréme 1.7.

Soit ¢ la fonction limite associée a S. ‘

Pour tout j et pour tout f € I°°(Z), on note f7 la séquence S4 f et f7(.) la fonction continue
sur R définie par

fj(l“) = Zf£¢(2jx —n) Vo € R.

n

On considére
@) = =) fiTe@ e —n) =) flo@ e —n),
n n
D’aprés la relation d’échelle vérifiée par ¢ (propriété (iii) de la proposition 1.2), on peut écrire

> Fe@e—n)=Y (Sf)us(2 e —n),

n n
d’ou

(@) = Pa)=) (i = (S )n)e@ e —n).

n

¢ étant & support compact, on obtient avec les hypotheses (I1.3) et (I1.4)
17 = e SMIA(SFeL 77 loo,
<M |57 o
En notant j = jo[L],
1P = o <M 157 |
<Mc 2" |[8]|poe max{||Shyp llise st = 0. jo}[ flloo
<Mt (5| oo max{][Shyp |l = 0. L = 1| l]oo-
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En posant M’ = ¢~ M||§|| L max{||S4} |[j,l = 0... L — 1},

17 — f7]] poe <ML | f]] oo (IL5)

Comme ¢ < 1, la suite (f7(.)) est une suite de Cauchy dans L>(R) donc elle converge uniformeé-
ment vers une fonction continue. On note f(x) = lim;j— oo f’(z).

D’apreés la proposition I1.1), on déduit la convergence du schéma Sy

On obtient une expression de la fonction S3F; qui est & rapprocher du cas linéaire

SRLf(@) = limj oo D (Shp Fnd(2z = n).

e Une deuxiéme preuve consiste a utiliser un théoréme de I. Daubechies, O. Runborg et W.
Sweldens [DRS04]|, développé pour étudier le comportement de schémas étant vus comme une
perturbation d’un schéma linéaire avec une perturbation que ’on peut contréler. On cherche &
retrouver les hypothéses du théoréme 3.3 de [DRS04].

Par exemple, pour L = 1, en utilisant les hypotheses (I1.3), (I1.4) et la définition de Sy (I1.2),
on obtient :

1SwL() = S loo M6 oo,
1SwL(F) = S oo MIISS VL)oo
1SNL() = S0 o <Mell5 7 |

En itérant, on obtient

1SN () = S(F) o <M |81 oo
ISNL(f7) = S(7)]|ae M]|6 0|00 271092()

ce qui implique que Sy, vérifie les hypothéses du théoréme 3.3 de [DRS04|, compte tenu de la
convergence du schéma linéaire S. 0

I11.3.2.b Reésultat de régularité

De méme que pour le cadre linéaire, on a le résultat de régularité suivant

THEOREME I1.2
Sous les hypothéses du theoréme I1.1 et en notant « la régularité de S, la fonction limite de Sy,

est CP~ avec f = min {—%,a}.

Preuve
e on utilise le théoréme 3.3 de [DRS04],

e la démonstration du théoréme de régularité 1.8 reste valable avec la proposition I1.2.
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De méme que dans le cas linéaire, on peut voir que

dans le cas ol S est un schéma linéaire interpolant , le théoréme peut s’appliquer; la
condition de stabilité L est vérifiée (proposition 1.12),

P’estimation de la régularité est limitée par la régularité du schéma linéaire S; il fau-
dra donc éventuellement adapter le schéma linéaire pour optimiser la constante (3.

REMARQUE 1II.1
Le théoréme II.1 peut étre utilisé dans le cadre de schéma servant a construire des courbes a
valeurs dans R? mais utilisant a chaque itérations, les deux coordonnées. Le schéma s’écrit

SNL (957y)2n+1> <S($ay)2n+1 + Fﬂéw,éy))
Syp(zy) = ! - . 1.6
NL(zY) <5NL2 (7,9)2n+1 S(x,y)ons1 + Fo(dx,0y) (IL6)

Si Fy, Fy et 6 vérifient, Vi = 1,2,

IM >0 tel que  Vdi,dp € I°(Z) ||Fi(di,da)||oo <M max (||d1||oc.||d2]]oo),
de>1telque  Vf,g €1%(Z) [|5(Snri(f.9))llec<cmax ([[f]|oo:[[0g]o0 ),

le schéma Sy, défini par (11.6) converge.

REMARQUE 1II.2
Si un schéma Sy, s’écrit

Snif =ASnef + (1= N)Snraf (IL.7)
avec Syr1 et Syro vérifant les hypothéses (I1.3) et (I1.4), et s’écrivant

SNLlf:Sf-i-Fl((Sf) et SNLQf:Sf+F2(5f),

alors on peut montrer que le schéma Sy converge et sa constante de régularité est [ =
min{ﬁSNLl’ﬁSNLQ}'

En particulier, si Syr1 ou Snyro diverge, on ne peut rien dire.
Un contre exemple est donné par les schémas de Lagrange S;,. En effet, le schéma S, s’écrit

1 3 1
S f=——((==15,,_ - —=)S;_

1 f r—|—l—1<(2 )Str—1f +(r = 5)5 1,7’)7
avec les schémas S;_1 , et S;,_1 vérifiant (proposition 1.21)

Sianf =S 1,1+ F(dT2f) et Sipaf =S 1,1+ F(dT2f).

Or, les résultats du chapitre I montrent que S;_;, peut diverger et S;, 1 converger mais on
n’aura pourtant pas la divergence de Sy, (figure 1.14).
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I1.3.2.c Réciproque du théoréme de régularité pour des schémas interpolants

Pour établir cette réciproque, on va utiliser un résultat de D.L. Donoho [Don92| concernant
les analyses multirésolutions interpolantes de C%(R) (annexe A).

THEOREME II1.3

Soit Sy 1, un schéma de subdivision non-linéaire interpolant de la forme (I11.2) avec S interpolant,
Soit ¢ la fonction limite du schéma linéaire S que I'on suppose ¢ € C(R),

Alors si Sy, est convergeant et si pour tout f € I°°(Z), f>* =S¥, f € C*(R), on a

IM >0 tel que Vj > 0, NEOG(SY L)oo < M277%,

avec s = min(«,[3).

Preuve

Pour f € I%°(Z), f* = S°f € C°R) et f>*(27/n) = (SgVLf)n, car Sy, est interpolant et
convergeant.

De plus, la fonction d’échelle du schéma linéaire ¢ vérifie toutes les propriétés pour définir une
analyse multirésolution interpolante de C°(R) (proposition 1.2 et annexe A).

D’apreés la définition des espaces V; (section A.0.4),

Py, () = f1(z) = > (Snif)ud (20 — n).

neR
On a bien lim; ., 1o Py, f° = f*° (proposition I1.1).
Enfin, les quantités (F(65%; f))jen peuvent étre considérés comme les détails de analyse mul-

tirésolution linéaire de la fonction f*°.
On peut calculer les détails (A.13)

djn=f2"0"D (20 +1)) = S(f*(27.)2n1

(8% Panis — S(Shp N dln + 5 — k),
keZ

ce qui donne en utilisant les propriétés de ¢ (proposition 1.2)

djn=(SN7 Pans1 = Y (S(ShLf)kd(2n +1 - k)
kEZ
=(SK Pznss = (S(Shp))zner
=F(0Syf)2n+1-

Alors, si f*° € C%(R) alors |dj,| < M277¢ avec s = min(a,3) (proposition A.1) ce qui conclut
la preuve.

0
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11.3.2.d Reésultat de stabilité
On a aussi un résultat de stabilité pour les schémas non-linéaires qui est

THEOREME II.4

Soit Sy, un schéma non-linéaire convergeant s’écrivant sous la forme (I1.2) avec S un schéma
linéaire convergeant.

Si Sy, F et 6 vérifient

IM >0 tel que Vdido € 1°(Z) ||F(d1) — F(do)||oo < M]|d1 — da||oo , (IL.8)
AL >0,3c < 1tel que Vfgel®(Z) 6(Ski(f)— K@)l < clld(f = 9)llos, (IL9)

alors le schéma Sy, est stable au sens de la définition 1.7.

Preuve
e On considére le cas L = 1.
Pour f et g € [°°(Z), on forme pour tout j € N,

15% . = S%9lleo<IIS (SN T £ = SAn Dlloo + [[F(SSNL £) = F(6SN L 9)l oo
En utilisant les hypothéses (I1.8) et (I1.9), on obtient
153 = Sk 181l <IIS(SNL S = SKL 9l loe + Mell0SN L f = 5% gloc-
En redécomposant HS(S?VLlf SNL 9)|loo, on a

2 2
15% 1.5 = SN 19lloo ISP (SXL S = SKLDloo + [[Sllool[F (5S4, f) = F(OS3L9) oo
+ME|5(f — 9)lloo-
On itére pour avoir
J
15% .5 = S 19lloo SIS (f = 9)lloo + MI8]loo|[f = glloo D 115" |oo-
i=1
S est un schéma linéaire convergeant donc, d’apreés la remarque 1.2, (|[S7|o)jen est une suite

bornée par Mg < 400.
La convergence d’un schéma linéaire implique aussi la stabilité (proposition 1.6). Donc,

limj+o0llS7(f = 9)lloo = IS (f = 9)llsc < Myllf — glleo,

Finalement, en faisant tendre j vers +o0o0 avec ¢ < 1, on obtient

o . MMg
185 = SFicalle < (Mo + o101 ) 11f = ol

d’ou la stabilité du schéma non-linéaire Syy,.

e Pour L > 1, on procéde comme dans la preuve du théoréme II.1. [

REMARQUE 1II.3

Si le schéma Sy, reproduit exactement les constantes, et si 0 est un opérateur aux différences,
les hypotheses (I1.8) et (I1.9) entrainent la convergence du schéma non-linéaires (théoréme II.1).
En effet, la reproduction exacte des constantes par le schéma linéaire S (proposition I1.1) donne
I’équivalence entre

SN, reproduit les constantes de fagon exacte ssi F(0) = 0.

On peut alors remplacer I’hypothése de convergence du schéma Sy par une hypothése de re-
production exacte des constantes.
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I11.3.2.e Ordre d’approximation

Dans le cas non-linéaire, on ne peut pas directement généraliser le lien entre 'ordre d’ap-
proximation de S*° et celui de S (proposition 1.7 dans le cas linéaire).
On a besoin de la stabilité du schéma non-linéaire pour établir cette propositon. Il est montré
dans F. Kuijt [Kui98|

ProrosiTiON II.3
Si un schéma non-linéaire convergeant et stable est approximant d’ordre k alors S* est approxi-
mant d’ordre k.

Par contre, on a la proposition suivante qui reste vraie pour la reproduction des polynémes

ProprosiTiON I1.4
Si un schéma non-linéaire S est stable et reproduit exactement les polynémes de degré k alors
S est approximant d’ordre k + 1.

Pour établir qu’un schéma non-linéaire convergeant et stable, est approximant d’ordre k, on
cherchera donc a prouver que le schéma reproduit exactement les polyndémes de degré k.

Par contre, il est aussi possible de comparer un schéma non-linéaire avec un schéma linéaire dont
on connait ’ordre d’approximation pour obtenir I’ordre d’approximation du schéma non-linéaire.

THEOREME II.5
Soit Sy, un schéma non-linéaire convergeant et S un schéma linéaire convergeant, approximant
d’ordre k vérifiant pour tout f° = g(nh), avec g € C°°([0,1])

ISNLSY = S fOloe = O(RP), (I1.10)

alors S, est approximant d’ordre min (p,k).

Preuve

Soit g € C*([0,1]) et £ = g(nh)nez.

Le schéma Sy, étant convergeant, il existe j > 0 tel que |[S3% f0(277.) — S]]QLfO||m <e < hP.
On obtient par hypothese

1S3, 2277 n) — g(279nh)|<ISRL Y27 n) — (Shr fO)nl + 1(Sh L fO)n — (87 £0)
+(S7 £9), — g(2 7 mh)|
<e + (|89, 0 = 57100 + C1HF,

en utilisant la proposition 1.7 pour le schéma linéaire S. Il suffit donc d’étudier HS?V 1 10=57 9| -
On utilise I'hypothése (I1.10) pour écrire

[(SH L fOn — (87 fO)nl <IISNL(SHL FO) — S(SHL 0o + [1S(SHL O) = ST £9) |
<Co(27U VR + IS(SnL(SAL ) = S2SAL O le
H[S2(SHL ) = S2(87 7219
<Coh?(27PU7Y 1 ||8]|0027P0 D) 4+ [[S2(SHL2S0) — S2(ST21O)]| oo
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Par itération, on obtient

J
159100 = 57 £ o <Coh? 3 (187 |02 P07,
r=1

P r—1 y 1_271)]‘
<Cyh? max (||8™ oo = 1. J) 5=

S étant un schéma linéaire convergeant, on utilise la remarque 1.2 pour majorer (||S7||s)jen par
C.

On a donc
1S, 0279 n) — g(27nh)|<e + CoChP + C1hE.

Par continuité de S35 1% et de g, on a le résultat pour tout = € R. 0

I1.4 Exemples d’études de schémas non-linéaires sur [*(R)

On va s’intéresser a divers exemples de schémas de subdivision non-linéaires. Parmi ces sché-
mas, on trouvera des schémas existants, comme le schéma Sypyo, (section I1.4.1) ou le schéma
Sepuericar (section I1.4.4), pour lesquels on compléte les résultats de la littérature. On définira,
aussi, des schémas comme les schéma Spowere (section 11.4.2) ou Sppyapprox (section 11.4.3),
construits pour éliminer les phénoméne de Gibbs et répondre a certains critéres.

Pour étudier les propriétés de ces schémas, nous allons utiliser les théorémes précédents (section
I1.3). 1l s’agira d’écrire ces schémas comme la perturbation d’un schéma linéaire (I1.2) et de
montrer que la perturbation est controlée.

On appellera stencil s,, ’ensemble des points utilisé pour construire les points (S f)a,, et (Sf)on+1-

I1.4.1 Premier Exemple: le schéma WENO 4 6 points (valeurs ponctuelles)

Dans cette partie, on propose d’étudier les propriétés d’un schéma WENO particulier avec les
résultats développés dans la section 11.4.1.
Dans une premiére partie, on rappellera la construction des schémas WENO et les différents types
d’indicateur de régularité utilisés.
Dans une deuxiéme partie, on donnera une preuve de la convergence, différente de celle de
[CDMO3| qui aura I'avantage d’améliorer la constante théorique de régularité (théoreme I1.6).
Enfin, on étudira l'ordre d’approximation de ce schéma (proposition I1.5). On verra qu’il peut-
étre optimal par rapport au nombre de points utilisés, pour un choix particulier d’indicateur de
régularité (remarque I1.4).

Historique des schémas ENO et WENO

Les schémas ENO et WENO ont été construits pour controler les problémes numériques liées
aux ondes de chocs dans les équations hyperboliques scalaires.
Ils interviennent dans la reconstruction de flux, permettent de conserver un ordre de précision
élevé au voisinage des discontinuités et évitent ’apparition d’oscillations de la solution.
Le principe de ces schémas repose sur le choix local d’un stencil de reconstruction par interpo-
lation polynomiale, pour lequel la solution numérique est la plus réguliére.

Les schémas ENO on été introduits par S.R. Chakravarthy, B. Engquist, A. Harten et S. Osher
[CEHO89| et S. Osher et C-W Shu [0S88, OS89| dans le cadre des équations hyperboliques et
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par F. Arandiga, R. Donat et A. Harten [ADH99b| dans le cadre d’analyses multirésolutions et
de la compression de données. Ils présentent deux défauts: un probléme d’instabilité et d’ordre
non-optimal.

Pour résoudre ces deux problémes, les schémas WENO ont été introduits par T. Chan, X-D.
Liu et S. Osher [CLO94| et G. Jiang et C-W Shu [JS96], toujours dans le cadre des équations
hyperboliques.

Ce sont les premiers schémas non-linéaires utilisés dans la compression d’images, pour éviter
les phénomeénes de Gibbs aux voisinages des contours [AACDO02]. La convergence des schémas de
subdivision associés a été démontrée par A. Cohen, N. Dyn et B. Matei [CDMO3].

Ces schémas sont définis pour des valeurs moyennes (f,,), sur U'intervalle [z,,,2,1]. On adaptera,
sa définition aux valeurs ponctuelles (fy,)n.

II.4.1.a Construction des schémas Sgyno

Etant donné un entier r > 2, on construit la valeur (Sgxof)2n+1 €n choisissant un schéma
linéaire de Lagrange parmi tous les schémas de Lagrange possibles utilisant r points.
Le schémas possibles sont caractéisés par des stencils qui contiennent z,, et x,,+1. Il y a donc r-1
choix possibles (figure 11.2).

Ce choix donne un schéma non-linéaire utilisant 2r — 2 points.
On notera s,; le stencil

Sp4i = {fn—l—i—r—i—la cee >fn+i} pour i=1...r-1.

stencil 2 stencil r-1

stencil T
\

‘ ‘
1 1
n—r+2 n—1nn+1 n+r—1

Fia. 11.2 — Choiz possibles parmi ces stencils pour le schéma ENO pour des valeurs ponctuelles.

Le choix est soit basé sur la comparaison des différences d’ordre p, pour 1 < p < r (choiz
hiérarchique), soit basé sur les différences d’ordre r (choiz non-hierarchique) [ADH99b].

Le schéma ainsi obtenue présente plusieurs inconvénients.
Le premier est lié au fait que le choix du stencil est sensible & des petites perturbations: des
erreurs numériques peuvent faire choisir un stencil complétement différent, ce qui risque d’en-
trainer des instabilités.
Le deuxiéme inconvénient est que méme dans les régions de régularité, on est obligé de faire un
choix sans pour autant améliorer 'ordre de Spyo. Le schéma Spyo a seulement un ordre égal a r
alors qu’il utilise 2r — 2 points.

I1.4.1.b Construction des schémas Swgno

Définition du schéma
Afin de palier au probléme d’instabilité du schéma Sgyo, on prend une combinaison convexe de
tous les stencils possibles et on attribue un poids (), pour i =1...7 — 1 qui dépendra de la
position et sera fonction de la régularité de la fonction sur le stencil.
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On définit

(SWENof)Qn :f2n

_ IL11
(Swenof)2nt1=2011 Qi fiopi1 avec  flo,i1 = (Sip—if)ant (L)

ou S; ,—; est le schéma de Lagrange utilisant ¢ points & gauche et r — 4 points a droite (définition
[.13).

Les poids (v n)n sont alors calculés pour que:

dans les zones de régularité, 'ordre d’une itération de Sygno sOit égal & 2r — 2 (que l'on
obtiendra pour certaines valeurs de )

dans les zones de discontinuité, le stencil contenant la discontinuité soit affecté d’un poids
trés faible.

Définition des poids oy,
On définit pour tout n,

ﬁi,n

Ci

Vi=1l...r—=1, o= — avec Bin = 7———a—3 (I1.12)
> i=1Bjn (e +1Sin)?
avec
¢ constante indépendante de la position
€ constante fixée & priori afin que le dénominateur ne s’annule pas (en général ¢ = 1079)

IS;, un indicateur de régularité positif.

On observe les propriétés suivantes pour les coefficients (ay ,,)

PROPRIETE II.1
1. Les coefficients ()i n sont strictement positifs.

2. Pour tout n, Z::_ll ajpn =1L

Construction des constantes ¢;
Les constantes (¢;)ij=1..r—1 sont calculées pour obtenir un ordre d’approximation optimal c¢’est-
a-dire 2r — 2.
En fait, cela revient a construire les (¢;);=1. r—1 vérifiant I’équation [JS96]

r—1
Sr—1p-1f = Z ciSr—iif-
i=0

Il est facile de montrer qu’il existe des constantes (¢;);=1.,—1 vérfiant cette équation et Z:;ll =
1.
Par exemple, pour r = 4 (valeurs ponctuelles), on obtient

3 10 3

1= 76 =14 et 3= —. (I1.13)
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Construction des constantes I Sg n

Pour construire l'indicateur de régularité [ Sg ., Plusieurs méthodes ont été élaborées dans le
cadre des valeurs moyennes. 7

Celle proposée par T. Chan, X-D. Liu et S. Osher [CLO94| repose sur une somme de toutes
les différences d’ordre & < r — 1, et s’adapte de la fagon suivante dans le cadre des valeurs
ponctuelles [Bel04]

[

r—1
181, =253 "1 N (d fagimrin)? | /L (11.14)
=1\ k=1+[5]

2
M. Belda [Bel04] montrent que pour tout f = g(nh), avec g € C°([0,1]),
pour 7 =3, |[S22f — Swenos flleo = O(hY), et pour 7 =4, |[S33f — Swenoy flleo = O(R®).

G. Jiang et C-W Shu [JS96] proposent une autre construction utilisant 'intégrale des dérivées
k-iéme des polynémes d’interpolation de chaque stencil, pour k£ < r — 1.
Pour les valeurs ponctuelles, on obtient [Bel04]

, it AT 2

st =% / 290 (30 () da, (IL.15)
=1 " Fn+1/2

On a les estimations suivantes, pour tout f = g(nh), avec g € C°([0,1]),

pour r = 3, ||S2,2f - SWENng”OO = O(h4), et pour r = 4, ||S3,3f - SWENO4f||OO = O(hG)

Pour r = 3 ou r = 4, l'utilisation de ces indicateurs permettent alors d’avoir un ordre optimal
pour le nombre de points utilisés.

II.4.1.c Construction du schéma Swgno, utilisant des stencils de 4 points

On va considérer des stencils de 4 points (r = 4). Le schéma Sygyo, S’écrit comme une
combinaison convexe de 3 schémas de Lagrange qui sont

1 5 15 5
(53,1f)2n+1:Efn—2 — 1_6fn—1 + 1_6fn + 1—6fn+1

(SQ,Qf)Qn—i-l:_linn—l + %fn + 1_96f"+1 — 1_16fn+2
(Sl,Bf)2n+1:15_6fn + %gfnJrl - %fn+2 + %fmrs-
Les indicateurs de régularité sont donnée, pour tout j € N, par [Bel04]
18], =227 ((d2F1_0) + (P + 202 ), — & f))%)
183, =250 ()7 + (P ,0)* + 2 ) — &), )?) (IL16)
18},=2571 (@10 4+ () 10)* + 2 ), — 2 fl10)?)

Les équations (I1.11), (IL.13) (coeffeicients ¢;), (I1.12) (poids ), permettent de calculer le
schéma Sywenoy-
On observe alors la disparition du phénomeéne de Gibbs prés de la discontinuité (figure 11.3).
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0.8f

0.6

0.4

0.2

02 . . . . . . . . . 02
5 - - - - =5

(a) schéma Swexo (b) schéma de Lagrange Ss,3

Fic. I1.3 — Comparaison des fonctions limites du schéma Sweno, €t du schéma linéaire a 6 points
pour les données initiales f = (0p0)nez-

I1.4.1.d Convergence et régularité du schéma Sygno,

Tout d’abord, on écrit

fn+ fn 1 3
(53,1f)2n+1:72 = + 1—6d2fn—1 — Eden
fn+ fn 1
(S22f)ont1="—5—— = - 1—6(d2fn + d* fri1)
_fn+fn+1 1 2 3 2
(S13f)2nt1= 5 + 16d frnt2 16d Jnt1-

ce qui donne pour Sygyo,

(Swenos f)oant1=01 (53,1 f)2n+1 + @210 (S2.2f)2n+1 + a3 0 (S13f ) 2n+1

4
:(al,n + Qo gy +a3,n)%
Aln 2 3a1, + ooy ) o2n + 303y ) Q2.n o
g _ e TAm g _en L TImn g "2 f
15 fnt2 T fnt1 T o+ 6 Jn1

Comme oy + g + a3, = 1 (propriété 11.1) et sachant que les coefficients ne dépendent que
de d*f (I1.16), on a finalement

(Swenos f)ont1 = (S1.1f)2ns1 + F(d*fanst

avec
2 2 2
F(de)an:%gﬁdenw _ Saua(d f)146' azn(d f)denJrl
_o2n(df) 4 3agn(d]) fo+ a3n(d’f) o Foi. (IL.17)

16 16

On se trouve alors dans le cadre d’utilisation du théoréme de convergence I1.1, avec S = 571 le
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schéma de Lagrange utilisant 2 points.

On obtient le résultat suivant
THEOREME I1.6

Le schéma Sygno, €St convergeant vers une fonction limite C B avec 6 > 0.215.

Preuve
On vérifie d’abord I’hypothése (I1.3) pour F.
D’apreés la définition (I1.17) et les propriétés I1.1 de (a;r)i=1...3, pour tout f € [*°(Z) et n € Z

4 4 4
N e

() o< 51162 e

14 flloo

Deuxiément, on s’intéresse a prouver la contraction (I1.4) pour Swexo OU Shpno, relativement a
I'opérateur aux différences d?.
On considére deux cas.

e Indice impair,

(dz(SWENOf))2n+1:fn+1 - 2(SWENOf)2n+1 + fn,

« 3o, + a2y + 3 «
= TR g T TR 2 g ST T 2 IR 2 (1].18)
8 8 8 8
En utilisant les propriétés I1.1, on obtient
4o + 2000 5, + dag
‘(dQ(SWENof))Qn—H’S - ] - - Hd2fH007
4 — 20&2
STdeQfHoo-
Donc 1
[(d®(Sweno f))2n+1] < §HdeHoo- (IL.19)
e Indice pair,
(d2(SWENof))Qn:(SWENof)2n+1 - 2fn + (SWENOf)2n713
fn+1_2fn+fn—1 Q3 n 9
— g
9 + 16 frseo
33, + a1, — Qg a9, + 301, + 300 1 + Qg
. 3,n ;g 3.n 1d2fn+1 _ %X2n 1n i 2n—1 3,n 1d2fn

_3a1m—1+azn-1 —
16

a1 n—1
16

d2fn—1 + d2fn—2-
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On a donc
o3
(dQ(SWENOf))Qn: 1én d2fn+2 (H'QO)
_303n + n — a3p-1 P+ 8—agp —3a1, — 32,1 — 043,n-1d2fn
16 16
3o p—1+Qen-1—Q1n o Q-1
_ ) ) ) d _ 7—d 5.
16 fn 1+ 16 fn 2
En utilisant les propriétés I1.1, on a 0 < 8 — agy, — 31, — 32 p—1 — A3 1.
Ce qui donne
4oy gy — 2000 5 + 401 o1 — 2009 -1 + 8
‘(dQ(SWENof))Qn’S - - 1én - HdeHCXN
De méme, on a 0 < 8 — 201, — 2009 1.
Donc
|(@?(Swenof))2nloo < [1d° floo- (I1.21)

On ne peut pas conclure directement. Il faut considérer les itérés Shpvo

On s’intéresse & S2.., et |[d*(S2 x0) oo
Les équations (II.18) et (II1.20) montrent l'existence d'un schéma pour les différences d’ordre 2
pour Syexno- En le notant S ypne, ON obtient

dQ(S\%\/ENOf) = Sd22w}3No(d2f)

avec
Qaq, 30[17 + o, Qg + 30[37 Qas,
(Sd2WENOg)2n+1:_ 8ngn+2 + %grﬂrl + = 3 ngn - 8ngn71 (1122)
(S ) _ Q3 _ 303,n +Q2n —Q3n-1 n 8—opn — 301, — 321 — Q301
d2weno9)2n 16 In+2 16 In+1 16 9n
3aipn-1t+a2n1— a1y a1 n-1
— : ! 2 _ : _o. 11.23

et ajp = ain(9).
On notera

2
(Sd2WENOg)7l = Z bi,n(g)g[%]Jri'

i=—2
On a alors pour tout g € [*°(Z), pour tout n,
1
|(Sazwenog)2n+1]=5 19l (I1.24)
‘(SdQWENOg)Qn’<HgHOO' (11'25)

Evaluons ||S§ Comme précédemment, on a cette fois 4 cas & considérer.

2WENO| |°°'
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e Pour (S§2WENOg)4n’

2
(S§2WENOg)4n: Z bi74n(5d2WENOg)(SdQWENOg)2n+i

1=—2
2 2
= Z bi,4n(SdQWENog)(SdQWENog)QnJri + Z bi,4n(sd2WENOg)(Sd2WENOg)2n+i‘
1=—2 ipair 1=—2 iimpair

En utilisant les propriétés (I11.24) et (I1.25), on a

2 2
1
’(S§2WENOg)4n’ < Z ‘bi74n(Sd2WENOg)‘ + ) Z ‘bi74n(Sd2WENOg)‘ HgHOO

1t=—2 i pair i=—2 1impair

Avec la définition (I1.23) du schéma S 200 aux indices pairs et les propriétés 11.1 des coefficients
Qi n, ON peut écrire

8 + agp + Q1 p-1 1 30[37 + oo+ arp+ 30[17 1t agn 1+ azgn1
|(Sd22WENog)4n|§< n16 = + 5 = = = 16 = = . ||g||00

<(24 51
=\16 " 32 ) !19llee

13
|(S§2WENOg)4n| < EHQHOO

Donc

e Pour (S§QWENOg)4n+1, en utilisant la propriété (I1.24), on a

1
‘ (SdZQWENOg)4n+1 ‘ < 5 ‘ ’SdQWENOg‘ ’oo .

Donc

1
|(S§2WENOg)4n+1| <3 | |g| |<>O

2
e Pour (Sd2WENOg)4n+2 ;

2

(S§2WENOg)4n+2: Z bi,an+2 (Szwenod) (Sazwenod)2n+1-+i
i=—2
2
= Z bi,4n+2(SdQWENog)(SdQWENog)2n+1+i
i=—2 1ipair
2
+ Z bi74n+2(Sd2WENOg)(SdQWENOg)Zn-i-l-i-i .

i=—2 1impair

En utilisant les propriétés (I1.24) et (I1.25), on a

2 2
1
’(S§2WENOQ)4n+2‘ < 5 Z ‘b’i74n+2(sd2WENOg)‘ + Z ’bi,4n+2(Sd2WENOg)’ HgHOO

1=—2 i pair 1=—2 iimpair
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De méme que pour le cas 4n, on peut écrire

1 /8+a3y+ain-1  3Bagn+as,+ar,+3ai,-1+a2,-1+a3,_1
(o) < (S bt B0 e S £ Sy 0t 00 g

(L, 5 g1
=\32 " 16 ) 19llee:

11
|(S§2WENOg)4n| < EHQHOO

Donc

e Pour (S§QWENOg)4n+3, le principe est le méme que pour (S§QWENOg)4n+1.
On peut majorer directement avec l'inégalité (11.24).

1
|(S§2WENOQ)4TL+3| < _||g||00

Pour résumer

13

donc

13
[18*(Steno f)lloo < 16 11d° flloo-

Sweno contracte relativement a d? pour deux itérations de Symno-
On se trouve dans les conditions du théoréeme II.1. Donc le schéma Sypno converge uniformément.

On calcule la constante de régularité en utilisant le théoréme de régularité I1.2.

On sait que, le schéma linéaire de Lagrange S 1 a une fonction limite C 1= (section 1.3.3).

De plus, la contraction de Swgno est obtenu pour deux itérations donc la constante de régularité
est 8= —2"Yogs(13) = 0.15.

En utilisant 'opérateur aux différences d’ordre 2, on a obtenu 2 majorations différentes: une pour
les indices pairs avec une constante égale a 1, et une pour les indices impairs avec une constante
plus petite que 1. Ceci nous a permis d’estimer ||S§2WENO||<>0, en séparant les indices pairs et
impairs, et d’avoir une constante de majoration plus petite que 1 aprés 2 itérations.

On peut alors améliorer la constante de régularité obtenue (5 = 0.15) en calculant un majo-
rant pour ||SL llo €t en itérant la méthode ci-dessus. Les calculs sont faisables jusqu’a 5

] - dQWEI\_Io
itérations. On obtient alors

3891

= et  B=0.215.

5
||Sd2WENO||OO m

Amélioration d’un résultat théorique de convergence existant

A. Cohen, N. Dyn et B. Matei [CDMO03, Mat02] ont obtenu un résultat de convergence pour
les schémas Syrno, en utilisant les différences d’ordre 1 et le rayon spectral associé au schéma
non-linéaire. Ils obtiennent une majoration du rayon spectral en étudiant 2 itérations du schéma
Saweno [Mat02].

Cependant, le fait d’utiliser les différences d’ordre 1 donne une constante théorique de régularité
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assez faible (théorique & 0.006 et numérique (3 = 0.33).
En se limitant & des stencils de 4 points et en prenant en compte les différences d’ordre 2, on a
donc pu améliorer la régularité théorique.

Régularité numérique
Il faut noter que # = 0.215 ne semble pas étre une évaluation correcte de la régularité observée

(figure I1.3).

G+ it
Si on calcule —logs <w> pour un échantillon de 10 suites initiales, on observe dans
n+1" Jnlioo

le tableau II.1, une régularité numérique égale & C~1 (section 1.2.3).

nombre d’itérations j 6 7 8 9 10 11 12
8 0.995 | 0.998 | 0.999 | 0.999 | 0.9997 | 0.9999 | 0.9999
1ot =Ft oo
TaB. II.1 — Estimation numérique de la constante de Hélder avec —logs <%>
n+1" Jnlioco

Stabilité du schéma Sygyno,
Nous n’avons pas réussi a établir ’hypothése de contraction (I1.9) afin de montrer la stabilité du

schéma.
Notons que dans [CDMO03]|, une stabilité spécifique est établie.

II1.4.1.e Ordre du schéma Swgno,
Pour conclure, on peut s’intéresser a 'ordre d’approximation du schéma, on a

ProrosiTioN II.5

(i) Sweno, reproduit exactement les polynomes de degré 3.

(ii) Le schéma Sygno, a un ordre d’approximation aprés une itération égal a 5.
(iii) Supno, @ un ordre d’approximation égal a 5.

Preuve
(i) Le schéma Sygno, étant construit comme une combinaison covexe de schéma de Lagrange
utilisant 4 points, on conserve la reproduction des polyndémes de degré 3.

(il) Soit g € C*°([0,1]) et f = (g(nh)),, on a [Bel04]

||SWENO4f - 53,3f||oo = O(h5),

ce qui donne le résultat.
(iii) Légalité ||Swenosf — S3.3f]lsc = O(h®) permet d’utiliser le théoréme IL.5 pour le schéma

non-linéaire Syeno €t le schéma linéaire de Lagrange S33 approximant d’ordre 6.
O

REMARQUE 11.4

1II est possible d’avoir un ordre optimal, pour le nombre de points utilisés, si on choisit comme
indicateurs de régularité ceux de G. Jiang et C-W Shu [JS96] ([Bel04] pour les valeurs ponc-
tuelles).
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Avec ces indicateurs, on a ||(Sweno, f)2n+1 — (S33f)2n+1|lc = O(h®) ce qui donne un ordre d’ap-
proximation optimal par rapport aux nombres de points utilisés.

Sur la figure I1.4, on a représenté les fonctions limites des deux schémas Sygno,, calculées avec
les deux indicateurs de régularité. On observe que les deux schémas ne différent que par un
changement de concavité et semblent avoir la méme régularité, ce que I'on vérifie avec des tests
numeériques.

(a) schéma WENO avec lindicateur de régularité (b) schéma WENO avec lindicateur de régularité

[CLOY4| [J596]

Fic. I1.4 — Comparaison des fonctions limites de différents schémas Sweno, avec deux indicateurs
de réqularité différents (- -) pour les données initiales f = (9p,0)nez-

Malgré leurs ordres d’approximations élevés, un inconvenient importants des schémas WENO
est l'utilisation d’un nombre de points importants.
Dans le chapitre suivant, on construit des schémas non-linéaires utilisant 4 points, ayant les
mémes propriétés de controle de la singularité.

I1.4.2 Deuxiéme Exemple: la classe de schéma Power P

Dans la méme lignée que les schémas ENO et WENO , S. Serna et A. Marquina [SMO04]
développent les schémas Power ENO pour reconstruire les flux dans les équations hyperboliques
scalaires. Ils utilisent une moyenne appellée POWERP dans les schémas ENO et WENO , pour
controéler les différences d’ordre 2. L’idée est de réduire, encore une fois, les oscillations de la
solution prés des discontinuités.

Dans cette partie, on propose d’utiliser la moyenne développée dans [SM04| pour construire
les schémas Spowerp, de méme que la moyenne PPH introduit par A. Marquina [Mar94| a été
utilisée pour définir le schéma Sppy (J[Ama0Ol], [ADLT06]).
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I1.4.2.a Un cas particulier: le schéma PPH

Moyenne PPH
Pour tout (x,y), on introduit la moyenne

sgn(z) + sgn(y) 2zy
2 T

PPH(7,y) =

Cette moyenne vérifie |[PPH(x,y)| < 2min(|z|,ly|), ce qui implique en particulier que si z tend
vers +o00 et y reste borné, PPH(z,y) reste borné, contrairement a (x + y)/2.

Construction du schéma Sppy
Le schéma Sppy utilise 4 points et est basé I'utilisation de cette moyenne.
On peut le définir de deux facons équivalentes [ADLT06].

Une premiére méthode consiste a remplacer les points (2,4, fnti)i=—1..2 par les points
(Tptis an)i:_l___g. On modifie f,—1 ou f,42 selon que la discontinuité se trouve dans l'inter-
valle [z,—1,2,] Ou [Ty 41,2042]. On utilise les différences d’ordre 2 pour mesurer la régularité de
la fonction.

On écrit ) )
d fn+d fy
frnv2 = fog1+ fn— fno1+2 (%) .
On modifie la moyenne arithmétique par la moyenne PPH
foto = o1+ fo — foo1 + 2PPH(d% f1,d? fri1)  quand |d%f,| < |d2 frial- (I1.26)
De méme, on modifie f, 1 par
fre1 = fos1+ fo — fogo + 2PPH(d% [, d? fri1)  quand |d% friq| < |d2fn). (I1.27)

On construit alors le polynéme d’interpolation modifié p, 22 et le schéma modifié

1 - 9 9 1 -
(Sepuf)on+1 = _1_6fn71 + Efn + 1_6fn+1 - 1_6fn+2-

Une deuxiéme méthode consiste a remplacer la moyenne arithmétique par la moyenne PPH
, qui apparait dans I'écriture du schéma de Lagrange Ss 2 comme une perturbation du schéma
linéaire 5171,
fn + fn+1 _ lden—f—l + d2fn

)

(S2.2f)on+1 = 5 S 5

donne

(Seesf)2ni1 = % - %PPH(dz Frsd® frs1). (11.28)

C’est exactement le schéma proposé par F. Kuijt et R. Van Damme [KD98| ou encore par M.S.
Floater et C.A. Michelli [FM98| pour préserver la convexité (section I11.2.3).

On remarque que, par la symétrie des coefficients, ces deux méthodes sont équivalentes.

Expérience numérique
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Sur la figure I1.5, on compare les fonctions limites du schéma Sppy et un schéma linéaire
utilisant le méme nombre de points S 2, en partant des données initiales 0= (0n.0)n.-
On retrouve la fonction limite du schéma de Lagrange S1 1 puisque PPH(d? fp,d? fri1) = 0.
En particulier, cet exemple montre que

Le schéma Sppy ne peut avoir une régqularité supérieure a C'~.

(a) schéma pPH (b) schéma Lagrange 4 points centrés Sz 2

F1G. I1.5 — Comparaison des fonctions limites des schémas PPH et Lagrange So2 pour les points
initiaur fO = (00,0 )n-

Sur la figure I1.6, on utilise comme valeurs initiales f°, I’échantillonage régulier sur [0,1] de la
fonction discontinue

_ [sin(rz)  pour z € [0,0.5]
flz) = {—sm(mc) pour z € [0.5,1] (I1.29)

Comme attendu, on constate que 'utilisation du schéma Sppy élimine le phénoméne de Gibbs
autour de z = 0.5 ou f est discontinue.

(a) schéma Sppn (b) schéma Lagrange 4 points centrés

F1G. 11.6 — Comparaison des fonctions limites des schémas Sppy et Lagrange Sao pour 24 41
points initiaur e.
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Reésultats existants
Dans [ADLTO06], S. Amat, R. Donat, J. Liandrat et J.C. Trillo établissent la convergence
du schéma Sppy et sa régularité (C17). Ils utilisent la fonction polynémiale par morceaux R;,

interpolant les points (7, f,{)n a chaque échelle j. Les auteurs montrent alors la convergence de
la suite de fonctions (Rj)jeN, qui est la reconstruction associée au schéma Sppy au sens d’une
I’analyse multirésolution & ’échelle j (section II1.2).

Dans [ALO5], S. Amat et J. Liandrat montrent la stabilité en établissant les hypothéses du théo-
réme de stabilité (théoréme I1.4) c’est-a-dire la contraction de Sppy relativement aux différences
d’ordre 2 pour 2 itérations du schéma.

11.4.2.b Construction des schémas Spowrrp €t propriétés de la moyenne POWERP

Comme dans la construction du schéma Sppy, on remplace la moyenne arithmétique du
schéma Sy 5, par la moyenne POWERP de S. Serna et A. Marquina [SM04] définie par

sgn(z) + sgn(y) |z +y z—yl?
> 1, POWERP = 1—]1— . 11.30
pour p > 1, (z,y) 5 5 . (11.30)
Par exemple,
_ _ 1 _ .
pour p=1, POWERL(z,y) = 5(|lz + y[ — [z — y|) = min(|z[.[y|),
pour p=2, POWBR2(2,) = 5 (2 + 9)? — (z — 1)?) = PPH(w.p).

On obtient le schéma interpolant, noté Spowere,

fnt frin

1
5 - §P0WERP(d2fn,d2fn+1).

(SPOWERPf)2n+1:

Propriétés de la moyenne POWERP
On a les propriétés suivantes pour la moyenne POWERP (I1.30), qui sont a rapporcher de celle de
la moyenne pPH [ADLTO06|.

PROPRIETE II.2
Pour tout (x,y) € R?, la moyenne POWERP satisfait les propriétés suivantes

(i) POWERP(z,y) = POWERP(y,z).
(ii)) POWERP(z,y) =0 sizy <0.
(iii) POWERP(—z, — y) = —POWERP(z,y).

(iv) POWERP (z,y) = 20U E1000) iy (1] |y [1 +

-y
m—er‘—i_”.—’_

z—y p—1
(v) [POWERP(z,y)| < max (|],]y]).

(vi) [PowbRP(z,9)] < pmin (|2 ly]).

(vii) Pour ,y > 0, min(z,y) < POWERP(7,y) < POWERp + 1)(z,y) < Lt

(viii) Siz=0(1),y=0(1), |y — x| = O(h) et zy > 0 alors | Zt — POWERP(z,y)| = O(hP).
(ix) |[POWERP(x1,y1) — POWERP(z2,y2)| < pmax(|x1 — xa|,|y1 — y2l).

Pour une preuve, voir 'annexe C.



90 Chapitre II. Schémas de Subdivisions Non-linéaires

I1.4.2.c Convergence et régularité des schémas Spowgre
Par construction du schéma, on peut appliquer les théorémes de convergence II.1 en notant

S =814 et (F(d)ans1 = —gPOWERP(dy,dpt1).

THEOREME II1.7
Le schéma Spowrrp €st convergeant et de régularité C'", pour tout p < 1.

Preuve
Tout d’abord, on vérifie 'hypothése 11.3 pour F.
En utilisant la propriété (v) de I1.2, on a pour tout d € [°°(Z) et pour tout n € Z

1
’(F(d))Q"‘H ’Sg max (’andn-H’)

1
1P (@)oo <5 1o (1131)

Deuxiémement, on veut prouver la contraction (I1.4) de Spowerp relativement aux différences
d’ordre 2.

On considére deux cas

e Pour k =2n+1,

(dQ(SPOWERPf))Qn—H:fn - Q(Spowerpf)Qn—l—l + fn+1

+ 1
=fn41 + fn — 2% + 2§POWERP(d2fn,d2fn+1)
1
:ZPOWERP(den,de,H_l). (11.32)
En utiliant la propriété (v) de I1.2, on obtient
2 L oo
‘(d (SPOWERPf))QTH‘l’SZHd f”oo (11'33)

e Pour k = 2n,

(d2(SPOWERPf))2n:(SPOWERPf)2n71 - 2fn + (Spowerpf)2n+1

n n 1
:# - gPOWERP(dedefn-i-l) —2/n
n— n 1
+% - gPOWERP(d2fn—1ad2fN)
&,

1
5% (POWERP(d” fn,d° fri1) + POWERP(d° fr_1,d* f,)) . (11.34)

On remarque que (dQ(SPOWERPf))Qn = Z(denadenJrladenfl) avece

Z(z,y,z) =

(POWERP(x,y) + POWERP(,2)).

| =

x
2
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De la définition de la moyenne POWERP (I1.30) et de la propriété (v) de I1.2, on obtient pour
x > 0 par exemple,

1
5 — g(max (z.) + max (v.2) < Z(wy,2) < 5
1 1
1+ gl - max () + Slo - max (2,2)7 < Z(aye) < 3
1
0 <[Z(z.y.2)|< 5 maxz][y],]=]
De méme pour x<0, on obtient
2 Lo
[(d”(Spowre f))2n] < S11d° fl]oo- (I1.35)
En conclusion, avec les inégalités (I1.33) et (I1.35), on a
2 Lo
Hd (SPOWERPJC)Hoogin fHom (11-36)

ce qui implique la convergence avec le theoréme II.1 et la régularité C' avec le théoréme II.2.D

On remarque que, contrairement a I’étude du schéma Sygno,, on obtient de fagon théorique, une
constante de régularité optimale (figure I1.5).

Stabilité des schémas Spowere

On remarque que 'hypothése (I1.8) pour F' du théoréme de stabilité I11.4 est vérifiée (propriété
(x) de I1.2).

Pour I'hypothése de contraction (I1.9), les équations (I1.32) et (II.34) permettent d’obtenir les
majorations dans le cas pair et impair.

On remarque que (propriété 11.2)

1
|(d*(Svowsre f))2nt1 — (dZ(SPOWERPf))QnH‘:Z |POWERP(d2fn,d2fn+1) - POWERP(d29n7d29n+1)|

p
<Ll f ~ .

qui est la constante de majoration la plus petite, que ’on peut obtenir entre k = 2n et k = 2n+1.
On peut seulement dire que

pour p = 1, 'hypothése de contraction (I1.9) est bien vérifiée ce qui donne la stabilité du schéma
SPOWERl-

pour p =2, S. Amat et J. Liandrat [AL05| obtiennent la stabilité pour Sppy grace a la contrac-
tion de d?(SZ,,f).

pour p > 4, aucune des deux majorations ne peut servir a obtenir la contraction de d?f, méme
au bout de deux itérations.
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I1.4.2.d Ordre des schémas Spowgerp

De méme que pour le schéma Sygno,, On a les propriétés suivantes concernant ’ordre des
schémas Spowsrp-

ProposiTION I1.6
Pour toute fonction g € C*°([0,1]) et pour tout f = (g(nh))nez et p €N, on a
(i) Spowsrp reproduit exactement les polynémes de degré 2.
(jj) ||SPOWERF’f - Sl,lf”oo = O(hQ)a pour f = g(nh)n et g € CO([O’H)'
(iii) Si d?f,d?fny1 > 0 pour tout n € 7, Spowsre @ un ordre d’approximation égal a r =
min (4,2 + p), a 3 sinon.

(iv) S8 were @ un ordre d’approximation égal & 3 pour p < 2, 2 sinon.

Preuve
(i) De méme, que pour le schéma Sygno,, si on prend P un polyndéme de degré 2, P(x) =
ax? + bx + c alors (d?p), = 2a, Vn € Z.
D’aprés la définition de la moyenne POWERP (I1.30), POWERP (d?p;,,d*p,11) = 2a.
On obtient, pour tout n € Z,

_ PntDPnt1 _ 2a

(SPOWERP)2n+1 = 5 § = (52,2p)2n+1-

D’ot le résultat.

(ii) On a pour tout n € N, (Spowsre)2n+1 — (S1,1f)2n+1 = —%POWERP(den.denH).
De plus, avec un développement de Taylor, on peut vérifier que, pour tout n, d2f,, = O(h?).
Donc, on a [POWERP(d? f,,,d? f+1)| = O(h?) (propriété (v) de I1.2), ce qui montre le résul-

tat.
(iii) Avec un développement de Taylor, on peut vérifier que d?f, = O(h?) et |d?fp41 — d%fn| =
O(h3).
Si, pour tout n, f vérifie d?f,d?fn11 > 0, on a (propriété (viii) de I1.2)
& f, + df,
% — POWERP(d? fp,,d* fri1) = O(R*TP).

Par définition du schéma Spowere (I1.28), on a le résultat.
Sl existe n tel que d?f,d?f,41 < 0, alors 'ordre d’approximation aprés un itération du
schéma Spowerp est égal & 3, d’apres la reproduction des polynémes (proposition I1.3).
(iv) Pour p < 2, on utilise la proposition I1.3 avec la stabilité du schéma Spowgrp pour p < 2.
Pour p gelconque, on utilise le théoréme I1.5 concernant I'ordre avec le schéma linéaire
interpolant Sy 1 et (i7).
O

Pour utiliser le théoréme I1.5 pour Spowsre de fagon optimale, il faudrait que si d?frd? fri1 >0,
alors pour tout j € N, d?f;d? rJL+1 > 0, ce qui semble étre le cas que pour p < 2 [Kui98|.

REMARQUE II.5

En reprenant I'exemple des points initiaux de la figure 11.6, on obtient une fois de plus un contréle
des oscillations autour de la discontinuité en utilisant les schémas Spowgrp (figure I1.7.a).

Par contre, en zoomant autour de la discontinuité (figure I1.7.b), on peut voir que lorsque p
augmente, on a tendance a se rapprocher du schéma Ss .



I1.4. Exemples d’études de schémas non-linéaires sur [*°(R)

On peut expliquer ce phénomeéne par la propriété d’ordre I11.2 (vii).

En voyant la figure I1.7.b, le schéma POWER 1 semble meilleur mais il ne faut pas oublier que
son ordre d’approximation est plus faible (proposition I1.6). Le schéma POWER 2 semble réaliser
un bon compromis entre I'ordre et le contréle de la discontinuité.

0 0‘.1 0.‘2 013 0.‘4 0.‘5 016 0‘.7 0.‘8 O‘.Q 1 0.35 0. ‘36 0. ‘37 0.‘38 0.‘39 0.‘4 U.lll 0.212 0.213
(a) schéma POWERP pour p=1,2,3 et 4 (b) zoom au voisinage de la discontinuité

FiG. 1.7 — Comparaison des fonctions limites des schémas POWERP pour différentes valeurs de

p:p=1(-.-),p=2 (=), p=5 (. .) et p=4 (- -).

Dans cette partie, on a construit une classe de schémas non-linéaires utilisant 4 points, conver-
geants, de régularité C~! et ayant un ordre d’approximation égal a 3.
Cependant, on a vu que le schéma Sppy reste le meilleur compromis pour les résultats théoriques
et numériques.

I1.4.3 Troisiéme Exemple: un schéma approximant non-linéaire C'

Dans cette partie, on propose de construire un schéma non-linéaire éliminant le phénomeéne
de Gibbs et ayant une régularité au moins C''. On impose que le schéma doit aussi utiliser 4
points.
Cette question est naturelle puisque, jusqu’ici les schémas existant pour éviter le phénomeéne de
Gibbs (Sexo, Sweno €t Spowsre) avaient une régularité au plus O~

Les schémas linéaires interpolants-approximants étant un bon compromis entre ordre d’ap-
proximation et régularité (section 1.3.4), on propose de les perturber pour construire un schéma
vérifiant les propriétés demandées.

II.4.3.a Construction du schéma Sppuapprox

Construction
On part du schéma approximant de N. Dyn, M.S. Floater et K. Hormann [DFHO05| construit avec
I’évaluation de polynome de Lagrange p2 2, en i et % qui est défini, pour tout f € [*°(Z), par

1 7 105 35 5
(Sf)2n=p2,2n(n+ Z) = —@fnﬂ + @fn + @fnJrl - @fn+2 (IL.37)
3 5 35 105 7
(Sf)an+1=p2,2,n(n + Z) = —@fnq + @fn + mfnﬂ - @fnﬁ-
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On propose de modifier le polynéme ps 3 , avec une méthode similaire au schéma Sppyy (équations
(I1.26)-(I1.27)), en considérant le signe de |d? f,,| — |d® frt1]-

On note le schéma non-linéaire ainsi obtenu Sppyapprox-

Il est défini par

si |d2fn| > |d2fn+1| , 01l perturbe fnfl

49 14 1 7
(SPPHAPPROXf)Qn:6_4fn + afn—i—l + afn-‘rQ - aPPH(den7d2fn+l) (1138)

15 50 1 5
(SPPHAPPROXf)2n+1:6_4fn + afnJrl - afn+2 - aPPH(demdenJrl)

si |[d®f,| < |d?fns1| , on perturbe fi, 1o

1 15 50 5
(SPPHAPPROXf)Qn:_G_Zlfnfl + afn + 6_4fn+1 - 6_4PPH(d2fnad2fn+1)

1 49 14 7
(SPPHAPPROXf)QTH»l:afnfl + 6_4fn + 6_4fn+1 - aPPH(d2fnad2fn+1)-

avec PPH = POWER2 la moyenne harmonique définie par (I1.30).

Expériences numériques

On remarque que le schéma Sppyapprox €Vite apparition du phénomeéne de Gibbs (figure
11.8.d).
On voit aussi qu’il est essentiel de prendre en compte les modifications des points f,—1 et fr12
selon le signe de |d? f,,| — |d? f.41| (figure I1.8.c). Ceci n’était pas le cas pour le schéma Sppy griace
a la symétrie des coefficients.
En observant les figures 11.8, on espére avoir une régularité supérieure & C'~ et un ordre d’ap-
proximation meilleur que 'utilisation de schémas approximants splines (section 1.3.2).

I1.4.3.b Convergence et régularité

Pour démontrer la convergence, on écrit le schéma Sppyapprox (I11.38) sous la forme d’une
perturbation d’un schéma linéaire.
Le schéma Sppyapprox €tant approximant, le choix du schéma linéaire se porte sur le schéma
approximant utilisant 2 points, Scyanay (1.25). On obtient

si ’den‘ > ’d2fn+1‘ y

3 1 1 7
(SPPHAPPROXf)Qn:an + an—f—l + 6_4d2fn+1 - 6_4PPH(d2fnad2fn+1) (1139)
1 3 1 5
(SPPHAPPROXf)Qn-Fl:an + an—f—l - 6_4d2fn+1 - 6_4PPH(d2fnad2fn+1)7
si |d2fn| < |d2fn+1| 3
3 1 1 5
(SPPHAPPROXf)Qn:an + _fn+1 - aden - aPPH(demdenJrl)

4
1 3 1 7
(SPPHAPPROXf)2n+1:an + anJrl + @den - @PPH(demdenJrl)-
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(a) Schéma linéaire Chaikin Scyanan(1.25) (b) Schéma linéaire (I1.37)

L L L L L L L L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

(¢) Schéma non-linéaire Sepuaperox (11.38) si on ne mo- (d) Schéma non-linéaire (I1.38)
difie que fr—1

Fia. I11.8 — Comparaison des fonctions limites du schéma linéaire Chaikin, du schéma linéaire
(11.37) et du schéma non-linéaire (I1.38) pour les données initiales f° = (0p.0)nez-

Dans tous las cas, on peut écrire Sppyapprox SOUs la forme

SppHAppROXf = SCHAIKINf + F(dzf)a

avec
Lo — ZPPH(A2 [, d2 fry1) i |d2fn] > A2 frinl
F(d2f)gy, = 4 644 /nt1 ~ 52 n:0" I nt1 ' n ntl 11.40
( f)2 {_édzfn-i-l - G%PPH(dzfmden) S1 ’den‘ < ’den-i—l’ ( )
et
— L2 f i — ZPPH(A2 [, d2 fry1) i |d2fn] > A2 frin

F d2 n — 64 n+1 64 n n+1 . n n+l1 11.41
(@ P {éldzfnﬂ — GPPH(d [ d?fa) s |8 ] < A fui A

Le schéma Scyan est un schéma spline de degré 2. Donc sa fonction limite vérifie la condition
de stabilité L (1.9) et a une régularité C?~ (section 1.3.2).

Etant dans le cadre du théoréme de convergence II.1, on obtient
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THEOREME II1.8
Le schéma Sppyapprox Cconverge vers une fonction limite CB= avec 6= —ZOQQ(%) ~ 1.19.

Preuve
D’aprés les propiétés de la moyenne PPH (propriété 11.2), on a

’clden—I—l — CQPPH(den,den+1)’ < max (Cl,CQ)HdeHOO. (11.42)

On en déduit alors de la deéfinition de F' (I1.40) et (11.41)

7
F(d)|lo < —||d||oo, 1.4
1E (@)oo < 5111l (11.43)

ce qui donne 'hypothése (I1.3) du théoréme de convergence I1.1 avec M = 614'

On s’attache donc a prouver ’hypothése de contraction (I1.4) relativement aux différénces d’ordre
2.
On définit plusieurs cas:
Cas 1: k=2n+1 , étude de f1,,o —2f3. .1 + fa, = (A2 fHont1
cas 1AL @2 ] > [ fuia et @ frit] > |82 fusal,
cas 1Ag: |d2fa| < [dfuia] et @ frir] < |d2 fusal,
cas 1By: |d2fn| > |d2fn+1| et |d2fn+1| < |d2fn+2|,
cas 1Byt |02 fu| < |dfui] et |d2fnsr] > |2 fsal:
Cas 2: k=2n , étude de f3,,1 — 2f3, + fa,_1 = (f)on
cas 2A1:  |d2fp] > |d2 frsa] et |d2 fu1] > |d® fal,
cas 2Ao:  |d2fn| < |d? frit| et |d® frt] < |d2fnl,
cas 2By |d2fn| > |d? fraa| et |d2fr1] < |d2fnl,
cas 2Ba: |2 fn| < |d? frit| et |d® frt| > |d2 Sl
Les autres cas se déduisent par symétrie.

e Cas 1A, on obtient pour le cas 1A,
1 2 1 1 3
(d2f1)2n+121fn+2 — gt et @denJrz + adenﬂ

7 3
— PPH(d foy1,d* fui2) + — PPH(d* fo,d* fri1)

64 64
=P fuir e e — PP i @ ) PP Fo)
4 64 64 64 ’ 64 ’
19 1 7 3
:adQ frg1 + ad2 frao — appH(d2 Fri1,d* frio) + appH(d2 frod® frg1).  (11.44)
En utilisant I'équation (I1.42) pour d?f,, 1 et PPH(d? f,11,d* fn12) et la propriété 11.2, on a
19+1+43
(@ f1)2n 41| S = |0
64
23
<P f || so- 11.4
<l (1145
De méme pour le cas 1As, on a
2 o1 15 o 3 9 5 2 2 9 2, 12
(d°f )2n+1=@d Jn1 — 6_4d Jn— 6—4PPH(d frt1,d" fry2) + 6—4PPH(d Jr,d” frg1). (11.46)
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e Cas 1B, on obtient pour le cas 1By
1 2 1 1 3
(d2fl)2n+1:1fn+2 - an—f—l + an - 6_4d2fn+1 + 6_4d2fn+1

5 3
——PPH(d? fry1,d° frs2) + 6_4PPH(d2fnad2fn+1)

64
18 5 2 2 3 2 2
:6—4d fn+1 - 6—4PPH(d fn+1ad fn+2) + 6—4PPH(d fn,d fn+1). (1147)
Avec I'équation (I1.42) pour d?f, 11 et PPH(d?fn11,d* fni2), et la propriété I11.2, on a
18+3
(@ fH)onta|< [1d2 £l
64

21

< ||d2 £ ] vo- I1.4

<ol (1149

De méme pour le cas 1Bs, on a

16 1 3 7 9
(d®font1 = ad2fn+1 + 6_4d2fn+2ad2fn - aPPH(d2fn+1ad2fn+2) + aPPH(demdenﬂ)-
(11.49)
e Cas 2A, on obtient pour le cas 2A;
1 2 1 3 1
d21n:_n — —Jn _nf__dQn __d2n
(d°f)2 4f+1 4f+4f164 In+1 64f
e PPH(E fo P fugr) = PPR(E fy o)
:1d2f —3d2f —icﬁf +3ppn(d2f A2 f )—ippn(d%f d? f,)
4 n 64 n+1 64 n 64 ny n+1 64 n—1, n
15, 3 9 20 12 5 2 2
_64d I 64d fra1 + 64PPH(d Jrrd® frs1) 64PPH(d frn—1,d° fr). (I1.50)

Avec I'équation (11.42) pour d? f,, 1 et PPH(d? f,,,d? f+1), ensuite pour d? f,,_1 et PPH(d? f,,_1,d* f,),
on a
1549

d2 1 n< d2 o
(@) <2 i
28
<25 a2 o (1L51)

De méme pour le cas 2As, on a

19 1 3 7
(d? fl)gn:6—4d2 fn + 6—4d2 fno1 + 6—4PPH(d2 Frsd® frg1) — 6—4PPH(d2 foo1,d?f).  (IL52)

e Cas 2B, on obtient pour le cas 2By
1 2 1 3 1
(del)QnZan-i-l —gfnt S aden-‘rl + aden—l
9 7
o PPH(E s 1) = <o PPH( f 1, fr)
1 3 1
:Zde” - @d%fnﬂ + 6—4d2fn,1 (I1.53)

9 7
+6_4PPH(d2fnad2fn+l) - aPPH(d2fn71,d2fn)-
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Avec I'équation (I11.42) pour d? f, 41 et PPH(d? f,,,d? fn11), ensuite pour d2f,, et PPH(d?f,_1,d* f,),
on a

16+9+1
[(d f)2a] < T!\dzf!\oo
2
11.54
De méme pour le cas 2Bs, on a
2 1 18 3 2 2 5 2 2
(d / )2n:ad Jn+ aPPH(d Jnsd fnJrl) - 6_4PPH(d Jn-1,d fn) (11-55)

Les cas 1Ag, 1Bg, 2A5 et 2Bs donnent les mémes constantes de majoration que les cas 1A, 1By,
2A1 et 2B1.
A partir des équations (I1.45), (I1.48), (D.13) et (I1.54), on peut donc conclure que pour tout
fel*()

1% Seenspenosfllo0 < 16!\d2fuoo, (I1.56)

ce qui prouve que Sppuspprox Vérifie I'hypothése I1.4 du théoréme de convergence I1.1.
Donc le théoréeme II.1 s’applique ce qui montre la convergence de Sppyapprox-

Pour la régularité, on utilise le théoréme de régularité 11.2. On obtient la constante de régu-
larité 3 = min (2, — logs (%)) ~ 1.192. 0

Régularité numérique

Comme pour les schémas Sygno, On peut évaluer la régularité numeérique des dérivées (S f )(1)
et (S )@ (section 1.2.3).
On utilise les dérivées discrétes k-iéme, 257 dF f7 associés & Sppuapprox POUT estimer

“log, <2 g - o J“Hoo)
||dkf1jm+1 - dkanoo

On remarque que le schéma semble avoir une meilleure régularité que celle trouvée théoriquement
(tableau I1.2); il semble étre au mieux C438~.

On rappelle que la régularité numérique pour le schéma linéaire initial [DFHO5] est C?57~ (ta-
bleau 1.2).

b1 ) 6 7 8 9 10
By || 0.9999 | 0.9999 1 1 1 1

=9 ] ) 6 7 8 9 10
B2 || 0.4395 | 0.7738 | 1.2615 | 0.6541 | 0.4387 | 0.4388

TaB. 11.2 — Estimation numérique de la constante de Holder CYTP1— et C*P2~ quec

1 j+1
_logy ( 2+l Tt i e
145 £ 1 =" f3] oo

) pour SppuaPPROX -



I1.4. Exemples d’études de schémas non-linéaires sur [*°(R)

I1.4.3.c Stabilité

Pour montrer la stabilité, on utilise le lemme suivant concernant une propriété de la moyenne
PPH

LemME I1.1
Soit f,g € 1°(Z), si |d®fu| > |d® fus1| et |d®gny1| > |dgn| alors

|d2fn+1 + d2gn - 2PPH(d2gnad2gn+1)| < 3||d2f - d2g||oo-
Pour une preuve, voir 'annexe C.

Le schéma Sppyapprox 8écrivant comme une perturabtion d’un schéma linéaire, on applique le
théoréme de stabilité I1.4. On obtient le résultat suivant

THEOREME I1.9
Le schéma Sppyapprox €St stable au sens de la définition 1.7.

Pour une preuve, voir 'annexe C.

REMARQUE 1I1.6

On peut construire le schéma Sppuapprox € utilisant la moyenne POWERP , pour n’importe quelle
valeur de p.

Pour cette construction, la convergence du schéma est vérifiée car la propriété (11.42) reste vraie.
Par contre, le résultat de stabilité n’est plus vérifié. En effet, la constante de majoration du
lemme II.1 augmente avec p (propriété I1.2).

11.4.3.d Ordre d’approximation

On peut déja faire la remarque suivante concernant la reproduction des polynomes

ProprosiTioN 11.7
Speuarprox reproduit les polynomes de degré 2 avec translation de %. De méme, S
reproduit les polynémes de degré 2 avec translation de %

o0
PPHAPPROX

Preuve
De méme que pour les schémas Spowgre, On remarque que pour tout polynéme P de degré 2 et

(pn)nez = (P(n))nez, on a

PPH(dQPnad2pn+1) = %

Donc, pour les points initiaux (pp)nez, Seeuarrrox(P) = S(p) ou S est le schéma linéaire de
[DFHO3].
Les résultats de [DFHO05]| s’appliquent et donnent le résultat.
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ProprPosITION II.8

Pour toute fonction g € C*([0,1]) et pour tout f = (g((n — 3)h)),, on a
(i) Si d2fnd2fn+1 > 0 pour tout n € Z, HSPPHAPPROXf - S[DFHOS]fHOO = O(h4)
(i) Sid?fnd?f,.1 > 0 pour tout n € Z, ||(Sepuaprroxf)n — 927 h(n —271))||eo = O(h?), sinon
|| (Seprarproxf)n — 9(2_1h(n - 2_1))”00 = O(hg)

(jjj) ||S§gHAPPROXf - g||00 = O(h?’)

Preuve
(i) On a pour tout n € N, (propriété 11.2)

dzfn + d2fn+1
2
d’ou le résultat par construction du schéma (I1.38).

(ii) Si d?f,d?fni1 > 0, c’est une conséquence directe de (i) avec les résultats de N. Dyn, M.S.
Floater et K. Hormann [DFHO5].
Sinon, on utilise la reproduction des polyndémes translatés et la proposition 11.3 qui s’ap-
plique encore.

[PPH(d? fr,d? fri1) — | = O(hY),

(iii) Avec la reproduction des polynémes (proposition I1.7) et la stabilité du schéma Sppyapprox;
on peut utiliser la proposition I1.3 dont la preuve de F. Kuijt|Kui98| reste valide dans le
cas reproduction des polynoémes translatés.

O

REMARQUE I1.7

Si on choisit la deuxiéme méthode de construction du schéma Sppy C’est-a-dire remplacer la
moyenne arithmétique par la moyenne géométrique, on obtient un nouveau schéma non-linéaire
approximant.

Cette deuxiéme méthode s’applique de la fagon suivante pour Sppyapprox-

On remarque que le schéma linéaire (I1.37) s’écrit (Annexe E)

2 2
(Sf)Q":an + ifn-i-l 2 <7d fn +5d fn+1>

32 12
1 3 3 (5dfn 4+ Td%frin
S a1 = fu 2 ft — .
(S nir=gn+ s = 55 (25
Pour tout a,b > 0, on associe a la moyenne arithmétique M, (z,y) = “ﬁ]:gy, la moyenne géomé-

trique [Kui98/
sgn(z) +sgn(y) a+b _ sgn(x) + sgn(y) (a + b)ry

PPH = = -
a,b($>y) 2 a% + bé 2 br + ay
On obtient le schéma non-linéaire Sppyuapprox?
3 1 3
(SPPHAPPROX2f)2n:an + anJrl - 3_2PPH5,7(d2f"’d£+1) (IL57)
3

1 3
(SPPHAPPROX2f)2n+1:an + anJrl - 3_2PPH7,5(d2fn’d£+1)'
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La moyenne PPH,; vérifiant des propriétés similaires a la moyenne PPH, on peut montrer un
résultat de convergence avec une constante de régularité similaire au schéma Sppyapprox-

Par contre, numériquement, le schéma Sppyapproxe (11.57), construit en remplagant la moyenne
arithmétique, est moins approximant que le schéma construit précédemment Sppyapprox (I1.38)

(figure I1.9).

0.9

Fic. 11.9 — Comparaison des fonctions limites des schéma non-linéaires Sppuapprox (— —) €t
Sppuarrrox2 (—) pour les données initiales f° = (0n,0)nez.-

Dans cette partie, on a construit un schéma non-linéaire et éliminant le phénoméne de Gibbs. On
a établi la convergence et la régularité théorique qui est C1192) mais aussi la régularité numérique
qui est C2438 De plus, le schéma Sppyarprox fait partie des rares schémas non-linéaires dont on
sait prouver la stabilité.

I1.4.4 Quatriéme Exemple: un schéma pour préserver la courbure

Ce schéma, noté Sgpupricar, a été développé par N. Aspert, T. Ebrahimi et P. Vandergheynst
[AEV03, Asp03] pour la construction de courbes & valeurs dans R2. Il est particuliérement bien
adapté pour construire des courbes a courbure localement constante (figure I1.10). A

Pour (P, ),cz une suite de points initiaux, on notera P! = (SspupricarP)n et P2 = (Sleusricar P)n
Le schéma Sgpypricar €St un schéma interpolant utilisant 4 points, construit dans un repére or-
thonormé lié & P,. Il est basé sur la construction en coordonnées polaires de Py, ;. Il utilise
aussi & chaque itération les deux coordonnées (z,,yn).

Dans [AEV03], seule la convergence numérique a été établie. On se propose d’établir la
convergence théorique du schéma.
Dans une premiére partie, on rappelle la construction du schéma et les différentes notations uti-
lisées. Dans une seconde partie, on montrera la convergence de schémas vérifiant des propriétés
similaires au schéma Sgpyprican- Enfin, on proposera une construction de schémas convergeants
que 'on comparera au schéma Sspugricar-
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0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4

(a) schéma SspuericaL

P -
>
.
0.98 0.98 Kg
\,
4
,
,
0.96 0.96 ,
,
,
S
0.94 0.94 ’
‘I‘
\I
0.92 0.92 ’
‘I
‘I
’
0.9 0.9 ’
."
‘I
0.88 osst /
‘I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
(¢) schéma Sspugricar; zoom (d) schéma Lagrange 4 points centrés; zoom

FiG. I1.10 — Comparaison de 5 itérations de Sspupmicar (-) €t de Saa (-) en partant de 25 +1
points initiaux uniformément répartis sur le cercle (- . -).

II.4.4.a Présentation du schéma Sspugricar

On conidére une grille croissante c’est-dire vérifiant x, 11 > x,, Vn € Z.
On note r, = \/(xn+1 —22)% + (Ynt1 — yn)? la distance entre P, et P, 1, deux points de R2

Définition des différents angles intervenant dans Sspupricar
Pour définir le schéma, les auteurs [AEV03] utilisent les différentes bases:

R :la base canonique de R?,
By : le repére orthonormé lié & P, défini par (P,,n,,nn"),

_—
ou la direction de 7, est donnée par P 1Pyy1.

Dans ces deux repéres, on définit les angles suivants
—_— . ——
dans R : l'angle 7, du vecteur P, P,y et 6, celui de P,_1 P41,

dans By, : (r,q,) les coordonnées polaires de P41 et (rp—1,m + (3,) celles de P,_;.
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On a alors les relations suivantes pour tout n € R, en ayant supposer que z, < x,i1 (figure
I1.11),

6, =arctan <M> , (I1.58)
Tn+1l — Tp—1
~Yp=arctan <M> , (I1.59)
Tnt1 — Tn
an="n — Oy, (1160)
Bn+1="n — On+1, (I1.61)
mwoT mwoT
On 6]_535[7 Tn €]—§;§[, On G]—WNT[ et By G]—T&';T{'[.

--Pn»{»-l ------------------------

Fic. I1.11 — Différents angles et repéres du schéma Sspugricar-

On définit le schéma Sgpypricar, €n construisant les coordonnées polaires du point P21n 41, dans le
repére B, lié & P,. On impose
1. la décroissance des angles (af,); vers 0 qui est une condition nécessaire pour assurer la
régularité de la fonction limite,
2. la croissance de la grille (z,)nez, pour tout j.

Construction de I'angle ay,
Sachant que P21nJrl = (81,1P)2n+1 a pour coordonnées polaires (%,av,), on peut définir P21nJrl a

partir de ses coordonées (,%*).

e Pour la réqularité de la fonction limite ‘ '

On voit sur la figure I1.11 que si (a,)jen et (%) en tendent vers 0, alors le point P tend & étre
A n 1) ce qui permet de construire une courbe CV.

On peut montrer la propriété suivante (figure I11.12)

sur le segment [P’ _, P’

PrROPRIETE II.3
Si Py, est défini par les coordonnées polaires (%,%), alorsVn € Z, j € N, on a o, 1 < %
c’est-a-dire la suite (Oééjnﬂ)jeN décroit et tend vers 0.
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Pn+1

Fi1a. I1.12 — Contraction des angles (a%)jeN dans le cas ol P n+1 est défini par (751 7%)

REMARQUE II1.8

On remarque que si on définit P2n+1 par le choix (7” a"(;re)) on aura 042J b <on (i) pour
tout j € N. ‘
Quand j tend vers +o0, P} tend encore a étre sur le segment [P Pn+1]

Un paramétre € ne modifie donc pas les propriétés du schéma.

e Pour conserver une grille croissante
Dans le cas ou les coordonnées polaires de P, | sont (%,%), on a

1 1 _ ™ Qp
Lon+1 — Lan = 7005(7)-

Pour préserver la croissance de la grille (z}),ecz, on a besoin que cos(27'a,) > 0, ce qui n’est
pas le cas pour |a,| > 7.

e Dans B, on définit alors P, | par (%,h(ay)) avec h une fonction qui

— pour des angles «,, petits, est égale a h(a,) = (1+5)

réguliére,

pour obtenir une courbe assez

— pour des angles a, grands, est égale a h(«a,) = «,, pour préserver la monotonie de (x%)nez,
pour tout j.

Les raccords sont calculés pour que h soit C! et polynomiale par morceaux.

e De facon similaire, on peut définir legﬂ par (4,7 + h(f,)) dans la base B, 41 li¢ & P, ;.

Définition du schéma
En coordonnées cartésiennes, on obtient

pil o _ Th— Ty, _ T (cos(h(on))
T e — ) 2 \sin(h(an))

dans la base B, ,

dans la base B, ,

P2 = <“’”§%+1 —$n+1> __™ (COS(h(ﬂnH)))
2T\ et — Yot 2 \sin(h(Bps1))
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En faisant la moyenne des deux schémas possibles, on obtient [AEV03, Asp03]

B Intontl Tn [ cos (0 + h(ay)) — cos (041 + h(Bni1))
(mcstenone = (b )+ (G0 hem)) =S s + (32157

REMARQUE I1.9
Lorsqu’on part d’un grille décroissante, la méme constuction permet de définir

(S (z,)) B % 1 (cos (On + h(an)) — cos (Oni1 + h(Bny1))
spHERICAL\ZL,Y ) )2n+1 = W 4 sin (Hn + h(an)) — sin (9n+1 + h(ﬂnJrl)) .

I1.4.4.b Convergence

Par construction, on remarque que Sgpurricar S €crit , en notant Sy et So les schémas associés
4 chaque coordonnées,

(51($,y))2n+1=% + (F1(dz,dy))on+1,
(S2())am i1 =22 o (Fy(dady) s,
avec
(Fy(dz.dy))an1="" (c0s (8 + h(an)) = 08 (1 + h(Bri1)) (I1.63)

n

(Fo(da.dy))ans1="2 (sin (0 + h(en)) = sin Oy +h(Bus1))).

De plus, les définitions (I1.58), (I1.59) de r,, 6, et -, peuvent étre réécrites en utilisant les
différences d’ordre 1 (dxy,,dyp)nez

=y (dz,)? + (dy,)2,

e dz,, +dr,—1 )’

Yp=arctan { — |,
dx,

ainsi que oy, et 3, avec les équations (I1.60) et (I1.61).

En utilisant la remarque I1.1, le schéma Sgpyrricar, S'écrit alors sous la forme d’une perturba-
tion du schéma de Lagrange S1 1 appliqué a deux coordonnées.
On a le résultat suivant en utilisant le théoréme de convergence II.1

THEOREME I1.10
Si h € CY(] — m,x]) et vérifie

1 \/§7T
-4+ 1—h(0 1 11.64
5t Gén_agfﬂ[l 0) <1, (11.64)

alors le schéma Sspypricar définie par (I1.62) converge.
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Preuve
On commence par vérifier I'hypothése I1.3 du théoréme II.1, en se plagant dans le cadre de la

remarque II.1. On a
T < V2max (|dzy|,|dyn)), (I1.65)

ce qui donne avec la définition des F; (11.63) pour i = 1,2

V2 max (|dzn| | dyn|)
4 )

|(F(dx,dy))on1]<2

V2
|1 Ei(dz,dy)|| oo <=5~ max ([|dz]|oo; | dy] oo )-

On souhaite établir la propriété de contraction de Sgpyupricar relativement aux différences d’ordre
1 (I1.4).
Pour tout (z,y) € [°°(Z?), on a

d(S1(2,y))2n=(51(2,y))2n4+1 — (S1(2,Y))2n,

n+ n n
B T8 (o (6, 1 h(an) — 05 (i + (Bin))

:%Lz—% i %" (cos (B, + h(an)) — cos (Ons1 + h(Bns1)))

ce qui donne d’apreés (I1.65)

+\/imaux (||| oo, ||df ||o0)
4

|00 + h(omn) = Ong1 — A(Bn1)]-
En utilisant les définitions de «,, (I1.60) et 3, (I1.61), on obtient

[ldz]|oo

(S ()| <5

+\/§max ([|dz]| oAy | )
4

|0 + h(vn = On) = (Ont1 + A — Ons1))]-

On pose alors g(0) = 0 + h(vy, — 0) qui est C'. Avec I'inégalité de la moyenne, on a

|d(S1(2,y))2n|<

2
HdH;Hoo+\fmaX(Hdeoo,deHoo) max

L= 1(0)) 16, — 0,4,
4 T€|—m,m| ( )) ’ +1‘

1 2
< —+—*f” max |1 — 1/ (6)| | max (||da]|oo||dy]|oo)-
2 4 ze)l-mx|

_|_

N[

Finalement, d(S1(x,y)) et d(Sa2(z,y)) vérifient '’hypothése de contraction (II.4) avec ¢ =

\/iwmaxze]ler,‘rr[(lf(h )(0) et c < 1si

1 2 2 2
——|—Q max |1 —h'(0)] <1 <:>1—£<h'(x)<1—£,Vx €] —m,ml.
2 4 96]77‘('771'[ i i
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I1.4.4.c Construction de h vérifiant la condition de convergence (I1.64)

Dans [Asp03], on peut trouver deux constructions mais qui ne vérifient pas la condition de
convergence (11.64).
Dans cette partie, nous proposons d’introduire un paramétre ¢ pour construire une fonction h,
vérifiant I'inégalité (I1.64) et ainsi avoir un schéma convergeant.

e De méme que [Asp03], on choisit h polyndmiale de degré 3 par morceauz et h € C*(] — m,x|).
On notera h? _ cette fonction, définie sur [0,7 par

@ si0<z <7 —¢e
Wi (@)= Px) sifT-e<a<?
s

T si§§m<7r

avec

P(x) = a(z — % +e1) + b(x — % +e1)? +c(z — % +e1)*()(z — z) +d,

et a ,b, c et d calculés pour que h3 &, Soit C', ce qui donne

37r

1+4¢ b ™ 1l—e 1—¢ & — ¢ d 1+€(7T )
- ) - _71_77 C= ——7F7FT——""5 € = —\— — € .
2 4(T 4 6)2 2 (4+ag 2 ‘4 !
Le prolongement de h? £, Sur | — m,0] s’obtient par parité en considérant h comme une fonction

impaire.
Le cas hao correspond & la premiére fonction définie par N. Aspert [Asp03].

Pour que h3 &, Vérifie la condition de convergence (I1.64), les constantes ¢ et 1 doivent véri-
fier Y
1 2
min |} (z)| = re donc €>01>1——
xz€]—m,7| 2
et \/_
2 1/0b
max \h/( )= P(x0) <1—-—= avec xy= — <— +7— 2€1> .
x€]—m,m| 3 \c

on obtient p(zg) — (1 — Zﬁ) ~ —3.75 x 1074,

Par exemple, pour e = 0.1 et 1 = 29,

e De méme que [Asp03|, on peut aussi choisir h polynomiale de degré 2 par morceaux et h €
CY(] - m,xl).

Soit hZ ., la fonction définie sur [0,7[ par

z(lte) Si0<ae<T g
Pl(.%') 51%—51<x<§+51
hﬁgl(az): Ser—Z(l—¢) siZ+e<z<i-g
PQ(.%') Si%—€1<x<%+€1
T sigtea<z<m
avec - T T
Pl(CC) :al(CC—Z—{—&l)—Fbl(x—Z—{—&l)(ﬁﬂ—z—&l)—i-cl
et

Y T T
Py(z) = az(z — 57 e1) + ba(z — 3 +e1)(z — 5 £1) + co.
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Il est facile de calculer aq,b1, c1, as, by et co pour que hgel soit C',

1—¢ l+e, 7w 5—e1 1—¢
a ) 1 A, C1 9 (4 81)7 a2 1 2

" L
— et cg = — +£1.
8*51 2 2 !

De méme que précdemment, hg = correspond & la fonction hgy de N. Aspert [Asp03].
’8

Pour que hga | vérifie la condition de convergence (I1.64), la constante ¢ doit vérifier

1 2v/2 3 — 2v2
min |A(z)| = +e >1- i et max |h/(x)| = o1+ i—
z€]—m,7| ™ z€]—m,7|

Donc hgel vérifie I'inégalité 11.64 sie > 0.1 > 1 — ¥ sans condition sur £7.
On prendra par exemple £1 = g.

I1.4.4.d Expériences Numériques

Afin de tester 'influence du choix de la fonction A, on calcule les itérations de la subdivision

Sspurricarn avec différentes fonctions h.
On choisit comme données initiales, I’échantillonage régulier de pas 277 de la fonction f(x) =

-0.005 -

-0.01+

-0.015F

L L L L L L L ~0.02 L L L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -3 29 -28 -27 -26 -25 -24 -23 -22 -21 -2

(a) schéma Sspusricar avec h3, 01 €t hg’o (b) zoom sur —3, — 2
89 "

1 - - - - - T T ——=

0.9t P

o8F ,

0.75 L L L L L L L L L
-05 -045 -04 -035 -03 -025 -02 -015 -01 -005 O

(¢) zoom sur —0.5,0

Fi1G. 11.13 — Comparaison de 2 schémas Sspupricar utilisant h%—g,o.l (—) ou hg,o (- . -) avec f (-

-) en partant de 23 + 1 points initiaur sur [—4,4].
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2
cop(—2).
Sur la figure I1.13, on représente les résultats obtenus aprés 7 itérations pour h = hg,o et
h%_w o1 On remarque qu’aucun des deux schémas semblent avoir un meilleur comportement (fi-

897

gures 11.13.b et I1.13.c).

Sur la figure 11.14, on trace I’évolution de Ierreur L? en fonction du nombres d’itérations du
schéma. On observe alors un comportement différent selon le nombre de points initiaux choisis.
Par exemple, on remarque que si on ne prend pas beaucoup de points initiaux, le schéma
Sspuericar, Modifié sera plus précis (figures 11.14.a et 11.14.b). Enfin, sur les figures I1.15, on
peut comparer les schémas Sspupmicar construits avec h? et h. Ici aussi, on peut voir que le
comportement dépend également du nombre de points initiaux. Pour un nombre important de
points initiaux, les comportements des schémas utilisant 22 ou h® sont sensiblement identiques.

On peut conclure que 'utilisation du théoréme de onvergence II.1 a permis de construire, par
une légére modification du schéma Sspypricar [AEV03], un schéma convergeant et ayant un com-
portement numérique semblable.

0.105

0.1

_______________________ 0.095
073

N

A}
| 0.09

Erreur L_2
o
Y
N
&
Erreur L.

0.085

o
N
N

0.08
0.715

071 0.075

0.705

0.7 . . . . . 0.065 . . . .
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Nombre d’ iterations Nombre d’ iterations
(a) Echantillonage initial j = 2 (b) Echantillonage initial j = 3
x10°
0.055 T T T T 10 T T T

0.05

Erreur L_2
o
o
S
Erreur L_2

0.035

0025 : s s s 2 ; : ;
2 4 6 8 2 4 6 8
Nombre d' iterations Nombre d' iterations
(c) Echantillonage initial j =4 (d) Echantillonage initial j =5
Fic. 11.14 — Erreur [2 en fonction du nombres d’itérations pour 2 valeurs de h: h, o1 (-), hd o

897
(—o) et le schéma de Lagrange Sao (- -) avec des points initiaux sur [—6,6].
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0.105 T T T T 0.052 T T T T
0.05 1
0.1 B
0.048 1
0.095 1
0.046 1
009 1 ) 0.044 1
o 4
5 5
2 I3
& 0.085 1 o 0.042 1
0.04 B
0.08 1
0.038 1
0.075 1
0.036
. I ! ! 0.034 . . . .
2 8 10 2 4 6 8
Nombre d' iterations Nombre d' iterations

(a) Avec h%,(ll et h%—gpy Echantillonage initial j = 3. (b) Avec h%,o& et h%—gpy Echantillonage initial j = 4.

x10°

Erreur L_2

4 . . .
2 4 6 8
Nombre d' iterations

(c) Avec h% o et i, o.1- Echantillonage initial j = 5.

FiG. I1.15 — Erreur I? en fonction du nombre d’itérations pour 2 valeurs de h: h* (=) ou h® (—)
avec des points initiaux sur [—6,6].
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I1.5 Extension a [*°(Z?)

Dans le cadre du traitement des images ou des surfaces, on travaille avec des schémas définis
sur 1°°(Z?). Ici, les questions de convergence et de stabilité sont cruciales.

Dans une premiére partie, on va donner des résultats pour des schémas quelconques, qui sont
I’extension, au cas multidimensionnel, des résultats établis dans la section I11.4.1.
Dans une seconde partie, on construira des schémas de [°°(Z?) (dits schémas 2d) & partir de
“produits tensoriels” de schémas [*°(Z) (dits schémas 1d) convergeant. On s’intéressera a prouver
la convergence du schéma 2d construit.

Contrairement au cas linéaire, la question de la convergence des schémas ainsi construits n’est
pas triviale. Cette question fera l'objet de la deuxiéme partie.

(a) schéma Swexo (b) schéma Sepn

(¢) schéma approximant Sepuarprox (d) schéma linéaire Sz 2

Fic. 11.16 — Comparaison de 4 itérations de schémas linéaires et non-linéaires pour construire
un grossissement d’une partie de 'image I1.1.

I1.5.1 Reésultats de convergence dans le cas général

En correspondance avec le cas 1d, on considére des schémas non-linéaires définis sur [°°(Z?)
par

Snr2d(f) = S2a(f) + Faa(d2af), (11.66)

avec Spg un schéma linéaire défini sur [°°(Z?), dy4 un opérateur linéaire et continu sur [°°(Z?) et
Fyy un opérateur non-linéaire sur [°°(Z?).
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On a les résultats suivants dont les preuves sont identiques aux théorémes 1d de convergence
(théoréme I1.1), de régularité (théoréme I1.2) et de stabilité (théoréme I1.4).

THEOREME II.11

Soit Ssq un schéma linéaire convergeant défini sur [°°(Z?) dont la fonction limite vérifie la condi-
tion de stabilité L> (1.9) et a une régularité C*~.

Si Sn124, Foq et 094 vérifient

IM >0 tel que Vdel®(Z?) ||Faq(d)|lso < M||d]|so (I1.67)
Je < 1tel que Vfel™(Z%) |[[62aSnr2a(f)loc < ¢ll02af oo, (I1.68)

alors le schéma de subdivision Sy, défini par (I1.66) converge vers une fonction limite C°~ avec
B = min{—loga(c),a}.

THEOREME I1.12

Soit Snr24 un schéma non-linéaire convergeant définie sur [°°(Z?) et s’écrivant sous la forme
(I1.2) avec Soq un schéma linéaire convergeant.

Si Sni2d, Fog et doq vérifient

dM >0 tel que Vdi,ds € lOO(Z2) ||F2d(d1) — FQd(d2)||oo < M||d1 — d2||oo , (1169)
3e < 1tel que  Vf,g €l™(Z?) ||6(Snraa(f) — Snr2a(9)llee < cll6(f = 9)lloos (11.70)

alors le schéma Sy 194 défini par (I1.66) est stable au sens de la définition 1.7.

I1.5.2 Construction d’un schéma 2d comme produit tensoriel de schémas 1d:
cas linéaire

On a vu, dans la section 3.1, les propriétés d’'un schéma de [°°(Z?) défini comme un produit
tensoriel d’un schéma linéaire interpolant de [°°(Z), c’est-a-dire défini par

(S f) n,m:(Sfm_)m
{(Guinn=(Ghnn -

avec gnm = (SQdf)2n,m-

Dans ce cas, la définition est indépendante de 'ordre d’application du schéma 1d (lignes puis
colonnes ou colonnes puis lignes).

La convergence du schéma 2d découle directement du schéma 1d utilisé (théoreme 1.4).

I1.5.3 Construction d’un schéma non-linéaire 2d comme produit tensoriel de
schémas 1d: cas non-linéaire

L’idée est d’étendre cette construction aux schémas non-linéaires et plus particuliérement,
aux schémas écrits sous la forme (I1.2)

Snr(f) = S(f) + F(6f),

vérifiant les hypothéses du théoréme de convergence I1.1.
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On se propose d’étudier le schéma non-linéaire sur 1°°(Z?) construit en substituant S par Sy,
dans (I1.71) ce qui donne

(SNLQdf)Qn,m:(an,.)m + F((Shfn,)m
{(SNdef)n,m —=(Sg..m)n + F(0ug.mm)n, (I1.72)

avec gnm = (SNL2df)2n,m-

Le schéma obtenu en subivisant d’abord les colonnes puis les lignes n’est pas identique au schéma
(I1.72).

En section I1.5.4, on proposera une construction symétrique obtenue, en faisant la moyenne des
valeurs données par les deux schémas.

11.5.3.a Hypothéses et notations

Hypotheése
On suppose que I’hypothése de contraction 1d (II.4) est vérifiée avec une itération
L=1.
Les calculs qui suivent seront d’abord détaillés pour 6 = d et S = 51 1.
Ils sont ensuite généralisés pour ¢ quelconque puis S vérifiant ||S||ec = 1, qui est une condition
vérifiée par les schémas linéaires convergeants a coefficients positifs (schémas B-splines).

Notations
~ On associe a §, la suite a € [1(Z) tel que §f = a* f.
— On note f!' = Syraaf.

— On note, pour 6f = ax* f,

(&)f.,m)n - Z a?"fn—r,m et (5hfn,.)m - Z a?"fn,m—r-

11.5.3.b Convergence: cas particuliers

Sur I’équation (I1.72), on voit que Sy 124 s’écrit sous la forme (I1.66) avec Soq, produit tensoriel
du schéma linéaire S, Fpy 'opérateur défini, pour tout f € 1°°(Z?), par

EFQdEfggzn,zm an(,m |

Foq(f))on2m+1  =F(Onfn,)2m+1

(FQd(f))2n+1,2m :F(6vf.,m)2n+1 (1173)
(F2a(f))2n+1,2m41=(S(F(On fn,.)))2n+1 + F (80 (S(fm) + F(nfn,.). 2m+1)2n+41-

et 094 'opérateur linéaire défini par (024 f)n.m = ((8u.f m)n,(Onfn, )m)-

On va vérifier les hypothéses du théoréme de convergence I1.11.

On remarque que

o D’apres (I1.73), l'hypothese (I1.67) de Fyq est vérifiée si I'hypothése pour F' (I1.3) Dest.

e L’hypothése de contraction (I1.68) est le controle des quantités au niveau j = 1 par celle au
niveau j = 0 via une constante plus petite que 1.
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On considére 4 types de quantités définies sur les lignes et les colonnes dépendant de la
parité de n et de m (figure I1.17).
Par exemple, a une échelle j, on pose (figure I1.17) :

lj = sup ‘(5hf£7,)m’7 2j = sup ’(5Uf,]7m+1)n‘7
n pair,m n,m pair
3j= sup [(6nfii1 Im| et 45 = sup [(6,f7)nl.
n pair,m n,m pair

Par définition de d94, on souhaite controler ces quantités au niveau j = 1 par celle au
niveau j = 0 ce qui montrera I’hypothése de contraction (I1.68).

30
(n+1my 1 17 (n+1m+1)
¢
@ @l
2
49 0
S S —
41 @ 21 @ 41
oy
(nam) 1y 1]_ (n,m + 1)
1o

Fic. I1.17 — Quantités a estimer pour magjorer ||0aqf!||co avec f1 = Snpoaf et o f, {o, x}fL.

D’abord, on considére le cas § = d 'opérateur aux différences d’ordre 1.

Cas S=S11etd=d

Pour commencer, on suppose que n et m sont pairs. Le cas impair sera similaire.

Sur la figure I1.17, on remarque que pour estimer 11, 21, 3; and 41, on a besoin de se placer dans
quatres carrés différents.

En se plagant dans le carré @, on notera

1 1 1 1 1 1
1y =sup |f2n,2m+1 - f2n,2m|? 2] =sup |f2n+1,2m+1 - f2n,2m+1|?

n,m n,m

1 1 1 1 1 1
31 = sup |f2n+1,2m+1 - f2n+1,2m| et 4; =sup |f2n+1,2m - f2n,2m|-
n,m n,m

D’abord, les majorations de 1} et de 41 viennent directement de la définition (I1.72) du schéma
comme étant un produit tensoriel et de I'hypothése de contraction (I1.4) sur Syz. On obtient

11<el|dn f]oos (I1.74)
41 <c||dy f]oo- (I1.75)

De fagon similaire, on obtient pour 21

‘f21n+1,2m+1 - f21n,2m+1’ < CHdv(f%.,szrl)Hom



IL5. Extension a [*®(Z?)

avec

1 1 1
dv(fQ.,2m+1)n:f2n+2,2m+1 - f2n,2m+1
- -
:fn+1,m fn—l—l,m—l—l . fn,m fn,m-‘,—l +F

5 5 (dn(fns1,.))2me1 — F(dn(fn,.)2m+1
:fn+1,m+12_ fn,erl + fn+1,m2_ fn,m + F(dh(fn+1,_))2m+1 . F(dh(fn7.))2m+1

et

o ; Fo + o ; Justm + F(dn(fnr2,.))2m+1 — F(dn(fnr1,.))2ms1-

En utilisant les hypothéses 1d (I1.3) et (II.4), on a

dv(f21.,2m+1)n+1:

1 1
ldu(f3. 2m41) oo < 520+ 50 + Mlo + M3o. (I1.76)
Ce qui donne
ol < Mely + %20 + Mc3g + 240. (IL.77)

Pour 31, on écrit

1 1
1 1 _f2n+2,2m+1 + f2n,2m+1 fn—l—l,m + fn,m
f2n+1,2m+1 - f2n+1,2m_ 9 - 9

+F(dv(f21.,2m+1))2n+1 — F(dy(f.,m))2n+1

:f21n+2,2m+1 - f21n+2,2m f21n,2m+1 - f21n,2m
2 2
+F(do(f3. 9ms1))2n+1 — F(du(f m))2nt1-

Avec (I1.74) et 'hypothese 1d (I1.3)-(I1.4), on a

c c
21n+1,2m+1 - f21n+1,2m| < Slldnfrs1, Moo + Slldnfn,.lloo + M||dvf21.,2m+1||00 + M|dy f ml|oo-
|f 5 5
En utilisant (I1.76),

c M c 3M
31 < (5 + M*)1y + 20+ (G + M?)3y + = 4o (I1.78)

Les estimations (I1.74), (I1.75), (I1.77) et (I1.78) peuvent étre reformulées sous la forme matricielle
suivante

1% 10 C 00 0
2% 20 cM % cM %
3% = A1 3 avec Al = §_|_ M?%% _{_MQ%
41 4o 0 00 ¢

On obtient de méme pour les autres carrés de la figure 11.17, une majoration faisant intervenir
les matrices

c 0 0 0 0 0 c 0
< < c c
ap= MM n | A= | LY h |
o TMTRTs MY o TMTSHTs MY
0 c 0 0 0 c 0 0
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et
0 0 c 0
A cM %cM %
T s eandseany
0 00 c

Il est alors facile de voir que ’on obtient les mémes matrices, quelle que soit la parité de n et de m.

Si on regroupe les quantités 1; et 3; ainsi que les quantités 2; et 4;, en notant L; = sup{1;,3;}
et V; =sup{2;,4;}, alors on obtient

L\ _ ,(Lj-1 _ (c+2M*2M
<Vj> =A <Vj_1> avec A= <20M . ) . (I1.79)

En utilisant ||A||o, on obtient le résultat suivant

ProprosiTIiON II1.9

Sous les hypothéses du théoréme de convergence II.1 avec S = S11, L =1 et 6 f = df, le schéma
SNL2q défini par (I1.72) vérifie

Vf e l®(Z? 1624 (SnL2df)||oo < p(c,M,d)|[024 f]]oo,

avec p(c,M) = sup{c+ 2M + 2M? c + 2cM} et (02a.f )nm = (60 fn,)m>(On.f m)n)-

Cas S = 51,1, 0f quelconque
On applique les mémes techniques que précédemment en détaillant les estimations pour le carré

de la figure I1.17 (n et m sont pairs).

Les majorations de 11 (I1.74) et de 41 (IL.75) restent inchangées.
On a seulement besoin d’étudier 21 et 31.

Pour 21, le principe est le méme sauf que I'on a besoin d’étudier 5U(f21.72m+1)n et 5U(f%_72m+1)n+1.
On a

O (f.m n Ou (f.sm)n
60l o= 2Lt Sl S o G, o
61} m n 61} Lm)n
_ (f72 +1) + (‘};’ ) + Z arF((Sh(fnfr,.))Qerl
r pair
+ Z arF((Sh(fnfr,.))2m+1,
rimpair

et

5v(f.,m+1)n+1

511 f.,m
5U(f21.,2m+1)n+1: 9 + ( )

2

ntl + Z ar F(On(frti—r.))2m+1

T pair

T Z a’TF((Sh(fn+1—r,.))2m+1.

rimpair
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En notant &, = sup{>_, ,.;;- [ar|: 22 jmpair [ar|}, on obtient en considérant la parité de n

1 1
160 (f3. 2m41)]]0e < 510 + 530 + M6,,20 + M6,,40. (11.80)

On a alors . .
21 < Mcby,1g + 520+ Mebd,30 + 540. (11.81)

Pour 31, on écrit

(Onfont2,)2m (5hf -
(5hf21n+1,.)2m: 2t + 2 +Zar o(fa. 2m—r))2n+1

2
b , (5hf
_( th";Q’ Jom T Z arF'(60(f m—z))2nt1
r pair
+ Z arF(6vf21.,2m—r)2n+1‘
rimpair

Pour majorer, en tenant compte du fait que m est pair, on a besoin de considérer la parité de 3.

On obtient

C C
|OnFans1,Joml - < S0 furrlloo + 1100 fnlloo + M (Y lar)l160f 2. ]loc
r=0[4]

MY larDll6of.21lloo + M Y larl)180f2 2 4110

r=2[4] rimpair

Avec 'inégalité (I1.80), on peut conclure

c >
31< §+M25m Z lay| | 1o+ M M Z lar| | 20

rimpair r=2[4]
c 2 Zrzmpazr 7"
+| 5+ Mo S lael | 30+ M | =R 4 Y o] | 4o (11.82)
rimpair r=0[4]

De la méme fagon que le cas § = d, on peut résumer les majorations de chaque carré de la figure
I1.17 en utilisant des matrices.
En notant

P = Z lar|, Py = Z lar], Z |a, |

r pair r=0[4] r=2[4]
I= Y lal, = > lay et Iy =Y lar,
rimpair r=1[4] r=3[4]

on obtient les matrices suivantes

c 0 0 0
A — cMo,, 3 cMd,, 3

YT s+ M IM (L + P+ M6, IM (L + Py) |
0 c 0 0



118 Chapitre II. Schémas de Subdivisions Non-linéaires

c 0 0 0
A — cMo,, 3 cMd,, 5
27 e+ M2, PM(E + I3)S + M25,,PM(E + 1) |’
0 c 0 0
0 0 c 0
B cM(Sm 3 cMéb,, 5
Az = ¢ 4 M26, PM(E + I3)¢ + M?5,,PM(L +1,) | (I1.83)
0 c 0 0
et
0 0 c 0
cMéb,, 5 cMb,, 5
Av= e 26, 1M (L + Po)S + M25,,IM (L + R
2 m 2 2)2 m 2 0)
0 0 0 c

En utilisant une seule matrice, on obtient

c+2(M6,,)*2Mé6,,
A= <sz<§m ) ) avec  Gm =sup{ Y o, > la}.  (11.84)

C
r impair r pair

On obtient la proposition suivante, en considérant ||A||s,

ProrosiTIiON I1.10
Sous les hypothéses du théoréme de convergence II.1 avec S = Si1 et 0 un opérateur linéaire
défini par §f = ax f, le schéma Sypo4 défini par (I1.72) vérifie

Vf €1°(2?) [|02d(SnL2df)]|oo < P(€,M,0)||624 f]]oo,

avec p(¢,M,0) = sup {c + 2¢M by ¢+ 2M 6y + 2(M i } Om =sup{>_, . impair lar], >, pair la,|}.

REMARQUE I1.10

Si on consideére la norme ||.||o des matrices Ay, Ag, A3 et Ay et dans le cas ot |||y # 20, ¢’est-
a-dire ), impair lar| # >, pair |a,|, on peut avoir un résultat plus précis en remplagant p(c,M,0)
par

p'(¢,M,5) = sup {c + 2cMb,c + M||5||1 +2(Mb,,)*}  avec &, = sup{ Z la|, Z la,|}.

r impair r pair

p . ko o
On peut noter que les opérateurs aux différences § = d* vérifient 3 oo lar] = 32, Lo lar].
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Cas S quelconque vérifiant |[S||oc =1
Pour un schéma S quelconque, les calculs (I1.81) et (I1.82) restent valables.
On écrit alors

21 < Mcdp 1o + Mcbm3o + c||S|]oo max(20,40),
et

31<(cllSlo + 2M257%,) max(10,30) + [[S]lecM > |ar| max(20,40)

rimpair

+M D ar20 + M D Jar|4o.

r=2[4] r=0[4]

Les majorations de 11 et 41 restent identiques.
Dans le cas ot ||S]|ec = 1, la matrice A (I1.84) est alors identique et la proposition I1.10 valable.
Cette condition est par exemple vérifiée par des schémas a coefficients positifs.

I11.5.3.c Convergence: résultat général

Le calcul du rayon spectral de la matrice A (11.84) donne

p(A) = c+ Moy (1 + \/4c+ (My,)?),

et la propriété
si p(A) <1 alors il existe k tel que  ||A¥]|o < 1.

D’aprés le théoréme de convergence I11.11 et les calculs de la section I11.5.3.b, on a alors le résultat
suivant

THEOREME I1.13

Soit Sy un schéma non-linéaire vérifiant les hypothéses du théoréme de convergence II.1 avec
L =1 et S un schéma linéaire vérifiant ||S||o = 1,

Si les constantes ¢ et M du théoréme de convergence II.1 vérifie

c+ Moy, (1++/4c+ (Méy)?) < 1 avec O, = sup{ Z la,|, Z la,|},

r impair r pair

alors il existe k > 0 et py(c,M,||d]|1) < 1 tel que

VfEI®(Z?)  102aSNraaf lloo < Pr(e,M.8)|1624 oo,

c’est-a-dire que le schéma Sypoq défini par (I1.72) converge.

Pour estimer la régularité du schéma Snyaq (théoréme I1.11), on a besoin d’évaluer la constante
pr(c,M,0) < 1 qui peut se faire numériquement via plusieurs moyens (section 11.5.3.b)

1. avec un produit matriciel, en utilisant les matrices Ay, Ag, A3 et A4 qui donnent les relations
de majoration pour chaque carré @ (figure I1.18), dans le cas o S = S ;.

2. avec ||A”||s, en montrant que |[A*||o < 1,
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30
(n+ 1,5} (n+1m+1)
31
4 E
20
35
a1 1
1 45@ 23 2
12
(n,m) 1 (n,m+1)
1o

FiG. 1118 — Quantités a estimer pour magorer ||02qf>?||0c avec f2 = S% ,0f et o f, {0, x}fL.

Expériences numériques Sur la figure I1.19, on peut voir en région grisée, les couples (¢,M) pour
lesquels pg(c,M,||]]1) < 1 pour k =1,2,3,4 et 6 = d. On peut remarquer que plus M est proche
de 1, plus ¢ doit étre proche de 0.

Sur la figure 11.20, on peut observer le méme phénoméne pour d = d?. On remarque, aussi, que
'utilisation de 'opérateur aux différences d’ordre 1 fournit plus de couples (¢, M) satisfaisant les
conditions du théoréme I1.13.

0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
c c

(a) p(e,M.]|d||1) (b) p2(c,M,||d[1)

0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
c c

(c) ps(c,M,||d[|1) (d) pa(e,M,||d[[1)

Fic. 11.19 — Valeurs de ¢ et de M pour lesquels py(c,M,d) < 1 (région grisée) calculés avec le
produit des matrices (A;)i=1..4, pour k = 1,23 /4.
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0.9 09

0.8 08

0.7 07

0.6 0.6

0.4 0.4]

0 02 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1
c c

(a) p(c,M[|d*||x) (b) pa(e,M,[|d]|1)

0.8 08
0.7 0.7

0.6 06

0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
c c

(¢) pa(c,M,[|d*|r) (d) pa(c,M,||d?[]x)

FiG. 11.20 — Valeurs de c et de M pour lesquels py(c,M,d?) < 1 (région grisée) calculés avec le
produit des matrices (A;)i=1..4, pour k =1,2,34.

I1.5.4 Une construction symétrique de Sy étude de la convergence

I1.5.4.a Deéfinition du schéma

Si on note Sf\, 124 le schéma approximant 2d défini par (I1.72), on peut définir de facon similaire
le schéma approximant 2d obtenu en inversant 1’ordre d’application du schéma Sy c’est-a-dire
en commengcant par les colonnes. On notera S%;;,, le schéma obtenu.

Nous allons étudier la convergence du schéma symétrique obtenu, en posant

1

(Sviaafnm = 5 ((SN2aDnm + (Sipaafdnm) . VFEIS(@).  (1L85)

I1.5.4.b Convergence

En utilisant la méme méthode que pour le produit tensoriel classique (section I1.5.3), on peut
obtenir les majorations suivantes pour S%;4,4, dans le cas § = d et le schéma linéaire S = Sy 1

1 1
||dh(f21n+1,2.)||00 < 510 + 530 + M2y + M4y,

d’ou

3M c M c
2 < 710 + (5 + M?)20 + 730 + (5 + M?)4o,

et

3% < 10+MC20—|—§30—|—MC40.
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Pour 1} et 41, on obtient les mémes inégalités que (I11.74) et (IL.75).
Avec la définition du schéma (I1.85) et en faisant la moyenne entre les équations obtenues ci-
dessus et celles obtenues pour SﬁVLQd? on obtient une écriture matricielle similaire a 1’équation

(11.79).

Dans le cas f = ax f et S un schéma linéaire vérifriant ||S||oc = 1, on généralise facilement
avec la matrice

c+ (M6,,)? M6,,(1+c)
4= (Méma +c)e+ <M5m>2> avee G =sup{ > lasl, 3 larl).

r impair r pair
On en déduit son rayon spectral

p(A) = ¢+ M (M6, + ¢+ 1).

On a alors le résultat suivant

THEOREME I1.14
Si le schéma Sy, vérifie les hypothéses du théoréme de convergence II.1 avec L = 1 et S un
schéma linéaire vérifiant ||S||c = 1,

si ¢+ Moy (Mb,, +c+1) <1 avec 6, =sup{ Z lar|, Z lar|}, (I11.86)

r impair r pair

alors le schéma symétrique Snpoq défini par (I1.85) converge.

I1.5.5 Stabilité des deux constructions

Grace a la linéarité de 'opérateur do4, on obtient par des calculs identiques & ceux de la
section I1.5.3, les deux corollaires suivants

COROLLAIRE II.1

Soit Sy, un schéma non-linéaire vérifiant les hypothéses du théoréme de stabilité I1.4 avec L = 1
et S un schéma linéaire vérifiant |||/ = 1.

Si les constantes de stabilité, ¢ et M vérifient

c+ My, (1++/4c+ (Méy,)?) < 1 avec 0y, = sup{ Z la|, Z la,|},

r impair r pair

alors il existe k > 0 et py(c,M,|[d]|1) < 1 tel que

Vfg €1°(Z%)  1162a(SN12af — SN1209) o0 < Pr(e,M.0)|82a(f — g)lloc

c’est-a~dire que le schéma Sy défini par (I1.72) est stable.

De méme, on a le résultat suivant pour le schéma symétrique Snroq défini par (I1.85) (section
I1.5.3).
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COROLLAIRE II.2

Soit Sy, un schéma non-linéaire vérifiant les hypothéses du théoréme de stabilité 11.4 avec L = 1
et S un schéma linéaire vérifiant ||S||s = 1.

Si les constantes de stabilité 1d, ¢ et M vérifient

c+ My (Mo, +c+1) < 1 avec 0, = sup{ Z la|, Z lar|},

r impair T pair

alors le schéma symétrique Snpoq défini par (I1.85) est stable.

11.5.6 Exemples de schémas non-linéaires définis sur [*°(Z?)

On reprend les schémas non-linéaires 1d étudiés dans le section I1.3.1, et on regarde la conver-
gence des schémas 2d correspondant.
On ne peut considérer que les schémas 1d pour lesquels ’hypothése 1d de contraction (I1.4) est
vérifiee au bout d’une itération (L = 1). Il s’agit des schémas Spowere €t Sppuarrrox (section
11.4.2 et section 11.4.3).

I1.5.6.a Convergence du schéma Spowere étendu a [°°(Z?)

e Schéma 2d obtenu par le produit tensoriel classique (I1.72)
On a, d’aprés les équations (I11.31) et (I1.36),

1 1
c= = M== §=d* donc 6, = Z \GT\ZZ‘W’:z

2’ 8’ — ;
rimpair T pair

On calcule la constante py(c,M,0) en utilisant les produits des matrices (4;);=1. 4 définis par
(11.83).
On obtient
11
25
Le théoréme I1.13 donne la converge du schéma Spowprp2d-
Grace au théoréme de régularité I1.11, on peut déduire la régularité CP~ avec § =
0.14.

1
d?) =1.125 et pa ,g,d2) = 0.82.

DO =

p1(

~

—log2(0.82) __
2

eSchéma 2d symétrique défini par (11.85)
On obtient ¢ + M, (Mo, + ¢+ 1) ~ 0.937 et donc la convergence.
De méme, on a la constante de régularité § = —log2(0.937) ~ 0.093.

I1.5.6.b Convergence du schéma Sppuapprox étendu a [°°(Z?)

e Schéma 2d obtenu par le produit tensoriel classique (I1.72).
On a, d’aprés les équations (11.43) et (I1.56),

7 7 ,
¢= 16 M—6—4, d=d* donc O = Z ]ar\—Z\ar]—Z.

rimpair T pair
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En utilisant la matrice A (11.84) (cas ||S||cc = 1), on obtient

77
—,—.,d*) =0.
167614 ) = 097

pi(
ce qui donne la converge du schéma Sppuapproxed défini sur 1°°(Z2) (théoréme I11.13).
On peut en déduire la constante de régularité qui est C8~ avec § = _log+(0'97) ~ 0.044 (théoréme
I1.11).
On remarque que si on augmente les itérations, la constante de régularité peut étre améliorée
(tableau I1.3).

k 5 ] 10 | 100 ] 500 | 1000
— L2200 928 [ 0.32 | 0.3568 | 0.36 | 0.3605

TaB. I1.3 — Calcul de la constante —% avec ¢ = pk(%,(ﬁ%,dQ).

eSchéma 2d symétrique défini par (11.85)

On obtient ¢ + M6, (Mdy, +c+1) = 0.8.

On a la convergence du schéma Sppyapproxad (théoréme I1.14) et la constante de régularité 5 vaut
—10g2(0.8) ~ 0.32.

REMARQUE II.11

Le schéma, Sppuarerox €tant stable, on peut envisager d’établir la stabilité du schéma Syphapproz2d
grace aux corollaire I1.1 et I1.2.

Malheureusement, les conditions de ces deux corollaires ne sont pas vérifiées avec les constantes
c et M de stabilité 1d du schéma Sppyapprox (annexe C).

I1.6 Conclusion

Dans la section I1.3, on a établi des résultats de convergence, régularité, stabilité et ordre
d’approximation pour une classe de schémas. En effet, les hypothéses intervenant dans ces théo-
rémes, ne permetaient pas d’appliquer des résultats existants [DL95, Osw04, GWO0S].

Nous avons ensuite appliqué ces résultats a I’étude de schémas non-linéaires visant & éliminer
les phénoménes de Gibbs autour d’une discontinuité.

Pour le schéma Syeno (section 11.4.1), on a amélioré la régularité théorique obtenue par [CDMO3|
et nous avons établi 'ordre d’approximation de la fonction limite du schéma.

On s’est aussi intéressé a la convergence d’un autre schéma existant, le schéma Sgpygricar [AEV03]
visant & ameéliorer le schéma linéaire Sy o pour la construction de courbe & courbure constante
(section 11.4.4).

Nous avons ensuite construit deux autres schémas: le schéma Spowgrp, généralisant 1'idée du
schéma Sppy [ADLTO06| (section 11.4.2) et le schéma Sppyapprox, Un schéma approximant stable
ayant une régularité plus que C! (section 11.4.3).

Enfin, on a établi un résultat de convergence et de stabilité pour des schémas non-linéaires
de [°°(Z?) définis comme produit tensoriel de schémas de [°°(Z).



I1.6. Conclusion

On a montré que sous les conditions du théoréme de convergence, le schéma convergeait dans
[°°(Z?) si une relation liant les constantes du schéma défini sur [°°(Z) était vérifiée.

Eliminer les phénoménes de Gibbs étant particuliérement intéressant pour la compression
d’images, on propose d’étudier dans le chapitre suivant les analyses multirésolutions associées
aux schémas étudiés.






CHAPITRE III

Analyses multirésolutions non-linéaires

000

n s’intéresse & des analyses multirésolutions non-linéaires construites a

partir de schémas de subdivision non-linéaires de [°°(Z) (chapitre II),

dans le but d’éviter les zones de flous dans la reconstruction d’images
compressées. On étudie des propriétés de stabilité et on effectue des comparaisons
numériques sur des images tests.

000
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II1.1. Introduction

IT11.1 Introduction

Les analyses multirésolutions ont été définies par S. Mallat [Mal89], dans le but de construire
des bases orthonormées de L?(R) & partir des translatées et des dilatées d'une fonction, appellée
ondelette, localisée en temps et en fréquence. Elles sont basées sur la définition d’une fonction
d’échelle qui permet de construire un schéma de subdivision linéaire.

Les analyses multirésolutions ont une application directe en traitement de signaux et d’images
puisqu’elles permettent de caractériser, de compresser et de reconstruire un signal. En effet, on
peut décomposer un signal a une résolution donné, par des coefficients basse résolution et des co-
efficients, appelés détails, traduisant la différence entre deux résolutions (annexe A). En seuillant
ces détails, on peut ainsi obtenir une compression du signal.

La théorie L? et le caractére linéaire des décompositions et des reconstruction fournissent un
contréle de la reconstruction par le coefficient de seuillage. Malgré la puissance des théorémes de
la théorie ondelette, le cadre linéaire reste trop rigide pour pouvoir s’adapter a des discontinuités,
des grilles non-uniformes ou encore a des géométries particuliéres.

La généralisation d’A. Harten [Har96| fait des analyses multirésolutions un outil puissant
pour travailler avec des schémas de subdivision non-linéaires et ainsi construire des analyses
multirésolutions adaptées aux différents problémes cités. Mais, comme dans le cas des schémas
de subdivision non-linéaires, la stabilité et ’extension au cas multidimensionnel sont beaucoup
plus difficiles & établir. Pourtant ces résultats sont cruciaux pour 'application a la compression
d’images.

Dans la section III1.2, on explicitera les différentes composantes de ’analyse multirésolution
généralisée. On verra que, pour un schéma non-linéaire donné, on ne sait pas toujours définir une
analyse multirésolution associée.

Dans la section III.3, on développe un résultat de stabilité pour des analyses multirésolutions
associées, a des schémas non-linéaires définis comme la perturbation d’un schéma linéaire. On
verra, notamment, que les hypothéses de ce théoréme de stabilité II1.1 sont les mémes que celles
du théoréme de stabilité I1.4 des schémas non-linéaires, sous certaines conditions.

On donnera deux exemples pour lesquels on est capable de construire et de prouver la stabilité
de 'analyse multirésolution.

Enfin, la section II1.6 donne une extension du résultat au cas bidimensionnel et on verra notam-
ment que, cette étude est plus complexe que pour les schémas de subdivisions.

II1.2 Analyse Multirésolution Généralisée

Dans le cadre des équations hyperboliques, A. Hatren [Har94, BH95| définit une théorie gé-
néralisée des analyses multirésolutions qui ne considére pratiquement que des données discrétes.
Parallélement, pour traiter des géométries complexes, W. Sweldens [Swe97| définit des ondelettes
dépendant de I’échelle et de la position, appelées ondelettes de seconde génération.
Contrairement au cadre de W. Sweldens, A. Harten n’a besoin que d’opérateurs discrets per-
mettant de passer d’une échelle fine & une échelle grossiére (opérateur de décimation) et récipro-
quement (opérateur de prédiction); la définition de I'opérateur de prédiction repose sur le choix
d’un schéma de subdivsision linéaire ou non-linéaire.

On parlera d’analyse multirésolution linéaire (resp non-linéaires), lorsque 'opérateur de prédic-
tion est linéaire (resp non-linéaire). L’opérateur de décimation est toujours linéaire.

Mais, cette définition pour des espaces discrets, reste difficilement manipulable: difficulté de me-
surer la qualité de I'approximation ou de définir un opérateur de décimation pour un schéma
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de subdivision donné. A. Harten [Har94| définit alors des opérateurs permettant de passer du
discret au continu, appelés discrétisation et reconstruction.

Dans une premiére partie, on définira ces différents opérateurs et on donnera un lien entre
une analyse multirésolution généralisée linéaire et ondelettes biorthogonales.
Dans une seconde partie, on donnera des exemples d’analyses multirésolutions, définies par 'opé-
rateur de discrétisation. Notamment, lorsque 'opérateur de discrétisation est un échantillonage,
on parlera d’analyse multirésolution interpolante. Enfin, on définira la stabilité d’une analyse
multirésolution.

IT1.2.1 Définitions

On note V7 des espaces discrets et V; des espaces fonctionnels.

IT11.2.1.a Définitions
DEriNITION III.1
On appelle analyse multirésolution discréte sur les espaces (V) jen, la donnée de deux opérateurs
vérifiant

(i)Dg_l VI — il et Vvith = Dg_l(Vj),
(i) P]_y : VITt — v,
(iii) DY P]_) = Idy;-1.

L’opérateur Dgfl s’appelle 'opérateur de projection ou de décimination et ij_l lPopérateur de
prédiction.

Pour définir une prédiction c’est-a-dire un opérateur permettant de passer a une échelle plus
fine (passage de V=1 a VJ), on utilise les schémas de subdivisions qui peuvent étre linéaires ou
non-linéaires. L’opérateur de décimation est toujours linéaire, pour pouvoir définir une base de
K er(Dj_l) et les détails de I'analyse multirésolution.
Pour v/ € V7, P]jleg_lvj étant une approximation de v/, on définit erreur e’/ par

J_— . _ pi Jj—1,J

el =wv ijle vl
On obtient par linéarité grace au (ii) de la définition II1.1, que e/ € K er(Dgfl).

Dans le cas oit N; = dim(V7) < +o0, on remarque que dimKer(D?il) = N; — Nj_1.
On définit donc

les détails de l’analyse multirésolution généralisée a ’échelle j a partir des coordonnées de el
dans une base de Ker(Dgfl).

Dans la suite, on note E7 et G; les opérateurs vérifiant E/d’ = e/ et Gje/ = d/.

On peut définir la transformée (annexe A)

v — Mol = {°.d .. &7} (ITL.1)
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grice aux opérations élémentaires que sont
. " i—1 _ ni—1,j 7 . _ pJ J—1y,j
la décomposition v =Dy et & = G;(Id—P;_Dj )/,
et la reconstruction vl = Pf_lvj_1 + Eidd.

Pour définir une analyse multirésolution, on doit donc [Har94|
choisir la décimation Dgil,
construire la prédiction Pj]_1 vérifiant (7i1),
et définir une base de Ker(Djfl).

On peut, alors, se poser la question suivante
étant donné un schéma convergeant, existe-t-il au moins une décimation vérifiant (iii)?

I11.2.1.b Construction de la décimation a partir d’un schéma de subdivision dans
le cas linéaire

Pour

-1 .
Pj Uj - E ﬁn—vagna
meZ

) - . i—1
on cherche un opérateur de décimation D; tel que
J—=1,j+1 _ j+1
Dy T = E Qm—on Ul
meZ

Alors la condition (7i7) et la reproduction des polynémes par P]] ~1 gécrivent

Z O Bmton = 5n,0 (1112)
mEeZ
Yam=1, Y,z Bom-1 =Y ez Pom =1, (IIL.3)
meZ

La condition (II1.2) se traduit sous la forme matricielle
Ao = eq avec A= (Bmi2n)nm et eo = (dno),

ce qui permet de construire l'opérateur de décimation associé a ij_l, c’est-a-dire de calculer
(an)nez.-

La condition (II1.2) traduit aussi une condition de biorthoganilité entre les filtres « et 3.

Un moyen similaire de construire 'opérateur de décimation est d’utiliser la construction de filtres
birthogonaux de A. Cohen, I. Daubechies et J. C. Feauveau [CDF92| (annexe A).

II1.2.1.c Définition d’opérateurs permettant de passer du discret au continu

DEriNITION II1.2
Soit F un espace de Banach, on définit deux opérateurs

(i) Dj: F—YV; avec V; = D;(F) espace discret,
(i) R : V; — F,

(iii) DR = Idy,,

(iv) D; vérifiant D;f =0=D;_1f =0.

D; s’appelle 'opérateur de discrétisation et R; l'opérateur de reconstruction.
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Il est possible de définir un opérateur de décimation et de prédiction vérifiant les propriétés de
la définition II1.1, en posant

=1 _ 1. , b _ D,
Dj =D;1R; et ijl—DjRj_l.
i1, . . i1
Dj vérifie aussi D; D; =Dj_1.

On parle d’approximation lorsque ||R;D;f — f||—j—+oc0.
On a alors [Har96]

Pour f € F, Uordre d’approximation d’une analyse multirésolution dépend de ’ordre du schéma
S utilisé pour définir opérateur de prédiction.

Dans la suite, on va s’intéresser a définir une discrétisation linéaire et une reconstruction associée
qui peut étre non-linéaire.

I11.2.2 Construction
I11.2.2.a Construction d’une discrétisation

Un moyen pour définir une discrétisation est de poser

— pour une fonction (b a support compact, vérifiant fR x)dxr =1 et une relation d’échelle
[ADH99a]

VEeF, (Dif)n=2 < f,d(2(.—n)) >, (111.4)

avec ¢ vérifiant

x) =2 Z and(2x —n) et a & support compact. (I11.5)
nez
— pour un dirac
VfeF  (Djf)n=f(277n). (I11.6)

Dans le premier cas, on obtient avec la relation d’échelle,

(Djflf)n = Z amf2n(Djf)m

Pour cette discrétisation, on peut définir ou calculer les opérateurs discrets [ADH99a|
- Dj_l par

7j—1
D v = g Qm—ant’,
meZ

— G par d eQn 41 en prenant une valeur sur deux c’est-a-dire

(G; ej ng Qne avec g = (0n,—1)nez,
nez

A ) - ' j . .
— Ej en résolvant ) (i —2,e? = 0 pour exprimer ey, en fonction de d”.
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I11.2.2.b Lien avec une analyse multirésolution biorthogonale

Dans le cas linéaire, la relation (II1.2) liant les coefficients de la prédiction et de la décimation,
permet de construire une prédiction correspondante. On peut alors définir la reconstruction R ;
par

VfeF, —22 11)3 Dao(2z —n),
nezZ
avec ¢ verifiant < ¢(z — n),p(x —m) >= Spm.
On obtient exactement une analyse multirésolution biorthogonale (annexe A) dont la correspon-
dance avec les opérateurs discrets est définie par le tableau I11.1. Ceci donne la "bonne" définition
des opérateurs F7 et Gj.

cas discret Dg_l Pf_l EI | Gj

cas continu 10} ¢ Y|

TaB. III.1 — Lien entre les opérateurs continus d’une analyse multirésolution biorthogonale et la
opérateurs discrets d’une analyse multirésolution généralisée

I11.2.2.c Un premier exemple: discrétisation par valeurs ponctuelles
On construit V7 par I'échantillonage d’une fonction f € C°(R) sur la grille dyadique X7
Dj:feC'R) — f1eVIi avec VneZ fI=(f(27n))nez

On peut définir facilement une infinité de reconstruction R;_; en utilisant des fonctions inter-
polants les points (Pj]_l(fj_l)n)nez.
Dans le cadre des valeurs ponctuelles, la transformée M s’écrit

décomposition Il = fgn et &), = f{nﬂ - (Pf,lfj_1)2n+1,
reconstruction =7 et [ = (P 7 ongr + dh

Pour un schéma de subdivision interpolant, il est alors possible de définir une décimation.

I11.2.2.d Un deuxiéme exemple: discrétisation par valeurs moyennes

On construit V7 par les valeurs moyennes dune fonction f € LY(R), sur les intervalles
dyadiques C7 = ([277n,277(n + 1)])nez, ce qui correspond au choix ¢ = x[g 1 et

Dj:feL'R) — ffeV’/ avec VYneZ fl= <2j / f(x)dac)

On a la relation suivante, entre valeurs ponctuelles et valeurs moyennes permettant de définir
des reconstructions valeurs moyennes a partir de reconstructions valeurs ponctuelles [ADH99a,
ADOO|. ‘

Si F est une primitive de f et si on pose Fj = F(27/n), on peut écrire

Fi =277 Z fg + const et fi =2 (Fn+1 — FJ). (IIL.7)
0<k<n
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La derniére relation permet de définir une prédiction ij_l pour i1 a partir d’'une prédiction

pour FJ.
La reconstruction des valeurs moyennes peut se définir par
n_ O e : .
Rj(x,f) = 8—Rj(x,F), la dérivée étant prise au sens faible. (I11.8)
x

Dans le cadre des valeurs moyennes, la transformée M s’écrit

) . - I S —_—
décomposition S =2(f5, + fons1) et dh = fopi1 — (Pf_1f] Don+1,

. ., . o A
reconstruction foni1 =13, =P/ f3 1 +

I11.2.2.e Un troisiéme exemple: généralisation de la discrétisation par valeurs moyennes

En utilisant la méthode de 'exemple précédent, on peut généraliser la relation (I11.8) & des
dicrétisations construites & partir de fonctions B-splines.
On obtient alors des relations liant f7 & FJ utilisant les opérateurs aux différences divisées. Une
reconstruction corespondante est donc définie a partir des dérivées successives d’une reconstruc-
tion valeurs ponctuelles.
De plus pour des pérdictions linéaires, les propriétés d’une analyse multirésolution valeurs ponc-
tuelles sont valables pour l'analyse multirésolution valeurs moyennes ou B-splines associées

[ADH99a].

II1.2.3 Stabilité

Lorsqu’on seuille les détails pour compresser les données f, on veut controler la différence
entre f7 et la reconstruction des données seuillés f7, par le taux de seuillage. Ainsi, une qualité
fondamentale demandée & ’analyse multirésolution est d’étre stable au sens suivant

DErFINITION I11.3
On dit qu’une analyse multirésolution est stable si il existe C', C' et C" tel que pour deux

décompositions {f0.d",...d'} et {fO,d",...d'} de f' et f', on a

l
15 = Floo<CUI = Plloo + D ld7 — @] (111.9)
j=1
172 = Pllee<ClIf = Flloo (I1L.10)
| — @ <C"|[f' = fllls  1<j<i-1 (IIL.11)

On remarque que dans le cas interpolant (on décompose la fonction (S¥, f) ou f € I*°(Z))

pour un schéma interpolant et convergeant, la stabilité de [’analyse multirésolution implique la
stabilité du schéma de subdivision.

REMARQUE III.1
e Les équations (I11.10) et (II1.11) appellent les remarques suivantes.
L’équation (I11.10) est vérifiée si 'opérateur de discrétisation s’écrit a partir de produits scalaires
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avec une fonction B-spline ¢ (II1.4) ou comme un opérateur d’échantillonage (IIL6).

En effet pour un opérateur d’échantillonage (I11.6), on a I'inclusion des espaces VY C V1 C ... C
Vi,

Pour ¢ une fonction B-spline, la relation d’échelle (II1.5) donne,

177 = P o< laml 177 = s

meZ

Or pour une fonction B-spline, les coefficients d’échelles sont positifs et vérifient ), oy = 1
(section 1.3.2), ce qui donne

17 = P oo S = oo

e De plus, I'équation (II1.11) découle directement de la définition des détails &/ = f7 — Sfi=1 si
on utilise un schéma de subdivision borné pour définir la prédiction.

e Pour ces opérateurs de discrétisation, on obtient aussi pour des schémas linéaires
la convergence du schéma linéaire implique la stabilité de ’analyse multirésolution associée.

III.3 Reésultats de stabilité pour des analyses multirésolutions
non-linéaires sur [*(Z)

Dans le cas non-linéaire, peu de travaux ont été faits pour démontrer la stabilité. On peut citer
le travail de S. Amat et J. Liandrat [ALO5| dans le cas des schémas Sppy, et de B. Matei [Mat05|
donnant des résultats généraux pour des schémas s’écrivant sous une forme quasi-linéaire.

Dans la suite, on se placera dans le cadre d’une discrétisation par valeurs ponctuelles.

II1.3.1 Reésultat général

Dans cette partie, on travaille avec des analyses multirésolutions associées a la classe de
schémas non-linéaire interpolants, définis par une perturbation d’un schéma linéaire (section

11.3)

(G S e e

avec S un schéma linéaire convergeant, ' un opérateur non-linéaire défini sur [°°(Z) et 6 un
opérateur linéaire continue défini sur [°°(Z).

On considére une analyse multirésolution associée a cette classe de schéma. On a alors le ré-
sultat suivant, concernant la stabilité de I’analyse multirésolution

THEOREME III.1
Soit Sy un schéma non-linéaire s’écrivant sous la forme (II1.12) avec S un schéma linéaire
interpolant et convergeant.
Si Sy, F et d vérifient
dM >0 tel que Vdy,dy €1°°(Z) ||F(d1)— F(d2)|lec < M||d1 —da2||oo, (II1.13)

de<1 telque Vf,gel®(Z) |[6(SnvL(f) = SnL(9))llee < cll6(f —g)lleo, (11.14)

alors I'analyse multirésolution associée au schéma non-linéaire Sy, est stable.
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On a déja vu que, la stabilité de ’analyse multirésolution implique celle du schéma, si le schéma
est convergeant.
Réciproquement, on remarque que

si un schéma Sy, vérifie les hypothéses de stabilité du théoréme I1.4 avec L =1, alors
Uanalyse multirésolution associée est stable.

Preuve

D’aprés la remarque II1.1, on s’intéresse & montrer I'inégalité (II11.9) (définition III.3).

S étant un schéma interpolant, linéaire et convergeant, I'analyse multirésolution associée au
schéma linéaire S est stable (remarque II1.1). Donc 'équation (I11.9) est vérifiée pour le schéma
linéaire S.

Soit C’ > 0 tel que

17~ fJHoo<C’<Hf° foHooJrZHf’“ S - fk+5(f'“)Hoo>

k=1

En écrivant f* — S(f*=1) = f¥ — Sy (f*=1) + F(0%1), on obtient

J
17 = Pllo=C’ <Hf° — POlloo + D lld* + P61 — dF — F(afk—1>\roo> :

k=1

et avec ’hypothése (I11.13) pour F,
17 = e <O <Hf° = Pllso + YNl — oo + M Y [I6(F*1) - 5(f“)Hoo> :
k=1 k=1
Pour le terme de droite, on redécompose en utilisant la linéarité de 'opérateur §
Z 1807571 = 8(F* o<1 = 6l

+3° (186N F52) = 8(Swn )l oo + 180" = 68 |oo)

J
k=2

Avec I’hypothése de contraction (II1.14), on obtient par itération

j—2
ZHé (1) = S Moo ) = () oo + D (ell0*) = 8 oo + 1160 — 68| )
]72 k=0
(ckHéfO —0f%oo + Zc’“—luédl - 5ciluoo>
=0

k=
j—

1—2—k
< <6k||5f0—5f0||00+ Z Cl||5dk+1 _6dk+1||oo> )

k=0 =0

[\DO
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Par hypothése 0 < ¢ < 1,

J
1 = Pllao<ClIf* = Flloo +C" > |ld* = d||oo
k=1

j—1
FMO (WO) 5l + 3 ll3d* - 6ci’woo> .

k=1

L’équation (II1.9) est vérifié pour la multirésolution associée a Sy, avec la constante

MC][6]]oo

v
C=C"+ o

Généralisation
Le point de départ du théoréme III.1 étant la stabilité du schéma linéaire, il peut se généraliser
aux cadres suivants

(i) des analyses multirésolutions utilisant des schémas de subdivisions interpolant définis en
base b quelconque (définition 1.2),

(ii) des schémas approximant pour lesquels on sait définir une décimation,

(iii) a la notion de stabilité en norme [P.

I11.3.2 Cas d’une hypothése de contraction (I11.14) pour Sk,

Comme dans le cas des schémas de subdivision, on veut considerer une hypothése plus faible
que 'hypothése de contraction (II1.14) en considérant les itérations du schémas S%;; .
Mais contrairement aux schémas de subdivisions, I'analyse multirésolution n’autorise pas les
itérations du schéma. On est alors obligé d’imposer une condition supplémentaire.

ProposiTionN III.1
On considére les hypothéses suivantes, en plus de I’hypothése (I11.13) sur F,

3LeN,e<1telque Vfgel™(Z) [8(SKL(f)—SKL)ll < elld(f = 9)lloo, (IIL.15)
aM; > 0 tel que  Vf1,f2,91,92 € I°°(Z) (I11.16)

16(SNL(f1 + f2) = Snilgr + g2))lleo < 16(SnL(f1) = SnL(91)]loo + M1|[0(SNL(f2) — SnL(92))]oo-

Sous ces trois hypothéses, I'analyse multirésolution associée a Sy, est stable.

Preuve
A partir de I’équation (I11.22) de la preuve du théoréme III.1, on écrit pour tout 0 < k < J — 1,
en utilisant les hypothéses (I11.15) et (II1.16)

18CF* = F)loo <116 (Snp(Snns™ 2 +d 1) = Syr(SwpfF 2 + d* ) ) oo + [16(d" = d¥) |

<6(SRL 7% = KL oo + M[Jd* ™ = & |oo + [1d" — d¥[ o
L—-1

<16 = P oo + M2 Y [1dFT = d* 7|,
r=0
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avec M1 = [|SNL||co||0]|cc M1 et My = max (1,M).
On note k = kg[L]. Par itération, on a

k—

Cr1

H(S( fk)Hoo<c 7 Hé(fko fko)Hoo‘i‘MQ Z Zchdk r—qL _ jk—r— qLH

q=0 r=0

Par définition de la discrétisation, on a || f' — f!|se < |[f% = f*||oe, pour I < L (remarque II1.1).
Ce qui donne
k—kq
L

7 1 k = —p— Th—r—
16(* = F)loo < T |16l ool (¥ = F5 oo + Mz Y D~ et]jd 7795 — 77|
q=0 r=0

On obtient

ZH5 ~ )l 1H5Hoon ~f !\OO+ZH5 ~ )l

o k=0

k—k

J—1 -1
+ My Z Z Z chdkfrqu - CZkfrquHoo

k=L+1 ¢=0 r=0

¢! L 7L
§<L+ >||6||oo||f — Pl

1—c

w =

+Mo Z Z Zchdk real _ gh=r—aly| (I11.17)

k=L+1 q=0 r=0

Pour ||f* — f¥||s, on utilise ’hypothése (I11.13) sur F et la linéarité de S.
En notant Mz = max{(||S|[; + M||d||oc)'l =0...L —1}, on a

L
15 =l <Ms (HfO — llse + Y 11d* — ckaoo> :

k=1
Pour le second membre de (II1.17), on échange les sommes ce qui donne

—1

LM
Zua - 7)o e (Ml + ). 2><Hf° Pl +Zud’“ dk\roo>.

La suite est similaire & la preuve du théoréme de stabilité III.1. 0

REMARQUE III.2
Une autre conition suffisante, remplagant les hypothéses (I11.15) et (111.15), peut-étre [ADL, HO|

JLeN, M >0c<1tel que VYf,fel®Z)

L
16(SX2(f) = SkL(loo < ell6(f = lloo + M Y [|d — ]|,
j=1
ou (f0d',....d") et (fO.d",....d") sont les analyses multirésolutions de f* et fE.

Cette hypothése utilise 'analyse multirésolution par opposition aux hypothéses de la proposition
II1.1, qui font intervenir uniquement le schéma de subdivision.
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A propos de SWENO4> Seowere €6 Sppuarprox

Pour les schémas non-linéaires Swgno, €t Spowsre avec p > 2 étudiés dans le chapitre 11, on
a vu que la stabilité de ces schémas reste difficile & montrer (section I1.5). La stabilité de I’ana-
lyse multirésolution impliquant celle du schéma de subdivision, il apparait difficile de montrer la
stabilité de I'analyse multirésolution associée & chacun de ces schémas.

Pour le schéma Sppuapprox dont on a prouvé la stabilité, on ne sait pas définir de décima-
tion compatible, c’est-a-dire vérifiant la condition (iiz) de la définition III.1 correspondante. La
discrétisation parait étre non-linéaire donc difficle & déterminer.

II1.4 Exemples d’analyses multirésolutions stables sur [*°(Z)

Dans la suite, on va étudier la stabilité de deux analyses multirésolutions interpolantes, dont
I'une est adaptée a certaines courbes et l'autre est construite sur une grille triadique.
Pour ces deux exemples, cette étude montrera aussi la stabilité des schémas de subdivisions
considéré, sous la condition de convergence du schéma.

II1.4.1 Un premier exemple: une analyse multirésolution associée au schéma
non-linéaire de M. Marinov, N. Dyn et D. Levin [MDLO5]

Les schémas développés par M. Marinov, N. Dyn et D. Levin [MDLO05| consistent & éliminer
les artéfacts de la fonction limite créés par le schéma interpolant 4 points (figure II1.1), tout en
gardant le caractére interpolant. Pour ce probléme d’artéfacts, les schémas de [MDLO5] sont plus
performants que les schémas Spowgre (section I1.3).

III.4.1.a Construction du schéma

L’idée de [MDLO05| est d’utiliser le schéma interpolant, 4 points (1.29), en faisant dépendre le
parameétre w des données.
Parmi la classe de schémas définie, ils construisent de fagon géométrique des schémas de sub-
division qui préserve la convexité ou le comportement géométrique (concavité, convexité, zone
d’inflexion) des données initiales.

La classe de schémas interpolants proposée s’écrit

(Sgef)2n+1 = (fa + for1)(W(f)n + l) —w(fIn(fa-1+ fav2) et w(f)n = h(g(df)), (I11.18)

2
avec
c___ ldfn] ' _
g(df) = { wldfn+1—dfn—1] St |dfri1 = dfna] 70 et h(z) = min(wz,w)
0 sinon,
ou 1 1
0<e< 3 et 0<w< 3 (I11.19)

Ces schémas sont appelés des schémas géométriquement controlés. On les notera Sqc.

Pour étre adapté aux changements de convexité, les fonctions h et g doivent vérifier les pro-
priétés suivantes

(i) sidf, =0 alors w(f), =0,
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(a) Schéma linéaire de Lagrange 4 (b) Schéma linéaire de Lagrange 4
points S22 points S22

1 15 2 25 3 35 4 45 1 15 2 25 3 35 4 45

(e) Schéma non-linéaire géométrique- (f) Schéma non-linéaire géométrique-
ment contrdlés de [MDLO5] avec w = ment controlés de [MDLO5] w = - et

| 16
g et c= 0.25 c=0.25

FiG. I11.1 — Comparaison de 5 itérations de schémas utilisant 4 points pour construire une courbe
a partir des points initiaux ().

(ii) le schéma Sy doit étre sr au sens ol

il eziste 0 < C < 3 tel que Vf € 1%°(Z), si |dfu| # 0, on a |w(fn)(dfn-1 — dfus1)| < Cldfyl.

La derniére propriété implique notamment, que le point (S f)g,4+1 reste proche des points f,, et
fn+1 méme si les points f,,—1 et f 42 sont trés éloignés.

I11.4.1.b Convergence

Pour montrer la convergence, M. Marinov, N. Dyn et D. Levin utilisent ’étude de D. Levin
[Lev99] concernant les polynomes de Laurent pour des schémas non-uniformes (section 11.2.2).
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On a la propriété suivante

ProrosiTioN III.2
Les schémas géométriquement controlés définis par (I11.18) convergent vers une fonction limite
ct.

Expérience numérique

Sur les figures I11.2 et II1.3, on remarque que le schéma non-linéaire Si fait partie des sché-
mas éliminant le phénoméne de Gibbs. Il sera alors intéressant de I'utiliser dans la compression
d’images (section II1.6.3).

(a) Schéma Sce

Fia. II1.2 — Comparaison des fonctions limites des schémas Sge (=) et Sppu (- . -) pour les
données initiales fO = (0n,0)nez-

0 0‘1 D‘Z 0‘3 0‘4 0‘5 D‘S 0‘7 O‘B 0‘9 1
(a) Schéma Sce (b) zoom au voisinage de la discontinuiteé.

Fia. I11.3 — Comparaison des fonctions limites des schémas Sge (-) et Sppy (- - =) pour les points
initiaux (o).

II1.4.1.c Stabilité de I’analyse multirésolution

Ici, on se propose d’étudier la stabilité de I’analyse multirésolution associée au schéma Sy, ce
qui impliquera la stabilité du schéma & cause de sa convergence.
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Tout d’abord, on remarque que l'on peut réécrire les schémas S (II1.18) comme la pertur-
bation d’un schéma linéaire (II1.12)

(Sgef)ant1 = %

avec le schéma linéaire S, 'opérateur linéaire 0 = d, les différences d’ordre 1, et I'opérateur
non-linéaire F' suivant

F(df )anr1=w(dfn—1 — dfn+1)

|df]
C’dfn—l — dfn—i—l‘ ,w)(dfnfl - dfn+1)

=sgn(dfp—1 — dfn+1) min (c|dfp|w|dfp—1 = dfnal).

+ F(df)2n+1, (IIIQO)

=min (

On a F(df)a, =0 et

—c|dfy,] st dfp—1 < dfny1 et cldfn| < w|dfp—1 — dfpt1]
) cldfy| st dfy—1 > dfnt1 et cldfy| < w|dfp—1 — dfns1]
B )i = odfa_y — dfurs) s dfss £ dfusr et cldf] > wldfyr — dfyrr] 2D
0 sinon.

Etant dans la cadre d’utilisation du théoréme de stabilité I11.1, on peut montrer que

THEOREME III.2
L’analyse multirésolution non-linéaire associée au schéma géométriquement controlé (I11.20) est
stable.

Preuve
Pour I'hypothése (I11.13) pour F', on doit considérer plusieurs cas, résumés dans le tableau
suivant,

cas 1. dfp_1 <dfpp1 et cldfn] < wldfn—1 — dfni1l,

cas 20 dfp—1 > dfnt1 et cldfn| <wl|dfp—1 — dfpial,

cas 3:  dfp—1 #Zdfpt1 et cldfn] > wldfn—1 — dfni1l,

cas 41 dfp_1 = dfpy1-

‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation ‘
Cas 1 1f—1g Cas2 | 2f —2g Cas3 | 3f —3g
Cas 2 1f —2g Cas 3 2f —3g Cas 4 3f —4g
Cas 1 Cas 3 17 —3g Cas 2 Cos 1 37 —1g Cas 3

Cas 4 1f —4g

e Cas 1f — 1g, la définition de F' et la deuxiéme inégalité triangulaire donnent

|F'(df )2nt1 — F(dg)ant1|<|—cldfn| + cldgnl|
<c||df — dg||so-

e Cas 1f — 2¢g, on utilise la définition des cas 1-2

|F(df )ont1 — F(dg)2n+1]<|—cldfn| — cldgn|
<w (|dfpn—1 — dfpt1| + |dgn—1 — dgn+1])
<w(dfnt1 — dfn—1 — dgnt1 + dgn-1)
<L2w||df — dg||oo-
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e Cas 1f — 3¢, on a
|F(df )2n+1 — F(dg)2n+1|<|=cldfn] — w(dgn-1 — dgni1)|-

On distingue 2 cas

si dgpy1 — dgn—1 > 0: avec la définition du cas 1, on obtient

|F(df )an+1 — F(dg)an+1|<cldfn| + w(dgn—1 — dgn+1)
Sw(dfnJrl - dfnfl) + ’w(dgnfl - dgnJrl)
L2w||df — dg||oo-

si dgnt1 — dgn—1 < 0:

|F(df )an+1 — F(dg)on+1|<|—c|dfn| + w|dgn—1 — dgni1]|,

ce qui donne si —c|dfy,| + w|dgn,—1 — dgn+1| > 0, avec la définition du cas 3,

|F'(df )2n+1 — F(dg)2nt1]<—cldfp| + c|dgnl,
Sc‘dfn - dgn‘7

et si —c|dfy,| + w|dgn—1 — dgn+1| < 0, avec la définition du cas 1

|F(df )an+1 — F(dg)ont1|<c|dfn| — w(dgn—1 — dgn41)
<w(dfp+1 — dfpn—1) — w(dgn—1 — dgn+1),

On obtient
|F'(df )2n+1 — F(dg)2n+1]|<max (c,2w)||df — dgl|co-
e Cas 1f —4g
|F(df )2nt1 — F(g)2nv1]<cldfy]

<w|dfp—1 — dfp1]
<w|dfp—1 — dgn—1 + dgn+1 — dfni1]
<2wl|df — dgl|cc-

e Cas 3f — 3¢g

|F(df )an+1 — F(9)2n+1|<w (|dfpn—1 — dgn—1| + |dfn+1 — dgn+1])
<2uw||df — dgl|oo-

Par définition de F', les cas 2f — 2g et 2f — 3¢ sont identiques aux cas 1f — 1g et 1f — 3g. Les
cas 2f — 4g et 3f — 4g se traitent de fagon similaire au cas 1f —4g . On a alors

IF(df) — F(9)llee < max (c,2w)||df — dgl|oo, (I1.22)
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I’hypothése (II1.13) pour F est ainsi vérifiée.

Pour I'hypothése de contraction(II1.14), on regarde

df, dg,,
d(Sf — Sg)gn:% + F(df)anit — % + F(dg)ans1. (I11.23)

D’aprés I’équation (II1.22), on obtient
1
(1 = o)l < (5 + max (e20) ) 1 — dollc (111.24)

Par définition de c et de w (II1.20), on a bien 4 +max (¢,2w) < 1 donc 'hypothése de contraction

(I11.14) est vérifiee. .

II1.4.2 Un deuxiéme exemple: une analyse multirésolution associée a une
classe de schéma non-linéaire définie en base 3

Dans cette partie, on se propose de définir un schéma non-linéaire défini en base 3, en utilisant
une des constructions du schéma Sppy.
On va voir qu’il est possible de montrer la stabilité du schéma et de 'analyse multirésolution as-
sociée, en ayant 1’hypothése de contraction (II1.14) pour une itération du schéma, contrairement
au cas dyadique [ALO5].
L’avantage de ce type de schéma est d’une part, de pouvoir travailler avec d’autres types d’échan-
tillonages, et d’autre part, de faciliter les preuves théoriques [DY00, Osw04].

II1.4.2.a Construction du schéma

Schéma linéaire de [HIDS02]
Pour définir ce schéma non-linéaire, on utilise le schéma linéaire, interpolant 4 points, de M.F
Hassan, [.P Ivrissimitzis, N.A Dodgson et M.A Sabin [HIDS02| défini en base 3 par (section
1.3.3)

(Sf)Bn:fna
(Sf)3nr1=00fn-1+ a1fn + a2 fni1+ a3foro (I11.25)
(Sf)an+2=a3 fn—1 + a2 fn + a1 fos1 + aofrni2,

avec

1 1 13 1 7 1 1 1
T al———i—§w, apg=———-wetag=——+ —w. (I11.26)

a0 = 18 18 2 18 6

La valeur w = 2% correspond au schéma de Lagrange S> o défini en base 3.
Dans [HIDS02], les auteurs montrent que
le schéma linéaire de [HIDS02] converge vers une fonction limite au moins C? sous la condition

1 1
— —. II1.2
I <w < 9 ( 7)
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Construction

Pour perturber le schéma linéaire de [HIDS02|, on utilise une des méthodes, inspirée de la
construction du schéma Sppy qui consite a modifier le point f,_1 ou f,, 19, selon ou se trouve la
discontinuité (section I11.4.3).

On obtient le schéma non-linéaire, que I'on note Sppyrria, défini par

si |[d%fn| > |d?fuy1| , c’est-a-dire on perturbe f,,_;

2w 1 2w w 1 w
(SPPHTRIAf)3n+1 = (_ + g)fn + (_ - ?)fnJrl + gfnJrQ - (§ + g)PPH(denadenJrl)

3 3
(IT1.28)
1 w 2 2w w 1 w
(SPPHTRIAf)3n+2 - (g - g)fn + (g + ?)fn—l—l - gfn-‘,—Q - (§ - g)PPH(dendefn-‘rl)a

si [d®f,| < |d?fni1| , on perturbe alors f, 2

2 2 1 1
(SPPHTRIAf)3n+1:_%fn71 + (5 + ?w)fn + (g - %)fnJrl - (§ - %)PPH(dzfnadzfnJrl)
1 2 1
(SPPHTRIAf)3n+2:%fn71 + (5 - %)fn + (g + %)fnJrl - (§ + %)PPH(dzfmdenJrl)a

avec PPH = POWER2 la moyenne harmonique définie par (I1.30).

I11.4.2.b Propriétés numériques du schémas

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

(a) Schéma linéaire triadique de [HIDS02] avec (b) Schéma non-linéaire Speurmia avec w = 1—11
w

L
11

Fig. 111.4 — Comparaison de 5 itérations d’un schéma linéaire et non-linéaire définis sur une
grille triadique a partir des points initiauz (e).

On remarque que, comme dans le cas dyadique, le schéma Sppyrria €évite I'apparition d’un
phénomeéne de Gibbs (figure I11.4).
Sur la figure I11.5, on voit que la valeur de w joue un role important pour le schéma de subdivision.
Pour w > %, la fonction limite semble méme discontinue.
Le cas w = 2—17 correspond au cas Sppy en base 3.
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1k

0.8

0.6

0.4F

0.2F

0

-0.2F

-0.4F

-0.6F

-0.8F

b

L L L L L L L L L 0.95 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 04 0405 041 0415 042 0425 043 0435 044 0445 045

(a) Schéma non-linéaire triadique Sppyrria  (b) Schéma non-linéaire triadique Sppurria-
Zoom sur (0.45,0.5)

F1G. II1.5 — Comparaison des schémas non-linéaires Sppyrria définie sur une grille triadique pour

S -1 _ -1 _ -1 _ _ =1
différentes valeurs de w. w = 5= S W=7 S, W=5-. - W=75....

II1.4.2.c Convergence

Tout d’abord, le schéma Sppyrria (I11.28) s’écrit sous la forme d’un schéma linéaire et d’une
perturbation. Pour tout f € [*°(R), on a

Sopurrinf = Sf 4+ F(d*f) (I11.29)

avec

e S le schéma linéaire défini en base 3 par le masque a = (%, %, 1, %, %)
De fagon analogue au schéma Sj 1, on peut montrer que ce schéma linéaire a une fonction
limite C'~ (section 1.3.2).

e F la fonction définie par F(d?f)s, = fn,

LA i — (& + ) PPH(A? fr,d? frg1) st |d2fu] > | frsa]
Fd2 . _ 3w n+ 9 15’ ) n+ : n n+ 7’ 111.30
( f)3 +1 {_§d2fn _ (% _ g)PPH(den,den) s |d2fn| < |d2fn+1|, ( )
et
—L@fri1 — (3 — L)PPH(A? fr,d? fros1) st |d2fn] > |d2 g
F(f)gnys = 4 5 30 Int1~ g = 3 @ It L P (11131
( f)3 +1 {Eden_ (% +§)PPH(d2fn,d2fn) si |d2fn| < |d2fn+1|- ( )

On a alors le résultat suivant, en utilisant le théoréme de convergence I1.1

THEOREME III1.3
Pour 0 < w < %, le schéma Sppyrria (II11.28) converge vers une fonction limite CB= avec 6 =
—logs(ar) et v = 1+32w. En particulier, 0.738 < 3 < 1.

Pour une preuve, voir annexe D.
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II1.4.2.d Stabilité de I’analyse multirésolution
On utilise la propriété suivante de la moyenne PPH
LemwME I11.1
Si|zi] > [y1] et |za| < [y2|, alors [x1 —z2 — (PPH(21,y1) — PPH(z2,92)) | < 2[|(21,91) — (22,92)]|00-

Pour une preuve, voir annexe D.

On obtient la propriété de stabilité en utilisant le théoréme III.1 qui donne aussi la stabilité
du schéma Spowrre grace a la convergence du schéma.

THEOREME III.4
L’analyse multirésolution associée au schéma Sppyrria €St stable.

Pour une preuve, voir annexe D.

II1.5 Expériences Numériques 1d

II1.5.1 Cadre des expériences 1d

Pour des tests numériques, on choisira des points f7, définis sur une grille fine de pas 27, que
I'on décomposera selon une analyse multirésolution en (f70,d’0+1 ... d7).
On se placera dans le cadre suivant

(i) Vopérateur de discrétisation est 'opérateur d’échantillonage sur [0,1] (échantillonage),
ii) le seuil ne dépendant pas de 1’échelle € = 1073,
p p
(iii) les conditions aux bords de [0,1] sont périodiques,
(iv) sans technique d*“erreur control* [AD00, AACDO02].

On notera d/ les détails seuillés et nnz le nombre de détails non-nuls.

Pour comparer les différentes multirésolutions, on utilisera 3 types d’erreurs Fo., Fy, Es dé-
finies par

Eoo = If" = lloo; E1—2J2|fn Rl et Ez—QJZIfn Fl,

ol f‘] est la reconstruction a partir de la multirésolution (f Jo glotl g/ ) avec d’ les détails
correspondant aux valeurs seuillés.

On utilisera trois fonctions (figure I11.6) pour construire f7, obtenu par échantillonage

fl(x)Z{l. sia=a fQ(x):{SZ:n(m) siz<a

sin(fx) sixz#a sin(rx) siz >a

et fa(x) = |sin(2m(z — % +a)l.



148 Chapitre III. Analyses multirésolutions non-linéaires

02

06
0
-02

04

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) fonction fi (a = %) (b) fonction fo (a = %)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(c) fonction f3 (a = 3)

F1G. I11.6 — Différentes fonctions utilisées pour comparer des analyses multirésolution sur [°°(Z).

I11.5.2 Expériences sur des grilles dyadiques

On utilise les schémas non-linéaires Sppy et Sgc, dont on sait 'analyse multirésolution stable,
que 'on compare au schéma linéaire de Lagrange 59 2.
On utilise aussi les schémas non-linéaires Syino €6 Spowsre qui présentent de bonnes qualités
numériques (figures I11.7, I11.8 et 111.9).
Sur les tableaux II1.2-I11.3-111.4, on remarque que I'analyse multirésolution associée au schéma
Sweno, semble la plus performante aux niveaux des erreurs et du nombre de détails non-nuls,
et cela pour tous les types de singularité. Mais, l'utilisation de 6 points pour la construction est
désastreuse pour le temps de calcul et la propagation de l'erreur.
On remarque, aussi, que 1’on peut améliorer sensiblement les erreurs du schéma Sppy en utilisant
le schéma Spowerp, pour p > 2.
Enfin, le schéma Sgc semble avoir le méme comportement que le schéma linéaire S o, sauf dans
le cas de la fonction de référence f5. L’analyse multirésolution associée & Sqc donne un bon
compromis entre nombre de détails non-nuls et 'erreur d’approximation (tableau II1.3).
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06f 4
3l
04t 4

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

(a) Fonction de référence (a = 1) (b) Schéma linéaire S o

0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

(C) Schéma Sppn (d) Schéma, SWENO4

Fic. IIL.7 — Comparaison des détails des analyses multirésolutions associées aux schémas Sa o,
Sppu €t Swenoy7 pour J =8 et Jy = 3.

H F ‘ Fn Ey ‘ nnz ‘

linéaire So o 1.29 x107% | 1.29 x 1077 | 2.04 x 107° | 20
non-linéaire Sppy 6.19x 107% | 897 x 10 | 1.12x 107" | 10
non-linéaire Spowere || 6.19 x 1074 | 8.97 x 107° | 1.12x 107° | 10
non-linéaire Syeyno, || 2.1 x 1076 | 3.62 x 1077 | 3.92x 1078 | 10
non-linéaire S 129 x 1076 | 1.29 x 1077 | 2.04 x 1078 | 20

TaB. II1.2 — Comparaison des analyses multirésolutions pour J = 8 et JO = 3 avec un seuil
e = 1073 pour la fonction f.
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Fonction de référence (a = %)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(b) Schéma linéaire S22 (¢) Schéma Spen

0 0‘1 U‘Z 0‘3 B‘A 0‘5 0‘5 0‘7 0‘3 0‘9 1 0 0‘1 0‘2 013 O‘A U.‘S 0‘.6 0‘7 0.‘5 0‘9 1
(d) Schéma Swenoy (e) Schéma Sqc

FiG. III.8 — Comparaison des détails des analyses multirésolutions associées aux schémas Sa o,
Seen, Swenoy €t Sac pour J =8 et Jy = 3.

H E ‘ Ey ‘ E5 ‘ nnz ‘

linéaire So o 457 x 107" [ 7.94x107° | 921 x107° | 15
non-linéaire Sppy 731 x107% | 754 x107° | 1.12x107° | 13
non-linéaire Spowene || 4.57 x 1074 | 8.33 x 107% | 9.54 x 1076 | 13
non-linéaire Syexo, || 883 x 107% | 1.87 x 107* | 1.83 x107° | 5
non-linéaire S 6.13 x 107% | 9.67 x 107 1x107° 8

TaB. I11.3 — Comparaison des analyses multirésolutions pour J = 8 et JO = 3 avec un seuil
e = 1072 pour la fonction f.
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0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

(a) Fonction de référence (a = 1) (b) Schéma linéaire S22

L L L 0 L
0.7 08 0.9 1 0 0.1

0 L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

(C) Schéma Sppn (d) Schéma, SWENO4

Fic. II1.9 — Comparaison des détails des analyses multirésolutions associées aux schémas So o,
Sepu €t Swenos pour J =8 et Jy = 3.

H F ‘ Ey Ey ‘ nnz ‘
linéaire So o 54x 107" | 1.55x107% | 1.46 x 107> | 16
non-linéaire Sppy 7.31 x 107* 2 x107% 1.94 x 107> | 14
non-linéaire Spowers || 5.4 x 107 | 1.75 x 107* | 1.56 x 10> | 10
non-linéaire Sweno, || 4.37 x 1074 | 7.54 x 1075 | 7.99 x 107% | 10
non-linéaire S 54x107% | 1.55x107* | 1.46 x 107° | 16

TAB. II1.4 — Comparaison des analyses multirésolutions pour J = 8 et JO = 3 avec un seuil

e = 1072 pour la fonction fs.
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I11.5.3 Expériences pour des courbes

On compare les analyses multirésolutions utilisant le schéma linéaire de Lagrange Ss», le

schéma non-linéaire Sppy et Sge, appliqués a 28 +1 points des courbes de la figure I11.10 (tableau
I111.6).
Dans le cas de points de la figure 111.10.a, le schéma non-linéaire S est bien adapté pour le
nombre de détails non-nuls et I'erreur d’approximation. Par contre, dans le cas de points de
la figure II1.10.b, le schéma linéaire S22 semble plus performante que les schémas non-linéaires
utilisés. On peut noter que le schéma Sppy donne un nombre de détails non-nuls trés importants.
Le schéma S semble donc bien adapté pour 'analyse multirésolution.

-15 04
is 2 25 3 35 4 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Courbe 1 (b) Courbe 2

F1G. II1.10 — Points utilisés pour comparer ’analyse multirésolution.

H E ‘ Eq ‘ E5 ‘ nnz ‘
linéaire S5 2 0.001 0.152 x 1073 | 0.18 x 107* | 35
non-linéaire Sppy || 0.9 x 1073 | 0.125 x 1073 | 0.127 x 10~% | 51
non-linéaire Sgc 0.001 0.145 x 1073 | 0.176 x 10~* | 35

TaB. IIL.5 — Comparaison d’analyses multirésolutions pour J = 8 et JO = 3 avec un seuil
e = 1072 pour les points de la courbe II11.10.a.

H FE ‘ FEy ‘ FEs ‘ nnz ‘

linéaire S o 0.9x107% | 0.19x 1072 | 0.2x107% | 22
non-linéaire Sppy || 0.96 x 1072 [ 0.12 x 1072 | 0.15 x 10~* | 34
non-linéaire Sy || 0.9 x 10732 | 022 x 1073 | 023 x 107 | 24

TaB. II1.6 — Comparaison d’analyses multirésolutions pour J = 8 et JO = 3 avec un seuil
e = 1072 pour les points de la courbe I11.10.b.

I11.5.4 Expériences pour des grilles triadiques

L’analyse multirésolution associée au schéma Sppyrria donne des résultats comparables au cas
dyadique, & savoir une diminution du nombre du détail avec I'utilisation d’un schéma non-linéaire
(figure III.11).

De plus, on voit que le choix de w > % ne semble pas trés bon pour 'analyse multirésolution.
Par contre, w = 2—17 est optimal pour I'ordre d’approximation mais pas pour le nombre de détails
non-nuls (tableau II1.7).
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(b) avec le schéma linéaire S22 en base 3

2t e oe e * sceee

(c) avec le schéma non-linéaire Sppurmia €n base (d) avec le schéma non-linéaire triadique

3 avec w = il Seputria €6 W = %

Fig. II1.11 — Comparaison et représentation des détails pour des analyses multirésolutions utili-
sant différents schémas en base 3 et pour différentes valeurs de w.

H Fy FE Es ‘ nnz ‘
linéaire Sy 2 en base b = 3 851 x 1071 | 1.92x107° | 9.18 x 1077 | 67
non-linéaire Sppyrnia avec w = 3= || 8 x107* | 8.44 x 107 | 3.37 x 1076 | 45
non-linéaire Sppyria avec w = [ 937 x107* | 1.16 x 107% | 517 x107° | 43
non-linéaire Sppyria avec w =3 || 1.2x 1077 [ 335 x 10" | 8.06x 10°° | 51

TaB. II1.7 — Comparaison des analyses
sewil € = 1073 pour la fonction fs avec

multirésolutions en base 3 pour J =7 et JO =2 avec un

—1
a=3.
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II1.6 Résultats pour des analyses multirésolutions non-linéaires
sur [*(Z2)

I11.6.1 Reésultats théoriques

Dans le cas linéaire et une analyse multirésolution ondelettes, I'extension en deux dimensions

se fait au moyen de produit tensoriel. On définit la fonction d’échelle comme le produit tensoriel
d’une fonction d’échelle définissant I’analyse multirésolution 1d. On peut voir qu’avec ce choix,
on doit définir 3 types de détails (annexe A).
De méme, dans le cas non-linéaire, on choisit 'opérateur de prédiction provenant d’un produit
tensoriel d’un schéma de subdivision non-linéaire 1d (section I1.5). L’étude des analyses multiré-
solutions non-linéaires multidimensionnelles est trés pauvre. Citons les résultats généraux de B.
Matei [Mat02] (proposition ??) qui sont extensibles au cas multidimension.

Dans cette partie, nous donnerons des conditions pour obtenir la stabilité d’une analyse mul-
tirésolution définie sur [°°(Z?) par un produit tensoriel d'une analyse multirésolution 1d.

On suppose que 'analyse multirésolution 1d est stable et vérifie les hypothéses du théoréme II1.1.
Comme dans le cas de la convergence (section I1.5.1), on suppose aussi que I'hypothése 1d de
contraction (II1.14) est vérifiée pour une seule itération du schéma (L = 1).

On considére une classe de schémas non-linéaires, interpolant définis sur (°°(Z?) par

Snr2d(f) = S24(f) + Foa(d24f)- (I11.32)

On montre de fagon similaire au théoréme de stabilité 1d, le résultat de stabilité suivant

THEOREME III.5
Soit Soq un schéma linéaire interpolant et convergeant.
Si Sn124, Foq et 094 vérifient

dM >0 tel que Vdi,ds € lOO(Z) ||F2d(d1) — FQd(dQ)Hoo < M||d1 — d2||oo , (11133)
de<ltelque Vf.gel™(Z) |[62d(Snr2a(f) — Snr2a(9))lloc < €lld2a(f — g)[|oc(I11.34)

alors I'analyse multirésolution associée au schéma non-linéaire Syyoq définie par (I11.32) est
stable.

On a vu que l'on pouvait construire le schéma Syoq & partir du schéma Sy de deux fagons
(section I1.5)

de fagon non-symeétrique en appliquant le schéma sur chacune des directions (section I1.5.3),

de fagcon symétrique en prenant la moyenne des deux constructions possibles aux points ou
elles donnent des valeurs différentes (section 11.5.4).

Les hypothéses de stabilité du schéma et de I’analyse multirésolution étant identiques si ’on se
restreint & une itération pour Syraq (K = 1), on utilise le corollaire II.1 pour établir les conditions
de stabilité.
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ProprosiTion II1.3

On note c et M les constantes du théoréme 1d de stabilié II1.1 et 6, = Sup{>_,. ;i [@r|s 220 pair @[}
oudf=axf,

alors I'analyse multirésolution utilisant le schéma Snpo4 est stable si

dans le cas ot Sypo4 est défini par la construction par produit tensoriel (I1.72),
sup {¢ + 2¢M ¢ + M||0|]1 + 2(Mé,,)*} < 1, (IT1.35)
dans le cas ot Syraq est défini de fagon symétrique (11.85),

¢4 M6y (M, +¢+1) <1, (111.36)

II1.6.2 Applications

On reprend les analyses multirésolution 1d étudiées dans la section I11.4, et on étudie la
stabilité des analyses multirésolution 2d correspondantes.
Dans les exemples étudiés, on a vu que la constante de contraction ¢ obtenue est trés proche de
1. Dans ce cas, la constante M de F' doit alors étre proche de 0 (figure I1.19.a et 11.20.a).

I11.6.2.a Stabilité des schémas S, étendus a [*°(Z?)

Dans le cas d’analyse multirésolution utilisant des schémas géométriquement controlés, on
rapelle que (section I11.4.1)

1
Ceontract = + max (c,2w), M = max (¢,2w) et 0 =d.

On obtient avec les équations de la proposition de stabilité I11.3

ProposiTioN III.4
L’analyse multirésolution 2d utilisant

1. la construction par produit tensoriel (I1.72), est stable si les constantes vérifient
max (c,2w) < 0.0414,

2. la construction symétrique (I1.85), est stable si les constantes 1d vérifient

—5+ V41

~ 0.1754
8

max (¢,2w) <

I11.6.2.b  Stabilité des schémas Sppurria étendus a [1°°(Z?)
Dans le cas d’analyse multirésolution utilisant les schémas Sppniriq, on rappelle que

7 bw 2
c=—-+— M=—-+w et § = d>.
9 * 37 9 +
Pour ces constantes, il est impossible de trouver des valeurs w vérifiant les équations de la
proposition de la stabilité II1.3.
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I11.6.3 Exemples numériques 2d

On utilise les analyses multirésolutions 2d associées aux schémas non-linéaires Swgno2d, Seen2d
et Sge2q- On veut les comparer au schéma linéaire Ss 9, dans le cadre de la compression des
images.

Comme dans le cas 1d (section IIL.5), on effectue la décomposition M, le seuillage T, et la
reconstruction M1,

Pour analyser la qualité d’approximation, on compare les erreurs F,, F1, Fs, le nombre de
détails non-nuls nnz et le psnr, qui traduit la qualité de 'image et est défini par

2552
=10l = ).
psnr 0g10 < E2 )

On rappelle qu'un psnr comprit entre 35 et 45 correspond & une bonne qualité, 45 étant la
meilleure.

Il s’agit d’observer (figure I11.12)
les contours de I'image pour les deux premiéres images,
la qualité au niveau de la texture pour la troisiéme image,
la variation importante de niveaux de gris pour la derniére image.

Premiérement, on remarque que tous les schémas non-linéaires améliorent nettement la qualité
de 'analyse multirésolution.

Pour les 4 images, le schéma Sppy semble le meilleur compromis et le plus performant pour la
qualité de 'image. On remarque que 'on peut améliorer le nombre de détails non-nuls en utili-
sant le schéma Spowgre (tableau I11.9-111.10).

Le schéma Sygno, semble performant pour l'erreur Fo,, mais il présente des désavantages: des
halos au niveau des contours (figure I11.13), des zones de flous (figure I11.16), un psnr trés bas
(tableau II1.10), un nombre de détails non-nuls importants (tableau III1.10-II1.11). On rappelle
que dans la cas 1d, les résultats obtenus avec le schéma Sygyo, étaient les meilleurs. On rappelle
aussi, que la stabilité théorique n’étant pas prouvé, il est possible que le mauvais comportement
2d soit dii & des problemes d’instabilité.

Enfin, le schéma S donne les mémes résultats que le schéma Sppy, sauf pour la derniére image,
pour laquelle le psnr est trop faible ce qu’on observe aussi visuellement (tableau III1.11 et figure
I11.16).
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50 100 150 200 250

(a) Image de référence 1 (256 x 256) (b) Image de référence 2 (128 x 128)

(c) Image de référence 3 (512 x 512) (d) Image de référence 4

F1G. I11.12 — Images de références.
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50 100 150 200 250 ) 50 100 150 200 250

(a) Schéma linéaire S3 2 (b) Schéma Spry

50 100 150 200 250 ) 50 100 150 200 250

(c¢) Schéma Swenoy (d) Schéma Sce

F1G. II1.13 — Comparaison des analyses multirésolutions associées aux schémas S22, Sepu, Swenos
et Sqe pour J =8, Jg =4, e =10 et l'image de référence 1.

H F ‘ F ‘ Ey ‘ nnz ‘ psnr ‘
linéaire So 2 2495 | 3.14 18.7 | 5710 35.41
non-linéaire Sppy 22.81 | 2.281 | 15.5 | 5401 36.22
non-linéaire Spowrré 27.1 2.9 16.5 | 5413 35.95
non-linéaire Sygyo, 25.1 3.1 18.33 | 5401 35.48
non-linéaire Sg¢ 22.47 2.8 15.2 | 5400 | 36.316

TaB. II1.8 — Comparaison des analyses multirésolutions 2d associées auxr schémas S22, Sepu,
Swenoy €t Sac pour J =8, Jg =4, € =10 et I"tmage de référence 1.
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(a) Schéma linéaire Ss 2 (b) Schéma Sppy

(¢) Schéma Swexo, (d) Schéma Sec

F1G. II1.14 — Comparaison des analyses multirésolutions associées aur schémas S22, Sepu, Swenoy
et Sge pour J =8, Jy =4, e =10 et l"tmage de référence 2.

H Fy ‘ Ey ‘ Ly ‘ nnz | psnr ‘

linéaire S5 o 24.95 | 2.81 | 14.75 | 636 | 36.44
non-linéaire Sppy 22.8 1228 | 9.56 | 506 | 38.33
non-linéaire Showrré 27.1 2.75 | 10.15 | 503 | 38.06
non-linéaire Sweno, 23.68 | 2.43 | 10.7 | 504 | 37.82
non-linéaire S 2247 | 2.32 | 9.75 | 506 | 38.24

TaB. II1.9 — Comparaison des analyses multirésolutions 2d associées aur schémas S22, Sppu,
Sweno, €t See pour J =8, Jog =4, € =10 et l"image de référence 2.
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(¢) Schéma Sweno, (d) Schéma Scc

FiG. II1.15 — Comparaison des analyses multirésolutions associées aux schémas S22, Sepu; Swenos
et Sgc pour J =9, Jo =15, e =10 et l'image de référence 3.

H F ‘ Ey ‘ Ey ‘ nnz ‘ psnr ‘

linéaire S5 o 29.72 | 4.35 | 31.42 | 12117 | 33.16
non-linéaire Sppy 29.16 | 4.1 | 28.26 | 11647 | 33.62
non-linéaire Spowrre || 29.85 | 4.2 | 29.45 | 11608 | 33.49
non-linéaire Syweno, || 27.25 | 4.37 | 31.9 | 11726 | 33.09
non-linéaire Sgq 29.67 | 4.1 | 28.51 | 11473 | 33.58

TaB. IIL.10 — Comparaison des analyses multirésolutions 2d associées aux schémas S22, Sppu,
Swenoy €t Sac pour J =9, Jg =5, € =10 et I"tmage de référence 3.
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(a) Schéma linéaire S5 o (b) Schéma Spen

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(¢) Schéma Sweno, (d) Schéma Scc

F1G. II1.16 — Comparaison des analyses multirésolutions associées aux schémas S22, Sepn, Swenos
et Sge pour J =9, Jy =5, € =10 et l"tmage de référence 4.

H Fs ‘ Fn ‘ Ey ‘ nnz ‘ psnr ‘

linéaire S o 28.28 | 1.5 | 7.27 | 5165 | 39.51
non-linéaire Sppy 28.03 | 0.5 | 2.12 | 3195 | 44.86
non-linéaire Spowrre || 28.17 | 0.62 | 2.18 | 3195 | 44.78
non-linéaire Sweno, 27.92 | 0.96 | 3.76 | 3235 | 42.38
non-linéaire Sgq 28.3 1.9 | 89 | 3216 | 38.63

TaB. III.11 — Comparaison des analyses multirésolutions 2d associées auxr schémas S22, Sppu,
Sweno, €t Seec pour J =9, Jy =5, € =10 et ["image de référence 4.
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I11.7 Conclusion

Dans cette partie, on a développé un résultat de stabilité pour une analyse multirésolution
utilisant la classe des schémas de subdivision définie dans le chapitre II. On a établi ce résultat
pour des schémas 1d (théoréme I11.1) et des schémas 2d (proposition I11.3). On a aussi appliqué
le résultat 1d & deux exemples, dont un construit en base 3.

On a finalement vu que les schémas non-linéaires étudiés, améliorent considérablement les ana-
lyses multirésolutions, notamment pour la compression d’images ot le nombre de détails non-nuls
peut étre divisé par 2 pour une méme qualité (section I11.6.3).



CHAPITRE 1V

Couplage différences finies et schémas
de subdivisions: premiers résultats

000

e chapitre est consacré a la construction de nouveaux opérateurs aux dif-

férences finies qui possédent la propriété que sur une grille adaptée, 'er-

reur de consistance qui leur est associée est uniforme. Ces opérateurs sont
construits en combinant le schéma de subdivision qui sert & construire la grille adap-
tée avec un opérateur classique aux différences finies.

000
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IV.1. Introduction

IV.1 Introduction

Les anaylses multirésolutions ont été utilisées dans le cadre de 'approximation numérique
des solutions d’équations aux dérivées partielles suivant deux directions principales.

Dans la premiére direction, les espaces d’approximations, ot I’on recherche la solution approchée
et ou l'on approche les opérateurs différentiels, sont générés par des bases multiéchelles (onde-
lettes). Les méthodes utilisées sont alors de type Galerkin, Petrov-Galerkin ou de collocations.
Dans la deuxiéme approche, les espaces d’approximation sont utilisés pour déclencher, a I’in-
térieur d'un schéma d’approximation classique, des améliorations locales ou des simplifications
compte tenu de la décomposition multiéchelle obtenue.

Notre travail s’inscrit dans cette deuxiéme direction; il s’agit d’améliorer la performance de
schémas aux différences finies quand on les applique a une grille non-réguliére, réputée étre adap-
tée & la solution du probléme. On cherche en particulier & homogéniser I'erreur sur toute la grille
irréguliére.

Apreés un bref rappel sur les principaux travaux développés autour des couplages schémas
aux différences finies/schémas de subdivision, nous donnerons une expression de nouveaux sché-
mas issus d’'un schéma aux différences finies et d’un schéma de subdivision. Nous expliciterons
le support de ces nouveaux schémas, 'erreur d’approximation sur une grille réguliére puis nous
généraliserons & une grille non-réguliére. Les cas de schémas de subdivisions linéaires et non-
linéaires sont traités successivement.

IV.2 Historique

Dés les années 1990, A. Harten [Har93, Har94, BH95| propose d’utiliser I’analyse multiréso-

lution d’une solution numérique pour accélérer la résolution d’équations hyperboliques, utilisant
des schémas d’ordre élevé. Plus précisemment, il propose d’utiliser les détails de la multirésolu-
tion de la solution numérique & chaque temps ¢ pour détecter les zones de fort gradient, ou il
est important d’utiliser des schémas d’approximations des flux d’ordre élevé. Une fois ces calculs
effectués, une interpolation est réalisée dans les autres zones, ce qui réalise une économie de
calculs. L’analyse et 'implémentation en plusieurs dimensions des schémas correspondants ont
été faits par B. Sjogreen [Sjo95], W. Dahmen, B. Gottschlich-Muller et S. Muller [DGMMO98| ou
par G. Chiavassa et R. Donat [CDO1].
L’intérét de cette approche est essentiellement d’accélerer le temps de calcul, sans introduire
d’erreur spatiale supplémentaire car la grille la plus fine est utilisée. La seule erreur présente est
une erreur d’interpolation. Cependant, on ne tire pas profit de la décomposition multirésolution
effectuée; en effet, & chaque temps, on construit les flux numériques en tous les points de la grille
fine.

Dans [CKMPO02], A. Cohen, S. M. Kaber, S. Muller et M. Postel proposent une autre stratégie
avec pour objectif de définir un schéma d’approximation des flux sur une grille adaptée. Pour
chaque point de cette grille, le schéma d’approximation des flux est appliqué & ’échelle locale, en
reconstruisant localement les points nécessaires. La seule erreur supplémentaire dépend du seuil
de troncature des détails de la multirésolution.

Parallélement & ces deux approches, Sonia. M. Gomez et B. Gustafasson [GG02| définissent
un schéma aux différences finies & partir du schéma de subdivision, utilisé pour la construction
de la grille. Ce schéma utilisant les fonctions limites du schéma de subdivision, coincide sous
certaines hypotheéses sur la grille avec une méthode de collocation. Il est donc d’ordre constant
mais, & cause du pas variable, ne reproduit pas une erreur locale d’ordre de grandeur constante.
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Des contraintes sur la grille adaptée apparaissent et sont liées au support de la fonction limite.

Notre travail constitue encore une autre approche. Comme dans [Har93, CKMPO02], le point
de départ est un opérateur donné de type différences finies et une grille adaptée obtenue par un
schéma de subivision donné. L’objectif est ici, d’obtenir un ordre et une erreur homogéne en tout
point de la grille. Contrairement a [GG02|, le schéma aux différences finies initial est quelconque
et n’est pas lié au schéma de subidvision utilisé pour construire la grille adaptée.

IV.3 Construction de schémas différences finies couplés avec un
schéma de subdivision linéaire

Le principe est de se servir du schéma de subdivision pour construire les points de la grille la
plus fine, d’appliquer 'opérateur aux différences sur cette grille puis de redescendre sur la grille
non-uniforme.

On va construire un opérateur aux différences permettant de réaliser cette opération directement
sur la grille non-uniforme. Il s’agit d’un nouvel opérateur aux différences finies (NFD) qui
dépend de l'opérateur initial (F'D), du schéma de subdivision (5) et du nombre d’itérations (p)
du schéma de subdivision séparant I’échelle locale grossiére de ’échelle la plus fine.

Pour des schémas linéaires, on donne l'expression de 'opérateur NF' D), la taille de son support,
qui est indépendante de p et son ordre d’approximation, qui dépend du schéma de subdivision
choisi.

IV.3.1 Construction sur une grille uniforme

On note X7 une grille réguliére de pas 277 et f7 un échantillonage d'une fonction f € C”
avec 7 > 0.
On note F'D l'opérateur aux différences finies approchant les dérivées d’ordre r (de degré r),
défini par la suite a support compact ¢ = (¢, )nez et s'écrivant

ViVkeZ  f=FD(f) et fI=2"Y"comfl, (IV.1)

ExXEMPLE IV.1
Si F'D lopérateur aux différences finies centré d’ordre 2 approximant f()| la suite est défini par

1 1
Cc = (E’ 07 — 5)
On note S un schéma de subdivision linéaire, interpolant de masque a, et aP le masque du
schéma itéré SP défini par le symbole (section 1.4.1)

p—1

ay(0) = [Ja2'0). (IV.2)

J=0

Dans le cas d’une grille réguliére, le principe est décomposé en 3 étapes

1. on itére p fois le schéma S pour obtenir SP(f7) une approvimation de f sur la grille X7+P,
qui est appelé la grille “fine”;

2. on applique Uopérateur auz différences FD sur la grille X77P;

3. on extrait les valeurs obtenues sur la grille X3 C XITP.
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On espére ainsi obtenir une erreur contrdlée par 2-U+P) en tout point de la grille X7.
On note alors NF'D,,, 'opérateur aux différences finies défini sur la grille XJ par

Vi, p>0,Yk€Z  (NFD,(f)x = (FD(S?(f7))aws- (IV.3)

IV.3.1.a Construction

Le but est de construire une expression de l'opérateur N FD,, sur la grille X7, permettant de
réaliser I'opération décrite précédemment.
On obtient I’expression suivante

ProrosiTIiON IV.1

Le schéma aux différences NF D,, s’écrit NFD,(f7), = 27" & {4, oit la suite (¢} )kez vérifie

2P—1

—opr Z (cr %l yy) - (IV.4)

ou * désigne la convolution de suites.

Preuve -
On note f/ = NFD,(f7).

On va raisonner avec les polyndmes trigonométriques associés a f7, ¢ et f7 (section 1.4.1) que

I’on définit par
¢(0) = Z cne™ et ]?J(H) = Z fien?
nes nez
Pour p < 1, on écrit avec la définition (IV.3)

7 0)=3" e

nez

:Z FD(SP f)gp,e™

nez

—9(i+p)r Z Cgpn_m(Spfj)meme.

n,me7z?

On décompose m = 2Pk + [ avec 0 <[ < 2P —1,0n a

N 271
il 9
f )=20+P)r Z Zc2pn k)—1(SP 7 )appgre™
n,keZ? 1=0
avec
(SPf)arni1 = Z a’2p(n m)+lfm
meZ
On obtient
2P 1
J+p j mG
Z Z (n—k)— la’21’(n m+lf
=0 n,k,meZ?
271

o — o~

=205 N iy (0)aty, .y (0)F7(6),
=0
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p ‘ card(aP) ‘ b

2] 19 (—35-%6:0, — T5:5%)

3] 43 (— 5 63:0> = 61 78)

5 187 (—%,%’0’ - %’%)

TAB. IV.1 — Exemple de différents schémas NF D, construits a partir de S 3.

d’ou

2P—1
—_—

P (0) = 2P" Z C[;:](a)al[;p.ﬂ} (6).
=0

—

On peut remarquer que le schéma de subdivision S étant interpolant, on a ¢jgs; }(9)ap ](9) =

Cpar ) (0).

EXEMPLE IV.2
On choisit le schéma de Lagrange centré Sp o défini par le masque a = (—1—16, 0, %, 1,% 0, — 1—16)
et I'D l'opérateur aux différences finies centré d’ordre 2 défini par ¢ = (%, 0, —
On calcule aP et ¢ a partir de 'expression (IV.4) (tableau IV.1).

On remarque que la longueur du support de NF D, ne dépend pas de la taille de a”, ni du
nombre d’itérations p.
Un autre point intéressant est que pour un nombre d’itérations p important, 'opérateur NF'D,,
ne semble plus dépendre de 'opérateur initial. Les coefficients de 'opérateur tendent vers une
suite constante.

IV.3.1.b Longueur de NFD,

On notera card(supp(a)) = card(a) pour a € I'(Z) & support compact.

On a le résultat suivant

PROPOSITION IV.2
Pour p > loga(card(c)), le schéma aux différences finies NFD,, a un support de longueur

card(NFD,) < card(a) — 2 avec card(a) > 2.

Preuve

On note [, = card(a) ot a est le masque du schéma de subivision et [. = card(c) ou ¢ est la suite
définissant 'opérateur aux différences F'D.

e On rappelle que pour a et b deux suites & support compact

card(axb) = card(a) + card(b) — 1.

e Pour la longueur de supp(aP), on note b* la suite définie par le symbole v*(0) = a(2F0) qui
correspond & l'insertion de 2¥ — 1 zéros entre les coefficents de a. On obtient donc card(b*) =
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2k (1, — 1) + 1.
Par convolution et la définition de a” (IV.2), on a

p—1
card(a?) = 3" 25 (la — 1) — (p—1) = (2¥ — D)l, — (2P —2).
k=0

Si supp(a) = [—n1,n2], on a aussi supp(a?) = [—(2P — 1)n1,(2P — 1)na].

p ) C [—(2p—1)n1+1 (2P—1)n2+1]

e Pour la longueur de Supp(al[;p. 20— 1] 2P ) 2P

]), on remarque que supp(a
ce qui donne

—1
(2P — 1)l, — (2P — 2)
P
ly—2
P

card(al[;p 1] )<

<l —1-—
<ly — 2.

Par translation, on obtient le méme résultat pour card(aﬁp._”) avec 1 <[ < 2P —1.

e Pour la longueur de supp(cjge]), de méme, on obtient en prenant en compte le coefficient
d’indice nul,

le
)"

e Pour p > loga(l.), en utilisant le produit de convolution et I’expression de ¢ (IV.4), on a

card(cP) <l, — 2.

card(cigp]) < max (1,

Dans la suite, on notera les opérateurs aux différences de degré r, d", définis par

VFGFW%AMGZ,(Jﬂnziy—n“ic>ﬂ%ﬂﬁ, (IV.5)

7
=0

et qui sont tels que 2/7d" f approche la dérivée r-iéme.

IV.3.1.c Ordre de NF'D,

On s’interesse a I'ordre du schéma sur une grille réguliére X7.
Pour f € C*°(R), on suppose que l'opérateur F'D approche @) et on note ogq 'ordre de FD.
On note ogg, l'ordre d’approximation du schéma de subdivision (définition 1.8).
On suppose que 0g5 > 7.

Commengons par le lemme suivant

LemME IV.1
Soit F'D un opérateur linéaire aux différences finies approchant les dérivées de degré r,
alors il existe une suite (b, )nez € 11(Z) tel que FD s’écrit

Vil FD(f7) = by 2"d"f7,
nel

avec d" 'opérateur aux différences de degré r défini par (IV.5).
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Preuve
Soit P un polynéme de degré k < r — 1 défini par P(z) = 2*. L’opérateur FD approchant la
dérivée de degré r, on a

|FD(PY), = PU(277n)||oe = O(1),

ce qui implique

IFD(PY)a=C
||2jr Z Cnfm(2jm)k| |o=C

m

127N " e[| <C.

m

Ork<r-—1,

I Z CnommF||<277C.
m

En faisant tendre j — 400, on obtient que, pour tout & <r — 1,
Z cn_mmk =0,
m

c’est-a~dire que 'opérateur 277" F'D s’annule sur les polyndémes de degré au plus r — 1.
Par récurrence sur r, on peut voir que 2" F'D s’écrit comme une somme d’opérateurs aux diffé-
rences d’ordre r. 0

On a alors le résultat suivant

ProposiTION IV.3
Soit F'D un opérateur aux différences finies d’ordre oyq approchant les dérivées d’ordre r,
Soit S un schéma linéaire avec un ordre d’approximation ogss > T,

Si le schéma S est convergeant vers une fonction limite C", alors I'opérateur aux différences
finies NF' D, vérifie, pour tout f € C*([0,1]), il existe C > 0 tel que

INEDy(f7) = (0|0 C (279077 427 Gposa) (Iv.6)
sinon,
INEDy(f) = (FY |lao<C (27279000 4 27 G0Iora ) (1v.7)
Preuve
e Dans tous les cas, en considérant l'ordre de 'opérateur F'D, on a

INFDy(7) ~ (£ o s SNED(SP () = (FOP g e
<IED(SP(f9)) = FD( ) | s + IFD(HT) = (FO)42]] g e
<IED(SP(f)) = FD(f7*) | st + Cr2 0952,
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ce qui donne, avec l'ordre du schéma S et la linéarité de F'D (IV.1),

||NFDp(fj) - (f(r))jHoo,Xj <Co2UtPIro—ioss 4 ¢ o=(i+r)osa,

e On suppose le schéma S convergeant vers une fonction limite C” et d’ordre oz5 > 7.

A partir de I'équation (IV.8), on va calculer ||[FD(SP(f7)) — FD(f77?)||,, xs+r en utilisant les
propriétés du schéma et 1’écriture de 'opérateur F'D.

On note ¢ la fonction limite du schéma associée aux points initiaux (J,,0)necz (section 1.2.2).

On applique le lemme IV.1 & Popérateur FD. I suffit d’estimer |[20FP)rd" (SPf7 — fIFP) || .

On suppose que r = 1.
Par hypothése, le schéma S aux différences d’ordre 1 existe et est défini par

PHPASP {1 = 2P ST (27 4f7).
De plus, la fonction d’échelle ¢ € C” donc le schéma Sy vérifie les propriétés suivantes (théoréme
1.3)
(i) 257 converge,
(ii) 2S5; est stable (par linéarité),
(i) Pour tout polynéme P € II,_,_1, en notant P] = P(279n), on a 251 (2/dP7) = 20+1d(SPi) =
2+l qpi+l.

Pour f € C*([0,1]), on se place sur Uintervalle Y = [279,279 (n+1)] et on note P le polynome
de Taylor de degré oss_1 au point 277 (n + 3).
On a sur les grilles X7 et X7+P,

127d(f7 — Pj)Hcg'L < 2790 o (|20 Pq (IR — Pj+p)HCfL < 027 tP)ess=1) (1Y 8)

On décompose sur l'intervalle ci

|[2U+P)q(SP fi — fitP) %§||2(j+p)d(5pfj — Sij)Hch + |[2U P g(pitP — gP i)
+[|2UFP) g(pitP — fjer)”Ci;

<||27 (2P S (dfT) = 2 ST(APY)) ||y + |20 (2PAPHH? — 2P ST (dPY))

_|_||2(j+p)d(pj+p _ fj-i—p)

e lleg

HC,{
||(ng
Le premier membre se traite par stabilité de Sy (i7), le deuxiéme par la propriété des polynomes

(73i) et le troisiéme par les formules de Taylor (IV.8).

On obtient, pour tout n,
[120F0d(SP 7 = f777) |y <Csl[27d(PT = )| g + Co27FPensY

§C42*j(058*1)7

||C¥L

avec Cy qui ne dépend par de lintervalle C}, (f € C([0,1])); on obtient la majoration de
|[20+P) gt (SPf7 — fI+P) || oo
De fagon similaire, on obtient pour r quelconque,

|26 tP)r g (Spfj _ fj-i-p) oo < C273(0ss=T),

ce qui donne le résultat. 0



172 Chapitre IV. Couplage différences finies et schémas de subdivisions: premiers résultats

REMARQUE IV.1

La formule d’erreur (IV.6) s’interpréte comme la somme d’une erreur liée a 'application de
Popérateur F'D sur la grille X7%P (terme 2-U+P)%sa) et d’une erreur due au schéma de subdivision
(terme 279(0ss=7)),

Ce dernier terme correspond a Uerreur ||F D(SP(f7))—FD(f77P)|| et peut se réécrire en utilisant
le caractére interpolant du schéma S,

IED(SP(£7)) = FD(f7*7)]|oc = |[FD(S® (7)) = FD(f7*7)]|cc-

La régularité de la fontion limite du schéma de subdivision intervient alors naturellement dans
lerreur de I'opérateur NF'D,,. On verra notamment que le choix d’un schéma n’ayant pas une
régularité suffisante, conduit a des résultats numériques pas trés satisfaisants (section IV.3.1.d)

. . P 0, . N
On remarque aussi que le choix d’un schéma S tel que 053 = 0fq+17+ %, conduit 4 une erreur

de l'ordre de 2-UtP)osa qui dans ce cas améliore 'erreur de I'opérateur FD.
Ainsi, pour j suffisamment grand,

lutilisation d’un schéma S dont
% Dordre vérifie ogs = 0fq + 1,
* la fonction limite est C,
permet de construire un opérateur NF D, ayant la méme erreur sur la grille X7, que celle
commise en utilisant l'opérateur FD sur la grille X777,
Cette propriété est particuliérement intéressante pour I'utilisation a des grilles non-uniformes.

Ordre ‘ Schéma
ofa=1,r=1 (1, — 1)
FD opa=2r=1 (3,0, = 3)
== HI0E B
0pg=2,1="2 (1,—2,1)
o=t =2 535D
g 0ss = 4 (régularité C?7) (_1_167()7 %’ 1, 1%707 _ %6)
0ss = 6 (végularitée C*®) (%,0, - %’0,%’1,%’0, _ 22_556,0’2_%)

TAB. IV.2 — Opérateurs FD et schémas S utilisés dans les expériences numériques.

IV.3.1.d Observation numérique de ’erreur

Pour observer chaque terme de Uerreur ||[NFD,(f7) — (f(r))j||oo7Xj (IV.6), on choisit la fonc-
tion définie sur [—1,1] par

72
f(x) = (0.2v27) teap <_W> .

On utilise les schémas numériques S et F'D du tableau IV.2, définis selon le degré de la dérivée a
approcher r, I'ordre du schéma de subdivision ogs et I'ordre de I'opérateur aux différences finies

Ofd-
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Pour observer 277(0ss—7) 4 9—(1+p)osa
On fixe le nombre de niveau p, pour remonter de la grille X7 a la grille fine X777,
On choisit p = 8 et on fait varier 5 < j < 12.

e Sur la figure IV.1, on observe

Oss — T, si j(oss - T) < (] +p)0fd7

Ofd, sinon,
ce qui explique que pour ofd = 1, I'erreur obtenue avec N F'D,, reste proche de I'erreur de 1'opé-
rateur F'D (figures IV.1.a et IV.1.c).

e On observe aussi que

— lopérateur N F'D,, est nettement plus performant, si j(oss — r) < (j + p)Oq €t 0gg < 05 — T,
(figures IV.1.b et IV.1.d).

— la régularité de la fonction limite du schéma de subidivision S intervient (proposition IV.3
et pour r = 2, figures IV.2.a et IV.2.b).
Par exemple, I'utilisation du schéma S 2, qui est seulement C?~, donne de trés mauvais
résultats (figure IV.2.a et IV.2.b). Par contre, I'utilisation du schéma S33, qui est C?8,
ameéliore légérement les erreurs et parait plus judicieux (figure IV.2.c et IV.2.d). Tandis
qu’en augementant le nombre de points utilisés par le schéma de subdivision, donc la ré-
gularité du schéma, on améliore 'erreur de 'opérateur NF D, (figure IV.2.e et IV.2.f).
La contrepartie est que 'opérateur aux différences N F'D,, fait intervenir plus de points que
lopérateur F'D.

~s0,— : . : : : : : : -60,
(c) avec 0ss =6 et 05q =1 (d) avec 0ss =6 et 05q = 2

FiG. IV.1 — Erreurs ||OP(f7) — (f"))!||o pour OP = NFD, (-) et OP = FD (— —), pour f),
p=2_8etd<j<12. Comparaison avec la pente ogs — 1 (-.-).
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(e) avec 0ss = 8 et 0pq = 2 (f) avec 0ss =8 et 05q =4

FiG. IV.2 - Erreurs [|OP(f7) = (f")/||o pour OP = NFD, (-) et OP = FD (- —), pour f?),
p=28etd <j<12. Comparaison avec la pente ogs — 1 (-.-).
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Pour observer 2~U+P)osa
On fixe j = 8 et on fait varier 1 < p < 9.
Pour r = 1, on retrouve l'ordre de l'opérateur F'D (figures IV.3).

Pour r = 2, on observe qu’a partir de p > ass—();i;m Jj, Perreur ne dépend plus du niveau p (figure

IV.4.a). En augmentant I'ordre du schéma de subidvision, on diminue le terme 277(ss=7) et cela
permet d’observer ofq (figure IV.4.b).

(a) avec 0ss =4 et 0o5q =1 (b) avec 0ss =4 et 0jq = 2

FiG. IV.3 — Erreur ||[NFD,(f7) — (f")|loo (-), pour fN), j =9 et 1 < p < 8. Comparaison
avec la pente ofq (-.-).

*221
(a) avec 0ss =6 et 05q = 2 (b) avec 0ss = 8 et 0pq = 2

FiG. IV.4 — Erreur |[NFD,(f7) — (f)||oo (-), pour f@, j =9 et 1 < p < 8. Comparaison
avec la pente ofq (-.-).

Pour construire I'opérateur aux différences NF'D,, a partir d'un opérateur aux différences F'D
donné, on doit choisir en fonction de 'ordre du schéma F'D, un schéma de subidvision S ayant

1. une fonction limite sufisamment réguliére,

2. un ordre d’approximation assez important.

Sous ces deux conditions, on a vu que 'on améliore I’erreur du schéma aux différences.



176 Chapitre IV. Couplage différences finies et schémas de subdivisions: premiers résultats

IV.3.2 Application a une grille non-uniforme adaptée
IV.3.2.a Construction d’une grille adaptée

A partir d’'une donnée (f),cz sur une grille uniforme X7, on construit une grille adaptée
X7 pour f7 en considérant la multirésolution M f/ = (f70.d%0+! .. d7) (section III.2).

On procéde de la fagon suivante, ayant choisi un seuil €,
1. On garde les indices et les coefficients vérifiant |df1| > 270=J¢ pour Jy < j < J cest-a-dire
si |dh| > 2707Je alors 27In € X7,
2. On impose une structure en arbre [CKMPO02| (chaque fils de l’arbre a ses deuz parents)
c’est-a-dire

si |dh| > 270~¢ alors (277(n—1),277(n+1)) Cc X7.

IV.3.2.b Construction de 'opérateur aux différences

Pour z € X7, on définit Iéchelle locale de z comme la distance au point le plus proche
c’est-a-dire

DErFINITION IV.1 .
j léchelle locale de x € X7 est définie par

j = max(l tel que Iz; € X7 et |z — x| =27).

A cette échelle, on applique I'opérateur aux différences, quitte & construire les points n’ap-
partenant pas a la grille adaptée X7 au moyen d’un schéma de subdivision.
On va comparer I'utilisation de I'opérateur aux différences finies F'D et 'opérateur NF' D _;.
Pour un schéma de subdivision convenablement choisi (proposition IV.3), I'équation d’er-

reur (IV.6) reste valable pour l'opérateur NFD;_; ou j est I'échelle locale du point, et donné
sur la grille adaptée X7/

Vo <j<J,  |INFD(f7) - (f)]|<C (2*J0<°ss*’“> + 2*J0fd> : (IV.9)
et pour l'opérateur F'D

Vo <j<J, |IED(fT) = (f7)]lw<C2o0r, (IV.10)

Pour un schéma de subdivision vérifiant o5 = Jioo td+ 7, on obtient une erreur uniforme pour
l'opérateur aux différences NFD;_;.



1V.3. Construction de schémas diflérences finies couplés avec un schéma de subdivision linéaire

IV.3.2.c Expériences numériques

On considére la fonction
f(z) = tanh(—15 + 30x),

présentant une zone de fort gradient pour z = 0.5.

On construit une grille adaptée de niveau le plus fin J = 9 et le plus grossier Jy = 5 en utilisant
le schéma de subdivision Sz 2, S33 ou Si4 et un seuil €, dépendant du schéma utilisé (figures
IV.5).

Dans la lignée de [CKMPO02], le schéma de subdivision utilisé pour construire la grille adaptée,
sera utilisée pour construire I'opérateur NF'D_;.

On fait les test numériques suivants.

e Sur les figures IV.6-IV.7, on compare l’erreur locale des opérateurs NF Dg_; et F'D sur la grille
adaptée des figures IV.5.

Pour le choix d’un schéma de subdivision vérifiant ogs > Jioo td + 1 et les propriétés citées dans
la section IV.3.1.d, on gagne en erreur par rapport a l'utilisation de l'opérateur classique F'D.
On peut remarquer que cette condition est essentielle pour obtenir une erreur uniforme. Par
exemple, pour ozs = 6 et 0yq = 4, cette condition n’est plus vérifiée pour approcher f @) (figure
IV.7.¢).

Comme dans le cas uniforme, 'augmentation de 'ordre d’approximation du schéma S fait gagner
en précision, aussi bien pour () (figure IV.6.¢) que pour f) (figure IV.7.¢).

e Un autre test numérique est de regarder [’erreur entre l'opérateur NFD sur la grille adap-
tée X7 et FD sur la grille fine X’ (tableau 1V.3-IV.4). On obtient une erreur que 'on peut
comparer au seuil €, qui dépend du schéma de subdivision utilisé. Un fois de plus, I'ordre du
schéma de subdivision joue un role important. Par exemple, pour approcher f() en utilisant un
opérateur F'D vérifiant oyq = 2, I'utilisation du schéma de subdivision Sy 4 donnera une erreur
INFD — FD,||,, s de l'ordre de £ = 107 (tableau IV.3)

Pour que l'opérateur soit performant, la construction de NFD sur une grille adaptée re-
quiert un schéma de subdivision vérifiant:

— la fonction limite de ¢ est C7,
— la condition oss > J—Joo td + 1 ou J est 'échelle la plus fine et .Jy I'échelle la moins fine.

Sous ces conditions, on améliore I'opérateur aux différences existant en le rendant optimal sur
une grille non-uniforme.
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(c) grille adaptée pour e = 1075 et pour le (d) grille adaptée pour ¢ = 10~7 et pour le
schéma S44

schéma S3 3

F1c. IV.5 — Grille adaptée et détails \d%_HJO\ > ¢ pour la fonction [ pour J =9, J =5.

Ofd 1

OSS 4 6 8
INFD—FDy|| s || 47x107* | 89x107% | 1.2x107°

Ofd 2

Oss 4 6 8
INFD—FDy|| s || 1.87x107% | 252 x 107° | 6.03 x 1078

Ofd 4

OSS 4 6 8
INFD—FDy|| s || 1.82x107% | 25x107% | 6.04 x 1078

TAB. IV.3 — Comparaison des opérateurs FDxs et NFD sur la grille adaptée X7 pour

Y (figures IV.5) avec J =9 et Jy = 5.
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F1G. IV.6 — Comparaison des erreurs locales des opérateurs adaptés NFDj_jy (o) et FD (x)
pour fO, J=9, J0=5.

Ofd 2

Oss 6 8 10
INFD—FDy|| s || 0.072 | 0.01 | 2.57 x 107°

Ofd 4

Oss 6 8 10
INFD — FDl|,, 5s || 0.073 | 0.01 | 2.57 x 107

TAB. IV.4 — Comparaison des opérateurs FDxs; et NFD sur la grille adaptée X7 pour
@ (figures IV.5) avec J =9 et Jy = 5.
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FiG. IV.7 — Comparaison des erreurs locales des opérateurs adaptés NFDj_jy (o) et FD (x)
pour f@, J =9, J0=5.
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IV.4 Vers 'utilisation de schémas de subdivision non-linéaires

La construction précédente utilise fortement la linéarité du schéma de subdivision et n’est
plus possible dans le cas d’un schéma non-linéaire.
On peut substituer a cette construction une autre, adaptée au cas non-linéaire et qui utilise la
reconstruction R’ a chaque niveau j.
On propose de combiner 'opérateur FD et la reconstruction R7 pour obtenir un opérateur défini
sur la grille X7,

Pour un opérateur F'D donné et un niveau p donné, la méthode de construction de NFDN L,
est la suivante

1. & partir des données f7 sur une grille X7, on construit la reconstruction R? du schéma
non-linéaire (annexe E),
2. & un point x,, € X7, on applique 'opérateur F'D sur la grille X/*? aux données (R (z,, +
2*(j+p)k))kez_
Une expression des points (R (z, +277+Pk)) ez étant donné dans 'annexe E, il est alors possible
de définir une expression de l'opérateur N F'D,, applicable sur la grille X 7,

Sur les figures IV.8, on donne un apercu du comportement de 'opérateur non-linaire construit.
On a comparé l'opérateur linéaire N F'D,, utilisant le schéma linéaire 4 points S 2, et I'opérateur

non-linéaire NF DN L,, utilisant la reconstruction PPH (section I11.4.2 et annexe E).
2

On a choisi la fonction f(x) = (0.2v/27) texp <—2(017)2), une grille réguliére X7 et p = 2, pour
tester la performance de I'opérateur.

On remarque un comportment trés variable. Dans l'intervalle [0.3,1], NFDN L, est assez per-
formant. Par contre dans l'intervalle [0.2,0.3], il produit une erreur non-uniforme pour une grille
assez fine (j = 7).

On peut conjecturer que ces phénoménes sont dus & un manque de régularité de la fonction limite
et son ordre d’approximation assez faible, le schéma Sppy; étant C'~ et son ordre égal & 2 (section

11.4.2).
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F1G. IV.8 — Comparaison des erreurs locales de l'opérateur non-linéaire NFDN L, (o) et linéaire
NFD, (x) pour FO et pour le schéma linéaire o5 = 4.
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IV.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a explicité la définition d’un nouvel opérateur aux différences finies
NFD,, qui est construit & partir d’un opérateur initial (F'D), d'un schéma de subdivision (.5) et
d’un nombre d’itérations (p). Partant d’une grille X7, 'opérateur NF D,, consiste a d’appliquer
FD sur une grille fine X7%P, construite avec le schéma de subdivision, et a récupérer les valeurs
aux points de la grille X7.

Si le schéma § est linéaire, on peut expliciter 'opérateur NF'D,,. C’est un nouvel opérateur
dont les caractéristiques (taille du support, ordre) sont explicités. En particulier, on a vu que les
performances optimales de 'opérateur N F'D,, dépendaient d'une relation précise entre la régula-
rité et Pordre d’approximation du schéma de subdvision: si on approxime £, S doit avoir une
régularité C" et un ordre d’approximation oy, doit vérifier jorq < j(0ss — 1) < (§ + p)oyq.

Sur une grille adaptée dont 1’échelle la plus fine est J et la moins fine est Jy, les conclusions
sont similaires. La condition & satisfaire s’écrit ogs > J—Joofd + r ou J est le pas le plus fin et Jy
le pas le plus grossier.

On obtient de plus, que l'erreur commise entre 'opérateur NF' D sur la grille adaptée et 'opé-
rateur F'D sur la grille la plus fine dépend uniquement, du seuil utilisé pour construire la grille
adaptée.

Enfin, une généralisation & des schémas de subdivision non-linéaires a été proposé.






Conclusion générale et Perspectives

Les travaux présentés décrivent la construction de schémas de subdivision non-linéaires, et
leurs applications au traitement d’images et a la résolution d’équations aux dérivées partielles.
On s’est surtout intéressé a une classe de schémas généralisant les schémas de subdivision non-
linéaires Sywino €t Sppy-

Dans un contexte linéaire, on a, tout d’abord, complété le résultat de convergence de [CDM91]

par un résultat de régularité (théoréme 1.8) ce qui nous a permis de nous pencher sur I'étude
de schémas de Lagrange quelconques et de donner une technique d’étude plus performante que
celle utilisant les polynomes trigonométriques. Les travaux de [DD89| étudiant uniquement les
schémas de Lagrange centrés, nous nous sommes intéressés a des schémas complétement décen-
trés, puis & des schémas ayant un décentrage quelconque. On a ainsi pu établir des résultats de
convergence pour quelques uns de ces schémas (théoréme 1.9 et proposition 1.21).
En tracant les fonctions limites, on s’est apercu que la régularité se dégradait avec le nombre
de points utilisés. La question de la divergence s’est alors posée. Avec une technique d’étude des
valeurs propres, on a prouvé que pour un nombre de points [ donné, il existe r; tel que tous les
schémas de Lagrange S;, divergent pour tout r > r; (théoréme 1.10 et proposition 1.21).

Dans un second chapitre, aprés avoir précisé comment généraliser certains théorémes pour
les schémas linéaires au cas non-linéaire, on s’est intéressé a ’étude d’une classe de schémas non-
linéaires définie comme une perturbation d’'un schéma linéaire. On a alors établi des théorémes
de convergence, de régularité, de stabilité et d’ordre d’approximation (section II.4.1). Dans le
cas interpolant, on a utilisé les résultats de [Don92| pour établir une réciproque au théoréme de
régularité.

Nous nous sommes ensuite intéressés a l'application des théorémes établis pour I’étude de cer-
tains schémas non-linéaires. On a essentiellement considéré des schémas visant a éliminer les
phénomeénes d’oscillations prés des discontinuités (phénomeéne de Gibbs) qui se traduisent par
des zones de flous prés des contours dans la compression d’images.

On a d’abord considéré I'un des premiers schémas construits pour éviter le phénomeéne de Gibbs:
le schéma Sypno. On a pu améliorer et compléter I’étude théorique de [CDMO03]. Cependant, la
régularité théorique trouvée ne correspond pas a la régularité numérique que 'on peut estimer
(section I1.4.1). Notre résultat n’est donc pas toujours optimal.

L’utilisation de 6 points par le schéma Syeyo n'étant pas satisfaisante, on a construit le schéma
non-linéaire Spowrre Utilisant 4 points et généralisant le schéma Sppy en utilisant une moyenne
développée pour reconstruire les flux dans les équations hyperboliques. On a montré la conver-

185



186 Conclusion générale et Perspectives

gence et la régularité du schéma Spowere. Mais, de méme que pour le schéma Sygyno, NOUS N’avons
pas pu obtenir la stabilité du schéma, pour tous les schémas Spowrre (section 11.4.2).

Les schémas Sygno €t Spowsre ayant une régularité limité (C 1_), on s’est alors proposé de
construire un schéma utilisant 4 points, évitant le phénoméne de Gibbs et ayant une meilleure
régularité. Pour définir ce schéma, noté Sppyapprox, ON & Opté pour un schéma approximant. On
obtient un schéma stable et de régularité au moins C1'1? (méme C?43 numériquement) (section
11.4.3).

Enfin, on a prouvé la convergence d’un schéma existant, noté Sspugricar, adapté a la construction
de courbes a courbure localement constante (section I1.4.4).

Pour compléter cette étude théorique, on a étendu les résultats obtenus & des schémas non-
linéaires de [°°(Z?) définis comme produit tensoriel de schémas de [*°(Z).

Sous les conditions du théoréme de convergence 1d, on a montré que, dés qu'une relation était
vérifiée par les constantes 1d, le schéma 2d construit par "produit tensoriel" convergeait (théo-
réme I1.13 et 11.14). On pu ainsi obtenir la convergence de schémas 2d construits a partir des
schémas Seowsre €t Seprapprox-

Dans les deux derniers chapitres, on applique les schémas de subdivision non-linéaires & deux
domaines. Le premier concerne la compression d’images. Une des techniques est d’utiliser des ana-
lyses multirésolutions généralisées [Har96|, associées a des schémas de subdivisions non-linéaires.
La stabilité d’une telle multirésolution est alors requise pour controler les effets liés a la tronca-
ture des détails.

Pour la classe de schémas non-linéaires définie au chapitre 11, on a établi un théoréme de stabilité
pour les analyses multirésolutions associées (théoréme II1.1).

Malheureusement, les hypothéses étant trop restrictives pour étre appliquées aux schémas Sygyo
et Spowrre, 0N les a appliquées a4 deux autres schémas. Le premier schéma, noté Sgq, avait été
construit dans le but de supprimer des artéfacts dans la construction de courbes [MDLO05| et on
a pu montrer qu’il existait une multirésolution stable associée (section I11.4.1). Le schéma Sqc
éliminant aussi le phénomeéne de Gibbs, on s’est aper¢u qu’il était performant pour des analyses
multirésolutions faisant intervenir certains types de discontinuités (section I11.6.3). Pour certaines
constantes intervenant dans la construction de ce schéma, on a aussi pu établir un résultat de
stabilité pour 'analyse multirésolution associée au schéma 2d défini par "produit tensoriel".
Enfin, on a aussi construit une famille de schémas en base 3, généralisant le schéma Sppy. L’avan-
tage de travailler en base 3 est d'une part d’utiliser d’autres types d’échantillonage et surtout de
faciliter les preuves théoriques. On a en particulier, pu montrer la stabilité de ’analyse multiré-
solution associée a cette famille de schémas (section I11.4.2).

Le deuxiéme domaine concerne la construction d’opérateurs aux différences finies ayant une
erreur de consistance uniforme, sur une grille adaptée. Cette construction couple un opérateur
aux différences finies initial avec un schéma de subdivision.

Pour un opérateur différence finie donnée F'D, on construit un opérateur NF'D,, dépendant de
Popérateur initial (F'D), du schéma de subdivision (S) et du nombre d’itérations (p) du schéma
de subdivision séparant ’échelle locale grossiére de 1’échelle la plus fine.

Dans le cadre de schémas linéaires, on peut donner ’expression de l'opérateur NFD,, (proposi-
tion IV.1). L’originalité de ce travail réside dans le fait de pouvoir expliciter I'opérateur NFD,,
sur la grille locale. On a montré que la taille de son support dépendait uniquement de la taille du
support du schéma de subdivision, et que son ordre dépendait du schéma de subdivision choisi
et de l'ordre de l'opérateur aux différences finies F'D (section IV.3.1).

En utilisant la formule d’erreur, on a montré que la performance de I'opérateur construit dépend
de 'ordre d’approximation et de la régularité de la fonction limite du schéma de subdivision. Sous
certaines conditions, on obtient alors une erreur plus petite que celle commise par 'opérateur



aux différences finies F'D. De plus, numériquement, on peut constater que sur une grille adaptée,
I’erreur commise entre 'opérateur N F' D sur la grille adaptée et 'opérateur F'D sur la grille la
plus fine dépend uniquement de l'erreur de troncature utilisée pour construire la grille adaptée
(section IV.3.2).

Enfin, on a proposé une méthode de construction dans le cas de schémas non-linéaires. Mal-
heureusement, les schémas non-linéaires interpolants ne présentant pas de bonnes propriétés de
régularité, on n’obtient pas de résultats numériques performants.

Chacun de ces chapitres ouvrent de nombreuses perspectives.

Tout d’abord, concernant les schémas de subdivision de Lagrange décentrés, le probléme reste
encore ouvert pour quelques configurations, pour lesquels La convergence ou la divergence théo-
rique ne peut étre établie (figure 1.14).

On a vu que les schémas Spowrrp présentaient des propriétés numeériques similaires au schéma
Sppu. Malheureusement la stabilité du schéma et de 'analyse multirésolution n’ont pas été prou-
vées. De méme, la question de la stabilité du schéma Syrno au sens classique, reste ouverte.

Concernant les analyses multirésolutions non-linéaires, trois questions naturelles se posent
(les réponses a ces questions sont connues dans le cas linéaire).

Une premiére question naturelle est la possibilité d’étendre nos résultats théoriques a d’autres
normes. En effet, nos travaux se sont situés dans le cadre L™ et la discrétisation par valeurs
ponctuelles. Or on sait que le cadre des espaces BV des fonctions a variation bornée est un
espace plus appropriée pour les images, excepté dans les zones de texture.

La deuxiéme concerne la correspondance dans une norme appropriée, de résultats de stabilité
entre une analyse multirésolution non-linéaire interpolante et une analyse multirésolution ot
I'opérateur de discrétisation est du type fi, = [ f¢;n avec ¢;, les translatés et les dilatés d'une
fonction B-spline. On sait que l'opérateur de reconstruction pour ce type d’analyse multiré-
solution est construit comme une dérivée discréte d’une analyse multirésolution interpolante.
Connaissant les propriétés de I’analyse multirésolution interpolante, est-il possible d’établir des
propriétés équivalentes pour ’analyse multirésolution ainsi construite?

La troisiéme question concerne, pour un schéma de subdivision donné, la construction d’une
analyse multirésolution correspondante c’est-a-dire d’un opérateur de discrétisation compatible.
Par exemple, le schéma Sppuapprox €tant stable, on aimerait pouvoir définir une analyse multi-
résolution associée.

Enfin, I'utilisation de schémas non-linéaires pour construire des opérateurs aux différences fi-
nies, parait particuliérement intéressante dans le cas de solution présentant des singularités. Mais,
connaissant les propriétés requises pour le schéma de subdivision, la question de 'existence de
schémas non-linéaires, interpolants, ayant une régularité supérieure a C'', est posée.






ANNEXE A

Rappel sur les analyses multirésolutions
de types ondelettes
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On rappelle les principales définitions associées & la notion d’analyse multirésolution intro-
duite par S. Mallat [Mal89].
Dans cette partie, on note V; des sous espaces de L?(R) sauf dans la section A.0.4 concernant
les résultats de D. L. Donoho [Don92| pour une analyse multirésolution interpolante.

A.0.1 Définition

A.0.1.a Définition

DEFINITION A.1

On appelle analyse multirésolution de L?, la donnée d’une suite croissante de sous espaces fermés
(Vj)jez de L*(R) qui vérifient les propriétés suivantes :

1) VYj€Z, V;CVjy
2) VieZ, feVie f(2)eVin
3) VfeVivneZ f(.—-n)eV
4 JVi=L®)

JEZ
5) lim V=[]V, ={0}

JEZ
6) dp € Vy  tel que {¢(. — n))nez} forme une base de Riesz de Vj.

On rappelle la défnition d’une base de Riesz, équivalente & la condition de stabilité L? (remarque
1.3)

il existe A,B > 0 tel que Vf € 1*(Z), A||f|]2 < || Y onez fnd(. = n)|l2 < B[ f]]2.
ou
il existe A,B >0 tel que 0 <A< |<;A5(w + 2n7)|? < B,

ou ¢ désigne la transformée de Fourier dans L2(R).

On peut faire les remarques suivantes.
D’aprés 2), les fonctions ¢;,(z) = V2/¢(2’x — n) forment une base de Riesz de V.
D’aprés 1), ¢ vérifie une relation d’échelle c’est-a-dire qu’il existe (hy,)nez tel que

$(x) = V2 hud(2z —n). (A1)
n
Dans 6), on peut imposer que {¢(. — n)),ez} soit une base orthonormée. En effet, si on pose

$(w) = (Sp(w)"2d(w)  avec Sy(w) = > |d(w + 2nm) %,

nez
alors {¢°(. — n))nez} est une base orthonormée de V.
EXEMPLE A.1

Donnons quelques exemples naturels de suites d’espaces (V});en.

Vi ={f € L*(R) tel que Vk € Z  flo-ip.0-i (k1) = const}



avec la fonction d’échelle ¢(z) = xjo1)(7) vérifiant ¢(v) = ¢(27) + ¢(22 — 1).
Cette multirésolution est appelée I'analyse multirésolution de Haar.

V; ={f € *(R)N C°(R) tel que Vk € Z  flo-spa-ihr1) € Ra[X]}
avec la fonction d’échelle ¢(z) = max(1—|z|,0) vérifiant ¢(z) = ¢(2z)+ 3 (¢p(2x — 1)+ (22 +1)).

De méme en prenant ¢, la fonction B-spline de degré m, on peut définir les espaces V; comme
étant les fonctions C™!(R) et polynomiales par morceaux avec raccords sur des points dya-
diques.

On retrouve les relations d’échelles définies dans la section 1.3.2 dans le cadre des schémas de
subdivision.

On remarque que dans le cas de la base de Haar, les fonctions (¢(. — n))nez forment une base
orthonormée de Vj avec ¢ & support compact.

Dans le cas des B-splines avec m > 1, on peut construire une base orthonormale de Vj en défi-
nissant ¢! . Le support de ¢?, n’est plus & support compact mais ¢, est & décroissance rapide.

REMARQUE A.1
Si I'on choisit une fonction ¢ vérifiant la relation d’échelle (A.1) avec (hy)nez € 1?(7Z) et telle
que les translatés de (o )nez forme une base de Riesz, alors la famille des (V}),cz

Vj = Vect {(¢j,n)n€Z} >

ne constitue pas obligatoirement une analyse multirésolution.

On a besoin de conditions supplémentaires sur ¢ (principalement sur le masque h) [Dau92]. En
particulier les hypothéses ¢ continue, a support compact et »_ ¢(. —n) = const # 0, suffisent
pour que les espaces V; constituent une analyse multirésolution de L*(R). On remarque que
l’on se trouve dans les conditions de convergence du schéma de subdivision associé au masque h
(théoréme 1.1 et remarque 1.3).

A.0.1.b Espaces de détails et Ondelettes
On définit 'espace de détails 1, comme le complément (orthogonal) de V; dans Vji4
Viji=V,eW; et on a alors L*(R) = EB W;.

A partir de ¢, on construit une fonction v tel que (v/271)(27.—n)),er est une base de W;. Comme
Wy C W1, il existe (gn)nez tel que

P(@) =vV2)  gnd(22 — n). (A.2)

nez

Les fonctions (¢j,);jnez forment une base de L?(R). La fonction 1 s’appelle une ondelette de
L?(R).

Si on note Py, et Py, des opérateurs de projection sur V; et Wj, on écrit pour tout f € L?(R)

+o00
f=Puo(f)+> Pwilf). (A.3)
j=0
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On notera

P‘/j (f) = Z Cin®jn €t Py (f) = Z djn¥jn, (A4)

nez nel

avec (¢j.n)nez appelés les coefficients d’échelle et (dj,)nez les coefficients de détails du niveau j.

A partir de I’équation (A.3), on en déduit que
la donnée de f € L?(R) est équivalente & la donnée de ses coefficients d’échelle ¢ une basse
résolution 2770 et a ses coefficients de détails aux échelles successives 2779, o- U0+ -

A.0.1.c Construction de la fonction d’échelle

En appliquant une transformée de Fourier a la relation d’échelle (A.1), on obtient

d(w) = B(%)QE(%) avec  h(w) = Z hpe~tm,

nez

On dira que h est un filtre.
En itérant, on a

+oo
o(w) = [] 2 7w)d(0).
j=1

On a aussi les relations suivantes pour 9 permettant de construire 'ondelette ¢ & partir de la
donnée du filtre h w - w
b(w) = 9(5)9(5)-

Pour construire une fonction d’échelle ¢ ou une ondelette v, il suffit donc de construire un filtre h,
vérifiant certaines conditions permettant de définir une analyse multirésolution [Dau92, Mal00].
Une de ces conditions peut s’écrire supwe[,%%]]m > 0. h s’appelle alors un filtre passe-haut et
g un filtre passe-bas.

I1 est alors possible d’imposer certaines conditions sur h pour que ¢ et ¢ vérifient des propriétés
particuliéres: orthogonalité, support compact, symétrie, moments nuls (< p,2) >= 0 pour p un
polynome).

Pour représenter ¢ dans le cas ol ¢ n’a pas d’expression analytique et ¢ est continue, a
support compact, on utilise un schéma de subdivision de masque (hy)nez et la relation d’échelle
(A.1). On aura la convergence du schéma ainsi défini et ¢ = S f avec f = (0p,0)nez (remarque
Al).

A.0.1.d Moments nuls d’une ondelette et reproduction des polynémes

On dit qu’une ondelette 1 a p moments nuls si < z,3) >= 0 pour tout 0 < k < p — 1.
On a les équivalences suivantes entre moments nuls, nombre de zéro de h et reproduction des
polynémes par le schéma de subdivision associé au masque h [Mal00|
(i) 1 a p moments nuls,
(1) h a un zero d’ordre p en m,
(iii) Yo pepnto(z — k) € Iy, pour tout 0 < k < p— 1.

Le nombre de moments nuls d’une ondelette donne la régularité maximale [Coh03]|: si une onde-
lette a p moments nuls, les fonctions ¢ et 1 ne peuvent pas étre plus que CP~! (proposition 1.10



pour les schémas de subdivisions).

On retrouve aussi une propriété similaire pour les zéros du symbéle d’un schéma de subdivision
(proposition 1.153).

A.0.2 Un premier exemple: ’analyse multirésolution orthogonale

A.0.2.a Définition

On est dans le cas ot on a orthormalisé les fonctions (¢(. —n))pez.
D’aprés la définition de l'ondelette 9 (A.2-A.3), les fonctions (¢(. — n))nez forment une base
orthonormée de Wy et (($jo,n)nez,(¥jn)j>jo.nez) une base orthonormée de L*(R).
Le filtre h doit vérifier les deux conditions suivantes

\h(w) 2 + |h(w+7)|? =1 et h(0) = 1. (A.5)
On caractérise Py, et Py, par les coefficients

cin(f) =< fidjn > et djn(f) =< fhjn > . (A.6)
D’autre part, d’aprés la relation (A.2) entre 1 et ¢, on obtient la relation pour les filtres h et g

G(w) = e ™h(w + ). (A7)
A.0.2.b Transformée en ondelette
On peut remarquer que f € V; s’écrit

f:Z ijLngbjfl’n + Z djflvn/(bj*lvn'
n n

ce qui donne la relation

Cj,nZZCj—l,n/¢j—1,n¢j,k+Zdj—1,n/¢j—1,n¢j,k
n n

En remplacant, [ ¢j_1,¢,k par hx_o,, et de méme [1;_1 ¢, par gi_op,, on obtient une ex-
pression des ¢; en fonction des ¢j_q et d;_;.

On a la reconstruction
Gk = Ci—tmhk—2n + > Gk—20dj—1n. (A8)
nez nez

De méme, on a la décomposition

Ci1k = Z Cjnhn—2k (A.9)
nez

dj_1r = Z CjnGn—2k-
nez

Les équations (A.9) et (A.8) s’appellent la transformée en ondelette.

En itérant, on a
les coefficients d’échelles a une résolution fine c; sont totalement caractérisés par
(CJoadJoy cee >dj*1)'
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On note Mc = (crosdyy, - -»dj—1) la transformée en ondelette rapide.

Ceci donne un moyen pour stocker et reconstruire ¢; a partir de (cj,,dy,, - . ,dj—1).
On se donne un seuil € pour conserver les détails |d;,| > €. On reconstruit une approximation
de ¢;.

On demande alors & I’analyse multirésolution de vérifier certaines propriétés:

h est & support compact,
les détails décroissent rapidement: ||d;,||o < 2779,
la transformée M est stable.

Pour la stabilité, cela est traité par la linéarité et I'existence de fonction d’échelle.

Pour le support compact, on a vu que parmi les fonctions d’échelles B-splines, seule la fonction
de Haar génére une base orthonormée de Vj (exemple A.1). Ainsi, le choix d’une projection
biorthogonale associée & une fonction d’échelle & support compact est plus adapté.

Pour traiter les problémes de bord différentes techniques sont possibles: périodisation de fonction,
repliemment de fonctions, définition d’ondelettes sur les bords [Mal00]. Des techniques similaires
seront appliqués pour représenter la fonction limite d’un schéma de subdivision.

Pour la décroissance des détails, cela a lien direct avec la régularité de la fonction, de la fonction
d’échelle et du nombre de moments nuls de 'ondelette.

A.0.2.c Caractérisation d’espace fonctionnels

Dans le cas d’ondelette 1) formant une base orthogonale de L?(R), on a le résultat suivant en
imposant ¢ € C%, a décroissance rapide ainsi que ses dérivées [Coh03].
On suppose ¢ € C? a support compact, pour o < 3 non entier, on a [Mey90]
feC sietseulement si ||com||oo + SUP;>0 2]'(()‘+%)||dj,n||Oo < +o00.

En particulier,
Si f € C* alors il existe M > 0 tel que ||djn||o0 < M2iet3),

c’est-a-dire que la vitesse de décroissance de détails dépend de la régularité de la fonction f mais
aussi de la régularité de la fonction d’échelle ¢ et des moments nuls de 'ondelette .
Il existe aussi des estimations ponctuelles caractérisant les zones de régularité(S. Jaffard [Jaf91]).

A.0.3 Un deuxiéme exemple: ’analyse multirésolution biorthogonale
A.0.3.a Définition

On fait intervenir deux autres fonctions ¢ et 1) n’appartenant pas obligatoirement a Vj et a
Wo, et biorthogonales & ¢ et 1)

<GB0t >=0nty < PonsPoi >=Onis < Gomthos >=0et < donboy >=0.  (A.10)

Les coefficients d’échelles et de détails au niveau j correspondent &

Cj,n(f) =< faggj,n > et dj,n(f) =< fﬂ;jvn >



A.0.3.b Construction

Un moyen de construire les deux fonctions ¢ et (]3 est de définir les filtres (h,it,g,g) avec h et

h vérifiant

W) h(w) + h(w + Mh(w+7) =1 et h(0) = h(0) = 1. (A.11)

On définit g(w) = e_iw?L(w + 1) Cest-a-dire g = ((=1)" " h_pi)nez et g(w) = e"™h(w + )
9= ((_1)n+1h—n+1)nez :

De méme, on a la transformée en ondelette rapide

décomposition Cji 1k = ZnEZ ijhn_gk et dj—l,k = ZnEZ CjnIn—2k
reconstruction Cik = D onez Ci—tnhk—2n + D ez Gh—2ndj—1n.
On demande alors a ¢ d’avoir une bonne régularité, ce qui implique que
1. ¢ a des moments nuls (§ = ((—1)" ' h_ni1)nez),
2. une décroissance des détails,
3. une qualité d’approximation (¢ € V7).
On demande & ¢ d’avoir un support compact donc peu de coefficients d’échelles.

EXEMPLE A.2 .
Si 'on choisit, de fagon naturelle, les filtres h et h

hyp, = 00, et hopt1 = a2n41, han = dn o,
la reconstruction utilise un schéma de subdivision interpolant de masque a et la projection Py,
correspond a un échantillonage sur une grille de pas 277.
On a ¢ = & et ¢ vérifie (n) = 0pn 0.
Le probléme est que &y n’est pas dans L?(R).
Pour définir une analyse multirésolution biorthogonale associée au filtre h, une méthode de
construction de k et une étude de la régularité de la fonction d’échelle ¢ est donné par A. Cohen,
I. Daubechies et J-C Feauveau [Dau92|.
Cela permet, par ailleurs, d’obtenir la régularité des schémas de Lagrange centrés [Coh03]
La fonction limite du schéma de subidvision de Lagrange centré utilisant 2N points est CO4N

A.0.4 Un troisiéme exemple: analyse multirésolution interpolante
A.0.4.a Définition
Une analyse multirésolution interpolante consiste a définir V; comme
V; = {f € L*(R) tel que f est défini par I'échantillon (f(277n))nez}-

Cela revient & construire une fonction d’échelle ¢ interpolante vérifiant ¢(n) = o, et définissant
la projection, pour f € L*(R),

Py, f(t) = f(277n)$(27t - n). (A.12)
nez
Des moyens de construire des fonctions d’échelles interpolantes sont soit de les définir par la
tranformée de Fourier d’une fonction d’échelle, soit par autocorrélation d’une fonction d’échelle
orthogonale [Mal00].
Mais, ces deux constructions conduisent & des analyses multirésolutions biorthogonales dont les
espaces Vj ne sont pas définis par (A.12).
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A.0.4.b Une construction dans C°(R)
Dans [Don92|, D. L. Donoho se place dans le cadre L*(R) et définit

Vi ={f € L®(R) tel que f = > f(277n)¢;n}

nez
avec ¢ ,(z) = ¢(2/z —n) en vérifiant les propriétés suivantes

i) ¢ une fonction interpolante,
i1) ¢ vérifie une relation d’échelle,

(
(
(vi1) ¢ € CB, ¢ est a décroissance rapide ainsi que ses dérivées d’ordre < 4],
(

iv) Vp contient les polynoémes de degré r > 0 c¢’est-a-dire Vp € II,., p(t)_: Y ez P(n)o(t —n) .

REMARQUE A.2

On remarque que la fonction d’échelle d’un schéma de subdivsion linéaire interpolant vérifie ces
conditions d’aprés la proposition I.2. De plus, la proposition 1.10 nous dit que si ¢ € C? alors le
schéma de subdivision associé a ¢ reproduit les polynémes de degré au moins [3], d’ou (iv).

De méme que dans le cas L2, en posant

Y(@) =2z —1) et W;={f€L®R)tel que f =Y anthjn},
neZ
ona Vi =V, & Wjet
VIEVigr, [=) imbin+ Y dintjn,
n;n nez
avec
, , 1 ; 1
Cnj=f27n) et dj,=f27(n+ 5)) — Py f(277 (n+ 5)). (A.13)

La propriété suivante montre que (¢;0.n,(¢;n);j>50) forment une base de C°(R) [Don92]

PROPOSITION A.1
Pour f € C°(R),

J
YJo lim || f — Z cjonPjon — Z Z djn¥jn| =0

n,J —+00 =0
|k|<n J=70|k|<n o

De plus, si ¢ € CP et reproduit les polynémes de degré r, en notant s < min(a,3,r)

feC® ssi ||fllce = llcjonlloo + supjzjo [27°|ldsnl|oo] - (A.14)

On retrouve la caractérisation des espaces de Holder due a Y. Meyer [Mey90] des analyses
multirésolutions L?(R)



A.0.5 Extension a L*(R?)

On définit une analyse multirésolution linéaire dans L?(R?) comme le produit tensoriel d’une
analyse multirésolution linéaire dans L?(R) en prenant

Vi =VooVy et gaalzy) = o(x)d(y).

L’espace de détails Wj2d s'écrit (V; @ Wj) @ (W; @ Vj) @ (W; ® W), ce qui donne 3 types de
détails, horizontaux, verticaux et diagonaux, associés aux ondelettes

Vhi(zy) = d(@)(y),  Vi(zy) =v(@)d(y) et v (zy) = Y()Y(y).
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Soit Sy un schéma de subdivision non-linéaire convergeant.

B.1 Définition de la convergence du schéma comme la conver-
gence d’une suite de fonctions (proposition I1.1)

On généralise la proposition 1.2 au cas non-linéaire.

PRoPOSITION B.1
On a équivalence entre

(i) Le schéma converge au sens de la définition 1.3.

(ii) La suite de fonctions définie par
Ve eR,  fi(x) =D (Shpflndo(2z —n)
neN

converge uniformément,

avec ¢ une fonction a support compact vérifiant la condition de stabilité L>° (1.8) et >, ¢o(. —
n) = 1.

Preuve
e Pour (i) = (ii), avec la propriété ) ¢o(. —n) = 1, on écrit

P (@) = 5 @)|<| D ((Shpfhn = $F (@) do(2z — n)

nez
<Y ((Shh)a = 5%7270)) 60(Px —n)
nez
+ D (57f(277n) = 5= f(x)) o(2x — n)|.
nez

Le premier membre se traite avec la convergence du schéma (définition 1.3). Pour £ > 0, il existe
J >0 tel que Vj > J,

S (S Hhn = 51 27n)) do(2' — )

nez

< Bg,

avec A et B les constantes de stabilité de ¢yp.

Le second membre se traite avec la continuité de S f (définition 1.3).

En effet, ¢g étant & support compact, on a |27z — n| < 277C avec C = length(supp(¢o)).
Pour j > Jy avec J; > J et J; dépendant de la contuité de S f, on a

> (S®f(277n) = ¥ f(x)) ¢o(2x — n)

nez

< Be,

ce qui donne la convergence uniforme de la suite (f7); vers S®f.



B.2. Condition suffisante de régularité C* (proposition II.2)

e Pour (ii) = (i), on note f(z) = limj_ 400 f7 ().
La condition de stabilité L> (1.9) de ¢y donne

A=) = fllleo=| |32 (F2(27n) = f) do(202 — n)

nez oo
<[ @) = fieo(2x —n)
nez 1,00
+ Z(foo(x)—foo(Q_jn)) ¢0(2jx—n) ,
nel I,

avec la propriété > ¢o(. —n) = 1.
Le premier membre provient de la convergence uniforme de f7 vers f>.
Pour € > 0, il existe J > 0 tel que Vj > J,

15~ Pl <

Le second membre se traite avec la continuité uniforme de f°° et du support compact de ¢ (de
méme que dans la preuve de (1) = (ii) ). Il existe J; > 0 tel que Vj > Jy,

D (@) = 227 n)) b2 — n)

nez

< Be.

LOO
On a donc ‘ A
lim [|f*(277n) — f}|l =0,

j=-+oo

ce qui prouve la convergence uniforme de la suite de points (f7),, vers f°°.

B.2 Condition suffisante de régularité C* (proposition II1.2)

On considére 'opérateur aux différences défini par 1’équation (I1.13).
On généralise la proposition 1.4 au cas non-linéaire.

ProrosiTION B.2
Si la suite définie par (28 d*(S7 f))jen converge vers une fonction g,
alors S®f est CF et (S®f)K) = g.

Preuve
On se place dans le cas k = 1.
Montrons que S*® f est dérivable et que (S*f) = g.

On considére ¢q la fonction limite d’un schéma linéaire Sy convergeant de régularité C! (par
exemple, un schéma B-spline).

On sait que ¢ vérifie les propriétés de la proposition B.1 (proposition 1.2).

D’apreés le théoréme 1.3, le schéma aux différences Sy, existe et converge.
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On note ¢ sa dérivée qui vérifie aussi les propriétés de la proposition B.1 (remarque 1.5).
On utilise les suites de fonctions définies par

Fi(a) =Y (SkpPndo(@z—n),  VzeR,

neN

et
g la) = 2(d"S flng1(2z —n), VzeR,

neN

qui convergent respectivement vers S f et vers g (proposition B.1).
D’aprés la relation entre ¢ et ¢; la fonction limite du schéma aux différences gb;)(y) = ¢1(y +
1) — ¢1(y) (remarque 1.5), on obtient

(F(@)) =3 2 fign(2 —n)
neL

=Y "2 fi(¢1(2x +1—n) — $1(2'x —n))

ne’l

=Y 2dfj¢1(2x - n))

neL
=g’ (z).
D’aprés la convergence uniforme de la suite de fonction ¢/ vers la fonction continue g, on peut
conclure que f = g.

O
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C.1 Preuve des propriétés de la moyenne POWERP (propriété I1.2)

PrOPRIETE C.1

Pour tout (z,y) € R?, la moyenne POWERP satisfait les propriétés suivantes
(i) POWERP(z,y) = POWERP(y,z).
(ii) POWERP(z,y) =0 sizy <0.

(iii) POWERP(—z, — y) = —POWERP(z,y).

(iv) POWERP(z,y) = 21000 iy (1] |y [1 +

-y
m—er‘—i_”.—i_

ey P71
T+y :
(v) [POWERP(z,y)| < max ([z|,|y|).
(vi) [POWERP(z,y)| < pmin (|z[,]y]).
(vii) Pour x,y > 0, min(z,y) < POWERP(x,y) < POWERp + 1)(z,y) < z_-gy
viii) Siz = O(1), y = O(1), |y — x| = O(h) et zy > 0 alors |“Y — pOWERP (z,y)| = O(hP).
2
(ix) |POWERP(21,y1) — POWERP(x2,y2)| < pmax(|z1 — zal,ly1 — y2l)-

Preuve
Les points (i), (i), (ii7), (iv), (v), (vi) et (vii) sont évidents avec la définition (I1.30).

PN oty
)

(viii) on écrit
r+y P

2

r—y r—y

r+y

— POWERP(z,y) = Ty <1 -1+

(tz) On a besoin de distinguer plusieurs cas.
e Sixzizo >0et y1ys <0,
On suppose, par exemple, que xays < 0 ce qui donne POWERP (z2,y2) = 0.
D’apreés la propriété (vi)

|POWERP (z1,y1) — POWERP(Z2,y2)|=|POWERP(x1,y1)|

<pmin(|z1|,[y1])
<ply1 — v2|
<pmax(|z1 — z2|,ly1 — o).

e Si x1xe <0 et yrys <0,

On suppose, par exemple, que POWERP(z1,y1) > 0 et POWERP(x2,y2) < 0.

D’aprés la propriété (v)

|POWERP(71,y1) — POWERP(22,y2)|=|POWERP(z1,y1)| + |POWERP(z2,y2)|

<max(|z1],)y1]) + max(|za],|y2|)
<2max(|z1 — z2|,|y1 — y2l)-

e Sixzizo >0, y1y2 > 0et zyy; >0,
On suppose, par exemple, que x1 > 0.

pour p pair La moyenne POWERP s’écrit

z+y  (z—y)P
2 (z+yrt

POWERP (z,y) =



C.2. Preuve du lemme II.1

La moyenne POWERP est continue, dérivable sur R* | ouvert convexe, avec

OPOWERP 11 z—y\P! r—y\’
T(x,y)—§—§<p<x+y> +(p—1)<x+y> :

On a donc

OPOWERP
ox

11

<-4 =(2p—1
(w,y)‘_2+2(p )

<p.

De méme pour “%OT"ZE”’(JU,y)

L’inégalité de la moyenne permet de conclure.
pour p impair On distingue encore plusieurs cas

—six; <y et xa < yo,
I'inégalité de la moyenne s’applique encore sur 'ouvert convexe R* —{(z,y) tel que x =
Y}

— six; >y et xo < yo,
En supposant que POWERP(x1,y1) > POWERP(z2,y2) et d’apreés la propriété (vii),

on a
1+ Y1 .
POWERP(21,y1) — POWERP(Z2,y2)|< —5 = min(z2,y2)] ,
< ity 9|,
2
< Tl — X2 Y1 — T2 7
- 2 2

ce qui donne avec I’hypothése z1 > y1,
|POWERP(z1,y1) — POWERP(Z2,y2)|<|x1 — 22].
Si POWERP(z1,y1) < POWERP(Z2,y2), on obtient de méme
[POWERP (21,y1) — POWERP (2,y2)|<[y1 — 2|,

d’ou le résultat dans le cas p impair.

C.2 Preuve du lemme I1.1

LemME C.1
Soit f,g € 1°(Z), si |d® f| > |d? fus1| et |d*gni1| > |d*gn| alors

|d2fn+1 + d29n - 2PPH(d29nad29n+1)| < 3||d2f - d2.g||oo-
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Preuve
On considére plusieurs cas.

e Si d%g,11d%g, <0, on a
d? fri1 4+ d?gn — 2PPH(d2gp,d? grir) = d> fre1 + d2.
% si d?fni1d?g, < 0, en utilisant que |d2 f,,| > |d? fni1]
| fri1 + dPgn| < | fog1 — dPgn| < |d* fr — d?gn)-
% si d?fni1d?g, >0, on a d?fr 1d%gni1 < 0 et avec |d?gn 11| > |d?gn|, on obtient
| fri1 + dgn| <|d g1 — dPgnial.

e Si d?g,1d%g, > 0, on rappelle (propriété 11.2) que si z,y > 0, min(z,y) < PPH(z,y) <
max(z,y).
Par exemple, on suppose que d?g, > 0 et on note H = d?f, 1 + d*g, — 2PPH(d?gp,d%gn11).

* si H > 0, en utilisant les hypothéses

HEd? fry1 + d°gy — 2min (|d°gn,|d* gn 1)),
§d2fn+1 - d2gna
§|d2fn - d2.gn|-

* si H <0,

HZden—I—l + d29n — 2max (’dzgn’a’dzgn+1‘)7
Zden—i—l + d29n - 2d29n+17
Zden—i—l - d29n+1 + d29n - d29n+1-

On est encore obligé de distinguer plusieurs cas selon le signe de d?f,,.
— d%f, >0,onad*f, —d*fni1>0

H>(d?fri1 — d?gni1) + (d%gn — d*gni1) — (P fro — d* fri1),
22(d2fn+1 - d29n+1) + (dzgn - den)a
>-3||d* f — d*g]|co-
— d%f, <0 et d®fp1d®f, >0, alors d?fp11 <0

H>(d?fry1 — d?gni1) + (d fr1 — dPgnyr),
>2(d” fr1 — d*gnia),
>=2||d* f — d*gl|co-
— d%f, <0 et d?f,1d*f, <0, on a par hypothése d? f,, 11 + d*f, <0,

H>(d frir — d*gni) + (df, — Pgpsr) + d* for1 + & [,
22(d2fn+1 - d29n+1) + dzfn + d29na
22(d2fn+1 - d29n+1) + dzfn - d29n7
Z_3Hd2f - dngoo-
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C.3 Preuve de la stabilité du schéma Sppuapprox (théoréme I1.11)

THEOREME C.1
Le schéma Sppyapprox €St stable au sens de la définition 1.7.

Preuve
On vérifie les hypothéses du théoréme I1.4.

Premiérement, on vérifie I’hypotheése (I1.8) pour F.
Il est facile de voir sur l'expression de la perturbation F' (I1.40) et (II.41), et en utilisant la
propriété (x) de I1.2 que 'on a pour tout dj,dy € [°°(Z)

14+7%2
[[F(dy) — F(dz)HooSTHdl — da|[oo-

Deuxiément, on a besoin de prouver ’hypothése de contraction (I1.9).
Soit f, g € 1°°(Z). Regardons (d?f! — d?g"), selon que k = 2n + 1 (cas 1) ou k = 2n (cas 2).
On va considérer plusieurs cas, selon que f ou g vérifient les cas définis dans la preuve du théo-
reme I1.8.

Pour k=2n+1, on a 7 cas & étudier explicités dans le tableau D.1, les autres se déduisant
par symétrie.
On va utiliser le lemme II.1 en vérifiant pour chaque cas les hypothéses du lemme.

‘ ‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H ‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation ‘
1A, 1A, 14, — 14, 1B, 1A4 1B; — 14,
Cas 1A1 1A2 1141 — 1142 Cas 1B1 1B1 1Bl — 1B1
1A 1A, 1B, 14, — 1B || 1B 1B, 1B» 1By — 1By
1A, 1B, 1A, — 1By 1B, 1A, 1By — 145

TaB. C.1 — Cas a considérer pour k = 2n + 1 dans la preuve la stabilité de Sppuapprox-

e Cas 1A4; — 1A, avec I’équation (I1.44) on peut directement conclure que

19+1+7%2+3%x2
64

)
<2 — gl

’d2f21n+1 - dzg%nJrl‘S Hdzf - dngOO
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e Cas 14; — 1Ay, avec les équations (I1.44) et (I1.46), on obtient

19 15 1 3 7
& fan 1 — d295n+1:6—4d2fn+1 - 6—4d29n+1 + @dzfmz + @dzgn — 6_4PPH(d2fn+17d2fn+2)

5 3 9
+6—4PPH(d29n+1,d2gn+2) + aPPH(dzfn,d2fn+1) + aPPH(d2gnad2gn+l)

16 7
:a(den-H — d?gny1) — a(PPH(den-l-thfn—i-Q) — PPH(d? Gy 1,d%Gny2))

1
+6—4(d2fn+2 + d%gni1 — QPPH(d29n+lad29n+2))

3
+6_4(d2gn + d2fn+1 - QPPH(dQQn,d29n+1))

3
+6—4(PPH(d2fn,d2fn+1) — PPH(d*gn41,d% gnt2))-

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient

164+7*24+24+14+3%243%3
64

45
<> f — d*ql| .
—64” f qll

|d2f21n+1 _d295n+1|§ ||d2f _d29||00

e Cas 1A; — 1By, avec les équations (I1.44) et (I1.47), on obtient

19 18 1
& i1 — d295n+1:ad2fn+1 - adQQnH + 6_4d2fn+2

3
—+EZ(PPH(d2fn¢th+1)—-PPH(d29n¢an+1x

7 5
—6—4PPH(d2fn+1 ,dzfn+2) + aPPH(dQQnH ,d29n+2)

19 3
:a(denH —d*gni1) + 6_4(PPH(d2fnad2fn+1) — PPH(d?gpn,d*gn+1))
1
+6_4(d2fn+2 + d*gni1 — 2PPH(d*gn11,d%Gnr2))

7
- 6_4 (PPH(den—l—ldefn-‘rQ) - PPH(d29n+17d29n+2))-

Avec le lemme II.1 et la propriété I1.2, on obtient

1943%x2+34+7%2
64

21 9 9
<—||d“f —d .

1d° f — d?gl|oo

| f3n 1 — d*gany1|<
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e Cas 14, — 1By, avec les équations (I1.44) et (I1.49), on obtient
d? fons1 — d295n+1:é—jd2fn+1 - é_ZdQQnJrl + 6i4(d2fn+2 — d*gnia) + %d2gn
—i—éPPH(den,denH) — G%PPH(ngn,ngn_H)
_6_74(PPH(d2fn+17d2fn+2) — PPH(d g y1,d%gn12))
:é_i(den—l—l — d’gpi1) + 6—14(d2fn+2 — d®gny2)
+6i4(d2fn+1 + d?g, — 2PPH(d g, d*gn11))
—6—1(PPH(d2fn+1,d2fn+2) — PPH(d*gn11,d°gn12))

3
o (PP fnd* fri1) = PPH(A g, gn11)).
Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient
16641 4+7%x24+3%«34+3+3%2

|d2f21n+1 - d29%n+1|§ 64 ||d2f - d29||oo
<2~ g
e Cas 1By — 1Ay, avec les équations (I1.47) et (I1.46), on obtient
Plhr = Pobya =g P huit = P guis + o
—%(PPH(den+17d2fn+2) — PPH(d*gp41,d°gn12))
—1—63—4PPH(d2fn,d2fn+1) - %PPH(dQdeQQnH)

15
:@(denJrl - d29n+1)

)
6l (PPH(d® fry1,d* frya) — PPH(d*gn11,d° g y2))

3
+6—4(d2 frg1 + d%gn — 2PPH(d?gp,d% gri1))

3
- 6_4 (PPH(den—l—ldefn-‘rQ) - PPH(d2gn+1 7d2gn+2))-

Avec le lemme I1.1 et la propriété 11.2, on obtient

15+5%24+3x3+3+3%2
64

5
<2 - gl

|d2f21n+1 _d295n+1|§ ||d2f _d29||00

e Cas 1By — 1By, avec I’équation (I1.47) on peut directement conclure

1I8+5+2+3%2

17 9 9
<—||d“f —d .

| 31 — d*gany1|<
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e Cas 1By — 1By, avec les équations (I11.47) et (I1.49), on obtient

18 16 3 1 5
& i1 — d29%n+1:ad2fn+l - 6_4d29n+1 + adQQn - 6_4d29n+2 - aPPH(denH,denm)
3 7 9
+6_4PPH(d2fnad2fn+1) + 6_4PPH(d29n+1ad29n+2) - aPPH(dQdeQQnJﬂ)
16 7
:a(denH — d?gni1) + a(PPH(d29n+1ad2gn+2) — PPH(d? fr11,d% fr12))
1
_6_4(d2fn+1 + d*gnio — 2PPH(d? fr41,d” fri2))
3
+6_4(PPH(d2fnad2fn+1) - PPH(d29n7d29n+1))
3
+6—4(d2fn+1 + d*gn, — 2PPH(d? g, d> grs1)).-
Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient
164+7%«2+3+3%x24+3%3
’d2f21n+1 - d2g%n+1’§ Hde - d2gHOO

64
3 2 2

e Cas 1By — 1Ay, avec les équations (I1.49) et (I1.46), on obtient
16 15 1 3
& fopir — d295n+1:ad2fn+1 - ad29n+1 + 6_4d29n+2 - 6_4(d2fn — d’gy)

9
+6—4(PPH(d2fn,d2fn+1) — PPH(d? gy, d° gn11))

7 5
—6—4PPH(d2fn+1,d2fn+2) + aPPH(d2gn+17d29n+2)
16, 5 2 3 9 2

9
+— (PPH(demden-i-l) - PPH(d29n7d29n+1))

64
1
—6—4(d2fn+2 + d29n+1 - QPPH(d29n+lad29n+2))
7
—6—4(PPH(d2fn+1,d2fn+2) — PPH(d gn41,d> gnt2))-

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient
164+34+9%x24+3+7%2
64

11
<|d?f — d?gl|o.

1d° f — d*glloo

2,1 2 1
|d” fant1 — d°gan1|<

Pour k=2n, on a encore 7 cas a étudier explicités dans le tableau C.2, les autres se déduisant
encore par symeétrie.
On peut remarquer par exemple que les équations (I1.46) et (I1.50) font intervenir les mémes
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‘ ‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H ‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation ‘
2A4 2A4 241 — 244 2B, 2A, 2B1 — 2A,
Cas 2A1 2A2 2A1 - 2A2 Cas 2B1 2B1 2Bl — 2B1
2A 2A4 2B, 241 — 2B, || 2B 2B, 2B, 2B1 — 289
2A4 2B, 241 — 1B, 2B, 2A, 2By — 24,

TaB. C.2 — Cas a considérer pour k = 2n dans la preuve la stabilité de Sppuapprox-

coefficients mais le fait que les cas ne soit pas identiques, implique que les hypothéses du lemme
II.1 ne sont pas vérifiées. On a encore besoin d’écrire tous les cas.

e Cas 2A; — 2A;, avec 'équation (I1.50) on peut directement conclure

154+3+9%2+5%2
64

1% f — d?gl|oo.

|d2f21n - d29%n|§
23

< —

—32

|d*f — d®gl|oo

e Cas 2A; — 2A,, avec les équations (I1.50) et (I1.52), on obtient

15 19 3 9
@ fy, = A g3 =7 @ fu = Gy d0n = 2 d fur + S PPH(A fod? )

—63_4PPH(d29nad2.gn+l) - %PPH(denfldefn) + 614PPH(d29n71ad29n))

16 9
:a(den - dzgn) + 6_4(PPH(d2fnad2fn+l) - PPH(dQQn,dQanl))

3
_6_4(d2fn+1 + d29n - 2PPH(d29n7d29n+1))

5
— 5 (PPH(A frr,d” fr) — PPH(d?gp1,d%gn))
1

o (2 fr + d*gn_1 — 2PPH(d?g,_1,d%gy))

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient

164+9%x2+3%x3+5%x2+3
64

28 2 2
<= — .

’d2f21n_dzg%n’§ Hde_dngOO
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e Cas 24, — 2By, avec les équations (I1.50) et (I1.53), on obtient

15 16 3 1 5
200 _ 21 _ 192, 10,5 9 o o2 Lo 9 2 2
L epn(@ g1, d2n) + - (PPH(A [ fors1) — PPH(d g A g0 sn))

64 64
16 3
:a(den - d29n) - 6_4(d2fn+1 - d29n+1)

9
2 (PPH(E ol f 1) — PPH(d G0 A1)

1
_6_4(d2fn + d2.gn—1 - QPPH(d2gn—1ad29n))
5
—6—4(PPH(d2fn_1,d2fn) — PPH(d?gn_1,d%gy)).

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient

106+3+9%x2+3+5%3
64

1d° f — d®g]|.

25
<2
32

e Cas 24, — 2By, avec les équations (I1.50) et (I1.55), on obtient

15 18 3 9
d21—d21:—d2n——d2n——d2n - d2nd2n
fon 92n= g1 [ 61?9~ e f+1+64PPH( frd” frs1)

3 5

—aPPH(dQdeQQn—H) - 6_4(PPH(d2fn—17d2fn) - PPH(dQ.gn—langn))

15 5

:6_4(d2fn —d*gn) — a(PPH(den—thfn) — PPH(d*gn—-1,d°gn))

3

_@(denJrl + d29n - 2PPH(d29n,d29n+1))
9

— 57 (PPI(@ fusd? fui1) = PPH(Gn,d* g 41))-

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient

1I54+5%x2+3%x3+9x%2
64

<—||d“f —d .

’d2f21n_d2g%n’§ "de_d2g"OO
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e Cas 2B — 2As, avec les équations (I1.53) et (I1.52), on obtient

1 9
d2f21n - d2g%n d2fn - a 29 d fn+1 + (d fn 1— d 9n— 1) + 6_4PPH(d2fnad2fn+1)
3 7
_6_4PPH(d gn7d gn+1) - 6_4(PPH(d2fn—17d fn) - PPH(dQ.gn—langn))

:g(d% —d’g,) + 6i4(d2fn_1 — d?g,1)
—614(PPH(d2fn,1,d2fn) — ppH(d*g,_1,d%gy))
_6_4(d foyr + d°gn — 2PPH(d?g,,d% g y1))
o (PPH(E f P fr) = PP g011))
Avec le lemme I1.1 et la propriété 11.2, on obtient

164+14+7%24+3%x3+9x%2
|d2f21n_d2g%n|§ 64

57
< ||d®f = d*¢|| .
< l°f = &

1d° f — d?gl|oc

e Cas 2B, — 2By, avec ’équation (I1.53) on peut directement conclure

164+3+1+9%247%x2
64

2 IS — &l

’d2f21n - d2g%n’5 Hd2f - d2gHOO

_32

e Cas 2By — 2By, avec les équations (I1.53) et (I1.55), on obtient

18 3 9
@ fan = g3 = d2fn — i@~ g P+ g S fu 1P PH(@ s fra)

—63—4PPH<d g B gus1) - 614PPH<d2fn,1,d2fn> + 2pen(dgn 1)

16 9
—a(dzfn - dzgn) + = PPH(d2fmd2fn+1) - PPH(d2gn,d29n+1))

64(
—;—4(d2fn+1 +d*gn — 2PPH(d%gn,d* g 11))
+614(PPH(d2 fa—1,d* ) — PPH(d*gn—1,d%gp))
+6i4(d2fn_1 + d?g, — 2PPH(d?gn_1,d%gy)).

Avec le lemme I1.1 et la propriété 11.2, on obtient

164+9%«2+3%x34+7+24+3
64

<—||d“f —d .

’d2f21n_d2.g%n’§ Hde_d2gHOO
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e Cas 2By — 2A,, avec les équations (I1.55) et (I1.52), on obtient

18 1 3
0 fon = Ag=c 0 fro = - dPgn 1 + = (PPR(d s fr 1) — PPH(d g, gn 1))

Do a1 ) (o1 dP0n)

19 3
:6_4(d2fn - dQQn) + a(PPH(denaCan—I—l) - PPH(d29n7d2gn+1))

1
_a(d%fn + d2gn—1 - QPPH(d2gn—1ad2gn))

7
—a(PPH(den_l,den) — pPH(d% gy 1,d%gn)).

Avec le lemme II.1 et la propriété 11.2, on obtient

194+3%24+3+7x%2
64

1d° f — d®g]|.

(@ f3 — d° g2, |<
21

< —

=32

1d° f — d*glloe

L’hypothése (I1.9) est ainsi vérifiée. Le théoréme I1.4 s’applique. 0
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D.1 Une propriété de la moyenne PPH

LEMME D.1
Si|z1| > |y1] et |zo| < |ya|, alors |z1 —xo — (PPH(z1,y1) — PPH(22,y2)) | < 2[|(z1,91) — (22,92)|]00-

Preuve
o Siziyr >0, zoyo < 0 et g <0,

|z1 — 29 — (PPH(z1,y1) — PPH(22,y2)) |<|z1 — 22 — PPH(21,y1)|

<max (|x — z1|,PPH(z1,y2).
Or, |PPH(21,y1)| < 2min (|z1],|y1]), ce qui permet de conclure.
o Siziy1 >0, zoyo < 0 et zyzg > 0,
|z1 — 29 — (PPH(21,y1) — PPH(22,42)) |<|z1 — 22 — PPH(21,y1)|-
Si w1 — x9 — PPH(x1,y1) > 0,
|x1 — o — PPH(z1,y1)|<|x1 — 22]..
Si 1 — e — PPH(z1,y1) < 0, par hypothése on a |z1| > |y1|, donc

’.731 — X9 — PPH(xl,yl)]§]x1 — X9 — .%'1’
<lya]
<ly1 — 2.

e Si z1y1 > 0, x9y2 > 0 et x129 < 0, d’aprés 'équation (I1.42), on a

01— @y = (PPH(21,91) — PPH(22.2)) |<max (1| ) + max (2], ya))
<2max (|z1 — 22|.|ly1 — y2|).

e Sixzyy; >0, xoys > 0 et x1x9 > 0, on suppose par exemple x1 > 0. En notant A = x1 — x5 —
(PPH(z1,y1) — PPH(72,y2)), on a

2$1y1 4 2.%'2y2
T1+Yy1 T2+ Yo
:33%552 — 2123 — Y123 + TTYs — T1Y1T2 — T1y1y2 + Y12y + Y1Tayy

(z1 + 1) (2 + y2)
(X1 —22) +

A:xl — X9 —

_T1%TaT1yY2 + Y172 — Y1y2 21179
(x1+y1)(x2 + y2) (x1 4+ y1)(x2 + y2

_ (1 _ 29192 o 2x179 B
_<1 (;C1+y1)(:c2+y2)>( 1 2) + (:c1+y1)(x2+y2)(y1 Y2)-

)(yl —2)

Par hypothése, |xa| < |ya| et x129 > 0, donc 2x129 < |r129 + Z1Y2|, ce qui nous permet de
conclure. .
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D.2 Preuve de la convergence du schéma Sppyrria (théoréme I11.3)
On rappelle I'écritude du schéma Sppyrria
SPPHTRIAf = Sf + F(de) (D'l)

avec
S le schéma linéaire défini en base 3 par le masque a = (%, %, 1, %, %)
De facon analogue au schéma S1,1, on peut montrer que ce schéma linéaire a une fonction
limite C1~ (section 1.3.2).

F la fonction définie par F(d?f)3, = f,

WA i1 — (3 4+ ©)PPH(d? [, d% fra1) st |d?f] > |d2 frinl
Fd2 . _ 3w n+ 9 u? n n+ : n n+1fs D.2
( f)3 +1 {_§d2fn _ (% _ g)PPH(den,den) s |d2fn| < |d2fn+1|, ( )

et

CwRp (0 epn(@ R sr) SR ful > | ]
F d2 " — 3 n+1 9 3 n n+1 : n n+1|, D.3
(" Fan1 {%ﬁh—%$+%ﬁwHM%ﬁ¥ﬁJ st |d2fo| < | fura]. PP

THEOREME D.1
Pour 0 < w < %, le schéma Sppyrria (II11.28) converge vers une fonction limite CB= avec 6 =
—logs(a) et v = % En particulier, 0.738 < 3 < 1.

Preuve
Avec l'expression de F' (D.2)-(D.3), on remarque que I'hypothése (I1.3) est vérifiée avec, pour
tout d € I*°(Z),

1w
1@l < 5+ ) 147l
Pour montrer '’hypothése de contraction(I1.4), on doit définir plusieurs cas
Cas 1: k=3n+1 , étude de f3,,0 — 2f3,,1 + f3, = d*f3, 11
cas 1A:  |d?fn] > |d® foial
cas 1B:  |d?fn| < |d? fri1] ,
Cas 2: k:3n+2 ’ étude de f?}n+3 - 2f?}n+2 + f?}n-{-l = d2f?}n+2
cas 2A: | d?fn| > |d? fria]
cas 2B:  |d?fn] < |d?foi1l
Cas 3: k=3n , étude de fi, ; —2f3, + fi,_1 = d*f4,
cas 3A: |d?f| > |d® fria| et |2 fr1| > |d2 frl,
cas 3B:  |d?fn| < |d?fri1| et |d2fnoi| < |d2fnl,
cas 3C:  |d?fn| > |d® fria| et |2 fr1| < |d2fnl,
cas 3D:  |d?fp| < |d®fri1] et |d2fn1] > |d? fnl-

12121

De plus, on remarque que pour le schéma linéaire S de masque a = (g, 5135, 3), on a

((SF))sns1 = (d*(Sf))anp2 =0 et (d(Sf))sn = éd2 o
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Etudions les différents cas.
e Cas 1, pour le cas 1A, on obtient

w

w 2 2w 1 w
& fapp1=— (g + g) & fri1 + ((— +—= - Y

+

- 2 2
9 3 9 3 )PPH(d fnad fn+1>

——wd? fri1 + (% + w> PPH(d? fr,d* fri1). (D.4)

Pour avoir une majoration assez fine, on utilise la définition de la moyenne Sppy (I1.42). On a

& fhal< (5 + ) 107 (05

De méme, le cas 1B donne

A2 [ =wd? fr + (% ~ w> PPH(d? fr,d? fry1)- (D.6)

e Cas 2, pour le cas 2A, on obtient
1
d? f3ro=wd? fri1 + <§ - w> PPH(d? fr,d? fri1)- (D.7)

Sachant que 0 < w < %, la propriété (v) de I1.2 concernant la moyenne POWERP donne

1
E fhial= (0= ) 1

1
<116 e (D5)
De méme, le cas 2B donne
1

A2 fa o=—wd? f,, + <§ + w> PPH(d? fr,d* fri1)- (D.9)

e Cas 3, pour le cas 3A, on obtient

1-— 1

d2f§n:de2fn + %cﬂfnﬂ = <§ - %) PPH(d% f1,d% f) (D.10)

_ <% + %) PPH(d? f,d? fri1)-

Avec I'équation (I1.42) et le fait que 0 < w < %, on a

2 w 1 w
d2 1 <z _ = - had d2 -

1
<2 11¢2 oo (D.11)



D.3. Preuve de la stabilité de I'analyse multirésolution du schéma Sppyrria (théoréme I11.4)

Le cas 3B donne
P fh =g ot S fy + Sl o (D.12)
_ (% + %) (PPH(d? fr_1,d? fr) + PPH(d® fr,d° fri)) -
De méme, on obtient

3 2w
il (5 + 5 ) 1 (013)

Pour le cas 3C, on trouve

P =t (% - %) (PPH(A fu1.d2 ) + PPH( fon fur1)) . (D.14)

On obtient
1—2w

d2fh 1<

14 £ oo- (D.15)

Enfin, pour le cas 3D

1-— 1
dsziln:dezfn + %denfl - <_ + E

5 3> PPH(d? fr_1,d* fn) (D.16)

_ (% _ %) PPH(d? fr,d? fri1))-

On obtient la méme inégalité que le cas 3A.

Avec les équations (D.5), (D.8), (D.11) et (D.15), 'hypothése de contraction (I1.4) est véri-
fice. On peut alors conclure a la convergence et a la régularité avec les théorémes I1.1 et 1.2,
sachant que le schéma linéaire S est C'1. 0

D.3 Preuve de la stabilité de ’analyse multirésolution du schéma
Sppurria (théoréme I11.4)

THEOREME D.2
L’analyse multirésolution associée au schéma Sppyrria €St stable.

Preuve

Il est facile de voir sur I'expression de la perturbation F' (D.2) et (D.3), et en utilisant la propriété
(ix) de I1.2 de la moyenne POWERP, que 'on a pour tout dy,ds € [°°(Z)

2
1) = Pl (5 + ) 1 = ol
Donc, ’hypothése (I11.13) pour F' est vérifiée.

Pour I’hypothése de contraction (II1.14), regardons (d?f! — d?g'); selon que k = 3n + 1 (cas 1),
k=3n+2 (cas 2) ou k = 3n (cas 3).
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On va considérer plusieurs cas selon que f ou g vérifie les cas définis dans la preuve du théoréme
de convergence I11.3 du schéma Sppyrria (annexe D).

Pour k=3n-+1, on a 2 cas a étudier.
e Si f et g veérifient le cas 1A, d’aprés I'équation (D.4), on a
2
E fhes = byl (5 30 ) 1S - ol 017)

D’apres (I11.27), on a 3 + 3w < 1.
De méme, si f et g vérifient le cas 1B5.

e Si f vérifie le cas 1A et g le cas 1B, d’aprés 1’équation (D.4) et (D.6), on obtient
1
& fap1 = P gippr=—w(d fri1 + d°gp) + (5 + w> PPH(d” fr,d* fr11)
1 2 2
- § —w PPH(d gn’d gnJrl)’
:_w(denJrl + d29n - 2PPH(d29md29n+1))
1
+ <§ + w> (PPH(d® f,d° fr41) — PPH(d? g d’gni1)) -
Or |dh| > |d2 fria| et |dd| < |d2gns1], le lemme I1.1 s’applique, on a

2
|d2f31n+1 - d2.g?1>n+1|S <§ + 5w> ||d2f - d29||00,

11
<HI2f = e

Pour k=3n+2, on a encore 2 cas a étudier.
e Si f et g veérifient le cas 24, d’aprés I’équation (D.7), on a
E fhnes = gbial= (5 = 0) I18F = gl
De méme, si f et g vérifient le cas 2B, on obtient une équation similaire a (D.17).
e Si f vérifie le cas 2A et g le cas 2B, d’aprés 1’équation (D.7) et (D.9), on obtient

1
d2f?}n+2 - d2g?1>n+2:w(d2fn+1 + d29n) + <§ - w> PPH(d2fmd2fn+1)
1
— (5 + w) PPH(d? g, d% gy 1).
En utilisant la méme méthode que dans le cas k =3n+ 1, on a
2
|0 312 — A Gipsol < (5 + 5w> |d*f — dg||

11
<ol = gl
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Pour k=3n, on a 7 cas a étudier explicités dans le tableau D.1, les autres se déduisant par

symétrie.

‘ f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation H f vérifie ‘ g vérifie ‘ notation ‘

Cas A | af —ag Cas B bf — by Cas C | ¢f —cg
Cas Cas B | af —bg Cas Cas C bf —cg Cas Cas D | ¢f —dg
A Cas C | af —cg B CasD | bf —dg C

CasD | af —dg

TaB. D.1 — Cas a considérer pour k = 2n dans la preuve la stabilité de Sppurria-

e Cas af — ag, avec I’équation (D.10) on obtient

20 2 2w

= = o d2 _d2 -
2 2 e - gl

l—w w 2
d2 1 _d2 1 <= had =

7
<l — gllnc.

e Cas bf — bg, avec I’équation (D.12) on obtient

1+2w 4 4w

= o< (5 5+ ) I - gl

<[|d*f = d*glloo-

Les cas ¢f — cg et df — dg se traitent de fagon identique.
e Cas af — bg, avec les équations (D.10) et (D.12), on obtient
2 1 21 1 2 w9 2
A f3, —d g3n:§(d fn—d"gn) + g(d frt1 = dgni1)

- (1 + g) (PPH(A? fd? fri1) — PPH(d?gn,d*gn11))

9 3
_ l _w 2 2 _ 2 2
9 3 (PPH(d fnflad fn) PPH(d gnflad gn))

w
—3 (@ fu+ d*gn1 = 2pph(dgo1,dgn)).
Etant dans les conditions d’utilisation du lemme II.1, on obtient

1 w 2 2w 2 2w
d2 1 d2 L« Z et = = s =¥ d2 _ d2

7T 4w
<=+ = ) 1d*f — d*gll
<(5+ %) 1kes - Pl

74 4w 25
avecg+ 5 < 57
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e Cas af — cg, avec les équations (D.10) et (D.14), on obtient

1—w 1 w
2fl - d29§n:T(d2fn —d%g,) — <§ - §> (pPH(d? fro1,d* fr) — PPH(d?gn—1,d%gn))

1
- (5 + %) (PPH(d? fr,d° fri1) — PPH(d?gn,d* i)

w
+§(d2fn+1 + d2gn - 2pph(d29md29n+1))-
Etant encore dans les conditions d’utilisation du lemme II.1, on obtient

1—w 2 2w 2 2w
|d® f3,, — d29?1>n|§<T tg- 3 tst3 +w> |d*f — d*g||s
7 4w
<(5+ %) Ikes - Pl

On retrouve la constante du cas af — bg.

e Cas af — dg, avec les équations (D.10) et (D.16), on obtient

1- 1
d2f?}n - d2g§n:—w(d2fn - d2gn) - <_ + E) (PPH(d2fn715d2fn) - PPH(dQ.gnfl,d%gn))

3 9 3
w
—g(dzfn + d*gn—1 — 2pph(d*gp—1,d>gy))
I w 2 2 2 2
(573 (PPH(d” fr,d” frs1) — PPH(d”gn,d° gny1))

w
3 (@ far + dgn — 2097 (g0 1)),
D’aprés le lemme II.1, on obtient

1—w 2 2w 2 2w
|d® f3,, — d29§n|§<T tgt3teg 37 2w> |d*f — d*g||oo
7

dw
<<+ ) | f = dPgllos
<(5+ %) ks - ol

74 5w 26
avecg+ 3 <27.

e Cas bf — cg, avec les équations (D.12) et (D.14), on obtient

1 1w
@ i = g3,=3(d" fu — d’gn) = <§ + §> (PPH(d” fo1,d" fr) — PPH(dgn1,dgn))

w
— 5 (@ far + dgn — 2pph(dgn1,d°gn))
1 w
- <§ + §> (PPH(demdenJrl) - PPH(dQQnadQQnJrI))
w
_g(denJrl + d29n - 2pph(d29md29n+1))-

Or |d? f,,| > max (|d? fr1|,|d® fn_1]) et |d%gn| < min (|d%gpni1],/d*gn_1|), on est dans les conditions
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d’utilisation du lemme II.1 et du lemme D.1, on obtient

1 2 2 2w 2w
|d® f3,, — d29?1)n’5<§ tgtgt3 T35+ 2w> |d*f — d*g||s

5 10w
< =4 —=— | ||d%*f — d%¢||o
<(5+ 5 ) s = gl

5 10w 25
avec 9 + -3 < o7

e Cas bf — dg, avec les équations (D.12) et (D.16), on obtient
2 ¢1 o1 _ 1. 0o 2 w2 2
d f3n —d g3n:§(d fn —d gn) + g(d fn—l —d gn—l)
1
- <_ - g) (PPH(denfldefn) - PPH(dQanladQQn))

9 3

1 w
— <§ + §> (PPH(d? fr,d® fri1) — PPH(d?gn,d* gpt1))

w
+§(d2fn+1 + d29n - 2pph(d29md29n+1))-
Etant dans les conditions d’utilisation du lemme II.1, on obtient

1 w 2 2w 2
__|__

2w
d2 1 _d2 1 < s =7 = el d2 _d2

7 4w
< =4+ =) l|ld*f — d*g]|oo-
_(9+ 3)1\ f = d|

On retrouve la constante des cas af — bg et af — bd.

e Cas cf — dg, avec les équations (D.14) et (D.16), on obtient

1—-w 1w
@ f3 = & Ggn=——73—(d" fo — d*gn) = <§ - §> (PPH(” fsd” fri1) = PPH(d g gns1))

- <% B %) (PPH(d2fn715d2fn) - PPH(ngnflyd%gn))

w
=3 (@ fo+ d*gny = 2pph(d’gn1.d*gn))-
Avec le lemme I1.1, on obtient

l—w 2 2w 2 2w
d2 1 _d2 1 <= s =7 s =7 d2 _d2

7 4w 9 o
<\ === | lld°f —d°9|sc-
<(5- %) s -l

Dans tous les cas, 'hypothése de contraction (I11.14) est vérifiée. Les théorémes II1.1 et 11.4
s’appliquent pour 0 < w < %. 0






ANNEXE E

Un exemple de reconstruction

225



226 Annexe E. Un exemple de reconstruction

Dans cette partie, on se propose d’expliciter la reconstruction R7 d'une analyse multirésolu-
tion interpolante (section II1.2). On considére une reconstruction R7, polynémiale par morceaux
de degré 3, utilisant 4 points. ' '

On rapelle que R? dépend des données f7/ = (f(x7,))nez ol les points a7, € X7, une grille de pas
277,
On notera R’ pour R/(f), définie par

R (z) = R (z) pour x € [z an]

avec Rﬁb un polyndéme de degré 3 et interpolants les points gfl_l, gZL, giL 41 et gfl 19, dépendant des

pOiIltS (fn)nEZ
On s’interesse a établir une expression du polynéme R pour les points dyadiques de l'intervalle

[x%’ n+1]

E.1 Expression de R/ sur (x%,x£+1)

Le polynémes R, s’écrit
. . - .3
Ri(x) = a0+ a1z — a7,) + az(x — 27,)” + ag(z — z3,)”,
avec les contantes ag, a1, as et ag vérifiant

ap = g, et a1 + a2 +az2¥ = 2j(9£+1 —9gl)

_ i Gni = O

ai + 2a92™ J + 4ag2™ % = 5

et ay — a2 + az2™% = 29 (gJ) —gn 1)

ce qui donne l'expression des coefficients (a;)i—o..3

j 1
ag = Gy, ayp = 6h

1 . A . 1 . . A .
a2 = W(!Jiﬂ —2g), + 9¥L71) et a3 = W(ggl+2 - 39;+1 + 3g;, — ggzq)-

— (gl o+ 69, — 395 — 240 _1)

ExemPLE E.1 A
Dans le cas du schéma Sppy, la reconstruction R’ utilise des données locales (g7, + i)i=_1...2
définies par

gn n’ giLJrl = fr]LJrl’
9n71:fn+1 + [ = [+ 2pPH(d? £, d? r]z+1) quand |d* n+1| <|d*f}],
9£L+2:fr]z+1 + fi - frqu + QPPH(de] d? rJL+1) quand |d2 +1| > |d2f]|

L’expression du schéma Sppy est alors donnée par ( pprj)2n+1 = R%(nQ_j + 2_(j+1)).
I semble alors intéressant de connaitre I'expression de R, sur les points dyadiques de I'intervalle

[m%, n+1]'
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E.2 Expression de R/ sur des points dyadiques de (xﬁl,x‘; L)

On considére z € [ac%,xflﬂ] s’écrivant T = xﬁl +27UtPk avec 0 < k < 2P — 1.
On a 'expression suivante

ProposiTioN E.1 ‘ ‘
Vp € N, Vk € [0,2 — 1], la reconstruction R, s’écrit au point x = x, + 2~ U+P)E

RI(z) =b_1g)_, —i—bogfl—l—blgfhLl + bag? s, (E.1)

avec les constantes (b;)i—_1. o vérifiant

9—(p+1)
b= k(27P3k — 272k — 2)
bo=1— 2~ PV — 9722 4 o= Bp+1)3
by=2"Pk 4 27 (T2 _ o= (pH1) 3 (E.2)
9—(p+1)
=3 k(272K —1).

EXEMPLE E.2
Par exemple, aux points xn +2-71 1 et xn +2793 3 , le calcul des coefficients (b;);=—1.. 2 donne

o 1 35 5

RI (] £ 977 J R J
n(@n + 4) 128 n1 128f 128 n 128f"+2
o 3 105 7T

RI (gl 4 9277Z J i’ gL
n(@n + 4) 128 1t 128f 12871+l 128f"+2

On obtient alors le schéma de subdivision linéaire de N. Dyn and M. S. Floater et K. Hormann
[DFHO05].

La propriété suivante permet d’écrire I'équation (E.1) sous forme d'une perturbation d'une
moyenne des points g7, et g7 ;.

ProrosIiTION E.2 ‘

La reconstruction R}, s’écrit au point x = z, + 2~ UtP)k pour tout p € N et pour 0 < k < 2P —1,
Ri(x) = cogh + cigh 1 + 4 (dPg")n + (AP )na, (E-3)

avec les constantes (¢;)j=—1...o vérifiant

1 1 1 -
Co+61:1, 61:2pk,

cg =b_ et c% = bo.

Preuve
On remarque que 2?271 b; = 1 (reproduction des constantes par le polynoéme R7,).
On écrit

bo +2b_1 — by + by —b_1 +2by = 1.
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En posant

co=bo +2b_1 —by=1-2"Pk
ci=by —b_1 + 2by = 277k,

on a bien ¢} + ¢l = 1. A
D’aprés Péquation (E.1), R, (z) s’écrit

Ri(xd + 27U P k) =clg? + clgd +b_1g), 1 — (2b_1 — ba)gl + (b_1 — 2b2)g’, .1 + bag]
=cbgl + cigh — bo1(dg’ )n—1 + (b_1 — b2)(dg” )y + ba(dg )i
=chgl, + c1g) — bo1(d*g?)p + ba(d® g’ )1
O
ExXEMPLE E.3

On peut ainsi montrer que la reconstruction RJ, aux points x7, + 2*7% et xf, + 2*7% peut se
réécrire

13, 1 3 (Tdf) +5df1,,
R (7, + 2 jz)zzfyjff‘ Zfrjzﬂ - < +

32 12
.31, 3 3 (5df+Tdf)
R (7, + 2 jz)zzf%‘f‘zfiﬂ—?ﬁ( B - :

Le schéma [DFHO5| peut donc s’écrire comme une perturbation du schéma Chaikin en faisant
intervenir 'opérateur aux différences d’ordre 2.
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