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L'étude des systemes dynamiques holomorphes engendrés par des itérations de
polyndémes et de fractions rationnelles a vu le jour au début du siecle (1918/1920)
grice aux importants travaux de G.Julia ([22]) et P.Fatou ([17]).

L'adhérence de l'ensemble de tous les points fixes (et cycles) répulsifs d'une fraction
rationnelle complexe R a été au centre de leurs investigations. Cet ensemble, appelé
ensemble de Julia de R et noté J(R) (ou J), est completement invariant par R ie
R(J)=R_;(J)=], et de plus, il sépare les domaines d'attractions des points fixes (et des
cycles) attractifs de I'application R.

L'étude du comportement itératif d'une fraction rationnelle complexe R fait partie

intégrante de la théorie des Systémes Dynamiques ({20},(6]).
Soit S un systéme (physique, biologique, chimique...etc) dont on a modélisé la

variation dans le temps par une loi d'évolution f (applicationde X — X ou X ¢ RP).
Pour un point de départ x( pris dans X, I'objet de cette théorie consiste en I'étude

du comportement de ce systéme ainsi que des phénomenes qui se produisent au bout
d'un temps assez long (analyse asymptotique); ceci revient a considérér la suite des

itérés successifs : x| +1=f(xn)=l“(x0) (neN) (cf. Collet et Eckmann [8]).

Des systtmes dynamiques pon holomorphes donnant lieu & des ensembles

invariants compacts ayant la seconde propriété (ci-dessus mentionnée) de I'ensemble
de Julia sont traités en détails dans l'article de Mc Donald et al ([28]). D'autres
invariants compacts, les attracteurs étranges, sont liés a une classe particuli¢re de
systtmes dynamiques, appelés Systtmes Dynamiques Chaotiques. Ceux-ci sont
caractérisés par une grande sensibilité aux conditions initiales ([20D); leur étude a
connu (et connait encore) de grands développements ces derniéres années (voir [15]
et réferences incluses).
La plupart des ensembles invariants précédemment cités présentent a la fois une
structure de self-similarité et un aspect irrégulier et ininterrompu.Ces particularités
ont été déja soulevées par Hausdorff (1919) (cf. [16]) dans son travail sur les
ensembles de mesure (de Lebesgue) nulle. L'etude de ce type d'ensembles a été
relancée, il y a une dizaine d'années, par le mathématicien frangais B.Mandelbrot
(129]). 1 leur donné I'appellation de fractals et a introduit, pour guantifier leur
degré d'irrégularité, la notion de dimension fractale. Notons au passage que celle-ci
est une caractéristique géométrique globale de I'ensemble considéré. Pour estimer
cette dimension, pon entiere en général, plusieurs algorithmes existent dans la
littérature ([16],[181,[19],[15]).

Les principaux axes de cette these, que l'on rassemble sous la dénomination
d'étude locale, sont :

.L'étude de la distribution locale des points (mesure de densité) sur un ensemble
invariant compact ¥ (ensemble de Julia, attracteur étrange...etc).
Derrida et al ([12],[11]) ont montré I'existence d'une ]iaison entre la théorie de la
renormalisation en Physique Statistique (étude des modeles hiérarchiques de
réseaux de verres de spins) et la théorie des systémes dynamiques holomorphes
(Blanchard [6]).Nous exploitons cette liaison comme une application de notre étude.



« Numériquement, on approche le compact & (% c (IR2 ou C)) que
nous considérons par un gnsemble fini E formé d'un grand nombre de points .

La compréhension (par effet de zoom) de la structure locale de E nécessite
l'utilisation de méthodes d'acces rapide a ses différentes régions; pour cela on fait
appel aux techniques de la géométrie algorithmique (Preparata et Shamos [36]).

Celles-ci nous permettent en méme temps de donner une estimation de la dimension
fractale du compact initial E.

En ce qui concerne l'organisation de ce travail, celui-ci est réparti suivant trois
parties A, B et C. Le theme de la partie A est I'étude mathématique et le calcul
numérique de la densité locale. La partie B est consacrée a I'étude algorithmique du
probleéme de l'acces rapide. Quant 2 la partie C, elle consiste en la combinaison des
différentes méthodes des parties A et B sous la forme d'un Jogiciel destiné a I'Etude
Locale d'un Sous-Ensembie du Plan (en abregé, ELSEP).

Dans le cadre du chapitre 1 de la partie A (que nous noterons A-I), apres un
rappel des principales propriétés de I'ensemble de Julia J d'une fraction rationnelle
complexe ([6]), on s'appuie sur des notions de la théorie du potentiel (cf. Tsuji [38])
pour définir une mesure locale M(x,r) (ot r désigne un rayon) autour de chaque
point x de J borné. Dans le cas de I'ensemble de Julia d'un polyndme, la mesure

M(x,r) est associée 2 la distribution d'équilibre du potentiel Jogarithmique de J ([9]).
Plus précisément,il s'agit de trouver un exposant positif o et une fonction analytique

\[f tels que (r®Vf (r)) approche au mieux la mesure locale M(x,r) autour d'un
ploint x.dqu gompz:lért consiggré. Dans ce but, on décrit deux méthodes rzumé.ri ues de
détermination de o et des premiers coefficients de I'application YJf. L'ajustement

aux moindres carrés est utilisé dans la premigre méthode tandis que la seconde se
sert de la convergence vague d'une suite de mesures bornées. Des tests menés sur
des exemples caractéristiques de polyndmes nous permettent d'évaluer les
performances de chacun des deux algorithmes.

A travers le chapitre (A-II), on propose un algorithme, appelé procédé
d'extrapolation, qui nous fournit la possibilité d'affiner les résultats de la seconde
méthode du (A-I). Parmi les nombreuses expérimentations effectuées a I'aide de ce
procédé, une application importante sur des exemples ayant trait a I'étude de
certains modeles discrets (modeles hiérarchiques de réseaux de verres de spins) de
la Physique Statistique ([33],[24],[2],[10]) est présentée; elle a donné lieu a des
résultats cohérents avec la théorie existante dans ce domaine précis de la physique
(cf. [11],[34)).

Lorsque l'ensemble E (qui approche ici un ensemble de Julia, un attracteur
étrange...) comporte un treés grand nombre de points (de l'ordre de 105), il est
nécessaire, afin de mener efficacement une étude locale sur E, de faire appel a des
méthodes d'acces rapide aux différentes régions de cet ensemble. Ces méthodes
s'appliquent aux problémes issus de la géométrie algorithmique ([27],[36]) et y sont



regroupées sous la catégorie nommée "Range-searching problem".Parmi les
domaines d'application de ce probléme, citons notamment le traitement de bases de
données géographiques, l'économie (gestion du personnel), la statistique
(probabilité empirique d'un hyper-rectangle) ...etc (voir aussi Yuval [41] et [42]).
La résolution de cet important probléme dans le cas bidimensionnel est le theme du
chapitre (B-I).

Apres un survol des principaux algorithmes existants dans ce domaine ([3]) et
tenant compte de leur difficile exploitation (la place mémoire requise est souvent
considérable), nous décrivons en détail un algorithme de résolution, appelé
algorithme du pavage régulier (noté A.P.R), réellement implémentable en rapport
avec le nombre élevé de points de E et ayant une efficacité suffisante. Maintes
expérimentations numériques nous ont permis de tester et de vérifier ses
performances (stockage, préconditionnement, temps de réponse) (cf. [27]).

L'aptitude du précédent algorithme, quant a résoudre des problémes différents
rentrant directement dans notre étude, est illustrée dans le chapitre (B-II).
Outre le moyen qu'il nous offre d'effectuer des zooms pumériques sur une région
arbitraire d'un sous-ensemble quelconque du plan, I'A.P.R nous permet de faire une
jonction avec le probléme du calcul de la densité locale, sujet de la partie A. En
effet, un arrangement de cet algorithme (via une technique de codage) résoud le
probleéme du "Variable disk retrieval” ([27]); on montre que la solution de ce
dernier conduit, sans changements notables des performances de I'A.P.R, a un
traitement rapide du probléme de la densité.
Toujours dans ce chapitre (B-II), I'utilisation de I'algorithme du pavage régulier
quant au calcul de la dimension d'un ensemble fractal est décrite a travers un
algorithme de "box-counting" ie basé sur le comptage des boites non vides d'une
grille contenant cet ensemble (cf. [16]). Appliqué a certains exemples du type déja
signalé, notre méthode donne des estimations concordantes avec celles fournies par
d'autres algorithmes ([26},[18],[37])).

Dans la partie C, I'exploitation de toutes les méthodes élaborées au long des
quatre chapitres nous a amené 2 mettre sur pied un logiciel, nommé ELSEP, destiné
a I'Etude Locale d'un Sous-Ensemble du Plan. Ce logiciel, écrit en langage
PASCAL sur le D.P.S 8 (systtme Multics) du C.I.C.G est désormais disponible.
Dans cette méme partie, on présente des résultats pumériques et graphiques issus de
l'utilisation de notre logiciel (ELSEP) sur des ensembles invariants compacts de
systemes dynamiques (ensembles de Julia en particulier).






PAIRTIE A

MESURE LOCALE ET METHODES NUMERIQUES

CHAPITRE 1: ITERATIONS DE FRACTIONS RATIONNELLES

ET ENSEMBLE DE JULIA .
MESURE LOCALE : METHODES D'AJUSTEMENT

ET METHODES BASEES SUR LA CONVERGENCE
VAGUE

CHAPITRE 11 : MESURE LOCALE ET PROCEDE
D'EXTRAPOLATION






A travers les deux chapitres de cette partie, on s'intéresse a I'étude locale de
certains ensembles invariants et compacts E du plan. Ces compacts sont, soit des
attracteurs étranges de systémes dynamiques ([20]), soit, si ces systemes sont
holomorphes, des ensembles de Julia de fractions rationnelles complexes (cf. [6]).
Notons que ces ensembles ont généralement une structure fractale ([29)).

Etant donné un ensemble E du type ci-dessus, notre intérét porte sur la distribution
des points sur E. Dans la plupart des cas, on observe en effet une différence dans la
fréquence de visite du systtme dynamique entre les régions de I'ensemble.

Pou étudier localement cette distribution, on suppose d'abord que les points de E se
répartissent selon une mesure p, mesure qui n'existe d'ailleurs pas toujours ([15]).
On définit ensuite, autour de chaque point x de E, une mesure locale (notée M(x,r)
ot r désigne un rayon), liée a p, qu'on s'efforcera de déterminer pumériquement et

cela en l'approchant par la forme (rmlp'(r)) ou ® est un réel positif et Y une
fonction analytique ne s'annulant pas a l'origine.
Parmi les différentes définitions de la dimension fractale de I'ensemble E (cf. [16]),

celle appelée la dimension ponctuelle dp(x)x <g autour de x est définie par:

lim(r__,o) In(u[B(x,r)])/In(r) ot B(x,r) est la boule centrée en x et de

rayon r.

Il semble donc que dp(x) n'est autre que I'exposant ot de M(x,r) ou M(x,r) ~ &

Mise a part cette liaison, le probleéme, theéme de cette partie, de la détermination
numérique de M(x,r) par la forme précédente (rul}f(r)) n'a pas été étudié.

On aborde le premier chapitre par des rappels sur les systemes dynamiques

holomorphes engendrés par des itérations de fractions rationnelles. On insiste
particuliérement sur les principales propriétés de I'ensemble invariant et compact
séparant les domaines d'attraction des cycles (et points fixes) attractifs de la fraction
du systéme. Cet ensemble, appelé ensemble de Julia noté J ([22)), sera, dans le cas ou
il est borné, I'objet de nos expérimentations en vue de traiter et de résoudre notre
probléme ci-dessus cité.
Partant de notions de la théorie du potentiel ([38]) (potentiel logarithmique,
distribution d'équilibre...etc), on définit, sous certaines hypotheses, une mesure
locale M(x,r) autour de x de E (ici, E=J). Cette définition prend en considération le
fait que si J est borné, il existe une suite de mesures de masse unité qui admet une
limite vague p sur J (voir [7]).

Apres cela, on décrit 2 méthodes d'approche numérique de M(x,r) par l'expression

« ().

Dans la premigre, on ajuste aux moindres carrés un nuage expérimental (€,M(x,€))



: 0

ou € est proche de 0; on utilise le concept de la convergence vague de mesures pour
en extraire une méthode qui est, diverses expériences présentées I'attestent, plus

performante que la premiére dans I'approximation de I'exposant o et des premiers

coefficients du développement de la fonction /.

Toujours dans l'optique de notre probleme, le deuxieme chapitre de cette partie
est consacré a la présentation d'un algorithme appelé, procédé d'extrapolation, qui
dérive de la seconde méthode du chapitre I et qui sert essentiellement a déterminer,

toujours numériquement, I'exposant ® de M(x,r).

Testé sur divers exemples d'ensembles de Julia J, dont certains sont étroitement liés a
I'étude des transitions de phase en physique statistique ([33],[34]), ce procédé nous
donne des résultats satisfaisants.
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1-0 Itérations de fractions rationnelles et ensemble de JULIA.

Soit 2 la sphere de Riemann, ie 2=CU{0°}; dans toute cette partie, R désigne
une fraction rationnelle (P/Q), de degré k=sup(d°(P),d°(Q))=2 , application de

3 —2.Si l'on pose Ry(z)=z et R, (2)=R(R_1(2)) avec n21, le point Z,=R,(2)
s'appelle le conséquent (ou l'itéré) d'ordre n du point z.

Dans la théorie des systtmes dynamiques holomorphes ([13]), I'étude du
comportement itératif de la fraction R permet de déterminer les ensembles
invariants par celle-ci. A travers le premier paragraphe de ce chapitre, on rappelle
brievement les principales notions liées a cette théorie. Pour plus de détails, on
renvoie aux références qui y sont indiquées.

I-0-1 Définitions et Rappels:

i) Point fixe et cycle (Attraction - Répulsion) (cf. [32],(7])
T'(z) désigne dans ce qui suit la dérivée, prise en z, de l'application T. Soit z*

(resp. C=(Zi’i=l,n ) un point fixe (resp. un cycle d'ordre n) de la fraction R.
Le point z* est attractif (resp. répulsif) si IR'(z*)I<1 (resp.IR'(z*)I>1). De méme , le
cycle C est attractif (resp. répulsif) si IR '()I<1 (resp. IR,,'(1)I>1) pour tout point t
du cycle.

ii) Domaine total et immédiat d'attraction. ([32],[61,(7])

a) Cas d'un point fixe attractif:
(Notation : limp & limite quand p tend vers l'infini )

Le domaine total d'attraction d'un point fixe attractif z*, noté DT(z*), est
Fensemble DT(z"‘)=(z/limp (Rp(z))=z*] (convergence uniforme).
Il est formé , en général, d'une infinité dénombrable de domaines ouverts; le plus
grand connexe (S DT(z*)) contenant z* est appelé le bassin immédiat d'attraction
du point z*, on le notera DI(z*).

b) Cas d'un cycle attractif :

Soit maintenant C = (z;};_; ,,un cycle attractif de R. Les points z; de C étant
des points fixes attractifs de I'application R, , on définira de méme, d'apres ce qui

précéde, leur domaine total et immédiat d'attraction respectif : DT(z;) et DI(z;).

Le domaine total (resp. immédiat) d'attraction du cycle C est alors défini par:
DT(C)=U (DT(z))} (resp. DI(C)=U,_, _ (DI(z)).

i=l..n
iii) Point critique - définition et propriétés:([171,[7])
On note parR_; la fonction (multiforme) inverse de R .

a) Le point o de C est appelé point critique de (R_y) si 'équation

R(z)-x =0 admet une racine multiple. Les points critiques sont donc les points de
I'ensemble R(A) ou A={z/ R'(z)=0]}.



b) Conséquence: Le nombre de points critiques ne peut dépasser la
quantité 2(k-1), ot k=d°(R).

c¢) Théoréme de Fatou.

Dans le domaine immédiat d'un point fixe (ou cycle) attractif de R se
trouve au moins un point critique de (R _j).

d) corollaire.

Sachant qu'il existe des cycles d'ordre aussi élevé que l'on veut et
que, d'apres (b & c),le nombre de points fixes (et cycles) attractifs est limité, on en
déduit que celui des cycles répulsifs est infini.

I-0-2 Ensemble de JULIA d'une fraction rationnelle: définitions.

(i) L'ensemble de Julia de la fraction rationnelle R, noté J(R) ou J , est
I'ensemble des points T du plan autour desquels la suite des itérés (Rn(z))neN , avec

z dans le voisinage de T , n'est pas normale au sens de Montel ([32]).
(ii) C'est aussi I'adhérence de I'ensemble des points fixes (et des cycles)
répulsifs de R ([22),[7]).

1-0-3 Principales propriétés de I'ensemble de Julia J ([32], [22], [171,171).

-

a) J est fermé et est non vide.
b) L'ensemble J est complétement invariant par R, ie que : R(J) = R yH=J.

¢) Soit z un point quelconque du plan, a deux exceptions prés appelées points

exceptionnels. Alors, un point z*€J si et seulement si z* est point d'accumulation des
antécédents, par R, de z .
d) Structure d'homogenéité: A partir d'un sous-ensemble de J , on retrouve, en

itérant par R, I'ensemble J entier, ie: si D est un domaine tel que JND=J ];t{ Q}, alors

IpeN tel que Rp(Jp)=J.

e) Aspects de I'ensemble J .
Quelques structures de J avec exemples correspondants

S) Ensemble continu :

citons-en quelques cas

1) Courbe de Jordan simple : 22, 7242 , z3+(z/2) .
On présente, en figure 1, ( 10‘{) points de I'ensemble J du dernier
polynoéme .

2) J est formé d'une infinité de courbes de Jordan .
exemples : 221, 234 (ot i2=-1), (3z-z3)/2 .L'ensemble J de ce
dernier exemple est dessiné en figure 2 et est formé de ( 104)

oints .

3) cp:onvexe: J(z2-2)=[-2,+2] , J(z3+32)=]-2i,+2i] , J(R) ol R est la

transformée de Newton d'un polyndme de degré 2 (voir [31])



13

S,) Ensemble partout discontinu : 225, 23-

S3) Ensemble dense dans 2 : Sil'ensemble J contient des points intérieurs ,

alors il est ldenthue au plan complexe (cas relevé par Lattes [25]) .
R(z)= (z +1) /[4z(z -1)] (fraction de Lattes) , R(z)=(i/2)[z+(1/z)].
f) Distributions des domaines d'attractions :
J sépare les domaines d'attraction des points fixes (et des cycles) attractifs de
la fraction R. Autrement dit, J est l'ensemble des points du plan qui n’appartiennent
a aucun domaine d'attraction .

Important : D'autres ensembles invariants compacts (de syst¢émes dynamiques non
holomorphes ([8],[20])) qui forment les frontieres des domaines d'attraction des
points fixes (et des cycles) attractifs de ces systémes ont été étudiés assez récemment
par Mc Donald et al ([28]). Ils ont mis en évidence leur structure généralement
fractale ([29]), calculé leur dimension (cf. [16] et [19]) et présenté divers résultats
numériques en relation avec les caractéristiques géométriques de ces compacts.

I-0-4 Obtention des points de J .

Approcher numériquement I'ensemble de Julia d'une fraction rationnelle J(R)
par un ensemble fini est un probleme relativement difficile.
S'appuyant sur la définition (ii) de la section 2 et sur la méthode de Newton
(transposée au cas complexe), I'algorithme utilisé, pour obtenir les points de tous les
ensembles J(R) étudiés et présentés dans ce travail, est largement détaillé dans ([1]).



FIGURE 1 :

(10000) points de 1l'ensemble de JULIA du polyndme z3+z/2
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FIGURE 2 :
(10000) points de 1l'ensemble de JULIA du polyndme (3z-z3)/2
(X,Y) € ([-2.5,+2.5))2
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I-1 Mesure locale.

Introduction

E désigne dans ce qui suit un sous-ensemble compact de C (ou de |R2). Une
distribution p (sur E) de masse positive est une fonction d'ensemble, additive et
positive sur les boréliens . Dans toutes les définitions ci-aprés, on ne considére que

des distributions p de masse totale finie ie qu'elles vérifient : p(E) < 0o (cf. [38]) .
On définit, a travers ce paragraphe, une mesure locale autour de chaque point de E;
ici E est pris égal & I'ensemble de Julia J d'une fraction rationnelle complexe R. Dans
le cas ot R est un polynéme, cette mesure est reliée a la distribution d'équilibre du
potentiel logarithmique de J .

I-1-0 Notions de la théorie du potentiel.

On énonce, dans le cadre de cette théorie (cf. [8],[38],[14] ), des définitions et
des propriétés qui nous seront utiles pour la suite de notre étude.
a) Le potentiel logarithmique de E en un point y du plan, relativement a p, est

donné par : Uu(y) =lg Log(1/1x-yl) dpu(x) .
b) Energie mutuelle de deux distributions t et § surE :
Si elle existe, elle est définie par IE U, (y)dy(y) etonlanote <t,y>.
En appliquant le théoréme de Fubini, il est clair que <t,y>=<y,t>.
¢) Energie d'une distribution p sur E: Si v=7 (=) dans la définition précédente,
I'énergie <p, > de W est alors ” (ExE) Log( 1/1x-yl ) dpu(x) dp(y) .

Cette quantité peut étre infinie, on posera C={v distribution sur E / (<v,v>)<00},
d) Distribution d'équilibre : La distribution d'équilibre sur E est 1'unique

distribution p* qui vérifie : <p*, ;1*>=inf{u e Clu(E)=1) <p,p>)  (=V).

Le potentiel (UH*) associé a p* est appelé potentiel d'équilibre et la quantité eV est

la capacité de I'ensemble E .

I-1-1 Correspondance des distributions d'équilibre.

Soit Q3 un domaine ouvert, connexe de (2=CU{oo)) et ), sa représentation
conforme par une transformation T.Deux distributions 1y et P, sur leur

frontiére respective Fy= Fr( Ql) et Fy= Fr(()z) sont dites correspondantes si
deux sous-ensembles E| C Fy, E5C F, correspondants par T soutiennent des masses

égales. En particulier, les distributions d'équilibre sur Ol et 02 se correspondent
par T (cf. [9)).
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- Correspondance des charges de la frontiére bornée d'un domaine simplement
connexe et celles du cercle unité .

S'il existe une représentation conforme T, sur I'intérieur du cercle unité, d'un
domaine A contenant le point 2 l'infini, alors les arcs, correspondants par T, de
F=F(A) et de la circonférence soutiennent les mémes charges (ou masses).

exemple: Distribution d'équilibre sur [-1,+1]
Si I'on considére la transformation de Joukowski :L(z)=(1/2)(z+1/z), la branche (de
module<1) de son inverse T(z)=L‘](z)=zi\](zz-l) transforme, de fagon univalente,
I'extérieur de [-1,+1] en lintérieur du cercle unité C(0,1).
La distribution d'équilibre (D.E) sur C(0,1) étant la distribution uniforme, on peut
donc, avec la correspondance ci-dessus, déterminer la D.E sur l'intervalle [-1,+1].

I-1-2 Convergence faible - éonvergence vague.

Considérons (1), <y €t 1 des distributions de C , (voir section I-1-0).La suite
(1) converge faiblement vers une mesure limite p si

lim, <p, A>=<p,A>, VAe C ,etonécrira (L), ((TH
Pour fe’@o((D) , qui est 'ensemble des fonctions a valeurs réelles, continues et a
support compact dans C , et y € C, on pose y(f) l'intégrale finie : LD f(x) dy(x) .
Alors la suite (1)), converge vaguement vers p si

lim, p, () = p(H) , Vv fe‘eo(lD) ,on le notera (k) =, (W) .

Ces 2 types de convergence sont reliés par le théoréme important suivant

Théoréme 1: ([7],[14]) [y 2y W] = [y, W]

I-1-3 Ensemble de JULIA et distributions de masse unité .

Soit R une fraction rationnelle de degré k>2, on choisit un point z* différent des
points exceptionnels de R signalés en section (I-0-3) et on construit une suite

(”n)neN de mesures de masse unité telle que:

M, place la masse (1/K" ) en chacun des (k) antécédents (parR,) de z*.

On rappelle alors le théoréme
Théoréme 2 : (cf. [38])

Soit (p,),cpy Une suite de mesures bomées, ie 3 ¢>0, ¥ nelN,0<p (e)<c

pour tout borélien e ; alors 1 une sous-suite (p)icjc N extraite de (pp)peN qui
admet une limite (vague) p .

Cette mesure est aussi de masse unité sur I'ensemble limite des antécédents par R
de z*, et cet ensemble n'est autre que J(R) ([6]) .
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Si R est un polynéme normalisé P, donc de la forme P(Z)=Zk+2i=l..k (Cp; zk'i), le

théoreme 2 devient plus précis, en effet on a
Théoréeme 3: ([7))

Soit (1), 12 suite des mesures de masse unité ci-dessus construite. Si p*

désigne la distribution d'équilibre (D.E) sur J(P) alors (1) = (n*).

I-1-4 Densité locale autour d'un point d'un compact (ici, ensemble de Julia).

Définiti 1 I le.

Pour xeJ et r>0, notons par B=B(x,r) la boule fermée centrée en x et de rayon r.
Si l'on pose M (x,r)=p,[B(x,r)], M (x,r) est donc le nombre d'antécédents
contenus dans B , a l'étape n (voir section ci-dessus), divisé par le nombre total
d’antécédents (ie k™) .
Position du probléme: Sachant que la suite (1)), .y Précédente tend vers une limite

11, on suppose qu'on ait les égalités
lim, M (x,r)=lim (1, [B(x,r])=p[B(x,r)]= M(x,r) et que M(x,r) est de la forme

(rml]f(r)) ou 0i>0 et \,P’(O)atO

Le reste de la présente partic A est consacré a la détermination numérique, sur
I'ensemble de Julia d'un polynéme (ou d'une fraction rationnelle), de I'exposant O
et éventuellement des (d+1) premiers coefficients ( ag,ay,...,a4 ) de la fonction J

si celle-ci est analytique ie \f(r)= z’izo (a; ri).

I-1-5 Etude d'un exemple.

On determme, a travers cette section, la distribution d'équilibre sur I'ensemble
de Julia du polyn6me (z 22) qui est l'intervalle J = [-2,+2] .

a) Rappel

Considérons I'ensemble de Julia d'un polyndme complexe P de degré k>2. On
sait que, dans ce cas, le point a I'infini est un point fixe attractif, et de ce fait
n'appartient pas a J . Plus précisément on a

Théoréme 4 (cf. [6] et [7]) : L'ensemble de Julia J=J(P) est borné , et n'est, par

conséquent, pas égal a tout le plan.

Avec ce théoréme, 'hypothése de compacité de I'ensemble E (ici E=], voir
l'introduction de ce paragraphe) est verifiée. Du théoréme 3, (section I-1-3), on
peut donc parler de distribution d'équilibre (D.E) sur J, notée pr .

b) Distribution d' equlllbre sur [-2,+2].

D'aprés ce qui précéde (section I-1-1) et en utilisant la transformation

conforme L(z)=(z+1/z), les distributions d'équilibre (D.E) sur Cl)l ={zeC /|z]=1} et
®2= {zeC/ ]m(z)=0 et Re(z) € [-2,+2]} se correspondent. Connaissant la (D.E) sur

le cercle unité iDl (cf.[9]), on peut donc, a l'aide de cette correspondance,

déterminer celle (notée ) sur l'intervalle CDZ .
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c) Expression explicite de la densité locale M(x,r) associée i la (D.E) p sur 5)2 :

Pour x € [-2,42] et en cherchant M(x,r) sous la forme (r(x\l)'(r))=(r°‘2i20 (a ri)) ,
on obtient, aprés simplifications, les expressions suivantes:
i) cas ol x=12
M(x,0)= r'V2) [(1/m)(14(1/24) £ + (3/640) 12 + (15/21504) 13) +...].
ii) cas ol Ixl#2
M(x,)=r [2kg+(kq k1 /3) 1 + (kg ko/5) 1 +...] avec:
ko=koCO=(1/(T (4-x2)112)), k =k (0=2(x2+2)/[(4-x2)?]
ky=ko(x)=2(x*+12 x2+6)/[(4-x2)1).
d) Exemple de valeurs théoriques des coefficients:
*) Autour du point x=1 : x=1, a9=0.367552... , a;=a3=0, a9=0.040839... .

+) Autour des points x=12 : x=0.5 , ap=(1/1)=0.318309... , a;=0.013262...

ay=0.001492... , a3=0.000222....
Remarques importantes : 1) Cas oi Ixl#2 : la fonction ' (r), figurant dans
I'expression de M(x,r), est paire , les coefficients 2351y avec (s=1,2,...) sont
nuls.En effet, en constate que kO(x)=k0(~x), kl(x)=k1(-x) et k2(x)=k2(-x), la

distribution d'équilibre p sur [-2,+2] est donc symétrique par rapport 2 l'origine.
2) Cas od x=12 : cette distribution est identique autour des points du bords,
autrement dit on a M(2,r)=M(-2,r) . '
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I-2- Détermination numérique de M(x,r) : Méthodes d'ajustement.

Introduction

Pour déterminer numériquement la mesure locale M(x,r) autour d'un point x
d'un compact E, on décrit deux méthodes numériques basées sur I'ajustement aux
moindres carrés puis on compare leurs performances.

Toutes les expériences ne pouvant figurer ici, on illustre les méthodes précédentes
sur I'exemple caractéristique de E=J(22-2)=[-2,+2] .

Comme indiqué dans l%!p ragraphe_précédent, on veut approcher la mesure locale
M(x,r) par la forme (r (r%) ou %P est un polynéme réel de degré d.

I-2-1 Présentation des méthodes numériques.

a) Methode 1: (notée M dans tout ce paragraphe (I-2)) .

._On se donne un rayon rmax et un pas h tels que (s=rmax/h1)>(d+2) ou
d=d’(%). Pour chaque rayon r;=rmax-(1-1)h avec i=1..s, on calcule , moyennant

un tri , par module décroissant, des points de E (=J) contenus dans la boule
B(x,rmax), la quantité M(x,r;) (voir la section I-1-3 et le dessin ci-dessous).

Ys

Schéma
descriptif

de la méthode . Points de E

La méthode M consiste alors 2 ajuster aux moindres carrés le nuage
(ri,M(x,ri))icll 5] Par la fonction F(r)=r°' e [@l(r)].Cette forme est substituée a la

forme initiale (r® P (r)) afin de linéariser le probleme.
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On est amené 2 résoudre le systéme suivant a (s=[ rmax/h 1) équations et (d+2)
inconnues (X et les (d+1) coefficients de P ;) :

o In(r;) + P l(ri) = In(M(x,r3)) pour i=l.s.
par la méthode des moindres carrés.

b) Méthode 2 : (notée M, ).

Cette méthode n'est, en fait, qu'une variante de (M); utilisant les mémes

données (rmax et h) que celle-ci, elle comporte les deux étapes :
«) Pour d°(%P 1):-.0, on détermine a l'aide de (M) la valeur numérique (X*) de

l'exposant X .
+%) cette valeur (0c*) est ensuite "injectée” dans I'expression X P (1)) de M(x,r).

1l nous reste donc a chercher uniquement les coefficients (a;);_q 4 » du polynéme

%P. Pour cela, on forme les éguations suivantes*:
iy — [0’
20,4 (@ (rj)) = M&x,r/l(rp™ ] avec
rj=rmax-(i-l)h ,j=1..(s=I rmax/h7) , s>(d+1) et d=d°(P).
Comme dans (M), ce systéme est résolu avec la méthode des moindres carrés, mais
cette fois, sans passage au logarithme.

1-2-2 Application numérique : exemple J(z2-2)=[-2,+2]

Avant de présenter les résultats numériques, signalons que dans le cadre de la
méthode M les coefficients théoriques de @1 se déduisent de ceux de P (voir

pour cela la section (I-1-5)). Autour des 2 points de J qui y sont indiqués, ils
deviennent
i) x=1: aO = -1.000888... , al = a3 =0 ’ 82 = 1/9 .

i) x=2 : ag = -1.14477..., a; = 0.041666..., a5 = 0.00382...,a3 =0.000526.....

Les 2 méthodes (M) & (M,) ont été testées autour de (x=1) et (x=2) avec les
valeurs de (rmax et h) suivantes:

1) rmax=0.10 : h=102 ,(1/2) 102, (1/8) 1072 .

2) rmax=0.20 : h=210"2, 1072, (5/8) 102

Dans les tableaux ci-aprés, figurent les valeurs numériques les plus proches
des valeurs théoriques; la colonne (d°) contient le degré des polyndmes P et ?Pl .

L'erreur absolue est indiquée pour chacune d'elles, elle est remplacée par un tiret

(-) deés qu'elle parait erronée.Les valeurs numériques de o étant les mémes pour les
2 méthodes, cette valeur est remplacé par une astérique (x) dans le cas de (M2).



Signalons que, lors de ces expériences, J(z2-2) contient 210 (=1024) points et que
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celles-ci ont été menées sur un micro-ordinateur (MICRAL 9050) .

Nota : Le nuage de points (r, M(x,r)) obtenu autour de x=2 avec rmax=0.20 et h=5

1073 formé donc de (s=40 points) est dessiné & la fin de ce paragraphe.

d°| coeff. M; erreur M, erreur
ol 1.020283 | 0.0203 * *
’ ag -0.952870] 0.0480 0.344955 0.0226
ol 0.978009 | 0.0220 * *
1 ag -1.043251 0.0424 0.349593 0.0180
aj -0.055211 0.0552 | -0.00300 0.0030
ol 0.977651 0.0223 * *
ag -1.045172 0.0443]  0.387408 0.0200
? aj -0.157574 0.1575 0.082085 0.0820
ay -0.157428 0.2685] -0.698233 0.74
ol 0.943016 0.057 * *
ag -1.244434 0.2435 0.374295 0.0067
3 aj 4.662945 - -0.053563 0.0535
ay 36.3911 - -0.928790 0.97
a3 -61.900 - 6.381243 -

«+ Tableau 1 : Valeurs numériques des parametres de M(x,r) autour de x=1.
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d® | coeff. My erreur M, erreur
o | 0498219 | 00018 * *
’ ag | -1.146637 | 00019 | 0317475 | 0.0008
o | 0500756 | 00007 * *
1 | ag |-1141810 | 00029 |0318697 | 0.0004
a; | 00417 0.0047 | 0.04275 0.0090
o | 0494273 | 00057 ] "
ag | -1.165274 0.0206 | 0.317555 0.0007
: a; | 0.125736 0.0841 | 0.005279 0.0080
ay | -0.258701 02625  |0.092332 0.0908
o [0.504029 0.0040 x .
ag |-1.120583 | 00242 0319615 0.0013
3 |a |0405283 03636  0.092304 0.0791
ay |-222234 - 0.096812 0.0953
a3 [4.945610 - 0.064472 0.0644

+* Tableau 2 : Valeurs numériques des paramétres de M(x,r) autour de x=2 .

[-2-3 Comparaison des deux méthodes et commentaires.

L'ensemble des informations permettant les remarques suivantes ne figurent pas

entierement dans les 2 tableaux précédents.

a) Performances de M :( se reférer a la section I-1-5 et a celle ci-dessus pour

les valeurs théoriques des paramétres de M(x r).
i) Autour de x=1:

On releve, pour (h) fixé et (rmax) quelconque,que la valeur numérique de o



se détériore quand le degré d de (fpl) augmente de 0 a 3. A titre d'exemple,

I'erreur dépasse (30%) pour d=3 et h=(1/8) 102,

Par contre, si I'on fixe d a2 0 et qu'on fasse diminuer le pas (h), les valeurs
numériques de l'exposant vont en s'améliorant.

Les valeurs de ag sont relativement mauvaises, des quantités positives sont mémes

enregistrées (rmax=0.20 et d=3). Quant aux valeurs trouvées pour (aj);_; 3, elles
sont médiocres et méme complétement erronées; exemple, dans le cas du triplet

(d,rmax,h)=(3,0.1,0.5 1072) on obtient ay= 280 et a3 = -1411.
ii) Autour de x=2:

Les remarques ci-dessus sont encore valables. Il faut quand méme noter que

le couple (O,ap) est mieux approché que dans le cas x=1.

Pour terminer I'analyse de cette méthode,on peut dire que , mis & part I'exposant
ol que l'on arrive & approcher d'assez prés (a (2%) en x=1 et jusqu'a (0.07%) en
x=2), cette méthode est inadaptée au calcul des coefficients (a;);_¢ 4 du polynoéme
‘J’l de M(x,r) .

b) Performances de M, .

Pour une valeur du triplet (d,rmax,h),on ajuste le nuage (r,M(x,r)) par la
fonction (rm*@(r)) avec O* connu, tiré de M et correspondant 4 la méme valeur

du triplet .
Que ce soit en x=1 ou en x=2, on constate que les valeurs numériques (notées:
v.n) de ag sont, en général, meilleures que celles trouvées avec M;. Les (v.n) de

(a;);_1 2 3 »Testent par contre encore mauvaises. D'autres expériences, non

présentées ici, ont montré que des perturbations de l'ordre de(ilO'z) sur une

valeur exacte o' engendrent des erreurs de 8%,(resp. 19%) si (o) est entier (resp.
rationnel), sur la valeur exacte de a;. Par contre, l'influence de ces perturbations est

moins significative sur celle de ag (4% d'erreur).
Remarques importantes

+) On rappelle que les valeurs portées sur les tableaux précédents sont les

meilleures, parmi celles trouvées, pour chaque degré d fixé et pour (rmax et h)
quelconques .
+%) Plusieurs ensembles, autres que J(z2-2), ont été pris comme exemples

d'application de M| et M5 , mais les expériences s'y rapportant ne figurent pas ici .
Cependant, la conclusion qui suit tient compte des résultats de celles-ci .

I-2-4 Conclusion.
En conclusion de ce paragraphe, on pourra relever, bien que M, est
globalement plus performante comparée a My, (en effet le coefficient (agp) y est

micux déterminé), que ces 2 méthodes d'ajustement ne fournissent pas une bonne
approche de la mesure locale M(x,r).
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M(x,r)

0.'2 [~ .

0,08 .

0,06

0c04 i %

0.02 |

0 0.05 0.1 0,15 0.2

rayon (r)

VARIATIONS DE LA MESURE LIMITE M EN FONCTION DU RAYON (r)
AUTOUR DU POINT X=(2,0) AVEC RMAX=0.20 ET LE PAS H=0.005




I-3 Détermination numérique de M(x,r) : Convergence vague

[-3-0 Introduction

A travers ce paragraphe, on décrit une méthode numérique basée sur la notion
de convergence vague pour déterminer la mesure locale autour d'un point d'un

compact E de R2 (ou €) . On se restreindra, sans perte de généralité, au cas ou E est
I'ensemble de Julia d'une fraction rationnelle R .

Pour illustrer cette méthode, on reprendra I'exemple caractéristique de l'intervalle
J=[-2,+2]. Signalons que les notations du paragraphe (I-1) sont conservées .

D'apres le (th 3) de (§ I-1), la suite (My)neN COnverge faiblement vers une
limite p, d'our :
lim, <p, A>=<p,A>, V Ae C (ie A est une distribution d'énergie finie)
Mais, numériquement , ce résultat sera difficilement utilisable pour déterminer p :

Présence des distributions A , calcul d'intégrales doubles .
D'autre part, le (th.1) nous assure la convergence vague de la suite (l1,) .oy VEIS 1L,

convergence qui fait, elle, intervenir des fonctions a support compact .
Cette notion de convergence est, du point de vue numérique, plus maniable car on
pourra alors envisager I'utilisation de fonctions & support compact et ayant certaines

symétries pour se ramener a des intégrales simples.
Dans la section qui suit, on décrit une méthode de détermination de la mesure

locale-limite M(x,r), associée a i, autour d'un point x de E=J=J(R), basée sur ce
concept de convergence .
I-3-1 Description de la méthode (notée M dans ce paragraphe (I-3)).
Par définition de la convergence vague de la suite (1), ey Vers une distribution

limite pt sur J,ona:

Jo f@ duy@ — | @) dp@) | (quand n > ), Y fe€y(C) ...... )

Considérons, pour x fixé dansJ et unrayon donné h, les fonctions ((Dxp)pEN* de

C +— R*, a support dans B(x,h), telles que :
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Y,
Pointsde J
X
<:bp(z)=(h-|z-x|)p si [z-x|<h
et nulles ailleurs .

(voir le dessin ci-contre)

I'égalité (1) devient alors:
IB(x,h) ¢*p(z) dpp(z) = IB(x,h) () dp(@) e 1"

Pour ramener ces intégrales dans le plan a des intégrales simples, posons
|z-x|=r ou z «(JnB(x,h) ); (Dxp(z) est donc une fonction (fp de |z-x|)=fp(r)=(h-r)P ,
et (1') prend la forme:

I[(),h] fp(r) diMpy(x,n] I[O,h] fp dIMEGDT e ()

Comme indiqué précédemment, on suppose que M(x,r)=(r* ¥ (r)) ou ¥ est
analytique et non nulle a l'origine, que nous approchons par la forme

(r°‘9’(r))=(r°‘2i=0"d(ai r') ) avec ap#0.
Pour n a l'infini, M_ (x,r) peut étre estimée en utilisant les valeurs numériques

ze(JNB(x,h)) et ce de la fagon suivante:

Jiomfo® dMaODI=(/N) T (h-r(2)P
ol r=r(z)=|z-x| et N le nombre fotal de points z dans J.
Dans les applications, N sera pris assez grand et égale a une puissance de (k=d’(R)),
ceci d'apres la construction de la suite (1), .y (Voir la section I-1-3). On peut, 2

partir de 13, approximer les (d+2) parameétres (o ,(aj)i_o 4) de M(x,r) en
transformant le systéme (2) en ce qui suit : "

j[o,h] (h-n)P d[r*P()]=(1/N) Ly DP oo 2"

systéme que 1'on résoud pour p=1..(d+2) ot d=d*(?) .
Remarque:la résolution de (2') conduit & une équation polyndmiale de degré (d+1)

en l'exposant o.
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++ Variante de la méthode M;: (notée M, dans le reste de ce paragraphe 1-3).
Le principe est le méme que pour (M), mais les fonctions (fp), qui,
rappelons-le, doivent étre A support compact dans [0,h], sont dans le cadre de (M,)

des fonctions-chapeau. Pour chaque degré (d) du polyndme P figurant dans
I'expression de M(x,r), il nous faudra utiliser (d+2) fonctions fp. Ci-dessous sont

tracées, suivant ce degré, les fonctions choisies .

f f
i 1 f f
f | 2
1
/ h / /
Ve N
— 0
— 13
» I » I
hi2 h N4 W2 h
(d=0) (d=1)
f
> f f
2 3
n /
f
(d=2) 1
» I
h8 h4 w2 h

Remarque : Pour p=1..(d+2), la résolution du systeme (2') avec les fonctions-test
ci-dessus, aboutit 2 une équation polynémiale de degré (d+1) en u=2%,

I-3-2 Résultats numériques et comparaison de ces deux méthodes .

A linstar des 2 méthodes d'ajustement (paragraphe I-2), on présente
umquement les résultats |ssus de I'application de celles ci-dessus sur I'exemple

caractéristique de E=J= J(z -2)=[-2,+2] .
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Ce dernier est formé du méme nombre total de points (N=210=1024) et les points x
de J, autour desquels on veut approcher la mesure locale M(x,r), sont aussi x=1 et
x=2. Pour les deux méthodes et dans le cas des deux points précédents, on a pris le
rayon h égal successivement aux 4 valeurs suivantes : 0.50 ,035,0.20 et 0.10.

Les tableaux ci-aprés contiennent les valeurs numériques (v.n) les plus proches des
valeurs théoriques (celles-ci sont indiquées en section I-1-5). Pour chaque degré d
(allant de 0 & 2) du polynéme P de M(x,r), le rayon h parcourt les 4 valeurs
précédentes; I'erreur (absolue) est indiquée pour la (v.n) correspondante.

d°(P)| coeff. M; erreur M, erreur
ol 1.001169 | 0.00116 1.002985 0.00298
0 aQ 0.368345 0.00080 0.370225 0.00267
ol 0.996312 0.00370 1.001663 0.00166
1 ag 0361938 | 0.00561 0.368186 0.00063
a) -0.014072 | 0.01407 0.010105 0.01010
ol 1.004699 0.0047 0.999109 0.00089
aQ 0.373460 0.0060 0.366414 0.00113
? ay -0.018863 | 0.0188 0.002420 0.00242
ay 0.064670 0.02383 0.043483 0.00264

*+ VALEURS NUMERIQUES DES COEFFICIENTS AUTOUR DF

=3

|



d°(P) coeff. M, erreur M, erreur

ol 0.501828] 0.00182 | 0.501702 0.00170
ag 0.320852 | 0.00254 0.320732 0.00242

ol 0.499916 | 0.000084 | 0.499807 0.00020
1 ag 0318182 | 0.00013 0.318090 0.00022

ay 0.014040 | 0.00077 0.014177 0.00090

ol 0.50000953{ 0.0000095| 0.499804 0.00020
ag 0.318323 0.000013 0.318036 0.00027

aj 0.013182 0.00008 0.014606 0.00134

ay 0.001726 | 0.00023 0.007027 0.00553

++ VALEURS NUMERIQUES DES COEFFICIENTS AUTOUR DE X=2.

s+ Performances et commentaires.
a) Méthode My
Cette méthode donne les meilleures valeurs de l'exposant o (comparée aux
méthodes d'ajustements du paragraphe 1-2).

Eneffet , ¥/ d=0,1 ou 2, l'erreur se situe entre (0.02 et 0.01) en (x=1) , et entre
(0.009 et 0.0000095) en (x=2) ; on constate au passage qu'elle est plus performante
autour du second point .

Dans le cas de (ag), on observe, d'une part, pour (x=1), des fluctuations autour de la

valeur théorique, (2/(“\/3)=0.367552...):par exemple,en (h, d)=(0.10, 2) , la (v.n)
trouvée est (0.432090...); et d'autre part une plus grande stabilité (des (v.n)) autour
de (x=2).Les remarques sur les (v.n) de (ag) s'appliquent aussi a celles de (aj) avec

toutefois des précisions moindres pour ces dernieres. Sur les valeurs approchées de
(aj), on releve une nette amélioration par rapport aux 2 méthodes du (§ 1-2) .

Pour conclure, on peut donc dire qu'elle est plus performante que celles-ci dans
I'approche de la mesure locale par la forme M(x,r)=ru(a0+a1r+a2r2)). Les résultats
sont plus significatifs dans le cas ot M(x,r)=a( ra, ie que (O,aq) sont les coefficients

les mieux approximés.
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b) Méthode M, .
Autour de (x=1 et x=2), on reléve la déterioration des (v.n) de o pour d=0 et
h croissant. Dans le cas ou l'on fixe h et qu'on fasse varierd de 0 a 2, on constate
que les (v.n) de O et ay sont caractérisées par une grande instabilité (fluctuations).
Les (v.n) de (a; et ay) sont, en général, moins bonnes que celles de (M) dans le cas
(x=2), alors qu'autour de (x=1), leurs (v.t) sont mieux approchées par (M,) que par
Mp).
Remarque importante
% Pour chacune des 4 méthodes, on a signalé que les valeurs numériques des
coefficients (O,(a;);_q_q) sont sensiblement meilleures autour de (x=2) qu'en (x=1).

Le fait que la forme (r*P (1)) n'est pas unique si P(0) peut étre nul (ex : autour de
x=1,ona Ol=1et aO;tO, mais on pouvait aussi écrire ®=0, a0=0 , et aj prendra alors
la premitre valeur de ag), semble jouer un rdle dans la différence des performances

des méthodes au voisinage de ces 2 points .
I-3-3 Conclusion (§ I-2 et § I-3) sur les approches de la mesure locale.

Au vu des (v.n) trouvées, aussi bien sur I'exemple J=J(22-2) que sur d'autres non
présentés ici, par chacune des 4 méthodes exposées, on peut globalement dégager les
deux points suivants:

i) Les méthodes utilisant la notion de convergence vague (ie: celles du
présent paragraphe) donnent de meilleurs résultats que celles utilisant I'ajustement
aux moindres carrés (paragraphe précédent) .

ii) Les (v.n) des (3));_; 4 (d=d°®P), sont caractérisées par une instabilité
numérique (fluctuations, valeurs erronées...etc), alors que le couple (&,aq) est celui
qui est le mieux approché .

D'une fagon générale, pour déterminer pumériquement , la mesure limite (ou la

distribution d'équilibre) autour d'un point x d'un compact de C (ou de IR2) généré
par une application (ensemble de Julia borné d'une fraction rationnelle complexe,
attracteur étrange de systéme dynamique...), il est préferable d'utiliser les méthodes
exposées dans ce paragraphe et de chercher a approcher cette mesure par la forme

particuliere M(x,r)=a ¥ (a0¢0).
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11- Détermination numérique de M(x,r)=r®y(r) :
-- Approche de l'exposant o par extrapolation.

11-0 Introduction

Nous situant dans le méme contexte que le chapitre I, on étudie, a travers ce
deuxieéme chapitre, et pour une classe de fonctions-test , I'influence du rayon h (cf.

la méthode décrite au § 1-3) sur I'exposant O de la mesure locale M(x,r) autour d'un
point quelconque x d'un compact E du plan . E désigne généralement I'ensemble de
Julia (borné) J=J(R) d'une fraction rationnelle complexe R .

Une approche de O par un procédé d'extrapolation est d'abord décrite puis
appliquée a quelques exemples d'ensembles E (=J) de polyndmes et de fractions .

On a déduit des 2 paragraphes (I-2 et I-3) que si I'on approche la mesure locale
M(x,r) autour d'un point x de J par la forme (r*®P(r)), P étant un polyndéme réel
de degré d, on obtenait de meilleurs résultats, dans la détermination numérique de O
et des coefficients (a;),_o 4de P lorsque d=0.

[1-1 Relation entre I'exposant ot et le rayon h .

Important : on se place dans le cadre de la méthode My (exposée dans le §

1-3), de 1a l'introduction du rayon h et des fonctions-test fp(r)=(h-r)p a support dans
la boule (B=B(x,h)). Rappelons que r=r(z)=|z-x| ol le point z parcourt (JNB) .
Notre but dans cette section est de montrer ce qui suit : ,
Si I'on suppose que M(x,r) est de la forme générale (ra[a0+6(r)]), avec
ap#0 et © une fonction a valeurs réelles, dont la propriété principale sera précisée

par la suite, alors la contribution du terme (r™0(r) ) est négligeable devant
(aoru) dans le calcul numérique de I'exposant O .
Pour cela, on va d'abord introduire quelques notations:

Appelons & (8>0), la valeur exacte de I'exposant formel O, & ne dépend donc pas
du rayon h . Approchons M(x,r) par la forme particuliere M*(x,r)=a r% et notons
par §(h) la valeur numérique de 0! évaluée par le procédé explicité ci-dessous .

Le point x étant fixé, on écrira, dans la suite, M(r) (resp. M*(r)) au lieu de M(x,r)
(resp. M*(x,r)).

Le systeéme (2) de la section (I-3-1) s'écrit dans le cas de M(r), en posant, pour n
a l'infini, Sp(h)=]w’h' fp(0 dl M1 (p=1,2):
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Sp(h) = j(o,h] fp(r) d[r“(a0+6(r))] (systeme #)
On peut maintenant énoncer le théoréme important suivant :

Théoréme 5 : si O(h) — 0 quand h — 0 alors &i(th) —» & quand h— 0.

Démonstration :
Posons Mg(h)=max,¢o h]le(r)l et considerons le systeme d'équations ci dessus
Sph) = I[O’h] ()P AM@D]  pourp=12 .ococonnne. #)

Résolution du systeme

équation 1 (ie p=1) : Sy(h) = I[O 1 (1) dIM@)]
intégrons par parties le second terme, cette égalité devient :
$10) = agh®+ D@y + o Soe) ar
mais |[};,, r¥0(r) drl< Mg(h) h@+Dyaie1y)
on en tire que
S (/RG+D) = ay/(B+1)) + € () oo (1)
avec €;(h)0quand h—0.
Cette propriété de €, vient du fait que la fonction Mg(h) tend vers Oavech.

équation 2 (ie p= 2)
Suivant le méme procédé que pour p=1, on obtient :

So(yh(8+2) = 2ag/((B+1)(B+2)] + Ex(h) .o Q)
avec encore €,(h)—0 quand h+—0.
Des égalités (1) et (2), sachant ag#0, on constate que, pour (p=1,2), les rapports

Tp=[Sp(h)/h(&+p)] ont des limites finies et non nulles : notons les I et I

respectivement .
La division terme a terme de (1) par (2) donne :

(8+2)/2 = [Ty-€ (W)VITy-€ ()] > (I}/lp) quandh =0 ..o (3).

Remplagons maintenant M(r) par M*(r)=a r& dans le systeme (#), celui-ci devient :
Sp(h) = Jw by (h-0P dlagr®M]  od p=1,2

ou encore en mtegrant par parties pour p=1 et p=2:
S (hy/h BT _ (ag/(B(h)+1)) covoovnenn @)

S, (hyh(3M)+2) = 2a0/((B(h)+ D(BM)+2)] ...covvee. )



La division terme a terme de (4) par (5) donne
(Bi(h)+2)/2 = [S (ym(BM+D] /[ 5, mym(BM)+2)]
mais d'apres I'équation (3), le rapport de droite tend vers (14/19) quand h diminue
vers 0, d'ou :
&(h) — & quand h+—0 ###

11-2 Expression de &(h) en fonction de & .

A travers cette section, on cherche l'expression de 8&(h) en fonction de & sachant
que M(r)=r°'(a0+9(r)) avec ag7#0, 0>0et §(r) — 0 quand r— 0.
Dans ce but, on fait appel encore au systéme (#) ci-dessus :
Sy = Jigp (0P dIM@®] o p=1,2
Pour p=1 et 2, on décompose l'intégrale (de droite) en la somme de deux autres
Sl(h)= '[[O,h] (h-—!‘) d[a0r°' ] + ﬁo,h] (h-l‘) d[r°'6(r)] =Sl l(h)+812(h) ...... (*)

Sy(h)= Im’h] (h-0?dlagr™ ] + Jm’h] (h-1)? d[r*0(1)] =Sy (h)+S9x(h) ...(xx)

De la démonstration du théoréme 5, on sait que :

(8(1)+2)12) = lim ) [SHREO+D P 5,mymE®+2) ]
on a vu aussi que le terme de droite a une limite finie et non nulle; de 1a, on a
®(h)=2h [S1(h)/Sy(h)]-2, ou encore, en remplagant S (h) et Sy(h) par leurs valeurs
respectives tirées de (x) et (xx):

&(h)=2 h [( S11(h)+S12())/( S5 (h)+Sy5(h))] - 2
les intégrales Sy (h) etSy(h) peuvent étre évaluées, I'exposant formel O! de la

mesure limite M(r) prend alors la valeur exacte &, d'oir :
S11(h)=ag KO+ Dy@4+1) | Syq(h)=2 ag h(®+D((8+1)(8+2))
et cela en intégrant par parties, comme indiqué d'ailleurs dans la preuve du (Th.5).

Avec ces deux expressions, &(h) devient :
&i(h)=2h [(agh(&+Di(@+1)+S ()] / [(2aghB+D/((8+1)(8+2)))+S 55 (h))]-2

Posons dans la suite: }l(h)=(&+l)(&+2)[h S1z(h)-522(h)1/(aoh(&+2)) ...(2)

By h)=[@+1)(B+)SpM)2aghG+Dy L............ (b)
on rappelle qu'on a déja montré, en utilisant la fonction Mg(h)=max re[0h] 19(r)]
que les intégrales Slz(h)J[o,h] (h-r) d[r&G(r)] et 322(h)=j[0,h] (h—r)2 d[rae(r)]

vérifiaient : R
S1oh&+ D150 quandh 0 , Syy(hyh(3+2) 150 quand h =0

On en tire donc aisément que (Y;(h));_; 2 7 0 quandh—0.
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Revenons 2 I'exposant numérique &(h); on obtient apres simplifications, tenant
compte du fait que, par hypothese, aj est non nul :

Bi(h) = (& + Jy(h) / (1 + Yp(h) .
La fonction 12(h) tend vers 0 avec h, d'oix [1/(1 +'32(h))] s l-}z(h) , on aboutit alors
a l'importante expression suivante :

(h) = [&+ F;(M][1 - Yp(h)] = &+ yy(h)- & Yyh) ..o, (##)
ou les (¥;(h));_; , tendent vers 0 quand h tend vers 0 et dépendent de la fonction 6
(voir les égalités (a) et (b)).

Conclusion : On constate que la tendance de &i(h) vers & , pour h décroissant vers 0,
est trés étroitement liée aux propriétés de la fonction .

11-3 Algorithme d'approche par extrapolation .
11-3-0 Nature du probléme dii a I'évaluation des S p( h):

Si I'on suppose que la mesure limite M(x,r) est de la forme [ro'(a0+6(r))l
autour d'un point x de (E=J(R)=J), on sait, d'apres le (th.5), que les valeurs

(numériques) de l'exposant O, calculées en résolvant les équations ((4) et (5)) de la

précédente section (II-1), tendent vers la valeur exacte & lorsque le rayon h tend
vers 0.

On rappelle que, dans le cadre de la méthode (M) du (§ 1-3), on a évalué les valeurs
des (Sp(h))p=l,2 , comme étant égales a :

[(/N) X e B-1@IPL_y

avec N le nombre total de points de J et r(z)=|r(z)-x| o z € JNB(x,h)).

Mais, le nombre de points dans la boule B(x,h) tend vers 0 avec h, et par retombée,
les valeurs (€valuées) des Sp(h); on s'attend donc a ce que la valeur numérique (v.n)

de & , notée O!(h) dans la suite au lieu de &i(h), se détériore au yoisinage immédiat
du point x.

conséquence :
la valeur numérique limite peut étre loignée de la valeur exacte, de 1a découle

la nécessité de négliger certains points (h,0!(h)) avant d'ajuster et d'extrapoler afin
d'approcher au mieux cette valeur.

Etant donnée la complexité du probleme, I'étude mathématique de ce phénomene est
tres difficile. Nous proposons une stratégie interactive pour la détermination des
points 2 omettre. Par la suite, nous illustrerons cette technique par de nombreuses
expérimentations numériques .



11-3-1 Description de I'aigorithme d'extrapolation
Tenant compte de ce qui précede, il comporte principalement les 3 étapes suivantes:

(1) Données: RMA X= rayon maximal de la boule centrée en x.
PAS= pas de décroissance du rayon précédent.
N= nombre total de points z dans J.

(2) h < RMAX
tant que (h>0) faire
Début
(a) Détermination de la valeur de O correspondant au rayon h
(voir la section (I-3-1), systeéme (2') avec d=0)
(b) h<h-PAS
Fin (tant que)
(3) (i) ajustement aux moindres carrés du nuage obtenu
(h;,0(hy));_;  (sSTRMAX/PAST) par une fonction F=F(h)

adaptée a I'allure de ce nuage et de limite non nulle pour h = 0.
(if) la valeur numérique limite de I'exposant est : lim(h_,o) F(h) .

11-3-2 Choix des points a négliger (point (3-(i)) de I'algorithme) .

Parmi les points du nuage, (au nombre de [RMAX/PAS ), on ne doit prendre en

compte, lors de I'ajustement, que les points (h,0!(h)) non touchés par la déterioration
signalée précédemment (section I1-3-0).

Autrement dit, on omet volontairement tous les points (h,0!(h)) n'ayant pas un
comportement qui refléte une tendance des 0!(h) vers une valeur limite.

Remarque importante :

L'omission signalée ci-dessus peut non seulement porter sur les points (h,0!(h))
ou h est trés voisin de 0, mais aussi sur ceux dont I'abcisse est proche de (RMAX).
Ces derniers points, du fait de I'éloignement de leur rayon du voisinage de 0,
peuvent eventuellement fausser I'ajustement (cf. th 5). Cette remarque met I'accent

sur le role de RMAX dans I'approche de I'exposant O! par extrapolation.
11-4 Application du procédé d'extrapolation a quelques ensembles de Julia

Dans cette section, on présente, par le biais de tableaux, des résultats numériques
issus de l'application du procédé d'extrapolation autour de quelques points
d'ensembles de Julia (J) de polyndmes et de fractions rationnelles.

11-4-1 Signification des paramétres des tableaux numériques .
A chaque exemple d'ensemble J traité, correspond un tableau de 8
colonnes (C;);_; g dont le contenu est spécifié dans ce qui suit:
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C;: (notée X dans le tableau)- cette colonne contient le point x de J autour
lequel on veut approcher I'exposant O de la mesure locale M(x,r) .
C,: (notée RMAX)- rayon maximal pris autour du point x .
Cy: (notée PAS)- pas de décroissance du rayon RMAX .
C4: (notée PN)- contient le nombre (total) de points du nuage (h,0t(h)) .
On a déja signalé que ce nombre est généralement égal 2 (RMAX/PAS),
mais il arrive, si x est entaché d'une erreur, qu'a partir d'un certain rayon (ry)
(dépendant a la fois de x, RMAX et PAS), 1a boule B(x,ry) ne contienne aucun

pointde J.Les valeurs évaluées de (S (h))p=l o s'annulent donc dans ce cas; en
conséquence, les valeurs numériques (v.n) de O correspondantes a tous les rayons g

vérifiant (PAS< p <) sont jnutilisables car pulles.
Cs: (notée PVI1)- nombre de points (du nuage (h,0!(h))) omis dont

I'abcisse est proche de 0.
C6: (notée PV2)- comme dans C5 , mais les points omis sont ceux dont

I'abcisse h est proche de RMAX.

C+: (notée O1-ext)- contient la valeur extrapolée de O tenant compte des
éventuelles omissions .

C8: (notée AM) - dans le cas ou la valeur théorique de O est connue , cette

colonne indique l'erreur absolue commise sur cette valeur en extrapolant .L'erreur
est remplagée par un tiret (-) dans le cas contraire ou si x n'est pas dans J.

11-4-2 Probléme posé par la connaissance approchée du point x.

Dans le cas général, on ne connait que la valeur approchée du point x consideré.
Le résultat de I'extrapolation sera évidemment lié¢ a I'erreur faite sur la valeur

exacte de x, erreur dile d'ailleurs au calcul ny érique dcls points de J.
Sur certains exemples de polyndomes (P(z)=z4-2 , P(z)=z¢ ) dont la valeur de O est

" connue autour de chaque point t de J=J(P), on essaiera de mettre en évidence cette
liaison. Pour cela, on cherchera M(t,r) o t;=t+€ (avec eeC oul |€| petit ) que l'on
comparera avec M(t,r), et ceci pour des points t de J exacts.

11-4-3 Présentation et analyse des résultats numériques .

En accord avec la construction de la suite (1), eN (8 1-1 chap.I), les exemples

présentés ici d'ensembles de Julia d'une fraction R (ou polynéme P) de degré k=2,
sont formés de N=(k™) points o N est assez grand.

Signalons aussi que la fonction d'ajustement choisie pour les 2 exemples de
polyndmes qui suivent est la parabole F(h)=a h2+bh +c, (cf. § 11-3-1).



+#+% Il est & noter que toutes les expériences de ce chapitre ont été faites sur le
DPS 8 (systeme Multics) du C.I.C.G .

* Exemple 1: P(z)=22-2 , N=213 -8192 points .

X |RMAX| PAS |PN|pPvi|Pv2| o-ext Ao
(1,0) 02 |4103]s50] 7 | o |1.000425 | 0.000425
20 |02 [4103)s50] 4 | o [o0.500002 | 0.000002
(0,0) 02 l4103]50] 10 [ o [0:998330 | 0.00167
02,00 |02 [4403]50] 11 [ 0 [1.000656 | 0.00065
(1.950) | 0.2 |4 03|50 0 | 38 | 1.009170 | 0.00917
(1.95,0) | 0.02 [4104|s0]| 7 | o | 0998313 | 0.00168
(102,109 02 |4103 | 48| 16 | 0 | 1.451021 -
ot 1o 02 |4103] s0] 9 0.997062 ]

On rappelle que J=J(P)=[-2,+2] et que la valeur théorique de l'exposant O est 1
(resp. 1/2) si |x|#2 (resp. si x=12) et ce pourx €J (voir § I-1 du chap.l).

Commentaires
Au vu des valeurs du tableau ci-dessus, on peut formuler les observations suivantes:

(i) Pour les points situés a I'intérieur du segment, (ex :(0,0), (0.2,0), (1,0) ) ou
sur les bords (ex:(2,0)), il suffit d'omettre quelques points (h,0!(h)) ot heV(0), alors
que ceux dont he V(RMAX) sont acceptables, pour obtenir une bonne approche de la
valeur théorique correspondante.

En figure 1 est présenté le nuage (h,0!(h)) (formé de 50 points) autour du point
x=(1,0)deJ.

(i) En ce qui concerne les points situés a I'intérieur du segment, mais proches
du bord , (ex: x*=(1.95,0)), 2 cas peuvent se présenter:

Cas 1:1a boule, (centrée en le point considéré), contient le point du
bord +2 (ou -2), (ex: RMAX=0.20 autour de x*): on remarque que les (v.n) 0l(h)

sont d'abord proches de la valeur de & du point du bord (ici,0=0.5 autour de (2,0)),
puis croissent rapidement tant que les rayons h sont supérieurs a h* tel que B(x*,h*)
ne contienne pas le point du bord.Elles s'approchent ensuite, pour h<h*, de la valeur
théorique du point considéré.

Dans le cas précis présenté ici, cette valeur est 1, c'est celle qui correspond d'ailleurs
aux points de J autres que (2,0). Les différents comportements décrirs dans ce cas
sont visibles sur la figure 2 .
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Cet exemple illustre I'influence , du point de vue numérique, sur la (v.n) de O
autour d'un point x , d'un point voisin de x et d'exposant 0!-théorique différent .

Cas 2: Si la boule de rayon (RMAX) ne contient pas le point du bord

(ex: RMAX=0.02 autour de x*=(1.95,0)), le comportement des points (h,0(h)) est
plus régulier et la remarque (i) s'applique dans ce cas.

(iii) Les deux dernieres lignes du tableau soulignent le "poids", sur le résultat dc
I'extrapolation, d'une erreur faite sur un point x autour duquel on cherche la mesure
locale M(x,r) (cf. § 11-4-2).

Dans le cas précis présenté ici, sachant que x=(0,0)€ J(z2-2) et que O(x)=1, on releve

la différence entre les valeurs extrapolées de O! lorsque x est entaché d'une erreur de
(1%) (puis de 0.01%) sur ses coordonnées.

Les nuages (h,0!(h) ) autour de l'origine et (10’2,10'2) sont présentés en figure 3 .

+« Exemple 2: P(z)= 22 avec N=213 points .

Pour ce polyndéme, I'ensemble de Julia J=J(P) est le cercle unité C(0,1). La
mesure locale M(x,r) est connue autour de chaque point x de J, en effet on montre le

Lemme: V x € J, M(x,r) = M(r) = 1/I.
La mesure locale est associée a la distribution d'équilibre p* qui n'est autre que
la distribution uniforme sur le cercle C(0,1) (cf. [7]); la masse d'un arc d'angle ©

est donc p*(©)=0/(2N) .

Remarque : On constate que la mesure locale M(r) est de la forme I'rm@(r)] avec

ol=1, P(r) = constante = 1/1t = 0.318309... .

En raison du lemme ci-dessus, les expérimentations numériques (dont trois sont
présentées ci-aprés dans un tableau) ont ét€ menées autour de l'unique point fixe
répulsif du polynéme P qui n'est autre que x=(1,0) .

X RMAX | PAS |PN |PVI1|PV2| o-ext Ao

100 | 02 [4103|s0|8 | 0o |0999393 |0.0006
(01,00 02 |4103| 4840 | 0 |1227275 | -

(1.01,0)] 05 | 102 [49]40| 0 | 1051450 | -

Commentaires sur le tableau

1) L'observation (i) ci-dessus, sur les points intérieurs (et loin des bords)
du segment [-2,+2] , s'applique ici a tous les points de J(P) .
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*

2) Autour d'un point ¢ proche de la valeur exacte de x, (ex : dans le cas

traité ici, x=(1,0) et t=1.01), les (v.n) de O (ie 0i(h)) croissent trés rapidement
lorsque h décroit (voir figure 4) : la méthode d'approche par extrapolation risque
alors d'étre inefficace .

Une possibilité de diminuer les effets, sur la valeur extrapolée de O, de l'erreur
commise sur x , est de procéder de la manigre suivante

(i) le rayon (RMAX) de l1a boule centrée en t (valeur numérique
connue) doit étre pris sensiblement grand afin de minimiser la perte d'informations,
perte engendrée par I'erreur ci-dessus, sur la mesure locale autour de la valeur
exacte x .

(i) ne prendre ensuite en compte que des points (h,0l(h)) dont
I'abcisse est dans le voisinage de RMAX .

Par exemple, dans le cas traité ici, remarquons l'amélioration de la valeur

extrapolée de o lorsque RMAX passe de (0.2) 2 (0.5); la valeur exacte de I'exposant
autour du point x=(1,0) est, rappelons-le, I'unité.

La remarque (2) ci-dessus est valable aussi bien pour J(z2-2) que pour d'autres
exemples non présentés ici.
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1I-5 Etude d'un exemple tiré de la Physique Statistique .

*

* Rq(z)=(22+q-l)2/(2z+q-2)2 qeN
11-5-1 Breéve présentation de la famille de fractions (R q)q eIN*

Ces applications, appelées Transformations de Renormalisation , jouent un role

trés important dans l'étude de certains modeles discrets de la Physique Statistique
(modeles higrarchiques de réseaux de verres de spin) (cf. [33] pour plus de détails).
Dans le cas présent, le modele étudié est celui du diamant; d'autres modéles sont
présentés et développés dans ([34] , [35]) .

Dans le plan complexe des températures, 'ensemble des points critiques de I'énergie
libre (notée f) d'un modele (étudiée dans [10]) coincide avec I'ensemble de Julia de
la Transformation de Renormalisation associée a ce modele ([12]) .

Au voisinage V(z*) d'un point critique z* de f, et pour q fixé, I'énergie libre f varie

comme : If(z)-f(z*l = |z-z*1® d(z-z*) ou z € V(z*) et ¢ une fonction "réguliére” .
Sans que des démonstrations mathématiques n'existent dans le cas général,
I'exposant B est relié a 'exposant & de la mesure locale M(z*,r) autour de z* . On

semble méme pouvoir affirmer que B =0 , mais cette demiere égalité n'est pas notre
propos ici.
On fait remarquer que I'ensemble de Julia Jq de la fraction Rq est invariant par la

transformation homographique Hq(v)=[(2-q)v+2(q-l)]/[2v+(q-2)] ; ceci provient

du fait que, pourv e C, Rq(v)=Rq[Hq(v)] et de la définition de l'ensemble de Julia

(voir la déf. (ii) de la section 1-0-2).
L'application de notre algorithme d'extrapolation, et donc de la détermination de

I'exposant & de la mesure locale M(z*,r), est faite pour q1=2 et qy=1.5 autour du
seul point fixe z* répulsif réel et plus grand que 1 de la fraction Rq .

Remarques importantes :

a) Se référant 2 la précédente définition de I'ensemble de Julia , le point z*,
ainsi choisi, appartient a Jq (9=q1.97) et est, par conséquent, un point critique de
I'énérgie libre f du modele considéré .

b) Notre étude est restreinte aux points de I'axe réel car seuls ceux-ci, et

plus précisément, ceux qui correspondent a une valeur entiére du paramétre q, ont
une signification physique (on renvoie a I'annexe pour plus de détails).

c) Il est aisé de vérifier que : V q (méme réel), le point a l'infini est un
point fixe attractif de I'application Rq. Autrement dit, ce point n'est pas dans Jq; ce

demnier est donc borné et, de 13, satisfait a I'hypothése de la compacité de I'ensemble
E (ici E=Jq) sur lequel on cherche a déterminer la mesure locale. (Voir au Chap.I,

la section (1-0-3) et l'introduction du (§ I-1)) .



11-5-2 Etude du cas g=2

Le modele correspondant a cette valeur de q est appelé "modele d'ISING" (se
reporter a [33] et a la riche blbhographle qui y est incluse); le pomt fixe, qui nous
intéresse, de la fraction Ry(z)=[z+(1/2)] 2/4 est le réel 2*=3.3829..

Comme approche de I'exposant critique B (ou encore, de O) de I'énergie libre f au
voisinage de ce point, plusieurs auteurs (Derrida et al [12],[11]) ont proposé la
valeur [In(4)/In(|R'5(2*))]=2.6765... cela apres linéarisation de R, autour de z™*.

Notons que (R'5(z*)|) désigne le module de la dérivée de Ry en z* .
En figure 5 est présenté I'ensemble J5=J(R,) formé de (N=43-65536) points .
On constate, sur ce dessin, le peu de points de I'approximant de J, autour de z* et

ceci malgré le nombre élevé du total de points N. A titre d'exemple, la boule fermée
B(z*,0.4) en contient (17) seulement ! .

Conséquence : Difficulté d'évaluer efficacement les quantités (Sp(h))p=l 9

nécessaires au calcul de I'exposant numérique 0!(h) correspondant (cf. le § 11-3-0).

Pour pallier cet inconvénient dii aux contraintes numériques, on fait appel a la
propriété d'invariance, signalée précédemment, de Ry(z) par la transformation

Hq(z)=l/z . Il revient donc au méme de chercher la mesure locale autour du point

t*=(1/2*)=0.2955... .
Ces deux points (z* et t*) sont indiqués par des fléches sur le dessin de la figure 5 .

(i) Approche de I'exposant 0! par le procédé d'extrapolation.

On dessine, en figure 6, 100 points (h,0!(h)) obtenus autour du point t* . Dans un
premier temps, ce nuage est caractérisé par une série d'oscillations d'amplitude
_ décroissante, puis, dans un second temps par une brusque rupture (comme prévu
d'ailleurs dans le § 11-3-0) . Au dela de cette coupure, la valeur numérique o!(h) tend
vers 0 trés rapidement .

Devant ce genre de comportement, signalé dans un autre contexte par Derrida et al
(voir [11]), nous procédons de la maniere suivante :
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1) Négliger tous les points (h,0i(h)) apres la rupture, ie dans la direction des
abcisses proches de 0 .
2) Ajuster le reste du nuage par
i) la droite Ly(h)=ah + b

ii) la parabole L, (h)=a hZ+bh+c

Résultats numériques :

On pose dans tout ce qui suit : V = nombre de points omis , € = erreur d'ajustement .
Dans le cas des 2 fonctions (i) et (ii), on a pris V = 18 ; avec cela on obtient :
Ajustement (i) : b = valeur extrapolée de 0! = 2.78 , Ia pente a=-1.10.

Ajustement (ii) : ¢ = valeur extrapolée de 0! = 2.78 , b = -1.10 ,a=-9100
Erreur d'ajustement : les fonctions d'ajustement étant pratiquement les mémes,

on trouve € = 8.5 102,
(if) Traitement des oscillations .

L'inconvénient majeur des 2 fonctions d'ajustements ci-dessus réside dans le fait
qu'elles ne tiennent pas compte des oscillations observées dans I'allure du nuage

(h,0!(h)); en conséquence, elles paraissent jnadaptées a ce genre de comportement .

Pour clarifier ce dernier, on trace en figures 7 et 8 , les nuages M(t*h) et
(In(h),0(h)). Ces 2 schémas nous permettent de supposer que la fonction =6(h)
apparaissant dans l'expression générale [hm(a0+0(h))] de la mesure locale M

(sections II-1 et 11-2) est périodique (de période T) par rapport 2 la variable (In(h)).
De la figure 8, la distance entre deux sommets successifs du nuage est
approximativement T*=0.56... .
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Rappelons I'expression de la valeur numérique O(h) en terme de OV :
oi(h) = O + Yy (h) - OF Yp(h) oo ()
ol les fonctions ¥ et Y dépendent de 0 et tendent vers 0 avec h (cf. section I1-2) .
Tenant compte du phénomene oscillatoire observé (fig. 6 et 8) et de 'hypothese du
théoreme 5 , la fonction @ peut étre prise périodique (de période T) et sous la forme
d'un produit scalaire ©(h)=(c.V(h)) avec les vecteurs (2 3 composantes)
c=(kg.kp,ky) et V(h)=(h, h sin (® In(h)), h cos(® In(h))) ot w=2TUT et (k;);_o 9
des constantes. Signalons au passage que V(h) = 0 quand h— 0.
En reportant cette forme de (h) dans xl(h) et xz(h) (voir les égalités (a) et (b) de
la section 11-2), I'expression () ci-dessus devient aprés simplifications :
ol(h) 2 0L+ (C.V(h)).ooviiiiiniiinnnnnn. (%)
avec le vecteur C=(K,K{,K5) ot (K;);_0. 2 des constantes s'exprimant en fonction

de ap, w, O et du vecteur c=(kg,ky,kp) .

Résultats numériques :

Apres avoir négliger (V=18) points (h,0l(h)), avec h dans le voisinage de 0, dans
le nuage initial (fig. 6), on ajuste, aux moindres carrés, les points restants par la

fonction a droite de (xx) que nous noterons Fl(h)=0!+(C.V(h)) dans toute la suite.
En extrapolant, on trouve les valeurs suivantes de o (=lim _,o(F{(h))) ainsi que du

vecteur C, en prenant 0=21/T*=11.1 (avec T*=0.56) :
™ =2.73,C=(KpKy.Kp) = (910,34 101, 1.2 107)

I'erreur d'ajustement correspondante est €=2 102,
Une autre expression de la fonction © :

Si cette fonction est prise égale au produit scalaire (u.W(h)) avec
d U=(UO,UI,U2,U3,U4)
e W(h)=(h, sin(win(h)), cos(® In(h)), h sin(® In(h)), h cos(m In(h)))

on obtient, aprés avoir omis (V=16) points du nuage initial puis ajuster (aux
moindres carrés) par la fonction Fz(h)=0!+(U.W(h)) , avec U un vecteur du méme

type que u, les valeurs suivantes : & = 2.73 , erreur d'ajustement € = 1.6 102

W = (Ug, Uy, Uy, U3, Up=(-910°1,7.710'3,5.2 102,32 10°!, -4.2 10°2).
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Commentaires sur les différents résultats d'ajustements .

Contrairement au cas ot la fonction d'ajustement est une droite ou une parabole,
les fonctions F(h) et Fy(h) ci-dessus tiennent compte des oscillations présentes dans

le nuage numérique (h,0!(h)) . Leur erreur (respective) d'ajustement est d'ailleurs
bien meilleure .

Ceci est bien illustré par la figure 9 od l'on a superposé le nuage initial (qui est
constitué de (100) points) et la fonction F(h) (resp. Fy(h)) qui correspond a la jere

(resp. 2¢me) forme de la fonction ©. Les valeurs des constantes sont celles indiquées
ci-dessus .Bien que I'erreur d'ajustement est meilleure en ajustant par Fy que par

F}, il faut quand méme signaler que la fonction @ ne vérifie pas 'hypothése du

(Th.5) dans le cas associé a Fy(h); en effet la forme @(h)=(u.W(h)) n'admet pas de
limite quand h tend vers 0 .

Plusieurs autres expériences qui consistent en la variation du nombre (V) des points
a négliger et en l'ajustement par (Fj(h)),_, , ne sont pas toutes présentées ici. Elles

nous permettent d'avancer la valeur (2.72 + 0.01) pour I'exposant 0! de la mesure
locale M(z*,h) autour de z*=3.3829... .
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11-5-3 Etude du cas ¢=3/2

La Transformation de Renormalisation est dans ce cas R(z)=[2z2+l ]2/[42-112; la
valeur q=1.5, rappelons-le, ne correspond a aucune réalité physique car non entiére.

Pour traiter cet exemple, on suivra le méme procédé utilisé dans le cas q=2 .Le point
fixe (de R(z)) qui nous concerne est z*¥=3.0272... . Nous référant a ([11]), la

linéarisation de R(z) autour de z* aboutit a la valeur approchée (B=2.8995...(=))
de l'exposant critique de I'énergie libre f du modele associé a I'application R .

Pour la méme raison invoquée dans le cas du modele d'ISING (ie q=2), nous devons
chercher la mesure locale autour du point t*=[H (z*)] 1.5 = 0.4525... . Les?2

points t* et z* sont reperés par des fléches sur la ﬁgure 10 ot (N= 48—65536) points
de J=J(R) sont dessinés . Notons, a titre indicatif, que la boule fermée B(t*,0.345)
contient pres de (N/5) points de J .

En figure 11, les points (h,0!(h)) autour de t*, au nombre de (69) nous révélent
encore une série d'oscillations d'amplitude décroissante. Considérant I'allure du

nuage (In(h),0(h)) (non présenté ici), et d'une fagon analogue au cas q=2, on établit

que la précédente fonction @ est périodique de période T. Estimée de la méme fagon
que précédemment, cette derniere avoisine la valeur T*=0.55 .

--- Application du procédé d'extrapolation

Apres omission de (V) points d'abcisse proche de 0 parmi ceux du nuage initial

(h,0t(h)) (fig. 11), nous ajustons (toujours aux moindres carrés) les points restants
par les 4 fonctions déja utilisées dans le cas q—2 a savoir :
() Ly(h)=ah+b, (ii) Ly(h) = ah2+bh+c

(iif) (resp.(iv)) la fonction précédente Fy(h) (resp. Fo(h)) avec

w=21/T*=11.4 (les notations des constantes sont les mémes que précédemment ).
Résultats numériques

On obtient les valeurs extrapolées suivantes ainsi que l'erreur d'ajustement
associée a chaque fonction :

(i) V=13, b=valeur extrapolée de 0i=2.91, la pente a=-7.4 10"}, £=2.5 10"
(ii) V=13, c=valeur extrapolée de 0i=2.91, b=-7.4 10"}, a=8.4 107, €=2.5 102
(ifi) V=19, 01=2.92, C=(K(,K|,K5)=(-8.210"1,-7.310-3,10°"), €=1.8 102

(iv) V=18, 01=2.92, €=1.4 102
U=(Ug,U;,Up,U3,Up=(-8.6 1071,-4.1102,-45102.1.6 107,28 107
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Coinmentaires

Les oscillations du nuage (h,0!(h)) autour de t* (voir fig. 11) étant moins
"prononcées" que dans le cas q=2 (fig. 6), on reléve ici que les valeurs extrapolées

de O! résultant des 4 derniers ajustements sont proches 1'une de I'autre .
En figure 12, la fonction d'ajustement F{(h) (resp. Fy(h)) est tracée en méme temps

que le nuage initial (h,0l(h)) de la figure 11; le vecteur C (resp. U) est pris comme
ci-dessus .

Complétant ces résultats, de nombreuses expériences effectuées en changeant le
nombre (V) de points a négliger nous permettent de dire que I'exposant critique B
(ou ®) de I'énergie libre f autour du point z*=3.0272... vérifie : 290 <0 <2.93.

11-6 CONCLUSION (Chap. I etII dela Partie A)

A travers le 17 et le 22 chapitre de la présente partie, on a décrit plusieurs
méthodes de détermination numérique de la mesure locale M(x,r) sous la

forme [r®\f(r)] autour d'un point x d'un compact E de (R2 ou C). Le test de ces
différentes méthodes a porté essentiellement sur I'ensemble de Julia borné d'une
fraction rationnelle complexe. Parmi elles, le procédé d'extrapolation apparait
comme étant le plus efficace .

Dans la recherche de I'exposant 0! de M(x,r), on a été amené, pour des raisons

numériques, a négliger certains points (r,0/(r)) avant I'ajustement par une fonction
adaptée a la forme du nuage obtenu .

Sur certains exemples liés & la Physique Statistique, I'application de ce procédé nous
fournit des résultats acceptables.



PAIRTINE IB

OUTILS ALGORITHMIQUES POUR L'ETUDE
LOCALE D'UN ENSEMBLE DE POINTS

CHAPITRE 1: PROBLEME DU "RANGE-SEARCHING"
ALGORITHME DU PAVAGE REGULIER (A.P.R)

CHAPITRE 11: APPLICATIONS DEL'A.P.R
- PROBLEME DU "VARIABLE DISK RETRIEVAL®
- DIMENSION FRACTALE
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INTRODUCTION DE LA PARTIE B

Comme indiqué, et partiellement abordé, dans la partie précédente, notre travail
consiste en I'élaboration d'outils algorithmiques pour I'étude locale d'ensembles E

d'un espace euclidien (essentiellement R2 ou C).
On a vu dans la méme partie que pour déterminer numériquement la mesure locale
M(x,r) autour d'un point x de E, tous les algorithmes qui y étaient présentés

necéssitaient l'acquisition des points de (ENB(x,h)) ot B(x,h) est une boule centrée
en x et de rayon h.

Si E est formé d'un nombre N élevé de points, il s'avere donc utile de faire appel a
des méthodes d'acces rapide 2 ses différentes régions. Ces méthodes rentrent dans le
cadre de la géométrie algorithmique; on renvoie l'ouvrage de F.P.Preparata et
M.1.Shamos ([36]) pour une large retrospective sur cette nouvelle discipline.

Le probleme d'acces rapide a une région d'un sous-ensemble quelconque d'un
espace euclidien de dimension k, nommé probléme du "Range-Searching" (cf. [27)),
est traité au premier chapitre de cette partie B.

Pour fixer les idées, citons une application simple de ce probléme en dimension 2 :
La direction d'une société de N employés entreprend, pour des raisons de gestion,
de "recenser” tous ceux dont le salaire mensuel S (en unité monétaire) et
l'ancienneté A (en années) satisfont aux conditions : S1<S8<§, et Aj<A<Ay

avec la possibilité de changer (périodiquement par exemple) les valeurs des
constantes (S;) et (Api=1,2.

En termes géométriques, les ouvriers forment un ensemble de points
E={(xj,yj),j=1..N} ol l'abcisse X (resp. l'ordonnée yj) indique le salaire S (resp.

l'ancienneté A) du j-i#me ouvrier. La question est alors de reporter les points de E
inclus dans un (ou des) rectangle(s) R=[ S] 591 x [Al,A2].

Parmi les méthodes proposées quant a la solution du probleme du
"Range-Searching" (voir [3]), on présente brievement, en début de chapitre, celle du
balayage séquentiel, la méthode dite de la projection ainsi que l'algorithme basé sur
la structure "Range-Tree". Pour chacune d'elles, on met en évidence, tenant compte
du grand nombre N de points de E, ses inconvénients soit dans le cas du mode dit
répétitif (cf. [27]) (possession de plusieurs rectangles R), soit du point de vue de la
place-mémoire exigée qui, souvent, est considérable.

Pour toutes ces raisons, on a mis au point un procédé de résolution, appelé
Algorithme du Pavage Régulier (A.P.R), alliant une efficacité suffisante (en liaison
avec N) et une implémentation relativement plus facile au regard de celle des
précédentes méthodes.

On détaille par la suite ses performances, d'abord dans un contexte théorique, puis,
a l'aide de nombreuses expériences numériques, d'un point de vue purement
expérimental. Ce dernier domaine se révélera d'ailleurs comme étant l'avantage
essentiel de [l'utilisation de I'A.P.R pour résoudre le probleéme du
"Range-Searching".
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Si la région auquelle on s'intéresse est un disque D(x,r) (au lieu d'un rectangle),
comme c'est le cas dans les méthodes de la partie A, reporter les points de

(END(x,r)) est sensiblement plus difficile.Les algorithmes existants dans la
littérature et destinés a trouver une solution rapide a ce probleme (appelé "Variable
Disk Retrieval Problem") sont rassemblés dans ([27]).Comme pour le probi¢me du
"Range-Searching", lI'inconvénient de ces algorithmes réside dans le fait qu'ils sont
d'exploitation ardue a cause de la grandeur de I'aire de stockage.

Pour notre part, une méthode se servant d'une technique de codage et faisant appel a
notre algorithme précédent (A.P.R) est présentée au second chapitre de cette partie.
On montrera de plus que la compléxité de cette méthode est la méme que celle de
I'Algorithme du Pavage Régulier.

Dans le méme chapitre, un procédé d'estimation de la dimension fractale ([29], [15])
d'attracteurs étranges de systemes dynamiques ([20],[8]) et d'ensembles de Julia de
fractions rationnelles ([6]) est proposé puis ensuite testé numériquement. Signalons
pour terminer cette introduction, que I'A.P.R, utilisé sous certaines conditions,
constitue encore l'ossature de ce procédé.
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1- Probléme du RANGE-SEARCHING :
Contexte et définition .

1-1 Généralités :

Pour le calcul de la complexité des algorithmes de résolution de problemes
rentrant dans le cadre de la géométrie algorithmique ([36]), on tient compte
généralement des 3 coiits suivants:

a) Stockage (noté S(N)) : C'est la place mémoire requise pour les données
utilisées par l'algorithme.

b) Temps de préconditionnement ou Preprocessing time (noté P(N)) : temps
nécessaire a l'organisation (ou préconditionnement) des données.

c) Temps de réponse ou Query time (noté Q(N)) : A une question Q relative au
probleme étudié, et dont les données sont éventuellement préconditionnées, Q(N)
désigne le temps mis, par l'algorithme utilisé, pour répondre a cette question .

N désignant ici la taille du probléme, on s'intéressera dans toute la suite a l'analyse
asymptotique de l'algorithme, c.a.d a son comportement lorsque N croit a l'infini.
On introduit les notations suivantes:

On dira qu'un temps T=T(N) est en O(f(N)) si :
3 ¢c>0, ANy € N/T(N) <cf(N) pour N>Nj.

De méme, T est en O(f(N)) si:
3 cq,¢9>0, I Nye IN/ ¢y f(N) < T(N) <cp f(N)pour N2 Ny
Ci-apres, on illustre sur un exemple I'évaluation des 3 coiits précédents.

1-2 Exemple : Probléme de la recherche du plus proche voisin
(Nearest neighbor searching )

Dans le langage de la géométrie algorithmique, ce probleme fait partie de la
catégorie de problemes dits de proximité ([27]) .

Dans R , il peut étre formulé ainsi:

" Soit E= {(xi)} i € [1,N] un ensemble de réels ; on veut trouver, parmi ces points,

le plus proche voisin d'un point
On décrit ici 2 méthodes de résolution de ce probleme.

Procédé 1 : Il consiste en le calcul du minimum des distances euclidiennes
d;=d(q,x;) i€[1,N] . Aucun arrangement n'étant apporté aux points de E, on obtient
donc S(N) = Q(N) = O(N).



Procédé 2 :

Dans le cas ou l'on est en possession de plusieurs points q a traiter, il est
avantageux d'effectuer un préconditionnement sur les points de E, ceci afin de
faciliter la recherche et donc d'avoir un meilleur temps de réponse. Pour cela, on

ordonne les (x;) i € [1,N] par ordre croissant , d'oi un temps de préconditionnement

P(N) en O(N log N) (cf. I'ouvrage de Knuth [23] pour les méthodes de tri) .

On termine par des opérations de dichotomie (ou binary-searching (voir aussi [23]))
pour localiser les points q parmi les points de E ainsi triés ; le temps de réponse est
par conséquent Q(N) = O(log N) ([19]). Les performances de cette méthode sont
donc les suivantes:  S(N) = O(N) , P(N) = O(N log N), Q(N) = O(log N) .

Remarque : Sauf indication contraire, tous les logarithmes sont a base 2 .
1-3 Position du probléme du Range-Searching

A travers ce chapitre, on s'intéressera au probléme nommé Range-Searching.
Celui-ci fait partie de la catégorie appelée "Geometric Searching Problems” ([27]).

Formulation du probléme :

Soit E={(x1js X9js --+» Xki)} ie[1,N], un sous-ensemble de points d'un espace

euclidien de dimension k .

Plusieurs types de questions peuvent étre demandées a propos de E, mais on n'en
retiendra que celui relatif & des hyper-rectangles de I'espace considéré .

Le probléme du Range-Searching s'énonce comme suit :

" Lister (ie reporter) rapidement les points de E inclus dans un hyper-rectangle
quelconque et arbitraire R=TT,_; , [a;b;]

Y o>
Pointsde E
by|--------
——— RectangleR

a l--------

2 : !

' ; , X
2 by

+# [llustration du probléme en dimension 2.
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En ce qui nous concerne, le domaine principal d'application de ce probleme est
I'étude locale d'un sous-ensemble du plan : mesure de densité, zoom
numérique...etc. C'est le but de ce travail; pour d'autres domaines voir ([3]) et

(136)) .

remarque importante : Des objets différents des hyper-rectangles peuvent aussi étre
considérés,par exemple: cercle, polygone...etc. Ces cas sont exposés dans le livre de
synthése de F.P Preparata et M.I.Shamos ([36)) et traités séparément dans ([4]) et
par Willard ([40]) .



2- Trois algorithmes de résolution du probléme du Range-Searching.

Pour réaliser cette étude et tenant compte du nombre de points N de I'ensemble

E qui peut étre trés grand (~ 105), on veut mettre au point une méthode de
résolution du probléeme précédent, réellement implémentable et ayant une efficacité
suffisante.

Ci-aprés, on décrit sommairement quelques méthodes avec évaluation des
performances de chacune d'elles.

2-1 Méthode 1 : Balayage séquentiel (cf. [3])

Cette méthode naturelle consiste en ce qui suit :
Les N points de E étant stockés séquentiellement (dans un fichier ou dans un
tableau), on répond 2 une question Q relative a un rectangle quelconque et arbitraire
R en testant, pour chaque point, son appartenance au rectangle R .

Performances de la méthode: Comme elle ne fait pas intervenir une quelconque

opération de préconditionnement sur les points de E, on a bien

S(N) = Q(N) = 6(kN) (=8(N)).

Commentaires: Si la taille du probleme (ie: N) est petite ou si une grande proportion
des N points est incluse dans R, alors ce procédé est performant.Mais, dans le cas
général, les cofits donnés ci-dessus sont optimaux.

2-2 Méthode 2 : Méthode dite de projection ([3])

On commence par trier, selon l'ordre croissant, les points de E par rapport a
chaque coordonnée (xj)j (1] - Pour j € [1,k] et sur chacune des k précédentes listes,
on localise, par la méthode du binary searching, les points 3 et bj : soit alors n

(anN) le nombre de points de E vérifiant a < Xji < bj pouri € [1,N].On
applique, pour terminer, la méthode du balayage séquentiel sur la sous-liste
contenant n = min jel1,k] (nj) points de E.

Compléxité de I'algorithme :

(i) Stockage des k coordonnées des points de E , d'odr : S(N) = O(kN)

(if) Tri des k coordonnées des N points de E , d'oti P(N) = O(k N log N)

(iii) Temps de réponse Q(N):Dans le pire des cas, ce temps est en O(kN) (c.a.d
en O(N)) .

Commentaires: L'algorithme de projection s'avére avantageux si un des rangs de
I'hyper-rectangle R considéré (ie correspondant a une des k coordonnées de I'espace
de travail) exclut une grande partie des N points de E .Ceci suppose donc la
possession d'informations sur la disposition de ces points. mais ce n'est pas le cas en

énéral.
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2-3 Méthode 3 : Algorithme basé sur la structure "Range-tree” (cf. [36], [27],[3])

La structure "Range-tree", notée RT(k) en dimension k (k>1), se définit
récursivement : RT(k) se construit en termes de RT(k-1). On commence donc par
définir RT(1) .

Elle consiste en un tableau T de taille N contenant les élements de E ordonnés
selon I'ordre ascendant .
L'algorithme basé sur RT(1) se décrit alors facilement : Sachant que dans le cas k=1,
I'hyper-rectangle R est un intervalle [a,b] , deux opérations de binary searching
(coiit : O(log N)) sont nécessaires pour localiser a et b dans le tableau T . Les points
cherchés sont par conséquent ceux compris entre ces 2 points .

Coiits de l'algorithme : ]
On a évidemment S(N) = O(N) , P(N) = O(N log N) ; si le nombre de points
trouvés dans Rest F,alors le temps de réponse Q(N)= O(F + log N) .

remarque : Notons que l'algorithme décrit ci-dessus est précisément la méthode de
la projection en dimension 1.

«+ Description de la structure RT(2) : (ie en dimension k=2)
On commence d'abord par donner la définition suivante :
Définition : On appellera médiane d'un ensemble {Zj}je[l pl de p points, le

point Z,, o u=Lp/2] .
. Signalons que, pour k=2, E={(x;,y;)} i€[1,N] et le rectangle R est de la forme

[a,b] x[c,d] . La structure (RT(2) fait appel, comme indiqué plus haut, au tableau T
de RT(1).

Elle est représentée par un arbre binaire dans lequel , a chaque noeud, on associe ,en
plus des 2 arétes (gauche et droite) :

¢ une valeur v appelée valeur discriminatoire
e untableau T de taille maximale N

Explicitons cette structure en commengant par la racine de l'arbre binaire :
Ce premier noeud contient les N points de E arrangés par ordre croissant des
ordonnées, on lui associe ensuite :

¢ une valeur v égale a la médiane de ces ordonnées

¢ un tableau T ot I'on stocke, triés par abcisse croissante, tous les points de E .

L'aréte gauche (resp. droite) de la racine pointe sur tous les points (x,y) de E dont
l'ordonnée vérifie: y<v (resp. y>v). A chacune de ces 2 arétes, on associe une valeur
discriminatoire et un tableau T contenant leurs points respectifs ordonnés par
abcisse croissante. Signalons au passage que le nombre de ces points est
approximativement (N/2)

Le partitionnement des (N/2) points de chaque aréte continue suivant le méme
procédé que pour les N points de la racine de l'arbre .



En résumé , pour s € [0,t] our t< (1+|llog NJ),ona:
Au niveau s (inclus celui de Ia racine), 3 25 sous-arbres dont chacune des 2 arétes
représente (N/2%) points de E organisés comme ceux de la racine . Retenons que le

nombre maximal de niveaux est (1+| log N |) donc en O(log N) .
-- Fonctionnement de l'algorithme basé sur RT(2) :

Il faut d'abord remarquer que chaque noeud de l'arbre binaire définit
implicitement un intervalle [Y 1-Y2l selon les ordonnées des points qu'il représente,

ainsi qu'une valeur discriminatoire v .
Afin de reporter les points de E inclus dans le rectangle R=[a,b] x [c,d], on distingue,
en traitant ce noeud, les 3 cas suivants :

() [Y(,Yq] < [c,d] : On recherche alors, dans le tableau T qui lui est associé, tous
les points (x,y) vérifiant : a<x<b .
(i) [Y{, Y9l N[cd]# (@) mais l'inclusion (i) est non satisfaite :
On traite alors les 3 sous-cas qui suivent :
&) v>d = examen de I'aréte gauche du noeud
B) v<c = examen de l'aréte droite du noeud
¥) v € [c,d] = examen des 2 arétes du noeud
(iii) [Y,Yol Nic,d] =(@} = non traitement du noeud.

Performances de cet algorithme :

+ Place mémoire : en chacun des O(log N) niveaux , on doit stocker les (2N)

coordonnées des points de E = S(N) = O(2N log N) (donc en O(N log N))
+ Preprocessing-time : Ordonnancement des N points de E par rapport a

chaque coordonnée = P(N) = O(2N log N) = S(N)

+ Temps de réponse (ou Query-time) :

D'aprés I'analyse faite ci-dessus sur le fonctionnement de I'algorithme, au plus 2
operatlom de binary searching (coiit : O(log N)) sont effectuées en chacun des O(log
N) niveaux; la recherche des points de E inclus dans R se fait donc en un temps
Q(N)=0(F + log N) ot F est le nombre de points trouvés dans le rectangle R .

--- Exemple d'arbre binaire ayant la structure RT(2) .

Ci-apres figure I'arbre binaire, construit selon cette structure, sur un ensemble
E = {t;=(x;,y;) , i=1..8} .
Ces points sont dessinés dans le plan selon leur ordonnée croissante (voir schéma A).

Dans le schéma B, on les représente a chaque noeud de l'arbre. Le contenu du
tableau T correspondant a ce noeud est indiqué entre les 2 arétes de celui-ci.
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( les tableaux T sont symbolisés par 4 )



+% Généralisation : description de la structure RT(k) pour k>3 .

Il suffit pour cela de la présenter pour k=3 ; le passage aux dimensions
supérieures se fait alors suivant le méme procédé .
La structure RT(3) se déduit de celle de RT(2) : elle consiste en effet en un arbre
binaire dont les points de chaque noeud sont triés suivant I'ordre croissant de leur
3€ coordonnée .
On associe ensuite a ce noeud :

¢ une valeur discriminatoire v égale 4 la médiane des (3¢ coordonnée des points)
qu'il représente .

® un arbre binaire binaire construit selon RT(2) sur les 2 premiéres coordonnées

des points du noeud .
+% Cofts de l'algorithme basé sur RT(k) (k>2).

Une analyse identique au cas de RT(2) nous donne les performances suivantes :

e S(N) = P(N) = O(k N fog®-D N) (ie: en O( N logk'1) N)
® Q(N) =O(F + logk N) ou F est le nombre de points reportés dans R .

Commentaires .

Bien que l'algorithme basé sur la structure "Range-tree" ait un meilleur temps
de réponse que celui des 2 précédemment présentés, il utilise néanmoins un espace
mémoire (et aussi un temps de préconditionnement) relativement élevé pour N
grand.

A titre d'exemple, si un réel est codé sur 4 octets , alors (105) points de IR2
nécessitent une place mémoire de plus de 13 méga-octets.
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3- Résolution du probléme du Range-Searching :
Méthode des cellules

Pour résoudre ce probléme, on décrit a travers ce paragraphe un algorithme
basé sur la notion de cellule. On détaillera ensuite ses performances d'un point de
vue théorique et expérimental.

3-1 Principe de la méthode.

Cette technique consiste en une subdivision en hyper-rectangles (ou cellules) de
I'espace euclidien de dimension k (k21). Pour répondre A une question relative 2 un

rectangle R = nj=1..k [aj ,bj] sur un sous-ensemble E de N points, seuls les points des
cellules intersectant R sont testés.

Ci-dessous, un schéma illustrant cette méthode est présenté dans le cas k=2 .

Y,
e Pointsde E
by |-----1--
— Rectangle R
a, |..7= o . ! - Cellules
(] ] > X
al bl

Ceci suppose donc que, dans la liste des N points de E , on peut accéder
directement aux points d'une cellule donnée de la subdivision (cf. [3] pour
davantage de détails).

3-2 Bref historique de la méthode.

Les paramétres de base de cette technique sont la forme et la taille des cellules
de la subdivision adoptée .
Pour trouver les points inclus dans R, il faudra notammant tenir compte des coiits
suivants; -

+ Nombre d'accés aux cellules + Tests d'inclusion (dans R)

Ce cdté de la question, ainsi que la proposition de quelques types de subdivision ont
été traités dans ([3] et [5]). Un autre genre de partitionnement en cellules de I'espace
est présenté dans (Yuval [41]). L'étude de la complexité de I'algorithme basé sur ce
partitionnement a été par la suite développée par le méme auteur (cf. [42)) .
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La section 3 qui suit est consacrée 2 la description puis I'analyse d'un algorithme
utilisant la notion de cellule dans le cas k=2 .

Le nombre N de points 2 traiter, étant trés grand, nous impose cette méthode pour
des problémes de mémoire .

3-3 Description et analyse de I'aigorithme du PAVAGE REGULIER.

1- Rappel du probléme du Range-Searching en dimension 2 - notations .

Soit E={ti=(xi,yi) , ie[1,N]} un sous-ensemble quelconque de points du plan .

Les points de cet ensemble étant supposés stockés dans un tableau T , ON S€ propose
de les organiser afin de lister rapidement ceux inclus dans un rectangle quelconque

et arbitraire R=[a,b] x [c,d] .
N étant fini, 3 4 réels non uniques qu'on notera par X, X2, Y| et Y, tels que
EC [X],le X [YI’Y2] =9 .On pourrait, par exemple, prendre : X1=min (x7),
Xy=max (x;) , Y y=min (yj) et Yo=max (y;) pourie[1,N] .
Introduisons les parametres suivants afin de paver le domaine P :
n (resp. m) = nombre de subdivisions sur [X 1:X3] (resp. sur [Y(,Y2D)
Ax (resp. Ay) = longueur d'une subdivision sur [X 1-Xa] (resp. sur [Y{,Y5])
ie: Ax=(Xy-X{)/n et Ay= (Yo-Y{)/m.

Le maillage (noté dorénavant (P)pm) du domaine D, dessiné ci-apres, est formé de
(nm) Ce"l.lles dis‘iOintes (rij)(i,j)e[l,n] X [l,m] 0‘\.‘ :

T =[X;+(i-1)Ax, X+ Ax[x [Y{+G-1) Dy, Y +jAy [ si (i,j) € [1,n-1] x [1,m-1]
i =[X+(i-1)Ax, X5 ] x [Y1+G-1) Ay, Y +jAy[ sii=n et je[1,m-1]

i =[X;+(i-1) Ax » Xy +iAx [ x [Y+G-1DAy, Y] sij=m et ie[l,n-1]

T =[X1+(-1) Ax, X5] x [Y{+G-1DAy, Y] sii=n et j=m.
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s Maillage (P)nm du domaine P = [Xl,Xz]X[Yl ,Yz]

Important : Sauf indication contraire on prendra n << N et m << N, par exemple
n=m=100 et N=10° .

notation:Pour (i,j) € [1,n] x [1,m], lrijl désigne le nombre de points de E appartenant

ala cellule I i

2- Algorithme du PAVAGE REGULIER (en abrégé A P.R)

On présente dans ce qui suit une méthode de résolution du probleme du
Range-Searching basée sur le partitionnnement de ® D E selon le pavé Ppum
ci-dessus. On évaluera ensuite les coiits suivants : '
® S(N,n,m) = espace mémoire total requis aux données utilisées par la méthode .
® P(N,n,m) = Temps de préconditionnement des N points de I'ensemble E selon
(P)ym - Notons que ce temps doit inclure celui, en O(N) , nécessaire a la recherche

des extrémums X1, Xy, Y et Y, formant le domaine D.

® Q(N,n,m) = Temps de réponse a un rectangle quelconque et arbitraire R .

Pour (i,j) € [1,n] x [1,m], on définit, dans un tableau T contenant les N points de
E (cf. le schéma qui suit), 2 pointeurs notés P;(i,j) et Py(i,j) qui désignent, apres

L'opération de préconditionnement, respectivement le premier et le dernier point de
la cellule Tij - Ces 2 entiers sont simultanément positifs (resp. nuls) si 'rij|>0 (resp.

si ll’ij|=0).



remarque importante :

Il est facile de voir qu'on peut ramener le nombre de ces pointeurs de (2nm)
(nm-1). En effet, d'apres la construction méme du pavé (P)ym (dessin précédent), il
suffit de connaitre uniquement les P (i,j) (i,j) € [1,n] x [1,m] ot Py(1,1) (resp.
P5(n,m)) est connu et égal 4 0 ou 1 (resp. 0 ou N) selon que Iryql (resp.|ryp,|) est
égal a 0 ou non .

Les P5(i,j) , pour (i,j)e([1,n] x [1,m]) mais différents de (1,1) et (n, m) se déduisent
alors des P (i,j) (supposés non nuls) comme suit :

Py(i,j+1) -1 si(ij) € [1,n] x [1,m-1]
P5(i,j) =
Pl(i+1,l)-l sij=m et i€ [1,n-1]

L'opération de préconditionnement des N points t;=(x;,y;) de E, initialement stockés
dans T, peut étre alors représentée par le schéma suivant :

(M) (T)
ty ty
c: tz ___ P,(i,j)
. ti1 Pomts de 1a cellule rij
PRECONDITIONNEMENT (i2-i1+1)=rjj]
' Uy (1,9)e(1,n]x[1,m]
- ‘—_ o .
3 - L Py(i,j)
_ ' i1=P(i,j)>0
N tN avec { -
Figure 1 Figure 2 12=P,(,1)>0

De 13, les principales étapes de l'algorithme sont :
(i) Stockage des N points de E dans un tableau T (figure 1) .

(ii)Localisation, selon un procédé A, de chaque point t=(x,y) de E dans une des
cellules du pavé (P)ym s On en tire les quantités Irijl ou (i,j) €[1,n] x [1,m].

Il est utile de signaler que A ne comporte que des opérations élementaires du type
addition, division et test logique .
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(iii) Détermination, tenant compte des Irijl de (i), des pointeurs P (i,j) et
Py(i,j) ob (i,j) € [1,n] x [1,m] .

(iv) Avec les pointeurs issus de (iii) , on réordonne les N points de E comme le
montre la figure 2. Ceci nécessite donc l'utilisation d'un tableau intermédiaire du
méme type que T .

Signalons, pour terminer cette description, que le sous-programme (écrit en
langage PASCAL) explicitant ces 4 étapes figure 2 la fin de ce chapitre .

3- Evaluation des performances de I'algorithme.

® Stockage : Comme il faudra stocker (dans T et dans un tableau intermédiaire) les
(2N) coordonnées des points de E , les (nm) nombres lrijl et les (nm-1) pointeurs
P(i,j) (voir la remarque précédente) , on obtient que:

S(N,n,m) = O(4N+2nm) (donc en O(N+nm)).

® Preprocessing-time : Cette opération consiste en
o) Le temps,en O(N), de recherche des coordonnées X1,X5, Ypet Y, du
domaine ® incluant E.

B) Un appel du procédé A pour chacune des coordonnées des points de E.Alors,
d'apres la remarque de I'étape (ii) de I'algorithme, ceci se fait en un temps linéaire
par rapport A N

) La détermination des (nm-1) pointeurs : cofit en O(nm)

3) La Réaffectation , apres utilisation d'un tableau intermédiaire, des N points de
E dans T en tenant compte des pointeurs : temps en O(2N) = O(N).
Le temps de préconditionnement est, par conséquent, la somme des coiits de chacune

des 4 étapes O, B, § et § d'ob : P(N,n,m) = O(N+nm).

* Temps de réponse :

1) Temps de réponse théorique : Pour répondre A une question Q relative & un
rectangle R=[a,b] x [c,d] , on procéde comme suit :

(i) Localiser les 4 points (a,b,c,d) du plan dans le pavé (P)pm ; autrement dit,
déterminer la cellule Tij du pavé qui contient chacun de ces points. Le coiit de

l'opération de localisation (c.a.d du procédé A) est négligeable devant n, m et N : on
n'en tiendra donc pas compte dans le coit total du temps de réponse Q(N,n,m) .
(i) I nous faudra distinguer ensuite les 2 cas suivants :
(x) Le rectangle R coincide avec L cellules du pavé (P)pym (L<nm), notons les

(RS) s€[1,L] . Il suffit alors, dans ce cas, de reporter a partir du tableau T, les 'Rs’,
points de chaque cellule R et cela suivant les pointeurs de chacune d'elles. On
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résume ceci en écrivant : Q(N,n,m) = O(Z,_; (IRgD) = O(F) ou F désigne le
nombre total de points (de E) inclus dans ces L cellules .
(%) Si le rectangle R chevauche sur L cellules R¢ se[1,L] du pavé (P), :

Rﬂ(Rs);t{g } pour s€[1,L] ; on teste alors, parmi les [R¢| points (x,y) de chaque
cellule Ry, ceux vérifiant les 2 inégalités (notées (#)) :a<x < b,c<y<d.
Si I'on note par: F= 2_, | (IR{|), F} (< F) le nombre de points vérifiant (#) , W le

coiit total des tests effectués sur les F points, on obtient que:
Q(N,n,m) = O(W+F) = O(F{) car on a forcément W <F,.

--- pire des cas : Si les Rg s€[1,L] cellules contiennent F points ot F est de l'ordre de
N, alors Q(N,n,m) est en O(N) .

2) Temps de réponse expérimental : L'intérét de notre méthode est, comme nous le
verrons par la suite, que le temps de réponse est en fait, expérimentalement, en O(F)
ol F est le nombre de points dans le rectangle .

Important :Si le pavé (P),, choisi est trés fin, ie que n et m sont de l'ordre de N,

alors S(N)=()(N2).Pour N grand, l'aire de stockage est tres élevée,d'ou I'inefficacité
de la méthode du PAVAGE REGULIER dans ce cas précis. 1l faut quand méme
remarquer que les performances données ci-dessus restent jnchangées si le produit
(nm) est de l'ordre de N. Ces points mettent en évidence I'importance des nombres
de subdivisions n et m du maillage .

Résumé des performances de I'A.P.R:Les résultats de cette section (3-3) nous
permettent d'énoncer la proposition suivante:

Proposition 1: Soit E un eﬁsemble de N points dans un espace euclidien

bidimensionnel. Sur un domaine ® contenant cet ensemble, considérons
le MAILLAGE REGULIER formé de n et m subdivisions suivant
chaque coordonnée avec n (et m) << N ; alors :
Il existe un algorithme basé sur ce pavage et qui résoud le probleme du
Range-Searching sur E avec comme performances :

* S(N,n,m) = P(N,n,m) = O(N+nm)

Q(N) = O(N) (dans le pire des cas)
%* Q(N’n,m) =

Q(N) = O(F) (expérimental)
avec F le nombre de points reportés.

Généralisation a d'autres dimensions.

Suivant le méme processus et avec une analyse identique a la précédente (cas ou
la dimension k de I'espace de travail est 2), on peut élargir le champ d'application de
la méthode du PAVAGE REGULIER 2 d'autres dimensions (k>1) .

On en donne ci-apres la généralisation :
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Proposition 2: Soit E un sous-ensemble de N points dans un espace euclidien de

dimension k>1. Immergeons E dans un hyper-rectangle 3 de cet
espace et notons par (ni)iﬁ[l K] le nombre de subdivisions sur chaque

coordonnée de cet hyper-rectangle, ot n; << N ie[l,k].

Il existe alors un algorithme, basé sur ce maillage de 3, qui résoud le
probleme du Range-Searching sur E et ayant les performances :

% S(Nny,ng,....m) = PN, ny,ng,...,n ) = O(N+TT._ | (n)))
+ Dans le pire des cas Q(N, ny,ny,....n ) = Q(N) = O(N) .

3-4 Expérimentations numériques sur le TEMPS DE REPONSE.

La dernitre section de ce chapitre est consacrée 2 la présentation de résultats
numériques issus de l'application de 1'Algorithme du Pavage Régulier (A.P.R) 2
quelques ensembles de points du plan contenant un grand nombre de points .

(a) Introduction
D'abord, il nous faut signaler que le programme exploitant notre algorithme a
été mis au point et écrit en langage PASCAL sur le D.P.S 8 (systeme Multics) du
CICG . :
Les ensembles de points E choisis lors des expérimentations sont de 2 types :
(i) ensemble de Julia J d'une fraction rationnelle complexe (cf. Chap. I)
deux exemples de ce type sont présentés ici:
1) Ensemble de Julia de la fraction (1/4) [u+(l/u)]2

2) Ensemble de Julia du polynéme u2+(1/4) otueC
(i) attracteur étrange d'un systeéme dynamique ([20])
3) Attracteur de Hénon: celui-ci est engendré par I'application
f: R? - [R?
xy) - (1+y-14 x2, 0.3x)

Nota: Le nombre total N de points de chaque ensemble est pris égal 2 (216)= 65536 .

(b) Description des expériences
Pour chacun des 3 exemples ci-dessus, on choisit, en tenant compte de la
symétrie et de la répartition des points de l'ensemble E correspondant, et d'un

domaine D fixé le contenant, des rectangles R=[a,b] x [c,d] en plusieurs régions de
cet ensemble. On évalue ensuite :

® le temps nécessaire au préconditionnement des N points de E

® le temps de recherche des points de E inclus dans chaque rectangle R .

Afin de comparer les différentes performances, on calculera le temps de réponse
Q(N) relatif a chaque rectangle choisi sur les 3 ensembles par le biais de la méthode
du balayage séquentiel décrite au début de ce chapitre .

Tous les temps étant donnés en secondes C.P.U , on tracera, pour un triplet (E,n,m)
fixé, la variation du temps de réponse t=Q(N,n,m) en fonction du nombre de points
(noté nb) inclus dans les rectangles R pris surE .



(c) Coordonnées des rectangles R sélectionnés

On donne ci-apres les coordonnées des régions R choisies sur chacun des 3
ensembles E ci-dessus ainsi que celles du domaine @ correspondant .

Exemple 1: J(0.25 (u+1/u)2) avec D = [-4.5,4.5] x [-4.5,4.5]
(7 rectangles)
région 1 : [0,0.62] x [0,0.75] contient 8136 points (notée rectl)
région 2 : [0,1.375] x [0.85,2.11] contient 4092 points (notée rect2)
région 3 : [0.80,1.60] x [2.15,2.85] contient 1025 points
région 4 : [-1.5,-1] x [0,0.75] contient O point
région 5 : [3,3.5] x [0,0.83] contient 61 points
région 6 : [-3.5,-1] x [-4,-1.5] contient 2763 points
région 7 : [0,2] x [-2.75,-1] contient 5811 points .
Exemple 2: J(u2+0.25) avec D =[-1.1,1.1] x [-1.1,1.1]
(7 rectangles)
région 1 : [0,0.25] x [0.75,1.08] contient 2096 points
région 2 : [-0.875,-0.625] x [0.25,0.50] contient 2569 points
région 3 : [0.40,0.625] x [-0.0625,0.0625] contient 33 points
région 4 : [0.25,0.50] x [-0.50,-0.25] contient 0 point
région 5 : [-0.75,-0.50] x [-1,-0.625] contient 4277 points
région 6 : [0.25,0.33] x [-1.08,-0.65] contient 1165 points
région 7 : [-1.08,-0.35] x [-0.3,0.25] contient 3513 points .
Exemple 3 : Attracteur de Hénon avec ® = [-1.35,1.35] x [-0.45,0.45]
(8 rectangles)
région 1 : [-1.3,-1] x [0.333,0.39] contient 4497 points (notée henonl)
région 2 : [-0.3,-0.1] x [0.20,0.266] contient 468 points
région 3 : [0.90,1] x [0.066,0.135] contient 1727 points
région 4 : [0.85,1] x [-0.066,0] contient O point
région 5 : [0.50,0.75] x [0.15,0.21] contient 3613 points
région 6 : [0.62,0.64] x [0.185,0.191] contient 121 points
région 7 : [0.1,0.3] x [0.18,0.266] contient 2568 points .
région 8 : [-0.6,-0.35] x [-0.3,-0.233] contient 998 points

(d) Résultats numériques et graphiques

Pour un pavé (P),, ., avec n=m=50, et sur chacun des 3 exemples, on dessine

ci-aprés le nuage de points (nb,t) montrant la variation du temps de réponse
t=Q(N,n,m) en fonction du nombre de points (nb) contenus dans les régions prises
sur 'ensemble associé a chaque exemple.

On fait remarquer que le temps de réponse, par application de la méthode
séquentielle, pour n'importe quelle région d'un ensemble E contenant N=65536
points est constant et est égal a t=6 secondes C.P.U environ.

Signalons aussi que la région (rectl) de I'exemple 1 est aussi présentée.
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(e) Analyse et commentaires

Au vu de I'allure des nuages précédents ainsi que de résultats issus d'expériences
ne figurant pas ici, on peut formuler les remarques suivantes :

1) Le temps du préconditionnement des N points de E selon le pavé (P),,, reste
sensiblement constant pour différentes valeurs du couple (n,m) .
exemple : si (n=m) € {(10i)},_, 5, ce temps est d'environ (63) secondes C.P.U sur
différents ensembles E contenant N=65536 points .

2) Influence du nombre de subdivisions sur le temps de réponse .
Le temps de réponse t pour une région donnée d'un ensemble E tend a se
stabiliser a mesure que les nombres (n,m) de subdivisions augmentent .
llustration : sur des maillages (P),, avec n=m , on évalue, dans le cas du rectangle

rect2 de I'exemple 1(voir ci-dessus), le temps de réponse t lorsque n croit de 10 a 70
par pas de 10 . On obtient alors le nuage (n,t) suivant :

1.} TEMPS DE REPONSE (en Sec/C.P.U)

LT 0 m m 50 ) 0

Nombre de subdivisions (n)

D'autres expériences menées sur différentes régions du méme exemple, ainsi que
sur d'autres exemples confirment cette observation .

3) L'algorithme du PAVAGE REGULIER est de loin plus performant que la
méthode du balayage séquentiel et ce dés que le nombre de rectangles a traiter est
élevé .
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On a déja relevé que le test de N=65536 points par cette derni¢re méthode nécessite
un temps t=6 secondes C.P.U et ceci quelque soit le rectangle choisi dans E ou
celui-ci contient N points. A titre de comparaison, on obtient avec notre méthode
t=1.07 secondes C.P.U dans le cas du rectangle rect1 de I'exemple 1.

4) Le temps de réponse t semble approximativement proportionnel au nombre
F de points reportés dans le rectangle correspondant.
Autrement dit, la valeur expérimentale du temps de réponse Q(N,n,m) de
l'algorithme du Pavage Régulier est en O(F). Les nuages de points (nb,t) précédents
illustrent bien cette (quasi)-proportionnalité .

5) Le nombre de cellules du maillage sur lesquelles chevauche un rectangle
quelconque et arbitraire R parait n'avoir aucune influence sensible sur le temps de
réponse qui lui est associé .

Pour clore ce chapitre, on présente ci-apres les dessins des 3 ensembles E qui ont
servi aux expériences presentées ici ainsi que la région (henon1) du 3® exemple.



Ensemble de JULIA

de la fraction
R(u)=0.25 (u+1/u)2

Ensemble de JULIA
du polynodme R(u):uﬁoJS
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(x,Y)et4.50, 4.501x(-4.58, 4.59]

Y

" |

(x,vy)e [-1.20, 1.201x(-1.20, 1.20]

(Ces 2 ensembles sont formés de 65536 points)
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(x,v)€ [-1.58, 1.581x[-0.50, .57

région (henonl) de
1'exemple ci-dessus

nb=4497 points
t=0.56 Secondes C.P.U

< ~a
S ~
\\ \\ \‘s.\\
\\\\\\ RN
~N = ~—~ “:.:‘x
N —_
\\E T
\
~..
~

(x,y)e[-1.30,-1.001x{ 0.33, 0.291
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function QUICKTEST (np : integer ; ptest, pdep, delta : real) : integer ;
var 4@ : real ;
begin
4 := (ptest - pdep) / delta ;
if ((@ < 0) or (d > np)) then quicktest := -1 else if (d = np) then
quicktest’ := trunc (d) else quicktest := 1| + trunc (d) ;
end ;

procedure PRECOND (var compty : tay2 ; var mark : tayl ; var gx, gy : tab
; var ndom : integer) ;
var i, j, st, s2, t, bx, by : integer ; X, y : real
begin (=** DEBUT ETAPE 1 =xx) '
fconnect (f1, noml) ; fconnect (f2, nom2)
reset (f1) ; reset (f2) ;
for i ¢:=1 to n do
for j := 1 to m do
begin
mark [i, 3, 1] := 0 ; mark [i, j, 2] := 0O
compty [i, j] := 0 ; nb [i, j) :=0 ;

e

-

we

=
[o%
-

e
sl ¢:= 0 ; s2 := 0 ; ndom := 0 ;
t= 1 to nn do
begin
gx [i]) := £1A ; gy [i] := £f2A ;
get (f1) ; get (f2) ;
end ; fclose (f1) ; fclose (£f2) ; (*» FIN ETAPE I =x)
for i := 1 to nn do (** DEBUT ETAPE II xx)
begin
x :=gx [1] ; y := gy [i] ;
bx := quicktest (n, x, X1, deltax)
by := quicktest (m, y, y1, deltay)
if ((bx > 0) and (by > 0)) then
begin
ndom := ndom + 1 ;
compty [bx, by] := compty [bx, by] + 1 ;
tx [ndom] := ; ty [ndom) :=y ;
end ;
end (x= FIN ETAPE I1 =xx)
for i := 1 to n do (*x DEBUT ETAPE III =x)
for j := 1 to m do
begin
t := compty [i, j) ;
if (t > 0) then
begin
s1 :=82 + 1 ; 82 3= 82 + t ;
mark [i, j, 1) := s1 ; mark [i, §, 2] := s2 ;
nb [i, §) :=s1 - 1 ;
end ;
end ; (** FIN ETAPE III =»=)
for i := 1 to ndom do (=*x DEBUT ETAPE 1V
begin
x = tx [i) ; y =ty [4i] ;
bx := quicktest (n, x, x1, deltax)
by := quicktest (m, y, y1, deltay)
nb [bx, by] :=nb [bx, byl + 1 ; t
gx [t] :=x ; gy [t] :=y ;
end ; (x*x FIN ETAPE IV =2x)
end ;
" SOUS-PROGRAMME REALISANT LES 4 ETAPES DE
L'ALGORITHME DU PAVAGE REGULIER (Paragraphe 3-3-2) »*

- we

-

»

*)

e we we

= nb [bx, by] ;



SIGNIFICATION DES PARAMETRES
DU SOUS-PROGRAMME PRECEDENT

o fonction QUICKTEST : tient lieu du procédé appelé A (cf. la section 3-3)

nn : nombre de points (x,y) de I'ensemble E 2 préconditionner

x1,y1 : bords inférieurs du domaine D = [x1,%5] x [y1:y5l

n (resp. m) : nombre de subdivisions sur [xl,x2] (resp. sur [yl,yz])

compty : tableau des quantités |rij| , (i,j)e[1,n] x [1,m]

mark : tableau représentant les pointeurs P1(i,j) et Py(i,j) , (i,j)e[1,n] x [1,m]
gx,gy : tableaux de stockage des abcisses et des ordonnées des (nn) points de E
bx,by : indices i et j d'une cellule ri; contenant un point (x,y) de E

)
tx.ty : tableaux intermédiaires permettant la réorganisation des points de E dans

‘

les tableaux (gx,gy) initiaux.
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II- Quelques applications de I' Algorithme du Pavage Régulier :
a-"Variable Disk Retrieval Problem”

Introduction

Comme signalé dans Il'introduction de cette partie B, on s'intéresse dans ce
deuxie¢me chapitre a deux problémes concernant notre étude. Comme on le verra,
ceux-ci sont des applications de I'Algorithme du Pavage Régulier (A.P.R) .

Le premier d'entre eux, appelé "Variable Disk Retrieval Problem" est traité au
paragraphe (a), alors que le second, figurant au paragraphe (b), consiste en le calcul
numérique de quelques dimensions fractales d'attracteurs étranges de systémes
dynamiques et d'ensembles de Julia de fractions rationnelles.

Notons enfin que I'on garde toutes les notations du chapitre I de cette partie.

a)Variable Disk Retrieval Problem (en abrégé V.D.R)

Dans tout ce paragraphe (a), E désigne un ensemble de points dans le plan ie
E={(xp yDlioi.N -
a-1 Formulation du V.D.R
Les N points de E étant donnés, ce probléme s'énonce comme suit :

"Lister (ou encore reporter) rapidement les points de E inclus dans un
disque D=D[p=(x,y(), 1], le centre p et le rayon r étant quelconques et arbitraires ".

Nota : Dans la suite, on notera ( fpl) cette formulation .

Pour les champs d'applications du (V.D.R), on renvoie a ([5]). Maints algorithmes
ont été proposés pour résoudre ce probleéme (cf. [27] pour les détails).
Dans le cas ot le rayon r du disque D est fixé , Bentley et Maurer ([4]) ont mis au
point une méthode s'appuyant sur la construction de N cercles de rayon r et centrés
en chacun des points de E. Les performances auxquelles ils ont abouti sont ici
résumées :

S(N)=P(N)=O(N3) , Q(N)=O(F+log N) ot F est le nombre de
points de E reportés dans D.
Pour N grand, cet algorithme est difficilement exploitable a cause de la place
mémoire considérable qui est exigée.

a-2 Algorithme du Pavage Régulier : rappels et transformation de ( 9’1 )

| Comme on I'a vu en (section 3-3) du précédent chapitre, il existe un domaine
non unique D=[X,X,] x [Y},Y,] tel que E C D . Notons encore par n (resp. m) un

nombre (fix€) de subdivisions sur [X{,X5] (resp. [Y,Y,] et par Ax (resp. Ay) la
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longueur de chacune d'elles ; on a donc Ax=(Xy-X{)/n et Ay=(Y,-Y{)/m . Les
nombres de subdivisions sont pris tels que n (et m) << N . |

Ainsi construit, ce maillage de ® est, rappelons le, composé de (nm) cellules
~ disjointes (rij) (i,j) € [1,n] x [1,m] (se reférer au chap. précédent pour la définition

de la cellule (rij)).

Le préconditionnement de I'ensemble E selon ce pavage consiste en la répartition
des N points de cet ensemble suivant les (nm) cellules; le cofit de cette opération est
P(N,n,m) = O(N+nm).

Une fois celle-ci effectuée, on peut donc accéder directement aux points de E inclus
dans une cellule quelconque du maillage, et plus généralement, & ceux d'un rectangle
arbitraire R € D (Probléme du Range-Searching).

Apres ces brefs et utiles rappels, le probleme (?Pl) prend une autre formulation

(P,) qui est la suivante :

"Soit un disque quelconque et arbitraire* D=D [p=(x(,y()r], on veut localiser

toutes les cellules du maillage de P qui intersectent D (frontiere incluse)".
+ On impose que le centre p=(x(,y() de D appartienne au domaine D.

a-3 Une méthode de Résolution de ( 5’2) : Technique de codage .

Considérons, dans le pavage de ®, le_carré circonscrit au cercle C=C(p,r),
circonférence du disque D. |
Les sommets du quadrilatere définissent 4 indices 14,15, Jiet Jo tels que les cellules

(rij) (i,j)E[ll,IZ]x[Jl,JZ] du maillage intersectent le carré circonscrit; pour la
localisation de ces sommets, on renvoie au (§ 3-3-3, chap. I) .Tenant compte de cela,
la question du probléme (@2) peut étre mieux formulée. En effet, elle revient a

trouver, parmi les t=(I-1{+1) (Jo-J;+1) cellules précédentes, uniquement celles qui
ont une intersection non vide avec la circonférence C du disque D.

Remarques :
(i) si D=D[p=(xq,yg):1] dépasse D=[X,X3]x[Y},Y,] suivant l'intervalle
[X{,Xp], c'est a dire si (xg + r)>X, (resp. (xg-1)<X1), on pose I5=n (resp. I} =1).
(ii) de méme, si D dépasse D suivant l'intervalle [Y]’YZ] , C'est a dire si
(y0+r)>Y2 (resp. (yO-r)<Y]), on pose Jp=m (resp. J1=D).

Pour repérer les cellules qui répondent a (fpz), on décrit dans la suite un procédé

utilisant une technique de Codage sur les t cellules précédentes, tenant compte des
remarques ci-dessus.
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-- Description de la technique de codage .

On introduit t variables binaires B(i,j){0,1) (i,j)elly,I] x [J;,951 qui,
initialisées par exemple a 1 deviendront aprés application de notre méthode :

1 si l‘ij n D(p,l‘) # {J)
B(i,j) =
0 sinon

Si I'on note par ic et jc les indices i et j de la cellule (du maillage) qui contient le
centre p=(x(),y) du disque D, les données du probléme (‘fpz) sont représentées sur

le schéma ci-dessous.

// \ 0—7cellules
{.... ..... Y \ o
carre
circonscrit Y IAY
je{ i) }l
\ /
//
e
W TR R, &

(en gms, I'ensemble des cellules intersectant le carré circonscrit )

Les cellules (ri,jc) ie[l},Ip] et (ric,j) j€lJ1,J9]) sont les cellules de la ligne et de la

colonne auxquelles appartient le centre p de D. Elles ont toutes une intersection non
vide avec le disque D=D(p,r) car :

* Soit qu'elles sont incluses dans D

* Soit que le cercle (C=C(p,r)) et son carré circonscrit y sont tangents.
En plus de cette importante propriété, ces cellules divisent les t cellules (rij)

(i,))€l1q,I5] x [J1,J5] intersectant le carré, en 4 quadrants (Qi)jq 4



En conséquence, on ne considére, Q, Q
dans la suite, parmi ces t cellules,
que celles des 4 quadrants ,_]
(voir le dessin ci-contre). Q3 Q 4 ligne (i, jc)
ie[l P 12]
7 :

colonne (ic,j) je [JI.JZ]

Pour chaque quadrant, notre méthode repose sur le test, avec le rayon r du disque D,
de la distance enclidienne d[p=(x0,y0),(x+X1,y+Yl)] ol x et y sont les coordonnées,

dans le repére (X1,Yq) de ®, du sommet de certaines cellules de ce quadrant. Elles

seront explicitées par la suite.
Tenant compte de la définition des cellules du maillage, le sommet (x,y) a
considérer est, suivant le quadrant auquel appartient la cellule Tij ¢

@) si Tij © Qy, x=(i-1) Ax et y=(j-1) Ay ((x,y) est le sommet "Sud-Ouest" de Tij)
(ii) si Tij © Qy, x=1i Ax et y=(j-1) Ay (sommet "Sud-est")

(iii) si Tij © Q3, x=1i Ax et y=j Ay (sommet "Nord-est")

(iv) si Tij Qy4, x=(i-1) Ax et y=j Ay (sommet "Nord-ouest")

Chaque quadrant subit un traitement 2 part : 2 la fin de celui-ci, la variable
binaire B(i,j) d'une cellule Tij (du quadrant traité) ayant une intersection vide avec

le disque D vérifiera : B(i,j)=0.
Autrement dit, a la fin du traitement des 4 quadrants, les cellules répondant au

probleme (9’2) sont les cellules (rij) (i,j) « [11,15] x [J1,J9] telles que B(i,j)=1.

-- Fonctionnement de la méthode :Exemple du quadrant 1.

Précisons d'abord que ce quadrant est composé, d'aprés ce qui précéde, des
cellules (rij) telles que (i,j)e[ic+1,I5] x [jc+1,J5]. On commence par initialiser i a I
et j a (jc+1).Si le point z=(x+X,y+Y ), avec (x,y) le sommet "Sud-Ouest" de la
cellule Tij (dans le repere (X1,Y 1)), vérifie d[p,z]<r alors on met a 0 les codes des
cellules situées a_droite et sur la méme ligne que Tij (celle-ci non incluse), c'est a
dire les cellules Tkj telles que (i+1)<k<l,. On passe ensuite a la cellule TiG+1) (donc
au dessus de rij), ce qui revient a incrémenter l'indice j d'une unité. Le méme

procédé est effectué pour cette nouvelle cellule.
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Si par contre d[p,z]>r, alors les codes B(k,j) i<k<I, des cellules se trouvant a droite
de Tij (incluse) se voient affectés la valeur 0, puis on passe 2 la cellule T(i-1)j a
gauche de Tij (i est donc décrémenté d'une unité) et on répete le processus sur
"(i-1)j

I1 est utile de rappeler que la cellule Tij n'est traitée que si elle appartient au quadrant

considéré. Dans le cas présenté ici (quadrant 1), i (resp. j) doit étre dans l'intervalle
lic+1,15] (resp. [ jc+L,JoD); le fonctionnement de la méthode est donc stoppé des que

i< ic+1 ou j>J,.

I'exécution est

.Y stoppée a cette étape
| |

ligne Jz{ B e q .

Dans le cas du quadrant (Qy), ~N '*"g

les différentes étapes du \\,
fonctionnement de la méthode / 1

sont illustrées par le dessin \[s

ci-contre sur un exemple de Hgne »

maillage et de cercle. (o +1){ (; ] N Cenule

4= = de départ
L N
Cellule Tic jc) c(t;ch:xlu)te colonne I

Remarques :

1) La description précédente sur Q se transporte aisément aux 3 autres

quadrants restants. Les 4 sous-algorithmes correspondants figurent a la fin de ce
paragraphe (a) .
2) Le principe de notre méthode réside dans le fait de "suivre" pas a pas, sur le

maillage du domaine ®, la circonférence du disque D. Le tracé d'un cercle sur un
écran graphique illustre d'ailleurs fort bien notre démarche en vue de séléctionner

les cellules résolvant le probleme (@2) (formulé en section (a-2)).

a-4 Complexité de l'algorithme .

Les cellules (rij) (i,j)e[ll,lzlx[Jl,JZ] qui répondent 2 (P 2) sont ainsi
déterminées par les valeurs des variables binaires B(i,j) qui leur sont associées.
On peut donc retourner au probléme initial (fpl) (section (a-1)) et évaluer les

performances de notre méthode quant a la résolution de ce probleme, cela avec
notre connaissance de celles de I'Algorithme du Pavage Régulier relatif au
probléme du "Range-Searching” (Chap. B-I). Rappelons ces derniéres :
S (N,n,m) = P(N,n,m) = O (N+nm)
Q(N,n,m) = O(N) dans le pire des cas.
oil N est le nombre de points de I'ensemble E .
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(i) Preprocessing-time (ou temps de préconditionnement) P*(N,n,m)
Comme aucun préconditionnement supplémentaire n'est apporté aux N points

de E par notre algorithme, P*(N,n,m) est donc le méme pour (%P 1) que pour le
probléme du Range-Searching : P*(N,n,m)=P(N,n,m)=0O(N+nm).

(ii) Place mémoire S*(N,n,m) demandée par notre méthode
Il est évident que le nombre t = (Ip-1;+1)x(J-J1+1) de cellules que T'on a
considéré, et donc celui des variables binaires correspondantes, ne peut dépasser la
borme (nm) du nombre de cellules constituant le pavage de 9 D E.
Avec le stockage des B(i,j), S*(N,n,m) vérifie donc :
S*(N,n,m) = S(N,n,m)+t < S(N,n,m)+nm
la place-mémoire nécessaire aux données utilisées reste donc en O(N+nm)

(iii) Query-time (ou temps de Réponse) Q*(N,n,m)
On rappelle que, dans le pire des cas (ou "worst-case"”), le temps de réponse au

probléme du Range-Searching est en O(N).La méthode de résolution de (&P 1)

comporte, comme on I'a vu, des opérations supplémentaires, en I'occurence :
localisation de la cellule (ric'jc) du centre p du disque D(p,r), calcul de distances

euclidiennes, transformation (c'est A dire:remise 3 0) des codes des cellules
n'intersectant pas C(p,r) ... etc.On en déduit que le temps de réponse Q*(N,n,m) est
encore en O(N) dans le pire des cas.On fait remarquer que la différence entre nos

méthodes de résolution des deux problémes (Range-searching) et (P 1) réside a
I'étape du temps de réponse car celle-ci fait intervenir (dans %P 1) les t codes B(i,j).

La résolution du probléme (P l) (ou Variable Disk Retrieval Problem) par la
méthode décrite nous conduit a énoncer la proposition suivante :

Proposition: Soit E un ensemble de N points dans un espace euclidien de
dimension 2.

Sur un domaine 9 contenant E, considérons un maillage régulier
comportant n et m subdivisions suivant chaque coordonnée avec
n(etm) << N ; alors :
Il existe une méthode, s'appuyant a la fois sur le préconditionnement des
N points de E suivant ce maillage et sur une technique de codage, qui
résoud le probléme du V.D.R avec comme performances :

* S(N,n,m) = P(N,n,m) = O(N+nm)

* Q(N,n,m) = Q(N) = O(N) dans le pire des cas.
(mais expérimentalement bien meilleur)

a-5 Présentation des 4 sous-algorithmes de notre méthode.

Avant de présenter, dans ce qui suit, I'algorithme relatif & chaque quadrant, on
fait la remarque importante suivante :
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Remarque:
Lors du test, avec le rayon r du disque D=D[p=(x(,yq)] de la distance

euclidienne d(p,z) ol z est le sommet (spécifié en section (a-3)) des cellules des
quadrants (Q;);_, 4 (resp. du quadrant Qy), on considere l'inégalité stricte d(p,z)<r

(resp. large d(p,z)<r). Cette différence provient de la définition des cellules du
maillage de D .

Rappel: On initialise a 1 les codes B(i,j) des t cellules (rij) (i,)elly,Ih] x [J 1,J2]

intersectant le carré circonscrit au cercle C(p,r), et ce avant de traiter celles qui
appartiennent aux quadrants (Q;);_; 4 -

--Quadrant 1:

1) Définition : Q1={rij /i€ lic+1,15] et j€ ljc+1,J51}.
2) Traitement des cellules de Q :

i Iy, e je+l
tant que ((i=ic+1) et (j<IJ,)) faire
Début
x & Xp+(i-1) Ax, y « Y +(-1) Ay
si (d[p,(x,y)] <r) faire
Début
k « (i+1)
tant que ((k<I,) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0,k < k+1
Fin (tant que (k))
jej+l
Fin (si)
sinon faire
Début
k i
tant que ((k<I) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0, k < k+l
Fin (tant que (k))
i —i-l
Fin (sinon)
Fin (tant que (i) et (j))



-- Quadrant 2 :

1) Définition : Q2={rij /i€ [Iq,ic-1] et je [jc+1,J2]}.
2) Traitement des cellules de 0,:

ie1;,je je+l
tant que ((i<ic-1) et (j<J2)) faire
Début
x X1+ Ax,y « Y +(-1) Ay

si (d[p,(x,y)] < r) faire
Début

tant que ((k<i-1) et (B(k,j)=1)) faire
Début

B(k,j) <0,k « k+1
Fin (tant que (k))
jej+l
Fin (si)
A sinon faire
Début
tant que ((k<i) et (B(k,j)=1)) faire
Début

B(k,j) <0,k «k+1
Fin (tant que (k))
i —i+l
Fin (sinon)
Fin (tant que (i) et (j))
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--Quadrant 3 ;

1) Définition : Q3={rij /i€ [I,ic-1] et je [Jq,jc-11}.
2) Traitement des cellules de Q3 :

i1, je-l
tant que ((isic-1) et (j2J;)) faire
Début
x X+ Ax,y « Y+ Ay
si (d[p,(x,y)] < 1) faire
Début
tant que ((k<i-1) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0,k «k+1
Fin (tant que (k))
je -l
Fin (si)
sinon faire
Début
k « ll
tant que ((k<i) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0,k «k+1
Fin (tant que (k))
ie—i+l
Fin (sinon)
Fin (tant que (i) et (j))



--Quadrant 4 :

a) Définition : Q4={rij /ie [ic+1,15] et je [Jpsjc-11}.
b) Traitement des cellules de Q4

i« 12 yj «je-1

tant que ((i2ic+1) et (j=J 1)) faire

Début
x & X +(i-1) Ax, y « Y{+j Ay
si (d[p,(x,y)] < r) faire
Début

k «i+l
tant que ((k<I,) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0,k « k+1
Fin (tant que (k))
jejl
Fin (si)
sinon faire
Début
ki
tant que ((k<I,) et (B(k,j)=1)) faire
Début
B(k,j) <0,k «k+1
Fin (tant que (k))
ie—i-1
Fin (sinon)
Fin (tant que (i) et (J)).
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(11-b)- Application de I'Algorithme du Pavage Régulier
au calcul de quelques dimensions fractales

b-0 introduction

Ce dernier paragraphe est consacré au calcul de la dimension fractale

d'ensembles compacts du plan . Ces ensembles sont, comme signalé précédemment,
soit des attracteurs étranges de systtmes dynamiques ([15]), soit des ensembles de
Julia de fractions rationnelles complexes (cf. [6]) .
Généralement, ces ensembles ont une structure fractale (ou de self-similarité), c.a.d
dont la forme est extrémement irréguliere ou fragmentée et ceci quelque soit
I'échelle d'examen . Comme exemples de ces ensembles, on renvoie aux figures de
la fin du précédent chapitre ainsi qu'au livre de Peitgen et Richter ({[35]) ou de
"belles" images sont dessinées .

La dimension fractale intervient dans la quantification du dégré d'irrégularité
de I'ensemble étudié; elle est dans la plupart des cas, non entiére .

Plusieurs algorithmes d'approche de cette dimension ont été élaborés ces dernitres
années. L'important article d'Eckmann et Ruelle (115]) contient un large éventail de
ces algorithmes ainsi qu'une bibliographie importante ayant trait a la dimension
fractale.

Plus précisément, selon que l'on s'intéresse aux propriétés métriques de I'ensemble
(basées donc sur la notion de distance) ou/et A ses propriétés probabilistes
(différences des densités de points entre ses régions), on aboutit a plusieurs
algorithmes d'approche de sa dimension fractale.

Suivant I'algorithme utilisé, cette dimension est appelée : la dimension de Hausdorff
(notée dpy), la dimension de capacité (d.), la dimension d'information (d;¢), la

dimension de corrélation (d.q,) ... €tc (voir Grassberger [19]).

Dans ce qui suit, aprés quelques rappels sur la théorie des Systemes Dynamiques, on
adapte 1'Algorithme du Pavage Régulier a l'estimation de certaines de ces
dimensions.



b-1 Théorie des systémes dynamiques : rappels

Dans cet ordre d'idées, on rappelle brievement, 2 travers cette section, les points
de cette théorie qui nous seront utiles pour la suite .

(i) définition d'un systtme dynamique - notion d'attracteur .
(cf. [20],[16] et [15] pour les détails)

Un systéme dynamique, qu'on notera (X,T,f) , est la donnée de
« un espace métrique (X,d) appelé espace de phases , généralement X=R",

+ un espace temporel T (T=R, Z, N)
+ une application f telle que

f:XxT—- X
x,t) — f(x,t) avec

D f(x,0)=x VeX,2)festcontinueenxetent

3) Vt1,ty € T, flf(x,t)) tp1=f(x,t1 +t5)
l'application f est le flot du systeme (X,T.f) et I'ensemble f(xO,T)=(f(x,t), teT] est
I'orbite (ou encore la trajectoire) issue de x( . Signalons aussi que, dans le cas

. discret (T=N), f(x,n)=f"(x) pour n € N, ot f!! indique la n-i#me composée de f .

L'étude du comportement asymptotique du systeéme (ie quand t — +0°) , partant
d'un point initial x(, a pour but de déterminer 1'ensemble limite noté (w(xq)) de
l'orbite f(x(,T).Cet ensemble se définit comme suit en notant T*=TNIR* :
. la trajectoire f(xq,T) admet le point y €X comme point ®-limite si :
3 une suite croissante (t;) C T+ /lim f(xg.t))=y quand (t; — 00)

- 0(xg)=(y €X / y est un point w-limite}

Cet ensemble limite peut prendre différentes formes, elles sont regroupées sous
I'appellation d'attracteur . On en donne ci-apres la définition :

Définition : un attracteur est un ensemble compact (invariant) A C X qui posséde la
propriété : il existe un voisinage V(A) de A tel que, pour presque tout point (au sens

de la mesure de Lebesgue) de départ xg € V(A), I'ensemble limite de f(x(,t) est A.
Si pour deux points proches x1,x9 de V(A), les orbites f(x1,T) et f(x,T) restent

voisines en tendant vers A, le compact A est appelé attracteur simple . Sa
structure est généralement réguliére et sa dimension est entiére . C'est le cas, par
exemple, d'un point fixe (ou d'un cycle limite) attractif .

Une définition d’un attracteur étrange :Dans le cas o le systeme (X,T.f) est sensible
aux conditions initiales prises dans V(A), on est alors en présence d'un systéme
chaotique et A est un attracteur étrange (ou chaotique); exemples: attracteur de
Hénon ([21)), attracteur de Lorenz... etc, voir aussi ceux traités dans ([26]).Notons
que la dimension fractale de ce type d'attracteurs est généralement non entiére .
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(ii) Systémes dynamiques holomorphes ([6],[13])

Les récents progrés de l'informatique graphique ont grandement contribué
a la compréhension des systemes dynamiques dans le champ complexe ( [35]).
Signalons qu'un c6té de la théorie de ces systemes (Ensemble de Julia de fraction
rationnelle) a déja été€ abordé au chapitre (A-I).
On considére ici uniquement les syst¢mes dépendant d'un (ou plusieurs)
parametre(s) (cf. [30],[31],[39]).

Dans le contexte de la dimension fractale, ceux générés par des polynémes

uadratiques P (z)=az2+bz+c ,@b,e)eC 3 hous intérésse tout particuliérement.
q q 1 p

L'étude du comportement itératif de cette classe de polyndmes se raméne, par la
transformation conforme L(z)=az+(b{2), a celle de la famille des polynomes
conjugués ([6]) : P(z)=LoPloL‘1(z)=z +p ot p=[(4ac+2b-b2)/4]. Remarquons au

passage la simplification qui en résulte car I'espace des faramétres passe de C 3ac.

La structure de I'ensemble de Julia J(P) de P(z)=z“+p en fonction du paramétre
p, détaillée dans l'article de Brolin([7]) , montre que, si p est dans l'intervalle réel
1-3/4,1/4] , J(P) est une courbe de Jordan simple . En d'autres termes, J(P) peut

étre parametrisé par une fonction continue Y (t) a valeurs complexes ot te[0,1] et
¥(0)="(1). Ceci se généralise au cas ot p € C avec Ipl "petit" (cf. [39]) .
Exemple simple : si p=0, J(P) est le cercle unité C(0,1) et §(t)=e2"t (avec i%=-1).

-- Dimension fractale de J(z2+p) oi p est complexe (|p| petit)

Ruelle ([37]) montre que la dimension fractale, plus précisément la dimension
de Hausdorff dgg=dy(p) ([20]), de J (z9+p) ot =2 dépend analytiquement de p.
En fait, il établit la relation importante suivante :
dgg(p)=1+(Ip/>/[4 In (q)])+iple(p) avec €(p) = O0quandp -0 ....... )]

Pour leur part, Widom et al ([39]) ont par la suite effectué plusieurs
expérimentations numériques en liaison avec (#) ainsi que sur d'autres
caractéristiques géométriques de J(z9+p).

L'ensemble de Julia J(zq+p)p¢0 est, comme indiqué ci-dessus pour q=2, semblable

au cercle unité C(0,1) pour des petites valeurs du parametre p; sa dimension fractale
est donc trés proche de celle de (J(z)=C(0,1)) qui est 1 . Ceci est d'ailleurs bien mis
en évidence par la précédente égalité (#).

b-2 Contexte et définitions

Considérons un ensemble compact (du plan) , du type indiqué en section (b-0),
que nous approchons par un ensemble fini E={(x;,y;)}, i€[1,N], contenant un grand
nombre N de points. On cherche a évaluer la dimension de capacité (notée: d.(E)) et
la dimension d'information (notée d;(E)) de E, et ceci par application de notre
Algorithme du Pavage Régulier (chap. B-I) de paramétres N,n et m avec (n=m)=n;;
le choix de ny sera justifié par la suite.
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Les algorithmes d'estimation de ces deux dimensions reposent sur le comptage des
boites (ou "box-counting™) non vides d'une grille contenant E, on renvoie a ([16])
pour plus de détails. Ci-aprés, on donne la définition de (d.(E)) et de (d;(E)).

-- Définition de d.(E) et de d;(E).
Immergeons I'ensemble E dans un domaine carré 9 = [X1,X9] x [Y{,Yplcad
X2-X1=Y2-Y1 , et considérons, sur 9, une grille (ou maillage) notée G(€) dont la

taille des boites (ou cellules) est € avec €=(Xy -XIw=(Y-Y)/w (welN*); w étant

un nombre de subdivisions sur [X1.X9] et [Y{,Yp] telque w<<N.

ose (Ir€; l), (1,j)e(1 %) , le nombre de points de E contenus dans la cellule r8lJ
rela ivement'a la grille G(). La définition des cellules du maillage est la méme que

celle du chapitre précédent .

Dimension de Capacité d (E)

Soit T(€) le nombre cellules non vides de la grille G(€), donc des cellules
(rsij)(i,j)e([l,w])Z telles que Ireijl>0 . Si la limite existe, la dimension de capacité

est donnée par : d.(E) = lim (-0) [-In(T(€))/In(€)] .

Dimension d'information d{E)

D’apres sa définition, d (E) ne dépend pas des caractéristiques géométriques
de E : elle ne tient pas compte, en particulier, de la différence des densités de
points entre les régions de celui-ci. Par contre, la dimension d'information d;(E)

prend en considération cette propriété. Pour la définir, on suppose l'existence d'une
mesure limite | sur E. Cette mesure, appelée "mesure naturelle”, désigne, si E est
un attracteur, la proportion du temps de séjour (ou la fréquence de visite) du
systtme dynamique dans une région donnée de E. Dans le cas d'une cellule ¢ de

G(€), on prendra p(c)=lcl/N lors de notre estimation (N=nombre total de points
dans E) .

Soit (Cek)k=l..T(e) les boites non vides de G(€) , si I'on pose p® =p(C&})€10,1] et
H(8)=’2k=1..T(e) (%) In (p®y), 1a dimension d;(E) est alors définie par :
d;(E) = lim(e_,o) [-H(€)/In(€)] si cette limite existe .

Remarques importantes :

(i) I existe des exemples d'attracteurs de systémes dynamiques pour lesquels les
deux limites précédentes n'existent pas (thése de Lausberg [26]).

(ii) A partir de leur définition respective, on montre que l'on a I'inégalité
suivante : d.(E) 2 di(E) (cf. [19])).
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b-3 Algorithme du pavage régulier : Rappels

A chaque éellule reij ,(i,j)e([l,w])z, de la grille G(€), on associe, dans un
tableau L contenant les N points de E, deux pointeurs Pl(e)(i,j) et Pz(e)(i,j) tels

qu'on ait, aprés le préconditionnement de ces points selon G(e):Pl(s)(i,j) (resp.

PZ(S)(i,j)) repére, dans le tableau L, le premier ( resp. le demnier) point de la
cellule reij.
Ces deux pointeurs sont, comme on l'a vu au chapitre précédent, reliés par

I'équivalence : [(Pl(e)(i,j)=0)] & [Pz(e)(i,j)=0] ; 1a cellule rei- est donc non vide si
Pl(e)(i,j) # 0, et on a alors dans ce cas : Ireijl=(P2(€)(i,j)-Pl(’8)(i,j)+l)=nombre de
points de E dans la boite (ou cellule) reij. On peut donc avec cela évaluer les

quantités T(€) et H(€) ci-dessus et ce relativement a la grille G(€) .

-- Application de I'AP.R au calcul de d (E) et d;(E) .

Pour un entier p>2, considérons une suite décroissante d'entiers ("s)s=l..p .
Chaque entier de cette suite représente un nombre de subdivisions du domaine carré
D incluant E, et on associe 2 cette suite une autre suite de réels (E:s)s=1"p telle que

€ S=(X?_-X1)/ns soit la taille d'une grille G(SS). La suite d'entiers est choisie de la
fagon suivante :

+ (np=n*) et donc n>n*, pour se[1,p[ , est pris tel que £*=((X,-X)/n*) soit
assez proche de 0 et cela conformément aux définitions de d_(E) et di(E)) .

+ V se[2,p], ng divisen .

+ nj est choisi, comme on le verra dans la section (b-4) aussi grand que possible.
Appliquons l'algorithme du Pavage régulier 3 E avec les paramétres N et
(n=m)=n;(la grille associée est donc G(el)) : on obtient alors les quantités Ir(el)ijl
oit (i,j)e((1,n])? et £, =(X-X{)/n;.

D'aprés la construction méme du maillage G(el) de D, et donc de ses (n1)2 cellules

r(el)ij , on constate aisément que, pour (i"‘,j"‘)e([l,ns])2 et s€[2,p], les entiers

Ir(ss)i*-*l relatifs a la grille G(es) oll E:s=(X2-X1)/nS , se déduisent de ceux
correspondants a la grille G(el) (voir ci-dessus) de la fagon suivante :
Si l'on pose es=nl/ns (se[2,p)), Fl(“)=(’s (u-1)+1, F2(“)=?s u pourueN*,ona:

Ir(es)i*j*l = Z(i,j) [lr(el)ijl] ie[F1(i*),Fy(i")] , j€[F1*)FoGY)] ...... (##)
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Estimer la dimension de capacité dc(E) et la dimension d'information d;(E) consiste

a ajuster, par une droite aux moindres carrés, les 2 nuages ainsi formés, en
I'occurence (ln(es),-ln(T(es)))sﬂ“p et (ln(es),-H(es))s=l"p.Les pentes des deux
droites donnent une valeur approchée de la dimension correspondante (116)).

Connaissant, d'apres I'égalité (##), les valeurs lr(es)ijl,(i,j)e([ l,nS])2 et s€[2,p],

l'algorithme résumant le calcul numérique de ces deux dimensions se présente
comme suit :
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Se2
tant que (s<p) faire
Début
es=n|/ns ,dj<0,dye0
i* 1
tant que (i*< ny) faire
Début
j* &1
tant que (j*< ny) faire
Début
iy Fp(i*), iy « Fy(i*)
i1 F1(%) 5 5p « Fo()
ieij,te0
tant que (i<i,) faire
Début
j< iy
tant que (j<j,) faire
Début
tet+ h'(el)ij
jej+1
Fin (j)
ie—i+1
Fin (i)
si (t>0) faire
Début
dl (—-d]+1 ,t «t/N
dy «dy - (1) In (t)
Fin (si)
jFejr+d
Fin (j*)
i ei* 41
Fin (i*)
In(es) « In((X9-X1)/ng) , -In(T(gg)) « -In(d1), -H(gg) « -dy
Sse—s+1

Fin (s).
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b-4 Application de l'algorithme précédent a quelques compacts du plan .

Pour avoir un maximum de points dans chaque nuage (In(eg),-In(T(ey)) t

s=1..p €
(ln(es),-H(es))sﬂ“p , il faut choisir la suite (“s)s=1..p comme précédemment, tenant

compte des contraintes machines et de celles du sous-programme exploitant
l'algorithme, tel que p soit maximal. Autrement dit, il est intéressant d'utiliser un
nombre n; possédant plusieurs diviseurs.

A titre indicatif, si np=(n*)=20 on a les couples (ny,p) suivants:n;=288,p=8;
n1=300,p=9 ; n1=320,p=7 ; n1=350,p=6 ; nl=240,p=8 .

Sous le D.P.S 8 (systtme Multics) du C.I.C.G, les contraintes ci-dessus nous
imposent la valeur ny=300. Dans les expériences qui suivent, on fixera donc ny a

300; pour n*=20 la suite (ng),_; g est: n;=300, ny=150, n3=100, ny=75, ngs=60,
ng=50, n7=30, n8=25 et n9=n*=20.

Résultats numériques

L'application de I'algorithme précédent est faite sur les trois ensembles fractals
E dessinés a la fin du chapitre (B-I); notons qu'ils sont tous formés d'un grand
nombre de points N=65536.

Exemple 1 : E=ensemble de Julia de la fraction R(z)=(l/4)(z+l/z)2 oun zeC, le
domaine carré incluant E est D = ([-4.1, 4.1])2.
Valeurs numériques trouvées : d.~1.43 , d;=1.51 .

Exemple 2 : ensemble de Julia du polynéme P(z)= z2+(1/4) , D = ([-1.1, 1.1])2.
Estimations des dimensions : d; = 1.04 , d;=1.01

D'apres I'égalité (#) de la section (b-1) ci-dessus, la dimension fractale (ici, de
Hausdorff) de cet ensemble a, pour p=1/4, la valeur : dyy(p) = 1.02.

Exemple 3 : Attracteur de Henon ([21]).
Le systéme dynamique (R2, N, f) est engendré par I'application :
f:R25R?
(x,y) = (1+y-1.4 x2 ,0.3x)

et le domaine D = ([-1.285, 1.285])2.
Le point de départ XO=(x0,y0)=(l.1606..., -0.0958...) de litération X, , 1=f(X))

(n=0..65535) est supposé pris sur l'attracteur .
Valeurs numériques trouvées par notre méthode : d.~1.24 , d;=1.25

estimations par d'autres algorithmes (cf. [18])
algorithme du "box-counting” : d, = 1.28

algorithme des "boites centrées” : d, = 1.29 , d; = 1.26

Remarque : On sait que, théoriquement, les 2 dimensions considérées ici sont
reliées par l'inégalité : d (E)>d;(E). Mais on constate que celle-ci n'est,

numériquement , pas respectée pour certains des exemples d'ensembles E traités ici.
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Ceci provient du fait que le rapport entre la taille (€ ) de la grille la plus fine G(g)

et celle (ep) de la grille G(Sp) (dite "grille grossiére") n'est pas assez grand; sur ce
point, on renvoie a ([26]).

IMPORTANT::
Le préconditionnement des N points de E selon deux (ou plusieurs) grilles
incluant E, assez fines et distinctes, contribuera a augmenter le nombre des points

des nuages (In(€),-In(T(€)) et (In(€),-(H(€)) et de 1a a une estimation meilleure de la
dimension de capacité d.(E) et d'information di(E) de E. Mais, le temps d'éxecution
de notre algorithme de calcul de ces deux dimensions nous ameénera dans ce cas a
opter pour un traitement simultané de ces grilles.

Pour terminer, on trace ci-aprés les deux nuages de points (ln(es),-ln(T(e s))s=1..9 ,

(In(€g),-H(Eg))s—y. g Obtenus par notre algorithme et correspondants a I'exemple 3.
L'approche aux moindres carrés linéaire qu'on a utilisée dans l'estimation des deux
dimensions concorde bien avec l'aspect de ces nuages.

DIMENSION DE CAPACITE! NUAGE (lnlE),-i.(T(gn]

DIMENSION O'INFORMATION: NUAGE (|n|€)} ~tH(EDI )







PAIRTIIE C

ELSEP : UN LOGICIEL D'ETUDE LOCALE
D'UN SOUS-ENSEMBLE DU PLAN

- DESCRIPTION
- EXPERIMENTATIONS NUMERIQUES
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C - ELSEP : un logiciel d'Etude Locale d'un Sous-Ensemble du Plan
Description et expérimentations numériques.

I- Introduction

A travers cette derniére partie, on présente un logiciel d'Etude Locale d'un
Sous-Ensemble du Plan (en abrégé : ELSEP). Ce logiciel est formé d'algorithmes
dont la quasi-totalité ont été exposés et testés dans les précédentes parties A et B.

Avant la description de l'algorithme général d'ELSEP, il est important de
signaler que le programme I'exploitant est écrit en langage PASCAL sur le D.P.S 8
(Systeme Multics) du Centre Interuniversitaire de Calcul de Grenoble (C. 1. C. G.).
Ce programme fait appel, pour ses parties graphiques, au logiciel M.G.L
(Micro-Graphique Language) accessible sur les terminaux TEKTRONIX (4107,
4109, 4115..)).

II- Description générale A ELSEP

L'étude locale que nous avons menée sur un sous-ensemble E du plan, et ce tout
au long des deux précédentes parties, peut se résumer comme suit :

+ Mesure locale M(x,r) autour d'un point x de E (theme des chapitres I et Il de la

partie A)
* Zoom numérique sur une région quelconque Rde E :

- R est un rectangle (chapitre B-I)
- R est un disque (paragraphe (a) du chapitre B-II)
+ Dimension fractale de E (paragraphe (b) du méme chapitre).

Dans la description ci-dessous, chaque étape du logiciel est repérée par une
étiquette.En explicitant une étape, on renverra, soit a la section correspondante dans
la partie A (ou B) contenant l'algorithme qui y est utilisé, soit a une référence s'y
rapportant.

Dans toute la suite, E désigne un ensemble de N points dans le plan, c'est-a-dire
E = {(x;,y;)} i=1..N. Dans la plupart des cas, E est un ensemble approchant un

compact généré par une application : ensemble de Julia d'une fraction rationnelle
complexe, attracteur étrange d'un systéme dynamique a temps discret... etc.
Signalons enfin que I'on garde toutes les notations utilisées dans les parties A et B.
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-- Principales étapes de l'algorithme général

1- Existence de I'Ensemble E
- si E existe, aller a I'étape 3

2- Génération de N points de E (N est fixé par I'utilisateur)
- se reporter a ([1]) si E est I'ensemble de Julia d'une fraction
rationnelle.

— on en tire le domaine D=[X{,X,] x [Y,Y5] incluant E
- aller a I'étape 4

3- E est préconditionné ?
- si oui : Entrée des données suivantes

® Nombre N de points de E et lecture de ces points
* Coordonnées X, X5, Y et Y, du domaine P
® Nombres de subdivisions n et m sur [X1,X5] et [Y{,Yy] (n,m<<N)

® lecture des pointeurs Py(i,j) (i,j)e(1,n]x[1,m] (voirle § 3-3-2 du
chapitre B-I) puis allera 5

4- Opération de préconditionnement de E selon D = [X 1 X2 x Y, Y5
¢ donnée des nombres n et m de subdivisions

® Appel de I'A.P.R. avec les parametres N, n et m (chap. B-I)

Signalons que le sous-programme correspondant a cette opération a
déja été présenté a la fin du méme chapitre.

5- Visualisation de I'ensemble E ?
(Au choix de I'utilisateur)

6- Sélection d'un rectangle R=[a,b] x [c,d]CD ?

6-1 Si oui
(i) Entrée de a, b, cetd
Validation de ces données
(ii) Appel de I'A.P.R.
(voir le temps de réponse du probléme du Range-Searching

au § 3-3-3 chap. B-I)
— obtention du nombre (|R]) de points de E inclus dans R
(iii) Mémorisation des coordonnées a, b, c et d de R ainsi que des |R|
points reportés dans (ii).
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6-2 Sinon
(i) Calcul de la dimension fractale de I'ensemble E ?
si oui : préconditionnement de E selon la grille la plus fine et
application du procédé décrit au (§ (b)-chap. B-II)
(ii) Fin des expériences.

7- Choix d'un point p=(x(,y()) dans R ?
+ Si oui : Visualisation des (IRI) points de R

+Sinonalleras

8- Sélection sur le dessin de R, selon deux modes (lecture/visuel), du point p.
Validation des coordonnées x) et y( de p

9- Début de la partie "TRAITEMENT" :

9-1 Entrée d'un rayon rmax et d'un pas h autour de p = (xg:yo)

9-2 Détermination des cellules du maillage de D qui intersectent le
disque
D=D(p,rmax) (cf. Technique de codage : § (a) chap. B-1I)

— Report et stockage des points de (END); soit (IDI) leur nombre

9-3 Visualisation des points (x;,y;);_ 1..1pj Obtenus ?
(Comme dans 5)

9-4Tri par l'algorithme du TRI-RAPIDE (Knuth [23]) de ces IDI
points par ordre décroissant des distances euclidiennes :
di=d(p=(x(,y().(x;,y;)) i=1..IDI (temps en O(ID! log, IDI)

9-5 Détermination de la mesure locale M(p,r) autour du centre p :
- Calcul des (s=[ rmax/h) valeurs numériques o(r;) de I'exposant o

de M(p,r) avec r;=rmax-(i-1) h (i€ [1,s]) par appel de I'algorithme

d'extrapolation.Voir les étapes 1 et 2 du dit procédé au (§ I1-3-1)
de la partie A)

9-6 Visualisation des (s=[ rmax/h 1) points (r,x(r)) ainsi trouvés

9-7 Ajustements et extrapolations : stratégie interactive
(i) Choix des points a négliger parmi ceux du nuage initial
(pour les criteres du choix, on renvoie au § 11-3-2 partie A)

(ii) Ajustement aux moindres carrés du nuage, éventuellement
tronqué, puis détermination de l'extrapolation.Les fonctions
d’ajustements proposées sont indiquées au (§ II-5-3 partie A)
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9-8 Un autre essai sur les points 3 omettre ?
- Si oui, aller 4 (9-7)

9-9 Changement des paramétres (rmax et h) autour du point pP=(x0.y0) ?

- Si oui, aller a (9-1)
- Sinon aller a I'étiquette 7 .

Remarque: L'utilisateur a la possibilité de changer certaines données qu'il fait
entrer. Cette opération, appelée Validation des données, a été utilisée aux étapes
numérotées (6-1-(i)) et 8 .

II- logiciel ELSEP : Description des expérimentations numériques

Dans cette section, on présente le contenu des expérimentations effectuées sur le
D.P.S 8 (Syst¢me Multics) en appliquant notre logiciel 2 quelques compacts du plan.
Ces compacts sont des ensembles invariants de systémes dynamiques (holomorphes
ou non) que l'on a approchés par des ensembles finis E composé chacun de
(N=65536) points.

--- Description des expériences

Sur chaque exemple d'ensemble traité ici (au nombre de 3), on suivra le schéma
général d'ELSEP ci-dessus présenté.

Plus précisément, une expérience sur E comporte successivement

1) Le dessin de I'ensemble E considéré

2) Le préconditionnement de ses N points selon un pavage du domaine
€D=[X1,X2] x [Y1,Y2] O E. Le domaine ® est fixé et les nombres n et m de

subdivisions suivant [xl’le et [Yl,Y2] seront toujours pris égaux a (n=m=50). Le

choix de cette derniere valeur est justifié par les résultats numériques du chapitre |
de la partie B. Rappelons au passage que l'opération de préconditionnnement, selon
un maillage régulier de ce type, d'un ensemble formé de N=65536 points se fait en

un temps P(N,n,m) = 63 secondes C.P.U.

3) Choix d'un rectangle R=[a,b] x [c,d] contenu dans E
Apres le dessin des points de cette région, on indique le temps de réponse
correspondant. A I'aide de la méthode du balayage séquentiel (voir les tests de la fin
du chap. B-I), rappelons que le temps de réponse nécessaire au report des points
d'une région quelconque de E est de l'ordre de 6 sec/C.P.U.

4) Sélection d'un point p=(x(,yp) dans R
Si le point p n'est pas connu, les terminaux TEKTRONIX (série 410X,
4115...etc) nous permettent de choisir, a I'aide d'un curseur graphique, un point P

sur I'écran (ot figurent les points de R). Une opération de recherche du plus proche
voisin (qu'on note p) de p; dans E doit donc étre effectuée.
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5) Détermination de la mesure locale M(p,r) autour de p (cf. chap. A-II)
Pour cela, on se place dans un voisinage B(p,r) de p afin d'évaluer I'exposant

numérique &(r). En diminuant le rayon r, on obtient ainsi (tracé a I'appui) un nuage
de points (r,((r)) associé au point p .

remarque : Tous les nuages (r,x(r)) que l'on va traiter sont formés de (100)
points.

6) Nous ajustons ensuite aux moindres carrés le nuage précédent,éventuellement
tronqué de quelques points d'abcisse proche de 0, par les fonctions (indépendantes)
suivantes:

(i) F1(r) = a (constante) (ii) la droite Fp(=ar+b

(iii) la parabole F3(r)=a r2+br+c
Si o((r) est périodique (de période T) en In(r) (comme c'était le cas des 2 exemples
étudiés en section (II-5) de la partie A), on présente le nuage (In(r),(r)) puis on
ajuste par

(iv) F4(r) =a + b r + c rsin(w In(r)) + d r cos(o In(r))

(v) F5(r) = F4(r) + e sin(w In(r)) + f cos(w In(r)) avec w=21/(T*)
T* est la valeur numérique de T, elle est prise égale 2 la distance entre deux sommets
successifs du nuage (In(r),x(r)).
Les valeurs approchées de l'exposant o« de M(p,r) sont déterminées par
extrapolation: & i=Fi(O)\ (i=1..3), « i=lim(r_,0)[Fi(r)] (i=4,5); les erreurs (ei)i=l..5

d'ajustement sont données pour rendre compte de la justesse de I'approximation par
chacune des fonctions proposées.
Rappelons que, contrairement aux fonctions (Fi=1. .4 F5(r) ne vérifie pas

I'hypothése du (Th. §) (section 1 du chap. A-II).

remarque : Une région R étant choisie et fixée, plusieurs points p=(xq,yg) lui
appartenant peuvent €tre sélectionnés et traités les uns a la suite des autres.

IV- Premier exemple d'application d'ELSEP

L'ensemble E est pris ici égal a I'ensemble de Julia J(Rq) de la fraction
rationnelle complexe Rq(z)z(z2+q-1)2/(22+q-2)2 pour g=3.

Rappelons que cet exemple a déja été étudié dans la section (I1-5) du (chap. A-II)
pour q=2 et q=3/2 .Nous y avons noté que J(Rq) est invariant par la transformation

homographique Hq(z)=[(2-q)z+2(q-l)]/[22+(q-2)]. Cette propriété nous a permis de
déterminer numériquement l'exposant & de la mesure locale M(z*,r) autour de
points z* de J(Rq) en liaison étroite avec I'étude de certains modeles discrets de la
physique statistique (cf. [12],[11] et [35]).
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On commence par dessiner I'ensemble E=J=J(R3) de Il'application
R3(z)=R(z)=(zz+2)2/(22+l)2 formé de (N=48=65536) points. Remarquons que ce

nombre est une puissance du degré de R; ainsi choisie, la forme de N, ainsi que sa
grandeur, nous permettent d'approcher au mieux la mesure limite I sur J. Sur ce
dernier point, on renvoie  la section (I-1-3) du (chap. A-I).
On constate sur le dessin de J que celui-ci a une structure fractale (129)) et que
presque toutes ses régions se rejoignent en des points qu'on pourrait appeler "points
d'articulation”.

Du point de vue physique, on va s'intéresser au seul point fixe répulsif réel et
plus grand que 1 de la fraction R(z) qui est z¥=4 . D'apres Derrida et al ([11]),

I'exposant O de I'énergie libre (de la mesure locale M(z*,r), dans notre contexte)
autour de ce point est approximativement (2.4094...).

Mais pour la méme raison signalée pour les cas (q=2 et q=3/2), il est difficile
d'évaluer numériquement M(z*,r) (voir le § (11-3-0) du chap. A-II pour I'origine
de cette difficulté): 2 titre d'exemple, la boule fermée B(z*,0.4) ne contient que (29)
points de J. Le seul recours pour lever cette contrainte est de faire encore appel  la
propriété d'invariance de R(z) par H3(z)=H(z)=(4-z)/(2z+1); de 13, il revient au
méme de chercher I'exposant o autour du point t=H(z*)=0 .

En plus de ce point t, on déterminera la mesure locale autour d'un "point
d'articulation". Dans cet ordre d'idées, on sélectionne dans J une région R contenant
a la fois un point (u) de ce dernier type et le point t=0: notre choix s'est alors porté
sur le rectangle R=[-1,0.25] x [-1.4,0.1]. '

L'origine t et le point u=(-0.3483...,-0.6158...) sont indiqués par des fléches sur le
dessin des points de R ci-dessous présenté avec celui de I'ensemble initial J.
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Il est utile de signaler que les (N=65536) points de J ont été auparavant

préconditionnés selon un pavage régulier d'un domaine D=[-4.2,4.2] x [-4.2,4.2]
incluant J, les nombres de subdivisions n et m du maillage sont, rappelons-le, fixés et
égaux a 50.

Les points z=(x,y) de J vérifiant zeR sont au nombre de (F=15921 = N/4), et le
temps de réponse nécessaire au report de ces F points est Q(N,n,m)=2.30.

On s'efforcera dans ce qui suit de déterminer l'exposant & de la mesure locale
autour des deux points centraux t et u.

--- Cas du point t=0

On se place au voisinage de t, on obtient (100) points (r,X(r)) ol r désigne un
rayon (cf. chap. A-II).
Ce nuage est caractérisé par une série d'oscillations: a l'instar de (J(Rq))q=2 32 5

(r) est périodique en (In(r)) de période proche de T*=0.58 . Pour illustrer cette
périodicité, les points (r,(r)) et (In(r),x(r)) sont dessinés dans la page qui suit.
En omettant (V) points (r,x(r)) de petite abcisse, on donne ci-aprés les valeurs

extrapolées (notées 0c-ext) de I'exposant & apres avoir ajuster les points restants par
les 5 fonctions introduites précédemment (section ci-dessus); I'erreur d'ajustement

(e) est indiquée pour chacune d'elles.
Résultats numériques :

- Ajustement par Fj(r)
v =17, x-ext=2.35, € = 6.18 102

- Ajustement par Fy(r) (i=2,3)
V=17, X-ext=2.42,€ =537 102

- Ajustement par F4(r) ( 1% fonction périodique avec w=2m/T*)
v =21, x-ext=243,€=390102

- Ajustement par Fg(r) (2™e fonction périodique avec 0=2m/T*)
v =21, 0-ext = 244, € =376 1072
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--- Cas du point d'articulation u=(-0.3483...,-0.6158...)

Comme on peut aisément le constater sur le dessin de la région R, le voisinage
immédiat de ce point ne contient presque pas de point de J. Ceci est d'ailleurs

confirmé par I'allure du nuage (r,0(r)) autour de u (voir la figure ci-dessous): la
rupture dans le comportement de ce nuage survient "plus tot" que dans celui associé
au précédent point t. De plus, on ne peut y distinguer clairement un aspect
oscillatoire.

On doit donc négliger une quantité (V) considérable de points (r,0(r)) situés apres
cette rupture (ie entre celle-ci et le rayon nul) avant l'ajustement (puis

I'extrapolation) afin d'approximer I'exposant ® de la mesure locale autour de u.
résultats numériques obtenus :

Les ajustements par les fonctions non périodiques nous donnent les valeurs
extrapolées (0l-ext) suivantes
e par Fy(r) : si V=40, 0-ext=4.36 , €=2.07 10”!

si V=65, Ol-ext=4.24, €=1.77 10"}
® par F(r) et F3(r) : si =40, 0-ext=5.05 , €=1.22 10"

si V=65, Ol-ext=5.61, €=6.351072

Remarque :

La précédente tranformation homographique H(z)=(4-z)/(2z+1) ne nous est
d’aucune utilité dans le cas du point u ; en effet, v=H(u) est un point d'articulation de
grand module. Sur le dessin initial de J, il est bien visible que déterminer la mesure
locale autour d'un point de ce type est numériquement encore plus difficile.

Observations :
1) La fonction d'ajustement adaptée au nuage autour du point u ne nous semble pas
évidente.

2) L'exposant O autour de ce méme point est trés différent de celui du point fixe z*.

3) A titre de comparaison, on rappelle la valeur (0l-ext) trouvée par notre procédé
d'extrapolation autour de I'unique point fixe x* réel (et plus grand que 1) de la

fraction Rq et celle (01*) avancée par d'autres auteurs ([11],[12],[34]) et ce pour
différentes valeurs du paramétre q:

q=3/2: x*=3.0272... , O-ext=2.91, ®0*=2.89

q=2:x*=3.3829..., Ol-ext=2.72, 0I*=2.67

q=3: x*=4, Ol-ext=2.43 , 01*=2.40
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V- Deuxiéme exemple d'application d'ELSEP

Dans cet exemple, E est I'ensemble de Julia du polyndéme P(z)=z2+p avec
p=-1/2.
On a vu au (§ (b) du chap. B-II) que J(zz+p) est homéomorphe a un cercle pour p
"petit" (dans C). Dans le cas réel, ceci a lieu si p€]-3/4,1/4] (cf. Brolin [7]).

De plus, on connait la valeur exacte de I'exposant O autour d'un point quelconque x
de J(P) pour p=0 et p=-2 (voir le chap. A-II).
Rappelons brievement ces valeurs :

® si p=0, J(P) est le cercle unité C(0,1), 0i=1 ¥V x € J

® sip=-2, J(P)=[-2,+2], O1=1/2 si x=12 et O=1si x € ]-2,4+2]
Il nous a alors parut important d'étudier la variation de I'exposant O autour de
points x de J (22+P)-25ps0 , celle-ci sera illustrée ici pour p=-1/2.
Important : Parmi les différentes définitions de la dimension fractale (D) d'un
compact E (voir [16]), celle appelée la dimension ponctuelle dponc(x) enx de E

coincide, dans notre cas, avec le paramétre positif O de la mesure locale autour du
point x.

-- Comportement itératif de P(z )=z2 -(1/12): Obtention de J(P)

Outre le point a l'infini qui est toujours un point fixe super-attractif des
polynomes, P(z) a deux autres points fixes 2 distance finie qui sont les réels
z1=(1-\f§)/2 et zZ=(l+\/3_)/2.

Le premier de ces points est attractif (IP'(z¢)I<1) alors que z, est répulsif; d'apres
la définition de J(P) (cf. section I-0-2 du chap. A-I) on a

J(P) < adhérence de {z € C / P (2)=25 ;n=0,1,2...} ......... (#).
De plus les itérés successifs du point critique (z*=-1/2) du polynéme P tendent trés
rapidement vers zy, il n'existe donc pas d'autre cycle attractif ([17]).
On en déduit que le systtme dynamique holomorphe engendré par P(z) admet trois
ensembles invariants, a savoir ;

® le domaine immédiat d'attraction du point z,

® le domaine immédiat d'attraction du point 2 l'infini

® le compact J(P) qui sépare les deux domaines précédents

Pour approcher J=J(P), nous utilisons I'inclusion (#) avec (n=0,1,2,...,16) (voir
le procédé décrit dans [1]) : on obtient alors (N=2]6=65536) points de cet ensemble,
ensemble dessiné dans la suite.

Comme on peut le constater, J est une courbe de Jordan simple (ie sans point
double), ceci confirme d'ailleurs les conclusions de Brolin ([7]). Malgré sa
similitude avec le cercle unité (cas ol p=0), et  la différence de celui-ci, J(z2( 1/2))
est fractal (ou encore a une structure de self-similarité) et n'admet de tangente en

aucun point .
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--- Etude locale de J=J(P)

Du fait de la symétrie de J par rapport a I'origine, on restreindra notre étude

uniquement aux points z du premier quadrant (Re(z)>0 et Im(2)>0).
Mis a part le réel x0=(l+\/§)/2 et I'imaginaire x;=(0.9306...), tenant compte de la

structure fractale de J, on peut globalement distinguer, parmi les points de ce
quadrant, deux différentes classes :

* des points situés dans des "creux” (dits points de la 1™ classe)
® dans des "pics" se trouvent ceux de la 2° classe
Dans les expériences qui vont suivre, on estimera le paramétre ® de la mesure
locale autour de xg, x| et de plusieurs points de chaque classe; en particulier, on

cherchera a savoir si ces derniers ont un exposant identique.
Pour accéder rapidement aux régions contenant les points qui nous intéressent, on
effectue sur I'ensemble des (65536) points de J un préconditionnement selon le

maillage formé de (50 x 50) cellules du domaine [-1.5,1.5] x [-1.1,1.1] D J .
Trois régions R sont ensuite sélectionnées, ce sont les suivantes :

* Ry =[1.12,1.40] x [-0.25,0.25]
Le nombre de points trouvés dans (JNR{) est (9858) et le temps de réponse nécessité
par ce report est (1.88 sec/C.P.U). En plus de x3=(1.3660...) qui appartient & Ry,
on y choisit aussi le point xy=(1.2404...,0.0991...) qui fait partie de la premitre
classe précédemment définie.

+ Ry = ([0.25,0.75])?
Nombre de points de J inclus dans Ry : 3620 ; temps de réponse : 0.50 sec/C.P.U.

On cherchera a déterminer I'exposant O autour de deux points dans cette région, qui
sont: X3=(0.4990...,0.5029...) et x4=(0.4536...,0.6025...). Notons que x3 (resp.

x4) est, selon notre classification, dans la premiere (resp. deuxiéme) catégorie de
points (voir ci-dessus).

* Rq=[-0.25,0.25] x [0.75,1.00]
Ce rectangle auquel appartient I'imaginaire pur x1=(0,0.9306...) est composé de

(5459) points de J, et il a fallut un temps (t=0.67 sec/C.P.U) pour les reporter.
L'ensembile initial J=J(22-(l/2)) ainsi que les régions (R;);-1 3 sont dessinés dans les

pages qui suivent. Sur chacun des trois rectangles, on a indiqué le (ou les) point(s)
que l'on a choisi(s).
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--- Traitement des points de la région R ]

Les deux points choisis dans Rsont, rappelons-les, le réel xo=((1 +\f3—)/2,()) et
x9=(1.2404...,0.0991...), ce dernier étant situé dans un "creux". On renvoie au
dessin associé 4 Ry quant 2 la localisation de ces points.

Autour de chacun d'eux, on appliquera le procédé d'extrapolation exposé au

chapitre (A-II) afin d'obtenir un nuage expérimental de (100) points (r,0(r)) ou r
est un rayon. Considérant I'aspect du nuage, on l'ajuste aux moindres carrés, apres
omission éventuelle des points de petite abcisse, par les fonctions (Fij(1);_y 5(cf. la

section III ci-dessus).
Remarque : Les fonctions périodiques en (In(r)) en l'occurence (Fi(r));_4 5 ne
seront bien sir utilisées dans notre approche de O que si I'on observe une période T
dans le nuage (In(r),0!(r)). Dans le cas contraire, on se restreindra aux ajustements
par les fonctions (Fj(r)),_; 3.
® Détermination de O! autour de x0=(1.3660...,0)
Dans ce but, on se place dans un voisinage V(xq) de x (ici V(x()=B(x(,0.12))

puis on évalue numériquement I'exposant 0(r) o1 (0<r<0.12) (cf. la preuve du Th.
5 au chap. A-1I); on en tire (100) points (r,0{(r)) que I'on trace ci-apres.

Fait non constaté auparavant, 0!(r) ne subit aucune déterioration sensible quand r est
tres proche de 0 : 2 titre d'exemple, 0i(1.2 103)=0.69 . De plus, le nuage de points
est caractérisé par des oscillations analogues 2 celles déja mises en évidence dans
I'étude de I'exemple J(Rq) (q=3/2, 2 et 3).

Partant de ce rapprochement, I'exposant 0l(r) est effectivement périodique en

(In(r)); les points (In(r),0!(r)), dessinés 2 la suite du nuage initial, illustre fort bien
cette périodicité. La valeur estimée de cette période est T*=(1.0...)>1.

Important : si P'(z) désigne la dérivée prise en z de P(z)=zz-(l/2) on fait remarquer
que la période numérique T* est voisine de T=ln(|P'(xO)|)=ln(l+\]§-)=l.005 cee e

Résultats numériques

De la méme maniére que pour I'exemple 1, on néglige (V) points (r,0!(r)) avant
d'ajuster par les cinq fonctions proposées.On reporte ensuite la valeur extrapolée

(Ol-ext) de l'exposant O autour de X ainsi que l'erreur d'ajustement (€)

correspondante.
Nous obtenons :

(i) Ajustement par Fy(r) : v=0, 0-ext=0.68 , €=2.57 102

V=12, Ol-ext=0.68 , €=2.56 102
(if) Ajustement par Fy(r) et F3(r) :

V=0, O-ext=0.69 , €=2.50 102
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V=12, O-ext=0.70 , €=2.42 102

(iii) Ajustement par F4(r) :

V=0, Ol-ext=0.68 , €=1.3 102 .
V=16, O-ext=0.68 , €=9.7 103

(iv) Ajustement par F5(r) : V=0, o-ext=0.68 , €=5.5 103
Commentaires

Le nuage (r,0/(r)) ne comportant aucune rupture, on constate que pour (v=0),
les valeurs (Ol-ext) issus des cinq ajustements sont pratiquement égales; les erreurs
d'ajustements (notées €) montrent que les fonctions périodiques (F(r))j_4 5 sont les
approximants les plus adaptés a I'allure de ce nuage.

ar allleurs |l semble que lexposant théorique O de la mesure locale autour du seul
Isif réel et supérieur ou égal a 1 de J(z2+p) avec (-2<p<0) qui est
x*—([1+ (1-4p))/2), vérifie la formule suivante :

ol=0l(p)=In(2)/In(2x*)=In(2)/In(1 +V(1-4p))

En particulier, on retrouve bien les exposants correspondants 4 p=0 et a p=-2 (voir
le début de cette section).

Dans le cas traité ici, pour (p=-1/2) et x*=x0=(1+\/§)/2, I'exposant est 0!=0.689...,
valeur qui est trés proche de celle des différents résultats ci-dessus présentés.
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¢ Détermination de l'exposant O! autour de xo=(1 .2404...,0.0991...)

Avec ce deuxieme point de la région (R{), on suit le méme procédé que pour le
réel x0=(l+\f3_)/2. On passe donc directement aux résultats relatifs au nuage des
(100) points (r,0¢(r)) autour de x,.

En comparaison avec celui obtenu en xg, le présent nuage (voir la figure

correspondante) a un comportement oscillatoire moins "régulier". En effet,

contrairement au cas du premier point, I'exposant numérique O!(r) n'est pas
clairement périodique en (In(r)) : on se contentera donc d'ajuster le nuage initial par
les fonctions (Fi(M)i-1.3 -

Nous aboutissons aux valeurs extrapolées (Oi-ext) suivantes du paramétre O! en
négligeant (V=12) points (r,0!(r)) d'abcisse petite :
(i) Ajustement par F(r) :

o-ext=1.70 , €=erreur d'ajustement=8.40 102
(ii) Ajustement par Fy(r) et F3(r) : Ot-ext=1.85, €=4.88 102

--- Traitement des points de la région R,

Le couple de points auxquels on s'intéresse sont x3=(0.4990...,0.5029...) et
x4=(0.4536...,0.6025...). Le point x3 est situé dans une région "creuse" de
J(zz-(1/2)) et est donc, géométriquement, du méme type que X9 .

En nous plagant dans un voisinage de x3 identique a celui pris autour de x,, on

remarque que les nuages (r,0!(r)) associés a ces deux derniers points sont similaires.
Dailleurs, ceci est confirmé par la valeur extrapolée (O!-ext) trouvée pour x3; ici

(Oi-ext=1.87) est du méme ordre que celle de x5 (voir ci-dessus). A cause de cela, il

nous a paru inutile de présenter le nuage (r,0(r)) obtenu autour de x3.

 Détermination numérique de O autour de x4.

On aborde maintenant les points dits de la 28 classe (ie disposés sur des "pics"),
classe auquelle appartient x4. On renvoie au dessin de la région (Ry) pour la

localisation de ce point.
Partant du méme voisinage utilisé pour les points précédents (x;) (i=0..3), le nuage

expérimental (r,0/(r)) (voir la figure correspondante) conduit, aprés en avoir omis
(v=5) points tels que r est proche de 0, aux valeurs extrapolées suivantes :
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(i) Ajustement par Fy(r) : o<-ext=0.69 , €=4.56 102
(ii) Ajustement par Fy(r) et F3(r) : -ext=0.62 , £=3 102

Il est important de noter que si I'on enléve en plus (£=20) points (r,x(r)) de grande
abcisse (cf. § 11-3-2 du chap. A-II) , I'approximation par F;(r) (i=2,3) nous donne :

x-ext=0.64 avec une erreur £€=2.5 1072,

Remarque : Des expériences du méme genre, mais qui ne figurent pas 101 menées
autour de points de la classe de x4 (ie qui se trouvent sur des "pics" de J(z -(1/2)) ont

_ redonné quasiment la méme valeur approchée de l'exposant o : x-ext=0.6310.01 .

--- Traitement des points de la région R

Dans cette derniére région, on a sélectionné un seul point qui est l'imaginaire
x1=(0,0.9306...).

Sur le nuage de points (r,0((r)), on constate de prime abord une certaine gimilitude
avec celui obtenu au voisinage du réel x(. En effet, ces ensembles de points

comportent tous deux un phenoméne oscillatoire (périodicité par rapport A la
variable In(r)); et en plus de cela, on n'y détecte aucune rupture dans les exposants

numériques o((r) quand r est trés voisin de l'origine.
Dans le cas du point xy, pour r=1.5 103 1a valeur o(r) est 0.72; les nuages (r,x(r))

et (In(r),x(r)) figurant ci-dessous illustrent bien nos observations. Notons encore
que la période relevée est d'environ T*=(1.0...)>1 .

résultats numériques sur la valeur extrapolée de o

On présente maintenant les valeurs approchées de I'exposant & de la mesure
locale prise autour du point x:

1) Ajustement aux moindres carrés par F1(r) (droite de pente nulle)

v=1, x-ext=0.68 , £=2.77 102
2) par Fy(r) et F3(r) (droite et parabole)

v=1, x-ext=0.70 , £=2.57 102
3) par la fonction périodique F4(r) (cf. section III précédente)

v=1, -ext=0.68 , €=1.36 102
4) par la fonction périodique F5(r)

v=1, x-ext=0.69 , £=5.51 1073
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Commentaires sur I'étude locale de J=J(z2-(1/2))

Par le biais de la génération d'un grand nombre (N=65536) de points de J,
plusieurs zooms numériques sur certaines de ses régions nous ont permis de mettre
en évidence l'invariance de sa structure a des échelles d'examen différentes. En fait,
cet ensemble est fractal (Mandelbrot [29]) et a une dimension légérement supérieure
a celle du cercle (Ruelle [37]) auquel il est homéomorphe .

L'étude locale menée autour de quelques points de cet ensemble nous améne 2
formuler les remarques suivantes :

® La mesure locale M(x,r) autour des points x réels (ou des imaginaires) est
périodique en (In(r)).

® A cause de la self-similarité (ou structure fractale) de J, les points y occupant

des "sites” ¥ identiques (ie des "pics" ou des "creux") ont des exposants calculés
0=0/(¥) de méme ordre, en d'autres termes:  V ye¥ , M(y,r) ~ &

* L'exposant 0! qui régit le comportement de la mesure locale M(x*,r) autour

de I'unique point fixe répulsif réel (x*>1) de P(z)=22+p, oi pe[-2,0), est donné par

la relation suivante (expérimentalement vérifiée) : 0i=In(2)/In(2x*).
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VI- Troisiéme exemple d'application d'ELSEP

On considére ici le systtme dynamique a temps discret engendré par
I'application suivante (dite de Kaplan-Yorke):

f:[0,1]1xR - [0,1]xR
(x,y) = (f;(x,y)=ax (mod 1) , f5(x,y)=by+cos(2rx))

ol les constantes a et b sont telles que: acN ,belR et a>b>1.
--- Comportement itératif de la fonction (f) d'évolution du systéme.

Observons d'abord que pour Xo=(xg:Yo) € [0,1] x R, 1a suite des itérés successifs
itérés X, . 1=F(X,)=(f1(X,),f2(X,)) est restreinte a l'intervalle [0,1] suivant les

abcisses x, alors que les ordonnées y, peuvent prendre n'importe quelle valeur.

Examinons maintenant la jacobienne J(x,y) de f: elle admeta et b comme valeurs
propres. Ces deux constantes étant toutes deux supérieures a 1, on en déduit qu'il
n'existe aucun attracteur (2 distance finie) pour notre systéme ([8]).D'autre part, on

constate que:V xg€[0,1] et lyg| assez grand, les itérés X, =f(Xn)=I““(XO) tendent

rapidement vers (+90) dans la direction des y; en effet ceux-ci se comportent
comme (b" yg) et dépendent du signe de y(. Par conséquent, le systéme considéré

posséde les points y=+90 et y=-0© comme seuls attracteurs.

Remarques:

1) Si les paramétres a et b sont pris tels que a=2 et be]-1,+1[, Kaplan et Yorke
(voir référence dans [28]) ont noté I'existence d'un attracteur étrange (ou chaotique)

R pour le systtme dynamique engendré par f. De plus, Rt est I'ensemble-limite
(cf.[20]) de presque toute condition initiale Xq=(x(),yq) €[0,1] x R (au sens de la

mesure de Lebesgue).
2) Dans le cas général, si les deux composantes (f,f,) satisfont aux conditions

de Cauchy-Riemann, le systéme dynamique est un syst¢eme holomorphe ([6]).
--- Frontiére des bassins des deux attracteurs (y=109)

D'apres ce qui précéde, cette frontitre (notons-la %F) a la propriété importante
suivante: ‘

soit X*=(x*,y*) € F , presque tout point Xo=(xg:YQ) d'un voisinage B(X*,€) (€>0)
vérifie X, 1=(Xn41:Yn+1)=F(Xp) 2 +°° (ou -90) suivant I'axe des y.

On peut donc dire que la frontiere %F tient lieu d'ensemble répulsif puisqu'elle
envoie 2 l'infini quasiment toutes les trajectoires { M(Xp)neN } issues de son

voisinage; il découle de 1a que F attire les orbites inverses {r M(Xg),neN 3
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En se basant sur cette derniére caractéristidue de %F, Mc Donald et al ([28]) ont en
tiré I'expression explicite de % ; en fait, ils établissent que :

F={(xy) €[0,11x R / y=F(x)} ob
F(x) = - (j1..00) b-i cos(2 7 ai-1 x)

Sachant (b>1), cette série converge uniformément pour tout x, la fonction F est
donc continue (bornée) sur [0,1]. De plus, la double inégalité a>b>1 entraine la
divergence de la série dérivée associée a F'(x): la courbe y=F(x) représentative de la

frontiere %F n'est dérivable en aucun point.

--- Structure de F

L'illustration de nos précédentes observations est donnée par la figure ci-aprés ol

I'on a tracé la fonction y=F(x) avec a=4 et b=1.8 . On y remarque que F est
composée d'une multitude de parties semblables quoique de tailles différentes: elle
est fractale au sens de Mandelbrot ([29]). Les domaines d'attraction respectifs de

(°°) s™enchevétrent” selon une structure striée délimitée par F .Le grossissement
de la région qui y est indiquée (R=[0.15,0.38] x [-0.40,-0.10]) rend bien compte de
ce type de structure.

En tant que séparatrice, la frontieére °F est un ensemble invariant et compact du
systeme dynamique représenté par I'application f; la compacité provenant du simple

fait que F C [0,1] x [-f,+3] o Y=1/(b-1) est tel que |F(x)|<Y.
--- Dimension fractale de F
La dimension de capacité (cf. chap. B-1I) d. de % s'exprime en fonction des
deux parametres a et b; elle obéit a la formule (proposée dans [28]):
d.=2-[In(b)/In@@)] ........coceennniniinn. (%)
En appliquant notre procédé décrit au second paragraphe du (chap. B-1I) 3 F

approchée par (N=65536) points (x,F(x)) avec a=4 et b=1.8, on obtient les
_ estimations des deux dimensions (de capacité d., et d'information d;) suivantes:

d. =155 et d;=1.53 et I'égalité (+) donne d,=~1.57.
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VII- Conclusion (partie C)

Dans cette derniere partie, on a présenté un logiciel ayant trait a I'Etude Locale
d'un Sous-Ensemble du Plan (ELSEP). Ce logiciel est actuellement fonctionnel sur
le D.P.S 8 (systéme Multics) au centre de calcul de Grenoble.

ELSEP est en fait la combinaison de plusieurs algorithmes dont la plupart ont
été décrits et testés dans les précédentes parties (A et B). Les problémes résolus par
ces algorithmes sont abondamment développés dans la littérature : problemes du
"Range-Searching" ([3],[27]), du "Variable Disk Retrieval” ([4],[271,[401,[36));
calcul de la dimension fractale ([15],[19)).

Dans le cas ou I'ensemble & considéré est un invariant compact d'un systéme
dynamique holomorphe (cf. [6]) ou non ([20],[28],[8]), notre logiciel fournit le
moyen

e de générer (puis de visualiser) un ensemble E numériquement tres

proche de €.
e d'évaluer rapidement le temps de séjour (ou fréquence de visite) du

systtme dynamique dans n'importe quelle région R de E; la région R peut étre un
rectangle ou un cercle.

¢ de déterminer la dimension ponctuelle (dp(x)) (ou l'exposant o de la
mesure locale M(x,r)) autour d'un point quelconque x de E.
e d'estimer la dimension fractale de I'ensemble E.






CONCILUSTION
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Tout au long de ce travail, on a mené une étude locale sur des ensembles
invariants compacts § (€ C IR2 ou C) de systémes dynamiques 2 temps discret.
Les ensembles & considérés ici sont de deux types:

+ € est la frontitre des domaines d'attraction des points fixes (et des cycles)
attractifs de I'application f engendrant le systeme.

Si celui-ci est holomorphe, & est l'ensemble de Julia de la fraction rationnelle f;
plusieurs ensembles de ce type ont été traités dans cette these. Dans la partie C, un
autre exemple de ce genre d'ensemble est présenté dans le cas non holomorphe.

+% est un attracteur étrange, c.a.d un ensemble-limite d'un systéme dynamique
chaotique.

L'ensemble ¥ a, dans la plupart des cas, une structure fractale; numériquement,
on l'approche par un ensemble fini E formé d'un grand nombre N de points

(N ~ 10%).

La dimension ponctuelle d,(x) (ou encore I'exposant o de 1a mesure locale M(x,r))
autour d'un point x dun compact § nous renseigne sur la fréquence de visite ,
au voisinage de ce point, du systéme dynamique étudié. Afin de mieux cemer la
distribution des points sur &, divers algorithmes de détermination de dp(x)

(méthodes d'ajustement , méthodes basées sur la convergence vague de mesures
bornées et procédé d'extrapolation), sont décrits et testés dans la partie A de cette
these. Une application importante en Physique Statistique (modeles hiérarchiques de
réseaux de verres de spins) a donné des résultats en accord avec la théorie existante
dans ce domaine.A partir d'expérimentations numériques effectuées sur plusieurs

ensembles fractals & (ensemble de Julia du polynéme z2+p avec p=-0.5, p=-1,...), il
semble que I'exposant o de la mesure locale soit identique autour des sites similaires

du compact §.
Le préconditionnement des points de 8 selon un pavage régulier nous foumnit la

possibilité de procéder a des zooms numériques sur une région R (rectangulaire ou
circulaire) arbitraire en un temps C.P.U acceptable puisque proportionnel au

nombre de points de € inclus dans R (partie B).Par le biais de ces grossissements, la

structure géométrique de I'ensemble ¥ est alors pergue avec plus de précision.De
plus, si le maillage initial est choisi assez fin, on peut chercher une estimation de la

dimension fractale du compact & considéré et "mesurer” ainsi globalement son
degré d'irrégularité issu de l'aspect fractal souvent observé.
Les différentes directions suivies dans le cadre de notre étude locale d'un

ensemble § du type précédemment indiqué constituent les composantes essentielles
du logiciel ELSEP. Ce logiciel, mis au point par nos soins et écrit en langage
PASCAL, est actuellement fonctionnel sur le D.P.S 8 (syst¢éme Multics) du C.1.C.G.

Suivant la répartition des points de I'ensemble € considéré, il sera intéressant de
préconditionner ces points selon un maillage adapté a la forme de cet ensemble. Ceci
diminuera sensiblement et la place mémoire nécessaire au présent algorithme du
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pavage régulier et son temps de réponse (ou d'accés) 2 la région K desirée. D'autre
part, en nous appuyant sur quelques méthodes de la géométrie algorithmique on
peut envisager l'utilisation d'autres figures d'acces (exemple polygone
convexe...etc) en plus du rectangle et du cercle. Dans cette méme optique, I'étude

locale pourrait aussi concerner d'autres paramétres géométriques de & comme les
tangentes, les angles ainsi que son enveloppe convexe.
Il est évident que l'augmentation du nombre N de points générés pour approcher le

compact ¥ rendrait plus précise et donc plus efficace son étude locale.Notons tout de
méme que le matériel utilisé dans le cadre de cette thése nous permet de disposer de
(N=217) points du plan.

Dans le cas particulier de I'ensemble de Julia d'une fraction rationnelle R de degré
(k>2) avec N de la forme (k), on pourrait accélérer la recherche des antécédents
R'm(zo) (ot m=0..n et z( un point fixe répulsif de R) si nous traitons simultanément

les (km)mzl points du niveau m par groupes composés (par exemple) de k points.

Pour résoudre ce genre de probléme (voir aussi la dernidre remarque du § (b) chap.
B-11), les techniques de I'Algorithmique Paralléle nous paraissent toutes indiquées.
Ainsi se trouve posée I'éventualité d'une parallélisation de notre logiciel ELSEP.
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ANNEXE

Introduction:

Quelques aspects de la Physique Statistique sont présentés dans cette annexe.
Sans trop entrer dans les détails, on tentera surtout de mettre en évidence le lien
existant entre cette discipline et la théorie des systtmes dynamiques.

Verres de spins:définition:

Des impuretés magnétiques mélangées a un métal initialement non magnétisé
z "

donnent naissance  un systtme couramment appelé "verre de spins”.
Pour que I'on puisse supposer une répartition aléatoire des impuretés dans le métal,
le pourcentage de celles-ci doit étre assez faible.

Les moments magnétiques (ou spins) de S; et Sj de deux impuretés i et j sont reliés
par une énergie d'interaction J ij'—‘J(rij) qui dépend de la distance Tij les séparant. La

configuration de ces 2 spins est parallele (TT) (resp. anti-parallele (41)) dans le cas
ferromagnétique (J ij>0) (resp. anti-ferromagnétique (Jij<0))'
L'énergie totale d'un systtme S={S;} (i=1..N) contenant N spins est donnée par :

ES)= -2 T; (5;5) + Zi HS, oo )
bJ

ou Jij=J i et H désigne un champ magnétique extérieur a S. Nous reviendrons plus

tard sur cette égalité.

Notion de transition de phase : problémes des verres de spins

Un changement dans la structure physique d'une matiere, tel 'évaporation d'un
liquide, la fusion d'un solide...etc est appelé transition de phase. Ce processus étant
caractérisé par sa discontinuité, une phase est de ce fait I'¢tat de la dite matieére entre
deux transitions de phase.Mais, comme on le verra dans ce qui suit, plusieurs autres
états (ou phases) peuvent exister.

Pour simplifier, supposons que la température (absolue) T soit 'unique paramétre
décrivant un systeéme de verres de spins (v.s). Le probleéme des (v.s) provient de
I'apparition de singularités sur les différentes fonctions thermodynamiques (énergie
libre, susceptibilité magnétique, chaleur spécifique...) du systeme (cf. [2),[33]). La
singularité entraine une yariation brutale, a une certaine température T, , de la

valeur d'une de ces fonctions; le passage de I'état du systeme a (T<T) a I'état ou
(T>T,) est I'indice d'une transition de phase.Plus généralement, le point de

changement de phase pour une (ou plusieurs) variable(s) décrivant le systeme
considéré est appelé point critique.



--- Les modéles

Dans le but de modéliser les systemes de (v.s), la distribution aléatoire des
impuretés est remplacée par une disposition réguliere sur un maillage (ou grille).
Les grilles souvent étudiées ([33],[34],(2],[35]) sont les grilles planes (voir la figure
ci-dessous) ou tridimensionnelles.

—— liaison
impuretés R non nulle

N\

Elles sont formées de liaisons et de noeuds: une liaison indique une énergie
d'interaction non nulle; un noeud (ou site) porte une impureté, donc un spin, que

I'on représente par un vecteur de R2 ou R3 ou, en simplifiant encore, par un
elément de {-l,+l}.Le modele correspondant a ce dernier cas est dit d'ISING.

Pour définir un modele ([2]), on se doit de connaitre

e La géométrie du maillage: grille a (2 d) ou (3 d), nombre de voisins d'un spin,
bords du maillage (libre, torique...etc).

¢ Le type de I'énergie de liaison Jij (€ R) entre deux spins i et j du réseau.
exemples:
a) liaison a +1 (resp.-1) : les spins ont une configuration parallele (T

(resp. anti-parallele ).

b) liaison & +1 avec une probabilité (p) et & -1 avec une probabilité (/-p) .
¢) liaison affectée a un réel choisi selon la loi uniforme ou la loi normale

centrée réduite N(0,1) .

Le modele d'ISING est celui qui a suscité le plus d'interét car on peut espérer un
traitement mathématique du probléme des verres de spins (v.s) (on renvoie a [33] et
aux réferences qui y sont portées).

Ses caractéristiques peuvent étre résumées ainsi :

+ Le maillage est plan
+ chaque spin a quatre voisins
+ Les liaisons sont toutes a +1 et les spins prennent deux états.
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Une fonction importante du systéme : I'énergie libre .

Résoudre le probléme de la détermination d'une transition de phase, si elle

existe, conduit, dans le cadre de I'étude mathématique d'un modele, a l'utilisation
d'une grille finie composée de N spins. Autrement dit, on fait appel 2 la simulation
numérique a défaut de la réalisation d'expériences physiques.
Les principales fonctions thermodynamiques d'un systéme de (v.s) s'obtiennent par
différenciation de I'énergie libre f(T,H) de ce syst®me par rapport au champ
magnétique extérieur H et a la température T (cf. [33] et I'égalité (1) précédente).
Avant de définir f(T,H), on doit d'abord introduire la fonction de partition
ZN(T,H) qui prend en compte toutes les configurations possibles des N spins
(124),135)) :

ZNTH) =3 o [eBO@AKD ) )

ol ¢ parcourt toutes les configurations du systéme S={spin Si} i=1.N etk la

constante de Boltzmann.

Un autre probleéme lié aux (v.s) est le calcul de la fonction de partition.Bien que
celui-ci est en général d'un traitement ardu ([33]), notons tout de méme que

différents algorithmes de calcul de Zp(T,H) sont proposés dans ([2] et [24]) et qu'il

existe, pour certains modeles, des solutions analytiques de ce probleme ([24]).
Les deux étapes ci-apres définissent I'énergie libre du systéme des N spins:

1) IN(T.H) = (1/N) In [Zy(T,H)]

on renvoie a ([10],[11]) pour I'étude de f dans les différents cas pouvant se présenter.

O )

Important : Dans toute la suite, on se restreindra a I'étude des systemes en l'absence
d'un champ magnétique extérieur (ie H=0 dans I'égalité (1)).

A l'étape (1) ci-dessus, on constate qu'en prenant le logarithme, les racines de
Z)\(T) induisent des singularités pour la fonction énergie f(T).

conséquence: Si une singularité est située dans la région physique (T>0), elle peut
constituer une transition de phase magnétique.
Mais la fonction de partition ZN(T) (relation (2)) étant égale a la somme

d'exponentielles, et donc de termes strictement positifs, n'a pas de racines dans la
région physique.Comme stipulé dans ([33]), la limite (N — ©°) (appelée limite
thermodynamique) apparaissant dans l'étape (2) permet de contourner cette

difficulté en vue de déceler une éventuelle transition de phase: en effet, on peut
prévoir que les zéros de Zp(T) s'accumulent, a la faveur de la limite

thermodynamique, prés de I'axe réel T>0 et déterminent ainsi un point critique T .
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Etude d’'un modéle régulier : le modéle du diamant
Ce modele fait partie de la vaste classe de modeles dits de Potts (cf. [33]) qui ont

les particularités suivantes:
® Les spins du réseau peuvent prendre q états différents (q=2)

® Les spins S; et SJ non voisins ont une énergie d'interaction nulle (c.a.d

que l'on a Jq Jl—J =0).
Pour une configuration fixée & de la grille représentant le modele, 1'égalité (1)
s'écrit

E(e)=-2_, i»d Bjj evereneereeenes 4)
ol <i,j> signifie que la sommation est faite uniquement sur les spins i et j voisins
dans (o) et ou 8 désigne I'usuel symbole de Kronecker.

--- Construction du modéle du diamant
Ce processus se définit comme suit: au passage de I'étape n a I'étape n+1 (n21),

chaque liaison entre deux spins est remplacée par un ensemble de quatre autres
liaisons (cf. schéma ci-dessous)

= 0—2p—

s+ Construction récursive d'un modéle hiérarchique (ici le diamant )
(» =spin , = =liaison)

Le réseau du diamant est obtenu en répétant ce processus une infinité de fois.

--- Calcul de la fonction de partition

Tenant compte de la construction du modgle, la fonction de partition du réseau a
I'étape n est donnée par I'égalité (2) :

Z(TH) =2 _[ e E()/(kT) ]

ot E(6) (introduite dans I'égalité (1)) est la somme des énergies de liaison dans la
configuration (¢).Chaque spin pouvant prendre q états différents, on a au total qV)

configurations (6) avec N le nombre de spins dans une configuration a I'étape n
(formée d'apres ce qui précéde de 4™ fiaisons, avec n>1).
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Exemple de calcul de Z.(T):

Supposons, pour simplifier, que le modele est a spins +1 c.a.d que ceux-ci
prennent (q=2) états (+1 ou -1) et évaluons Z (T) pour n=1. A cette étape de

construction, les configurations (s), au nombre de (q2), sont les suivantes:

+1 +1 -1 -1

+1 -1 -1 +1
(oy) (03) (o3) (o4)

De la précédente relation (4), on trouve que: E(c)=E(63)=-J , E(o 2)=E(6 )=0
dob Z(T)=Z,_, ,[¢EOEVKD ]Ik,

ou encore, si 'on pose y= e eJ/(kT),0 . Z{(N)=Zy(y)=2y+2

le modele est ferromagnétique (resp. anti-ferromagnétique) si y>1 (ie si J>0) (resp.
O<y<l1 (ie si J<0)).
Important: Si (q>2), on aboutit de la méme maniére 2 la relation Zl(y)=q(y+q-]).

Remarque: Cette dernitre égalité traduit le fait que sur (q2) configurations, il en
existe un nombre (q) du type (+ — +) ou (- —-) qu1 correspondent donc a un
terme en la variable (y!) dans Z(y). Il en reste donc (q -q) liaisons du type (+ — -)

ou (- — +) (dites liaisons frustrées) et qui sont associées un terme constant (yO)
dans la fonction Z(y). Avec cela, on obtient bien: Zl(y)—qy +(q -q) y —q(y+q-1)

Expression de Z,(T) pour n>2 (dans le cas q=2).

Appelons Z,(y) la fonction de partition du réseau construit aprés n itérations;
dans ce qui va suivre on cherchera une relation entre Z(y)etZy, 1(y).

De la construction récursive du modele, on sait que la liaison yl=(+ —+) se
transforme, au passage de I'étape n a I'étape n+1, en quatre autres liasons qui sont
précisées par les figures ci-apres:

OO O

(‘51) (53) (‘53) (‘54)
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Leur énergie respective de liaison s'en déduit aisément :
E(61)=-4J ,» E(65)=E(64)= -2J, E(c3)=0

— le terme en yl dans Z_(y) est remplacé par (y4+2y2+l) a I'étape (n+1) et donc
dans l'expression de Z,, 1(y) (cf. égalité 2).On arrive au méme résultat avec la
liaison y l_(-—.).

Suivant un procedé identique au précédent, la liaison (+ — -), et donc le terme
constant (y 0) dans Z,(y), devient a I'étape (n+])

(o) (53) (o3) (c4)

et les énergies de liaison sont alors : E(61)=E(62)=E(63)=E(6 4)=—2J . Il découle de

lh que le terme constant (y0) est remplacée par (4y?) a l'étape (n+1) (ie dans
Z;,,1(y)), de méme pour l'autre liaison frustrée (- — +).

Le sché¢ma de construction du modéle mdlque que chaque configuration a I'étape n

(n21) est composée de (4“ ) halsons si N est le nombre de spins d'une

configuration, il y a au total (qN=2N) configurations possibles 2 I'étape indiquée.On

peut maintenant calculer Z  {(y) a partir de Z(y).

Pour cela, considérons le terme yP (p>0) apparaissant dans lexpressnon de
Z,(y).Alors, d'apres la remarque faite sur le calcul de Z(y), sur les (4“‘ ) liaisons

d'une configuration ( I'étape n) yP est le résultat de p liaisons ((+ — +) ou (- — -))

et de (4™ l~p) liaisons frustrées (ie du type (+ — =) ou (- — +)).Les F liaisons vont
se transformer (en passant de n a n+1) en (y4+2y2+1)p et les [u=(4""-p)] autres en

(4y2)u d'otl le terme en yp dans Zﬂ(y) devient (Cf egallte (2)) dans Zn+] ()’)

yP — [(y*+2y2+ )Py )=l (y*+2y2+ 1)/dyH) P 2y) > P [R(y) JP (2y)**P)
m < (n+1) S

Autrement dit :
Zps 1) = Zn [R(Y)] 2y)2¢P)
et plus généralement pour q>2
Zp 110 = Zy [Rg(N] (A (y))z(“ﬂ’) .................. (5)

o Ry(y=(y2+a-DH(2y+q-2 , Aq(y)=(2y+q:2) et up=4"".
La fracnon rationnelle Rq est appelee la Transformation de Renormalisation du
modele du diamant ([12],|35]).



149

Distribution des zéros de Zn

Pour q=2 en particulier et selon letape n, cette fonction s'écrit:
Z1(y) =2y+2,7Z5(y)= 2y +l2y +2, ... . De la relation de récurrence (5),
on constate que V q22, Z (y) est un polynome de degré (4™1), de coefficients tous

strictement positifs ; ?(etant le coefficient du plus haut degré.
Mais comme y= eJ >O ce polynéme n'admet pas de racines situées dans la

région physique (0<T<oo):Il est donc difficile de localiser les éventuelles
singularités de I'énergie libre f(T) (égalités (3)). Pour résoudre ce probleéme, on
€tudie la distribution des zéros de Z,(y) dans le plan complexe.

Appelons (y;) (i=1..(u=4""1y) (resp. yj* (j=1..(v=4"2)) les racines des
polyndmes Z(y) (resp. Z,_1(y)) avec n>2.L'égalité (5) nous donne:

all_, Loy = [al, | Ry@)yM] @y+q-2)?

remplacons Rq(y) par son expression [(y2+q-l)2/(2y+q-2)2), on obtient aprés
simplifications

My 0 YD) = Ty [y%+a- D2y 2y+q-2)7)
et pour n=2 par exemple, cette égalité devient:

M_, 4Oy = ([(y2+a-1)%-y * (2y+q-2)%1 = P4(y) ) d'od l'on tire
facilement I'équivalence : (P4(y)=0) & (Rq(y)=y 1)

conséquence : Trouver les racines (y;) (i=1..4) du polyndme Z, revient a chercher
les antécédents (par Rq) du seul zéro y; *=(1-q) du polynéme Z{(y)=q(y+q-1).
En généralisant ce raisonnement aux autres étapes (n>2), on établit que :

La connaissance des (4"2) racines du polynéme Z,_; nous permet de calculer les
(4"“) racines de Z, celles-ci étant les pré-images (ou antécédents) par Rq des
zéros de Z; .En termes de la racine de Z; (qui est yy=1-q), les zéros de Z, sont
donc les antécédents par (Rq("")) (ie la composée (n-1) fois de Rq) de y(.

De 13, on peut écrire : { y/ Zn(y)=0} E{ z/ Rq("")(z) =yp;n=l, 2,,,}, et en faisant
tendre n vers l'infini (voir le processus de construction du réseau), les racines de Z,
forment, dans le champ complexe, I'ensemble des singularités de I'énergie libre f(y)
du modele (égalités (3)). Cet ensemble-limite n'est autre que I'ensemble de Julia
J(R,) de la transformation de renormalisation R (cf. § (I-0) du chap. A-I), et

l'intersection (J(Rg)NIR+*) nous donne ainsi les points y (et donc T) indiquant
I'existence de transitions de phase pour notre modele.
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Remarques : -
1) 1l n'est pas nécessaire de choisir (yp=1-q) comme le point de départ des

itérations inverses dans I'identité ci-dessus.En effet, J(Rq) est indépendant (a deux
exceptions prés au plus) du point de départ (cf. Blanchard [6]).

2)Les températures T1=0 et Ty=00 sont des états stationnaires des réseaux de
verres de spins ([35]). L'étude du comportement itératif du systeme dynamique
holomorphe engendré par I'application Rq montre que les points y =1 et yy=0°

sont des points fixes attractifs.Par le biais du changement de variable (y(T)=eJ/ (kT))
introduit précédemment, on vérifie que y2=lim(T 50) y(T) et yl=|im(r —500) y(T).

Energie libre du modéle.

L'énergie libre (voir les égalités (3)) du réseau du diamant est donnée par la
limite:
f(y)=lim@,_, o) [1/4™ )] In (Z,(y))
Considérons la relation de récurrence 5):
Z,(y)=2Z, 4 [Rq(y)] (2y+q-2)2" ot v=4"-2 ¢¢ reportons cette valeur de Z ,
dans I'expression ci-dessus de I'énergie, on obtient aprds simplifications

f(Rq(y)) =41(y)-2 In(2y+q-2)

Cest I'équation fonctionnelle vérifiée par I'énergie libre du modele du diamant.
Pour I'étude en détails de cette équation ainsi que de la fonction énergie dans le
cadre de la théorie des systémes dynamiques,on renvoie & Derrida et al ((10]) et [11])).
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Résumé :
Divers algorithmes d'étude locale d'ensembles invariants compacts de
systémes dynamiques sont présentés dans ce travail.
Nous commengons par développer des méthodes de calcul numérique de la
densité locale autour d'un point d'un ensemble de Julia de fraction rationnelle.
Ce probleme est important dans le domaine de 1'étude des modeles
hiérarchiques de la physique statistique. De plus, cette densité serait un
des parametres principaux de la caractérisation d'invariants compacts de
systeémes dynamiques (attracteur étrange...).
L'application de ces méthodes demande des algorithmes d'accés rapide & des
régions (rectangle, cercle) du compact numériquement approché par un
ensemble formé d'un grand nombre de points.Nous avons mis au point un
algorithme, réellement implémentable et expérimentalement efficace, qui
résoud ce probléme.On montre que, sous certaines conditions, ce procédé
permet I'estimation de quelques dimensions fractales de I'ensemble considéré.
Un logiciel, nommé ELSEP et écrit en langage Pascal, qui regroupe et
exploite tous ces algorithmes ponctue cette étude.

Des résultats numériques et graphiques illustrent chacune des parties traitées.

Mots-clés :
Analyse numérique , syst¢me dynamique , ensemble de Julia , mesure ,
renormalisation , physique statistique , géométrie algorithmique ,
dimension fractale , logiciel.
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