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INTRODUCTION

Le but du travail que nous présentons ici est d'établir un ensemble d'algo-
rithmes et les programmes pour calculatrices correspondants, destinés & calculer de
facon aussi précise que possible la pression et la vitesse d'écoulement régnant dans

une conduite lors.d'un "coup de bélier",

‘Les hydrauliciens appellent "coup de bélier" les surpressions engendrées
dans des conduites hydrauliques pendant un régime transitoire. On peut imaginer
facilement le phénomene en entendant résonner une conduite d'appartement lors de

‘la fermeture brusque d'un robinet.

Nous verrons dans le 1°¥ chapitre que l'on disposait déja de nombreux outils
pour étudier certains aspects du phénoméne.
Ce que nous avons essayé d'établir est une méthode, la plus générale possible, que
1'on puisse utiliser lorsque les procédés anciens se sont révélés insuffisants. Comme
nous le verrons cette généralités se paie d'une certaine lourdeur et dans certains

cas les procédés antérieurs seront plus adaptés a l'étude des coups de béliers.,
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CHAPITRE I

DEFINITION DU COUP DE BELIER ET ETUDE

DES METHODES POUR L'EVALUER

Dans :ce chapltre, nous étudierons d'abord les lois physiques régissant le
~coup du bélier et nous en donnerons une formulation respectant les conventions des
mathématiciens parfois différentes de celles des physiciens. Puis nous examinerons
rapidement les moyeﬁs dont on dispose pour étudier le phénoméne en essayant de montrer
leur domaine d'application, définissant ainsi 1l'ensemble -des questions qui restent

posées et auxquelles nous nous proposons de répondre en partie.

1. ETUDE PHYSIQUE DU COUP DE BELIER,

a) Equatinns d'Allievi (1901).

Sous certaines hypoth&ses, pratiquement toujours vérifiées dans les
conduites industrielles, ALLIEVI (1) a donné les équations qui régissent l'écoulement
d'un fluide, Nous définirons d'abord ces hypotheses,puis aprés avoir rapidement
établi les équations générales,nous donnerons les lois vérifiées en certains points

particuliers d'un réseau hydraulique.

M




Hypothéses : On étudie une conduite AB faite de mBme métal de diamétre et épaisseur
constants, emplie d'un fluide unique, de vitesse initia1e~V0’constante tout au long
de la conduite et dans une section quelconque de celle~ci, et soumis 2 une pression
Poo |
Orientons l'axe des abcisses de A vers B en conservant & v une valeur positive c'est
une convention posée par Allievi et conservée par la suite.
Appelons p(x, t), vix, t), o respectivement la pression et la vitesse en x a l'instant
t et le poids volumique du fluide,
-On remarque que l'altitude des différentes sections n'a pas d'influence sur le mouve-
ment. En effet toute dénivellation dh est équilibrée par une différence de pression
dp = pdh et est sans effet sur la vitesse.
L'inclinaison de la conduite n'a donc aucune importance,
Examinons les forces qui s'exercent sur un élément de volume Sxdx de la conduite ;
en supposant négligeables les forces de frottement du liquide sur la paroi.

op

1°) Force due 2 la variation de pression = - § £= dx (1)

ox

2°) Force d'inertie de la masse p Sdx de 1'élément dont la vitesse v varie dans le

temps = p Sdx g% (2) (ou g est l'accélération de la pesanteur).,
. splige L 3E _ v v corire : O¥ = v
Si on néglige Sx otV 3x devant S¢ on peut éerire : Sc - dt ¢

La validité de cette hypothése est vérifiée & posteriori.

a

Ecrivons que la somme des forces est nulle il vient :

g3p - 9v
=~ 3t -

Ecrivons d'autre part que l'accroissement de la masse du volume Sdx est égal, pendant

le temps dt, & la différence des masses entrantes et sortantes,
v augmente le long de x de oV dx, la masse entrante est donc :

ox
p §(V + oy dx) dt et la masse sortante : p §’th
g ax g

l'accroissement est donc de : p E %ﬁ dx dt,
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a(P £ ax)
Cet accroissement peut s'écrire at dt
S
- S dv d(p o dx)
. .. 8 d o
Donc on peut écrire p 2 3% x dt St dt ‘4)

s gs v (Ps)
' o = ° — ———
c'est-a-dire : p S ™ 3 3t (5).

1°) Variation de 0 : Le fluide étant élastique se comprime sous l'effetde la variation

R 1
de pression dp de x + dx a x. Cette compression est proportionnelle & dp, dx et g_ouf

est le coefficient d'élasticité du fluide. La masse étant invariante il vientv

08 dg= (p + dp) S(1 - %?—)dxo_

D'ol il vient en négligeant les termes du 2&me ordre.

o = %? 6)

2°) Variation de S.
La conduite étant élastique sa déformation est proportionnelle, d'aprés les lois de

. s . s dpD A s P
1'élasticité des métaux & A = ZEE— ou D est le diamétre, e l'épaisseur du métal, E

son coefficient d'élasticité.

2 2

2
. I ORRY) aD” _ T ., A2 _ 2)\S
S varie donc de % - 7 LA +7 - 1] o
L 22 A2
en négligeant > devant 1 dans (1 + 5) °
D .

D
! =
d'ol dS S —EEE—dP N

Reportons (6) et (7) dans (5) on obtient :

v _ gql, Dy
oS ¥ax PsC +_2Ee) at

v.. L, D,%
- G+3pd 3 ©®



Soit en posant a2 = '————5————— ce qui donne a a la dimension d'une vitesse, et
1 D
=+ ==
p(g h2Ee)
en exprimant la pression en hauteur de liquide c'est-a-dire en écrivant p = ph (3)

et (8) deviennent

bl - .é.]:}. . P . [] . .

3t 8 3% (9) Ce sont les équations d'Allievi
(1)

v _ g 3h

Si 1'on ne respecte pas la convention d'Allievi sur l'orientation des vitesses en

sens contraire de 1l'axe des x on obtient

v dh
—— —
ot & dx 0
(11) C'est ce systéme que nous conserverons par la
ov . & dh _ 0 suite.
9x 2 3t ‘

Il convient de ne pas oublier que h = % s p poids volumique du liquide, donc qu'on
peut introduire dans ces 2 équations un coefficient multiplicateur de h, si on me-
sure les pressions en hauteur d'un autre liquide. Cette remarque sera utilisée par

la suite,

Remarques.

Il existe en physique de nombreux phénoménes régis par des lois analogues
(en mécanique et électricité notamment). Donc une méthode de résolution de ces
équations a en principe un vaste champ d'applications ; d'autre part, si 1'un de
ces processus physiques est accessible & la mesure, on pourra par analogie, cal-
culer la valeur des fonctions v(x, t),vh(x, t) pour un autre phénoméne.. Nous ver=
rons plus loin que malheureusement les variations de v et h en fonction du temps

sont le plus souvent trop rapides pour &8tre mesurables,
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b) Conditions initiales et conditions aux limites usuelles.

Les équations aux dérivées partielles (1) décrivent convenablement
les lois d'écoulement dans une conduité mais d'une part leur solution dépend des
conditions initiales et aux limites que 1'on se donne, d'autre part ces équations
ne sont pas vérifiées aux extrémités de la conduite et ce sont précisément les
lois qui régissent les variations de h et v aux points O et L( L étant la longueur

de la conduite) qui serviront de conditions aux limites.,

Conditions initigles : Il s'agit d‘'étudier un régime transitoire on connait toujours

le régime permanent initial et le plus souvent le régime final., C'est-a~dire que

1'on se donne v(x, 0) h(x, 0) pour 0 S x € L.

Conditions aux limites,

1°) En hydraulique.
Une conduite est en général reliée & un réservoir, dont le niveau peut &tre supposé
constant durant la période d'étude du phénoméne, c'est-a-dire qu'une condition aux
= constante (ou H(L, t) = H, ceci sui-

0 0
vant l'orientation de la conduite). A l'autre extrémité est situé un appareil hy-

limites sera presque toujours H(O, t) = H

draulique (vanne, turbine, pompe etc ...). Ces différentes machines sont caracté-
risées par ce que l'on appelle une courbe de fonctionnement ou courbe caractéris-
tique. Elle peut &tre définie comme l'ensemble des couples de valeur (h, v) possi-
bles pour cette machine dans une situation donnée ; c'est-a-dire pour des valeurs
fixées des paramdtres caractéristiques de la machine (par exemple section d‘ouver-
ture d'une vanne). Cette courbe peut donc &8tre représentée analytiquement par une
relation v = f(h). Par exemple pour une vanne, la loi est, si SO représente la
section initiale, q = 92 ou v et ho sont les valeurs initiales de v et h,
Vi, - |

v(t) = a §§£l\/ﬁkt)o}8(t) étant la loi donnant la section en fonction du temps (ou

(0]

loi de fermeture). Pour plus de détails sur les courbes caractéristiques et leur



établissement on peut se référer au cours de M. SILBERT (2). La perturbation,
cause du: coup de bélier est créée par une modification des paramétres caracté-
ristiques de l'appareil. La variation de ces paramétres dans le temps étant

une donnée au probléme, on obtient finalement comme condition & 1'extrémité

une loi de la forme v(t) =bg(h(L, t), t). Le plus souvent on connalt son ex-
pression analytique mais il peut arriver qu'elle soit donnée par points. Un S
cas particulier de cette forme que nous examinerons est v(t) = g(t), Il peut
exister d'autres types de conditions aux limites, par exemple celle représen-
tant la rupture d'une conduite en un point donné. Nous verrons que ces phéno-
ménes peuvent 8tre difficilement étudiés par la méthode que nous proposons et

nous n'étudierons pas de telles conditions aux limites.

- 2°) En électricité.
Les conditions aux limites sont beaucoup plus variées. De facon approximative
on peut les classer en 3 groupes,. (en appelant V la tension et I 1'intensité).
@) V(0O ou L, t) = p(t).
B) I(0 ou L, t) = g(t).
y) Une relation différentielle entre V(O ou L, t) et I(0O ou L, t),
Nous verrons que notre méthode s'adapte particulidrement 2 ce genre de conditions

aux limites.,

c¢) Pertes de charges.,

Nous avons vu lorsque nous avons établi les équations d'Allievi que
l'on supposait négligeables les forces de frottement du fluide sur la paroi,
Cette approximation n'est pas toujours-légitime surtout si la conduite présente
un coude ou un étranglement localisé (diaphragme). Pour un diaphragme on peut
considérer que la pression subit une -discontinuité, 1'expression ‘de lé‘valeur
du saut de cette fonction est de la forme Lv? ou plus simplement kvz. Une démons-

2g
tration de cette formule est donnée -dans le cours de M., SILBERT (2). Tenir compte



de 'la perte -de charge par frottement revient & supposer qu'il existe une infinité

de discontinuités en série. .S'il n'est pas possible d'étudier le phenomene tel quel3

il est évident que 1l'on peut l'approcher de fagon aussi précise que 1'on veut,

en le simulant par un nombre fini de diaphragmes dont la perte de charge totale

est égale a celle mesurée le long 'de la conduite et -en supposant qu'il n'y -a pas

de frottement entre ces diaphragmes, D'autre part, il faut bien 'sQr introduire

ce que 1'on appelle les pertes de charges conéentrées,.cvest-é-dire les pertes

de charges dues 2 une irrégularité précise de la conduite (diaphragme, -coude, etcooo)e

Ces pertes de charges sont aussi de la forme kv2o |

Revenons maintenant sur les équations d'ALLIEVI établies en supposant v'%z négli-
v x

geable devant St ainsi que les frottements.

Introduisons ces quantités dans la premiére équation d'ALLIEVI,

Appelons J la force de frottement, La formule (3) du paragraphe b) devient :

NV oV aJ _ §Z v
(ax g dx ax)“at G

v2 oH _ 3v
Posons H = hv+ 2 + J ; (3') donne g = 3% 3t

Il est évidemment tentant pour avoir un‘systéme résoluble de remplacer dans la
2eme équation d'ALLIEVI h par H, Théoriquement clest impossible, mais BERGERON (3)
a montré que cette approximation &tait treés preés de la vérité. Pour notre part,
nous introduisons les pertes de charges par un nombre fini de discontinuités et

. v . N
nous poserons entre chacune d'entre elles H = h + Egvet nous résoudrons le systéme

2

Notons que dans les cas que nous avons étudiés %E < h/100, Ce qui montre bien que

les 2 systémes envisagés sont trés proches l'un de 1l'autre,
v g P



d) Lois d'aboutement.

Un systéme hydraulique est un ensemble de conduites reliées les unes
aux autres, Les équations d' ALLIEVI décrivent les phénomeénes qui se déroulent dans
une conduite unique., Appelons v, et h, la vitesse et la pression d'une conduite C;e

i

Si nous savons relier hi(Li’ t) Vi(Li’ t) (0, t) et \ (O t) (ol L; est

h,,,
i+j
la longueur de la conduite c; aboutée aux conduites Cibg °°° cl ) nous pourrons

étudier le coup de bélier dans un réseau hydraulique complexe.

1°) Aboutement de 2 conduites-ci et ¢ Vi de sections Si et S

it i+l

La premiére loi est celle de conservation des débits. Elle s'écrit

'Vi(Li’ t) x s, = Vi+1(0’ t) x Si4q

. . . _ i+1 2
Pour les pressions la relation est : Hi+1(0’ t) Hi(Li’ t) - ki S(Vi) vi(O, t)

ou S(v,) =+l si v, >0
i i

-1 sinon,
, o 1t 2 . . , .

Dans .cette loi ki S(vi) vi(O, t) est généralement faible devant les pressions

Hi(Li,.t) et Hi+i(0,~t) ; aussi, certains auteurs écrivent-ils simplement 1'égalité
de ces pressions, Nous verrons d'ailleurs que cette approximation est nécessaire
pour mettre en oeuvre certaines méthodes de calcul des coups de bélier dans des
conduites & caractéristiques multiples, La méthode que nous proposons tient compte
de la discontinuité entre les fonctions H, (L t) et H, (O ‘t) mais il est évi-

i+l
-demment possible de se ramener 2 1'approx1mat10n citée plus haut en prenant k = 0,
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2°) Aboutement -en étoile,

Ry ¢
i Yk 4%_4 -—’L—JO ¢
L | Ok

(a) - (¢) (c)
Le premier probléme qui se pose, est celui de l'orientation des différentes conduites,
En effet, il n'est pas possible, si 1%on veut pouvoir mettre en oeuvre une méthode
suffisamment générale, de fixer une convention d'orientation des:conduites (+ vers
le noeud par exemplé, en appelant noeud 1a>jonction d’au moins 3 conduites). En
effet les schémas (b) et (c) montrent qu'on peut arriver alors 2 une contradiction,
On est donc -obligé de suppdser que les:conduites sont orientées dans un sens arbi-~
traire. Dans le cas d'un aboutement de 2 conduites, on supposera qu'elles sont
toutes 2 orientées dans le mé@me sens et on appellera branche un ensemble de con-
duites aboutées les unes & la suite des autres et reliant soit 2 noeuds.du réseau,
soit un noeud & une entrée ou sortie du réseau, Ce vocabulaire issu de la théorie
des graphes sera justifié au chapitre III ol 1l'on définira le graphe associé a un
réseau hydraulique, A chaque branche i reliée au noeud p on associe un nomhre E‘?o

g? = +1 si la branche i est orientée vers le noeud p, E,E

= -1 sinon. Pour donner
1'expression de la perte de charge en un noeud il nous faut définir d'abord ce que

nous appellerons la vitesse principale de rapport r car c'est en fonction de celle-ci

que seront écrites les pertes de charges.

Définition de la vitesse principale de rapport 17 en un noeud.

Considérons un noeud point d'aboutement des branches 1, 2, ... 4 ; ces bran-
ches contiennent un fluide dont la Vitesse*vi sera comptée positivement si elle est

dirigée vers le noeud, négativement sinon. Nous dirons que v, est vitesse principale
Vs
de rapport T si pour tout j différent de i ;l < 1 avec 17 > 0,
i
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- Quelques propriétés de la vitesse principale.

o) Si v, est la seule vitesse positive ou negatlve alors- v, est vitesse pr1nc1pa1e

~de rapport T pour tout 11> O, En effet on a alors ;1 <0,

i
v, est dite alors vitesse principale de rapport nul ou vitesse de sens unique,

B) On ne peut avoir au plus en un noeud que 2 vitesses principales de rapport iy

(une positive et une négative)., En effet si l'on a vy > 0 et vj > 0 on a alors

v, v,
;l < M= —l'> 17 de m@me pour v, <0 et vy <o,
i Y

Donc, on ne peut avoir 2 vitesses principales de m@me signe.

Convention., S'il existe 2 vitesses principales de rapport T on exprimera les pertes

de charges en fonction de : s'il en existe une celle de sens unique sinon la vitesse
principale de rapport gy positive., Il ne s'agit que d'une convention car, s'il existe

2 vitesses principales, on peut exprimer les pertes de charges indifféremment en fonc-
tion de l'une ou de 1'autre,

Expression de la perte de charge en un noeud : Si v, est la vitesse principale
-choisie-en un noeud, suivant la convention citée ci-dessus, on peut.écrire, en
appelant Hi la pression a l'extrémité de la branche i ¢ Hi - Hj = hi vy ki étant

une fonction de différents paramitres liés a la géométrie de 1l'embranchement.

ki étant d'autre part nul si v, v, > O, Ceci est bien slir une approximation plus

[

précise que celle qui consiste a écrire H, = H, et 2 laquelle on peut se ramener

en prenant ki = 0 pour tout couple (i, j)let qui ne -differe pratiquement pas.de
-celle-ci lorsque les vitesses éont trés faibles,

Cette loi physique exposée, nous allons maintenant lui donner une forme mathématique
suffisamment générale et valable quelque soit l'orientation choisie sur les bran-
ches jointes par le noeud considéré puisqu'il n'est pas possible, comme nous 1'avons

vu, d'établir une convention générale d'orientation.
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Posons S(Vi) =+1 gi v, > 0, = -1 sinon -; pour une branche i relié au noeud p nous
aurons S( £ ? vi) = +]1 si vy est dirigée vers.le noeud, = -1 sinon,

Posons S(Vi) =1 si v, est vitesse principale choisie'suivant la convention ci-des-
sus, = 0 sinon, »

- Alors on peut écrire‘Hi - Hj = ki(S( € ? Vi) - S(E{? Vj))(é(vi) Vi + G(Vj) V?)°
En examinant tous les cas possibles (il y en a 16) on peut vérifier que

a) Hi - Hj =:0, si v, et Vj ont m@me direction relativement au noeud.

B) La pression décrolt en suivant le sens du courant.

y) Cette expression coincide dans tous les cas avec les lois des hydrauliciens.
C'est cette forme que nous utiliserons par la suite avec le complément suivant :
s'il n'existe pas de vitesse principale mais que toutes les vitesses soient infé-
rieures en valeur absolue & une certaine quantité v alors nouS‘poserons'Hi = Hj;
(1'expression citée plus haut restant d'ailleurs'valable‘puisque 6(vi) = 6(vj) =:0),

S'il n'existe pas de vitesse principale et que l'une des vitesses soit supérieure

en valeur absolue 2 v, nous ne résoudrons pas le probleéme,

2. EVALUATION PAR LE CALCUL.ANALOGIQUE,

Une méthode intéressante -d'évaluation du coup de bélier a été mise au
point au Laboratoire d'Hydraulique de Toulouse par MM. ESCANDE et PIQUEMAL (4),
Elle est basée sur l'analogie des équations régissant la naissance et la propa-
gation des ondes de surpression dans une conduite hydrauliﬁue~et de surtension

dans une ligne électrique.

En effet pour un systéme hydraulique on a, avec les conventions des hy-

drauliciens

(1) av - _ dH
ot B 3x
v . _g %4
DX 2 »t
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Pour un systéme électrique ou i est l'intensité et u la tension on peut écrire 3

9i _ 1 3u
O, 4 9z
31 _ _2u
Sz ]2

Si dans un systéme d'unités cohérent, on réalise les égalités numériques

1 . N . .
& =-c, g 23 1O =’vo, H0 = uo on-aura a tout Instant ou 't = ¢z et en tout point

oux =z vix, t) = i(z, ), hix, t) = ulz, ),

Mais ces conventions conduisent & des grandeurs physiques peu commodes & réaliser ;

aussi on considére une conduite-c1 dont les grandeurs caractéristiques sont :

vy = kv, h, = mk, t1 = nt, Xy = DX, a; = qa, 81 =JTg

1
grandeurs vérifiant

_5 ohy

ox; ai oty (3

avl ahl
——_:g—
t1 1 axl
AV - .EéX:ﬂ_EE__a_h
c'est-a~dire k 3x 20 2 >t
q a
kdov_ m 2% “w
n ot P & 3x

Comparons (1) et (4). On pourra dire que les 2 conduites sont équivalentes si

5% Za (pre
q
c'est-a~dire
k ; z\kq = Tm
[

Done, on peut fixer 4 de ces constantes:et par ce systéme, calculer les 2 autres,

]

]

@'j
=
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C'est évidemment & la conduite»cl qu'on associe le circuit analogique vérifiant

. _1

2 ¢ 8177
41

] - £ _TT_B_. = Mo = 1 = _l_. 2 = . 2
c'est-a-dire q2 32 c g Z:—)ﬂ ol q ca 4

L et c étant des caractéristiques:du circuit construit ume fois pour toute, il
ne reste donc plus que 2 degrés de liberté pour le choix des échelles d'analogie.

Malheureusement, dans une ligne réelle, les ondes se propagent avec une vitesse

I}
H

-ﬁroche de celle de la lumiére et les:mesures:deviennent impossible,. d'ol la neces-
%ité d'utiliser des lignes & retard dont nous ne - détaillons pas-la théorie ici.
Disons simplement qu'ellés permettent, outre de rendre le phénoméne accessible .a
la mesure, de simuler les conduites:de section variables et les pertes de charge
par frottement, Les:conditions aux limites sont simulées soit par une penthode
-de'puissanée pour les variations:de débit, soit par une alimentation stabilisée
pour ‘le reservoir de~niveéﬁ constant, Cette méthode trouve sa limite dans
1'impossible pratique de simuler correctement les bifurcations. De plus, il faut
refaire l'expérience autant de fois:qu'il y a de points-oﬁ‘l“on'ﬁeut mesurer la
tension (2 moins de disposer de nombreux oscilloscopes 2 mémoire), Enfin, pour

chaque modele 3 caractéristiques multiples, il faut réassembler le jeu de cel-

lules constituant la ligne 2 retard.

Cependant, elle peut @tre trés utile pour étudier l'influence des: conditions

aux limites sur un systéme hydraulique donné.

N.B. Une ‘méthode, la plus exacte qui soit, peut aussi etre considérée comme
analogique : c'est celle du modéle réduit., Nous n'insisterons pas sur ses
‘inconvénients évidents et amplement démontrés par le nombre de procédés ayant

vu-le jour pour la remplacer,
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3. EVALUATION PAR UNE METHODE GRAPHIQUE,

Développée par BERGERON dans les années 1945-1950.cette méthode .a fait
1'objet d'un ouvrage (5), couramment utilisé par les hydrauliciens et qui nous:a
grandement aidé & comprendre le phénoméne d'un point de vue physique., Ce procédé

graphique est fondé principalement sur 2 résultats classiques 3

1°) Tout appareil hydraulique (pbmpe9 turbine, vanne ;.clapet etc ...) est
caractérisé & un instant donné par 2 valeurs H et V, L'ensemble des couples de va-

leurs possibles & un instant donné constitue la courbe de fonctionnement de 1'appa-

reil et est supposée connue pour appliquer cette méthode,

2°) Pour un observateur se déplacant avec la célérité d'une onde les 2
grandeurs physiques caractérisant cette onde sont relides par une relation linéaire

‘ce qui dans notre cas peut se traduire géométriquement de -la facon suivante ¢

Si en un point x. & l'instant t le point caractéristique d'une conduite est h(xo, t),

0
V(xOS t) & l'instant t + At a lieu géométriquement au point caractéristique en

x, + Ox (si Ax = apt) est la droite passant par H(xo, t), v(xo, t) et de coeffi-

(6]
cient angulaire a/g (-a/g si Ox = -apt). Ce résultat peut 8tre ob tenu directement

en analysant le phénomene physique ou a partir de la solution générale des équa-
tions d'ALLIEVI,.' D'oll le principe de la construction graphique de BERGERON : Le

point caractéristique h(x, t), v(x, t) est obtenu par l'intersection de ses 2 lieux
géométriques (courbe de fonctionnement et droite que nous venons de définir), On voit
immédiatement qu'ayant choisi un At le Ax est fixé (ou réciproquement) ; de plus
connaissant h(x, t), v(x, t) on ne pourra connaftre que h(x, t + nAt) ot nbt est

le temps:mis par l'onde pour effectuer un aller et retour dans la conduite.

Nous n'entrerons pas plus en détail dans cette méthode qui se complique beaucoup,
sinon dans son principe du moins dans son application, lorsqu'on veut tenir compte
-des pertes de charges et surtour lorsque le systéme hydraulique considéré est tant

soit peu complexe, Comme nous l'avons vu les renseignements obtenus sont assez
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fragmentaires 'puisqu'on ne connalt les valeurs:de h et v en différents points que
tous les nAt (valant pour certains réseaux jusqu'a 6s). La valeur cherchée étant
souvent le maximum de h, la précision reste évidemment assez faible, De plus, comme
il s'agit d'une méthode‘graphique,~ce&te'précision s'altére au fur et a mesure que
1'on aborde  des problémes plus:compliqués. Les risques d'erreurs sont aussi assez
‘grands:et son collt est assez élevé, puisque dans certains:.cas il faut envisager 2
mois:de travail d'un dessinateur entralné pour mener-1'dpure 3 son terme. Il n'en
reste pas 'moins que cette méthode est celle & laquelle tous les:auteurs:de nouveaux
procédés comparent leurs résultats pour juger de leur validité et c'est & -elle que
nous nous référerons le plus souvent dans nos exemples ; d'autant plus qu'elle a
été congue dans un esprit de généralité que nous avons: essayé de conserver au cours
de -cette éfudel‘En effet, il s'agit d'une méthode tr&s générale et permettant, au
prix, parfois, d'un effort trés important, . de résoudre la plupart des :problémes qui
se posent au sujet du coup-de bélier, Nous donnons, a titre d'exemple une épure de

BERGERON pour une conduite étudiée par ailleurs avec d'autres méthodes.

4, DIVERSES METHODES NUMERIQUES.

Déja de nombreux essais, plus:ou moins couronnés de succés, ont été faits
pour évaluer la surpression engendrée par un coup de bélier, a l'aide d'un calcula-
teur numérique.’ Nous en exposerons 3 sans prétendre faire un résumé exhaustif de la
question, Nous'les avons choisis un peu arbitrairement en essayant de couvrir les
12 derniéres:.années pour montrer l'intér@t que les hydrauliciens.accordent & la réso-
lution satisfaisant & ce probléme, les:obstacles qui demeurent et que nous ne pré-
tendons pas supprimer entidrement et les questions particulidres qui sont déja réso-

lues,

a) Méthode de Monsieur CARRY (6).

La plus ancienne parmi celles que nous avons pu connaltre, est due .2

M, CARRY du Laboratoire Dauphinois d'Hydraulique. Elle:est bi3tie sur la résolution
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des équations d'ALLIEVI par remplacement des équations:aux dérivées:partielles par

le schéma aux différences finies suivant ¢

gh(t + 1, x) gh(t - 1, x) -+ %(aV(t,-x + 1) - av(t, x --1))

av(t + 1, x) =av(t - 1, x) + %{gh(t, x + 1) - gh(t, x -~ 1))

ot u = Lx . Il pose u ='a (ce qui redonne la condition de BERGERON),

t
Mais,,asec ce schéma il est pratiquement impossible de réaliser les:conditions:aux
‘limites par des équations aux différences: finies. Il remplace donc la condition
amont (h = :constante) par 2 conditions : 1°) 1'équation d'une caractéristique ;
gh(t + 1, 0) -.av(t +1, 0) = gh(t, 1) - av(t, 1),

- 2°) 1'équation des pertes de charges:en supposant celles-ci concentrées:en ce

2
point c'est~a-dire : gh(t + 1, 0) ==gho x (1 - % (£ ; L. O)) olt hy et v, sont les
‘conditions initiales. Vo ‘

Pour la condition aval le principe est le m@me; il calcule h et v comme étant 1l'in-
tersection d'une droite caractéristique de BERGERON avec la courbe:de fonctionnement
de la vanne.' Le domaine d'application de cette méthode est évidemment assez restreint
puisqu'on ne peut traiter qu'une:conduite & caractéristique unique en supposant les
pertes :de charges .concentrées en amont, Sur une seule conduite cette approximation,
sans &tre trés fine, peut 8tre acceptable : nous avons fait un essai en répartissant
les pertes de charge tout au long de la conduite ; la différence avec les résultats

obtenus avec la convention précédente est de 1l'ordre de 2 %.

b) Méthode de MM, THIRRIOT et CANGUILHEM du Laboratoire d'Hydraulique de

la Faculté des Sciences . de Toulouse (7).

Le .calcul du coup de bélier peut ne pas 8tre une fin'en soi mais un
moyen pour, par exemple étudier son évolution en fonction de certains paramdtres.
Ce qui entralne la nécessité d'une évaluation peut &tre moins précise, mais rapide.
Tel est le but de cette méthode. Elle suppose les pertes de charges négligeables,
Son principe réside en des formules:de récurrence -déduites :des:équations. d'ALLIEVI,

Celles~ci ont pour solution générale
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h + h, + F(t - ) 4o +3
a a

v=v, = §(F(t - f) - G(t + f)

0
ot F et G sont 2 fonctions dont 1'expression dépend des conditions aux limites. En
fait h peut désigner le surpression en soustrayant h(x, 0). Si dans un réseau l'indice

~

i désigne une conduite a caractéristique unique on a

X, X,
h, = F,(t - =) + G(t + =) et le débit Q, = S, v,
i i a, a, i i i
i i
Si X, X,
= QO, i +ga—.'(F(t —:) - G(t +:))
i i
2 %, o
En prenant pour unité de débit QO o et de pression —§—§—4—— on obtient
3
0
X X,
hi = fi(t - ;T) + gi(t + ZT)
i i _
X, X,
4 = dg, 4 +m, (£, (e - ;T) - gi(t - ;T))
i i
Si SO
avec m, = — / — . Si on ne désire la surpression qu'aux extrémités des conduites,

a
i 0] ,
x, ne peut prendre que les valeurs O et Li ; ol Li est la longueur de la conduite o
L, ~
Posons t, = _1
i 7

Il vient ¢ h, = £, (¢t - t,) + gt + t,)
1 1 1 1
4 =49 + mi(fi(t - ti) - gt + ti))

Avec les conditions aux limites et en écrivant d'une part que les surpressions en un
noeud du réseau sont égales (puisque les pertes de charge sont négligeables) et
d'autre part que la somme algébrique des débits est nulle, on obtient des systémes
linéaires dont les solutions donnent les surpressions aux extrémités des conduites

a2 des intervalles de temps égaux au quart de la période popre de chaque trongon.
Cette méthode permet par sa rapidité d'aborder 1'étude de la variation du coup de
bélier en fonction de certains paramétres caractéristiques des systémes hydrauliques

étudiés.
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c¢) Méthode de MM, VALVIS et ASCE (8).

La détermination de h(x, t) et v(x, t) étant basée dans la méthode
de BERGERON. sur 1l'intersection de 2 courbes, il était tentant de programmer celle-
ci ; les courbes étant, soit des droites, soit des paraboles, soit des courbes don-
nées par points et qu'on peut gpproximer sans grands risques.d'erreurs par des suites
de segments de droites, C'est ce qui a été fait partiellement par les auteurs cités .
ci-dessus, Deux des inconvénients majeurs de la méthode de BERGERON. sont aiors évi-
tés : la perte de précision due & la complexité de 1l'épure et la lenteur de la réa-
lisation de celle~ci, Toutefois le procédé de BERGERON se compliquant beaucoup dés
que l'on envisage un réseau avec branchement (sans d'ailleurs tenir compte des per=~
tes de charge au noeud) les programmes écrits ne permettent pas de traiter ce cas
bien qu'il n'y ait pas d'impossibilité théorique. Enfin, le caractére fragmentaire
des résultats obtenus demeure. Nous avons cependant testé nos programmes en traitant
les m@mes cas que ceux donnés dans l'article cité en référence et nous avons pu

obtenir la concordance des résultats,

Nous arr@terons 13 1'énumération des divers procédés d'étude du coup
de bélier car on pourraitvy consacrer des volumes. Ce rapide survol des moyens dont
on dispose pour étudier le probléme avait pour but de montrer l'intér&t qui s'y
rattache et de justifier l'introduection d'un procédé pour connaltre de fagon peut

8tre assez couteuse mais précise et détaillée, les fonctions h(x, t) et v(x, t).



E.EMPLE D'UNE EPURE DE BERGE RON
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CHAPITRE 1II

PRINCIPE D'UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

Nous allons exposer maintenant quelques résultats qui nous ont permis de
batir la méthode que nous proposons. Celle-ci est fondée sur la résolution par un
procédé numérique des équations d'ALLIEVI, Ce procédé, permettant de vérifier les
conditions aux limites usuelles, consiste en une discrétisation du probléme, c'est~
a-dire, un remplacement des équations aux dérivées partielles par des équations aux

différences finies.

1. SCHEMA AUX DIFFERENCES FINIES UTILISE,

Ce schéma introduit par des auteurs russes (9, 10, 11) et américain (12)
pour différents types d'équations a été étudié pour les équations hyperboliques par
J.A., CUNGE (13). Nous nous servirons des résultats qu'il a établis, notamment sur
la stabilité, sans les redémontrer. Nous verrons que ce schéma comporte 2 paramétres
a4 fixer par l'utilisateur en fonction de ce qu'il désire obtenir.

Choisissons 2 pas Ax et At ; |
On pose HE = H(Kpx, nAt) ; V; = V(KAx, npt) ;

le schéma aux différences finies utilisé est :

1 n

okl n n+ n+1 n+1 n - n
Vel = Ve TV - Yk N (9(HK+1 - Hy ) + (1 - 8) (HK+1 - HK)) -,
2 At 8 Ax
(1) 5
n+1 n n+1 n n+l nt+l n n
Hey = Hp ¥ He o - He ‘az (e(vK+1 - Vg ) + (1 - 8) (VK+1- VK)) BN
.+ =0
2 At g » Ax
avec O <« 9 <1; 2
- At g = a2 _ Bt - 0+l n - ontl n
Posons g g o z . 2 AVK VK - VK’ AHK HK - HK ;
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11 vient

o e A a _ n_.m
7 Vesp T ZLSAHK_H_ bV, + 218 ML, - 2e (HK+1 HK)
(11) .
oAy 4 M. = 210NV - AH - 20 (VR - vy
200NV, + B, = 2008V - M - 20T (V- Vi)

Ce qul peut s'éerire encore.

N o
g(l) AV, = BAH .+ Cp + AAVK+1
III
A = B! 1
1(2) H, =B AVK+1 + AAHK+1 + Dy
2 1
avec A ='l—i;ﬁ%2l§—- B = :&22———2 B! = :ﬁé—g—i—
4ro'g -1 1-472'8 ~ 1-4220'6
701 n - n v n - n
& e +4 e(vK+1 VK) + 27,(}1K+1 HK)
K L1021
_ ' n _ g 1 o _ v
p o O,y - W) + 207 (Vg - Vg
K

4LLl92_1

Propriété (P) : S'il existe, au point kAx, une relation linéaire entre AHK et AVK il

existera aussi, au point (k+l)Ax, une relation linéaire - entre AHK+1 et AVK+1;

Démonstration ¢ Posons OH

, g = BhVg T Fge
Remplacons AHK et AVK par leurs: expressions dans (III) il vient ¢

n o_
+ AAVK+ + D = EK(AAVK+

' ; n
B AHK+ 1 K + BAHK+ + QK) + FK

1 1 1

+ F

qui "Seri
Ce qui peut s'éecrire AHK+ "KL

17 Brr B
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AE - B!
avec E ) = ——K_____
K+¥1 A - EKB

(Iv)

1 » n
L E.Cp *+ Fi = Dg

+ Z
K+1 A - EB

Sous réserve que la propriété (P) soit vérifiée en tout point du systéme hydraulique

étudié, on dispose alors d'une méthode tres rapide de calcul des AVK et AHK et A‘HKs

puisque le systéme d'équations linéaires en AVK et AHK a été triangularisi., En effet,
n s 10s

K’ CK calculés a l'instant n, et AVN

o

" S o q 2 = ik
ter" le systéme en utilisant les formules : AVK AAVK+1 + BAHK+1 + CK
= o+
AHK EK VK FK.

au I-1 (pertes de charges, lois d'aboutissement, conditions aux limites) n'altérent

connaissant les Eps F ou AHg il suffit de "remon-

Le probléme qui se pose est de savoir si les lois physiques citées

pas cette propriété., Nous verrons que l'on peut l'admettre dans presque tous les cas

usuels.
2. REMARQUES,
a) Notation.

Pour la suite de l'exposé il est commode de poser Ax = Vapt

t. &8 ., -22b_ _a
Va °’ g Dx Vg

&>

ce qui donne : ¢ =

& Ax
d'olt il vient ' = _lf
AV}

b) Equation aux dimensions du systéme différentiel é&tudié.

Dans certains cas, il peut se produire au cours de la résolution numé-
rique sur calculatrice binaire des phénoménes dits de pertes de signification. Sans
entrer dans le détail de ceux-ci, rappelons que par exemple sur ordinateur IBM 7044 ;

1 + 10-’9 = 1 autrement dit si B = A + 10“=9 B=A=0, d'od C X (B = A) qui est égal
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acx 10=9 en réalité, peut &tre pris pour nul. Les programmes sont établis en essa-
yant d'éviter au maximum ce genre de perturbations qui peuvent entrailner de graves
erreurs. Cependant, il est difficile d'imaginer en programmant un algorithme, tous

les cas qui peuvent se produire et il est bon de posséder un moyen poﬁr vérifier si
des résultats quelque peu surprenants n'ont pas cette imprécision pour origine. Dans
le probléme que nous étudions, on peut remarquer que les équations d"AﬂLIEVI dont nous

sommes partis ne sont pas homogénes,

%% a pour dimension celle d'une accélération c'est-a-dire LT”2
g %% a pour équation aux dimensions Mlnszz il y a donc un coefficient de dimension
M L3 qui vaut 1 parce que l'on mesure les pressions en métres de liquide. On peut
donc introduire dans ces équations un paramdtre )\ et une fonction H', avec AH' = H,
qui modifieront le rapport V/H, et pourront faire disparaltre dans le calcul des

CE et DE les phénoménes de perte de signification,

Les programmes rédigés permettent d'introduire ce paramdtre (pris égal a 1 dans le
plupart des cas). On peut ainsi vérifier qu'il ne se produit pas de perte de signifi-
cation en faisant exécuter le programme pour 2 valeurs de M(1l et 103 par exemple).

On doit alors retrouver au coefficient multiplicatif 3 prés, les mémes résultats.

= [ —

Remarquons que si on introduit M' = H/x alors 7 = s 2! = 2 donc o' = est
Vva Vg \)2

inchangé., Nous allons pouvoir déduire de cette propriété que la valeur de X\ n'influe

pas sur la vérification des conditions de stabilité du probléme.

¢) Etude de EK+1 = f(EK)°

Etudions la fonction EK+1 = f(EK)°

(1 + 4Lb'62)EK - 4Ep

EK+1 soit encore en remplagant z et ' par leurs expres=~

(1 + 42218%) - 4UBE,

sions données au paragraphe précédent,

2 8
a+4 g - da
N K vg
EK+1 = 4@2 4g9EK c'est l'expression d'une hyperbole dont les asymptotes
1+ TS
v a
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M 48D

ont pour équations EK+1 = - g0

s o O+ 40P _
- P

K 4vg®
Dol EK%I = ~p. Les conditions de stabilité montreront qu'il est nécessaire de se
EK =p déplacer sur la branche située au-dessus de l'asymptote horizontale

¢ 1 1 ==
et que l'hyperbole coupe la bissectrice EK+1 EK

o ’ %
/]

":-il.;" E3 E-Z ’ ‘EK
7

o/

NN
77
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Un cas particulier important est celui ot V = 1(Ax = abt) et # = 1/2,
En effat, nous allons voir que la méthode que nous proposons est trés exactement

celle de BERGERON,

2a

(1 +1E, - = 2gE_ -~ 2a

En effet E ., = gﬁ &= X X —Z—
1+ 1 = 2 EK 2a --ZgEK

E = -2 quelque soit E

K+1 g duetdue s K
E Cp + Fp = Dy )
FK+1 = R tous les termes sauf FK comportant 422'0.~1 au dénomina-
A - EKB teur on peut écrire en remplacant les termes par leurs

valeurs et en simplifiant

= ' n _yn n _ ol 182 _ _
Frsl [EK(4LLne(VK+1 V) + 20( - H) + F(42218" - 1)

n n n - 2
IO, - HY) - 20t (Ve - V] /[ 4 deete” - 4E 6]

Soit en remplacant z, z', 8, EK par leurs valeurs lorsque Y =1 et & =1/2

- Beow® vy £ 280 - M) - 2D "_,Hn _ 2a,mn _Vn]

Pt [ g(Z(VK+1 VK) + a(HK+1 HK)) 2(Hy - K’ g ) K’
I - e _ vty oyl ot

Fr1 = - g(VK+1 VK) (HK+1 HK)

Donc si on remplace E et FK+1 par leurs valeurs on obtient 3

K+1

An = -

a a .1 n n n

K+1 ‘K

Remplacons AHK+1 et AVK+1 par leurs expressions, il vient ¢

n+l n _ a,ntl n 2l n n n
Hpep = By = = g1 = Veer) = grer = V&) = (g = Hy)
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+1 + ' py . , i
;+1 = - g'Vn 1 +2¢2 + 1) clest-a-dire 1'équation des droites caractéris=-

K+1 g 'K K
tiques de BERGERON,

Malheureusement, s'il est toujours possible de prendre © = 1/2, lorsque 1'on considére

Soit ¢ H

un systeéeme de plusieurs conduites, on ne peut, en général, réaliser V = 1 pour toutes
- les conduites, Nous allons voir au paragraphe suivant qu'on a alors intér@t 2a prendre

o # 1/2,

3. ETUDE DE LA STABILITE EN FONCTION DES PARAMETRES DEFINIS,

Nous allons appliquer au cas particulier des équations d'ALLIEVI les résul-
tats obtenus par J.A. CUNGE (13) sur la stabilité du schéma défini au II-1 et utilisé
pour des équations hyperboliques,

La définition de la stabilité des équations aux différences finies est
celle introduite par GODUNOV et RIABENKI (11). Rappelons la brizvement.

- Choisissons pour norme des fonctions grilles Wk = (Vk) définies sur le

h
maillage (kh, nAt) avec At = ph la quantité ”Wk“w = Max Max‘Vﬁ. + MaxMaleEl°
n k n k

Appelons Lh 1'opérateur agissant sur la fonction grille Wk aux limites
du domaine considéré, zh est défini par :
0 _ ™0
i T %
o _70 _, _
Hk = $k =k=0,1~-NX
L w(h) = ~
h n _yn
V =
N cﬂy
n _ Yn
HO 0 o~ ”\"/n+1 ?fn‘
~ -
On appellera H@ “ = Max\w \.+ Max‘@l\ + Maxl—g——————g— +
k K k Kk k n At

N YN

At

'{;’n+1 _ ~n l

Max‘

s g Nl = Max Max(£(knx, nat)
n n

k

Définition ¢ Etant donnés 2 opérateurs linéaires Lh et Zh définis sur le maillage

(kh, npk), Wk, fk’ wk des fonctions grilles le systéme d'équations Lkwk = fk avec lesi
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conditions aux limites 4 W, = @h est stable si la solution Wh satisfait a 1'inégalité
<

Pour cette définition J.A., CUNGE a montré que la réalisation de 2 conditions suffi-

sait & garantir la stabilité du schéma proposé au II-1. Ces 2 conditions rapportées

°

2 notre probléme s'expriment sous la forme :

2
8 =122 ; 422'6" -1 >0,
. Autrement dit, on peut assurer cette stabilité en prenant 6 2 1/2 et z2' 2 1, Condi-
tions qui vérifient bien ce que nous annoncions du pafagraphe II-2 pour l'introduction

du parametre A,
4, ERREURS,

a) Sur les équations aux dérivées partielles.

En appliquant sur ce sujet les résultats obtenus par J.A., CUNGE, on
trouve immédiatement, en appelant h le pas de discrétisation en x et en posant
At = th :
Pour © = 1/2 et 3" # 1 le schéma proposé approche les équations dYALLIEVI avec une
erreur d'ordre 2 en h,
Pour © = 1/2 et zz' = 1 le schéma proposé correspond exactement au systéme d'équations
aux dérivées partielles aux points du maillage.
Pour © # L le schéma proposé approche les équations d'ALLIEVI avec une erreur d'ordre
lenh et un coefficient multiplicateur proportionnel & e . L'instabilité incondition-

nelle pour & < 1/2 bornant inférieurement ce coefficient.

b) Sur les résultats,

D'une facon générale la solution du systéme aux différences finies
converge vers la solution du systéme aux dérivées partielles avec un ordre de conver-
gence en h égal a celui de 1'approx1mat10n.

Donc pour © = 1/2 et zz' = 1 on obtient la solution exacte, ce qui confirme la remar-

que que nous avions faite au paragraphe précédent en notant 1'identité pour ce cas la
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avec la méthode de BERGERON., Mais comme dans les systimes hydrauliques complexes

il est pratiquement impossible d'obtenir zz' = 1 pour chaque conduite nous ne nous
attarderons pas.,

Pour 6 = 1/2 et zz' € 1 nous avons remarqué avec J.A, CUNGE un phénoméne d'ondulation
derridére le front d'onde rendant difficile 1'interprétation des résultats.

Pour 8 > 1/2 et z2' > 1, On peut voir une #&ténuation de 1l'onde obtenue par rapport

a la solution analytique, Ce cas nous a paru le plus intéressant car il permet de
connaltre le signe de l'erreur. Cette erreur est positive pour les maxima et négative
pour les minima. Nous avons pu, d'autre part, constater (cf résultats au chapltre III)
que l'erreur était maximale pour un maximum ou un minimum de 1'onde et trés faible
pour les maxima en valeurs absolues de la dérivée. Il est donc possible d'obtenir un
majorant dun maximum et un minorant d'un minimum. Nous nous sommes toujours placés

dans ce cas pour la suite de 1l'étude.

5. INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES.

Nous avons vu au paragraphe II-1 que notre méthode supposait que la pro-
priété (P) soit vérifiée lorsqu'on introduit les lois physiques citées au paragraphe
I-1. Si un certain nombre de ces lois n'interviennent que dans quelques problémes
que nous étudierons plus en détail au cours des chapitres suivants, les conditions
aux limites exposées au I-1-b, interviemmnent dans tous les systémes hydrauliques que
nous considérons ; aussi, allons-nous montrer maintenant que 1'on peut introduire ces
conditions sans altérer la propriété qui est & la base de notre méthode. Examinons

donc les 3 types de conditions aux limites qui peuvent intervenir :

a) H(XO, t) = £(v)
avec x, = O oulL, si L est la longueur de la conduite,
» : BH(xO, t)
De cette loi on tire : —_TSE———_ = £1(t)
c'est-a-dire AHO = £'(t)At + O(Atz) donc avec une erreur en h2 avéc les conventions

du paragraphe précédent,
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Le plus souvent d'ailleurs f(t) = constante donc £'(t) = O et AHO = 0, Notons

A
AHO ou AHN, HO, N®

Ceci nous conduit dans notre systdme & 2 possibilités.

1°) si x, =0 donc AHO = £f'(t)At ce qui se traduit par
EO =0, Fo = fi(npt)At a 1'instant nAt,
2°) si x, = L donc AHN = £'(t)At ce qui permet d'initialiser le procédé de

A
calcul des VK et AHKo

M_ - F

En effet on a &v_ = ——E————E—, M. = £'(t)lt,
N EN N
b) V(x09 t) = g(t). avec %, = 0 ou L
V(x,., t)
___.O___.. - 9 A = ) 2
>t g'(t) Vo, N8 (£) + 0(at™).

D%l 1'on tire soit

1°) si X,
A =
et HK (AVN connu et AHN ENAVN + FN)°

L AVN = f'(t)At ce qui permet d'initialiser le calcul des AVK
- soit

° 1 = ] ¥
2°) si X, 0 AVO £7(t)At.

. On pourrait bien entendu développer un procédé analogue a celui exposé au

paragraphe II-1 et basé sur une relation du type AVK = E'KAHK-+ F'K mais nous verrons

au chapitre IV quel est l'intér@t de disposer d'algorithmes indépendants des condi-
tions aux limites ; aussi, allons-nous essayer connaissant AVO d'établir une relation

linéaire entre AVl et AHl, relation qui permettra de calculer les EK et FK pour

K= 1’ 2’ o0y No

s 11 : Ay = gv O ' PP P
Si 1l'on a la relation VK E K HK +F X 2%'peut écrire en supposant E K #0

‘ = - = — = K Ny $ 1
AH EKAVK F, avec E et F 5T D'autre part si on a la relation

1
1
K K K E K K X
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= g 1 : o= gy ' ' 2 -
AVK E KAHK‘+ F K alors on a la relation AVK+1 E K+1AHK+1 +F K+ ° La deménstra
tion de cette proposition est identique au paragraphe II-1. pour les EKket FK° On

obtient alors :

v ' "'n=n
" ] AE K B o ) F X + E KDK CK
K+1 A = B'E'K ’ K+1 A = E'KB'

. = ) ’ . A = 1 ] [] = O
Connalssgnt AVO g' ()bt ?n peut écrire VO E OAHO +F o en posant E 0 s

¥ - 3}
g (t)At Co

=B )
¥ = t LIPS ? i § = P 0 o
F'y=¢8 (t)At, D'ol E 1 =& et FY I donc on peut écrire
n n
Co - g'(t)At A g' ()bt - Co
= - = X - —) =
E, =-A/B F; - -3 5

On a donc une relation linéaire entre AHl et AVl et 1l'on peut calculer les EK et FK.
D'autre part le calcul des AHK et AVK dtant initialisé par une autre condition aux

limites on peut calculer M et AVO en fonction de AVl et AHlo

0

AVo = AAVl + BAH1 + Cg c'est=a-dire en remplacant AHl par son expression en fonction
de AVl.
n
g'(t)be = C
A = _—A'-A 0 n: 1
o AAV1 + B( 3 oVt 5 ) + Co =8 (t)be,

La condition aux limites est bien vérifiéde,

+ DT,

AH 1 0

0= B'AV1 + ANH

c) V(xo, t) = L(H(xo, t), t). Dérivons par rapport 2 t, il vient :

V(x., t)
o1 o 7 _ o 2w, a4

at dH 3t 3t
D'ol 1'on tire No § = %%(H(xo, t), t)AHO Tt %% At
c'est-a-dire AH N = gi: AVO N %% At
, oH ’ N

r):!
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Ce qui permet indifféremment, soit d'initialiser le processus de calcul des,EK et F

1 3k X
a partir de E0 = —=—F = = At
al o ot
oH o4
3H

soit d'initialiser le calcul des AVK et AHK en résolvant le systéme de 2 équations a

2 inconnues,
AHN = ENAVN + FN .
, 1 ar_
oH oH

T
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CHAPITRE TIII

APPLICATION AUX SYSTEMES HYDRAULIQUES LINEATRES

Nous allons maintenant, aprés avoir défini 3 classes de systémes hydrauli=~

ques étudier 1l'application de notre méthode au premier de ces groupes.

1. CONVENTION DE REPRESENTATION D'UN SYSTEME HYDRAULIQUE - GRAPHE ASSOCIE,

Le dessin d'un systéme hydraulique complexe suggére d'y associer un graphe,
C'est ce que nous avons fait et cela nous a permis de définir plusieurs classes de
problémes et les algorithmes de résolution correspondants. Outre qu'il facilite la
classification des problémes le langage de la théorie des graphes a été introduit
pour suggérer comme suite & ce travail 1'établissement d'un programme qui & partir
du graphe associé a un systéme hydraulique; appellerait dans l'ordre voulu les pro-
cédures que nous avons écrites et éviterait ainsi la partie de programmation encore

obligatoire pour le calcul des coups de bélier.

Définition du graphe associé 3

~

Nous appellerons sommets du graphe associé & un systéme hydraulique.

1°) Les points d'entrée ou de sortie du systéme.

2°) Les points de jonction d'au moins 3 conduites différentes.

On voit qu'avec cette définition une arte du graphe associé correspond
a ce que nous avons appelé branche du réseau au paragraphe I=l-d, Au noeud défini

au méme endroit correspond un sommet du graphe associé,
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Les 3 structures pour lesquelles nous avons écrit un algorithme de calcul des coups

de bélier sont :

1°) Structure linéaire,

Un systéme hydraulique est dit linéaire, si le graphe associé est
composé uniquement de.2 sommets reliés par une seule ar8te. Cela correspond a une
branche unique ou & ce que les hydrauliciens appellent une conduite & caractéristi-
ques multiples., Ce cas trés simple mais trés courant en pratique sera étudié dans

ce chapltre,

2°) Structure en arbre,

Un systéme hydraulique sera dit "en arbre'" si le graphe associé est
un arbre., Rappelons simplement qu'en théorie des graphes on appelle arbre un graphe

dont le nom d'ar@tes est égal au nombre de sommets moins 1.

3°) Structure planaire,

Un systéme hydraulique sera dit planaire si le graphe associé est

planaire,

2, LINEARTSATION DES PERTES DE CHARGES PAR FROTTEMENT.

Nous avons vu au paragraphe I-l-c que l'on pouvait assimiler les pertes
de charges par frottement 2 une suite finie de discontinuités de la fonction H.
La valeur du saut de la fonction s'exprimant sous la forme kVZS(V) (8(v) _ + 1 si
V>0, -1 sinon).
En un point de édnCentration de pertes de charge on peut donc écrire en désignant

~

. + - . .
respectivement par Ht et Ht les limites & gauche et a droite de la fonction H en ce

~

point a l'instant t ¢ , P

M

- .+ 2
B =H_ - kvts(vt) (1)
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Dans 1'hypothése ou V ne change pas de signe entre t et t + At on peut écrire
-+ ;

AL = pAH = 2kVtS(Vt)AVto Avec une erreur du m@me ordre que celle introduite par le

schéma aux différences utilisé. Si V change de signe entre t et t + At, cela revient

a dire que V s'annule entre t et t + At donc que |V \ reste faible si on a choisi

entre t et t + At suffisamment petit ; autrement d1E+$§tperte de charge est négligea-
ble a cet instant 13, Donc on peut écrire AH ~ AH . Or dans 1'expression (1) 2kV AV
est faible puisque \V \ l'est, Donc, et cela sera confirmé par l'expérience, on peut
considérer la formule (1) comme générale., Il faut noter de plus quevl'approx1mat10n
des pertes de charge par frottement est d'autant meilleure qu'il y a un plus grand
nombre de points de discontinuités ; mais plus ce nombre est grand et plus le k
correspondant est faible (la somme de ces discontinuités étant égale a KVZS(V),
constante caractéristique de la conduite, mesuréeven régime permanent donc avec V
constant tout aulong de la conduite) ; Or dans les pfogrammes que nous avons écrits
nous avons considéré qu'il y avait une discontinuité tous les Ax, donc la constante
k est trés faible (de l'ordre de 10"3) et l'expression 2kVtS(Vt)AVt est pratiquement
nulle lorsque V change de signe entre t et t + At. Il reste maintenant & montrer que
la propriété (P) énoncée au paragraphe II-1 est vérifiée aux points de discontinuités.
Appelons V et V les limites & gauche et 2 dr01te de la fonction V & l'instant t

au point de dlscontlnulte cons1dere, On a Vt = Vt puisque V est continue. Supposons
que l'on ait la relation put = EtAV + Fi . Onadg = Myt 2kVtAV+S(V+)

or AV+ = AV~ il vient ¢

M= (5] - 2 s+ Fl

Dpnc on peut écrire pAH = E:AV" + F;

avec F,_ = F

t
EZ = - 2kV s(v )

La propriété (P) reste donc bien vérifiée aux points de discontinuité.

n +-n

3. LINEARISATION DES LOIS D'ABOUTEMENT SIMPLES,

Reprenons les lois exposées au paragraphe I-1-d sur 1l'aboutement de 2 con-
duites. Appelons Hi(Li’ t), Vi(Li’ t) la pression et la vitesse & l'instant a 1'ex-
trémité de la conduite c; de section 8;s et Hi+1(0, t), Vi+1(0, t) la pression et la
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vitesse & 1'instant t au début de la conduite c... de section S. . 1s
- } i+l i+l
On peut alors écrire ¢ Sivi(Fi’ t) = Si+1Vi+1(O, t).

- _ _ i+l 2 S
H, €0 £) = H (L, £) - k) S(V, (L, VI, t). |
Dol 1'on tire avec les notations habituelles et en désignant par K le point situé

a 1l'extrémité de ¢y et K+l celui au début de Cip12 nAt 1l'instant du calcul 3

S0V = 8541 NVigya e
= i+1 n A
M o = M = 2k [V [BVL.

‘ gag iz . n+l
La justification de la validité de cette expression quand VEVK < 0 est la m@me
qu'au paragraphe précédent. Montrons que la propriété (P) reste vérifiée en ce point,

Hypothzse AH, = EKAVK + FK(l)

Si41
On peut écrire AVK = ———gz——— AVK+1
_ i+l .n
M= BH L+ 2k V]V
S
_ i+l ny "itl
M, + 2k, |Vl S, Vg

Reportons les expressions de AVK et AHK dans (1) il vient

S S
i+l ny i+l _ i+l
By g+ 2k |Vl OV = B 5, Mg + Fx
T A =
Dfod By ; = By BVerr + Fra
Si+1 i+ly.n
avec EK+1 = —gz—(EK - Zki \VK\)o
Fer1 = Fx
Notons cependant que pour le calcul dg AV on remplace la relation
= n = 2441
AV AAVK+1 + BAH , + Cp par AVK 3 AVK+1°

i
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4, PROCEDURES ,

Nous allons maintenant exposer le mode d'emploi de 3 procédures ALGOL
écrites pour résoudre le probléme dit "linéaireﬁ, dont nous venons d'établir 1l'algo-
rithme, Certaines des propriétés de ces procédures ne se justifient guére a ce
niveau mais seront utilisées dans le chapitre-suivanta‘

- Les données sont supposées définies dans des tableaux & 2 indices : le 1%* représen~
tant 1l'exemple & traiter 1e’2éfne la conduite dans 1'exemple considéré. Si, pour les
structures linéaires on ne traitera le plus souvent qu'un exemple, dans les struc-
tures en arbre le 1°° indice servira 2 repérer la branche (ou l'ar2te en langage
de théorie des graphes). o ,

Ces données sont ¢ N[I, J] = nombre d'intervalles en x de la conduite J dans la
branche I,

DX[I, J] = longueur de l'intervalle de la conduite J dans la branche I.

CELL I, JJ = célérité,

CKIRON {I, J] = coefficient de pertes de charge par frottement (= coefficient de
perte de charge par frottement tout au long de la conduite divisé par N[I, J1 = 1,

KABL I, J] = coefficient de pertes de charge & l'aboutement des conduites J et J+1
dans la branche I,

TETA(I, J] = paramdtre de stabilité choisi.

VI LI, JJ] = vitesse initiale. '

S(CI, J] = section ; NT [I7) = nombre de conduites dans la branche I,

DT = intervalle de temps.

LAMBDA = paramétre multiplicateur de H (égal 2 1 la plupart du temps, utilisé pour
tester un éventuel phénoméne de perte de signification).

D'autre part, ces procédures supposent déclarés les tableaux suivants 3

A, B, R, RPRIM, RRPT2, N@PT (2 2 indices comme précédemment) .

H, V, E, F, CLI, J] ou I repére la branche, I le point de la branche. J peut donc

varier de 1 22 s N(I, JJ .
J .
Enfin on suppose déclarée la wvariable réelle CTEG et les variables entigdres I, J, K,

K1, K2,
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Procédure INITIAL(N@BR, HINI, HFIN).

N@BR = numéro de branche

HINI = pression au point 1 de la branche (donné)

1

HFIN = pression & 1l'extrémité de la branche (calculé par INITIAL).

Son but est de calculer certaines expressions qui resteront constantes au cours des
calculs et d'initialiser les tableaux H et V a partir des valeurs initiales données
et en tenant compte pour H des pertes de charges.

Le texte de cette procédure est donné ainsi que celui des 2 suivantes en annexe

de ce chapitre.

Procédure DESCENTE(EI, FI, N@PT1, N@BR, EF, FF) ;

Cette procédure calcule pour la branche N@BR les valeurs EK’ FK’ (K = N@PT1,

NTPTS (NTPTS étant le nombre de points de la branche considérée et étant calculé par
INITIAL). En supposant

E [ N@BR, N@PT1] = EI

F [ N§BR, N@PT1] = FI

A la fin de 1'exécution de DESCENTE on a

EF = E [ N@BR, NTPTS)

FF = F [ N§BR, NTPTS]

Procédure MONTEE(DVI, DHI, N@¢PT1, N@BR, DVF, DHF).

]

Cette procédure calcule pour la branche N@BR les valeurs

" AT . n,.n+l .n ntl _ on
AVK et zxﬁK et "actualise" H et VK(HK =Hy + /&HK, Vi Ve T AVK)
pour K = NTPTS - 1, ... N@PTL ; en supposant

DV [ N@BR, NTPTS J = DVI

DH [ N®BR, NTPTS] = DHI

A la fin de 1'exécution de MONTEE, DVF et DHF contiennent respectivemant DV [ N@BR,
N@PT1] , DH [ N@BR, N@PT1] .

5. RESULTATS.

Les résultats que nous présentons concernent un exemple de conduite li-
néaire a caractéristiques multiples traité par VALVIS et ASCE (8).
Les données fournies étant insuffisantes nous avons du, & partir des résultats expo-
sés, retrouver certaines d'entre elles, concernant notamment les pertes de charges ;
il convient de juger de la concordance des 2 méthodes en se souvenant de cette remar-
que car certaines données n'ont pu &tre obtenues qu'avec une précision de l'ordre de
1 %.

Le systeme étudié était composé de conduites Cl et CZ’ C1 étant situé & l'amont. Les

caractéristiques étaient les suivantes.
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londuite|longueur |célérité |section| pression initiale|vitesse initiale coefficient de pertes de
charge
' o 2 : ' -t
Cy 250 m {1000 m/s| 5 m 220 m 1,8 m/s - 10 7 /m
/
c, 5000m {1000 m/s|{ 3 n” calculée 3 m/s 10-3/m

Coefficient de perte de charge a l'aboutement : 0,0633.

Perturbation étudiée : fermeture linéaire d'une vanne située & l'extrémité de 02 en
4.5 s,

Loi de fermeture V(t) = g s(t) VH(t).

ot S(t) est la loi de variation de la section de la vanne en fonction du temps. Donc
S(t) =3 - 3t/4.5,

Dans les 6.premiers tableaux on peut comparer les résultats obtenus par notre méthod
pour le jeu de paramdtres : Ax = 25 m Ot = 0,04/6 © =\J2/2, a ceux obtenus par la
méthode de BERGERON programmée. On peut constater l'écrBtement des maxima et des
minima des courbes, avec une erreur relative inférieure a 2 % sur H ; ce qui confirm
ce que nous avions anoncé au paragraphe II-4-b,

Dans les 2 tableaux suivants nous donnons les valeurs obtenues pour un jeu de para-
métres correspondant a —% et %; et par l'extrapolation linéaire que l'on peut faire
3 partir de ces 2 séries de résultats. Ce procédé extrémement sommaire d'extrapolatio
permet néanmoins de constater que 1'écart entre la solution par la méthode de
BERGERON et celle obtenue devient & peu prés uniforme et qu'il peut 8tre attribué en
grande partie 2 la conjugaison des erreurs d'arrondis et de celles entrainées par
1'incertitude sur certaines caractéristiques. Cet écart diminue légérement lorsque
le temps crolt car le nouvel état permanent vers lequel on tend ne dépend que de
caractéristiques données de fagon exacte dans l'article cité en référence.

Enfin la méthode que nous proposons ne faisant pas jouer un r8le symétrique aux
conditions aux limites (elles servent a initialiser le calcul 1'une des EK’ FK 1'au~

tre des AVK, AHK) il était naturel de songer & comparer les résultats obtenus en



- 40 -

inversant les r8les des conditions aux limites. Tous les résultats exposés dans les

-~

tableaux 1 2 8 sont obtenus en initialisant le calcul des E s FK par la condition

- v (8) -,
(1) B, = constante. et celui des MWy, OHp par la condition (2) Bf = a‘g%%El\’HN(t)

’+‘g S(t) dHN(t) ,
2 \/HN(t) de  °

Dans le tableau 9 on peut remarquer la concordance des résultats obtenus dans ce cas

avec ceux obtenus en initialisant le calcul des EK’ FK par la condition (2) et celui

des AVK, AHK par la condition (1),

Temps de calcul,

Le temps de calcul est proportionnel au nombre d'intervalles de divisions
de la conduite que multiplie le nombre d'intervalles de temps pour lequel on effectue
le calcul, Le coefficient de proportionnalité est pour un ordinateur IBM 7044 de 5 ms.
Il faut bien slir augmenter ceci du temps d'écriture des résultats, temps qui varie

selon la précision avec laquelle on veut connaltre le phénomene,



- 41 =

1) Pression & la vanne, Tableau I

Temps | Pression calculée | Résultat par la méthode | Erreur absolue | Erreur relative
en m. de BERGERON én m. en m, - en %,
0.16 221,03 221.91 0.88 0.4
oi33 . 228,00 229,07 1,07 0.47
0.49 235,27 236,51 1.24 0.52
0.66 242,813 244,25 1,42 0,57
0.83 250,61 252,29 1,67 0.66
0.99 258,23 260.65 2,42 0.93
1.16 265,08 267,64 2,56 0,96
1.33 271.09 273,55 2,46 0.90
1.49 275,14 280,25 5.11 1.83
1.66 275,89 ' 277,86 1,97 0.71
1.83 274,33 275,14 0,81 0,29
1.99 272,27 271.78 0.49 0,08
2,16 270,48 270,46 : 0.02 < 0,01
-2.33 268,87 268,63 0.24 0.09
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Tableau 1 suite Pression a la vanne suite.
Temps | Pression calculée | Résultat par la méthode | Exrreur absolue} Erreur :elativé
de BERGERON en m en m en % - -
2.49 267.28 266,30 0.98 1 0.37
2566 265.78 262,76 1,02 0,38
2,83 | 264.60 263.02 1,58 0,60
2,99 264.08 261,09 : 2.99 1.14
3.16 264,53 262,82 1,71 - 0.65
3.33 265.79 265,02 0,77 0.29
13.49 267.38 267,85 0.47 0,18
3.66 268.86 268,60 0.26 0.10 -
3.83 270,11 269,67 0,44 10,16
3.99 271.19 271,08 0,11 0,04
4,16 272,11 271.99 0.12 0.04
4,33 272,75 272,93 0.18 0,07
4,49 272,90 273.86 : 0,94 0.35
4,66 260,61 259,95 0.66 0,25
4,83 246,89 245,47 1.42 0.58
4,99 232,95 230.21 2,74 1.19
5.16 219.10 217,35 1.75 0.81
5.33 205,66 204,22 1.44 0,71
5.49 193.85 190.82 3,02 1.58

|
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2) Débit & la wvanne., Tableau 2

Temps | Débit calculé | Résultat par la méthode | Erreur absolue | Erreur relative
en m3/s de BERGERON en m3/s en m3/s ’ en %
0.16 8.80 8,79 0.01 0.11
0.33 8.60 8,58 0,02 0.23
0.49 8,38 8.37 0.01 0.12
0.66 8.17 8,14 0.03 0.37
0.83 7.9 7.91 0.03 0.38
0.99 7,70 7.67 | 0.03 0.39
1,16 7.43 7.39 0.04 0,54
1,33 7.14 7,10 | 0.04 0.56
1.49 6.82 6,80 ; 0.02 0,29
1.66 6.44 6.39 0.05 0.78
1,83 6,05 5.98 0.07 1.17
1,99 5,65 5.57 0,08 1.44
2.16 5,26 5,19 0.07 1,35
2,33 4,87 4,80 0.07 1.46
2,49 4,49 4,41 0.08 1,81
2.66 4,10 4,03 0.07 1,74
2,83 3.72 3.65 0,07 1,92
2,99 3.35 3,27 0.08 2.45
3.16 2,98 2,91 0.07 2.41
3.33 2.62 2,56 ‘ 0.06 2.34
3049 2,26 2,20 0.06 2,73
3.66 1,89 1.84 0.05 2,72
3.83 1,52 1.47 : 0,05 : "3.40




Suite tableau 2

_’u[,~

Débit a la vanne (suite)

Temps | Débit calculé | Résultat obtenu par la méthode | Erreur absolue| Erreur relative
en /s de BERGERON en m3/s en mw/s en %
3,99 1.15 1.11 0,04 3.60
4,16 0,78 0.74 0,04 5.40
4,33 0.41 0,37 0,04 10,80
4,49 0.02 0.0 0.02
Tableau 3 Débit a 1l'embranchement
Temps { Débit calulé] Résultat obtenu par la méthode ; Erreur absolue
en m3/s de BERGERON en m?/s en m?/s
0.16 9,00 non obtenu
0,33 9,00 non obtenu
0.49 8,95 non obtenu
0.66 8,76 8.75 0,01
0.83 8,50 8,49 0,01
0,99 8,19 8,22 0.03
1,16 7,79 7,75 0.04
1.33 7.33 7.27 0,06
1.49 6,87 6.77 0.10
1.66 6.41 6.32 0.09
1.83 5,96 5.86 0.10
1,99 5.53 5,39 0.14
2,16 5,12 5,01 0,11
2.33 4,73 4,63 0.10
2,49 4,37 4,26 0,11
2,66 4.03 3.93 0.10
2,89 3.69 3,62 0.07
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Suite du tableau 3., Dé&bit a 1'embranchement.,

Femps Débit calculé | Résultat obtenu par la méthdde Erreur absolue}
en m?/s de BERGERON en m?/s B en m?/s

2,99 3.37 3,32 0,05
3.16 3,04 2,98 0,06
3.33 2,61 2,65 0,04
3,49 2,35 2,33 0,02
3.66 1,99 1.96 0,03
3,83 1.61 1,58 0,03
3,99 1,22 1.19 0.03
4,16 0.82 0.79 0,03
4,33 0.42 0,38 : 0.04
4049 + 0,01 = 0,04 0,05
4,66 - 0,32 - 0,43 0,09
4,83 - 0,79 ~ 0,82 : 0,03
4,99 - 1,09 - 1,22 0.13
5,16 - 1,11 - 1,11 0,0
5,33 - 1,00 - 1,00 0.0
5,49 - 0.80 - 0,87 0.07
5,66 =~ 0.43 - 0,40 0,03
5.83 + 0.01 + 0,07 0,06
5,99 + 0,43 + 0,56 0,13
6.16 + 0.07 non obtenu
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Pression basse & 1'embranchement., Tableau 4

Temps | Résultat calulé | Résultat obtenu par la | Erreur absolue | Erreur relative
méthode de BERGERON en %
0.16 218,82 non obtenu
0,33 218,86 idem
0.49 | 219.89 idem
0,66 | 223,81 224,25 0.44 0,19
10.83 | 228.73 229,54 0.81 0.39
0.99 232,44 235,06 2.62 1,10
1.16 233,56 234,31 0,75 0.32
1.33 233,28 , 233,70 0,42 0.18
1.49 233,04 233,00 | 0,04 0,02
1.66 233,15 233,48 0.33 0.14
11,83 233,35 233,87 0,52 0,22
1.99 233,16 234,19 1,03 0.44
2,16 232,30 232,51 0.21 0,09
2.33 231,02 230,57 0,45 0.19
P.49 229,98 228,32 1.66 0.73
0,66 229,59 228,91 0.68 0.30
2.83 | 229.74 229,55 0,19 0.08
2,99 230,03 230,27 0.24 0.10
3,16 230,20 230,02 0.18 0.08
3,33 230,31 229,82 0.49 0,21
3,49 230,54 229,69 0.85 0.37
3,66 231,04 230,69 0.35 0,15
3,83 231,71 231,92 0.21 0,09
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Pression basse & 1l'embranchement, Suite Tableau &

Temps' Résultat calculé | Résultat obtenu par |Erreur absolue | Erreur relative
en m la méthode de BERGERON en m en %
3,99 232,31 233,48 1.17 0,50
4,16 232,61 233,04 0.43 0.18
4.33 232,59 232,48 0.11 0.05
4,49 232,43 231,74 0,69 0.30
4,66 232,26 232,03 0.23 0.10
4,83 232,04 s 232,20 0.16 0,07
i4°99 230,05 T 232,27 2,22 0,96
5.16 222,51 221.98 0.53 0.24
45033 212,93 211.41 1,52 0,72
?5049 205,90 200,62 5.28 2.64
15,66 204,41 203,59 0.82 0.40
5.83 206,34 206.72 0638 0.08
5.99 208,81 210,04 1.23 0,58
6,16 211,19 non obtenu
Pression haute 2 1l'embranchement, Tableau 5
Temps{ Résultat calculél Résultat obtenu par la Erreur absolue | Erreur relative
en m méthode de BERGERON en m en m en %
0.16 219,03 non obtenu
0.33 | 219.07 "
lo.49 220.10 "
0.66 224,01 224,80 0.79 0,35
0.83 228.91 230,05 1.14 0.49
0.99 232,61 235,54 3,93 1,17




- 48 -

Pression haute 3 1'embranchement, Suite Tableau 5.

F
Temps } Résultat calculé

Résultat obtenu par la mé-

Erreur absolue

Erreur relative

4,99

en m . thode de BERGERON en m en m en %

1,16 233,71 234,74 1,03 0,44
1.33 233,42 234,07 0.65 0.28
1.49 233,16 233,33 0,17 0,07
1.66 233,25 233,77 0.52 0.22
1,83 233,44 234,11 0,33 0,14
1,99 233,24 234,40 0.26 0,11
2,16 232,36 232,68 0.32 0.1l4
2,33 231,08 230,73 0.35 0,15
2.49 230,02 228,44 1,58 0.69
2,66 229,62 229,02 10,60 0.26
2,83 229,78 229.64 0.14 0,06
2.99 230,06 230,35 10,29 0.13
3.16 230,23 230,09 0.14 0,06
3.33 230,32 229,87 0.45 0,20
3,49 230,56 229,73 0.73 0.32
3.66 231,05 230,72 0,33 0.14
3.83 231,72 231,94 0.22 .0.09
3.99 232,31 233,49 1,18 0,51
4,16 232,61 233,04 0.43 0,18
4,33 232,59 232,48 0,11 0,05
4,49 232,43 231.74 0,69 0,30
4,66 232,26 232,02 0.24 0.10
4,83 232,04 232,20 0.16 0,07
230,04 232,26 2,22 0,96
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Pression haute & 1l'embranchement, Suite Tableau 5,

Temps | Résultat calculé]| Résultat obtenu par la mé=-| Erreur absclue | Erreur relative
en' m thode de BERGERON en m en m en %

5.16 222,51 221,97 0.54 0.24

5.33 | 212,92 211,40 1.52 0.72

5.49 205.89 200.61 5,28 2,63

5.66 204,73 203.59 1.14 0,56

5.83 206 .34 206 .74 0,38 0.18

5.99 208,81 , 210,04 1,23 0.59

6.16 211,19 : non obtenu
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3) Débit a l'amont, Tableau 6

Temps ERésultat calculé| Résultat obtenu par la mé-| Erreur absolue
en m3/s thode de BERGERON en m>/s en m3/s

0.16 - 9.00 non obtenu

0.33 9,00 non obtenu

0.49 9.00 non obtenu

0.66 8.95 non obtenu

0.83 : 8,72 non obtenu

0.91 ? 8,50 8,49 0.01
1.08 | 8,02 7.98 0.04
11,24 i 7.54 7.44 0.10
1.41 ! 7.08 7,01 0.07
1,58 6.70 6.57 0,13
1.74 6.20 6.11 0,09
1.91 5.74 5.64 0,10
E2008 5,29 5.16 0,13
2.24 4,87 4,68 0.19
2.61 4.50 4.38 0.12
2,58 : 4,18 4,10 0.08
2,74 3.87 3.84 0.03
2,91 3.54 3.48 0.06
3.08 3.19 3.14 0.05
3.24 | 2.87 2,81 0.06
3.41 | 2,53 2,49 0,04
3.58 2.19 2,17 0,02
3.74 1,83 . 1.85 0.02
3.91 1,44 1.43 0.01
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Temps | Débit calculé | Résultat obtenu par la mé=- Erreur absolue
en m/s thode de BERGERON en m>/s

4,08 1,04 0,99 0.05
4,24 0.62 | 0,52 0,10
4,41 0,21 : 0.15 0.06
4,58 -~ 0,20 ~ 0,23 . 0,03
4,74 - 0,60 - 0,62 0.02
4,91 - 0.99 - 1,02 0,03
5.08 ~ 1,36 - 1,42 0.06
5.24 - 1,50 - 1.82 0.32
5.41 = 1,21 - 1,21 0.0
5.58 - 0,65 - 0,57 0.08
5.74 | - 0,11 + 0,08 + 0,19
5.91 + 0,32 + 0.39 0,07
6.08 + 0,68 + 0,72 ‘ 0,04
6.24 1,00 + 1,05 0,05
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Etude de la convergence.

Pression & la wvanne., Tableau 7 '

Temps 1 ‘Résultat 2 pour | Résultat 3 pour | Valeur extrapolée | Résultat par Erreur relativ
pour h en m h/2 en m h=0 4 | BERGERON 5 en b 6
' en m en m
0.14 221,03 220.86 220,70 221,91 0,54
{0.33 | 228,00 227,85 227,70 229,07 . 0,60
0,49 235,27 235,13 235,00 236,51 0.63
10,66 242,83 242,71 242,60 244,25 0.68
0,83 250,62 250,58 250,55 252,29 0.69
0,99 258,23 258,35 258,48 260,65 0,83
1.16 265,08 265,14 265,20 267,04 | 0.69
11.33 271,09 271,49 271,89 273,55 | 0.61
1,49 275,14 276,08 277,02 280,25 1,15
1,66 275,89 276.34 276,80 277.86 0.38
11.83 274,33 274,25 274,17 275,14 0.35
1.99 | 272,27 271,99 271,71 | 271.78 | 0.03
2,16 270.48 270.28 270,08 270.46 | 0.14
2.33 268.87 268.72 2%8,59 268.63 0,01
2,49 | 267.28 267.06 266,84 266.30 0.20
2,66 265,78 265.48 265,18 264,76 0.16
2,83 | 264,60 264,11 | 263.64 263,02 0.24




Suite Tableau 7. Convergence de la pression a la vanne (suite).

Temps | Résultat pour | Résultat pour | Valeur extrapolée | Résultat par | Erreur relative
h h/2 h=0 BERGERON en %
2,99 | 264.08 263,41 262,74 261,09 0.63
3,16 264,53 264,04 263,55 262,82 0,28
3.33 265,79 265,73 265,67 265,02 0.25
3.49 267,38 267.59 267.80 267.85 0.02
3.66 268,86 269,08 269,30 268,60 0.26
3,83 270,11 270,25 270,39 269,67 0,27
3.99 271,19 271,35 271,51 271,08 0,16
4,16 | 272,11 272,36 272,61 271,99 0,23
4,33 272,75 273.13 273,51 272,93 0,21
4,49 272,90 273,38 273 .86 273.86 0,0
4,66 260,61 260,83 261,05 259,95 0.42
4,83 246,89 246,76 246,63 245,47 0447
4,99 232,95 232,59 230,09 230.21 0.05
5.16 219,10 218,58 218,08 217.35 0.34
5.33 205.66 205,07 204,48 204,22 0,13
5,49 193.85 192,89 191,93 190.82 0,06
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Convergence du débit & 1'amont., Tableau 8

Temps | Résultat pour | Résultat pour | Résultat par | Résultat par | Exreur absolue
h h/2 Extrapole BERGERON
0,91 8,50 8,52 ' 8.54 8,49 0.05
1.08 8,02 8,02 8,02 7.98 0,04
1,24 7,54 7.53 7.52 7.44 0,08
1.41 7,08 7,08 7.08 7,01 0,07
1.58 6.70 6.64 6.58 6.57 0,01
1.74 6,20 6.19 6.18 6.11 0,07
1,91 5.74 5.73 5.72 5.64 0.08
2,08 5.29 5.27 5.25 5,16 0.09
2.24 4,87 4,84 4,81 4,68 0,13
2,41 4450 4,48 4,46 4.38 0,08
2,58 4,18 4,18 4,18 4,10 0.10
2.74 3.87 3.88 3.89 3.84 0,05
2,91 3.54 3.55 3.56 3.48 0,08
3,08 3,19 3.21 " 3,23 3.14 0,09
3.24 2,87 2,87 2,87 2,81 0,06
3,41 2.53 2,53 2.53 2,49 0.04
3.58 2,19 2.20 2,21 2,17 0.04
3.74 1,83 1,845 1.86 1.85 0,01
3,91 1.44 1.45 1.46 1.43 0,03
4,08 1,04 1.03 1.02 0.99 0,03
4,24 0.62 0,605 ) 0.59 0.52 0.07
4,51 0.21 0.19 0.17 0,15 0,02
4,58 --0,20 0.205 - 0,21 - 0,23 0.02
4,74 - 0,60 0.60 - 0,60 - 0.62 0.02
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Convergence du débit 2 l'amont (suite),

Suite Tableau 8,

Temps § Résultat pour | Résultat pour | Résultat | Résultat par | Erreur absolue
h h/2 Extrapole| BERGERON
4,91 - 0,99 - 1,00 - 1.01 -~ 1,02 i 0,01
5,08 -~ 1,36 - 1,39 = 1,42 = 1,42 0.00
5,24 -~ 1.50 - 1,62 - 1.74 - 1.82 0,08
5,41 - 1,21 - 1,24 - 1,27 = 1,21 0,06
5,58 - 0,65 = 0,64 --0,63 = 0,57 0.06
5,74 = 0,11 - 0,07 - 0,03 + 0,08 0,11
5,91 + 0,32 + 0,36 + 0,40 + 0.39 0,01
6,08 + 0,68 0,70 0,72 0.72 0.0
5.24 1.00 1.00 1.00 1,05 0,05 ‘




Variation par rapport & l'orientation. = 56 -

Pression & la vanne, Tableau 9

Temps Pression obtenue pour | Pression obtenue pour| Ecart absolu
le sens 1 le sens 2
0.16 221.03 220,93 0,10
0.33 | 228,00 227,90 0.10
| 0.49 235,27 235,16 0,11
0.66 242,83 242,72 0,11
j0.83 250,62 250,51 0.11
| 0.99 258,23 258,11 0,12
| 1.16 265,08 264,97 0,11
1.33 271.09 270.97 0,12
1.49 | 275.14 | 275,02 0.12
1.66 275,89 275,77 0.12
| 1.83 274,33 274,22 0.11
'1,99 272,27 272,16 0,11
2.16 270,48 270,37 0.11
2.33 | 268,87 268.76 ’ 0.11
2,49 267.28 267,18 0.10
2,66 265,78 265,68 0,10
2,83 264,60 264,49 0.11
| 2,99 264,08 263,98 0.10
3.16 264,53 264,42 0,11
3.33 | 265,79 265,69 0,10
'3049 267.38 267.27 0.11
3.66 268,86 268.75 0.11
| 3.83 270,11 270,00 0.11
3.99 271,19 271.08 0.11
.‘4,16»_ 272,11 272,00 0.11
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CHAPITRE IV

TRATTEMENT DES STRUCTURES EN ARBRE,

Au cours de ce chapltre nous exposerons une méthode pour calculer les coups
de bélier dans structures en arbre, telles que nous les avons définies au chapitre

précédent.,

1. L'ALGORITHME DIT "DU COLLECTEUR",

°

Nous nous proposons dans ce paragraphe d'exposer un algorithme permettant 3
1°) connaissant (p-1) couples de'co?fficients (EK,’FK) (K=1, +e05 p=1) en un noeud
reliant p branches de calculer le pleme couple (Ep, FP)°
2°) Les couples de coefficients (EK, FK) et un couple de valeurs (AVP, AHP) étant
connus de calculer les p-1 autres couples.

Reprenons les lois liant pression et vitesse en un noeud. Appelons ce noeud O et
1, ... p les branches qui y sont rattachées. Si on appelle‘Hi, Vi la pression et
la vitesse & l'extrémité de la branche i, &‘g =+ 1 si la branche i est orientée vers
.0, = =1 sinon.;Si =1 si Vi est vitesse principale, = 0 sinon ; Si section de la

branche i en 0. On peut écrire 3

p
iél E.iSiVi = 0, ou, pour simplifier les notations, puisqu'on ne considdre pour le

p
moment qu'un seul noeud ; 151 E,isiVi =0,

' . - =J _ ; 2 2 -
D'autre part on a : H, Hj )\i(s(givi) S(G,J.VJ.)) (SjVj +8,V)) s(g iVi) »+ 1
si giVi > 0, - 1 sinon,.

Admettons en outre l'hypothése restrictive suivante : Entre t et t + At on ne peut
changer de vitesse principale. C'est-a~dire que si 2 l'instant ¢t Vj est vitesse prin-

cipale & l'instant t + dt on ne peut se trouver que dans l'une des 2 possibilités :
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olt VJ est toujours vitesse principale, oli il n'y aura pas de vitesse principale
(vitesses faibles), C'est-a-dire Hn+1 Hn+l o~ XJ(S(g; iV ) - 8¢ b ' ))VJ puisque
Vj”sera alors faible, Autrement d1t on con51dere les Si comme constants entre t et

t + dt. Cette hypothése est trés vraisemblable et n'introduit pas d*erreur importante
dans la description du phénoméne. On ne peut faire d'hypothése semblable sur 1'expres-
sion (S(E.iVi) - S(iijVj)) ; or cette expression n'est pas dérivable . Pa; contre

on peut approcher avec une précision aussi grande que 1'on veut S(x) par N ArctgKx

en prenant K suffisamment grand, (En fait en prenant K = 20 la précision sera suf-

fisante pour nous. On écrit alors la perte de charge en O entre 1es branches c et j

sous la forme : H, - j = ‘T%—(Artg(Kivai) - Arctg(K ¢ V ) (S V + 8.V, )

Examinons les différents cas possibles (en excluant celui ol les vitesses sont suf=
fisamment élevées sans qu'il y ait de vitesse principale puisque cela conduit 2

une impossibilité pour notre méthode),

a) Il n'y a pas de vitesse principale.

Clest-3-dire que les pertes de charges sont négligeables.
Alors : Si = 0 pour tout i
Hi = Hj =0 pour tout i et j.
Donc AH, = AHj en particulier AHi = AHP

p p
v = =
DYautre part izlg iSiVi 0 entraine 1216 iSiAVi 0

Si pour i =1, ... p~-1 on a AH = E AV, +F
¢.s. i='i i D

ii . . A =
en posant g, ——EI—— il vient iZl @i Hi AH

p iF1 %
p=1

P
= iéla ]._S]._AV:.L + Zl o, F

p=1
Or igl £iSiAVi = = £ PSPAVp
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- €
SpAV S o F,

p-1
i1 @

Donc AH =
A P

c'est-a-dire 8 =E AW + F avec
P P P P

p-1
o
-¢ S DL
E = — PP F = i=1
p p-1 P p-1
£ % !

b) Il existe une vitesse principale Vj i# p.

Alors on peut écrire pour i # j

o\d 5
L (ArctgK€ ,V, - ArctgKE€ .V,)V,
i'i J 11

Dérivons cette expression par rapport au temps il vient

J
oy ;2 ! oV &5 V102
st ot m 1+ k%y> 3t 1+1<vZat i
1L
ij a
+—(s(6 AAK s(Ev ))2v, S'El
D'olt 1'on tire ¢
M, - AHJ. = c v, + 4,0v, (1)
nlke v2
avec si i # j c, = _-————_Elf_
m(l + K°vS )
2] ke v2
d, =—(2v (SCE,v,) - 8(e V. D~ — 11

* i d 1+K2V§



. =d, =0,
J J
On a toujours pour i =1,

On pose ¢

LECRCI ) p“‘].

M, = E, AV, +F,
1 1 1 1
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remplagoné NH, et AHj par leurs valeurs dans (1) il vient ¢

F, - F, = (e, - E)AV, +
i j i i’7d
(Ei - Ci)'
' -a=di = e ———
c'est=a=dire AVj di T Ej AVi +

Dfautre part faisons i =
pH_ = BH, =c AV _+ d AV,
p J S P 1]

Remplacons AHj par sa valeur.

M = E,AV, +F, + c AV + d AV,
p %3 i pp P

(E, - c.)
1

d, + E,
1 ]

(Ej + dp)

Ceci pour i =

M = (E, + d)pv, + 'S
p - By T aV, + e AV,

1, oo p=1 ; pour i

= (E, +d_+c AV,

J p p J

On a donc pour 1 = 1, ..., p-1
M =G,ANV, +c AV + L,
P i1 P P 1

(E, +d) (E, -c.)
i p i i

avec Gi B d, +E,
1 J
(E1 + dp) F, - Fj)
by T d, * E, +F,
1 J
_ £ i X sl PE:]- N
Posons a; = C 181 ai =Q

AV, +¢c AV +
L P P

d, + E))Av,,
( i J) ;

F, - F,
< 1. (o

d, + E,
L J

p dans (1) on obtient ¢

(E, +d)(F, - F.)
p i i
d; + Ej

j la formule se simplifie en



- 61 =

p-1 p=-1 - p-1 - p-1
Alors iél aiAHP‘= 21 a G, AVl + izl aic AV +
p-1 p-1

c'est-é-—Qdire QAHP ié €. S AV +Qc AV + Zl o, L
£ S Sp-1 0L,

H = V __.P__L +
M, =W (e - ) LT Q

Donc AH EAV +F .
P P

P
- €555 p-l o Ly
E = - o = JR
avec p cp q R FP i§1 a

c) Vp est vitesse principale,

Pour 1 =1, ... p=1, on peut écrire
AH, = AH = c,AV, + d, AV
i P i~i i p
AH, = E_AV, + F,
i i1 i

] -l . - - =
c'est=a-dire (Ei ci)AVi diAVp + Fi AHP

Eisi p~1
Posons @i = T - o 121 a, =Q
i i
p=-1
Utilisant i§1 &iSiAVi = 0 on obtient :
p-1 p-1
QMH = - € S AV - Z o, d AV + T o.,F,
p PP P i=1 P i=1 11

donc AH = E AV + F
p PP P

avec Ep = . 22+ .z —i—l)

n

F Z
P i=1 Q

121 o.L
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Dans les 3 cas envisagés la propriété (P) reste donc vérifiée,

Montrons maintenant comment dans ces diverses éventualitées, on peut connaissant,
AV_ et AMH ainsi que les E,, F, pour i = 1, ooos p=l, calculer AVi et M, pour les
P p

"m@mes valeurs de i,

d) cCalcul de AVi, AHio

' ’ BH, - F;
1°) cas a) On a AH, =AH pour i =1, ... p-1. donc AV, = T
i P i i
. AH - cpAVp - Li
2°) cas b) AHP = Gi AVi + cpAVp + Li donc Vi = P T ;AHi= EiAvj_ + Fio
\ i :

N.B., Il est hien sfir poésible de recalculer les G, et Li au moment de leur 2°™¢ uti-

i
lisation mais il est évidemment préférable, dans la mesure du possible de les conser-

ver en mémoire,

M_ - F, + d AV
P £ 1 p

E, = c,
i i

3°) cas ¢). AVi

by,
1

i

E.AV, +F,.
iTi i

2, MODE D'UTILISATION DE L'ALGORITHME DU COLLECTEUR.

a) Proposition.

Toute structure en arbre peut &tre étudiée 2 1l'aide des seuls algorith~

mes dits "linéaire" et "collecteur'.

-~

Démonstration. Si nous parvenons & montrer que l'on peut parcourir en entier une struc-

ture en arbre en connaissant en chaque sommet du graphe associé tous les couples de
coefficients Ei’ Fi sauf un, la proposition sera démontrée puisqu'il suffira alors

d'utiliser sur les ar2tes l'algorithme "linéaire" et pour chaque sommet 1'algorithme

"collecteur", _ . 3
U 0,
N AN .A:L LN A
rd 7 " 7 - r 4

3
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Pour cela choisissons un point pendant (a) du graphe. Relions ce point pendant &
tous les autres points pendants du graphe, On a ainsi orienté le graphe sans con=
tradictions possibles. En effet, une propriété des structures en arbre est qu'il
existe un chemin et un seul pour aller d'un point & un autre. Donc si nous supposons
qu'il peut y avoir ambiguité pour l'orientation d'une ar@te (ef) par exemple, c'est-
d-dire que le chemin de (a) a (b) est défini. par la suite a ... ef ... b et celui

de (a) 3 (c¢) par a ... fe ... c nous obtenons 2 chemins possibles de (a) & (e) :

4 oo €5 @ 000 fe, (f n'étant pas présent dans la premiére suite puisqu'un arbre ne
comporte pas de cycle).

Montrons maintenant que dans le graphe ainsi orienté chaque spmmet ne regoit au plus
qu'une ar8te orientée vers lui,

En effet, toujours en vertu de la propriété de l'unicité d'un chemin d'un point 2
un autre s'il y avait 2 ar@tes orientées vers un sommet il y aurait 2 chemins au
point pendant choisi & ce sommet.

Ceci fait changeons systématiquement le sens des ar@tes, on voit immédiatement que
s'il y a p points pendants, partant de p-l d'entre eux on arrive toujours en suivant
le sens des ar@tes du piéme en ayant en chaque sommet une seule ar@te partante ;
c'est-a-dire qu'aprés avoir appliqué 1l'algorithme "linéaire" sur les ar@tes arrivantes
on peut en chaque sommet appliquer 1l'algorithme collecteur. On initialise le calcul
K’ FK aux p-l points pendants en utilisant les conditions aux li-
mites en ces points,

des coefficients E

b) Remarque..

Le choix des points pendants dont on part ne doit pas &tre arbitrai-
re, En effet, nous avons vu que si les conditions aux limites usuelles peuvent ser-
vir indifféremment 2 1'initialisation du calcul des EK’ FK (cas des points pendants

de départ) ou de celui des AV AHK (cas du point pendant d'arrivée) l'une de celles-

3
ci (utilisée pour exprimer qu$une vanne est fermée par exemple) ne permet pas d'ob=-
tenir E, et F, mais E, et F, et son emploi pour 1'initialisation des Eps Fy suscite
quelques difficultés de programmation. Aussi conseillons-nous lorsque la perturba-
tion a l'origine du coup de bélier est la fermeture d'une vanne et d'une seule, de

prendre pour point pendant d'arrivée celui correspondant a cette vanne.
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3. PROCEDURES.

Nous avons écrit trois procédures ALGOL perﬁettant d'appliquer l'algorith-
me détaillé ci-dessus. Ces procédures supposent faites les déclarations énoncées au
chapftre précédent.

Procédure ANAL(NBRA, N¢VP, LIST, SIG, V, RAP, VHAX, EXVP, IMP@S).

Cette procédure est utilisée pour un noeud comportant NBRA branches orientées par
rapport au noeud suivant les sens indiqués dans le tableau SIG. Les vitesses de ces
branches sont dans le tableau V., S'il existe une vitesse principale de rapport RAP
le numéro de la branche correspondante est mis dans N@VP, EXVP prenant la valeur
vraie. S'il n'existe pas de vitesse principale mais que toutes les vitesses soient,
en valeur absolue inférieures 3 VHAX et EXVP prend la valeur faux., Si aucune de ces
2 possibilités n'est vérifiée, le programme est aiguillé sur 1'étiquette IMP@S,

D'autre part le tableau LIST est affecté des valeurs. SIGNE(SIG [_Iij £t1lo.

Procédure CPLCPEF(NBRA, TYPE, N@VP, C@EF, C, D, LIST, SIG, L, G, Q, E, F, H, V, KS)
Cette procédure a pour but, en un noeud & NBRA branches dont les orientations sont
précisées par le tableau SIG, de calculer E [ NBRA] et F LNBRA] & partir de E 1
...E(NBRA - 1], F[1], ... F(NBRA - 17} . Le tableau C@EF contient les coeffi-
cients de pertes de charges branche & branche,

S'il existe une vitesse principale, TYPE doit contenir VRAI et N@VP doit &tre le
numéro de la branche correspondant & cette vitesse., KS est la constante d'approxima-
tion de la discontinuité de SIGNE(X) par % Arctg KX, H et V sont des tableaux con-
tenant pressions et vitesses des différentes branches (numérotées bien s@r dans le
méme ordre dans chaque tableau les concernént). .

C, D, L, G sont des tableaux utilitaires 2 conserver pour &tre utilisés par la pro-
cédure CHLVAL : Q est un nombre réel qui n'est pas 2 conserver mais dont on peut
avoir besoin pour rechercher une erreur,

Procédure CPLVAL(NBRA, E, F, C, D, L, G, H, V, DH, DV, N@VP, TYPE).

Cette procédure utilise les résultats de CPLCPEF(E, F, C, D, L, G) et d'ANAL(N@VP,
TYPE) pour calculer & partir de DV [NBRA]) et DH [NBRA] , les variations de pres-
sion et de vitesses sur les autres branches et les ajouter respectivement aux quan-

tités contenues dans H et V,



- 65 -

On voit donc qu'il faut réserver pour chaque noeud d'un réseau un certain nombre de
tableaux et en faire une affectation préalable en utilisant les résultats obtenus

par INITIAL et DESCENTE, pour utiliser ces 3 procédurésuACe n'est pas une contrainte
bien importante puisque ées-tableaux sont mis 2 jour paf’ces procédures il n'y a donc

qu'une affectation initiale a faire,
4., RESULTATS.

Nous avons mis au point nos procédures sur un éxemple industriel relative-
ment complexe, Nous ne donnons en annexe de ce chapftre que quelques résultats par-
tiels; car pour les détailler comme ceux de l'exemple du chapftre précédent il nous
faudrait un volume, Il est d'autre part extr@mement difficile de comparer plus en
détail nos résultats avec ceux obtenus par une autre méthode car la mise -en oceuvre
d'une vérification par la méthode de BERGERON par exemple nous aurait pris, vu la
complexité du probléme, plusieurs mois. Nous ne donnons donc que la valeur du pre-
mier maximum de la courbe de pression en certains points du réseau. Ce premier maxi-
mum a été calculé a partir de formules déduites des séries enchatnées d'ALLIEVI par
Monsieur LEVIN, Directeur du Département Recherche & la Société Bouchayer-Viallet-
Schneider, Ces formules ne tenant pas compte des pertes de charges, 1'écart observé
nous ‘a paru normal,

Nous tenons a attirer l'attention des utilisateurs éventuels sur deux points trés

‘importants -qui nous ont causé quelques surprises,

1°) Tl est absolument nécessaire de vérifier que les conditions de stabi-
lité soient respectées pour toutes les conduites de chaque branche, Cette instabi-
lité peut n'apparaftre qu'au bout d'un grand nombre d'itérations si la conduite ou

elle a lieu est située loin de l'origine de la perturbation,

2®) Les cheminées d'équilibre doivent &tre considérées comme étant 2 la

pression de la conduite sur laquelle elles débouchent, sur toutes leurs longueurs.
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L'exemple que nous avons traité était composé de 5 branches compoéées respective~

ment de 1,>19 11, 2 et 6 :conduites, Les 3 premiéres branches étant des galeries .en
charge (la 3&me ayant pras de 20 km de 1§ng) ; la 4eme branche était une cheminée

d'équilibre et la 52me une conduite forcée débouchant sur une‘turbine° »

La perturbation étudiée provenait du '"décrochage" de la turbine de fagon linéai:e‘

de sa puissance maximale 3 zéro en un temps donné,

B
5,

Z
™~
2 (]

e
(T

i\




ler maximum

ler maximum Ecart .

POINT | caleulé de référence relatif 2éme maximum

T 42,95 40,65 0,056 38,91

A 1,09 Non évalué 0,98

CH 1,08 1,25 0,156 0,97
B 0,35 0,28 0,25 0,31

c négligeable Non évalué négl;geable
D
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- CHAPITRE  V

ETUDE D'UN ALGORITHME PLUS GENERAL

Tous les graphes associés & un systéme hydraulique n'étant pas des "arbres"
il a paru nécessaire d'élaborer un algorithme permettant de traiter ces cas'la, C'est

ce que nous ‘allons exposer dans ce chapitre,

1. ALGORITHME DU REPARTITEUR.,

Considérons le systéme hydraulique dont le graphe associé est ¢

A
1 P p-1

BY p+l
Nous allons donner un procédé de calcul des E, Fi i=1, ..., p~1 connais-

: _ i
sant seulement Ep et Fp pour un -sommet du graphe associé relié a p aré@tes,

Comme dans 1'algorithme du collecteur nous allons 8tre amenés i considérer 3 cas

a) Pas de vitesse principale,.

(C'est-a-dire pertes de charges négligeables en ce noeud),

On peut alors écrire AH, = \AH =E AV + F i=1, ... p~1
P i Ap PAP P ’ P

p p-1
. ., = - = 2 e,
Or Y .S AVl 0 donc EPSPAVP . elSlAV

i=1 i

= —P '
Donc AV, 5 &1 §S AV, + FP (D)
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Relation qui n'est pas du type attendu. Montrons que 1l'on peut néanmoins résoudre

levprobléme dans ce cas 1la,

1 "o 1 -
Posons AH = | * AV = N E = Matrice des E?
AHp—l AVP_1
-E &8 Fp
avec E == __P____li__lf_ c B o= N
i £ S ’ .
PP F
p

Les (p-1) relations (I) peuvent s'écrire : AH = EAV + F ;

Propriété (P') : Si pour un ensemble de p conduites, divisées en un mé@me nombre

d'intervalles (mais éventuellement de longueurs différentes).
On a au k™ intervalle la relation vectorielle AHK = EKAVK + FK alors au (K+1) ™€

My 1 + Py

N . A
intervalle on a la relation &H VK+1 r1°

K+l - TRl

Démonstration : Supposons donc qu'au k™€ intervalle on ait la relation (11)

- i i ,ieéme A
AHK EKAVK + FK‘ Appelons AHK, AVK,leS i composantes des vecteurs AHK, VK“

Nous avons vu au paragraphe II-1 qu'on peut écrire

i _ i i n
BVg = Aj0Vgy + BiMey +og,
i ol i, .n
= B,n . .
AHK Bl VKﬁl +.A1ﬂHK+1 + DK, i
N g B n At - .
ol Ai’ Bi’ Bi’»cK§ i’ DK,-i SOPt»deflnls par les caractéristiques de la conduite

c; et son’ état & 1'instant nAt.

A0 ... 0 \ B, 0 ...0
Donc en posant A = © A2 soe O | B =[ 0By -0 0
O o6 e 0 OAp-l/" o000 p"].
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o1 n n
B 0...0 De 1 °k, 1
0 B! 0 n 9 n °
B' = 2 e D = ° c = °
0 @0 0 00 0 0 0 @ K On » K On
] . .
O coanoe Bp_1 DKS p-1 CKs p-1
. o - n
On peut écrire AVK = AAVK+1 + BAHK+1 + cK
=1" n
B = B AVpyp t MMM + Dy

Reportons dans (II) il vient

v no_ A n
BIAVyq + ADHp ) + D = E (MM, . + BAH, . + )+ Fyp

K+1

- Dn)

. - -1 ) a -1 n
Soit M . = (A - EB)" (EA - BIAV, , + (A~ EB) (Bgee + Fp - D

K+1

C'est-a-dire AH avec

k1~ P11 F Frea

-1
E = (A - E_B) (EA - B")
k1 SR i L S
F A - EKB) (EKcK + FK - DK) _]

K+1

On voit immédiatement par analogie avec le cas scalaire le procédé de résolution :
On calcule les matrices EK et les vecteurs FK par les relations de récurrence (III).
Puis, soit gréce aux conditions aux limites, soit gr8@ce aux résultats obtenus par
un algorithme du type collecteur que nous étudierons plus bas, on initialise le cal-

cul des ﬁHK et AVK et on remonte le systéme en utilisant les relations @

MV = AbVpy) + BM, + Gy O = BV + Fy
Le systéme a finalement é&té triangularisé par bloc,

Avant d'étudier les 2 autres cas possibles pour l'algorithme du répartiteur nous
allons rapidement montrer que 1'introduction des pertes de charges par frottement
ou dues & un aboutement de conduite dans une branche du répartiteur n'affecte pas

la propriété (P').

1®) Pertes de charges par frottement.

Au k'®™€ jnrervalle on a la relation M, = EKAVK + FK (Iv).

Supposons qu'il y ait une discontinuité de la fonction Hi en ce point de la branche bf
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3 i . N N , .
Appelons Hé L3 Hé; ; VK9 + 5 Vé’ _ les limites & gauche et a droite des‘fonctlons
Hj et VJ au point KAxJs
On peut écrire pour j # i HJ = g3 vi = vJ

K, + K, - ° 'K, + 'K, -

' : i R |

D'autre par VKs + VKs _ e

i o=ml | cwswi o) of )?
K, = K, + K, + K, +

I ol _pour 141
M Lo T O,
AVJ + = AVIJ< _pour j =1, .., p-1.
A 3 . .
R 1 = agl - 1 L 1
e, - = Bg, b m TRV, SOV IO

Reportons ces valeurs dans (IV) il est facile de voir que l'on obtient la relation

AH = E X AV + F

Ks - Ks - Ks = Ks -
avec F = F = F
Ko = Ko+ g 0 ... 0\ (1)
E = E kil Zk. V 1 5 6 0 1 (i)
Ko = Koo i Kl (o .(3) (p-1).

La généralisation au cas ol 4 fonctions Hi présentent une discontinuité en ce point
est évidente., Nous -donnerons simplement 1'expression de’EK dans le cas ou

, -
4= p-1.

L 1 1

k1|V§|, ky|Vils oo k1|V§|
= - ' 2

E E 2|k, |VR], Ky |VE], ... ky|VE

vl ke vRh

p-1
kp_1| X v |

[y 1‘ 50 a p—ll

2®) Pertes de charges dues & .un aboutement,

. < .
Le raisonnement est identique 2 celui que nous venons de tenir mais cette

fois on doit écrire si i est la branche ou il y a discontinuité de la pression et

g1
: i i £+l yA
de la vitesse AV = L AV ou S et S sont les sections des conduites
K, + SL K, - i i
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CL et cﬂ+l‘de la branche i,
1 si*l . 0 ... 0% (1)
On a alors E = E - 2k . \il 1 ... 1 (i)
KS - KS + ’@9 1 SL K’ + O . O (p—l)
i 0 00
F =
K, + FK, -

b) Il existe une vitesse principale Vj i#p.

Comme nous l'avons vu au paragraphe IV-1l on peut écrire
p-1 &.S.AVi

- = =_ i7i
€;5;4v, = 0 donc AVP 121

:
= S
8P

i=l
P

AH]._ - AHj = ciAVi + diAVj pour i =1, ... p

avec ¢, =d, = 0,
J J

On suppose que dans la relation AH = E AV + F
PP q P PA P p

on connaft E et F .
P P

-E_ p-1
M = — % 45V + F
PP
Or
- AH, = c AV 4+ d AV,
AHP A J PA P PA J
E AV 4+ F =~ AH, = c AV + d AV.
phip ™ ¥p 7 A5 T oAl T+ G,V

c'est-a~dire

pH, = (E_ - ¢ )AV_ - d AV, + F
h| 12 PTP P J p

-(E_-c) p-1
i =P P
N &1 &5

SPIRIC NS N
g PP

z
1]

My + e AV, 4 dyAV,
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Ces 2 relations permettent d'écrire, avec les notations définies du paragraphe
précédent : AH = EpAV + F

- P
ou E est une matrice dont les éléments sont 3

e ~(E -c ) ,
E; TS MkS pour i # j, k # j, k # i.
Pp :
-(E_ - c)
By = —P5—P g5, +d; - d
p p 3
-(E_ - c))
= —__B____Jl_ [
E| TS €15k
PP
-(E_ - c)
Ej= = .S, - d_.
P p JJ p

F étant le vecteur Fp X

P
'_.oou]—l

On obtient donc une relation du m@me type que celle obtenue au paragraphe précédent,
Les démonstrations concernant la propriété (P') ne dépendent évidemment pas de

"l*origine de la relation vectorielle AHK = EKA’VK + FK ; elles soqt donc toujours
valables dans ce cas, et nous pourrons intégrer suivant le méme procédé en tenant
compte éventuellement des pertes de charges par frottement ou dues a l'aboutement

de 2 conduites,

c) Vp est vitesse principale,

On dispose toujours des 3 m@mes relations

AHi - NH = ciAVi + diAVp pour i = 1, ..., p-1

P
BH =g AV +F
p p P P
P pfl
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-(E + di) p-1
Ay o = -—-—P.,__.—__—__..
Dol 3 AHi = &kSkAVk + ciAVi + F

S k=1
&p P p
Ensemble de relations que l'on peut écrire sous la forme
. 1
AMH = EAV + F avec F = Fp .
1
; -(E +di)
E = €S, pour j # i
i &ps 3] P J
. -(E_+4d,)
i i
Ei = 3 EiSi + c
Ep°p *

Ici aussi les démonstrations concernant la propriété (P') restent valables,
Ces 3 cas étant étudiés il reste & montrer comment connaissant les Avi’ AHi pour
i=1, ... p~1 on calcule AVP et AHP° Le calcul est le m@me dans les 3 cas puis-

qu'on peut écrire

-1
= 1 P _
By = - 25 1% §5;AV; et M = E AV Fo.

N.B, Dans les 3 cas nous avons obtenu des relations liant les AV% et AH; au KM€
intervalle de chaque branche ; nous n'avons pas supposé que les longueurs des in-
tervalles des différentes branches étaient égales par contre; et c'est une contrainte
qui fera écarter cet algorithme lorsqu’on le pourra, c'est~a-dire pour les struc-
tures en arbre, nous allons voir au paragraphe suivant qu'il est nécessaire que

toutes les branches issues du répartiteur comportent le m&me nombre d'intervalles.

2, UN ALGORITHME A UTILISER AVEC CELUI DU REPARTITEUR.,

Nous~n?avons»pas‘précisé au paragraphe précédent comment initialiser le
calcul des Avs et AHé . En effet au dernier intervalle des branches issues du répa:-
titeur on dispose de (p-1) relations linéaires entre 2p-2 inconnues il faut donc
trouver (p-1) autres relations linéaires. Ces relations peuvent bien s@ir &tre four-

nies par des conditions aux limites si nos (p~l) branches aboutissent & des points
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pendants du graphe ; nous ne nous attarderons pas sur ce cas qui correspond en

fait & une structure en arbre et qui; nous l'avons vu peut se traiter plus simple-

ment en utilisant 1l'algorithme du collecteur, Nous allons donc examiner pour le

type de structure défini au paragraphe V-1 la fagon d'initialiser le calcul des

i i

AHK et AVK° |

Considérons donc les (p-1) branches (ou arétes) issues d'un sommet A et se rejoi-

gnant au sommet B, Nous supposons ces (p-1) branches découpées .en un méme nombre N

d'intervalles, A chaque intervalle on a 2 relations : AH, = E AVp + Fp et
n

= A
AV AVK+1 + BAHK+ + CK’

K 1 ‘s
~ . . n ,leme
Cd A et B sont des matrices diagonales .et CK un vecteur dont la 1 composante

K

ne dépend que des caractéristiques et de l'état & l'instant nAt de la branche i.

Ecrivons les relations dont on dispose a la jonction aval de ces p-1 branches et

désignons par l'indice p+l les valeurs des différentes grandeurs caractéristiques
de cette branche, .

AH = EAV + F (relation vectorielle dans ﬂ{pnl)

p-1

5 =
21§50V etV T 0

On peut toujours distinguer 3 cas,

a) Pas de vitesse principale,

(Pertes de charges négligées 2 1'embranchement)

Donc AHi = qu‘pour tout couple (i, j).
£,5, ool

comme - & 1Spr1®Vpn T 1= &5:4Ys

© 0 0 et

Appelons S =

'ep-lsp~1

On peut écrire - STAV

&p+1sp+1AVp+1 -
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T -1
Posons ¢ = (E°) S
T

E'a =S ; ¢ E= ST

@ EAV + o' F

STAV + aTF
- &

On peut donc écrire aTAH

(XTF

TN

1 p-1
= i A =

1 o, AH. AH Zl o, puisque Hi A

& 1= p+l i=

Or QTAH = i

p+l

Donc on a : AHP+1 = EP+1AVP+1 + FP+1 avec

= :—-E.Ej:l_sﬂ:tl__ F R e
Pel o, Pt
i=1 *

=3

Ep+l

e 'O R

it 01
Ll o >

b) Il existe une vitesse principale Vj j # pt+l

écri tout 1 ¢ AH, = AH, = c AV, + d AV,
On peut alors écrire pour tout i A, AHJ c AV, + lAVJ (1)

avec ¢, = d, = 0,
J J

En particulier AHP+1 = AHj +c_ AV

pr18Vpp 4 AV,

Remplagons AHj par sa valeur tirée de (1) il vient

AH = AHi +c

o+l AVP+1 + dp+lAVj - CiAVi - diAVj

p+l
Soit AHP+1 = AHi + Cp+lAVp+1 + (dp+1 - di)AVj - ciAVi

1

Posons U = | Ut(k?nl
1

Il vient AHP+1U = M + cp+1AVp+1U - CAV
C matrice (p-1)X (p-1) avec C; =cy i#]

=-d . cl=_4a _+4

¢ p+l i p+1 i

MR e L
il
o
~
“H
e
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Or AH = EpAV + F par hypotheése,

U=(E-C)AV+c AV U+TF (2)

At +18%541

p+l _
Posons o = ((E - C)T) S (ot S a la méme définition qu'au paragraphe précédent).
E- 0% =3 o«T(g - ¢) = sT

Multiplions & gauche chaque terme de (2) par ¢ on obtient :

p-1 p-1 p-1

T
- 5
Ry IR B S

AHp+1

p-1
T

= - b =
Sachant que S AV €p+1sp+1AVp+1 et posant &, o, =Q

-

(e 19 = €o15,0787 11 i1 ¥ify
' Q Q

on peut écrire AHp+l =

v t-\n-:d. =
C'est=a~dire AHP+1 EP+l Vp+1 + Fp+1
(c - S

= P+1Q £p+1 p+l

)
avec Ep+l = ) Fp+1 =

A

On peut donc sur la (p+l) ieéme branche utiliser la propriété (P) pour résoudre le
probléme,

c) Vv est vitesse principale,

p+l

La relation (1) du paragraphe précédent devient :
- = A i = 000 -
AH, AHP+1 s Vi + diAVp+1 pour i = 1, p-1
Dol 1'on tire

AH

b1l = 8 - CAV - gV D
glco oo 8 d1
ou C = 2 °°° D=}°
0. ... cp_1 dp_1
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F

(E - C)AV =1AVP+1D +

Donc AHP+1U -
((E - C)T) S on obtient

En posant «

AHP+1 = Ep+lAVp+1 + Fp+1 avec
p-1 p-1
T o N O Bt U e o dF1%"1
p+l Q T optl Q
p-1
°u Q= ;2 o

Nous allons maintenant donner les formules permettant dans les 3 cas de calculer les

) [ 0 03 a A
AHi9 AVi a partir de AHP+1, AVP+1 donc d'initialiser le calcul des vecteurs DH

AVK introduits dans 1l'algorithme du répartiteur.

KS

donc AH = pAH .U

ler cas : AHi = pH p+l

p+l
AV = E"1(AH - F)

2éme cas : On a vu qu'on pouvait écrire dans cette hypothése

pHy = AH +oc v, + (d; - d )uVj

ptl T Sp+18Vpn1 p+1

Posons AHP+ L

1 Cp+1AVp+1 B
On obtient AH = LU 4+ MAV
M matrice (p-1)x (p-1) avec M; =c, i #j M; = . d

J o _ k
My =dy - doge ¥y

p+1
= 0 i, k# .

Or A\H = EAV + F Donc AV = (M - E)"1 (F - LU,

3éme cas : On trouve dans 1'étude de cette possibilité une relation du meme type
qui s'écrit avec les conventions du paragraphe correspondant :

AH = CAV + AHP+1U - AVP+1D |
ce qui fournit les (p-1) relations linéaires manquantes pour la résolution..On

. - -1
obtient AV = (E -~ C) (AHP+1U - AVP+1D - F)

AH = EAV + F
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I1 n'est pas concevable d'examiner tous les cas possibles dont le graphe associé
est planaire, Les divers algorithmes exposés ci-dessus doivent permettre de traiter
la plupart des cas réels, en outre certains.cas particuliers pourront probablement
8tre résolus 2a partir d'algorithmes que 1l'on pourra b&tir en s'inspirant de ceux

que nous avons établis,

3. UN_EXEMPLE PARTICULIER D'UTILISATION : LE CALCUL DES SURTENSIONS DANS LES LIGNES

ELECTRIQUES.

Nous avons essayé d'appliquer notre méthode & 1'étude de la mise sous
tension d'une ligne électrique triphasée. L'intér&t était double : d'abord cela
nous a permis de montrer que, comme nous l'avons dnnoncé au chapftre I, notre
méthode peut s’appliquer & 1'étude des phénoménes physiques analogues & ceux du
coup de bélier., Ensuite, le graphe associé a une ligne triphasée étant du type
défini au paragraphe V-1, cet exemple nous a permis de vérifier 1'hypothése émise
implicitement dans le paragraphe V-1 a savoir que l'on pouvait adopter le schéma

aux différences finies proposé au chapftre II pour des grandeurs vectorielles.,

a) Equations aux dérivées partielles régissant la propagation des ondes dans une

ligne électrique,

Ces équations ainsi que les conditions ‘aux limites énoncées plus loin

nous ont été fournies sous la forme utilisée ici par J.C. SABONNADIERE (14).

, I.(x, t) .
Appelons I(x, t) = I;(x, t) 1'intensité au point x et a l'instant t
I3(xs t)

Vl(x, t)

dans les branches 1, 2, 3 ; V(x, t) = Vz(x, t) le tension dans
v,(x, t)

| 3 1
les m8mes conditions ; I la matrice unité d'ordre 3 ; U le vecteur 1 ,

0 1

r, Ty, 'R El’ ¢ ¢y étant des constantes on peut alors écrire les 2 équations.,
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- ﬂ(xg t)

- rl, + 00 YI(x, t) + (ZIO + &

voTy al (x, )
1 ot

TALGN ) o (ge 4 e 1 - copT) 2L ©)
% 1”70 ot

b) Schéma aux différences finies proposé.

Choisissons 2 pas Ax et At, posons QEEb, 1] un paramétre dont le choix

sera fixé par les conditions de stabilité,

vy = V(kbx, nat) I = I(kax, nat). d = 3c + ¢
_ o+l n _ il n
AR A A oeh -1

Le schéma aux différences proposé pour approcher le systéme (I) est :

i e(vﬁii - v, -A;l SO NG R o Y
1 1
+ (/LIO + hlUUT) (IEIl - IE;zt+ IE+ - I;)
R A N SN Rl WL A
AX - 0~ 27t
Remplagons (vf{‘*1 - v, (IE+1 - 1, (Vzii -V s (I;:% -

respectivement par AV Multiplions chaque équation par 2At

2 Blhes Vg Bl

il vient en posant : At Py R=1rI_ 4+ ¢ UUT

AX 0 1
T

L =4I + 200" , G = dI - cUU
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- 209 - = n
SzpeAvk 209, 4 (2At6R + L)AI LAL k+1 2AtRI + 2p(vk+1 ."Vk?‘
III/ » ‘ .
n
{C GAV, - GAV, ., + 2PBAL - 2p9AIk+1 Zp(Ik+1 Ik)

Eliminons AV, entre ces 2 équations on trouve :

k
(4 2921. - 2AtRG ~ LG)AL, = (4 2621 + LG)AI + 4pRGAV
°7 %0 Tk o5 %o kt1 ktl
n n n 2 n ' ‘n
+ 20tRGL, + 20G(V, 4 - V) + 4p78(T - T))

Posons M = 4926210 ~ 2AtRG - LG

4+ BAV, . 4+ ¢ (1v-1)

On peut alors écrire AIk k+1 Kk

AL

avec A = Mn1(402@210 + LG)
-1 '
B = 4pBM G
n 2...n n
k =M (2AtRGI + 29G(Vk+1 vk) + 4p e(1k+1:~,1k))

Si on élimine AL, entre les 2 équations du systéme (III) on obtient :

= R L -
AV, =B AIk+1 + A vk+1 + D (1v-2)

avec en posant M"(4p ) IO - 2AtORG - LG)

A' = M"1(4@29210 + 2AtHRG-+ LG)
=1 '
B' =M" "(4ppL + 4082AtR)
n_ =1 n 2 /o n n _ .n
D =M (499AtRIk + 4p e(vk+1 - vk) + (4pbpt + 2pL) (Ik+1 .Ik))

¢) Procédé de résoclution,

Propriété : Si pour le point kpx il existe une matrice d'ordre 3Ek et un vecteur
Fk tels que AI EkAVk + Fk alors pour le point (k+1)Ax il existe E

tels que AL ; = B &g * T

et F

k+1 k+1
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Démonstration : Hypotheése : AIk = EkAvk + Fk

Remplacgons AL, et AVk par leurs expressions dans (IV-1) et (IV-2) il vient

n _ ] ' n
AAIk_H +BuV, e Ek(A AV, q +B'AL Dk) + Fk
donc AIk+1 = Ek+1AVk+1 + Fk+1 avec
-1
= - ) v
Ek+1 (a EkB ) (EkA B)
=1 n n
= - v -
Fk+1 (A EkB ) (Eka + Fk ’ ck)

Le procédé de résolution est alors calqué sur celui exposé au chapftre II. Une

des conditions aux limites fixant EO et‘FO on calcule ‘les Ek’ Fk’ D; puis la 2éme

condition aux limites permettant le calcul de AVN, AIN (en utilisant la relation
AIN = ENAVN + FN

si L = NAx est la longueur de la ligne) ; On calcule les AVk et
: : n

) 114 1 . = ¢ !

qu en utll}sant alternativement les formules AVk A AVk+1 + B AIk+1 + Dk

AIk EkAVk + Fk°

Remarque sur les matrices A, B; A', B', E .

Etant données 2 matrices d'ordre n (AI, +ApUUT) et ()\'I0 + u'UUT) la
somme et le produit de ces 2 matrices est de m€me type, La somme est () + k')Io
+ (u + p,')UUT le produit est \\'I  + (W' + A’y + nup')UUT.
L'inverse si elle existe de (\I_. + uUUT) est l—I e UUT°

0 A o A0+ )
Or R, L, G sont des matrices de ce type donc A; A', B, B' en sont aussi ; donc si
EO est de ce type (et nous verrons que c'est le plus souvent possible) les Ek sont
de ce type. Cette remarque facilite grandement les calculs en évitant notamment les
inversions et les produits -de matrices et en permettant de ne conserver en mémoire

pour les matrices E, que les 2 nombres caractéristiques de ces matrices (XE et

k
Mg ); d'oll une économie de place et de temps appréciable, Nous~utiliseronS’51térieu—

k * »
rement d'autres propriétés de ces matrices.
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d) Conditions initiales et aux limites,

Conditions initiales : On suppose dommés V(x, 0), et I(x, 0), "
Conditions aux limites :

Une des conditions ‘aux limites pour léS'cas que l'on peut étudier
par le procédé que nous proposons est I(0, t) =0 '

On peut alors écrire AI = 0 ce qui revient 3 dire que 1'on peut
poser E0 =0 FO 0. La matrice nulle étant bien du type (AI + uUU ) nous pourrons
donc utlllser les remarques ci-dessus. , _

La 2eéme condition aux 11m1tes peut étre de type tres dlvers. ’
Elle s'exprime en général par une relation dlfferentlellg entre V(L, t) et I(L t)
(ou L est la longueur de la ligne)., . - »

Relation qui jointe i celle qbtenue par le calcﬁi des EK et FK per-
met d'obtenir un systéme de 6 équations 2 6 inconnues‘dont‘la solution est

(AVN, AIN) ce qui permet d'initialiser le calcul des WV, AHp.

4. CONDITIONS DE STABILITE DU SCHEMA PROPOSE.

Nous ‘avons rigoureusement su1v1 pour cette étude le ralsonnement de
J.A. CUNGE(13) auquel nous renvoyons pour la Justiflcatlon des ‘théorémes employés.
Au préalable rappelons certaines propriétés des matrices de type (XI + puu )
d'ordre 3.
Leurs valeurs propres sont ), (valeur propre double) et » F 34
On peut aussi constater que les valeurs propres de la somme de 2 matrices de ce type
sont la somme des valeurs propres. ‘ _
Les valeurs propres de l'inverse sont les inverses des valeurs propres et les va-
leurs propres d'un produit sont les produits des valeurs propres.
Ceci fait reprenons les notations employées lors de la définition de la stabilité

aun paragraphe II-3, On peut alors utiliser 2 théorémes :



- 83 -

Théoréme 1 : Si le systéme aux différences finies Low, = f(h), Lﬁwh = @(h) est

réduit & la forme w' L = Rhwn + ¢ avec HgnH < Kluf(h)HF + Kzuw(h)n (L
W0 < Kl + K4\\m(h)\\cp une condition suffisante de stahilité est |[R}ll < K.

Théoréme 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour que HR;H < K est que le

spectre de la famille (Rh) soit contenu dans. le cercle unité.

Nous allons donc opérer sur notre schéma une réduction conforme i celle indiquée
par le théoréme 1 et montrer que sous certaines conditions le spectre de 1'opéra-
teur R.h ainsi défini est contenu dans le cercle unité°

Notons tout d'abord que dans la condition de réduction (1) K, ne doit pas dépendre
de f(h) en conséquence il est possible d'étudier la stabilité en posant R = O dans
les équations physiques. En effet nous aurons alors Hf(h)HF = 0 donc si HQkH £ K,
\p(lﬂ“w a4 fortiori on aura pour R # O “gnu,s Kl“f(h)“F + Kzllcp(h.)lll{p pour tout K; 2 O,

Le schéma aux différences finies devient alors avec les conventions du paragraphe

précédent
n+1 n+l n+1 n+l, _ n n n n
- 2pe(vK+l - Vg ) - L(IK+l + I, ) = 20(1 - 9) (VK+l - V) - L(IK+1 + IK)
(1
n+1 n+l n+1 n+ly _ n n n n
- 2p6(IK+1 - I ) - c;(vK+1 + Ve ) = 2p(1 - 0) (IK+1 - IK) - G(VK+1+ VK)
n
\Y v
= n _ K = K
Posons zK RﬂWK Rh fn ;
K K
n+1 n
gt = S - fx ]
K At 8x
v + Atf
wn+1 - K K
K

lK -+ Ath
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Remplacons dans (I) W;+1 par sa valeur il vient

= 208(v ;- V) - Ll + 1) + at [- 2Pe (- £2) - P(‘gKﬂf gK)_] =

n n
+ IK)

n n :
2p(1 - 8) Vg1 = V) - L(IK_H»

(11)
- 299(1K+1 - 1) - Glvy y + VK) +at &2 08(g, 1 - 8) - G(fp g +,fK)J =
n n n n ’ - : - a
20(1 = ) (Tp 4 = L) = GV g + Vi)
Ce qui permet de définir R.h par :
. . — n n L .n n
(- 200(vy,q = Vi) = Llipy + 1) = 20(1 - 8) (.VK+1 - V) = LI, + T)

(III) n n n n
- 208(4 - i) = - - -
z 20 (11<>-‘»:’:1 1K) G(vK+1 + ‘.’K) 20(1 - @) (IK+1 IK) G(VK_H_ + VK)

1]

et par conséquent CK par

- 5- 200(f, ) - £) - Lig, ; +8) =0

t 208(gy ., = &) = 6(f, 1 + £) =0
n+l
W - Z
= - 0 0 nt+l _ =
Pour K = 0 nous avons QO e or WO O/ZO 0
- ' n+1 n
donc CO 0. VN - VN
Pour le 2éme point limite K = N nous trouvons CN = At
n+l n
i IN - I
| XN
| At

Etude du spectre de Rha

Représentons la solution WE par une série de Fourier

.|.D°
W= oz (v(m)

n _jKmAx
K e
~%(m)
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P
avec j = V-1 ¥(m) =( ) coefficients de m et t
q
Py 9!
P‘“PZ q=q2
P, a5
Soit a = mAx

Dés lors on peut poser

v = 0l J(K+Da i - qn+1ej(K+1)a
k+1 P ' R+1
v = n+1ejKa i = n+1ejKa
x =P g =4
n _ n j(K+l)a n _ n j(K+Da
Veyp TP © Terp =4
n _ n jKa n _ n_ jKa
VK P e IK q e

Le systeéme (III) devient alors
_ 2pepn+1(eJ(K+1)a ) <IN L3+1(eJ(K+1)a + eJKa) _

- 20(1 - e)pn(ej(1<+1)a _ ejKa) _ Lg(ej(K+1)a + ejKa)
- 2PBq

20(1 - 6)qn(ej(K+1)at _ ejKa) _ Gg(ej(K"'l)a + ejKa)

n+1(eJ(K+1)a _ eJKa) _ Gl131+1(eJ(K+1)a + eJKa) -

ja
Posons £ = 29(—4_.————1—2- s L' o= -—1—L 3 G' = LG il vient
W% 41 20 20
_ 9pn+1;2, _ Ldn+l = (1 - e)'q’Pn _ L‘in
(v
_ 8qn+11(, _ G15n+1 = (1 - g)”g _ GISn

Donc on peut écrire avec toujours IO matrice unité d'ordre 3

(- 041, - L'>(pn+1) ((1 - 8)41, ~ L'\ /p"
-6, - par J\ g™ -6, (1 -enr )\ ¢
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Posons Z = (922210 - L"G')ml

On peut écrire alors s

ot - - €z, zLt /(1 - )1, - L o
AL z6', - e4zf\ - ¢', (1 - o)1 J\a"
D'ol en utilisant la commutativité des produits des matrices utilisées (en effet

les matrices I., L, G, L', G' donc Z sont de type XIO + LLUUT donc commutabks).,

09
Pn+1 - (-6 - 9)&22 - ZL'G', fzL’ pn.
i XZG', - (1 - H)ﬂ/zz - Z2LGY qn
Soit n+l n
Pn+1 = H pn H n'étant autre que la matrice d'amplification utilisées
i
q q :

pour étudier la stabilité numérique selon la méthode de RICHTMYER.

Déterminons les valeurs propres de H.

Pour cela remarquons tout d'abord que si A = xaIO + LlaUUT

= T = T .
B = Iyt MU, ¢ =\ Lo+ U (A, B, c dAorgre 3)
3
les valeurs propres de la matrice dfordre b < \ sont les solutions de 1'équationm

c, A
2
2 - 2 .
[(xa -7 -] - [, - »° - llbnc] (VII)

avec 1| = ) + 3ua
L]

a, b, c a, by, c b, ¢

C'est=3-dire § )\.a —.l._\ﬁ:;\c (racine double) et

T]a t\rﬁ;ﬁc°

o
|
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Soit ici en appliquant les diverses propriétés sur les produits et les inversions
des matrices de type XIO + MUUT et en rappelant que
L =12, +W,Uu ¢-= AL+ vt
470 L g0 g
a2 M 2,2 Mo
R R R e R ACE A )
4p 4p
ou XZ et Xg sont directement fonctions des paramétres du probléme, Nous conservons
ces symboles pour 1l'instant et nous.les expliciterons une fois les conditions de

stabilité obtenus.

+ 72
‘ngﬂ - 4p e}

h, =1

y
2 : Ak 2p \;X b
- Q . 2,2 kg oy g
A EE—' szg / (8% )

b"e 492 402.92 _ XLX

g

a
Posons s = 2ptg E‘= 2jpz A=A

Lg
esz + s\ri—
I1 vient ) =(i ) - AJZ >
s7AT + )\ s A7 4+ %
, 2 2
1% = (1 - =8 7t ; 2
A+ 578 (s78% + )
) 2,2 4g2 2
=1 4 (25700 + s707) + 5797 + %))
(szez + X)z
I 2s29 + 5 _ s2(1 -.20)
Sl s Ly
s + ) s 6 + X

donc '5‘ < 1 si et seulement si 1 - 29 < O,
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Donc une condition suffisante de stabilité sera ® 2.1/2.,
On obtiendrait évidemment pour la racine fonction des ﬂa, ﬂb, ﬂt de 1'équation VII
la m&me condition, ; » . |
Il reste a montrer que Rh tel qu'il a été défini répond bien aﬁ&“éoﬁditions d'appli-
cations du théoreme (1), Comme déja les calculs ci-dessus sont absolument calqués
sur ceux menés par J.A, CUNGE (13 p.19 2 23) en remplacant les termes scalaires
par des matrices 3 x 3 il ne nous a pas paru utile de donner ici le détail de la
vérification des conditions d'applicétiohs du théoréme (1).lNoﬁs’énoncerons sim-
plement le résultat auquel ils ménént. Pour les systimes 2 2 fonctions on a vu
(cf paragraphe II-3) que la condition de vérification était'4p292 - 1> 0 ; dans
notre probléme cette condition devient 4p2©2I0 - GL positive (ou IO est toujours
la matrice unité d'ordre 3),
Condition qui s'exprime en fonction des paramétres du probléme sous la forme de

la double inégalité : 49282 - >‘ng> 0

c'est-a~-dire en remplagant Xg’ Xz, ﬂg, ﬂz par leurs valeurs

(\/£(3c + cl) \/(L + 3L1) (3¢ + ¢, = 3c))

28 ’ 20

Sott VaGe + e \fe (B + 38)

p> Max ( —y— “—T)

1

0> Max

Ce qui donne la valeur minimum admissible pour Do

Cette valeur limite malheureusement la portée de notre méthode car si 1l'on désire
un At trés faible on est amené 2 prendre un Ax assez.petit ce qui allonge considé-
rablement le temps de calcul, On peut évidemment jouer sur la valeur de § entre 0,5
et 1 pour vérifier les conditions de stabilité mais il faut se souvenir que 1'erreu:
croit comme 52, Nous aboutissons donc exactement au m@me probléme que celui exposé

par J.C, SABONNADIERE dans (15).
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5. PROCEDURES,

Nous avons écrit 3 procédures ALGOL permettant d'effectuer la partie
des calculs qui est semblable pour tout probléme d'évaluation de surtension. Pour
utiliser la méthode proposée il est nécessaire d'introduire une procédure supplé-
mentaire, dépendant du type de la 2&me conditon aux limites,; pour initialiser le
calcul»des AVK, AIK a partir des résultats obtenus par les 3 procédures que nous
allons décrire. '

Ces procédures -supposent déciarées un certain nombre de variables et de tableaux
dont la liste est donnée en Annexe (ainsi d'ailleurs que le texte des procédures).
Procédure INITIAL

Cette procédure a pour but de calculer un certain nombre de valeurs invariantes
par rapport au temps ;. Elle permet, mise en dehors de la boucle "temps" un gain
de temps appréciable,

Procédure DESCENTE(EI, EF, FF, N).

Cette procédure calcule 3 partir des valeurs E1 et F, supposées mises dans: les

1
tableaux EI et FI, avec ?xE =EI[17], pg. = EIL 2] Fj = FI [J] , les différentes
valeurs caractéristiques dés matrices EK ét les vecteurs FK’ D; mis en réserve dans

des tableaux prévus i cet effet,

Aprés l'exécution de DESCENTE EF contient les valeurs caractéristiques de la
matrice EN+1 (si Npx = L ou L est la longueur de la ligne étudiée), le tableau
FF contient le vecteur FN+1°
Procédure MONTEE(DV, DI, N).

Cette procédure calcule pour K = N, N~1, ..., 1 les vecteurs AVK et AIK successifs;
les ajouter respectivement a V; et IE en supposant les tableaux DV et DI remplies
par les valeurs de AVN+1 et AIN+1°
N.B. MONTEE n'assure pas, pour des raisons que l'on verra au paragraphe suivant,

no R
la mise & jour de VN+1 et IN+1°
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6. RESULTATS.

Nous avons appliqué cette méthode au cas suivant.

Les constantes des équations aux dérivées partielles étaient

R = o.oza/Km' L = 0.00105/Km ¢ =1, 0410"9/Km

R, = 0,085/Km L; = 0.000785/Km c; = 8, 510"9/Km.
La deuxiime condition aux limites utilisée peut s'écrire
ecs wt Vl(t)
en posant E = cos(wt v, = Vz(t)
cos(wt +'21/3) V3(t)
4
I, () I 1(t)
— ' . 3 ] 3 = '
I, Iz(t) I, variable auxiliaire I.z(t)
1
13(t) _ I',(t)
dI't
- ' - ST——
{ E ROI LO 3t
(1)

d
Ji + I' = c Vt
0 at

Les conditions initiales étaient V(x, 0) = I(i, 0) = 1'(0) =

dV(
dt

Q) = o,

donc

Remplagons I't par sa valeur on obtient

dV d v, dIt
(2) E_ - RS dt + Ry - Locg —5— +Ly i =V,
dt
Les valeurs des constantes étant : RO = 0, ¢y = 310-7, LO =.0, 029,

Cette équation différentielle remplacée par un schéma aux différences classique

donne une relétion linéaire entre AL et AVN+1’ relation qui jointe a celle

N+1
obtenue aprés I'exécution de DESCENTE permet de calculer AT

d'utiliser MONTEE,

et AV donc

N+1 N+1
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N.B. L'équation différentielle (2) nécessite pour 8tre intégrée correctement un pas
At trés petit qui n'est pas justifié pour 1'intégration des équations générales

de propogation, nous avons donc intégré (2) avec un pas dt = pt/K (K = 25) en
supposant les quantités E et

F
N+1 N+ .
donnons en annexe la courbe de tension obtenue et celle de référence tirée de (14),

] constantes entre npt et (n+l)pt. Nous

Nous ne concluerons pas sur l'utilité de notre procédé pour le calcul
des surtensions car nous n'avons abordé cette question qu'a titre d'exemple de
1'étendue du domaine possible d'applications de notre méthode et nous n'avons pas

suffisamment approfondi le probl2me physique général, nous bornant 2 quelques

essais numériques particuliers,
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CONCLUSION

Les différentes études sur le coup de bélier que nous avons pu consulter

[éf (5) et (16) notammenq] avaient toutes ceci en commun ;~aprés un exposé théo-
rique de la méthode générale suggérée l'auteur traitait quelques exemples et ter-
minait sans avoir épuisé la diversité de ceux-ci et en.essayant de donner quelques
conseils & ceux qui voudraient utiliser son procédé pour traiter un cas non étudié
dans 1l'ouvrage, Aussi sommes-nous pleinement conscients d'une part de l'arbitraire
qu'il y a a arr@ter 1la cette étude et d'autre part que nombre de cas particuliers
nécessiteront une petite étude complémentaire pour 8tre étudiés par la méthode
que nous proposons.
Nous pensons qu'elles ne devraient pas offrir de difficultés particuligres, sur-
tout si le choix de notre procédé de préférence & un autre a été fait en pleine
connaissance de cause, c'est-a-dire en connaissant aussi bien 1l'une que l'autre
les 2 méthodes. Il est en effet difficile de guider le choix des utilisateurs car
celui-ci est déterminé par des facteurs aussi divers que le cofit, le temps néces-
saire 3 l'obtention des résultats, la précision sur telle ou telle granﬁeur, la

diversité des résultats & connaftre etc ...

Les caractéristiques de la méthode que nous avons présentée étant assez
satisfaisantes dans ces divers domaines nous pensons néanmoins qu'elle pourra &tre

utilisée avec profit dans une bonne partie de cas réels,
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