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INTRODUCTION

Les problémes de contrdle optimal sont connus et &tudiés depuis longtemps par les
mathématiciens, on peut citer par exemple le célébre probléme de navigation de Zermelo ;
1'outil utilisé pendant la premi&re moitié de ce siécle &tait le calcul des variations
classique qui ne convient malheureusement qu'd peu de cas pratiques. Les travaux de
BELLMAN et la programmatien dynamique, puis les travaux de PONTRYAGIN et de son équipe,
dont le principe du Maximum prolonge le calcul des variations; proposdrent des outils
plus puissants et denndrent un nouvel essor aux méthodes d'optimisation dynamique,
répondant ainsi aux besoins nouveaux des techniques de pointes, de la chimie 3 1'in-

dustrie nucldaire ou adrespatiale ([4],[29])..

Si on utilise le principe du Maximum, et c'est le cas ici, les difficultés
rencontrées dans la résolution numérique sont celles que pose un systéme différentiel
avec des conditions aux limites mi-initiales, mi-terminales, auxquelles s'ajoutent
leé difficultés apportées par la forme de la commande, déterminée d chaque pas de

1'intégration, et par 1'absence des propriétés habituelles de dérivabilité.

Nous retrouvons ces trois difficultés générales dans le probléme particulier,

défini au chapitre I, qui fait 1l'objet de cette &tude :
L)

Systéme 3 &volution linéaire : X=AX+BU +C
T t t

et critére 3 minimiser g (X oX+u Bu)dt
0]

~

T,X(0) et X(T) étant fixés et la commande U(t) appartenant 3 un polyé&dre convexe.

En utilisant le principe du Maximum, nous rechercheons au chapitre IT les propriétés
d'existence et d'unicité de la solution du probléme ; nous &tablissons &galement des
propriétés de dérivabilité qui justifient un algorithme bas& sur une méthede de gradient

dont on &tudie ensuite les possibilités au peoint de vue numérique.



Sur le probléme simple ol commande et &tat sont des scalaires nous &tudions au
chapitre IIT1 des méthodes particuliéres adaptées 3 une résolution numérique sur calcula-
teur digital et analogique, et permettant dans certains cas 1l'obtention directe de la
solution ; ces méthodes précises et rapides, axées sur la recherche des instants oii la

nature de la commande change, ne peuvent malheureusement pas s'étendre au cas général.

Nous développons ensuite des algorithmes et des programmes, d'aprds 1'étude du
chapitre II ; une &étude expérimentale a permis de faire un certain nombre de choix
sur la conduite de 1'itération, depréciser les difficultés numdriques et enfin d'évaluer

les possibilités et les limites du programme obtenu.

On constate que pour des systémes totalement controlables et stables, 'le faible
nombre d'itérations nécessaires permet d'obtenir une précision satisfaisante en un
temps acceptable pour des systémes jusqu'i»l'ordre quatre, en revanche, dans les cas
moins favofables, 1'intervention de l'utilisateur et plusieurs essais seront nécessaires

pour obtenir un ré&sultat convenable.
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CHAPITRE-

FORMULATION DU PROBLEME ETUDIE

On se propose de situer cette &tude dans le cadre général des problémes
de contrdle optimal, de donner les définitions et notations de base, de fixer
la formulation et enfin de distinguer les différents cas justifiant une &tude

particularisée en vue d'ume résolution numérique.

I - LE PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL

On considére 3 l'instant t d'un intervalle de temps [to,tll un systéme phy-

. - . - - n - .
sique ou &conomique représenté par un vecteur de R (vecteur d'état) soit x(t), de

composantes xl(;),...xn(t) (variables d'état).

< fe s 113 < : r
- Le systéme est soumis 3 1'instant t 3 une commande u(t) de R (vecteur de commande

~ 1 r \ = . P
ou contrdle) de composantes u (t),...,u (t) qui agit sur 1'évolution de 1'&tat

suivant certaines régles caractérisant le systéme.

- u(t) et x(t) sont astreints 3 vérifier certaines contraintes ; une fonction u(t)

telle que ces contraintes soient satisfaites est un contrdle admissible.
- Enfin on définit un critére, fonctionnelle de u(t) et x(t) i valeurs dans R.

- Le probléme du contrdle optimal est la recherche d'un contrdle admissible qui

minimise le critére.

- La trés grande diversité de ces problémes nécessite une classification. STEINMETZ[3Q]
en donne une, devenue classique, qui recouvre la majorité des problémes pratiques,

et qui est résumée par le tableau ci-aprés :
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Probléme de temps Probléme de controle- Probléme de contrdle 3
A~ B- , . |G-
minimal terminal intégrale minimale
Temps non fixé fixé peut €tre ou ne pas étre
fixé *

Etat terminal |Au moins une composante|Au moins une composante |Peut &tre ou ne pas &tre

fixée fixée fixé %
i i ' . P B
gz:i?a:;g;zn. Au temps A au ?:éﬁin:? ctat A une intégrale

- Les exmples les plus classiques des divers types sont :

Type A : Navigation aérienne, destination fixée et durée de vol minimale
Type B : Satellisation, & altitude donnée, maximiser la vitesse horizontale
Type C : Navigation adrienne, minimiser la consommation, destination fixée et temps non

limité,.

Réaction chimique, maximiser le rendement pour un temps donné.

-

- Nous nous attacherons & r&soudre certains problémes du type C, qui peuvent se ramener

d'ailleurs au type B par des transformations simples.

IT - LES EQUATIONS DU SYSTEME

Notation
- Dans ce qui suit et pour alléger 1l'écriture des diverses relations nous omettrons
généralement la variable t dans les fonctions et nous utiliserons une notation matriciel-

le en considérant les vecteurs comme des matrices colonnes,

% Soit le temps, soit au moins un des &tats terminaux est fixé. L'intégration se fait
respectivement sur 1l'intervalle de temps ou sur les valeurs initiales et finales de
la variable d'état. '
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Evolution

- Le comportement du systéme est régi par son dquation d'évolution,systéme diffé-
p y gL p q 28y

rentiel linéaire :

dx _
rre Ax + bu + C (1)

A matrice (n,n) d'éléments aij donnés (i,j = l,.e.,n)
B matrice (n,r) d'éléments bij donnéds (i = l,eee,n 3 j = 1l,00.,1)

C matrice colonne & n éléments c, donnés (i = 1,...,1)

. n '
- Pour t lto,tll, x(t) est libre dans R ; par contre pour tout t fto,tll
u(t) est astreint i demeurer dans le domaine fermé U. U est ici un poly&dre convexe borné

»
invariant dans le temps et défini par :

AMa+py =0 , (2)

- Py

oli A est une matrice (p,r) & éléments Aij donnés (i = lyeeesp 3 3 = 1,000,0)0

u est une matrice colonne & p &léments . donnés (i = l,ee0e,P)s

. . . x =
- On exige de plus que u(t) soit continue par morceaux et pour la cohérence

de la définition on supposera la continuité & gauche en définissant u aux points de
discontinuité par u(8) = u (6-0).

Critére

On considére un critére sous forme intégrale défini par
t

1
1 =j g(x,u)dt (3)

t
o

Dans tout ce qui suit nous nous intéresserons au cas particulier ou g est quadratique

et de la forme :

% Définition de la continuité par morceauX.
Si f est une application de R dans un espace X avec une distance d dans X, on dit que
f a une discontinuité simple ou de premidre espéce en t, si f n'est pas continue en t
et si £ a 3 la fois une limite & droite et une limite & gauche, c'est-d-dire qu'il
existe f£(t+0) et £(t-0).
Une application est continue par morceaux si elle n'a qu'un nombre fini de discontinui-
tés, toutes étant simples (ou de premiére espéce).
On utilisera ici la distance associée 3 la norme du maximum.
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1, t ot
g(x,u) = 5(x" ox + u” B u) (4)
ol o est une matrice (n,n) symétrique définie positive donnée
B est. une matrice (r,r) symétrique définie positive donnée.
Dans le cas le plus simple (cas unidimentionnel) on aura :

g(x,u) = %{axz + Buz).

III - LES CONDITIONS AUX LIMITES

Conditions sur 1l'édtat,

Les conditions initiales seront supposées complétement fixées : x(to) =X 3
les conditions finales pourront étre fixées de fagon partielle ou totale, nous supposerons
que chaque composante de X(tl) est fixée ou libre, on pourra écrire ces conditions sous

la forme :

i i

X k(tl) = x K

t1 pour k= 1,...,8 < n

ik # ik' si k # k'.

Condition sur le temps.

On remarque que le temps n'apparait que sous forme d'élément différentiel, on
allégera donc.les notations.en posant par exemple : t, = 0o, t, = T,
Nous nous trouverons devant des problémes différents suivant que T est fix& ou nom ; dans
le premier cas le systéme sera défini seulement sur [b,T], dans le second cas 11 faudra

supposer une définition pour un majorant de T ou méme pour t = +w,

Classification des problémes.

En fonction des conditions sur 1'état final et le temps, on distinguera :

Pbl - Temps fixé ~ Conditions finales complétement fixées.

Pb2 - Temps libre - Conditions finales complétement fixées.
Pb3 - Temps fixé - Conditions finales incomplétement fix&es,
Pb4 - Temps libre - Conditions finales incomplétement fixées.
Pb5 - Temps infini.
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Le probléme Pb5 pourra se traiter en faisant tendre vers 1'infini le temps fixé des
Pbl et Pb3, une condition apparait alors pour la convergence de 1'intégrale :

les conditions finales imposées ne doivent pas exclure 1'état d'équilibre du systdme (1).
p P q y

On remarque que la solution d'un probléme en temps non fixé fournissant le temps
d'évolution T est &galement la solution du probléme en temps fixé pour ce méme T. Ce
qui montre que, th&oriquement du moins, la résolution du probléme en temps fixé permet
celle du probléme en temps libre en faisant varier le temps fixé et en minimisant le
fritére°

De méme la résolution du probléme 3 conditions finales complétement fixées permet
celle du probléme & conditions incomplétement fix@es. En fait, nous verrons qu'il existe
une maniére plus directe de procéder (cf. ch. IIB),
Le probléme Pbl sera donc celui que nous nous attacherons i résoudre, les autres

problémes s'y ramenant tous.

On peut &changer les rGles des conditions initiales et finales par le changement

-de variables suivant : x > £, u >y

dx _ S 4 _ _. -

rrie Ax + bu + C ra AL Bu C
>

x(0) = XO’ x(T) =‘XT £(0) = 'XT, g(T) = XO

' Les relations entre les variables d'état et les: commandes sont :

{x(t)
Sm
{u(t)

%(T-t)
p(T-t)
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IV - DEUX FORMULATIONS EQUIVALENTES DU PROBLEME
Définitions

Un contrdle admissible est une fonction vectorielie u(t) continue par morceaux
et définie sur [O,T] telle que pour tout t € [b,T] u(t) appartienme 3 U, et telle que
le systéme ainsi gouverné passe de 1'état X 3 1'instant 0 & 1'état x, i 1l'instant T,

Un contrdle admissible u(t) est dit optimal s'il minimise la fonctionnelle (3)
avec g(x,y) défini par (4).

Une trajectoire admissible x(t) est associée d un contrdle admissible u(t).

Une trajectoire optimale %(t) est associée a un contrdle optimal G(t).-

On se propose d'examiner s'il existe des commandes et trajectoires admissibles,
et dans ce cas de trouver une commande optimale et sa trajectoire associée (ou toutes

les commandes optimaleé et les trajectoires associées).
On résume ainsi ce probléme fondamental PT :

Pl : Existence et détermination de #i(t) et %(t) définis pour t e[O,TI
tels que :

- pour tout t u(t) e U, U= {u,Au+p = O}

- %(0) = x_, &(T) = X5

-.% est solution de %% = Ax + bu + C pour u = @(t)
' T

; - i et % rendent minimum I =‘%- (xtux+ut6u)dt
i 0 '

Cherchons maintenant & formuler un probléme du type B (critére final) équivalent au

probléme PI.

t -
5 (xtax+ut6u)dt (5)
0

Nof =

On pose : x°(t) =



Le critére I s'écrit alors :

T = x° T t t _ .0
=x (t) + (x ax + u Bu) dt = x (T) (6)
t

P st s sa e o P . - .
x°(t) est défini par la condition initiale x (0) = O et 1'&quation d'é&volution :

dxO

It (xtax + utBu) 7)

N =

o 1 - o n+l N >
On considére alors le nouveau vecteur d'état X = (x ,x) de R et le systéme gouverné

par la méme commande u(t) selon les équations :

ax°
dc
dx
dt

%(Xtax + utBu)

Ax + Bu + C

que l'on notera :

i
ax _ dx- i
T = Fw) ou g = £ @)

i=0,1,000,n
On obtient donc le probléme 3 critdre final PII équivalent & PI

PIT : Existence et détermination de #i(t) et X(t) définis pour t < [o,T]
tels que :
~ Pour tout t u(t) € U, U = {u, Au+p 2 O}.

- X(0) défini par ¥°(0) = 0, % (0) = xi 1
— X(T) partiellement défini par & (T) = x% i=1,2,.0.,n0.

1,2,.0.,00

- X est solution de %% = F(x,u) pour u = @(t).

~

- {i et X rendent minimum xo(T).
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V - LES DIFFERENTS CAS ENVISAGES

Dans le cadre des formulations ci-dessus, on distinguera trois cas de difficulté

croissante que l'on traitera séparément,

Probléme scalaire (Ch., III)

x et u variables réelles.
- x(0) = X, et x(T) = X5 sont .fixés., .
- u(t) ¢ [-l,%llo
- Critére : S (x2+Bu2)dt
)

. dx _° - =
- Evolution : EE'=’X+BU B constante positive donnée

La réduction 3 ce modéle de tous les types de probléme PI scalaire est envisagée au Ch.ITL
On étudiera des méthodes spé&cialement adaptées & ce cas simple.

[

Probléme vectoriel & commande scalaire (Ch, IV)

X danisn et u dans R
- u(t) & [-1,+1]
. T7 ¢ 2 . . e . )
- Critére : S (x ax + u )dt, o est une matrice symétrique définie positive donnée
o

- Evolutien : = Ax + Bu+ C I B est une matrice colonne (r,l)

dx
dt
La réduction 3 ce moddle de tous les types PI a commande scalaire n'est pas possible.

On étudiera le mod&le général et l'application la plus classique, c'est-a-dire 1'équa~

tion différentielle linéaire de degré n :

GO ax(n-l) bt kx' + 0x 4+ 1 =u

Probléme vectoriel 3 commande vectorielle {ch. V)

C'est le cas. le plus général, on étudiera également les cas particuliers ot U

est un hypercube et ol les matrices sont diagonales.
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CHAPITRE-II

UTILISATION DU PRINCIPE DU MAXIMWM POUR
LA RECHERCHE D'UNE POLITIQUE OPTIMALE

Dans une premiére partie nous allons énoncer le principe du maximum de
PONTRYAGIN, en rappelant la démonstration dans un cas particulier et en évoquant son
»aspect géométrique.
Dans une deuxiéme partie, & partir du principe du maximum et des particularités
de notre probléme, nous établirons la base mathématique des algorithmes de résolution

développés aux chapitres suivants.

A - LE PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN

Formulé ‘et démontré pour la premidre fois par PONTRYAGIN [14] le principe du
maximum se démontre dans un cadre plus général que celui de notre probléme, nous sup-—
poserons admis ces résultats &tablis dans [81, [12].

Nous reprehdrons rapidement une démonstration due 3 PALLU DE LA BARRIERE [13]

_et adapté@e au cas particulier que nous considérons ; nous exposerons ensuite un aspect
"géométrique simple du principe du maximum 3 partir des travaux de LEITMANN [9][11] et
BLAQUIERE [11] qui nous sera utile pour la mise.en équation du Ch., II-B.

I - HYPOTHESES ET NOTATIONS UTILISEES

-

On considére le probléme 3 critére final défini au Ch. I-§-4 ; 1'évolution du

x,systéme est donc régie par :

R - F (x(e), ule) (1
avec X = (x°,x) e R ;

sl . o
et le critére 3 minimiser est x (T).
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On rappelle deux propriétés des équations différentielles :
Propriété 1 : Soit 1'équation différentielle %%SEZ = G(X(t),t) (2)
oii G est continue et continuement dérivable par rapport a X (i.e. Gi existe et est.
continue) ; l'application qui a X(to) associe X(t) est différentiable et sa dérivée

est la résolvante A[p,tol, de 1'équation :

dy(t) _ . . |
T - % X(t),t) . Y(t) (3)

Propriété 2 : Soient les équations :

EE) = ge) 0 X(®) )

__—ji(t) = =5 (t) o ¥(t) (5)

~ - t ' P .
ol l'opérateur ¢ est le transposé de l'opérateur ¢ .
Si l'opérateur ¢(t) est une fonction du temps continuement dérivable par morceaux,

A(t,to) et B(t,to) &tant les résolvantes respectives des &quations (4) et (5), alors

on a 3

B(to,t)_= At(t,to)

'

Définition

On appelle domaine t-atteignable et on note D(t) pour t « [O,T] 1l'ensemble des

stats X(t) ol X est une trajectoire admissible.

Notation

On désignera par u une commande admissible et par X la trajectoire associée
avec X(0) = Xo' Quand on désirera particulariser une commande et sa trajectoire asso-

ciée, on les notera u et X.
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IT - THEOREMES PRELIMINAIRES

Pour démontrer le principe du maximum, PALLU DE LA BARRIERE [13] considére des
petites variations de la commande.

Théoréme 1

+
Soit h e R" ; T réel positif, e(r) fonction & valeurs dans R telle que
1nn e(r) = 0 Xl,...,k constantes p051t1ves 3 Ugsene,l, valeurs du demaine U des
N ty € [0, TI point de continuité de U.
! = +¢o¢ ! = .
On pose A, Al +Aj, Xo 0
On considére la commande U_ ainsi définie sur EO t ]
uj pour .t ¢ [to Xjr, t —-A, -1 J
U (€)= . ®)
‘ u(t) partout ailleurs.
et la traJectolre associée X avec la conditien initiale X (0) = X(0)+th+te(1).
Pour T suffisamment petit, XT est définie sur [0 t ] et 1'on a :
. J ) . .
X () = X(£) + tA(t ,0) h + Tjil A [f(X(to),uj—f(X(to),U(to)):[ N
? + 1eq (1)

avec lim e.(1) =
>0

Ce premier théordme fait intervenir une perturbation de la commande  en un point

le théoréme suivant le généralise en considérant un nombre fini de points.
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Théoréme 2

ST

Seit t.,ese,t, 000t e|0,T| une suite croissante de points de contipuité distincts
1’ 3 1’ H I s

l
j +
i de U et pour tout i des valeurs u, 3 e U et Ai . € R avec j « 1,2,...,Ji et avec
! ’ s
{
) Ay o= L

i,j

]
On pose A , = % X, , avec A' =0
i,j k=1 ik i,o

. . PR | ! °
ui,, pour t & [ti }‘i,jT’ti )‘i',j—lﬂ

Soit U_ la commande définie par U = {~ (8)
T T .
U partout 'ailleurs.

Alors il existe T tel que pour T < Tys la trajectoire correspondante soit .définie

pour la condition initiale XT(O) = X(0) et 1l'on a :

X (T) = X(T) + TIoAy j A(T,t,) [f(i_(t«i),ui’_j)—f(i(ti) ,ﬁ(ti))J+Te(r) (9)

i,j 7
avec lim (1) = 0
>0

De plus les t, et les us étant fixés,eT tend uniformément vers zéro si. les xi I
1 H

sont variables,

On introduit alors ‘lanotion de contingent vectoriel :

On appelle arc d'origine x tracéd dans E c:Rn+l une fonction dérivable £(1) d'un

segment,[O,elddans E telle que £(0) = x.

On appele contingernt vectoriel de E en x 1'ensemble des vecteurs tangents en x

d un arc d'origine x tracé dans E.

On déduit du théoréme 2 les corollairés suivants :
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Corollaire I
Le céne convexe,KT engendré par les vecteurs A(T,té) [f(X(to),u)—f(X(tO),U(to)J

pour t_ < ]O,TI point de continuité de U et pour u « U, appartient au contingent

vecteriel de D(T) en X(T).

Corollaire II

501t A une demi droite ouverte d'origine O intérieure 3 KT alors la demi droite

X(T) + A coupe D(T)

Remarque : Nous admettons ces résultats sans refaire les démonstrations de tous ces
» théorémes et corollaires qui se trouvent dans [131, dans un cas plus général que

celui qui nous occupe.

IIT - ENONCE DU PRINCIPE DU MAXTIMUM

Appliquons'leS'rééﬁltats précédents i 1a‘caractérisation d'une commande optimale
pour notre probléme. L'état initial est fixé ; 1'@tat final appartient 3 la demi-

droite V définie par x(T) = x., X (T) > 0, Le critére final 3 minimiser est x (T)

c'est-3~dire que si X est la Erajectoire optimale et X une trajectoire admissible quel-
conque on a : X(T) = i(T) + v avec v € V. ' '
Soit W le déﬁi-droitg opposée i V, définie dohc,par x(T) = Xp» x°(T) < 0, soit ;
. une commande optimale et X la trajectoire associe, on a : (W+X(T)) N R(T) = 6 ;
par suite d'aprés le corollaire II W 0 Ko = .

Il existe donc une hyperplan qui sépare W et K au sens 1arge, écrivons son équation

T
?(T) X = 0 et supposons que si X appartient 3 Ky alors ¥(T.X < 0,

En tout point de continuité de U on a ¢
¥(T).A(T,£) [F(t),u) - FE(®),U(t)] <0 (10)

- Soit Y¥(t) la solution de 1'équation :

dW(t)
dt

donnant la valeur fixée ci-dessus- -3 ¥(T).

= -—F't(X(t) ,u(t)).v
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D'aprés la propriété 2 : Y¥(t) =(At(T,t) ¥ (T)
Dol :

ve) FEE®,0 - FE® U(t))J L oan

i

D autre part v C:KT dohc en tout point v de v W(T).v <.0 3 ce qﬁiiimplique
¥o(T) < ‘ '

Nous pouvens alers énoncer le théoréme suivant :

Theereme 3

Suppesons u optimale pourle critére final xo(T) parmi les commandes admissibles ;
alors il existe ¥(t) solution de 1l'équation

dy _ ot o - ,

&= —RE R ,u() ¥ (12)
avec la condition ¥°(T) <

tel que 1'on ait en tout instant de continuité de u(t)

max. (¥.£X(E),0)) = ¥(0) . EX(E),u(t)) - (13)
ueU 

Nous allons appliquer ce thé&oréme a4 un systéme de contrdle dérivé du précédent.
Toute trajectoire X(t) peut se paramétrer par X = X(@(s)), t = Y(s) ol (pest
une application dérivable strictement croissante pour s < [Q,Lj,

Posons x(s) = X(Q(s)) et ULs) = U(y(s)).

Considérons le systéme dont l'état est représenté par (x,t) et la commande par
(: 4') avec la contrainte y' > O et appliquons le théoréme précédent. L'équation
adjointe est :

aXs)

Tt & (s) FL(x(s),U()) ' (s)

i@
e 0
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. . ‘s o o , .
Pour une trajectoire optimale par rapport au critére x (T) = x (1), il existe une
solution non nulle de 1l'équation adjointe @(s),&(s)), telle qu'en tout instant

de continuité de U(s) on ait

[P (). F(x(s), 2U(s)) +@(s)] F'(s) = max (((s).F(x(s),wv). (14)
ueU
v>0

On tire de cette relation :

S (8) . F(x(s), U(s)) +@(s) = 0
et

max @ét(S)-F(;(S),u)) =0
ueU

En revenant aux notations du systéme précédent, cette &quation donne :
ot > “t > ~
Max{¥ (£).FE(),u)} = ¥ (&) .FX(t),u(t)) = 0 (15)

Ce résultat, joint au théordme 3, permet d'énoncer le théoréme général.

®

On écrit 1'@quation d'évolution et le systéme adjoint sous la forme détaillée 3

i

dgt 1 .
._d%:{_ = fl(x,u) i=0,1,.,.,n (16)
dav! n o
i of "(x,u X
== - aEO ——-S—i—l ¥ i=0,1,...,n (17

9xX

Ce systéme est linéaire et homogéne en ¥ pour toute condition initiale il admet = donc

unie solution unique ¥ = (WO,Yl,...,Wn)

On considére alors la fonction ﬁg(w,x,u) ou Hamiltonien qui .permet de réécrire

commodément les deux systémes.

.z = <y, Fau)> = 5 vf (x0) | (18)
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D'oli les nouvelles &quations d'évolution du systéme et du systéme adjoint

i .
d 5% .
-a-}t{—-= —a-?— 1= O,l,coc,n (19)
i
dy,
i P . ‘
Et_—:—:_.g:j;_é 1 = O,l,-.-,n (20)
ox’

Pour des valeurs fixées de X et ¢, #zest une fonction du paramétre u < U, si”% atteint

son maximum sur U, ce maximum est

M (0,%) = supH(,X,u) (21)

uelU

Nous pouvons alors énoncer le thé&oréme.

Théexréme général (PONTRYAGIN)

Seit u(t), t € [O,T] un contrdle admissible tel que la trajectoire correspondante

X(t) qui commence en Xo a 1'instant O passe en T par un certain point X,, avec

1

. T
xl(T) = % t=1,2,...,0.

Pour que la trajectoire X(t) et le contrdle u(t) soit optimaux, il est nécessaire
qu'il existe un vecteur fonction §(t) non nul correspondant a X(t) et u(t)

tel que :

1°) Pour.tout,.t la fonction - (P(t),X(t),u) de la variable u admet son maximum

au point u = u(t) :
W) ,x(0),u(®)) = @(L),X()) (22)

2°) A 1'instant terminal T les relations

¥ (1) 50 | | (23)
o6 (9(1) ,X(T) = 0 (24)

sont vérifiées

De plus si P(t), X(t) et u(t) vérifient les relations (19), (20) et (22) 1les
fonctions du temps Wo(t)fet0¢(w(t),X(t)) sont des constantes. Les conditions (23)

-~

et (24) sont denc vérifides 3 tout instant.
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Remarque : Le principe du Maximum, condition nécessaire d'optimum global, est, comme

sa démonstration le montre, une condition suffisante pour un extremum local.

IV - ASPECT GEOMETRIQUE

Nous donnons ici une interprétation purement géométrique du principe du Maximum
qui conduit 3 une autre démonstration, et qui permet de donner un sens précis aux
relations (23) et (24).

Nous ne donnons la démonstration que dans le cas des points "réguliers intérieurs"
"définis ci-dessous, la généralisation du théor@me aux points ne vérifiant pas cette
hypothése supplémentaire &tant longue et complexe. '

=

Définitiens .

. + . (5} . . .
On nete I' la trajectoire dans R" 1 du peint (x ,x). Sur une trajectoire optimale

T,
*x ) . ~ . . .
On note E" 1'ensemble des points de R d'od l'en peut atteindre X, par une trajectoire

x . % ~ o
I'" déterminée, on note V (x) le colit de transfert de x i X

optﬁnale. P

Sur une courbe I' quelconque on a : =x° (t) + 5 £%(x,u)dt = C.

Sur une optimale on a : x_ + V*(x) = C (25), 0 C étant une constante; pour l'ensemble

n+1

des trajectoires ™ passant par X, (25) est l'équation d'une surface I dans R 3

T’
P . . * - ; -
la détermination de V' (x) &tant unique % est une surface i une nappe.

“ % est appelée surface limite.

En général la fonctien x° =_C—Vx(x) s'annule sur une surface S de r" d'équation :
%*®

vVix)=C¢C

S est appelée isocolit XT
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Propriétés des surfaces limites

: . . > S . n+l s
Toute trajectoire optimale I qui atteint XT de R est toute entiére centenue
dans la surface limite passant par XTo '
Remarquons que les surfaces limites se d&duisent les unes des autres par une

translation AC paralldle i 1'axe 0x°.

R . X . ~
Une trajecteire optimale ' avec un peint dans -une surface limite I est entiérement

contenue dans I:

Les surfaces limites sont les lieux des trajectoiresfoptimales.

- = - * o. P
Une surface limite deonnée sépare E° x x en deux régions ouvertes :

A= {X = 2,0 & x° > cvE(x))

]
1

= {X (xo,x) : x° < C—VX(X)}

=]
i

Il n'existe pas de trajectoire partant -d'une surface limite donnée I et rencontrant

Xy % 0x° en un point de BZ°

Les lemmes 2 et 3 conduisent au théoréme suivant

Théoréme 5

Une trajectoire (optimale ou non optimale) dont le point initial appartient.
d une surface limite I, ne peut pas passer en un peoint de BZ'
En ce sens I est une surface limite : c'est la frontiére de la région qui.con-.

tient toutes les trajectoires issues de la surface.



- II-11 -

Propriété d'une transformation lindaire

issu du point X d'une trajectoire optimale
J = nJ(t) sont

On censidére un vecteur n de R
t ¢ [O,Tj, et dont les composantes n

o ~ *
générée par le controle u (t),

r

les solutions du systéme :
and _ 2 ard e o ol 26)
T ieo ot Ix=x*p) |

j=0,1,0..,n

»
avec les conditions initiales n(0) = n .

o
Les équations définissent une transformation linéaire non singulidre A(to,t) telle que

27) -

n(t) = A(O,t) "o avec t € [O,T]

Résumens en les propriétés

% g 1Szt %
Le transform& m(X"(t)) de la variété linéaire m(X (8)) contenant le point
t) a les propriétés suivantes

X7(0) de I' , par la transformation linéaire A(t0

a) w(X*(t)) est défini pour tout t ¢ [0,T]

b) m(X"(t)) est une vari&té de méme dimension que (X (0))
¢) L'orientation de ﬂ(X#(t)) varie continuement sur [O TI

Transformation de 1'hyperplan tangent

1a trajectoire optimale générée par le contrdle u (t), t e EO I] issue
¢ intérieur 31gn1f1anL

Soit
du peint 1n1t1a1 x* (0) supposé point intérieur régulier de I :

x 0x° » régulier signifiant que 1'hyperplan tangent est défini.

intérieur 3 E
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Considérens un voisinage A dans I du point Xx(O) défini par

Ax*(0)) = (X : X = X(0) ez}
. (28)
X(0) = X¥(0) + e¢_ + O(c)

avec.:

- ¢ assez petit pour que X(0)&Z

IEPT GO
e+0

-4, € TA(X*(O)) hyperplan tangent a

A, Ax®(0)) en x*(0)

'1‘A est aussi hyperplan tangent a I

Les &quations d'évolution (16) et le contrdle optimal u*(t) transforment A(X*(O)) en
A(X*(t)) tel que : »

CAKT(E)) = {X ¢ X = X(£)}
(29)
X(t) = X7(t) + e¢(t) + O(t,e)
avec

0(t,e = o -
-—igi—l tend vers zéro uniformément pour tout t quant € tend vers zéro

- ¢(t) solution de (26) avec ¢(0) = ¢_.

X(t) étant sur une trajectoire issue d'un peint de I appartient .3 AZ U L pourvu que

%* . R : .
X7 (t) soit un point intérieur de I et que |e| soit assez petit.

Si les points xx(o) et Xx(t), t e [b,T] de la trajectoire optimale r* de la surface

L, sont des points réguliers, intérieurs de I , alors l'hyperplan tangent 34 I en x*(o)

est transformé en hyperplan tangent 3 I en X*(t) par la transformation linéaire définie
par les &quations variationnelles (26).
i.e.
% x
T, (1)) = A(0,8) T, (X*(0)) (30)



- II-13 -

Le principe du Maximum sur une trajectoire optimale réguliére.

. X . . . P o n . .
On dit que T est une trajectoire optimale réguliére si tous ses points sont

des points réguliers intérieurs.

Soit X' un point régulier intérieur, soit v(X") le vecteur unité normal 3
en X' et dirigé vers B, , on a alors :

yo@®" < 0 (31
D"aprds le théoréme 5 :

YyED.EX,u) £ 0 Fuel (32)
De plus si X' = Xx(t') appartient a P*, d'aprés le lemme 2

Y () @ () 0 () = 0 | 33)

On considdre alors le systéme adjoint défini en (17) qui admet la‘solution y(t) continue
et unique si on donne Y (0) = v°.
On considére un n &éfini ci-dessus par 1'équation (26) § 12, un résultat classique donne
alers

p(e).n(t) = K K étant une constante.

vt [0,T] (34)

Sin° #0< TZ(X*(O)) etsi 40l Tz(x"(o)) et dirigé vers By
alers : '
| p(e).n(t) =0 ¥ t e [0,T] (35)

"D'apras les relations (32) et (33)

W(e) (X () ,u) < 0 Vuel (36)
: ¥ te[0,1]
et o
()BT, 0 @) = 0 ¥ te[0,T] (37)
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. - . P o c 2 =
Comme x° n'apparait pas dans 1'équation (17) définissant y et comme § est dirigé vers
B .
z

On a de plus : Wo(t) constante

(38)

2N
o

wo(t)

Les relations (36), (37) et (38) sont &quivalentes aux propri&tés &noncées par
le théoréme général, on a donc redémontré le th&oréme pour les points des trajectoires
-optimales réguliéres.

L'interprétation de ¥ comme un vecteur orthogonal au plan tangent a i et de %%

comme un vecteur tangent i la trajectoire tracée sur I, permet de donner un sens aux
expressions (37) et (38) et de justifier les conventions sur la valeur initiale de ¥

que nous ferons ci-dessous.
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B - RECHERCHE DES POLITIQUES OPTIMALES

Nous &tudierons d'abord certaines propriétés du systéme d'équations d'évolution,
puis les propriétés des commandes et trajectoires vérifiant le principe de maximum,

nous en déduirons enfin une méthode itérative pour trouver la politique optimale.

§1 - LE SYSTEME D'EQUATIONS

- . . n+l P
L'évolution du systéme dans R est donc décrite par :

5}
(,EE— = fo(x,u) = 2 (xtax+ut6u)

{ dt 2

! - (39)
ldx _

( E—E = Ax+Bu+C

5 ¢ n+l P
Le systéme adjoint dans R est décrit par :

dWo

. ‘-&-E-“ =O (40)
4 _ By 4ty L Ly g ox - Aty
dt ox ) T o

L'Hamiltonien s'écrit :
‘ 1 ,
Wew,x,0) = 5 ¥ (x“omru®gu) + " (ax+Burc) (41)

Le principe du maximum &nonce les propriétés suivantes 3 vérifier sur ume fra-—

jectoire optimale R(t),4(t).

Ay v wp,c
do(y,%X,u) = Max &6(w,X,u) (42)
uelU
Hew, %0 =0 (43)
Y <0
o

A partir de cette condition nécessaire d'eptimalité pour les vecteurs X(t) et
, n+l r . - e
p{t) de R et u(t) de R° on peut énoncer une condition nécessaire &quivalente pour

les vecteurs x(t) et ¥(t) de R et u(t) de Rr.
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La maximisation de 1'Hamiltonien {kﬁw,x,u) par rapport 3 u conduit & considé-
rer séparément les termes contenant u, on définit donc une fonction h(y,X,u) ou

Hamiltonien ré&duit :

h(y,x,u) =-% ¥ utsu + vBRu (45)

) , . - . - .
Y, et x n'apparaissent nulle part en partie gauche dans les &quations d'évolution

et seul V¥ apparait dans 1'Hamiltonien.

L'étude géométrique faite ci-dessus permet d'interpréter la relation (44) ;
d'autre part ¥ = (W ,¥) est défini 3 une constante multiplicative prés, et comme,
d'aprés le princ1pe du maximum, 1'Hamiltonien reste constant sur une trajectoire
optimale, la relation (43) peut 8tre remplacée par un choix de la constante Yo La
nulllte de W correspondrait 3 une dégénérescence du probléme, en effet le terme

Bu dlsparaltralt. D'aprés (44) on doit donc donner une valeur négative a W et on
pose :
Yy = -1

o
On écrit alors . 1'Hamiltonien :

h(¥,x,u) = --% ubgu + ¥%Bu (46)

Les relations (43) et (44) et 1'hypothése selon laquelle o et Bsont définies

positives fournissent une relation supplémentaire :
t
(Ax+Bu+C) 2 O (47)

Dans 1'interprétation géométrique ceci exprime que Y est dirigé vers 1'intérieur de I

et cette convention est nécessaire pour que la maximisation de (46) ait un sens.

On écrit donc les &quations du systéme :

dX _ px + Bu + C (48)
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et du systéme adjoint

vy .t
£ - X ATV (49)

On peut alors énoncer une proposition appliquant les résultats énoncés par le Principe

du Maximum 3 notre probléme.

Proposition 1

» Soit u(t), t € [O,T] un contrdle admissible tel que la trajectoire correspondante

x(t) vérifie x(0) = X et x(T) = Xp § pour que la trajectoire x(t) et le contrdle

DU . - - T . .
u(t) réalisent le minimum du critére integral-% (xtux+ut6u)dt, il est néces-

saire qu'il existe une fonction vectorielle W(Wl,g;.,Yh) vérifiant (11) et telle

u'3 tout instant, pour h(x,¥,u) défini par (8) on ait :
q P

h(x(t),¥(t),u(t)) = max h(x(t),¥(t),u) (50)
uel
et
y® (Ax+ButC) = O (51)

§

-

Stabilité et controlabilité

On rappelle ici deux notions essentielles de la théorie du contrdle, la premiére

sclaire le comportement au loin et la seconde son comportement au voisinage d'un point.

/ Définitions LS] [61

e On considére le systéme homogéne associé 2 1'équation d'évolution (48) :
dx
Frat

On dit que le systdme est stable si la notrme euclidienne |}x(t)|| est bornée lorsque

t tend vers l'infini et pour toute solution x(t).
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On dit que le systéme est strictement stable s'il est stable et si :

lim ||x(e)|| = O pour toute solution x(t).
to

On dit que le systime est instable s'il existe une solution x(t) telle que :

lim [|x(e) || = =.
£

Critéres de stabilité

On désigne par Ai+jni (i = 1,2,+..n) les valeurs propres de la matrice A.

\ Le systéme est stable si et seulement si Xi £ O pour tout 1 et Xk < 0 pour les

valeurs propres multiples.
ll Le systéme est strictement stable si A, < D pour tout i.

On remarque que la stabilité@ stricte du systéme entrainera 1'instabilité du systéme adjoint

et réciproquement [7}.

Si 1l'on étend la notion de stabilité au systdme de contrdle celui-ci ne pourra
8tre instable si 1'@quatien homogéne associée est stable ; on verra ci-dessous que la
stabilité du syst@me accélére la convergence de la méthode de résolution utilisée.

Définitions

On considére alors le systéme d'équations d'évolution (48) et les commandes

u(t) intégrables :

- si 1'état x = O est atteignable d'un état x, on dit que 1'état x est controlable

- si tout état est controlable on dit que le systéme est totalement controlable.
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On trouvera des critéres de controlabilité en [15].

On observe que tout &tat controlable est atteignable de 1l'origine et qu'il existe
toujours une trajectoire du systéme entre deux états controlables, ce qui ré&soudrait le
probléme de 1l'existence d'une commande admissible‘en 1'absence de contraintes.

Dans ce qui suit on s'intd@ressera plus spécialement aux systémes totalement controlables
dont les propriétés sont plus intéressantes ; c'est ce qu'a fait GAMKRELIDZE ([14], ch, .II1)

en énongant sa "condition de position" qui est un critére de controlabilité.

Commande admissible et trajectoire associée.

&

On considére une commande admissible u(t), continue par morceaux sur [O,fl_

< ~ = - r
et 3 valeurs dans le poly&dre convexe borné fermé U de R .-

On peut exprimer 1'état du systdme commandé par u(t) par 1l'intégrale bien connue :

t .
x(t) = A(t,0) x(o) + g A(t,t)Bu(r)dr+Ct. (52)
o

D'oli les propriétés de continuité pour la norme du maximum :

Propriéfé 1

H

- Pour x(0) fixé et une commande admissible u(t) fixée x(t) est continue et sa
dérivée est continue par morceaux et ses instants de discontinuité sont les

instants de discontinuité de u(t).
- Pour u(t) fixde et t fixé, x(t) est continue et dérivable par rapport 3 x(0).

- Pour x(0) fixé et t fixé, x(t) est continue par rapport a u(t).

. De méme de (39) on déduit une propriété de continuité poﬁr Y(t) «

-

Progfiéte 2

-Pour u(t) fixd, VY(t) est continue et sa dérivée est continue.

~Pour u(t) fixé et t fixé, ¥(t) est continue et dérivable par rapport 3 Y(0).
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§2 - DOMAINE ATTEIGNABLE

Dans ce quil .précéde on considerait uniquement les commandes admissibles continues
par morceaux. On peut obtenir des résultats plus généraux en considérant les commandes
intégrables au sens de Lebesgue (ou L~commandes) vérifiant u(t) € U,

Définitiens :

- Pour t réel positif ou nul, on appelle domaine t-atteignable et on note D(t)

1l'ensemble des é&tats x(t) pouvant €tre atteints 3 l'instant t sous l'effet

d'une commande admissible quelconque.

- On appelle domaine atteignable et on note D le domaine D(T).

- Pour t réel positif ou nul, on appelle domaine L-t-atteignable et on note A(t)

~

1l'ensemble des &tats x(t) pouvant €tre atteints 3 1'instant t sous l'effet d'une

L-commande u(t) telle que pour tout 1T ¢ [O,t} :u(r) U,

- On appelle domaine L-atteignable et on note A le domaine A(T).

- On note 8A la frontiére de A.

+ T1 résulte immédiatement des définitions que D(t) est inclu dans A(t) et D dans A ; par

ailleurs D(0) et A(O) sont réduits au point X .

Propriété 3

" Pour t positif, le domaine t-atteignable D(t) est borné&, convexe et continu par

rapport i t,.

On utilise ici l'expression (52) qui définit une application linéaire et bornée, donc

. t . . - P
continue (~ A(t,t)Bu(tr)dr ; une telle application conserve &galement la convexité.
)
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Propriété 4

Pour t > 0, le domaine L-t-atteignable A(t) est borné, fermé, convexe et con-

tinu en t. Si de plus le systéme est totalement controlable A(t) est d'inté-

rieur non vide.

Pour démontrer que A(t) est borné fermé on doit appliquer le théoréme d'Alaoglu
(cf.[?l) pour démontrer la compacité@ de A(t) ce qui dans R" est suffisant.
La propriété pour un systéme totalement controlable se démontre aisément par 1'inclusion
d'une boule fermée dans A(t).
Convexité et continuité se démontrent comme ci-dessus, car les trajectoires associées

au commandes mesurables sont &galement continues.

< . . . L . "
Le probléme du domaine atteignable renvoie au Probléme Time-Optimal ; en effet
1'existence d'une trajectoire admissible est indépendante du crité@re et le probléme

le plus simple 3 été déja &tudid ([20], [27],[28]).

Propriété 5

Un L-contrBle ne peut pas conduire en un point de 8A s'il n'est pas a la fron-
tidre de 1l'ensemble des commandes admissibles, dans le cas d'un systéme tota-

lement contrdlable.

L'application définie par (52) est continue et lindaire de Lp sur tout l'espace
R" par suite de la controlabilité, elle transforme l'intérieur ouvert de 1'ensemble des
commandes admissibles en un ouvert de R" (voir "Interior Mapping Principle"[?l), qui ne
peut avoir de points sur la frontidre de A, ni extérieurs i A.
Donc seuls les points frontiéres de 1l'ensemble des commandes fournissent des points de
6.
Ceci n'implique pas que u(t) est toujours sur la frontiére de U mais seulement qu'il y

est au moins en un instant de [O,Ij.
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-~

Les propriétés les plus intéressantes se rapportant 4 A et notre &tude cencernant
plus particuliérement D, il est nécessaire d'étudier si tout point de A peut €tre
approché arbitrairement pré&s par un point de D. Plus/précisément étant donné le point
final iT atteint par le systéme gouvernéd par la L-commande G(t), existe-t-il une com-
mande continue par morceaux'z(t) conduisent au peint final x

T tel que l'on ait

IE: _XT” e pour tout e positif domné.-
En prenant pour norme par exemple la norme du maximum des composantes.

Soit G(t) une L-commande quelconque, il existe une suite de Cauchy de fonctions.
E&(t) constantes par morceaux qui converge presque partout vers (t), ceci entraine

la convergence en moyenne, c'est-3-dire la convergence au sens de la semi-norme

T,
sup j |67 (6) - () |at.
i 0

Pour tout n positif il existe donc u(t) constante par morceaux telle que :

T . .
sup j' et st@lae <0 .
i 0

d'autre part :

t
2. (%D = || { A, 0B @@ -a())dr | (33)

Jo

k
On peut décomposer le facteur A(t,t)..en série infinie Le-n) Ak

k! )
Soient ||A]| et ||B| les normes des applications lindaire§ 8ssocides aux matrices A et B.

N~ g

On peut majorer l'expressien (53) : .

o ,-t k
g x| <]z ¢ (t;vr)
k:o Aio e

AkB(ﬁ.(T);E(T))dT H

o t k
ge)-x()|| < = S —(-t—'-}i)—- A¥B @ (1) (1)) dr
=0 o k!
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e

t

HOEO RN N OO R
=0 [0}
120 -%(0)] = o f R ENRGETOIET:
=0 o
— ® K K t —
===l < Cz = [alllBD. sup | (1) -u(1) |dr
k! .
=0 (¢} 1
t n . . :
T r@=@] < ||| e l4l-T | 16t (st ar
: o i=1
— lalr ot 1
Hﬁ(t)—x(t)“ < ”B” e ‘ by \ Iﬁ (T)~u (T)|dT
i=1 Jo
SN 4] .1 AL Sy
() -x(t)|| < n.||B.e sup |G (t)=d (1) |dt
i ‘o .
et enfin : ,
. R(6) 20| < o3 HIT

On a obtenu une majoration uniforme sur[b,f].

D'olt 3

o0 P IR @F @] <.

* Pour tout t de [0,T], A(t) est donc inclu dans 1'adhdrence de D(t). Mais 1'adhérence
de D(t) est aussi sa fermeture, et A(t) est un fermé contenant D(t), on peut donc

énoncer :

Propriété 6

IQ Pour tout t de |0.T! . A(t) est la fermetrure de DI+).
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atihaienr

Propx

wronylErfEs de la gurigce

Un hyperplen definl par vk = w est un hyperplan d'appui d'un domaine G si pour

tout x de G: vx < w et si, pour au moins un x de G : vX = w.

A &dtant convexe tout point x de.SA appartient & au moins un hyper lan d'appui de A ;
p P yperp PP

si v est fixé,il existe un seul hyperplan d'appui de A défini par une &quation vx =W

et que 1l'on notera S(v).

Les points communs 3 §A et S(v) sont les points de A les plus &loignés dans la direction

de v.

On peut alors classer les points de 8A comme suit :

- a) Les points réguliers en correspondance biunivoque avec une direction v, v est alors.

la direction de la normale extérieure est S(v) est l'unique hyperplan tangent.

b) Les k—-angles ol v a k degrés de liberté dans -un cdne 3 k-dimension. k ne peut Etre

supérieur a n et pour k = 1 on treouve un point régulier.

¢) Les points appartenant 3 un k-plat, -alors S(v) a en commun avec A plusieurs points,
k est la dimension de la variété lingaire de plus petite dimension que les contient.

La frontiére d'un k-plat peut contenir des points réguliers, des angles ou des k-plats

de degré inférieur 3a k.

Ces notions nous seront utiles dans les problémes numériques des chapitres suivants.
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§3 - EXTREMALES ET OPTIMALE — EXISTENCE ET UNICITE.

Définition

On appelle commande extrémale une commande vérifiant les relations (12) et (13)
avec une trajectoire associée issue de X La trajectoire résultant d'une commande extré-
male est dite extrémale. Une commande optimale ne peut &tre qu'une commande extrémale
telle que le systéme passe par 1l'état X a 1'instant T.

On remarque que d'aprds le principe du Maximum siﬂﬁ?est nul 3 un instant donné sur
une trajectoire extrémale, alorscg est nul 3 tout instant sur cette trajectoire. Il suf-
£it donc de vérifier (51) & un instant quelconque, pour une commande vérifiant (50) &
tout instant, pour pouvoir affirmer que la commande est extrémale.

La relation (50) conduit 3 la recherche du maximum d'une forme quadratique strictement
convexe sur un polyédre convexe fermé, le maximum est donc unique et atteint pour une
valeur unique de la variable.

D'od :

Propriété 7 '

O s . . . = R . .
Si x appartient 3 une trajectoire extrémale et si ¥ est la variable adjointe

. - . . P X . P
associée, il existe une commande extrémale u  unique définie par

h oF = Max TR (¢F,<5,0) (14) .
u=U

3
Les dquations différentielles (10) et (11) déterminent donc de fagon unique 1'&volution
du systéme et du systéme adjoint.

D'ou

Progriété §

Pour x(0) donné&, Y(0) donné tel que u(0) solution de (14), x(0) et ¥(0) vérifient
(13), il existe une trajectoire extrémale unique x(t) telle que pour t C[O,TJ

w(t)Y Y(+) ot ul(t) vérifient (10) (11) et (12).

S —



I11-26

Le principe du Maximum démontré ci-dessus pour des commandes continues par morceaux

est démontré dans le cas plus général de commande mesurables ([121,[141).

On examinera donc également le cas des L-commandes extrémales qui vérifient les deux

propriétés ci-dessus.

Existence d'une L-commande optimale.

Propriété 9

" Si X appartient 3 A , il existe une L-commande optimale.

on su1t ici la démonstration donnée en \16]
u(t) appartient 3 1'expace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur [O,Il

soit "W

x(t) appartient 3 1'espace des fonctions continues sur ]0,T] soit &
PP 1% -

Soit (4 1'application qui a u(t) fait correspondre x(t) pourﬁfrmnﬁ.de la topologie

forte et £ muni de la topologie de la convergence uniforme ¢ est continue.

Soit J(u) 1'application qui a u(t) fait correspondre la valeur du crltere, J(u) est stric-
tement convexe et continue pour la tepologie forte, pour la topologle faible elle est

semi-continue-inférieuremento

u(t) appartient 3 un domaine faiblement fermé, cenvexe et borné donc faiblement compact.

J(u) fonction faiblement semi-continue sur un faiblement compact atteint denc son minimum.

(Q.E.D.)




I1-27

Unicité de la commande optimale.

Propriété 10

-~

Deux L-commandes optimales sont identiques 3 un ensemble de mesure nulle

prés.

En effet le critére est strictement convexe et les &quations d'évolution sont

linéaires. Soient ul(t) et uz(t) des L~commandes optimales distinctes sur un ensemble

. 4 u + — . -
de mesure non nulle ; considérons la L-commande (t)2u (t) , 1'état associé est

xl(t)+x2(t) .
s ——5—— et ona:
t t
upButuyfu, o wte, o wte,
L2z, (Lt 12

avec inégalité stricte sur un ensemble de mesure non nulle.
D'autre part :

xtax + Xtdx X, +X X +X

172 1 72

171 2772 t
5 2(2)(2

).

ul(t)+u2(t) . v
—y donnerait au critére une valeur plus petite que celle fournie par

ul(t) et u2(t), ce qui est contraire & 1l'hypothése.

Existence et unicité de 1l'extrémale admissible.

Nous avons wvu que le principe du Maximum, conditien nécessaire d'extréZmum global,
Etait aussi une condition suffisante d'extrémum global. Toute optimale est donc extrd-

male et admissible, ce qui ré@sout le probléme de 1l'existence d'une extrémale admisszible.
, P

S'il existait deux L-commandes extrémales admissibles distinctes sur un ensemble
de mesure non nulle, ul(t) et uz(t), toute combinaison convexe Aul + (l—k)u2 avec
Aoz JO,l[ donnerait au critére une valeur inférieure 3 celle obtenue par une des com-

mandes u; ou u,, ce qui impliquerait que u; ou u, ne fournit pas d'extrémum local.
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Deux L-commandes extrémales admissibles sont donc égales 3 un ensemble de mesure nulle

r3s : la trajectoire optimale est donc unique.
p 5 P _ q

Propriété 11

Si XT appartient 3 A alors 1l existe une trajectoire optimale unique, obtenue
par toutes les L-commandes admissibles et vérifiant le principe du Maximum, qui

sont égales 3 un ensemble de mesure nulle preés.

On déduit de la démonstration de cette propriété, un corollaire sur le domaine attei-

gnable pour une valeur donnée du critére.

Propriégté 12

Le domaine atteignable par des politiques extrémales conduisant a un critére infé-

rieur ou égal 3 une valeur donnée est convexe.

§4 - L'HAMILTONIEN REDUIT

Le maximum absolu de h(¥,x,u) en l'absence de contraintes est obtenu lersque la
dérivée par rapport.a u est nulle,
Pour la commande extrémale on a @ —uFB+WtB = 0.
On est assuré de l'existence de 8—1 matrice symétrique et inverse de la matrice symé-
trique définie positive

ot = ypg7t

ou

Posons w =»B_13tw,

; - « x
- si w appartient i U alors la commande extrémale u” est dite libre et on a @

*
u =uw

. . s - * . P
- si w n'appartient pas 3 U alors la commande extrémale u” est dite saturée et

a une valeur sur la frontiére de U.
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Pour &tudier les discontinuités de la commande u(t) il est nécessaire d'introduire
la notion plus approfondie de type de la commande.
Définition

On dit que deux commandes uy et u, de U sont de méme type si la face de U de codi-

mension maximale contenant uy est aussi la face de codimension maximale contenant u,-

On a donc correspondance biunivoque entre les types de commande et les faces du polyédre

UO
Définition

Si la commande u(t) change de type i 1'instant t, c'est—a-dire si u(t-0) et
g yp s

u(t+0) ne sont pas de méme type, on dit qu'il y a commutation 3 1'instant t pour u(t).
Définition

On dit que le point (x,t) de R” x fO,T[ est un point de commutation pour le probléme

~ R _ % . R _ N ,
de contrdle si la commande extrémale u” (t) conduisant le systéme de 1'état x, a 1'instant

~ -~

initial 3 1'6tat x 3 1l'instant t 3 une commutation 3 1'instant t.

- p. s e . . '
La commande extrémale u’ (t) pour t fixé ne dépend que de : ., fonction continue de

t et a dérivée continue.

. LK . SR .
Sur un intervalle ol u (t) ne change pas de type, u réalise le maximum de 1'ha-

[ - - ] - ] . - x 3 -~ - 3 - . -
miltonien sur une variété linéaire fixée. u (t) est donc continue & dérivée continue

. . X
sur chaque intervalle de temps oli u” ne change pas de type.

. .. X .
Si le nombre de changement de type est fini u” (t) sera continue par morceaux.
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Continuité de u par rapport 3 t pour Y(0) fixé.

-~

La matrice B symétrique dé&finie positive est &quivalente & I, supposons effectué

le changement de base convenable.

On a alors : h(¥,0-x,u) = - %-ut.u + wty
ou
h(¥,x,u) = —-% (u-2w)t.u

Maximiser h(y,x,u) est donc &quivalent & minimiser (u—w)2 donc 3 chercher le point du
polyéddre U le plus prés du point w avec la distance euclidienne dans R”.
w(t) est une fonction continue, la distance de w(t) au domaine convexe U est donc

continue.

Propriété 13

" Pour Y(0) fixé, ux(t) est une fonction continue de ¥(t) et de t ; sa dérivée est

continue sauf peut &tre aux instants de commutation.
Remarquons que ceci n'implique pas que tout point du domaine atteignable D peut Etre

atteint par une commande continue, en effet nous supposons ici que ¥(0) est fix& donc

borné.

§5 - PROPRIETES DE CONTINUITE ET DE DERIVABILITE EN y(0).

] - P - 2 s
Pour u (t) commande extrémale déterminée par un Y(0) donn&, on peut écrire le

systéme (48) (49) sous la forme :

dx

It = kl(x,w) (53)
av _

et kz(x,W) (54)

ou plus généralement en posant X = (x,Y)

— = K(X) (55)
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K est une fonction continue par rapport & X et satisfaisant 3 une condition de Lipschitz,
on peut donc appliquer les théorémes de continuité des solutions d’'une &quation diffée-

rentielle [3].

Propriété 14

La solution y = (x,¥) est une fonction continue des conditions initiales

x(0) = (x(0),¥(0)).

On remarque que u n'dtant pas une fonction continuement différentiable de ¥ on
q q p

ne peut pas appliquer directement un théoréme de différentiabilité des solutions.

x

Dérivabilité de x(t) par rapport a ¥(0).

Pour tout t, x(t) et ¥(t) sont des fonctions continues de ¥(0), donc d'aprés
1'équation adjointe (11), ¥(t) est continuement dérivable par rapport a ¥(0).

. ) . R . x
Sur un intervalle ouvert ]ti,t ol la commande ne change pas de type u” (t) est

p
donc continuement dérivable par rapport 3 ¥(O).

Si le nombre o d'instants de commutation t, est fini sur [p,t], on peut poser t = 0

et t .4 = bt On pourra écrire 1l'expression (14) sous la forme :

a-1 ti+1_€ o ti+a ‘
(t) = A(t,0) x(0) + S A(t,T)Bu(t)dr + 3 g A(t,T)Bu(r)dr
o i=o t,+e i=1 t.—€
i : i
tl—e t
+5 A(t,T)Bu(r)dt + S A(t,T)Bu(r)dr (56)

)

tu+€
Les termes de la deuxidme somme ont un int&grant majoré et continu par rapport & ¥(0),
g 1orsque e tend vers zéro 1'1nterva11e d'intégration devient infiniment petit, mais paxr
suite de la continuité de u (t) par rapport & ¥(0), il existe n tel que si “SW(O)H < on
"les points de commutation de la commande associée a ¥ (0)+8¥(0) restent dans les interval-
les Iti—e,ti+e[ H 1a_Variation de ces termes est donc.un infiniment petit du deuxicme
ordre.
Les autres termes vérifient les conditions de dérivabilité d'une intégrale par rapport

4 un paramétre.
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Propriété 15

Pour t fixé de [C,T], 1'état du systéme X(t) atteint sous l'effet d'une commande

extrémale est une fonction continuement dérivable de ¥(0) et sa dérivée est :

u(r)dr 7))

A(t,'T)B

ax(e) _ o Sti+1 d
2 3 (0)

dv(0) N
i

Les dérivées de u(t) étant prises sur 1l'ouvert ]ti’ti+1l°

On remarque que pour un systéme totalement contr8lable et au voisinage d'un point XF
intérieur 3 A , la continuité de XF par rapport 4 ¥(0) et la possibilité d'atteindre
tous les points d'un voisinage de X, entraine qu'un accroissement arbitrairement petit
AY(0) de ¥(0) peut donner 3 XF un accroissement de direction donnée AXF’

On énoncera donc :

Propriété 16

Si le systéme est totalement contrdlable, pour ¥(0) et X, fixés pour tout e positif

et pour tout vecteur V de Rp, 1l existe un AY¥(0) avec ||A¥(0)|| < & tel que 0Xy soit

orienté comme V.

Recherche de 1l'extrémale conduisant au point Xpe

La connaissance de %%Ta) peut conduire 3 une méthode itérative permettant de
trouver la valeur de ¥(0) fournissant la trajectoire optimale.
On considére une fonction scalaire Q(x) dé&finie positive et nulle seulement pour x = XT'

On peut alors .écrire :

ka _ g 5 Bxi’
TR ORI R T
ou
"9 t X
5v(0) - ‘&rad Q" 355y
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3Q _ _39 _9Q
avec ¢ 3¥(0) awl(o)""’ BWn(O)

( Bxl axl \

3W1(O) et BWn(O)

-----

X _ seve =

o ax"

awl(o) Tt awn(o)

On prend alors une itération du type :

(k+1) (k) . Q
Yoy = Yo ETTONRS

oli A-est une matrice (n,n) 3 coefficients pesitifs.

On pose @ :
~ (k+1) _ _ 3Q
Mot T®
(0)
) AQ(k+1) = QWD) _ o

(k)

Pour un choix convenable des coefficients de A, la fonction AQ

3Q

oY
)

est définie négative
et le procédé converge si (k) n'est pas nul.

Une telle méthode a déja &été employée dans les problémes sans contraintes et on a envi-
sagé sa généralisation aux problémes "bang-bang" [321°

Dans le cas qui nous intéresse, la fonction Q(x), la plus simple est le carré de la

. distance euclidienne au peint terminal XT fixé :

Q) = [lxl®
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dxF

On obteint alors.une expression simple de 2 et de en fonction de FTON ; on

99 _
ox dgw(O)-

remarque que<3§8 ne s'annule qu'a l'optimum ou si 3?%67 s'annule aussi.
)

d
On envisagera dans la partie numérique les différentes possibilités de calcul.de FTTO))

et le choix des coefficients de A donnant au procédé la convergence la plus rapide
possible.

On remarque que la méme méthode permet de traiter un probléme sans conditions finales
imposées ; on sait que sur la trajecteire optimale on a alors ¥(T) = O ; on considére

alors la fonction scalaire R(Y¥) ainsi définie :

R(Y) =

N ~s
=

et la mé@me méthode converge et fournit la politique optimale.
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CHAPITRE -III

RESOLUTION DES PROBLEMES A UNE DIMENSION

On se propose d'appliquer les résultats précé&dents a ce cas simple, de pousser plus
loin l'emploi d'expressions analytiques, pour mettre en oeuvre les méthodes digitales

ou analogiques les mieux adaptées suivant 1'angle sous lequel on aborde le probléme.

Dans ce chapitre et les chapitres suivants, les programmes de résolution sur machine
digitale sont &crits en langage ALGOL pour le compilateur ALGPL de l'ordinateur
TBM-7044 de 1'Institut de Mathématiques Appliquées de 1'Université de GRENOBLE. Les
instructions’ d'entrée-sortie, l'utilisation de paquets de cartes binaires, les évalua-
tions de durée et de pré&cision des calculs sont donc liés 4 cette machine et 4 ce

compilateur.

A - REDUCTION ET ETUDE ANALYTIQUE

.

I - Réduction & un type standard.

On considére le probléme scalaire le plus général entrant dans le cadre de la for-
mulation PI du chapitre I- §4 et par des changements de variable on tente de le ramener

3 un type standard &quivalent défini ci-dessus au chapitre I-§5.

Soit donc un systéme SO ainsi défini :

Le processus se déroule dans l'intervalle de temps Te;EO,@].
£ variable d'état : £(0) = Eo’ £(@) = ge, Eo et ge sont fixés.
u variable de commande : u(t) € [MO,NOJ.

Evolution :,QQ = A&+ Bu+¢cC - A ,B ,C donnés
\ dt oO o o o’ 0o’ o
P . _ 1 2 2 . -
Cr}tere : Io,- > go (uog + Bou )dt uolét Bo positifs dénnes.
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On remarque qu'il est facile de ramener 3 ce type les problémes avec un critére

2 2
de la forme f (uog + k1€ + Bou

catrices, donf nous montrerons ci~dessous qu'elles ne dénaturent pas le probléme,

en permettant des calculs et une pré&sentation des résultats plus simples.,

Hypothése 1 - M = -N ,
o o
0]

Hypothése 2 - Co

+ kzu)dTvNous allens faire deux hypothéses simplifi- -

tout

On cherche 3 obtenir un type standard comportant le plus petit nombre de paramétres

possible, c'est-d-dire 3 obtenir :

A=g=N=1

B =B
On pose :f 1 = A0 t-
' (L
M= No u-
On a alors : te[O,TI avec T = f—
o
u € [—1,+l].'

Dans la nouvelle &quation d'évolution A = 1,

Enfin peur denner la méme valeur & B et B on doit poser :

le
o)

A

L =

"3 N0 x avec € 1 2)
] o

oy
]
m

On obtient le systéme réduit SR ainsi défini :

Le processus se déroule dans 1'intervalle de temps t e[b,T],
x variable d'état : x(0) = x et x(T) = x; sont fixsés,
u variable de commande :u(t) e [—1,+1]. 
dx ‘
Po- = ox o+
Evolutien at X + Bu

T
(x2+Bu2)dt

Critére : I = %- g
0

Les expressions (1) et (2) permettent la mise sous forme réduite du systéme et le

d la forme initiale, on a :

o)
. % Bz 2
B'—'--é-'“—é-No
o A
o

» Loy
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La constante B est donc toujours positive ; par contre si Ao est négatif, le changement
de variable a permuté 1'état initial et 1l'&tat final, les valeurs de x et X, se cal~-
culent par l'expression (2).

Remarguen

Dans cette réduction le choix de ¢ est arbitraire, on le choisira par exemple
pour obtenir XT positif et dans tout ce qui suit nous supposerons que c'est le choix

effectué,

IT - Application du principe du Maximum

Le systéme des Equations de Pontryagin Sp correspondant 3§ S s'écrit :

R
dx _
q¢ - ¥t Bu
Sp (3)
ay _
dt % \P

u est choisi pour maximiser & tout instant 1'Hamiltonien réduit :

h(¥,x,u) = - %-B u? +V¥YB u. (4)

Le maximum de 1'éxpression (4) est donné par

¥ si lv] <1

u

signe (v) si |y| > 1

u
Soit 1l'expression de u sur une extrémale :

u = signe (¥) . minv(l,IWI),

On distingue alors deux types d'arcs de solution :

a) si, dans un voisinage de t, u = ¥ (commande non saturée ou commande libre)

on résout le systéme (NS) :
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%% = X + BY

(NS) ' avec ]WI < 1 (6)
dy ,
R-X—‘{r’

b) si, dans un voisinage de t; u = ¢ = signe (¥) (commande saturde) on résoutle
systéme (Sg) :

dx
dt
(S¢e) avec ]WI >. 1 (7
e = signe (¥)

X+ ¢ B

av

& -V

Sur une trajectoire extrémale les arcs de solution de type (NS) et les arcs de type (Sg)

sont. séparés par les points de commutation.

Expression analytique des arcs de trajectoire extrémale

-~

La résolution du systéme NS (6) donne la sqlutien'x(t),-u(t) = ¥(t) a 1'instant t

d'aprés 1'état du systéme 3 1'instant t» soit.

L]

x(to) X, et u(to) =, W(to) = ?t o

o (o}

x_ ¥ st ) K(1+/1+B) exp ((t-to)/fiﬁ + K'(1-/1+B) exp ((to-t)/iiﬁ).

(o} o

s (T

.o
T
-

(8)

Voo (t

NS ¥

»

¢ oty = Kexp ((t-t )/1+B) + K' exp ((to—t)/TIE).
° _
t ot

avec K = %—(W + ‘—HfL——fb

te VI+B

K' =-% CH —2—2)
o vV1+B
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De méme la r&solution du systéme Se (7) donne la solution & 1'instant t, soit

x(t), u(t)

\

]

signe (¥Y(t)) en fonction de X(to) =X W(to) = Wt . u(to) = ¢ = signe (Wt

) o o
t-t
. - = - +BRBe ) [}
XSE(t ’ xt swt ,t ) Be + (XO Be)e
o o
o - to-t - i . t"to _ _]__ R tO;t
(9) \Pse(t.,xt ,Wt ,t) = Yt e Be v+ 2(xt +B;)e 2(xt Bede
o o o) 0
ug = E

>
Recherche du domaine atteignant

On fait ici le ch01x de domner un rdle fondamental au point final Xns et de consi-
dérer que le point 1n1t1al X, peut varier, c'est-3d-dire que 1'on cherchera 3 ré&soudre
le probléme pour tout X o On remplace donc la notion de domaine atteignable 3 partir du
point initial, par celle de domaine d'od 1l'on peut atteindre le point final ou domaine
atteignant, Le domaine atteignant possé&de évidemment les mémes propriétés que ‘le domaine
atteignable ; on est assuré de la convexité et de la continuité.

Notons R(t ; T) le domaine atteignant de X, ; la frontidre du domaine est

T’ T
atteinte pour des trajectoires toujours saturées ; soient SP et SM ces deux trajec-

“ toires respectivements pour € = +1 et ¢ = -1 ; leurs équations sont donc :
‘ t-T
SP x(t) = =B + (xT+B)e (10)
t-T
SM : x(t) = B+ (xT-B)e (1D

Il est a remarquer que lorsque t tend vers moins l'infini/ces courbes x(t) ont
les asymtotes x = -B et x = +B ; tandis que le domaine atteignable devient infiniment

grand quand t augmente indéfiniment. Du point de vue numérique il est toujours avan-

tageux de travailler dans le sens ol le processus est stable.

Les courbes SP et SM sont des extrémales, en effet la seule trajectoire admissible

~ . . 1
a4 partir d'un point d'une de ces courbes est la courbe elle-méme.



ITI-6

IITI - Structure de la solution

On remarque une propriété simple du systéme d'équations de PONTRYAGIN :

Supposons qu'a l'instant t1 € [O,T] commence un arc saturé donc
¥(t)) =& - et ]W(tl-o)l <1 l¥(e+0) | > 15

ceci entrafne que ¢ Y(t) est une fonction croissante au voisinage de tqe
ay

— - +
at vy X

Sur 1l'arc saturé Sg :

dx
dt

X + ¢B

La premi&re équation entrafne qu'en t1 ex > 1.
La deuxiéme entralne que ex est une fonction croissante.
I1 est clair qu'une autre commutation est alors impossible car eY reste une fonction

croissante, On peut donc énoncer ce résultat :

Propriété
I1 ne peut exister de solution présentant un arc i commande satur@e entre

deux arcs & commande non saturée. .

Ceci permet de donner les seuls types possible de solutions optimales :

I -u =€

ITI -u=¢, puisu =Y ;

ITT -~ u = VY ;

IV -u=VY , puisu=¢ ;

A -u=¢ , puisu =Y , puis u = ¢ ;

VI -u=1¢ , puis u =Y , puis u = -¢ 3;
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Courbes de commutation non limites

Les courbes SP et SM sont des lieux de points de commutation, ou courbes de com-
mutation ; en effet les trajectoires des types IV, V, et VI ont leur dernier arc porté

par SP ou SM.

Cherchons 1'E@quation du lieu des points de commutation ol une commande u = €
précéde une commande u = ¥, par suite de la continuité de x et ¥ par rapport aux condi-
tions initiales, on doit obtenir des courbes continues.

On examine les trajectoires extrémales arrivant en Xp a l'instant T avec WT =t 1 3
ce qui correspondrait 3 une commutation fictive & l'instant terminal.

Deux cas se présentent alors :

a) xp < 1 (on a supposé ci-dessus XT = 0).

%% a le signe de -¥ et la commutation fictive est du type u = € puis u = ¥ ,

La trajectoire est donc confondue avec SP ou SM et on a solution du type 1 ;

mis 3 part ce type qui est le seul permettant ici une arrivée en X, avec com-
mande saturde, les types de commande possibles sont dans 1l'ordre des X décrois-

santes

u=-1; puis u = ¥ ; (type II-)

u=Y (type III)

u=+1 3 puis u =Y ; (type II+)
On obtient les courbes de commutation NSP et NSM correspondant respectivement
aux solutions du type II+ et du type II- en portant dans (8) : t, = T,
Xtc = X5, WNS(t) =t 1, L'8limination de Wto fournit xNS(t) équation d'une
courbe de commutation,
Posons alors : VI+B = R. On a :

(R(T-£)_ R(E-T) R(I-t)y

(10) NSP : =x(t) = B( - 2Rx /(R D (1ame

(11) NSM :  x(t) = -B(eR(TE)_R(E=T)y_ ZRXT/((1_R)eR(t"T)_(1+R)eR(T-t)).
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b) Xn > 1
Pour. ¥, = *1, %% est positif et la commutation fictive est du type u = ¥ puis
u = +1 pour . WT = +1 et du type u = ~1, puis u = ¥ pour WT = -1 (trajectoire

sur SM). Le premier cas seul est intéressant car il montre qu'il peut exister
des commandes des types V et VI avec deux commutations j c'est un cas que les
calculs de NSM et NSP, effectués ci-dessus, n'envisageaient pas ; 1l'évaluation
des courbes de commutation n'est donc valable que dans la partie du plan ol
les trajectoires n'ont qu'une commutation, c'est-d-dire au dessus de la tra-

jectoire optimale (CL) correspondant 3 Yo = +1.

Etude de la courbe (CL)

Sur la trajectoire (CL) la deuxime commutation est fictive et a lieu pour t = T ;
le type de la premidre commutation est donné par 1'étude dans (8) du signe de K'

= = = +]1,.
pour to T, xto Xn et Wto 1

Si xT X R+ 1 alors u = +1 avant la commutation.

Une partie de la courbe NSP (10) doit &étre recalculée

Si Xy > R + 1 alors u = -1 avant la commutation.
Une partie de la courbe NSM (10) et la totalité de la courbe NSP (11)

doivent @tre recalculées.

Le calcul ne conduirait pas & des équations que l'on sait ré&soudre explicitement, on

1'affectera donc dans la partie numérique.

Justification des hypothése Hl et H2

A la lumiére de ces calculs on voit que si Hl et H2 ne sont pas vérifiées, la
forme des arcs de solution et des courbes de commutation est trés légérement modifiée
mais la structure de la solution reste la méme ; la méme &tude peut donc &tre faite et
conduit seulement & des expressions analytiques plus compliqudes, les difficultés de

résolution numérique seront strictement les mémes.
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‘En particulier si HL est vérifiée et si H2 ne 1'est pas, il apparait une constante

C dans l'équation d'évolution (3) et les arcs de solution sont de la forme :

PO , C
- - 1 (1= )/ - e
Xgg = K, (1+R) exp ((t to)/l+B) + K} (1-R) exp ((t,~t)/14B) -~ 175
(8" — - C
i = — 1 —" - S——
| ¥yg = Ky exp ((t to)/1+B) + K] exp (e t)v1+B) ToE
se = =(Be¥C) + (x, +Be+C)et to
(O] t,~t ) 1, t-t 1 t,—-t
i = o~ "+ . — o _ = J o o o~
iWSE .Yto e (Be+C)  + 5 (xto+Be+C)e 2(xto Be-Ce .

B - RESOLUTION NUMERIQUE SUR CALCULATEUR DIGITAL

. On se propose de mettre en oeuvre et de comparer une méthode issue du calcul des
courbes de commutation et une méthode utilisant les bases de la méthode générale définie

au Ch. II-B, mais trés simplifiée et adaptée a ce cas simple.

I - Programmes de réduction

Le probléme &tant donné sous la forme SO, avec les hypothd@ses Hl et H2, il est
nécessaire d'écrire les programmes de transformation des données et des variables pour
pouvoir le résoudre sous la forme SR.

Les données de So sont : Ao’ BO, No’ o s Bo’ EO, Ee, Q.

Les données de SR sont : B, X s Xp» T.

La procédure REDUC calcule les données de SR a partir de celles de SO et tient
compte de la convention faite : x5 est positif.
Les procédures réelles RETX, RETU et RETT permettent de retrouver les valeurs des

variables de SO aprés résolution de SR'
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PROGRAMMES DE REDUCTION

PROCEDURE REDUC(AO,BO,ALP,BET,NO,KSO,KST,TET)RESULTATS:(B,X0,XT,T) ;
REEL AOQ,BO,ALP,BET,NO,KSO, KST,TET,B,X0,XT,T ;

DEBUT
Be=ALP*BO#%2«N0O#»%2 /(BET*AQ=%2) -
T:=TET/AOQ

X0 :=BET*AO*NO*KSO/ (ALP*BO) :
XT:=BET*AO*NO#*KST/ (ALP*BO) ;-

SI XT < 0 ALORS DEBUT XT:==XT ; X0:=«X0 FIN ;
FIN ;

REEL PROCEDURE RETX(AO,BO,ALP,BET,NO,KST,X) ;
REEL (AO,BO,ALP,BET,NO,KST, X} ;
RETXs= SI AO*KSO > 0 ALORS
ALP*BO*X/(BET*AO*NO)
SINON -ALP*BO*X/(BET*AO*NO) ;

REEL PROCEDURE RETU(AO,NO,KSO, U} :
REEL AO,NO,KSO,U ;
RETU:= S1 AO*KSO > 0 ALORS U/NO SINON =-U/NO

REEL PROCEDURE RETT(AO,TET,TEM)
REEL AO,TET,TEM ;
RETT:= SI AO > 0 ALORS AO*TEM
SINON TET-AO*TEM ;
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La correspondance entre les variables du probléme et les identificateurs ALGOL est :

>
>
S

o B0 : BY ; ot ALP Bo ¢ BET ; go : KSO ; Ee : KST ; ©: TET

I1 - Méthode des courbes de commutation

Le programme exposé en détail concerne le probléme mis au préalable sous forme
réduite SR et sort également des r@sultats sous cette forme. C'est le programme de base
dont on donnera ensuite des versions modifies plus adaptées aux différents cas parti~

culiers.

On peut diviser ce programme en quatre parties

Déclarations et procédures auxiliaires.

Etablissement des courbes limites.

Traitement du probléme grdce aux courbes limites.

Edition des résultats.

On choisit un pas et on discrétise le probléme ; 1'intervalle [0,T] est divisé
en M parties &gales ; les points de la grille ainsi définie sont numérotés de 1
(instant initial) & M+l (instant terminal). Les trajectoires, les commandes et les
courbes de commutation sont définies par des tableaux [l : M+l]° Les seuls autres ins-

tants ol l'état et la commande sont calculés sont les points de commutation,



II1I-16
ORGANIGRAMME

DECLARATIONS.
PRPCEDURES AUXILIAIRES.
INTERP
NEWT@N
BISSECTI¢N
REV
REW
M
FP
TIREP
TIREM
COURBES LIMITES
x SP.
SM,
PREMIERE EVALUATION DE NSP ET NSM.
TEST DE P@SSIBILITE : SEQUENCE ¢U S@RTIE SUR IMP@SS.
TEST DE P@INT FINAL : SEQUENCE @U SORTIE SUR RECTIF.
TEST DE POINT DE DEPART : S@RTIE SUR L'UN DES DYPES DE TRAITEMENT.
RECTIF, CORRECTION DE NSM ET NSP : SEQUENCE OU DIAGNOSTIG D'ERREUR.
% TEST DU POINT DE DEPART : S@RTIE SUR L'UN DES TYPES DE TRAITEMENT.
TRALTEMENT
% DESAM DIAGNOSTIC D'ERREUR OU SORTIE
% DESAP ' SUR EDITION,
% DELIB
EDITION DES RESULTATS : SPRTIE SUR |FIN
DIAGNOSTIC D'ERREUR ET D'IMPOSSIBILITE : S@RTIE SUR |FIN

C I A

°

fin

se—
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procédures auxiliaires

[NTERP et NEWTPN permettent 1'interpolation & partir d'une table., Le commentaire des

procédures a été conservé pour en expliquer 1'emploi.

BISSECTIPN est une procédure classique de recherche du z&ro d'une fonction par bissectioun

de 1'intervalle, Les procédures suivantes du type réel procédure sont utilisées

dans bissection.

REV et REW évaluent la variable adjointe plus ou moins un, 3 un instant fixé en fonction
d'un instant de commutation (u = ¥ , puis u = fl) fixé. Elles sont utilisées a

E3

la réévaluation de NSM et NSP.

M et FP calculent la distance entre NSM (ou NSP) et la trajectoire saturée issue du

point initial, Elles sont utilisées dans DESAM et DESAP,

TIREM et TIREP calculent la distance entre le point initial et Une trajectoire optimale

4 arrivée saturée en fonction de 1'instant de commutation. Elles sont utilisées

dans DELIB,

Courbes limites

Le calcul de SP[I] et de sM[1]| s'effectue par la formule du § 11T A 2 ; de méme
ja premidre évaluation de NSP[I] et NSM[I] d'aprés le § IIT A 3.

On effectue ensuite le test de possibilité du probléme ("TESP"), l'étiquette

"MP@SS" renvoie 3 la fin du programme.

On examine ensuite la valeur de XT pour connatltre le nombre maximum de commmuta-

. tions possibles (Cf, TIL A 8) ("TESF").

Si une seule commutation est possible le calcul de NSP et NSM effectué esit correct,
les courbes limites sont déjd tracées et on passe & 1'étiquette "DEGAGE" quil choisir

le type de traitement.
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COURBES LIMITES

calcul de SP [I] 11

SM|_II Premiére eva--
1uat10n de NSP I_[
sM[L].

e probléme est
1 possible ?

TESPA | ._1+1l

IMPOSS

Lo

Peut il y avoir
deux commutations

DEROUTE

I+1

Correctien de
NSP entre M et

LOUPE
>

l

[Correction de NSP|

RECTIF

Calcul de PSIL[I]

i

ABS(PSIL[I]) > 1? T = T3pa(1 = 07
; Y

entier et de NSM
entre I et 11 _

LOUPE

DESAP

R DEGAGE

xq) <vxp[1] ?

DESAM

X > NSM[l] ? :

DELIB
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Si deux commutations sont possibles il faut corriger 1'évaluation de NSM et NSP
("RECTIF"). On doit construire la trajectoire optimale (CL) correspondant 2 YT = +1,
En fait il suffit de calculer PSIL[I] et de chercher la commutation. Suivant le signe
on effectue la correction sur une partie de NSP ou sur NSP entier et une partie de NSM.
La correction se fait en cherchant par BISSECTI@N le zéro de la fonction REV(X) ou
REW(X) ; X est le dernier instant de commutation avant le point final ; REV et REW sont

proportionnels a la variable adjointe diminuée ou augmentée de 1 au point K de la grille

sur la trajectoire optimale correspondant & la commutation en X,

On situe ensuite X par rapport a NSP[l] et NSM[l] ("DEGAGE") et on choisit donc.
le type de traitement : "DESAP" "DESAM" "DELIB". ‘

E3

Traitement

Dans le cas oil on est assuré d'un dépari avec commande saturée on-utilise le
traitement ''DESAP" (saturé‘u = +1) ou "DESAM" (saturé u = -1) ; ces deux types de trai-
tement sont presque. 1dent1ques, on peut examiner 1 organlgramme de "DESAM".

"BOUM" calcule la. traJectOLre saturée pas par pas en: verlflant la position par rapport

4 NSM, | |
WAFFIM" calcule avec précision 1'instant de commutation TC par la, 'PROCEDURE' BISSECTIZN
et la 'REEL'‘'PROCEDURE' FM calculant la distance de la trajectoire saturée & la courbe

NSM ; on utilise pour cela’ Une interpolation sur la table NSM[?]
Dans le cas d'un départ avec commande libre u = V¥ on utilise le traitement "DELIB",

XIP est l'&tat initial d'un systéme sans contrainte atteignant 1'état final avec une

variable adjointe égale a +l.. |

" On compare cette valeur a NSP[}l pour savoir si les contraintes interviemnent.

Le test de la position de 1'état initial par rapport a la valeur XLP détermine le type

~de traitement "LIBEP" et "LITQT".

PLITPT" détermine directément la variable adjointe dans le cas d'une commande comp létement

libre,
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TRAITEMENT AVEC DEPART SATURE

(x 1} < nsp {1} 2

Calcul de I 'ins-
tant de cemmutati
ifon TC et de XC

SODESAM -

Calcul sar arc non
saturé X[K],
- PSI(K] = U[K].

1

@(———-—C Commutation U = +1?

iSORSAP

0 = Commutation U = -1 ?

SORSAM

arc saturé sur
SP ou SM

J,

EDIT

EDIT




III-21

TRAITEMENT AVEC DEPART LIBRE

DELIB

CALCUL de XLP

LITOTl

CALCUL dé PSIF

i

{Pour I := 1 jus-

qu'a M

CALCUL de X[I],
ul1] |

BISSEP

CALCUL de TC
CALCUL de XC

l

ae I+l a M+l :
: de 1 a I - CALCUL|,
de x[K] et U[K]

AUF@U

EDIT EDIT
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"L IBEP" recherche entre quels points de la grille se trouve le point de commutation,
avant de déterminer avec précision ce point de commutation ("BISSEP") ; on utilise la
"PRPCEDURE' BISSECTION et la 'REEL' 'PROCEDURE' TIREP qui calcule la distance de Xp
au point initial correspondant & la commutation a 1;instant X. On construit ensuite

la trajectoire point par point.

La discrétisation s'effectue ici au niveau des courbes de commutatien ;.le program-
me é&tant exposé ici sous sa forme la plus complexe. Dans le cas ol XT < 1 on pourra
remplacer la discrétisation‘des'courbes°et.1'interp61ation par une procédure calculant
en continu les courbes de commutation par leur expression analytique'; les résultats:

seront alors bien meilleurs tant au point de vue temps que précision, -

I1I - Méthode de tir

On applique les résultats énoncés au Ch. II B § 5 dans le cas général, pour cons-

-~

truire une suite de trajectoires extrémales en modifiant 3 chaque essai  ¥(0) pour
" (k-1)
(T) ¢

.

obtenir une valeur x(k)(T) plus proche de X, que X
C'est le programme fRACéf—BUT.

La procédure P¢NT(PSi) calcule la trajectoire extrémale correspondant 3 la valeur
initiale PSI de la variable adjointé ; elle utilise les expressions analytiques des
arcs de trajectoire déterminées ci-dessus en Ch. III A, Les instants de commstation sount
recherchés avec une grande précisidn par la méthode de bissection (Procédure auxiliaire
BISSECTI@N) . On a &galement &crit la procé&dure DITRAC (PSI) effectuant le méme travail
mais par intégration numérique des équations différentielles (Procédure auxiliaire

RESYDIF).

La procédure BUT effectue les itérations. Plusieurs méthodes sont possibles, la
convergence ne posantvici,aucun probléme : . : .
- on peut calculer un gradient et la dérivée-%% F.
- on peut encadrer la valeur optimale de To et’réduire 1'intervalle, soit par bissec~

tion, soit par une méthode d'interpolation.




DEBUT

INTERZ:
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METHODE DES COURBES DE COMMUTATION

REEL B,X0,XT,PA;
ENTIER M;
LIRE(B,X0,XT,PA,M);

DEBUT

ENTIER 1,K,L;
REEL R,XC,XCl, XCZ TC, TCl TC2,XLP, XLM,X0C,PSI1F,X1,X2,
RESU, RFSO,
REEL TABLEAU SP, SM NSP NSM, X, U, XL,PSILI1:M+1];
XC:=0.0;
R: ’RACZ(1+B),
PROCEDURE INTERP(TAB, NO N,A,B,EPS,X)RESULTATS:(F) ;
VALEUR NO,N,A,B,X, EPS
REEL TABLEAU TAB;
ENTIER NO,N;
REEL A,B,X,F,EPS; =
COMMENTAIRE INTERP DETERMINE SI L'ON DOIT UTILISER UNE.
FORMULE D'INTERPOLATION DE NEWTON ASCENDANTE OU
DESCENDANTE ET EFFECTUE CETTE INTERPOLATION(OU
EXTRAPOLATION) DE LA FONCTION F POUR LA VALEUR X A
PARTIR DES VALEURS DE F TABULEE EN TAB(I),IwNO N
F(A)=TAB(NO),F(B)=TAB(N] LA TOLERANCE D'UTILISATION DES
FORMULES DE NEWTON EST EPS .. :
DEBUT

ENTIER K,S,KP, NP

REEL P;

P:=(B-A)/(N- NO)'

S1 ABS(X-A). £ EPS ALORS

DEBUT
F:=TABINOI];
ALLERA TERMIN
FIN
SINON :
St X < A ALORS
DEBUT ;
S:=+1;
KP:=NO;
NP:=N;
ALLERA  INTER1
FIN , :
. SINON
DEBUT
K:=0;
S1 X.> A+K*P ALORS
DEBUT
K:=K+1;
+S1.K > N=-NO ALORS
DEBUT
KP:=N;
NP:=NG;
S:=-1;

ALLERA INTER1

FIN
SINON ALLERA INTER2
FIN ;



INTERL:
TERMIN:

NEWTO1:
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S1NON
S| ABS(X=(A+K*P)) ¢ EPS ALORS
DEBUT
F:=TABINO+KI1;
ALLERA TERMIN
FIN
SINON - o
S1 K ¢ (N~NO)/2 ALORS
DEBUT
. t=+1;
KP:=NO+K=~1;
NP:=N; :
ALLERA INTERI1
FIN '
SINON
DEBUT
1==1;
KP:=NO+K;
NP:=NO;
ALLERA INTER1
FIN '

FIN ; o »
NEWTON(TAB,KP,NP;EPS,A+KP*PJP4XysﬁF);

FIN ; :
PROCEDURE NEWTON(YK,K,NP,EPS,XK,HﬂX,S)RESULTATSz(Y) s
VALEUR K,NP,EPS,XK,H, X;
REEL TABLEAU YK;
REEL EPS,XK,H,X,Y;
ENTIER K,S,NP; s ‘
COMMENTAIRE NEWTON DONNE LA VALEUR Y DE LA FONCTION
TABULEE EN YK POUR LA VALEUR X DE LA VARIABLE EN
UTILISANT LA FORMULE DE NE WTON ASCENDANTE(S=~-1) 0OU
DESCENDANTE(S=+1]1 DELTA(I) EST LA DIFFERENCE FINIE
D'ORDRE | RELATIVE AU PAS H. YK(K) EST LA VALEUR
CORRESPONDANT A XK QUI EST LA VALEUR DE X PA R
DEFAUT(S=+1) OU PAR EXCES(S=~1](POUR LES
INTERPOLATIONS) LA TABLE EST SUPPOSEE ETABLIE A EPS PRES
ET LA PRECISION SUR Y PEUT ETRE SUPERIEURE, ELLE N'EST
LIMITEE QUE :1 LORSQUE L'ORDRE DES DIFFERENCES FINIES
DEVENANT TROP GRAND,LEUR VALEUR NTEST PLUS SIGNIFICATIVE
OU 2 LORSQUE L'ETENDUE DE LA TABLE LIMITE LPORDRE DE CES
DIFFERENC ES.; S
DEBUT :
REEL TABLEAU :
DELTAL1:( SI S=+1 ALORS (NP=K} SINON Kyl
REEL A,NU,NF,DA,DAP,AP;
ENTIER M,Jd,1,L;
M:=1; S
DELTA[M]:=1.0;":
POUR L:=M TANTQUE (
S1 S=1 ALORS -((K+M) ¢ NPJ
SINON ((K=M) 2 NP)) FAIRE
DEBUT B

DELTAIL]:=YKI




MEWTOZ:

TERMING

REEL Y1,Y2,EPS,ETA,X;
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S| S=+1 ALORS (K+L)

SINON Kl

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRL

DEBUT .
ne=1,0; ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA I FAIRE |
As=A*(L=-Jd+1)/J;
As=((=1)*x])*AxYKIL
S| S=+1 ALORS (K+L-1)
SINON (K=1)1;
DELTALL] :=DELTAILI+A

FIN ; i
S1 ABS(DELTALMI) ¢ (2*x(M=1))*LPS s
ALORS
DEBUT
NF:=M~-1;
ALLERA NEWTO2 |
FIN ,
SINON t
DEBUT ;
Me=M+1; ;
ALLERA NEWTO1 t
FIN ; ;

FIN DU CALCUL DES DIFFERENCES ;
NF :=M=1;
Y:=YK[KI; ; i
NU:=S*(X=XK}/H; |
DA:=0.0; ‘
A:=1.0;
POUR M:=1 PAS 1 JUSQUA NF FAIRE ' |
DEBUT : |
AP:=A; » |
A:=1,0; ‘ §
DAP:=0A; 1
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
Av=A*{NU=1+1)/1;
FIN ;
A:=(S**M)*A*DELTAIM];
DA:=ABS(AP-A); :
S| M > 2 ET DA » 2.0*DAP ALORS
ALLERA TERMIN )
STNON Y:=Y®A;

FIN ; '

PROCEDURE BISSECT|ON(F,YI,YZIEPS,ETA,X,PASDERACHNE);
VALEUR Y1,Y2; :

REEL PROCEDURE F;

|
ETIQUETTE PASDERACINE; *
DEBUT ) 2
ENTIER 1,J,.K; ’ :

REEL G,G1; :
e=di=Ke=1; . i
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Ae=Y2;

ALPHA: Ge=F(X);
S ABS(G) < EPS ALORS ALLERA TERM;
S1 I=1 ALORS

DEBUT
le=2;
Gl:=G;
X:=Y1;
ALLERA ALPHA

FIN ;

St SIGN(G)=SIGN(GLl) ALORS

DEBUT
SI J=1 ALORS ALLERA PASDERACINE:
Y2:=X; :
ALLERA TEST

FIN ;

St K=1 ALORS

DEBUT
Je=Ke=2s
ALLERA - MILIEU

FIN ¢

Yl:=X;

TEST: S1 ABS(Y1-Y2) < ETA ALORS ALLERA TERM;
CHILTEU Xe=(Y1+Y2)/2,0;

ALLERA ALPHA;
TERM:

FIN PROCEDURE BHSSECTEQN 2

REEL PROCEDURE REV(X}:

VALEUR X;

REEL X;

DEBUT
REEL XC;
XCo==B+{B+XTI*EXP(~X*PA);
REVe=(1+(XC=1)/RI*EXP((K+X=M=1)*PAI+(1=(XC=1)/R)*
EXP((M+1=X~K)*PA)~2,0;

FIN ;
REEL PROCEDURE REW(X) ;
VALEUR X;
REEL X3
DEBUT
REEL XC; s
XC: “B*(B*XT)*EXP( =X*PA); .
REW: =(1+(XC~1)/R)*EXP((K+X=~M=1)%PA}+(1~-(XC=1)/R)4
EXP((M+1-X-K)*PA)+2.0;

FIN ;

REEL PROCEDURE FM(X)

VALEUR X;

REEL X;

DEBUT
REEL Y;
INTERP(NSM, 1, M+1 1.0,M+1,0,0=7,X,Y);
FMe=B+(X0=- B}*EKP((X 1)*PA)=Y



®

COURBESLIMITES:

RECTIF:

DEROUTE ¢
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FIN ;

REE
VAL
REE
DEB

FIN
REE
VAL
REE
DEB

FIN

POU
DEB

i PROCEDURE FP(X}

EUR X:

L X;

uTt
REEL Y;
INTERP(NSP,1 ,M+1,1.0,M+1.0,0-7,X,Y);
FP:==B+(X0=B)2EXP({(X=1)*PA}-Y;

L PROCEDURE TIREP(TOC) ;

EUR TOC;

L TOC;

Ut
X0C:==B+(B+XT)*EXP({TOC-M-1)*PA);
TIREP:=0.5%(1,0+{X0C~-1.0)/R)*(1+R)*EXP((1.0-TOC)*
R*PA)+0,5%(1,0-(X0C~1,0)/R)*(1-R)*EXP((TOC~1.0)*R*
PA)-X0; : ’

»
4

R 1:=0 PAS 1 JUSQUA M FAIRE

ut
SPIM=1+1]c==B+{B+XTI®EXP{=12PA);
SM[M“I#l]:ﬁB%€XT@B}*EXP€@ﬁ*PA);
NSPIM={+3T:={(R~13#{R+1 )2 (EXP(R&J*PA)=EXP(=R*[#*
PA))=2%XT*R}/{(1-RI*EXP(~|%PA*R)~(1+R)*EXP(|*PA=*
R)); :
NSMIM=1+1Fce=C(1-R}=(R+1)#(EXP(R* I *PA)~EXP(=R*1]=*
PAY)-2%XT#R}/{{(1~RISEXP(=[+*PA*R)=(1+R}*EXP(1*PA%

R)); ' ‘

S NSP{M=i+1l ¢ 5PIM=~1+1]1 ALORS NSPI[M=1|+

11 :=SPIM=1+11; .

SI NSMIM=1{1+1] » SMIM={+1] ALORS NSMIM=1+

11 :=8MIM=1+1];

FIN ;

S
Si
St
AlLL
POU
DEB

“FIN

X0 > SMI[1] ALORS ALLERA  [IMPOSS;

X0 < SPI1] ALORS ALLERA IMPOSS;

XT > 1 ALORS ALLERA RECTIF;

ERA DEGAGE; .

R 1:=M PAS ~1 JUSQUA 1 FAIRE

uT -

XLE1 e=0 5% (L+RI#(1+(XT~1)/RI*EXP(~{M+1-1)*R*
PAY+0,5%(1-Ry#{(1={XT=1)/R)*EXP((M+1-1}*R*PA);
PSILIT]e=0,5#{13{XT~1)/RI*EXP(~(M+1~1)*R*PA)+
0,5#(1~{XT=12/RIZEXP{{M+L-1)*R*PAj;

SI1 ABS{PSHILETTY » 1.0 ALORS ALLERA

DEROUTE ;

®
I'4

ALLERA DEGAGE;

Si
PCU

PSILII] < =1 ALORS ALLERA DOUB:
R K:=M PAS =1 JUSQUA I+1 FAIRE

DEBUT



DOUB:

LOUPE:
DEGAGE:

TESD:

DESAM:
BOUM:

AFEIM:

SODESAM:
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BISSECTION(REV,0,0 ,M+1,0-K, A=7 ,0=7 ,RESU, LOUPE ) ;
RESO:==B+(B+XT)*EXP(=-RESU#PA};
NSPIK]):=0,5%(1+R)*(1+(RESO=1}/RI*EXP{{(K+RESU~M=
23«PAY+0,5%{1-RI*(1-(RESO=1}/RI*EXP{(M+2=K~-RESU}=*
PAY;

FIN ;
ALLERA DEGAGE;
POUR K:=M PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE

DEBUT
BISSECTION(REV,0.0,M+1,0-K,A~7 , A~ 7 RESU,LOUPE);
RESO: "“B*(B%XT)*EXP( RESU*PA)
NSPIK]:=0,5%(1+R)*(1+{RESO~ l)/R)*EXP((K*RESUwM@
2)*PA)+0.5*€1*R)*(l~(RESO~1)/R)*EXP((M+2”KmRE3U}*
PAY;

FIN ;

POUR K:={ PAS =1 JUSQUA 1 FAIRE

DEBUT

BISSECT!ION(REW,0,0,M+1.0=K, 0=7,4~7, RESU&LOUPE
RESO: ““B*(B+XT)*EXP( RESU*PA},
NSMEKT:=0,5+(1+R)*{1+(RESO=1)/RI(EXP{{K+RESU-M~
2)#PAY+0,54(1=RI»(1~(RESO-L}/RI*EXP((M+2~-K~-RESI}+*
PAY:

FIN 2

ALLERA DEGAGE;
ECRIRE( " LOUPE " };
ALLERA TILT; :

POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
ECRIRECI,SPL1],SMLi},NSPLI], NSMLIT);
St X0 » NSMEI] ALORS ALLERA DESAM;
SI X0 < NSPIL11 ALORS ALLERA DESAP;
ALLERA DELIB;
o=l
X[E1):=B+(X0=B)*EXP({1=1)*PA);
St XIt] < NSMII] ALORS ALLERA AFFIM;
Ult)e=s=1.0;
fe=1+1;
St I ¢ M+#1 ALORS ALLERA BOUM;
ALLERA QUF;
DEBUT
BISSECTIONCFM, 1=-2.0,1=0,0,4=7,0=7,7C, AUFQU) &
XC:=B+(X0-BY*EXP{(TC~1)#PA);
ECRIRE( " DEPART SATURE " ,, " PSI NEGATIF " 3¢
ECRIRE( ' COMMUTATION EN ' ,TC,
" POUR LA VALEUR ™ ,XC):
POUR K:={ PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
DEBUT SO
XIK}:=0,5«((XC+1.,0)/R=1.,0)%(1+R)*EXP{R*
(K«TCI*PA)Y=0,5%(1,0+(XC+1,0)/RI*(1=R}+*
EXP(R=«{TC=~K)*PA);
ULK]:=0,5+«((XC+1.0)/R=1,0)%EXP(R*(K~TC)-
PAY=0.5%#(1.0+(XC+1.0)/RI*EXP{R*(TC=K)nl
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St XiKi ¢ SPLKI ALORS- ALLERA
SORSAP:

SI XLKP > SMIKI ALORS ALLERA
SORSAM:

SI UK} > 1.0 ALORS ALLERA  SORSAP;
SI UIK] ¢ =1.0 ALORS ALLERA

SORSAM;
FIN ;
FIN ;
ALLERA EDIT;
DESAP: l1:=1;
Roup . X[1]e==~B+(XO0+BI*EXP({1-13%PA);
St XUEY > NSPIIT ALORS ALLERA  AFFIP;
Ul1l:e=+1.0;
fe=i+l;
> SI 1 ¢ M+1 ALORS ALLERA DBOUP;
- ALLERA OUF;
AFFIPs DEBUT

BISSECTION(FP,1~1.0,1-0,0,4=7,A-7,TC,AUFOUY
XC:a=B+(X0eBI#EXPL(TCLI#PA);
GODESAR: ECRIRE( " DEPART SATURE ™ ,, " PST  POSITIF *° 3
ECRIRE( " COMMUTATION EN ™ ,7TC,
YOPOUR LA VALEUR ' ,XC); o
POUR K:=1 PAS J JUSQUA M+1 FAIRE
DEBUT

XIKY =0, 5+((XC~-1.0}/R+1.,0)=(1+R)*EXP(R*
(K=TCY*PA)~0, 5% ((XC~1,0) /R~ 1 0)*(1=R)=*
EXP(R={TC-K}=PA);

ULK] :=0.5%({XC~1,0)/R+1.0)*EXP(R*(K=TC)*
PAY~C 520 (XC~1 . 0)/R=1.0)*EXP(R#=(TC=K)=PA}:
ST XIKY < 5Pk} ALORS ALLERA

SORSAP;

S1 ALEY » SMIKT ALORS ALLERA

SORSAM; |

St UK. > 1.9 ALQRS ALLERA SORSAP;

ST ULK) ¢ =1,0 ALORS ALLERA

SORSAM;

FIN ;

FIN ;
’ ALLERA  EDIT;
BELTE: ECRIREC * DEPART LIBRE " )
‘ KLP:=0 5%« ( {1+ (XT=1) /RI*#(CI+R)*EXP(~M*xR*PA)+ (1~ (XT=1)/R}=*
(I~RY*EXP(M*R*PA)): - -
ST XLP < NSPI[1] ALORS XLP:=NSP[1];
SI X0 < XLP ALORS ALLERA LIBEP; _
LITOT: PSIF:=(2%X0*R=XT*({1+RI#EXP{~ReMaPAI - {1=R)*EXP(R*M=PA) )/
((R+1)*(R=1)I*(EXP(~ReM2ePAYI=EXP(R*M=PA) ) )
POUR 1:=0 PAS 1 JUSQUA ¥ FAIRE
DEBUT
XM=t el o=, 5e(PSIF (F IF}/RI*(1+RI*EXP(=R»}
PA)#QoﬂﬂiPﬁi?*(ﬁ?~“f Fy/s ) {1=-RI*EXP{(R*]%PA)>

fa



LIBEP:

IMPOSS .
ALIFOU

SORSAM:

SORSAP:
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UlM=1+1]:=0.5%(PSTF+(XT=PSIF)/RI*EXP{~R*|*PA)+
0.5%(PS1F~(XT=PSTE)/RI*EXP{R*1*PA};

FIN :
KLLERA EDIT;
ECRIRE( * LIBEP ™ );

DEBUT v

POUR |:=M PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE

DEBUT
X1:=0,5%(1.0+«(NSPLI]1~-1.0)/RI*EXP(~PA*Rw
(1=1))%(1+R)+0,5%(1.0~-(NSP[11~1,0)/R)=
EXP(PA*{1~1)*R)*(1~R);
St X1 ¢ XO ALORS ALLERA BISSEP;

FIN ;

BISSECTION(TIREP,1-0,0,1+1.0,4=7,4=7,TC,AUFOQU);

XC:=X0C;

ECRIRE( " X0C= " ,X0C);

POUR K:=1+1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

DEBUT
XIK):=5P[K];
ULKl:=1,0;

FIN ;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA | FAIRE

DEBUT
XLK]:=0,5#(1.0+{XC~1,0)/R)s(L+R)=EXP(R»
PA*(K=TC))+0,5%(1,0-({XC~1,0)/R)*{1L=R}»
EXP(R*PA=(TC=-K));
UIK]:=0,5%(1,0+(XC~1,0)/RI*EXP{R*PA* (K~
TCI)+0,.5%(1,0=-(XC~1,0)/RI*EXP{R*PA*(TC~
K)):

FIN ¢

ECRIRE( " COMMUTATION EN " ,TC,

" POUR LA VALEUR "™ ,XC);

ALLERA EDIT;

FIN ;

ECRIRE(XO, " N EST PAS DANS " ,SP{11,,sSM[11);
ALLERA TILT;
ECRIRE({ ™ ERREUR A LA BIS ' , " SECTION " )
ALLERA TILT;
POUR L:=K PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
DEBUT
XILYs=SMIL];
UlLle==1,0
FIN ;
ALLERA EDIT;
POUR L:=K PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
DEBUT
XIL}:=SPIL];
ULL):=+1.0
FIN ;
ALLERA EDIT;




EDIT:
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POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
ECRIRE(!,,X[11,,0l1]);

X0C:=0.0;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
XOC:=X0C+(X[11*X[11+B*xUL1]1*xUL1]);
ECRIRE( " FONCTION ECONO " ,X0C);

HEURE;



DEBUT

ALPHA:

TEST ¢

MILIEU:

TERM:
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METHODE DE TIR

REEL XO0,XF,T,B,EPS;

ENTIER

Ms

LIRE(XOQ,XF,T,B,EPS,M);

DEBUT

REEL TABLEAU X,UL1:M+11];
REEL PA,PSH, TCI XCl PaﬂCl TL’ xrz R AT
ENTIER K,
PROCEDURE BRI SSECT ION(F, Y1, Y? EPS,ETA,X,PASDERACINE);
VALEUR Y1,Y2;
REEL PROCEDURE F;
REFL Y1,Y2,EPS,ETA X
ETIQUETTE PASDERACINE;
DEBUT
ENTIER 1 ,J,K;
REEL G,Gl;
le=de=Ke=l;
X:=Y2;
G:=F(X);
S1 ABS(G) ¢ EPS ALORS ALLERA TERM;
St 1=1 ALORS

DEBUT
fe=2;
Gl:=0G;
Xe=¥1:
ALLERA - ALPHA
FIN 3
St SIGN(G)=SIGN{(G1) ALORS
DEBUT
S1 J=1 ALORS ALLERA PASDERACINE;
Y2e=Xg
ALLERA TEST
FIN :
S K=1 ALORS
DEBUT
Je=Ke=22
ALLERA MILIEU
FIN
Yile=X;

S| ABS(Y1-Y2) < ETA ALORS ALLERA TERM;
Xe=(Y1+Y2)/2.0;
ALLERA  ALPHA;

FIN PROCEDURE BISSECTION ;
PROCEDURE BUT(XO,XF,T,B,EPS,PS1)
REEL XO,XF,T,B,EPS,PSt;
DEBUT

REEL ,Jd,Y,2;

REEL PROCEDURE TIR(X) ;

REEL X;

TIR:=PONT (X)=~XF;

:=PONT(0. 1}

o==0,9;

Jr=l,1;

51 Y » XF ALORS ALLERA  BOUD:
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POUR te=1+1.0 TANTQUE Y 7 £F FAIRE
DEBUT .

A
£ < EPS ALORS ALLERA  SORY

le=d=1.0;
ALLERA BIiS;
BROUD: POUR J:=J=1.0 TANTQUE Y » XF FAIRE
DEBUT :
’ o le=d=1.02
Z: PG%T&!)»
S1 ABS(Y-Z) < EPS ALORS ALLERA  SORT
SINON Y:=Z
FIN ;
XT:=Y;
. Jr=i+1,0;
Bi1s: BISSECTION(TIR,!,J,0=7,0~7,PS1,SORT);
' ECRIRE( " POUR X0 = " ,X0, '™ XF = ' _XF, ' PSp ="
PSi): .
ECRIRE( * ON TROUVE "™ , "™ XT = " ,XT):
SORT: ECRIRE( " TERMINE " J);

FIN ;
REEL PROCEDURE PONT(PSI}
REEL PS1;
DEBUT ’
) REEL R,DELT,SOL:
R:=RAC2(1.0¢B);
TC1:=0,0;
XC1l:=X0;
. PSIC1:=PSi;
TC2:=T;
XC2:=XT;
S1 PSS! > 1.0 ALORS ALLERA DESAP;
St PSI < =1.0 ALORS ALLERA DESAM;
DELT:=1. 0+€XC£ -PSICL)*(XC1-PSIC1)/(1.0+B)~PSICLe
PSICL;
S PS!Cl*(R*1;0)+XC1 < 0.0 ALORS ALLERA
LIBEM;
LIBEP: SOL:={1.0+RAC2(DELT)*SIGNE(PSIC1+(XC1=PSIC1)/R}}/
(PSHCl+(XC¥~PS CL)/R):
TC2:=LN(SOL}/R
XC2:=0.5%(PS} Cl+€XCl ~-PSICLI/RI=(1, G@R‘k OL+0, 5%
(PSIC1~{XC1~PSICL)}/RI*(1.0-R2}/S0L;
St TC1+TCZ2 < T ALORS XT:==~B+{XC2+B)*EXP(T~
TC1-TC2)
SINON XT:=0,5+{PSICL+(XCL=PSICL)/RI*{1, 0+RI*
EXP((T-TCL)#*R}+0,5=(PSICLI=-(XCl~ PS!CI)/R)*(} D=k f
EXPUL{T-TCL)=R); '
ALLERA  TUHILT: : '
LIREM: SOL:mm(l,Q+RﬂC2€ﬁELT}*SUGNE§P&E@i#(XQEMQSHﬂlD/Q?i#
{PSICL4(XCL-PSICLY/R);

b”‘
P
fev)
ce



DESAP:

SAM:

TILT:
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TC2:=LN(SOL)/R;
XC2:=0,5%(PSIC1+(XC1-PSIC1)/R)# (1. 0+«RI*S0L+0, 5%
{PSICL=(XC1l=PSIC1)/R)*(1.0=R)/S0L;

S| TCL+TC2 ¢ T ALORS XT:=B+(XC2~B)+EXP(T-TCl~
TC2) v

SINON XT:=0,5#¢(PSIC1+(XC1=PSICL)/RI*(1,0+R)*
EXP(T=TC1)+0,5%(PSICL-(XC1=PSICL)/R}I*(1.0-R}/
EXP{T-TC1);

ALLERA TILT;
DELT:=(1,0+B)*(1.0+B)+(X0+B)*(X0-B~PSI*2.0);
S| DELT ¢ 0.0 ALORS ALLERA SAP;
SOL:=(1,0+B~RAC2(DELT)*SIGNE(X0+B))/(X0+¢B);
S| SOL ¢ 1,0 ALORS SOL:=(1.0+B+RAC2(DELT)*
SIGNE(X0+B))/(X0+B);

St SOL < 1.0 ALORS ALLERA SAP;
TC1:=LN(SOL?}; :

S1 TC1 > T ALORS ALLERA SAP;
XC1l:==B+(X0+B)*EXP(TC1);

PSI1Cl:=1.0; o :

ALLERA LIB;

XT:==B+(XO0+B)*EXP(T);

ALLERA TILT, -
DELT:=(1,0+B)*(1,0+4B)+(X0=B)*(X0+B~2,0%PS1);
S| DELT ¢ 0.0 ALORS ALLERA SAM;
SOL:=(1.0+B+RAC2(DELT)*SIGNE(X0-B)}/(B-X0);
S| SOL ¢ 1.0 ALORS SOL:=(1,0+B+RACZ(DELT)*
SIGNE(X0=B))/(B~X0);

S1 SOL < 1.0 ALORS ALLERA SAM;
TC1l:=LN(SOL); .

SI TCl > T ALORS ALLERA  SAM;
XC1l:=B+(XO-B)*EXP(TC1);

PSICL:=-1.0; "

ALLERA LIB;

XT:=B+(X0~0.+*FxP(T);
ALLERA TILT;
PONT :=XT;
ECRIRE( " POUR PSI " ,PSI, " ETAT FINAL "™ ,XT);
FIN ;
HEURE;
BUT(XO,XF,T,B,EPS,PSI);
SAUTLIGNE;

ECRIRE( ™ ¢c1 ' , " TEMPS " ,TCl, " ETAT o XC1l, " CONTROLE ™ ,
PSICl1); o
ECRIREC ** c2 " , " TEMPS " ,TC2, " ETAT WooXC2);
SAUTLIGNE;
HEURE;
SAUTLIGNE;
PA:=T/M;
R:=RAC2(1+B);
K:=0; SRR
POUR K:=K+1 TANTQUE K#*PA < TC1l FAIRE
St PSIC1 > 0.0 ALORS
DEBUT
X[K]:==B+(XO+BI*EXP((K=1)*PA);



STOP:

FIN ;

FIN
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ULK]:=1.0

FIN

SINON

DEBUT
X[K1:=B+(X0«B)*EXP((K=1)*PA);
U[K]1:=-1.0

FIN

K:=ENTIER(TCL1/PA);
POUR K:=K+1 TANTQUE K*PA < TC1+TC2 FAIRE
S1 K > M ALORS ALLERA STOP

S1NON

DEBUT
X[K]:=0a5*(PSICl*(XCl-PSlCl)/R)*(R+1.0)*EXP(R*
(K*PA-TCl))+0°5*(PSiCl~(XC1~PSICl)/R)*(loo-R)*
EXP(-R*(K*PA-TC1));
ULK]:=0.5%(PSICL+(XC1-PSIC1)/R)*EXP(R*(K*PA~-
TCl))+0°5*(PS|Cl-(XCl-PSICl)/R)*EXP(~R*(K*PA“
TC1)); '

FIN

POUR,K:=ENTIER((TC1+TC2)/PA)+1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
St XT > 0,0 ALORS

DEBUT
X[K]:==B+(XC2+B)*EXP((K-1)*PA-TC2);
U[K1:=1.0; ‘

FIN

SINON

DEBUT _
X[K]:=B+(XC2-B)*EXP((K=1)*PA-TC2);
ULK]:=-1,0; ‘

FIN

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE

ECRIRE( " PAS " ,K, " ETAT " ,X[Kl, " CONTROLE *OLULKID;

TC1:=0.0;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
TC1:=TCl+(X[KI*X[KJ+B*ULK]I*ULK]);
SAUTLIGNE; ‘ ‘ :
ECRIRE( " couT " ,TC1l);

e e e e e e
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PROCEDURE DITRAC(B,TO0,X0,PSO,PA,H,M,X,PSI) ;
VALEUR B,TO0,X0,PSO,PA,H M ;
ENTIER M ;
REEL B,T0,X0,PSO,PA,H ;
TABLEAU X,PSI1 ;
DEBUT | _
PROCEDURE RESYDIF(FONCT,XD,YD,H,N,XF,YF);
VALEUR XD,H,N ;
PROCEDURE FONCT ; REEL XD,H,XF ;; ENTIER N ; TABLEAU
YD,YF ; C
DEBUT TABLEAU A[1:51,Z,WL1:N] ; ENTIER K,J ;
Al11:=A[2]:=A[5]: —H/2 0 : A[31:=Al4):=H ;
XF:=XD 3 POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE YF[k] =W[K]:=
YDLK])
J:=1 ; .
ITER:FONCT(XF,W,Z) '
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE YF[K] =YF[KI+A[J+1]*
ZIK1/3.0 ;
S| J=4 ALORS ALLERA TERM ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE WI[K]: ~YD[K]+A[J]*
ZIK1 ;
XF:=XD+A[J] ; J:=J+1 ; ALLERA ITER ;
TERM: FIN ;
PROCEDURE FONCTO(X,Y,DY)
REEL X ; TABLEAU Y,DY ;
DEBUT DYI[11:=Y[11+B=*Y[2] ; - ’ , .
DY[2):=Y[11-Y[2] ; FIN ; i
REEL XD,XF ;
ENTIER K,L,N ;
TABLEAU YF[1:21,YDI[1:2] ; L
K:=0 ; N:=2 ; XD:=TO ; YD[11:=X0 ; YD[2):=PSO ;
STAR: XF:=XD-PA ; K:=K+1 ; ' '
RESYD!F(FONCTO,XD,YD,H,N,XF,YF) ;
X[K)}:=YF[1] ; PSI[K}:=YF[2] ; - =
SI K 2 M ALORS ALLERA TILT ;
S1 PSIEK] > 1.0 ALORS ALLERA RUPT
S1 PSIIK] ¢ -1.0 ALORS ALLERA RUPT ;
XD:=XF ; YDI[1l:=YFI1] ; YD[2]'~YF[21 ;
ALLERA STAR ;
RUPT: POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA K FAIRE
ECRIRE(L,,X[L],,PSIEL]) ;
POUR L:=K PAS 1 JUSQUA M-1 FAIRE »
X[L+11:=B*SIGNE(PSIIK])*(EXP(PA)~ ~-1)+X[LI*EXP(PA)
POUR L:=K+1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
ECRIRE(L, ,XI[L1)
ALLERA SORT
TILT: POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
ECRIRE(L, ,XI[L1,,PSIIL]) ;
SORT:
FIN DITRAC ;
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Nous donnens ‘ici la méthode la plus simple, celle de la bissection ; BUT recherche donc
un encadrement du point final par une variation & pas constant de Wo’ puis. utilise la

procédure BISSECTIPN pour les valeurs de ¥y ainsi obtenues.

On a adjoint 3 1'ensemble un programme permettant de sortir les ré&sultats sur
une grille de points et de calculer la valeur du critére. La discrétisation n'a donc
lieu véritablement qu'a la sortie des résultats, l'ensemble du calcul ayant lieu en

continu avec seulement une discrétisation auxiliaire pour effectuer les tests.

IV - Résultats et exemples numériques

La difficultéd principale du probléme peut résider dans-la divergence rapide de
deux exponentielles voisines, la réduction du prebléme et la résolution dans le sens

rétrograde permettent de s'en affranchir.

Les essais ont &té effectués de maniére i tester lés différentes méthedes et
variantes tant au point de vue durée du calcul que précision des résultats. Les mesures
de temps sont faites sur la procé&dure HEURE, ce sont des moyennes pour les durées
inférieures i la seconde, elles donnent le cas le plus défavorable: pour les durées Supé—
rieures 3 la seconde. Les précisions sont obtenues, si cela est possible, par le calcul
direct dans un ‘cas particulier, sinon elles sont estimées par la méthode de division

du pas et comparaisen des résultats obtenus par différentes méthodes ; on considérera

7

comme exact un résultat dont l'erreur relative est inférieure a 10



a) Méthode de courbes de commutation
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‘Avec discrétisation
de NSP et NSM

Avec expression analytique
de NSP et NSM

Unités syntaxiques . 4350 2550
Temps (s)
Compilation 26 18
Assemblage 62 30
Chargement 28 22
Pour M £ 200 temps- (s)
~ Calcul des courbes de commutation ib5
~ Calcul de 1'optimale 0,0 3 2 0,0 a 0,4
- Sortie des résultats- a 1a3
- Temps total maximum observé 3
Précision »
Sur l'état au voisinage de T 10—2 a 10”6 10_6 ao
Sur le critére 10“4 a 10 6 10—6

Remarquons que dans le cas de discrétisation des courbes, on adoptera une inter-

polation trés simple si la grille est suffisamment dense

la procédure complexe et

coliteuse d'interpolation ne prendra toute sa valeur que sur les grilles de points trés

laches. L'allure régulidre des courbes de commutation observées expérimentalement justifie

ce procédé d'interpolation.

La précision varie &normément en fonction du type de commande et de la durée du

processus ; au deld d'une certaine durée la précision sur la variable d'&tat et la com-
mande devient médiocre, mais la précision sur le critére reste généralement satisfaisante

on a corrigé la variable d'état au voisinage du point final en prévoyant une arrivée sur

SP ou SM.

!
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b) Méthode de tir

On a utilisé ici la procédure auxiliaire P@NT(PSI)

Dimensions du programme

Unités syntaxiques : 2016
Compilation : 15 s
Assemblage ¢ 24 s
Chargement ¢ 19 s

Performances (grille de 200 points)
Calcul t:1azs

Sortie des résultats : 2 3 3 s

Temps total maximum : 5 s

Le calcul des valeurs de la variable d'état et de la commande sur une grille
de points n'étant pas prévu par la méthode, il est assez cofiteux, mais il est néces-
saire pour &tudier la précision au voisinage des points de commutation, et pour cal-

culer le critére.

Précision
Au voisinage du point final : 10_6
Sur le critére : meilleure que 10”4

Sur les instants de commutation : 10-'5

La détermination d'une courbe ne faisant appel qu'd des calculs simples il est
donc possible de rechercher la précision maximum permise par la machine, la propa-

gation des erreurs n'étant pas génante,
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EXEMPLES NUMERIQUES

VARIABLE EXEMPLE 1 EXBVPLE 2
X9 2,0 1,0
XT 2,0 2,0
T 2,0 2,0
B | 3,5 3,5
METHODE COMMUTATIONS TIR COMMUTATIONS TIR
PSIP ou UP -1 -2,3648638 -0,85721207 -0,85683429
Xc1 1,21148143 1,2148157 — ]
Ccl 0,42175781 | 0,42098156 “\“‘*~\-~\\\\‘~\\\N
; \ ; .
X(T/4) 1,0519052 1,03119052 - 0,41877382 0,41877374
U(T/4) —d,81§54947 —0,81954941‘ ~0,27354785 ~0,27354774
X(T/2) 0,57047645 0,56847028 ’;_0,35452521 0,35452544
U(T/2) ~0,22398255 | -0,21608768 -Q,27579602 ~0,27579548
X(3T/4) o,i§47o45§ 10,80681428 : p,727§4611 o,?2794032
U(3T/4) | o,1£37772§ 0;12061291, 0,18434151 0,18434159
XF 2,0 2,00000011 || 2,0 | 2,00000005
UF " 0,59173552 0,59199634 || 0,62383299 0,62383317
2 x CRITERE 5,0306689. 5,0331250 2,0962419 z,o§§6445

)
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C - TRAITEMENT SUR CALCULATEUR ANALOGIQUE

La faible dimension du probléme permet de le traiter sur un petit calculateur

analogique tel que le TR-10 ou le TR-48 du Laboratoire de Calcul de 1'Université de

Grenoble. »
Le TR-48 avec des comparateurs a palettes doubles permettant un tracé par points des

courbes de commutation a &té choisi.

I - Mise en équation et cablage

Soit donc le systéme : i%% = x + Bu
ay _
> -(TE—X v

tu = sgn(W) % min (l,l?|).
Nous allons tracer les courbes de commutation relatives au point final, il faut donc

mécaniser sur le calculateur analogique, un systéme i évolution rétrograde soit :

dX .

. ] E?f— -x - Bu
dv
—— R +
»r X Y

d

On pourra r&tablir le sens de variation du temps en inversant la base de temps en
tragant les courbes.
‘On obtiendra aisément SP et SM en prenant la condition initiale XT et en faisant

u = *1., Il suffira de déplacer une connexion. On obtiendra NSP et NSM en utilisant les

doubles palettes du comparateur et en tragant X si |W| < 1.

Enfin on effectuera la résolution en ajustant manuellement la valeur initiale de la

variable adjointe.
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Les trois parties du cablage sont :

a) Mécanisation de 1'équation d'évolution.
b) Mécanisation de l'expression de u maximisdnt 1'Hamiltonien.

¢) Mécanisation de 1'équation adjointe.

+¥(0)

X |
Schéma .
de =
cablage
+X(0)
10
-
Comparateurs
o1 ¢ X
e INA 4 .- +e e -
Bloc de Y / j
comparaison ~f1e IN2 ,..L. ’J-a

v e INE

+'e 8=
- [
6,1 ¢ IN2 -—4—0 @4—0
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Le calculateur PACE TR-48 (EAIL) est un calculateur analogique transitcrisé dont la

tension de référence est * 10 V,

le montage principal utilise six amplificateurs dont trois intégrateurs et jusqu'a
huit potentiométres, on utilise également un bloc de comparaison a3 doubles palettes

(2 comparateurs doubles).

Les autres amplificateurs et potentiométres pourront, tre utilisés a des montages calculant

les courbes SM et SP sans saturation de 1'amplificateur calculant la variable adjointe Y.
Le cablage d'un amplificateur en intégrateur est assuré par des cavaliers fixes.

Les comparateurs testent le signe de la somme algébrique des. tensions d'entrée et com-

mandent chacun deux palettes.

Pour tracer les courbes de commutation non 1imites NSP et NSM on utilisera une méthode
par points ; les entrées des comparateurs permettent de tester si iW| est plus petit
que 1, la premiére série de palettes permet de calculer u, on a choisi d'utiliser la
seconde série pour ‘me tracer X que.si ]Wl < 1 3 les points dé NSP et NSM sont les
sommets des pics formés par 1l'arc non saturé de la trajectoire et l'arc de retour au

zéro du trageur.

Pour le tracé des courbes on a construit une base de temps rétrograde.

I
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II - Courbes et résultats.

L'affichage des potentiomdtres peut se faire avec une précision de 1'ordre de
10_4 volts sur un voltmétre numérique donnant 5 chiffres,

Le comparateur par contre introduit une ﬁmprécisionqufil est difficile de chif-
frer, le déplacement de la palette ne se faisant que lorsque la différence des tensions
3 mesurer dépasse un certain seuil ; ceci pose également un probléme pour ‘1'affichage
des valeurs initiales.,

De toute fagon la précision des calculs reste meilleure que celle de la table
tracante EAI Variplotter connectée. Les courbes seront donc établies évlo_z prés (ce
qui est vérifié par comparaisen avec les résultats du calcul digital) .

Il a &té toutefois possible de faire des mesures en position HOLD en divers
points des courbes pour cbtemir des résultats d 2 x 10_3 prés, la précision pouvant
d'ailleurs &8tre légdrement améliorée par le choix d'une base de temps a Eévolution lente
et 1'utilisation systématique de tout le domaine de travail du calculateur ( * 10 Vo).

Cependant le calcul analogique est surtout utilisé 3 la construction graphique.
des trajectoires sans recherche de la plus grande précision possible. v

La flgure 1 donne les trajectoires dans le cas XT = 2, B = 3,5 ; ce cas est 1'un
de ceux qui a permis de tester les méthodes digitales, lesrésultats ont pu &tre vérifiés ,

La figure 2 permet une construction des courbes de commutations non limites
NSM et NSP dans la méme applicationw’La.concofdénce des résultats est trds bonne.

La figure 3 envisage le cas oli XT = 0, le phé&noméne é&tant symétrique on a cons-

truit les trajectoires pour X < O et la courbe de commutation pour X > O.
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D - ANALYSE DES RESULTATS

La méthode analogique permet un tracé rapide et peu coliteux, avec une précision
-2 . ;
de 1l'ordre de 10 “, des trajectoires, des commandes et des courbes de commutation., Elle
permet €galement la construction des abaques permettant une résolution graphique du

probléme.

La recherche d'une précision plus grande impose les méthodes digitales. Le pro-
cédé du tir est le plus rapide pour la construction d'une optimale isolée ; par contre,
1;utilisation des courbes de commutation permet, apr@s un calcul préliminaire légdérement
plus long, de traiter le probléme pour toute condition initiale X en un temps inférieur
i celui de l'autre méthode ; les courbes de commutations permettent &galement une cons-—

truction graphique de la solution pour toute valeur de X e

Les méthodes présentent donc un &gal intér&t, mais il apparait immédiatement que
1'extension de la méthode des courbes de commutation aux problémes vectoriels ne sera
possible que dans des cas tré&s particuliers, les méthodes de tir sur calculateur analo-

gique ou digital restant les seules générales.



LES SYSTEMES A COMMANDE SCALAIRE

On considére ici le cas particulier le plus souvent rencontré, le cas absolu-

ment général pouvant s'en déduire par quelques modifications ol se traiter avec le

chapitre V.

On &tudie d'abord les particularités des é&quations et domaine #%tgignable,
on expose ensuite un algorithme basé sur les propriétés démontrées au Ch. II-B- §5,

on donne enfin exemples et applicatioms.

§1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS

On fait 3 nouveau 1'hypoth&se H1 du Chapitre III, c'est-a-dire que 1'on suppose

U symétrique par rapport a l'origine ; il est alors facile de se ramener i la formu-

lation du Chapitre I-§5.

Soit'donc la contrainte |u
‘ . 1 T ..t 2
et le critére 5 < (x ox+u )dt.
‘0
1'équation dEvolution est : %% = Ax + Bau + C (1)
| 4 * . . d\y t
et 1'équation adjointe est : T = =AY - ox (2)

avec A(n,n), B, C(1,n) et o(n,n) symétrique définie positive.
L'Hamiltonien est :
= —xtox - u2 + Wt(Ax+Bu+C)
et 1'Hamiltonien réduit :
h = —u2 + WtBu

La commande extrémale est donc :
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§2 - DOMAINE ATTEIGNABLE

On se raméne au probléme de temps minimum (Eime—optﬁnaf) et & 1'étude des
points de 6At. On peut faire un changement de variable en retranchant 3 x(t)
A(t,O)x0 + A(t,7)C dt ; on a alors x(0) = O et C est nul dans la nouvelle équation
d'évolution. °
On peut alors écrire :

T
x(T) = g A(T,q) Bu(r) dt )
0

La commande constament nulle est admissible (elle est méme extrémale), l'origine
appartient donc 4 D et A , par suite de la controlabilité c'est méme un point

intérieur de D et A . On considére alors un point X(T) de &A, une direction v

telle que S(v) soit un ayperplan d'appui de &4 passant par X(T) ; alors pour tout X
de A on a : '

veX < v.X(T)

Propriété 1

Une condition nécessaire et suffisante pour que le contrdle admissible u(t)
soit time-optimal, ou plus précisément, pour atteindre tous les points de

S(v) 8L est que u maximise

T
v.X(T) = )( v.A(T,T)Bu(t) dt (5)
0

Par définition v.X(T) est positif et on peut &crire les inégalités suivantes :

T T
v.X(T) = jg v A(T,t)Bu(t)dr| < } |v.A(T, 1) Bu(z) |dt (6)
0 ‘ 0
d'od :
T T
v.X(T) < g lv A(T,T)Bu(r)ldr < ,V.A(T,T)BldT N
0 0
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Le maximum sera atteint si et seulement si les deux indgalités (7) sont des é&galités.

La premidre inégalité entraine :
signe u(t) = signe (A.A(T,T)B)
La deuxiéme inégalité entraine :
lu(ry | = 1.
Une commande prenant alternativement deux valeurs est dite "bang-bang'".
ProEr°été 2
" Un point de SA ne peut 3tre atteint que par une commande 'bang-bang'.

T1 faut alors caractériser les commandes"Ban -bang' extrémales, il est clair
L g g € ’
qu'elles ne peuvent &tre fournies que par un ¥ de module ;infiniment grand, on rem-—

place alors l'équation adjointe (2) par :

dé t

4 = _A'e

It A (8)
et la commande est donnée par : u = signe (StB).

Les instants de commutation sont alors parmi. les racines de : et,B =0 (9)

On sait alors calculer 9(t) en fonction des valeurs propres et vecteurs.propres de
la matrice A, L'étude de 1l'équation (9), pour un 8(0) donné fournit le nombre de
commutations ; dans le cas oli A 3 toutes ses valeurs propres réelles, on montre la

propriété suivante L14l :

ProEriété 3

. 2 LR . i
Si A n'a que des valeurs propres réelles, alors une commande time-optimal

n'a pas plus de n-1 commutations.
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I1 est Egalement intéressant, dans le but d'écrire un algorithme bien adapté
au probleme de savoir si un point de la frontidre SA est un angle et de quel degré,
ou si c'est un point régulier, ou s'il appartient & une partie plate. Pour les proprié-
tés des points des parties plates, on peut se repoerter i KREINDLER [201 qui démontre en

particulier, l'unicité de la commande.

I1 est ais de voir que si une des composantes de A(T,t)B ne s'annule pas pour
t e JQ,TI s 11 existe un vecteur v 3 n degrés de liberté dans .un cBne et tel que
v.A(T,7)B garde un signe constant, la commande constante u = *1 correspondante fournit.

donc .un n-angle.

De méme si v A(T,t)B a n-1 changements de signe ou davantage sur JO T[ aux

instants T (i =1,2,...,n-1,...), il existe une solution nen triviale v,deflnle a

un coeffic1ent multiplicatif pré&s au systéme :
V,A(T,Ti)B =0
i = 1,2,..’.,1?1"'1

~

Dans ce cas, 3 la direction de v correspond un hyperpland'appui tangent en un point

régulier 3 §A.

Propriété 4

Une condition suffisante pour 1'existence de deux n-angles, correspondant
respectivement & u = +1 et u = -1, est qu'une des composantes de A(T,7)B

ne s'annule pas pour T e]O,T[o

Propriété 5

Une condition nécessaire pour qu'un point de 8A soit régulier est.qu'il soit

atteint grace 3 une commande ayant au moins n-1 commutations.
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Du point de vue pratique, on pourra retenir que si les valeurs propres de A
sont toutes réelles, il y aura des k-angles sur le domaine atteignable ; par contre si
les valeurs propres de A sont complexes et si l'intervalle de temps est suffisamment

rand, il aura de fortes chances pour que l'on ait un domaine complétement régulier.,
g 3 y p g

L'algorithme, pour &tre général devra envisager le cas le plus défavorable,
c'est-d-dire, celui des n-angles ol %él peut s'annuler, et les divers cas de points
anguleux ou réguliers ot les composantgs de %%I ne sont pas linéairement indépendantes.,

0

Pour un probléme donné, il serait intéressant de déterminer, comme au chapitre
précédent, si le probléme est possible avant de chercher & le ré&soudre. En fait cela
n'est réalisable que dans les cas simples (ordre du systéme trés petit) et particuliers,
par exemple si les valeurs propres sont toutes réelles, on peut obtenir 1'équation de

A obtenue par les commandes 'bang-bang' avec au plus n-1 commutations.

§3 - METHODE ITERATIVE

La convergence de la méthode n'est assuré que si 1'itération ne conduit pas

ax(®

k; tel que soit nul.

4 un p-iéme itéré WEO

dy(0)

:

En un point de 8A et pour WO donné troils cas peuvent se présenter :

dXF .
O . ' _
37 (0) est nul : cas d'un n-angle.

dXF P ca s 1aos , . e s <
- géndre une variété linéaire de dimension inférieure & n-1 :
da¥(o
(0 cas d'un k~angle avec k - n.
dX

- - - -~ . 1 . - ]
TV (0) génére un hyperplan : cas d'un point régulier.
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La continuation de l'itération, dans les deux derniers cas, nous conduira sans doute

34 un n-angles s'il y en a un, ou peut €tre au.point final le plus proche de X, sur

T
SA ou sur un k-angle ; mais, méme dans ce cas, la valeur de ¥(0) trouvée sera trés
mauvaise ; en effet les points de la frontiére sont atteints pour des valeurs élevées
du module de ¥(Q) et cette valeur risque de croltre i chaque itératien.

Pour cette raison on choisit de ne pas faire d'itération sur la frontidre de A , et
on utilise un. artifice de calcul permettant de prendre peur nouveau départ de 1'ité-

ration un point intérieur de A et d'assurer la convergence de la méthode.

Outre les procédures auxiliaires de résolution de systéme différentiel et de
résolution de.systéme linéaire, la partie active du programme comprend deux parties
principales :.

- la procédure de calcul.des extrémales. -

— la beucle d'itératien

Calcul des extrémales.

La proc&dure PPNG réalise 1l'intégration du-systéme d'équations.d'évolution
et du systdme adjoint en fonction des conditions initiales PSI .et Xf elle fournit
1'état du systéme et la variable adjointe 3 1'instant T. On utilise la procé&dure
auxiliaire d'intégration RESYDIF ; le sous programme FPNCT calculant & chaque pas la
différentielle fait intervenir le type de la cémmande qui est réévalué 3 chaque pas ;
pour obtenir une précision convenable, on effectue une recherche systématique de

1'instant de cemmutation par division du pas avec la précision EPS.

Boucle d'itération.

On définit ici la boucle d'itération pour un systéme totalement contrelable
et quelques modifications devraient @tre faites pour traiter les problémes ne vérifiant
pas cette hypothé&se. '
dx
Le calcul d%rect et formel de-avzay imposerait la résolution d'un systéme
différentiel dans R” , 11 a semblé plus &conemique d'utiliser 3 nouveau le programme
de trajecteoire extrémale en dénnant ad ¥(0) un petit atcroissement AY(0) successivement

sur les n axes de coordonnées, ce qui conduit i réseoudre n systémes différentiels
n

1 b e T



Iv-7

L'itération prend ¥(0) = O pour valeur de départ ; on obtient un point final
XF intérieur 3 A. Il existe donc une dérivée non dégénérée %%%57 et on effectue son
calcul approché (DELIX) ; on exprime le gradient de (XT—XF) ; on cherche donc une
direction de AY(0) dans laquelle %éE est dirigée comme XT—XF ; on choisit le module
AY(0) pour obtenir, si cela est posgible, une diminution de moitié de la distance,

sinon on essaie d'obtenir la diminution maximale dans un cone déterminé par :

(k+1) (k) W,/ o (k+l) (k)2 (k)2
(XF —XF ) (XT—XF )//(XF —XF ) (XT—XF )° - K.

L'arr8t du programme se fait lorsque la distance de Xy 4 X, pour la norme

, du maximum, est inférieure 3 une valeur fixée 3 1'avance.
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ORGANIGRAMME DE PYNG

Initialisation de TD et XD
BEFIN := 'F', H :i= PA

7

" Calcul de® CgM1 -

?J, RESO

Résolution du systéme
d'8quations différentiel-

les
v

Calcul de C@M2 ‘

v

< Commutation ? H
e ¥

Ay
DIVPA ~

‘ BPLFIN ?
' BOLFIN := 'F' e e
N -
H := H/2 S 0
‘ «-—C H > EPS i?i Hoi=pA j—aY
| {/ CONT

Réinitialisation de TD et XI

COM1 := COM2
Calcul de BPLFIN

SORT




ORGANIGRAMME DE L'ITERATION
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Y

PSI1

Initial.

ENT Jf

PSI1 -+ XF1
Calcul de D2XF1l

BA

Initial des boole-

ens

Réinitial PSI1

Mwposs

\\

Calcul de AXF/A‘P(O)'
T
= s+l e——-@(-( Résolution Possible 'z>—>®——-——'
FEU RESO |
Calcul de BOLEX, .
X o
. PSI > XF Calcul de PSI,
' D2XF,SCAY PSI2 := PSI1
Caleul de .\ scaz XF2 := XFl
—7 D2XF2 := D2XF1
¥
C@{DZXF<D2XF1/4)_,®—-;—————1 B
: AX dans le cone ?
SAUT
XF assez 'graz}\ ??_C BOLMUL 2 }ﬁ@
0
, BOLDIV |l
BALDIV ou BOLMUL ?
(o) (N BOLMUL
! -
y OKAY OKE
PSI1 := PSl ’ PSI1 := PSI2 |
XFl := XF XFl - := XF2
| D2XF1 := D2XF D2XF1 := DXF2
| ABi Af |
e N D2XF1 < EPS ? )——)@—j
D DO P

‘EDITION RESULTAT

LT

V
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(k)

Choix de A “Y¥(0)

On a choisi la direction de A(k)W(O) et on fera successivement divers essais
pour trouver son module, par division ou multiplication de la valeur précédemment
utilisée. Ici se pose le probléme de la valeur & donner a A(k)W(O) au premier essai.
Pour des syst@mes stables ou oscillants on pourra sans inconvénient utiliser CPEF,

solution du systéme linéaire :

AX

e X = x,~X
A¥(0) ° T F

Pour les syst@mes instables ceci rendrait trds grand le nombre des essais 3 effectuer,
on a.donc .choisi de ne donner qu'un trés petit accroissement au début et de le faire
croitre 3 chaque itération pour n'utiliser CPEF qu'aprds un nombre déterming d'ité-

rations. C'est le rdle de la constante S@ définie en début de programme.

Cas des points de 6A

' 8i le systéme linéaire devant calculer CPEF n'a pas de solution, 1'itération
nous a conduit 3 un xék+l) point frontiére de A , on choisit de s'en écarter en l
divisant A(k)W(O). |
La condition de convergence de 1'algorithme n'est pas affectée, mais, on introduit ici |
un nbuveau paramétre, les expériences numériques n'ont pas montré 1'intérét de le

faire varier, on divisera donc toujours A(k)W(O) par 4 pour retrouver un point intérieur.

Ceci laisse prévoir les difficultés numériques auxquelles nous nous heurterons

si X est voisin de §A. ' \
|
|

Choix des coefficients

Le programme présenté est adapté au cas des éystémes instables, il met denc
la constante SP 3 la portée des utilisateurs.

I1 faut également faire un choix du pas d'intégration (PA), de l'&cart toléré
sur les instants de commutation et le point final (EPS), sur la variation AY¥(0) pour
le calcul de la dérivée (MfD).

11 serait raisonnable pour obtenir une bonne précision pour un temps de calcul
acceptable de faire plusieurs passages en rentrant une valeur initiale de V¥ s'améliorant

et un pas et un 8cart toléré diminuant.



EBUT
ENTIE
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R N,SO;

REEL T,PA,EPS,MOD;

LIREC
LIRE(
DEBUT

TRIANGULAR

HORMAL 1

N,T,PA);
SO0,EPS,MOD);

REEL TABLEAU A,DELTX[I:N,I:N],PSIl,PSl2,ECA,COEF,C,PSI,
XO,XT[l:N],M[l:2*N,1:2*N],XF,COS,B,XFl,XF2[1:2*NJ;

ENTIER S,K,L;

BOOLEEN BOLMUL,BOLDIV,BOLEX,BOLRES;
REEL H,SCAl,SCAZ,DZXF,DZXFI,DZXFZ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ALK,L]:=RDONNEE;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
BLL]1:=RDONNEE; '

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
CLL]:=RDONNEE;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
XT{L]:=RDONNEE; S

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
XO[L]):=RDONNEE;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PS12(K1:=RDONNEE;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
COSI[L]:=RDONNEE;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
MIL,K):=AlL,K];
MIL+N,K+N]:=-A[K, L]

FIN ;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

MIN+L,L]:=2+CLL];

S:=0; |

BOLRES:= FAUX ;

DEBUT

PROCEDURE GRESOLSYSL INE(A,B,X,N, IMPOSSIBLE);

TABLEAU A,B,X;
ENTIER N;
ETIQUETTE IMPOSSIBLE;
DEBUT
ISATION: DEBUT
ENTIER 1,J.K;
REEL R;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N-1 FAIRE

DEBUT
DEBUT

S1 ABS(ALK,K])=0 ALORS ALLERA
ECHANGEDEL IGNES;
POUR |:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
R:=All,K1/ALK,K];
POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N
FAIRE



ECHANGEDEL IGNES:

RET:

CONT:

RETOUR:
RESSYSTRI ¢

| TER:
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All,Jl:=Al1,J]1-R*A[K,J];
BL1]:=B[11-R+*B[K]
FIN
FIN ;
ALLERA RETOUR;
DEBUT
ENTIER M;
M:=K+1;
SI ABS(AIM,K1)=0 ALORS M:=M+1
SINON ALLERA CONT;

S| M=N+1 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE

SINON ALLERA RET;

POUR J:=K PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
R:=Al[lK,J];
AlK,J]l:=AIM,J];
AlM,J]:=R
FIN ;
R:=B[K];
BLK]:=B[M];
BIM]:=R;
ALLERA NORMAL
FIN
FIN
FIN TRIANGULARISATION ;
DEBUT
ENTIER 1,J;
REEL TX; .
POUR l:=N PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE
DEBUT
TX:=0;
POUR J:=N PAS -1 JUSQUA 1+1 FAIRE
TX:=TX-X[{JI1*All1,Jd];
S1 A[LI,11=0 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE;
X{11:=(BL1]+TX)/ALL,1]
FIN

FIN GRESOLSYSLINE;
PRQCEDURE RESYD]F(FONCT XD,YD, H N,XF, YF),
VALEUR XD, H,N; :
PROCEDURE FONCT 3
REEL XD,H,XF;
ENTIER N;
TABLEAU YD,YF;
DEBUT
TABLEAU A[1:51,Z,WL1:N];
ENTIER K,J;
All):=A[2]: —A[S].—H/Z.O,
Al3]:=Alb4]):=H;
XF:=XD;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
YFIK]:=W[K]:=YD[K];
J:=1; :
FONCT(XF,W,Z);
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
YFIK] :=YFIK]I+A[J+1]1*Z[K]/3,0;



RESO:
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Si J=h ALORS ALLERA TERM;
POUR K:=1 PAS 1 JUSCUA N FAIRE
WIK :=YDLKI+A[JI=21K];
XFo=XD+ATJ]);
REENED
ALLERA ITER;
FiN
PROCEDURE PONG(PSI XO,PALEPS,XF) ;
REEL PA,LEPS;
TABRLEAU PSI1,X0,XF:
DEBUT
ENTIER 1,K;
REEL TD,TF,SIC0O,COM1,COM2;
BOOLEEN BOL1,BOL2,BOLFIN;
REEL TABLEAU AD[1:2*N];
PROCEDURE FONCT(TET,Y,DY) ;
REEL TET; '
TABLEAU Y,DY;
DEBUT
ENTIER 1,Jd;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA 2*N FAIRE
DEBUT
DYL1):=COSTLI1+BII1*COM];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA ?2#N FAIRE
DY[1T1e=DYLT +MI1,Jl*YLJ);
FIN
FIN
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ECRIRE(C "™ PSSt "™ _1,,PSI[1]);
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
XD{Vv):=X01017;
XDINetT:=PSELT]
FIN ¢
TH:=0.0;
SiC0:=0,0;
BOLFIN:= FAUX
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SICO:=SICO+BL1I«PSILI];
COM1:=SIGNE(SICO)Y=( S1 1.0 < ABS(SiCO) ALORS
1.0
SINON ABS(S!ICQ}}; ,
BOL1:= SI ABS{ABS{COM1)}=1,0) < EPS ALORS VRAI
SINON FAUX ;
H:=PA;
RESYDIF(FONCT,TO,XD,H,2+N,TF, XF2;
S$1 BOLRES ALOGRS
POUR Ke=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ECRIRE(, ,K, ,XFIK]);
SICO:=0.0;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SICO:=SICO+BEIJ*XFIN+1];
COM2:=SIGNE(SICOY«( ST 1.0 < ABS(SICO} ALORS
1.0
SINON ABS{SICOY 3,



CONT :

DIVPA:
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BOL2:= S| ABS(ABS(COM2)-1.0) < EPS ALORS VRAI
SINON FAUX ;
S| BOL2 ET NON BOLL OU BOLL ET NON BOL2 ALORS
ALLERA DIVPA;
S BOLFIN ALORS ALLERA SORT;
TD:=TF;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA 2*N FAIRE
XDL11:=XF{11;
COM1:=COM2;
BOL1:=BOL2;
SI PA > T-TD ALORS
DEBUT | |

H:=T-TD;

BOLFIN:= VRAI
FIN ; ‘ .
ALLERA RESO;
BOLFIN:= FAUX ;
SI H > EPS ALORS

DEBUT
H:=H/2;
ALLERA - RESO;
FIN ; 1
H:=PA;

ALLERA CONT

SORT:ECRIRE( " SORT " );

SAUTLIGNE;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ECRIRE(, ,K,, XFLK]1);
FIN ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PS11[K1:=PS12[K];

ENT:PONG(PSI1,X0,PA,EPS,XF1);

BA:

FEU:

D2XF1 =0.,0;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
D2XF1:=D2XF1+(XTIKI=XF1[K])*(XTIKI-XF1[K]);
BOLDIV:=BOLMUL:= FAUX ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT :
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSI{LY:=PSITIL]+(
S1 K=L ALORS 1.0
SINON 0.0)*MOD;
PONG(PSI,X0,PA,EPS,XF);
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DELTX[L,Kl:=XF[LI-XF1[L];
ECA[K]:=XT[K]-XF1[K];

FIN ;

GRESOLSYSLINE(DELTX,ECA,COEF,N, IMPOSSIBLE);
ECRIRE( " GRESO " MOD),

S:=§+1;

SI S > SO ALORS ALLERA TILT;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSI[L]1:=PSI11[L1+MOD*COEF[L]/(2**(S0-S));
PONG(PSI,X0,PA,EPS,XF);

BOLEX:= VRAI ;




SAUT:

RECO:

OKAY :

OKE:

"~ ABA:
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D2XF:=0.0;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

D2XF:=D2XF+ (XTIKI-XF[K])*(XTIKI=-XF[KI1);

S1 D2XF < D2XF1/u4 ALORS ALLERA OKAY;

SCA1:=SCA2:=0.0;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT _
SCALl:=SCA1+(XFIKI-XFL1IK])*(XTLKI-XF1[K]);
SCA2:=SCA2+ (XFIKI-XF1[K1)*(XFIKI-XF1[K1);

FIN ;

St SCAl/RACZ(SCAZ*DZXFl) > RAC2(0.75) ET SCA1l/D2XF1

< 1,0 ALORS ALLERA SAUT;

S1 BOLMUL ALORS ALLERA OKE;

ECRIRE( " DIV ");

BOLDIV:= VRAI ;

ALLERA RECO,

S1 SCA1/D2XF1 > 0.5 ALORS ALLERA OKAY;

S1 BOLDIV ALORS ALLERA OKE;

S| BOLMUL ALORS ALLERA OKE;

BOLMUL:= VRAL ;

ECRIRE(C " MUL " );
POUR K:=1 PAS 1 dUSQUA N FAIRE
DEBUT

PS12[K]:=PSI[K];
S| ABS(XF2L[KI-XFIK1) > EPS ALORS BOLEX:=
FAUX ;
XF2[K]z: -XF[K]
PSI1[K]1:
Sl BOLMUL ALORS 2*PS|2[K] PSIl[K]
SINON (PSI1[KI+PS12[K1)/2;
FIN
D2XF2:=D2XF;
S1 BOLEX ALORS :
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

"PS1[K]I:=0. 5*(PSI1[K]+PSI2[K]),

ALLERA FEU;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
PS11[K1:=PSI1[K]};
XF1IKT:=XFI[K];
FIN ;
D2XF1:=D2XF;
ALLERA ABA;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
PSI1[K}:=PS12{K];
XF1[K]l:=XF2[K]l"
FIN ; .
D2XF1l:=D2XF2;
ALLERA ABA;
S| D2XF1 < EPS ALORS ALLERA SORT;
ALLERA BA;

IMPOSSIBLE:ECRIRE( " IMPOSSIBLE " );

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSI1[K1:=(PSI1[K1*3,0+PS12[K1)/(4*(S0~S));



SORTECRIREC ™
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ALLERA ENT;

PROBLEME ™ , " RESOLU ' 1,
SAUTLIGNE

SAUTL IGNE ;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ECRIRE( " PST "™ ,K,,PSIIK!);
BOLRES:= VRAI ; t
PONG(PSI, X0, PA,EPS,XF);
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§4 - RESULTATS ET EXEMPLES NUMERIQUES
Etendue du programme,
Unités syntaxiques 2400,
Temps de — Compilation : 19",
~ Assemblage : 33",
- Chargement : 21",

Performances

Il est possible d'utiliser ce programme pour traiter des problémes.de degré élevé
mais les probl@mes. pratiques correspondent 3 N=2 ou d N=3 ; nous donnerons des exemples

de ces dimensiens.

Pour N = 3.
|Avec 200 points, calcul d'une trajectoire en : 15",
|Avec 20 points, calcul d'une trajectoire en : 2",
|Avec 200 peints, une itération dure de oL 60" a 120".
i |Avec< 20 points, une itération dure de : : 8" a 15".

< P -8
Pour un probléme stable on a obtenu des précisions de 1l'ordre de 10 = sur
1'état et la commande en 340" de calcul et en trois boucles d'itération.

Causes de difficultés de la méthode

Si le peint final XT est trés voisin de la freontiére du domaine atteignalii.
on doit effectuer le calcul approché de la dérivée sur un petit accroissement, donc
avec une grande précision, et conditionner la boucle d'itératien pouf obtenir un

AY({0) trés petit. Il sera nécessaire de disposer d'une bonne valeur de départ.
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Si le probléme est trd&s instable, sans autre difficulté, il n'y a pas &

proprement parler de probléme de convergence mais celle-ci sera plus longue a obtenir.

dx

day
intérieur, ou sont trés prochesrdg ne pas 1'€@tre (seul cas se présentant en pratique)

Si les composantes de ne sont pas linfairement indépendantes en un point
alors une précision tré&s grande est nécessaire pour le calcul des trajectoires, en
effet une erreur conduit 3 diviser AY¥(0) sans jamais obtenir une valeur satisfaisante.

[

Conclusion

Dans tous les cas, l'examen des libellés du programme permet d'apporter les
remédes nécessaires pour obtenir la solution aprés quelques essais.
Si le probléme est impossible, l'itération convergera toujours vers la méme

valeur sur la frontiére de §A.

L'expérience montre qu'il est généralement moins couteux de passer plusieurs
fois le programme en modifiant les paramétres que d'exiger au départ la précision que

1'on veut atteindre.




Exemple 1
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Etude de la précision sur un systéme & seclution connue X = 0, u = 0.

N=3 T = 1.0 PA = 0.005 Sp = 3 EPS = 10‘6 M@D = 10'4
_190 005 0 2@0
A= 0 -2.0 0 B = -1.0
"'].oo 005 _3.0 100
T 2 9
Evolutien par 5r = AX + Bu et minimiser S (x"+u™)dt.
0
On donne naturellement unevaleur de départ ¥(0) non nulle :
v$0 _ (5x1073, 5x1073, 5x107)
(0) ~
on a alors :
wgég - (0.47x1073, 0.47x107%, 0.47x107)
wgg; = (0,23x10'3,.o.23x10'3, 0.23x10 ")
wgg; = (0.90x10'6, 0.17x10'5, 0.12x10°%)
Cette dernidre valeur de ¥(0) donne 3 X les valeurs suivantes :
t Xl x2 x3
0 0 0 0
0,25 541 274 44 x 1077 ~.243 831 67 x 107/ 134 248 63 x 107’
0,5 434 470 84 x T ~.159 641 50 x 10/ ~.423 023 03 x 1077
0,75 -.778 493 02 x 1078 .891 925 07 x 10°S -.218 330 65 x 107/
1,0 .109 582 51 x 107/ ~.332 413 97 x 10°° .236 020 40 x 107°




ExemEle 2

Le programme effectue
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On considére le probléme pratique suivant :

Soit 1'équation différentielle linéaire :

x" - 2x" + x +u(t) =0
avec |x(0) = 0.2
|x'(0) = 0.4
|x(1) = 0.5
|x'(1) = 0.5
1

et soit 3 minimiser

On pose :

X =X

(dx1 2

dt

1dx2
dt

[]
™

_—X1+2X2_u .

S (x2+u2)dt pour |u(t)| <1
0

alors les itérations.suivantes :

Itération v o) 2 (0) xta X2 (1)
0 ~9.0 =5.0 .698 493 84 .127 075 74 x 101
1 ~.899 998 19-x 10 | -4.99 999 02 x 10 || .698 493 79 | .127 075 73 x 1Q°
2 -.485 264 90 -.128 467 57 x 101 .503 938 22 .388 903 59
3 -.972 624 12 -.150 361 10 x lO1 «503 975 45 450 478 63
4 -.150 634 32 x lOl -.179 494 44 x 101 i499 756--84 .501 158 56




LES SYSTEMES VECTORIELS

On considére ici le probldme le plus général dans le cadre de notre &tude, nous
aurons donc peu de particularités d faire intervenir, par rapport a 1'étude faite au.
chapitre II.

Nous utilisens un algorithme voisin de celui utilisé au chapitre précédent et nous

nous attacherons surtout d montrer leurs différences.

,§1 — HAMILTONIEN ET RECHERCHE DES COMMUTATIONS

La maximisation de h(¥,x,u) conduit 3 rechercher le maximum d'une forme quadratique
sur un polyddre convexe ; différentes méthodes peuvent €tre envisagées, la plus simple

-~

étant 1l'optimisation par résolution & chaque pas du probléme semi-quadratique.

.I1 est &galement possible de tenir compte de la continuité de u(t) en construisant
a chaque pas la commande extrémale & partir de sa valeur au pas précédent et avec recher-

che des points de commutation.

Une autre méthode possible consiste en une ré&duction du probléme comme au chapitre

 II-B §4 et 3 la projection du vecteur w sur les faces du polyédre.
Dans le cas .particulier fréquent od U'est un hyperparallélépipéde défini par :
u, € Emi,Mi] i=1,c00,Ge
cette méthode se réduira au calcul de w

et on prendra :

u, = sup (inf (wi,Mi),mi)

i=1,0ee5qe



§2 - DOMAINE ATTEIGNABLE

Les propriétés du domaine atteignable se déduisent des propriétés é&noncées au

chapitre précédent.

S5i les u, sont contraints individuellement la linéarité des &quations d'évolution
permet la décomposition du domaine atteignable grace aux domaines atteignables D,
relatifs & chaque composante de u, Des points anguleux peuvent alors apparaltre sur
D pour la direction v si tous les Di’ont un point anguleux dans la direction v et si

les cones correspondants ont une intersection nen vide.

Si les u; ne sont pas contraints individuellement KREINDLER,[Zojya démontré qu'il

ne pouvalit y avoir de peints anguleux sur D.

§3 - METHODE ITERATIVE

Nous ‘reprenens ici la méme boucle d'it@ration et une procédure de résolution des

systémes différentiels identique & celle du chapitre précédent, la seule différence

porte donc sur le calcul de la commande extrémale 3 chaque pas.

Nous donnons ici le programme général comportant le calcul de la commande par
résolution d'un programme semi-quadratique, @PQUS fait référence 3 une procédure en
code figurant dans un paquet binaire joint au programme ALG@PL. Nous ne donnons pas le
listage de cette procédure qui n'est qu'une variante du programme semi-quadratique

donné en [?BIQ

Nous avons également utilis& un programme plus simple relatif au cas particulier,

cité ci-dessus, des commandes contraintes individuellement. -



Procédure $PQUS (M,N,H,MATCH,CH,SME,VECOU,MATFO,XOPT)

Probléme :

g
]
o

. e s t 1 .t
Minimiser c X +-§ x Qx

\YZ0 VAR | RN

Ve
o

M : nembre de contraintes.

N : nombre de variables.

H : nombre d'itérations maximum demand&.
MATCH : matrice des contraintes (M X N).

CP : matrice colonne 3 &léments pris dans {1,0,-1} de dimension M.

(+1
S

A

. , éme .
si la i contrainte est du type

SME : matrice colonne de dimension M représentant le vecteﬁr'second membre (b)
VECOU : matrice colonne (1 x N) représentant le vecteur "eolt" (c).

MATFO : MATRICE SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE de taille N x N (Q).

XOPT : Résultat : Vecteur optimal solution du probléme taillé N




BEBUT

ENTIER N,R,P,SO;

REEL T,PA,EPS,MOD;

LIRE(N,R,P,T,PA);

LIRE (SO,EPS,MOD);

DEBUT
REEL TABLEAU A,DELTX,ALP[1:N,1:N1,X0,XT,PS1,PSI1,PSI2,C,
ECA,COEF,COS[1:N],XF,XF1, XF?[I Z*N] COM Ul1:R1,
BLI1:N,1: R} BET[1: R 1:R1, LAMB[l P,1: R] MUKI Pl;
REEL H SCAl SCA2, DZXF DZXFl DZXFZ
ENTIER SyKQL;
BOOLEEN BOLDIV,BOLMUL,BOLRES;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ALK,L]:=RDONNEE;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ALPLK,L]:=RDONNEE; '
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
BET[K,L]:=RDONNEE;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

XO[L1:=RDONNEE;
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
XTLL]1:=RDONNEE; '

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
COSI[L]}:=RDONNEE ;

POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
BIL,KJ]:=RDONNEE; :
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
LAMBIL ,K1:=RDONNEE; ‘
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE

MULL] :=RDONNEE;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PS12[K]:=RDONNEE; '
BOLRES:= FAUX ;
DEBUT
PROCEDURE GRESOLSYSL!NE(A B,X,N, IMPOSSIBLE);
TABLEAU A,B, X;
ENTIER N;
ETIQUETTE IMPOSSIBLE;
DEBUT
TRIANGULARISATION: DEBUT
' ENTIER 1,J,K;
REEL R:
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N-1 FAJRE
DEBUT
NORMAL: DEBUT
S ABSCALK,K1)=0 ALORS ALLERA
ECHANGEDEL IGNES;
POUR [:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
Ri=Al1,K])/AIK, Kl



FCHANGE DEL 1GNES:

RET :

CONT ¢

RETQUR:

RESSYSTRI ¢

ITER:

POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N

FAIRE
ALY, Jd)e=A01,J1=R*ALK,Jd];
BLI1]:=B[i1l- R*B[K}
FIN
FIN ; ’
ALLERA RETOUR;
DEBUT
ENTIER M:
Me=K+1;

S1 ABS(A[M,K]1)=0 ALORS M:=M+1
SINON ALLERA CONT;

S| M=N+1 ALORS ALLERA [IMPGSSIBLE
SINON ALLERA RET;

POUR J:=K PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
R:=AlK,J];
ALK,Jl:=A[M,J];
AlM,J]:=R
FIN
Re=B[KJ];
BLK]:=B[M];
BIM]:=R;
ALLERA NORMAL
FIN ;
FIN ‘
FIN TRIANGULARISATION ;
DEBUT
ENTIER 1 ,J;
REEL TX:
POUR I:=N PAS =1 JUSQUA 1 FAIRE
DEBUT
TX:=03 .
POUR J:=N PAS =1 JUSQUA 1+1 FAIRE .
TXe=TX-X{JI*ALl,J]; .
SI ALI,11=0 ALORS ALLERA [IMPOSSIBLE;
X[1)e=(BLI1+TX)/ALL, 1]
: FIN

FIN GRESOLSYSLINE:

PROCEDURE RESYDiF(FONCT XD,YD,H, N,XF,YF);
VALEUR XD,H,N;

PROCEDURE FONCT 3.

REEL XD,H,XF;

ENTIER N3

TABLEAU YD,YF;

DEBUT ‘
TABLEAU A[1:51,Z,Wl1:NJ;
ENTIER K, J; S
AL1):=Al2):=A051:=H/2.,0;
Al3]):=A[4]:=H;

XFe=XD; :

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
YFIK}:=W[K]:=YD[K];

Jz=1;

FONCT(XF,W,Z);



TERM:

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
YFIK):=YF{K]+A[J+1)*Z[K1/3.0;
SI J=4 ALORS ALLERA TERM;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
WLK]:=YDIKI+ALJI*Z[K];
XF:=XD+AlJ]);
Ji=Jd+l;
ALLERA ITER;
FIN ; ‘
PROCEDURE' PONG(PSI ,X0,PA,EPS,XF)
REEL PALEPS; ‘ ‘
TABLEAU PSI,X0,XF;
DEBUT :
ENTIER {,J,TEM;
REEL TD,TF,HYP;
TABLEAU XD[1:2%N]1,COM,COM1,VECOUL1:R],
MATFO[1:R,1:R];
ENTIER TABLEAU COL1:P];
BOOLEEN BOLFIN,BOL1,BOL2:
PROCEDURE FONCT(TET,Y,DY) ;

REEL TET;
TABLEAU Y,DY;
DEBUT :
ENTIER [,d;
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
DYL1]):=COS[1];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
DYTL11e=DYLI1+BLI,J1*COMIJI;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAJRE
DY[IY:=DY[11+AL),d1*Y[J];
DY[t+N1:=0,0;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DY E+NT:=DYLI+NI=ATJ, 11*Y[JeN]+
ALPLY,J1*Y[J];
FIN ; :
FIN FONCT ;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ECRIREC " PSIL "™ ,1,,PSI[11);
POUR 1:=1 PAL 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT ; '
XDO1):=X0[11];
XDIN+1]:=PSiL1];
FIN ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
Coll]:= .
TD:=0,0
BOLFIN:
POUR 1:
DEBUT

1; :
; o

= FAUX-; -

=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE -

VECOULI11:=0,0;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
VECOUL11:=VECOULI1=PSI[Jl*B[J,1];

FIN ;

ALGOLC ' opPQUs " ,P,R,9,LAMB,CO,MU,VECOU,BET, COMY ¢




RESO:

CONT ¢

DIVPA:

V-7
TEM:=0;

POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
DEBUT

HYP:==MU[1];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
DEBUT
HYP:=HYP+LAMBL I ,J]*UlJ];
S1 ABS({HYP) < EPS ALORS TEM:=TEM+1;
FIN ;
FIN ;
BOLl:= S{ TEM > 0 ALORS VRAI
SINON FAUX ;
H:=PA;
RESYDIF(FONCT,TD,XD,H,2*N,TF,XF);
S1 BOLRES ALORS ECRIRE(TF, ,XFIL11,XF[2],
XFI3],XFLu4]);
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
DEBUT
VECOU[11:=0.0;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
VECOUL1]):=VECOULI]-XFIN+J1l*BIlJ,I1];

FIN ; :

ALGOL( " opQuUsS "' ,P,R,9,LAMB,CO,MU,VECOQOU,BET,COM1};
TEM:=0; N
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE

DEBUT o

HYP:==MUILI1];

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
DEBUT .
HYP:=HYP+LAMBL1,J1*UlJ]>

S1 ABS(HYP) < EPS ALORS TEM:=TEM+1;

FIN ;
FIN ; |

BOL2:= SI TEM > 0 ALORS VRAI
SINON FAUX

S1 BOL2 ET NON BOL1 OU BOL1 ET NON BGLZ ALORS
ALLERA DIVPA;
S1 BOLFIN ALORS ALLERA SORT;
TD:=TF;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA 2*N FAIRE
XDO11:=XFI1];
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA R FAIRE
coMiil:=COM1I1t];
BOL1:=BOL2; .
SI PA > T=TD ALORS
DEBUT
He=T-TD;
BOLFIN:= VRAI
FIN ;
ALLERA RESO;
BOLFIiN:= FAUX ;
SI H > EPS ALORS
DEBUT
Hi=H/2;
ALLERA RESO;



FIN 3
c=PAs
ALLERA CONT:

SORT:ECRIRE( " SORT " );

SAUTLIGNE;
ECRIRE(XF[I] XFL21,XFIL31, XF(Q )
SAUTLIGNE;
FIN PONT ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PS11LK]:=PSI12[K];

ENT:PONG(PS11,X0,PA,EPS, XF1);

BA:

FEU:

SAUT ¢

RECO

D2XF1l:=0,0; '
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DZXFI:=D2XF1+(XT[K]&XF1[K])*(XT[K]—XFl[K]);
BOLDIV:=BOLMUL:= FAUX :
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSIELI:=PSI11IL]+(
SI K=L ALORS 1.0
SINON 0,0)*MQ0D;
PONG(PS! ,X0,PA EPS,XF);
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DELTXIL,KI:=XFIL1=XF1[L];
ECA[K]'=XT[K]wXF1[K]'
FIN ;
GRESOLSYSLINE(DELTX ECA,COEF,N, IMPOSSIBLE):
ECRIRE( " GRESO ™ @MOD)
SAUTLIGNE; '
S:=8+1;
SIS » SO ALORS ALLERA TILT,
POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSIILY:=PSI1ILI+MOD*COEFI[L]/4.0;
PONG(PSI,X0,PA,EPS, XF);
D2XF:=0,0;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
D2XFe=D2XF+(XTIKI=XFIKII*{XTIKT=XFIK]);
SI D2XF < DZXF1/4 ALORS ALLERA ~ OKAY;
SCAl:=SCA2:=0,0; :
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
SCAl: MSCAI*(KF[&J@XFE[&ﬁ)%(XTKK]@XFI[KJ);
SCAZ ¢ =SCA2+(XFIKI=XFL{KI)*{XFIKI}=XF1IK]}:
FIN ;
S SCAl/RACZ(SCAZ*D?XFl) > RACZ2(0.75) ET SCALJLZAFY
< 1.0 ALORS ALLERA SAUT;
S BOLMUL ALORS AE&FRA OKE;
BOLDIV:= VRAI ; :
ALLERA RECO; v
Sl SCAl/D?XFl > 0.5 ALORS ALLERA OKAY;
St BOLDIV ALORS ALLERA OKE;
OLMUL:= VRAL ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT '
PSEIZ2EKT e=PSTIRT;

 —




OKAY :

OKE:

»

ABA:

V-9

(RSN N v W=

FIN ;
DIXF2:=02XF;
ALLERA  FEU;
POUR K:=1 PAS 1 JUSGUA N FAIRE
DEBUT
PSITLKT e=PSTIR];
XFE1LK s=XF LK g
FIN :
D2XF1:=032XF;
ALLERA ABA;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT

PSSt}
XF11
FIN ;
D2XF1:=D2XF2;

ALLERA ABA;

St D2AF1 < EPS ALORS ALLERA  SORT;
ALLERA BA;

K1:=PS12IK];
1

(K
Kls=XF2IK]

IMPGSSIBLE:ECRIRE(C " IMPOSSIBLE " J);

SORT:ECRIRE(

TILT: FIN
FIN
FIN ;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PSIIK}e=(PSI1IKI#3,0+PSI2[K]})/4.0;
ALLERA  ENT; :

PROBLEME " , '" RESOLU ")
SAUTLIGNE;

BOLRES:= VRAL ;

- SAUTLIGNE;

«
4

SAUTLIGNE;
PONG(PS1 ,X0,PA,EPS, XF);




§4 -~ RESULTATS ET EXEMPLES’NUMERIQUES

Etendue du programme

- Paquet @PQUS 3000 Unités syntaxiques
-~ Paquet TRAMU 2600 Unités syntaxiques.

Temps de Compilation : 21"
Assemblage : 38"

Chargement : 34"

Performances

Dans le cas particulier cité ci-dessus les performances sont celles enregistrées
au chapitre précédent ; avec le programme #PQUS elles sont nettement inférieures, nous
avons testé des exemples de dimension supérieure mais nous donnons seulement des

exemples avec N = 2 et N = 3.

Pour N = 2 ‘
Avec 20 points 14" pour une trajectoire
Avec 200 points 135" pour une trajectoire
Pour N = 3
Avec 20 points 16" pour une trajectoire
Avec 200 points 150" pour une trajecteire.

Le temps de calcul ne varie pas beaucoup en fonction de 1'ordre des systémes d'équa-
tions mais surtout en fonction du nombre de faces du pelyddre U, la trés grande aug-
mentation du temps de calcul est due au programme PPQUS.

Avec une grille de 20 points il faut donc compter de 60" & 120" pour une itération et

il n'est gudre possible d'utiliser des grilles de 200 points dans ces conditions.
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La perte de précision sera due simultanément 3 OPQUS et au petit nombre de pas, on

ne peut pas obtenir mieux que 10"5 avec un probléme en simple précisionm.

Conduite des essais numériques.

Les difficultds numériques sont les mémes que celles rencontrées au chapitre
précédent avec cette propriété, que le fait de disposer de plusieurs commandes pour
diriger le systéme rend moins fréquentes les difficultés avec. l'indépendance linéaire
des composantes de dXF/dW(O) ; les exigences de précision pour assurer la convergence

sont donc moins fortes et on obtient souvent le résultat dés le premier essai.

Les conclusions du chapitre précédent relatives 3 1'intérét de ne pas exiger
au départ une grande précision restent vraies et sont d'autant plus justifiées que

¢haque trajectoire avec un grand nombre de pas est trés colteusé.

/-1.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0,0
A= 0.0 =-2.0 0.0 ALP = BET = [ 0.0 1.0 0.0
1.0 0.0 -3.0 0.0 0.0 1.0
x¢ = (1.0, 1.0, 1.0) cos = (0.0, 0.0, 0.0)
XT = (0.6, 012, 0.13) -3.0 0.0 0.0
B = 0.0 =-2.0 0.0

000 000 -100

LAMB = (1.0, 1.0, 1.0) MJ = 1.0.



Aprés un premier

essal donnant une valeur approchée le deuxiéme essai donne :

$0 | ¥, | ¥ o | 2o | 2o
o | -0.15 | -0.07 |-0.02- [[0.565 [0.132 |0.134
1 | -0.137 | -0.120 |-0.196 0.5;2 0.127  |0.133
2 || -o.1191 Z0.1666 %9-1908 0.5871 -|0,1154. {0.1316
2' || -0.1129 | -0.1629 |-0.1890 |]0.5914 |0.1169 - 0.1310
2" | ~0.1066 | -0.1556 -0.1853 | |0.5984 |0.1192 |0.1297

Le résultat de 2" &tant jugé satisfaisant on trace les trajectoires :

L xte) x2(t) % (t)
0.0 | 1.0 | 1o 1.0
0.2 | 0,909 227 81 | 0.601 135 43 | 0.667 269 41
0.4 | 0.846 623 79 | 0.395 959 88 | 0.483 274 42
0.6 | 0.769 247 00 | 0.265 419 92. | 0.366 62263 -
0.8 || 0.686 794 64 | 0.177 916 34 | 0.264 758 63
1.0 | 0.598 446 51 | 0.119 260 91 | 0.129 66475
Exemple 2

On considére le demi-plan H de(Ox

Probléme de Navigation dans un courant variable.

l’

d'un mobile décrit par :

dx

-————-—:u

d

o
&+

1
t

N

'

Oxz) défini par x

xl(O)

x;(T)

ls

1.0 et dans H le mouvement

%,(0)

xz(T)

]

0.0

1.0
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Dans le probléme de navigation, la fronti&re de H représente le rivage et dans la
deuxiéme équation xl—l représente le courant. uy et u, sont les composantes de la

. - . 2 2 .
vitesse apparente du navire, on remplace ici la conditions uq tu, < 1 par les trois

conditiens :

c
N
—_

N
11

En effet dans le probléme posé Uy et u, sont positifs et la portion d'octogone ainsi

définie est une approximation du quart de cercle. Prenons un critére 3 minimiser tel
2,2 ' . . . .

que ;T (x“+u”)dt et T = 2 ; la résolution sur une grille de 20 points donne les

- 0 .
résultats suivants :

Itération|| ¥ (0) 4,00 X (1) X2 (T)

0 — 5 0 [[0.623 264 91 |-1.750 043 2
1 0.871 100 64 | 1.134 410 3 ||0.453 436 09 | 0.751 237 00
2 0.764 206 17 | 0.845 464 69 ||0.535 583 36 | 0.606 418 35
3 0.854 020 44 | 0.807 603 47 ||0.887 725 10 | 0.836 134 09
4 0.881 179 06 | 0.816 876 10 | |0.944 405 44 | 0.918 011 81
5 0.909 387 67 | 0.827 573 22 |10.999 947 46 | 0.999 809 11

D'ol la trajectoire :

t xl(t) Xz(t)

0.0 0 0
0.2 || 0.174 058 98 | -0.016 759 56
0.4 | 0.320 303 24 | -0.002 108 23
0.8 | 0.553 157 66 | 0.105 084 02
1.2 || 0.735 236 41 0.309 463 22
1.6 || 0.885 083 23 0.621 417 40
2.0 || 0.999 947 46 0,999 809 11
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