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Résune

Le micromagetisme, t@orie élaboée dans les a@es 40 par W.F. Brown, a pour but d'expliquer le
comportement des m&iaux magetiques non-ligaires : les ferro et ferrimagtiques.

Le mockle utilis2 repose sur I'utilisation d’'unéquation aux érivées partielles, introduite par Landau
et Lifchitz, decrivant I'evolution de la dengitd’aimantation au cours du temps et sur la prise en compte
de forces internes au n@tau sous la forme d’'une excitation magique. Cette excitation magtique
comporte quatre contributions : éxieure, d'anisotropie, échange et @mnagmtisante (magetostatique).
Cette derriére pose le plus de prabhes au niveau de la melisation.

Dans ce travail, on atudé le probéme de la simulation du comportement deséaratx ferro et ferri-
magretiques en hyperéguence dans le cadre du microméiigme sous deux angles : latdrmination de
configurations dquilibre et le calcul de la susceptibdit

Aprés avoir mont I'existence de solutions faibles en temps et en espace, on proposeéamasda
résolution en temps explicite avec pas adaptatif pougdggtions de Landau et Lifchitz.

Afin de pouvoir appliquer ce séimaa des maillages de grande taille, on se place dansaoreefrie cu-
bigue permettant de proposer unéthode originale debsolution rapide desquations de la magtostatique
s’appuyant sur l'utilisation des matrices Toeplitz multi-niveaux.

On piesente alors un pconditionneur adaptpour la esolution du prokime de susceptibiét hy-
perfrequence (i.e. calcul pour une gamme degfrences de laéponse d'un sysmea une excitation
exterieure harmonique autour d'wtat dequilibre). Asso@ a l'utilisation des matrices Toeplitz multi-
niveaux, il permet d’effectuer des calculs pour des maillages de grande taille.

Enfin, la validation desésultats nureriques est effecke par comparaison avec uriie de ésultats
expéerimentaux.



Abstract

During the 40’s, W.F. Brown introduced the micromagnetism theory to explain the behaviour of non-
linear magnetic materials : the ferro and ferrimagnetics.

The model used is based on two main points. The first one is the use of the Landau-Lifchitz partial
differential equation, which describes the evolution in time of the magnetisation.The second one is the in-
tegration of internal stress as a magnetic excitation. This excitation is composed of four parts : external,
anisotropy, exchange and demagnetisation (magnetostatic). It is this last contribution that induces the grea-
test difficulties in modelisation.

In this work, the simulation of ferro and ferrimagnetic material behaviour in the microwave domain
is studied. Two aspects are focused on : the determination of equilibrium states and the computation of
microwave susceptibility.

First of all, the existence of weak solutions in time and space is proved. A resolution scheme is proposed
for the Landau-Lifchitz equations. This scheme is explicit and an adaptative time step is used.

One of the goals is to apply the scheme to very large cubic meshes. A fast solving method for huge
matrices is proposed based upon the use of block-Toeplitz matrices to resolve the magnetostatic problem.

Finally, a preconditonning method is developed improving the resolution of the susceptibility problem
(i.e. response computation for an external harmonic excitation).

Finally, numerical results are validate by comparison with a set of experimental results.
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Les maeriaux ferromagetiques (et ferrimaggtiques dont le comportement estdrsimilaire) ont la
particularie de pésenter une aimantatio@manente : sous excitation ma&gique exérieure nulle, l'ai-
mantation totale d’uréchantillon est non nulle. Ceci leur donne des pkips importantes trouvant des
applications dans de nombreux secteurs d’aétiiridustrielle. On citera en particulier quatre domaines
d’application : la protection radar, le stockage des informations, la gestiorederdjie et le méatriel de
telecommunications. L'utilisation des néamtaux ferri et ferromaggtiques au sein de composites permet
d’améliorer les propgtes d'absorption des rétements de protection contre ketection radar mais aussi de
limiter 'encombrement de tels syshes. La connaissance deéaanismes de retournement de I'aimanta-
tion dans les particules magtiques permetgalement d’augmenter les capésite stockage des supports
d’enregistrement. Enfin, 'optimisation de la forme ou de la composition &eegi magetiques rend pos-
sible la miniaturisation de€Ephones mobiles, augmente I'effic&cites radars ainsi que le rendement des
transformateurs. Mais, au @edle I'antlioration des performances, I'enjeu de la ralishtion des ma&triaux
magretiques éside dans laéduction des dits de éveloppement de nouveaux appareils. L'importance
economique de ces ngataux est illustee par le chiffre d’affaire annuel de I'ensemble des industries de ce
secteur d’'activi¢ : de I'ordre de 60 milliards de dollars. Ce chiffre donne urgeide I'importance souvent
ignorée des ferro et ferrima@tiques et du besoin ggprouvent les industriels de comprendre épir leur
comportement.

Au cours de ce travail, on s’iatessera en particuliardes proldmes pouvarétre reles aux applications
de protection radar ou d’engistrement matique. En effet, les simulations s’effectuent principalement sur
des particules de petite taille (comme les paillettes des matrices d’enregistremeatiquegou des compo-
sites magaétiques absorbants) et dans le domaine des hygugrénces, plage de longueur d’'onde exphit
par les radars.

Des études furent meres sur la maglisation des ferro et ferrimagtiques @s les anaes 30. Une
étape importante fut dans les @as 40 l'introduction du micromagtisme par W. F. Brown [10][11]. Le
mockle du micromaggtisme pour les matiaux ferro et ferrimagetiques repose sur la prise en compte des
difféerentes composantes dénergie interne. Dans cetétude on a pris en compte principalement quatre
d’entre elles :

— I'énergie exérieure ou de Zeemann,

I'énergie d’'anisotropie (dugela structure cristalline du méiau),

I'énergie déchange (interaction entre les spins voisins pougaetinterpette comme une force de
rappel),

I’énergie mag@tostatique (dorére par le€quations de la magtostatique).

L' énergie de Zeemann, d’anisotropie éehiange sont dé&sergies locales tandis quétiergie @magéti-
sante (magetostatique) est globale, sensibldéa forme du domaine magtique sur lequel on la calcule.
L'utilisation de cette dermire est justifie par la taille des obje&tudis par rapport aux longueurs d’'ondes
utilisées.

Des densiés dénergie de ces interactions, on peétdire des excitations magtiques. Il est alors
possible d'utiliser un madle dynamique du micromagtisme introduit en 1935 par Landau et Lifchitz
pour un domainé) borré

(2';/1 = —|v|no ( MAHM)+ % M A (M A H(M))) avec [M| = M, en tout point de?, (1)

ou H(M) repiesente I'excitation magaique totaleM le champ d’aimantation}/; la valeur de I'aimanta-
tion & saturationy la perneabilitt du vide,y le facteur de la @cession de Larmor et le coefficient de
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dissipation penonenologique introduit par Landau et Lifchitz.

Ensuite, pendant quelques &es, Ietude des matiaux ferro et ferrimaggtiques connut un recul. En
effet, la complexié deséquations interdisait d’effectuer des simulations convaincantes en raison de la fai-
blesse des moyens de calcul deploque. Enfin, vers le milieu des d@mas 70, 'activié repris avec I'appa-
rition des premiers super calculateurs. La mise en place de simulatior&siques ealistes gcessita alors
gue soitetudé le probéme d’un point de vue maématique.

Les proprétes matématiques du sysine (1) ont éja ét traites sous difrents angles. A. Visintin
[52] aétudi le probéme de I'existence de solutionsgulieres pour le syéme de Landau Lifchitz coupl
avec lesquations de Maxwell, &change et I'anisotropie dans un domaine Boians le reme cadre G.
Carbou et P. Fabrie [12] ont traile cas de I'existence de solutions faibles. D'un aufite,d’existence et
I'unicité des solutions oréte cemontées en dimension un sai@shange pour des solutions fortes par P. Joly
et O. Vacus [29] [50] ou encore dans le cas d’'un domaine infini pour un champ uniquement eatapas
partie dongée par lequations de Maxwell par J.L. Joly, G.&tvier et J. Rauch [28]. Enfin, dans le cas
d’'un champ uniquement comgmgar la partieechange, F. Alouges et A Soyeur [5] ont ménitexistence
et la non-unicié de solutions faibles en temps et en espace. D’aétueles matbmatiques non directement
reliees au prol@me traié dans cett&€tude existent, on peut citer R.D. James et D. Kinderlehrer pour des
problemes de minimisation de la fonctionnell&dergie [27] ainsi que A. DeSimone [18][19] ou StilNér
[38].

Etant don@ la complexié des penonenes, la simulation nuenique est un outil indispensable pour
analyser le comportement des &r@aux ferro et ferrimagetiques. Deux approches sont possibles pour
déterminer les configurations &fjuilibre : la minimisation d&nergie par une éthode de descente ou la
relaxation dynamique d’une solution initiale vers @guilibre. Misa part la non likarié de I'eéquation
d’évolution (1) rendant les sémas dynamiquesés sensibles, I'un des grands prabkes de ce type de
simulation reste la prise en compte de la contribution retggtatique. Les simulations effeéts devant
etre fines pour capter les @honenes importants, la taille des maillages est importante et le calcul de cette
contribution magétigue globale devient ed@mement cbteux en place @moire et en temps machine. De-
puis quelques ar@es, avec I'agnement des calculateurs puissants, quelggegpes onétude le probéme.

On pourra citer F.Alouges [3][2][4], A. Bagmés-Viallix [51][6] et J. Plags [42] pour des calculs de mi-
nimisation dénergie utilisant la ithode degléments finis, O. Vacus [50] pour des calculs instationnaires,
mais aussi M. E. Schabes et H. N. Bertram [44], Y. Uesaka, Y. Nakatani et N. Hayashi[41], M. Luskin et L.
Ma [37].

Mais la simulation est difficilé reliera des expriences physiques. Les domaines n&igjues obseis
en trois dimensions au cours d’'une simulation ne sont pas restituables au cours demenegphysique.
Cette difficule d’analyse en volume des reaux magetiques em@che a priori de valider correctement
les ©sultats nurariques 3D par de€sultats physiques. L'un des objectifs majeurs de ce travail est donc de
développer une eXgience nurarique pouvanétre relee aux esultats physiques : le calcul de la suscepti-
bilité.

Dans une prengre partie on f@sente le prokime physique en introduisant les diféntequations et
les notations indispensables. A lissue d'un bref historique du microétagne, on expose le mek tel
qu'il sera utili® au cours de ce travail.

Ensuite, dans la deuxine partie, oretudie la discgtisation spatiale de la partie la pluglidate des
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contributions magétiques : le champamagrtisantH ;(M) vérifiant le systme

rotHy(M) = 0 surR3,
divHy(M) = —div M surR?,

ou M est nula I'extérieur du maériau.

L'une des prensires approches introduites pour detser le champ &magiitisant, appéle approximation
dipolaire, fut de type diffrences finies et utilgee par M. E. Schabes et H. N. Bertram [44]. Son principe
est de eduire chaque cellule du maillageun dile magretique sit@ au centre de la maille. Mais, cette
discietisation ne conservait pas les pr@ts clefs de I'oprateur continu entfaant ainsi des instabiés
dans les sadmas nurariques iératifs destigsa simuler le processus dynamigue ou donnait des minima
d’énergie erro@és pour I'approche de type minimisation. Pogsaudre ces probines Y. Nakatami, Y. Ue-
saka et N. Hayashi [40] introduirent une distisation de type volumes finis @fiorant les esultats sans
pour autant garantir la conservation de toutes les petsridu moéle continu. On @sente ici une ap-
proche de type volumes finis pluségise. Ce gain est obtenuagea l'introduction de deges de liber
intermédiaires sous la forme de points dégration de Gauss sur chaque maille. @mdntre alors les
bonnes propétés de convergence de la distisation, mais aussi qu’elle conserve les prefps impor-
tantes du moele continu de la magatostatique. Mais, I'oprateur ainsi disétise est une matrice pleine
inexploitable directement sur des maillages de grande taille. On montre alors geat&yp discret est
Toeplitz multi-niveaux et I'on expose uneétimode de calcul rapide du cham@ndagietisant exploitant la
structure de ces matrices. Cette approchices I'utilisation de transformations de Fourier rapides, permet
de éduire le stokage d@(n?) aO(n) et le nombre d’oprations ded(n?) aO(nlog(n)).

Cette technique, utilee par la suite, permet d'aérer les néthodes deésolution propases pour les
équations de Landau et Lifchitz et pour le calcul de la suscepéljiperfequence.

La troisieme partie est cons@wa I'étude et la esolution dynamique désjuations de Landau et Lif-
chitz. Dans un premier temps on sknésse I'existence de solutions faibles en temps et en espace pour une
contribution magatique totale comp@e du champ egtieur, du champ d’anisotropie, du champgahange
et du champ @magritisant. La @monstration gréralise le esultat de F. Alouges et A Soyeur [Efabli
dans le cas d’'un champ total restreint au chan@zldange. Dans un second temps, on propose w@nsch
explicite d’ordre deux avec pas de temps opténiSette optimisation du pas de temps rend non seulement
le sctema inconditionnellement stable mais perégdlement d'assurer une convergence optiraaleaque
itération. Comme on I'a vu priedemment, cette @hode est rendueds efficace grcea I'utilisation de la
forme Toeplitz multi-niveaux de I'cgrateur de champédnagiétisant. La nethode est im@menée dans le
codeEMicroM [32] en fortran 77 sur station de travail, ce qui permet de simudsolution et de calculer
I’ équilibre de cas tests dont les tailles de maillage sestitnportantes.

Enfin, la quat@me partie est consd®a la simulation de la susceptibédihyperféquence. Les mesures
physiques de cette grandeur permettent de construire un spectégearfce auquel on relie lagsence de
domaines magatiques. Ce lien §tablita partir des pics deesonance. On introduit dans un premier temps
la notion de tenseur de susceptil@liturrérique. Ce tenseur se constraipartir de solutions deédguations
de Landau et Lifchitz libari€es autour d'uigtat dequilibre. On expose alors ungmonditionneur pour la
résolution par rathode GCN (Gradient ConjugWNormal) des systnes liraires assoes au prol#me de
susceptibilié. Enfin, on montre quelqueésultats significatifs sur des maillages de grande taille obtenus
avec le cod&SMicroM [33] (fortran 77) developp dans le cadre de ce travail.
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Deuxieme partie

Presentation du probeme
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Chapitre 1

Introduction

On piésente dans cette partie les principaux aspects dédai¢hdu micromagetisme. Cette thorie, in-
troduite par W.F. Brown dans les aas 40, a pour but d’expliquer le comportement noedire de certains
mariaux : les ferri et ferro-magiques.

L'approche micromaggtique est tout d’aborénergtique. Le principe en est d'identifier les principaux
phénonenes intervenant dans la configuration de I'aimantation au seinétantillon et de leur associer
uneénergie. Alors, les positions &juilibre sont les minima deéhergie totale. Mais il estgalement pos-
sible d'utiliser un moéle dynamique, &rivant l'évolution de I'aimantation au cours du temps et reposant
sur l'utilisation d’'un systme introduit par Landau et Lifchitz (1935). Dans cette approche les positions
d’équilibre sont letats relags du systme. Dans la suite du travail, c’est cette derainméthode que I'on
utilisera.

Dans un premier temps ongwentera un bref historique de l&dnie du micromaggtisme en insis-
tant sur les motivations mais aussi sur les avantages certains qu’elle apporte au niveau de la simulation
numérique. Enfin, on @sentera les mates matbmatiques utiliss. On s’inéressera bieris a la notion de
champ magatique mais aussi celle déquilibre d’'une configuration d’aimantation, de polarisabitiu de
susceptibilie, introduisant le vocabulaire utiislans toute la suite.
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Chapitre 2

Un bref historique

De manere grérale, dans un milieu magtique, il est possible de relier le charBpa I'excitation
magretiqueH et I'aimantationM gracea l'une deséquations de Maxwell (dans le sgste des unés
internationales que I'on utilisera sgshatiquement par la suite)

B=pu(H+M),

ou ug est la perrgabilite du vide. Le comportement de I'aimantaticpeénd alors de la nature des Braux.
Classiguement, dans les raaaux consiérés la plupart du tempsl etM sont reles par une relation lgaire

M =xH,
ce qui permet dcrire en utilisant Bquation de Maxwell rappeé peccdemment

B = po(H+M) = po(1+x)H = poprH = pH,

ou y est appedde susceptibilé magmetique du madriau, i, sa perngabilite relative ety sa perndabilite.
Les maériaux oleissanta ce type de maee sont appéls diamagetiques (.- > 1) ou paramagetiques
(0 < - < 1). Mais ces deux cagories de mé&triaux ne recouvrent pas tous les comportements. En particu-
lier on s'interessera aux matiaux ferromagatiques et ferrimaggtiques. Dans la gamme des observations
intéressantes dans le cadre de ce travail, cegrimak sont &gis par les rames lois. Leur diffrence pro-
vient de la structure cristalline des atomes les composant. Ainsi, les feri@tgges sont des oxydes ou
céramiques isolantes, le plus conetant I'hexaferrite de Baryum (Bakg,y), 'aimant commun. Les fer-
romagrétiques, pour leur part, sont des gr@ux composs de fer, nickel ou cobalt pur ou de leurs alliages.
Ce gu'il faut retenir, c’est leur comportement norélitire : sous excitation magtique exérieure nulle, I'ai-
mantation totale d’'uéchantillon est non nulle, ce sont des aimants permanents. Cette aimarésitiorelie
est appdie aimantationémanente. Son comportement esstcomplexe et pose dérgeux probémes de
mocklisation. L'un des pbnonenes traduisant cette compléxast celui de I'’hys&résis qui correspond la
sensibilie de I'aimantation&manenteé I'historique des traitements magiques, c'esh direa la fagon dont
on a faitévoluer le champ egtieur dans lequel baigne le réau. Ce pBnomnene peuitre mis erévidence
grace au cycle d’hgrésis (Fig. 2.1). Ce prézk consistea appliquer un champ extieur uniforme suffi-
samment fort pour que I'aimantation deviennent uniforme, éeafite saturer Bchantillon, puis faire varier
I'intensite de ce champ e&tieur @ direction fbée) jusqua I'inverser. Linformation recueillie pendant la
manipulation est I'aimantation totale déthantillon traié.

Comme on peut le remarquer sur le cycle d’'Byssis repeseng ci-dessus (Fig. 2.1), deux valeurs de
'aimantation se @tachent M, et —M,. La grandeurM est appdle aimantatior saturation et ne varie
gu’en fonction de la tenfirature. Cette@endance via vis de la temprature est importante, elle est I'un
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FiG. 2.1 — Exemple de courbe d’hgsésis.

des plenonenes indissociables des ferro et ferrimétigues. L'un des points les plus importants de I'action
de la temgrature sur les matiaux magetiques non-ligaires (Fig. 2.2) est I'annulation de I'aimantati@n
saturation au-dessus d’'une teangture critique (tenmérature de el pour les ferrimaggtiques et de Curie
pour les ferromaggtiques). Au-del de cette tenfirature, le matriau adopte un comportementéaire (pa-
ramagmtique ou diamaggtique). Dans la suite, afin de ne pas accumuler les difisule modlisation on
travailleraa temgrature fie.

Ainsi, toutes les thories sur le comportement des ferro ou ferrin@&gues ont pour objectif d’ex-
pliquer ces deux gmonenes clef : 'hystrésis et la @pendance en terapature de I'aimantatioa sa-
turation. Les prengires conjectures furemmises par Weiss en 1907. Il postula qu'il existait des forces
internes aux mé&riaux tendané aligner I'aimantation et luttant contre I@sbrdre thermique, eant ainsi
des domaines dans lesquels I'aimantation serait constante. &ssfident le moteur de laébrie des do-
maines dont les fondateurs furent Becke@ring, Kersten, Akulov et Heisenberg [1]. Mais, magies
tentatives d'aralioration, comme l'introduction du concept de paroi, zone de retournement de I'aiman-
tation entre deux domaines (calcul dérergie de parois par Landau et Lifchitz en 1935), cetteril
ne donnait pas suffisamment desultats quantitatifs probants. Une grande agantans laésolution du
probleme fut alors effecee dans les a@es 40 par W.F. Brown. Il introduisit une nouvelle approche : le
micromagtetisme (“micro” pourétude microscopique de&fdils de paroi) [10][11]. Elle est bés sur la
minimisation de Iénergie totale d’'ugchantillon magetique. Cetteenergie totale est scigd en plusieurs
contributions ; celles rentrant en compte daggute que I'on effectue sont elhergie de Zeemannghergie
magretostatique, Bnergie déchange et d’anisotropie. Cettethie a permis de comprendre de nombreux
phénonenes. L'un des plusatebres calculs effectuavec cette approche est celui mertlat classification
des parois en parois de Bloch et parois @e=N1]. Il aéte effectie en minimisant les troisnergies internes,
echange, anisotropie et magastatique, dans le cas d’un film mince infini dans les direction x et y (Fig.
2.3). Le probkme se trouve alorstre de dimension 1, la minimisation permettaréalire uneéquation
régissant la forme des parois.

En consi@rant les composantes suivant x et suivant y de I'aimantation (et le fait que la norme locale de
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CHAPITRE 2. UN BREF HISTORIQUE

Mo

FIG. 2.2 — Variation deM ; en fonction de la tenmfrature.

Fic. 2.3 — Geontetrie des domaines dans le film mince.
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Paroi de Neels

FiG. 2.4 — Parois de Bloch et degisl.

I'aimantation soit partouégalea un), on a :

q? cos ¢ ¢*sin ¢
= s M, = N
¢ + x? Y g2+ a?

T

ou g est le paramatre donnant Bpaisseur de la paroi ¢tun parangtre permettant de traiter avec une seule
formule les parois de Bloch et degll @ I'origine ces deux cas furegtudies €paremment par Dietze et
Thomas). Alors, une paroi de Bloch correspang= 7 et Neela¢ = 0 (Fig. 2.4).

Ce calcul a permis une preérne validation de la #orie du micromaggtisme. Par la suite d’autres tra-
vaux en dimension 2 furent effe@s pour des couches minces et corépardes donees exprimentales.
Ces Esultatsétaient satisfaisants mais, un pratle se pose : comment rendre compte de la forme des
domaines magatiques dans udchantillona trois dimensions ? En effet, s'il est possible d’effectuer des
observations surfaciques des domaines, il est par contre pratiguement impossible d’en effectuer en volume.
Il faut donc trouver une grandeur permettant d’effectuer un lien exploitable entre les configurations d’ai-
mantation et des dodes exprimentales : la susceptibéityperfequence. Le principe est de faire “vibrer”
la structure dans chaque direction spatiale, capteégpanse desétails de la configuration et ainsi rendre
compte de la structure des domaines et des parois [43]. |l est possibtietdmther analytiquement la sus-
ceptibilite magretique [8] [45] [53] sur des domaines infinis et de mettre ainst@dence sa sensibitit
aux changements de configuration d’aimantation. Mais dans le cas de certaim@sqeies il est possible
de mettre erévidence la sensibiitde la vitesse des pardasla taille de Iechantillon [24] ou encore de
comparer des spectres pour des énatux massifs et des néataux disperss [22] et mettre ainsi en re-
lief I'influence du taux de charge d’'un n@mtau composite. Les effets de bords ou de taille induits par les
matriaux de taille finie ont uneeponse hyperéquence nonégligeable qui ne peut pddre determirée
analytiquement pour un domaine de forme quelconque. C’est pourquoi, dans Exe@aritie de ce travail,
on s’appliquera résoudre le proime de la @termination nur@rique de la susceptibiithyperféquence
d’un échantillon.
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Chapitre 3

Le modele mathematique utilisée

3.1 Les forces internes et externes,éhergie totale

La base de la #orie du micromaggtismeélabogée par Brown fut de&finir une expression dedhergie
totale E, somme des défentes contributions internes. Pour un &8yt magatique don@. Dans le cas
présent les contributions que I'on prend en compte sémigigie dechange E I' énergie d’'anisotropie &
I'énergie @émagetisante g et I'énergie externe E; qui seront écrites plus bas. Par cazmuent

E:Eemt+Ee+Ea+Ed-

Chaque contribution deéhergie interne née E, est releea une excitation magtique noéeH, (M) par
la formule suivante, @p désigne le type de contribution (par exemplgour I'échange)

E,(M) = —uo/ H,(M).M dz, (3.1)
Q
L'excitation magietique totale €crit
H(M) =Hcy + Ho(M) +Hy(M) + Hg(M). (3.2)

On va maintenant&tailler ces diverses contributions.

3.1.1 Contribution Zeeman (exérieure)

Dans le cas du ferromagtisme et du ferrimagsisme, le fait que cette contribution soit nulle n’eimia
pas la nullie deM, c’est en faisant varier I'inten&tde ce champ direction fixée que I'on peut construire
une courbe d’hy&trésis.

La relation liant Ienergiea I'aimantation est ligaire. On peuécrire

1
Eext = —— Hext M de,

o Jo

ou I'on poseH...; I'excitation magetique exérieure. Le champ e&tieur n’est pas mesurable intrétgiement
mais, il est possible de leeterminera partir de sorenergie. Par exemple, dans le cas du charé® gar un
electro-aimant, oné&finira son intensia partir de la puissand@dectrique de Blectroaimant. Il faut retenir

que le champ est ettieur si les changements de configuration d’aimantation n’ont sur lui aucune influence.
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3.1. LES FORCES INTERNES ET EXTERNES, L’ENERGIE TOTALE

3.1.2 Contribution d’anisotropie (interne)

L'anisotropie est une force interne daéa structure cristalline du n&iau. Localement, dans un cristal,
les atomes et par cobguent les spins (moments mé&gques locaux) sont ragg suivant le&seau du cristal.
Alors, comme d’un spi un spin voisin les directions ne changent gée treu dans la zone de te@ngture
correspondant au comportement norédire [11], la forme duéseau donnera des directions pégiees
d’alignement en fonction de leur encombrement. On péfinigt plusieurs types d'anisotropies [1], elles
peuvent&tre volumiques uniaxiales, planaires ou cubiques ou encore surfaciques. Ici, on se contentera dans
un premier temps @tudier le cas de 'anisotropie uniaxiale.
L'anisotropie uniaxiale estéfinie gacea un axe priviégié sur lequel I'aimantation tendgas’aligner.
Cette contribution est purement locale, elle ne s’appuie que sur lesgtespmicroscopiques du néatau.

Energie

La densié d’énergie de cette contribution est déende marire grérale par®(M) convexe. En par-
ticulier, dans le cas de I'anisotropie uniaxiale, la fonctionnellndtgie sera quadratique, maximale pour
une aimantation perpendiculaire et minimale pour une aimantation ¢larallaxe d'anisotropiai en tout
point du domaine. On la&finit donc la mar@re suivante :

EM) = K[ 50012 = M)

ou K est la constante d’anisotropiewetin champ de vecteur trois composantes et de module localement
égala un donnant la direction de I'anisotropie en chaque point dériaat

Excitation magnétique

La densié d'énergie est quadratique &h Elle s’ecrit sous la forme :

Ho(M) = K (M.u)u — M).

3.1.3 Contribution d’échange (interne)

Au niveau microscopique, les spins voisins on tendans@ligner [11]. On pourrait comparer cette
contributiona une force de rappélastique qui au niveau@soscopique peut sédrire gacea un gradient.
Cette contribution est purement locale, elle ne s’appuie que sur lesgtespmicroscopiques du néatau.

Energie

Onécrit I'energie de la facon suivante :

_ g o 2
ou A est la constante dchange. Cette expression traduit lagence “d’une force” de rappélastique entre
les moments maggtiques des atomes voisin danséseau cristallin. Il est possible de la retrouver en effec-

tuant un calcul microcospique au niveau des spins et en revari@uhelle nésoscopique en moyennant
[11].
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CHAPITRE 3. LE MODELE MATHEMATIQUE UTILISE

Excitation magnétique

Alors
H.(M)=AAM,

avec des conditions aux limites de type Neumann.

3.1.4 Contribution demagretisante (interne)

Le domaine de fquences itressant dans le cadre de céttiede est sitet entre 0,1 GHz et 100GHz.
Ces féquences correspondentles longueurs d’onde allant environ d’'un cemiraa un netre. Les ob-
jets que I'on observe ayant des tailles de I'ordre du mi&wen(on effectue les observatioasineéchelle
mésoscopique), il est donc possible de coased les contributions dues aéguations de Maxwell comme
étant in&pendantes du temps, c'éstlire d’utiliser lesequations de la mag@tostatique.

Les deux contributions predentes, anisotropie ethangeétaient purement locales, par contre la contribu-
tion demagrtisante est globale. Toutes les parties duemiat interagissent entres elles. La senséiies
configurations d’aimantatioa la forme du domaine proviendra principalement de cette contribution.

Le champ émagretisant se éduit desquations de la magtostatique [26] :

et Bd:,u,()(Hd—i-M).

VAH;=0
V.B;=0

On transforme ceéquations en introduisant un potentiel scalaire, ce qui permetcaig une formule de
repesentation (ceci eséthillé dans le chapitre 11.2) :

Np=V.M dansR?,

Hqy=—-V¢ dansR3, (3.3)
M =0 dansR3\,
avec
lim ¢=0
x € R3
X| — 400

Excitation magnétique
En utilisant (3.3) on obtient une relation &aire entrévl etH
Hy(M) = —grad (div .(M x G)), (3.4)
ou G est la fonction de Green :

-1

v,y e R® G SR —
T,y (2, y) prp—
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3.2. EQUATIONS DYNAMIQUES

Energie

Comme la relation reliaril etH; est linaire, on peut @&crire I'énergie sous la forme

E, — —% Hy.M dx

R3
= M g Max
2 Jgs
_Ho

= ¢. N\ dx
2 R3

_ 2
= 2 IVl

3.2 Equations dynamiques

3.2.1 Presentation degquations de Landau et Lifchitz

Localement, les moments magiques sont soumaun mouvement de typegmession de Larmor [26]
[15], ce qui est ref@rsent par le systme de Larmor :

0 Momicro
677_, = _|’Y|HO Mynicro A Bmicro) dans(2 (35)

avec |Mpicro| =1 dansq,

ou B,,icro désigne le champ maétique microscopique et le moment mag@étique microscopiquel’
repiesente le temps et le facteur gyromaggtique [26]. L'aimantatiorM et I'excitation magetiqueH,
grandeurs rasoscopiques dans le cadre du microngigme, sont obtenues en moyennaetB,,,;..., [26].
Mais, le systme de Larmor est Hamiltonien. En effet, pour un champréstr ne épendant pas du temps
ona:

% = _”Y‘MO B A Bicro
= %'Bmim"? = _"7’“0 [,U' A Bmicro]-Bmicro
= fQ %-Bmicro dx =0
= w =0

oT ’
ou E.;ro €St 'Eénergie totale microscopique. Par cegsent, le moele de Larmor appligeidirectement

au grandeurs moye#@as ne peut pavoluer vers Energie minimale. Le passage dedhelle microscopique

deséquations de la pcession de Larmor (3.%) celle nésoscopique du micromagiisme entrime une

perte d’'information. Pour la compenser Landau et Lifchitz introduisirent alors un terme correctif dissipatif

phénonénologique :

oM e
aT_—|7]MO<MAH(M)+MSMA(M/\H(M))> (3.6)
avec |[M| = M; en tout point d&?,

(3.7)
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CHAPITRE 3. LE MODELE MATHEMATIQUE UTILISE

FiG. 3.1 — Equations dynamiques.

ou « est un coefficient de dissipation adimensienbpendant du métiau simug.
Le syséme ainsi éfini est dissipatif pour un champ éxieur ne @pendant pas du temps

(M) - LR
or L@p  Ho 0T

_ _M”OMis (M A (M AH(M))),H(M))

«
= Iliogg 1M AHM)| -

(L*(@))3

(@))%’

ce qui impligue (pour un champ @rteur ne épendant pas du temps) :

OEM) a 9
o1 = Dlap IMAHMIE (3.8)
Cette formule met eBvidence la dcroissance deéhergie.
3.2.2 Adimensionnement degquations
Afin de faciliter le maniement desuations, un sy8tne d’'uniés €duites est adopt On pose :
1
= —M
m A
1
h = —H
M;
1
b = B
Ho Ms
t = M,U/OMS T,
et I'on écrit (3.6) sous la forme :
om
57 = —m A h(m) —amA (mAh(m)), (3.9)
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3.3. EQUILIBRE D’UN SYSTEME MICROMAGNETIQUE

afin de faciliter les notations pour les parties suivantes, on pose
f(m) = —m A h(m) —amA (mAh(m)).

Les expressions démergies adimensioBrs sont les suivantes :

1
- E
poM2 ™"

Ce sysetme permettra d’'effectuer les simulations en variables adimerézsgriout en ayant la possibdite
retourner au variables physiques facilement.

3.3 Equilibre d’un systeme micromagretique

Les notions d&quilibre que I'on va éfinir n'ont de sens que pour un syste dont la contribution
extérieure est indpendante du temps.
On cEfinit I' equilibreénergetique d’un systme micromagetigue comme I'un destats pour lequel €nergie
totale (3.1) est minimum.

Définition 3.3.1 La configuration d’aimantationm est unétat dequilibre énergetique si elle ealise un
minimum de Eénergie micromaggtique totale donge par (3.1).

En effet, pour un champ extieur ne épendant pas du temp<iiergie totale (3.1) est une fonction convexe
et le minimum existe (voir par exemple ladse de A. Bagerés-Viallix [51]).

Une autre éfinition de Iéquilibre d’'un systme micromagetique peuttre donge au sens dynamique
pour lesequations de Landau et Lifchitz (3.9)

Définition 3.3.2 La configuration d’aimantatiom est unétat dequilibre pour le systme (3.9) si(m) = 0
dans touft).

Les états déquilibre énergtiques sont @cessairement dégats deéquilibre au sens de (3.3.2). Cette pro-
priete decoule de la forme deédquation d’Euler pour la formulatioenergetique.

De plus, on remarque que légats pour lesquels leedvée temporelle de &nergie est nulle correspondent
auxétats déquilibre de la éfinition (3.3.2). En effet, une configuration d’aimantatihéquilibre \érifie

f(m) = 0 pp dand?,
c’esta dire
—m A h(m) —amA (mAh(m)) =0,
mais, les deux termes de gauche sont perpendiculaires (par construction), on a donc
Im A ()] 2 = O
on en conclut donc que

[|m A h(m)H(Lz(Q))3 = 0 < m est unétat déquilibre au sens de (3.3.2)

Alors, on remarque que légats obtenus par relaxation deguations dynamiques (3.9) sont dats
d’équilibre au sens de (3.3.2). En effet, comme on I'a aggaiemment, Energie du sysime est dcroissante,
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CHAPITRE 3. LE MODELE MATHEMATIQUE UTILISE

elle est de plus irdfrieurement boree par 0. Alors, au cours d’'un processus dynamique plusieurs cas de fi-
gure se pesentent.

L’ énergie peutécrdtre jusqu’au minimum absolu, c'eddire £ro. Dans ce cas, paéfinition des diferents
termes dénergie, ceci signifie que toutes les contributions rétignes se sont anrads, la relation (3.10)

est donc erifiee et |etat atteint est bien uequilibre au sens de (3.3.2) mais aussi au sens du minimum
d’énergie.

Le deuxeme cas de figure est celul ¢ équilibre atteint est tel que leédvée temporelle de &nergie soit
nulle et sa érivée seconde soit positive. On a alors atteint un minimum local&fetgie mais aussi un
equilibre au sens de lafinition (3.3.2). En effet, si la&tivée temporelle de &nergie est nulle la relation
(3.10) est erifiee gacea I'eégali€ (3.8).

Enfin, quand la @rivee temporelle de &nergie est nulle sans que I'on ait atteint un minimum locéatat
obtenu est uquilibre au sens de la&dinition (3.3.2) mais, on le qualifiera&juilibre instable.

3.4 La susceptibilie et polarisabilité d’'un matériau

3.4.1 Polarisabilitt dans le cas particulier d'une splere

Soitp le moment magetique induit paH.,; dans une particule de voluni& on cefinit alors la polari-
sabilite o, de la particule par :

P=oqp Hewt V

A l'int érieur de cette particulp,découle de I'aimantatioM reliéea I'excitationH gracea la susceptibilé
X:

M = xH

etH obéissant auquations de la magtostatique. Dans le cas d’'une sphunifornément aimarie on a :

1
H=—-M+H,,
gt Heat

X
M= Hex
1+y/3 <

mais, comme 'aimantation est uniforme opa V' M, donc :

X

%= T3

Ici, le facteur% repiesente le facteur&mnagetisant de la sgire qui peuttre remplaé par un nombre
compris entre 0 et 1 pour simuler approximativement d’autres formes de particules. Pour introduire la sus-
ceptibilité et la polarisabil& pour le micromaggtisme, on gréralise cette notion de factevemagretisant

en oferateur @magtisant.

3.4.2 Linearisation desequations de Landau-Lifchitz

La susceptibilié magmtigue d'un matriau est @duite de seséponses de petites perturbations du
champ magetique exérieur (incependant du temps) autour déduilibre (au moins formellement). Par
congquent, il est possible de l&grminer gacea une lirearisation de (3.9) autour defjuilibre (voir le
chapitre 1V.2). Les perturbations sont effeetis dans le domaine des hypeduences correspondanta
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classe des probimes que I'on veut traiter (04100 GHz).

Notonsm,, I'aimantationa I'équilibre. Alors, on éfinit les perturbations de la fagon suivante :

hewt(t) = hEd, + 6h(t) vt € RT

€T

mM(t) = Mgy +0m(t) vt € RT

Ou 6h(t) est la perturbation du champ éxieur etym(¢) la reponse de I'aimantation. On suppose Goet)
etdh(t) sont du néme ordre.
En remplacant dans (3.9) on obtient :

d(mMeq + 0m)

5 = —(Meg+0m) A (h(Meg + 6m) + 5h) — a((Meg + 0m) A

((Meg +0m) A (h(meg + dm) + 6h))).
On ceveloppe alors cette relatiénl’ordre un endm

aom

= (hA+amegA) (h(megn)) (Meg) — (Meq A +a(MegA)?) (h(5mM)) —

((MegA) 4+ a(megA)?) (6h) + O(|dm|?).

Alors, on obitent lequation lireari®e suivante :

% = '(Meg).0m — ((MegA) + a(mMegA)?) (3h) (3.10)

Puis, si I'on considre que la perturbation et laponse sont de forme harmonique :

sh = sh.g®t,
om = om.e«?

il faut bien gir veiller a rester dans le cadre des hyprstes de la ma@tostatique pour que le calcul des
excitations magetiques soit toujours valable. On suppose donc—?%bfé» diametre dex).
Ceci permet de&&crire (3.10) comme suit :

iw om = f'(Mmey).(6mM) — Mgy A Sh — a mey A (Meq A SD) (3.11)
En utilisant (3.11), on &finit les oferateurs suivant agissant sur les configuration d’aimantation :
X(w) = iw Id — f'(mg,)
Y = —Meg A —ax Meg A (MegA) (3.12)
X(w).0m =Y.sh
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On c&finit le moment maggtiquep,p, de la particule sur le @me principe que gedemment :

Psh = €' / (X(w)"to Y (6h))dz
Q
On ceéfinit alors la polarisabilé a, (6h, 6h’) & partir de la composante gy, dans la directiomh’ :
Psh-0h" = a,(Sh, sh')sh.sh’ et
Le tenseur de polarisab#itmagiétique est alors le&&ponse du syétme dans trois directions de I'espace for-
mant une base orthono&a. Cette &ponse est donc cal@d pour trois excitations magtiques uniformes

en espace @cea (3.12). Les&ponses sont calc@gs en termes dhergie.

Soit les trois excitationgoh;, dha, 6h3) uniformes en espace et formant localement une base ortho-
normée, on calcule les troi€ponsegdm;, dms, dms)gracea (3.12) :

om; = X~ Hw).(Y(hy))

Il est possible de calculer l&nergies de chacune déponses dans chacune des directions d’excitation
pour former ainsi la matrica, € M (3, 3) de susceptibilé :

1
Vi j € {1,2,3} ap(w) = —QV/Qdmi.(Shj ix

Dans la suite, afin de rester en accord avec le vocabulaire coeamant emplo§, on nommera: le tenseur
de susceptibilé du maériau.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans cette partie, un bref historique du microm&tggme aéte peseng. Ensuite, on a introduit les
notions et notations utilees dans la suite de ce travail. Les points principaugtenir sont la &finition
des contributions magiques mais aussi celle du syste dynamique de Landau et Lifchitz permettant de
définir les deux notions clef :&quilibre d’une systme micromaggtique et la susceptibiéthyperféquence.

On s’appliquera donc dans la suitaésoudre ces deux pralshes principaux : le calcul des configura-
tions dequilibre commeetat rela d’une configuration intiale et laétkermination de la susceptibéitou
polarisabilie) magtique d’'unéchantillon pour une configurationétjuilibre fixee. Toute letude sera ef-
fectuee dans le cadre des hypéduences, cette approximation ce traduira par I'utilisatioredestions de
la magréetostatique pour madiser les forceglectromagatiques. Les difficuéis que I'on rencontrera seront
liées au caraete non lirgaire de€quations cevolution de Landau et Lifchitz mais aussla pésence du
champ @magietisant (magetostatique), oprateur non local agissant sur I'aimantation.
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Troisieme partie

Approximation des equations de Maxwell
guasistationnaires
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Chapitre 5

Introduction

Dans une simulation nuenique des penonenes de micromagtisme, il faut veillera ce que les pro-

prieétes de chaque contribution magigue €change, anisotropie et chamgnaagr@étisant) soient respeats.
Dans ce cadre, la contribution la pluglidatea prendre en compte est le changnthgigtisant. En effet,
'opérateur @magretisant est non local, ce qui alourdit coresigblement la simulation.
Le premier moéle utilise, fut celui dit de I'approximation dipolaire [44] dont le principe estéauction
du maériaua un ensemble de charges matiques ponctuelles. Il a permis d’effectuer les pknes si-
mulations nurgriques de sygmes magé@tiques faisant intervenir la contribution m&gostatique. Mais, |l
s’avere gu'il ne rend pas compte des pr@tirs clefs de I'oprateur de champéahagieétisant.

Une approche plus fin&quivalentea un calcul de type volumes finis) fut introduite par Y. Nakatami,
Y. Uesaka et N. Hayashi [40]. Prenant en compte la forme des mailles, elle permet d’'avoir une meilleure
approximation de I'oprateur @magrtisant et d’envisager ainsi des simulations mettant en relief des com-
portements jusqu’alors difficilement cé&gst Mais, cette approche heuristigue ne conserve pas la pésitivit
de l'opérateur. D’autre part, la @thode de&léments finis estgalement applicge pour calculer le champ
démagretisant dans le cadre du micromagieme [3]. Les propétés de I'oferateur ainsi obtenu sont satis-
faisantes mais, pour I&solution du sysgtimeévolutif, cette approche est tropideuse.

L'opérateur discret doit non seulement conserver les grtasriclef du modle continu : syratrique,
positif et de norme iréfirieure olegalea un. Mais, il fau&galement contruire une approximation dont le cal-
cul ne sera pas trop Gteux. Pour cela, on adopte une d&t@sation de type volumes finis ayant de bonnes
propriétes et permettant d’utiliser desatiodes de calcul rapide.

Mais I'opérateur de champainagtisant est global en espace. Son calcul est palecpesit tes caiteux.

Afin de rendre rentable I'approche de type volumes finis, on utilise un maillage cubiquaaafl'opéra-

teur une structure Toeplitz multi-niveaux. Cette approche permet d'utiliser des produits matrice-aecteur
moindre cdit en temps de calcul et en stockage pour I'approximation du chémpgi&tisant. La nethode

des produits matrice-vecteur Toepldzain niveau &t introduite par G. Strang [46], la notion de matrice
Toeplitz multi-niveaux a @reedemmenéte pesenée par E.E.Tyrtishnikov [49] pourétude de la distribu-

tion de leurs valeurs propres ou I'applicatiardes prol#mes de diffractiorelectromagatique avec A.V.
Kukk et V.I lvakhnenko [25]. Un autre domainécessitant I'utilisation de matrices Toeplitz multi-niveaux
est celui de I'optique (P.J. Flatau, G.L. Stephens et B.T. Draine [20$pot traiés essentiellement des cas

a deux niveaux.

Dans une prengire partie, on g@sente I'approximation utilee et I'ordre de la ®@thode. On montre
que l'opérateur dis@tise conserve les prof@ies de positivié, synétrie et de majoration de la norme dans
le cas d’'une d’inégration analytique sur chaque maille. l&sultat est alorétendua I'approximation de
I'opérateur dans le cas d'iegrations nurarigues locales de type Gauss. Enfin, dsginte quelqueésultats
numériques mettant en relief le bon comportement de I'approximation choisie. Puis, dans une seconde partie
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on pesente unétude compte du produit matrice vectearp niveaux par utilisation des produits tenso-
riels. On introduit tout d’abord les notationgaessaires, puis I'on traite le cas des matrices mono-niveau
et enfin celui des matrices multi-niveaux. Largralisationa p niveaux permet d’effectuer des calculs de
micromagtetisme pour degchantillons de grande taille né@mque, un algorithme de calcul rapide pour
I'application de I'oferateur discret de type volumes finis est expasappuyant sur 'utilisation de la struc-
ture Toeplitz multi-niveaux de I'agrateur. L'application de cette prop# au probdme permet d’obtenir
des gains en place @moire et en temps calcul congidbles. Ainsi, agrs avoir mong I'efficacitt de la
méthode par rappo# des calculs plus classiques, on expose un exemple de simulation micétigpagn
pour un domaine d’une taille jusqu’alors non atteignable en des temps raisonnables.
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Chapitre 6

Etude theorigue de la discitisation du
champ demagretisant

6.1 Le probleme continu

On consi@&re un ma&riau magatique occupant un domaifiedeR. Dans le modle hyperfequence, les
dimensions du volume (quelques) sont considrees comme petites devant la longueur d’onde (quelques
cm), ce qui justifie I'utilisation de I'approximation quasi-stationnaire dgeations de Maxwell [34] (les
courants et charges librésant régligés).
Le champ @émagetisant induit par I'aimantation d& en chaque point de I'espace est derpar les
équations de Maxwell dans I'approximation quasi-stationnaire [26]. On n8tdeachamp magetique,
H I'excitation magietique etM la densié d’aimantation. Degquations (10.1), onédiuit qu’il faut €soudre
a chague instant le syshe suivant :

M est don@é dangL?*(R?®))%, M = 0 & I'extérieur def2. On cherchdH, B) dans(L*(R?))? tel que :

rotH =0
divB =0 (6.1)
B=pu(H+M)

ou y est la permittivié du vide, avetd,B etM desélements dé€L>*(R?))3.
On note

WI(RS) = { € D'(R), Vo € (LA(RY))’, == e LR},

alors, gacea la cecomposition de Hodge [17], on peadrire que pour toul dans(L?(R?))% avecrotH = 0
il existe un uniquey dans W (RR?) tel que

H = grad ¢ dansR?, (6.2)
alors, en utilisant les deux deemeséquations de (6.1), il vient
A¢ = —divM dansR3. (6.3)

Leséquations (6.2) et (6.3)&finissent un oprateur{ : M +— H dont on vaétablir les propetes.H
étant un oprateur ggatif, il sera plus a@able de travailler aves = —H.
On peutécrire une formule de repsentation :

H =H(M) = —grad (div (M * G))
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6.2. DISCRETISATION DE L’OPERATEUR ET DU DOMAINE

ol G est la solutiorelementaire du Laplacien dafis : vz, y € R® G(z,y) = el ou encore
tle —
. 1
HM)(z) = grad (A o( | M(3) ).

C’est sur cette formule que I'on se basera pour construire laédisation deH. Cette approche permet
d'utiliser une néthode de type volumes finis pour laquelle il est inutile de calculer le champétiqugea
I'extérieur du domain€. Ainsi, le gain en stockage esét important.

A estun oprateur inégral de(L*(R?))?® dans(L?*(IR?))3. Ses prop@tes onteté établies dans [23], on les
rappelle dans le

Théeoreme 6.1.1 Aest lintaire, continu, autoadjoint, positif et de normeénéure ouégalea un.

6.2 Discretisation de I'opérateur et du domaine

Une bonne dis@&tisation deA doit préserver les propktes essentielles de I'@pateur, en particulier sa
positivite. Ainsi, certaines mdaisations de type diffrences finies utilees jusqu’alors s'@&rent erroges.
Par exemple, le spectre de lamteur dans le cadre de I'approximation dite dipolaire [44]es valeurs
moyennes sur chaque maille sont rempksc par les valeurs au centre des maillessgmte des valeurs
propres kgatives (cf Fig. 6.1). L'oprateur approdhainsi obtenu n’est pas positif.

Spectre de I'operateur approche par la methode dipolaire

1 //
08 /
06

0.4

valeur propre

0.2

/

-0.2

0 100 200 300 400 500 600 700
numero des valeurs propres triees par ordre croissant

FIG. 6.1 — Approximation dipolaire

On va doncecrire une dis@tisation deA qui conserve toutes les propiés de I'orateur continu. Elle
repose sur une iagration exacte suivie d’'une ggration nurdrique.

Notations :

Le volume() est cecompog en une famille de ferés (€;);=1,.., que 'on nommera cellules, I'en-
semble de$?; constitue le maillage. Ces fefs ont les propéités suivantes :
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Uau=0
=1
V(i,7) € {1,...,n}, Qi N Q;= 0 pouri # j.
On cefinit le pas de disétisationh du maillage :

h=Sup_; . |%"%

ou |©2;| désigne le volume dg;.

(R3)™ est muni de la structure euclidiennéfihie par :

Y (u,v) € (R®)™:

[Jul |7

n
D19 uil?,
=1
n
(V) = > 1% Uiy,
i=1
ol |u;| est la norme euclidienne daRs.

6.2.1 Les o@rateurs de rebvement et projection et leurs proprétés

On peut maintenantédinir un ogerateur de rélvement :

Ry
(R¥)™  — (L))

et un oferateur de projection :

P
(L) — (R)™

Ces ojerateurs sont doi@s par les formules suivantes :

Yu € (LA(R?)), Py(u); = \éﬂ /Q u(x) dx,

Vv e (R®)", Ry(v) =) xivi, (6.4)
i=1

ou y; est la fonction indicatrice d@;, i.e.
Vo € R3 xi(z) =1siz € Qy, xi(x) =0 siz & Q.
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On rappelle quelques propiies classiques de ces@pteurs qui seront utiles dans la suite dgude
(cf. [14], [20]).

Proposition 6.2.1 Pour toutv dans(H*(2))? il existeC dansR™ tel que :

[lu =Ry (Pr(u))llo,0 < C h|uliq.

Proposition 6.2.2 On a pour R, et P, les proprigtes suivantes :

() vve (R%)" [[Ru(v)llo =I[VIln
(i) vu e (L(R?))*  [[Pn(u)]

Corollaire 6.2.1 R, et P, sont des oprateurs lireaires continus.

6.2.2 [Efinition de I'opérateur approché

On cefinit 'opérateur approdhdeA de (R3)" dans(R?)" grace aux oprateurs de révement et pro-
jection cefinis peccdemment :
Ah = Ph o Ao Rh.

Soit encore,
Vu e (R*)",u= (Ui)ief1,...n}»
An(w): = - zn:{/ grad ,div , / u—— dy da}.
el =" Jo, vl
On notera
Wu e R%, KI(u) = 4WIQ\/ grad dlvx/ |y_1x| dy dz (6.5)

ol chaque K est donc une matrice 8 3 a coefficientsels. Les matrices Krepesentent l'interaction
entre deux cellules nueno€esi etj dans le maillage, si bien que :

w)i = _K(u). (6.6)

Cette dfinition est in@pendante de la forme du maillage (voir annexe 1 pour le calcul).

Les fonctionsa integrer ne sont paggulieres, on a donc choisi d'utiliser les formules dégtation de
Gauss. En effet, elles peuvent s’appliquer aux fonctions des espédéy ldt des formules d’erreurs dans
ces espaces oate établies par C. Bernardi et Y. Maday [7]. Ce point sera repris au paragraphe (6.4).
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6.3 Propriétes de l'ogerateur A,

Les proprétés de syratrie, lingarié et continuié de I'ogerateur disd@&tise A, défini en (6.6) se @duisent
directement des profites des oprateurs de disétisation (corollaire 6.2.1) et de leurgfahitions (6.4).
On montre maintenant I'ordre de I'approximation et les pregs fondamentales de I'épateurA;, : posi-
tivité stricte, norme iréfrieure olegalea un.

6.3.1 Ordre de I'approximation

Théoreme 6.3.1L'approximationA,, de I'opérateurA est d’ordre 1 erh, le pas du maillage, c’est dire :
vu € (HY([0,7] x Q))3, 3C € R™ tel que

IR, 0 A o Pp(u) — A(U)[|oo < C hluj1 0.
démonstration : Soit

en(U) = |[Rp o Ap o Py(u) — A(u)fo,0,

ep(U) = ||IRLoProA
||Rp o PpoA
||IRp o PpoA
||Rp o Ppo A

Ry, 0 Pr(U)) — A(u)lfo0

U—u+RyoPy(u)) —AU)||oe

u) — A(U)lo,0 + [|Rp o Pp o A(u — Ry 0 Py(u))lfo,0
u) — A(U)llo,0 + [|u = Ry o Py (u)]|o,0-

o~ o~ o~ o~

VANVAN

Alors, la proposition (6.2.1) permet de conclure

ep(u) < Chlulig.

6.3.2 Positivie de I'opérateur A,

Dans le cas de I'agrateur continu, la positidtest obtenue egtablissant que :

Vu € (L2(R%)?, (A(u), u)o = |grad ¢(u)[5 o = 0

Ou ¢ est le potentiel scalairegfini dans (6.2).

En utilisant la n@me é&marche, on montre le

Théoreme 6.3.2L'opérateurAy, est positif.
démonstration :
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On écrit les formules successives,

VYue (R, (Ap(u),u), = Z(\QﬂAh(U)i.w)

puis, par @finition deA,,

An(w),un = <\Qir{m1’ QA(Rh(u))}.uidx>,

A = S [ (A(Rhw)).Z(xj(x)uj)) dx)

ce qui donne

Il
—
>
—
Y
=
—
=
~—
~
>
N
=
~—r
o
2

I
Q
=
Q
o
=
X

=
£

Y

0

6.3.3 Estimation de la norme de I'o@rateur A,

Les proprétes des oprateurs de reement et de projection (proposition 6.2.2) permettestiadtlir le
Théoreme 6.3.3La norme deA, au sens de((R3)") est inErieure ouégalea un.

Démonstration :
Par céfinition : Vu € (R3)™, Ay (u) = P, (A(Rp(u))).
Par congquent on a la suite d’assertions :

[An(w)n = [P(A(Rk()))[n,
IA(Rs (1)) ]o.0,
IA] [Rx ()]0,
IA] Juln < Juls,

ININA TN

Ce qui cemontre le teoeme.

6.3.4 Inversibilité de I'operateur A,

Il s'avere que I'o@rateurA, est inversible, ce qui n'est pas le cas de Eogteur continu. Cette propie
a puétre cemontée sur des maillages topologiquemeéeqtivalentsa des maillages cubiques.
On cefinit la notion de maillages topologiquement (6Eguivalents :
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Définition 6.3.1 Deux maillage$€;)i=1,..., deQ et(w;);=1,... » dew seront dit topologiquemerguivalents
Si:

(i n=m,

(i) 3F un honeomorphisme d@ surw telquevie 1,...n w; = F ().

i

FiG. 6.2 — Maillages topologiquemeatuivalents.
La nature du prol@me discetise permet alors dtablir le

Théoreme 6.3.4L'opérateurA,, estinversible pour un maillagé?;);—1 ..., deQ2 topologiquemergquivalent
a un maillage cubiqueégulier.

Pour cemontrer le ttoeme 6.3.4, on s’aidera des deg@sultats interradiaires suivants :
Proposition 6.3.1 Soit(2 un ouvert bore et(€2;);—:..., un maillage cubique&gulier def2. Alors, pour
toutu € (R3)":

div R, (u) = 0 au sens des distributions= Vi € {1,...,n}, u; =0.

Proposition 6.3.2 Soit{2 un ouvert borg et(£2;);—1,..., topologiquemengquivalent un maillage cubique
régulier deQ2. Alors, pour tout € (R3)" :

div R,(u) = 0 au sens des distributions=- Vi € {1,...,n}, u; =0

On suppose acquises ces deux propositions afibaleser la

démonstration du théoreme 6.3.4 :

L'id ée de la @monstration est de mettre énidence le fait que le relemenent par Rdu noyau ded;,
est I'intersection des ensembles (le noyauAdet les fonctions constantes par morceaudgassairement
réduita I'élement nul (utilisation de la proposition (6.3.2)).
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a - Soitu € (R3)" tel queA(Ry,(u)) = 0, alors par éfinition de R, on a:

donc, pourv dans(L?(IR®))? tel quev soit unélement deKer (A), alors s'il existeu dans(R?)" tel que
v = Ry, (u) on aAy(u) = 0.

b - Soitu € (R?)" tel queA,(u) = 0, alors :

Vie{l,..,n},

/QiA(Rh(u)) dr=0 = iZ:;/QiA(Rh(u)) dau; = 0

= ;/QiA(Rh(u))Rh(u) dzr =0

N /QA(Rh(u))Rh(u) da = 0

= |grad ¢(Ru(u))| 2(rs)s = 0

Par cefinition de A
dans(6.2) et (63) = HA(Rh(u))”(LZ(RS))S - 07

d’ou, pouru dans(R?)"
An(u) =0 = A(Ry(u)).

Alors, de a) et b) oné&duit :

An(u) =0 < A(Rp(u)).

De I'équation (6.2) oné&duit que :

Ker(A)={u € (L*(R®))* | divu = 0 dansR? au sens des distributiohs

Alors, en appliquant la proposition 6.3.2on a:

Ah(u) =0 < div Rh(u) =0
< u=0.

A, est donc un oprateur inversible.

Pour les @monstrations des propositions 6.3.1 et 6.3.2 se repoii@nnexe 2.
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6.3.5 Estimation de la plus petite valeur propre de A

Il est possible, dans le cas d’'un maillage cubigégutier de donner une estimation de la plus petite
valeur propre de\,,. Cette estimation est importante car elle permettra&faid un domaine de validit
de l'approximation (conservation de la posit@)itdans le cadre de l'idgration de Gauss en fonction du
nombre de points de Gauss uéiss

Théoreme 6.3.5Pour un maillage cubiqueagulier, la plus petite valeur propt®,,;,, , deA,, est telle que :

1 h5/2

)\min Z ——
S 431 d(Q)

Ou I'on note d(2) le dianetre de(, i.e. d2) = supy yeq(|X — YI).

démonstration :

Pour estimer la plus petite valeur propre de 8ogteurA;,, on écrit une formulation variationnelle qui,
utilisée avec une fonction test appr@@ipermet d’estimer le quotient de Rayleigh. leambnstration s’ef-
fectue en ®tapes :

comparaison entre la plus petite valeur proprdget celle de R o Ay,
définition d’'une formulation du proBme de la construction d’'une estimation,
choix de fonctions tests permettant d’exploiter la formulation variationnelle,

Ll A

renungrotation des mailles et modification du maillage afin de traiter certainsgmaiside bord dans
I'utilisation de la formulation variationnelle,

5. estimation de la norme dgad ¢(u) grace aux fonctions tests atla formulation variationnelle et
conclusion.

1 - Par dfinitionde R, ona:
Yue (R*)" (Ry(Ax(u)),Ru(u)oo = (An(u), u), (6.7)

pour estimer la plus petite valeur proptg,, » deAy on utilise les coefficients de Rayleigh :

. (An(u), u)(gsyn
min —_—

= A\
e (BS)» [ul2 e

alors, gace a legali€ (6.7) onécrit :

Ry (A R
Amin,h, = Min (Ra( h(”))’Q h(”))O,Q'
ue(®?)n Julz

On utiliseraégalement le fait que :

(R (An(u)), Ru(u))oq = lgrad ¢(Rn(uw)) 3 -

2 - On c&finit une formulation variationnelle pour le prébhe (6.2),(6.3) sSuEm(Ry) :
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FiG. 6.3 — Nung&rotation des mailles.

vip € (HY(R®))?; ue Zm(Ry) ona:
/ grad v.grad ¢(u) dx = / u.grad v dx, (6.8)
R3 R3
avec — grad ¢(u) = Ry (An(Ph(u))).
3 - On c&finit des fonctions test dgd! (R3))3 :

On utilisera les dfinitions introduites dans leéthonstration de la proposition 6.3.1.

On se place sur une IignéXL On notera pour des faciis d’ecriturer.’X = Ql;(j) et
LX
Yo TG , 4 _ , 4
7,X L,X  _ yX ALX )X 7,X
On pose Q7 NQy, =37 et Qj =7 U,
Avecx;”™ le centre de la surface;”.
SoientQj.’x et Qﬁl deux mailles adjacentes ayant en commun une face perpendiculaidérectionX.
On veut dfinir la fonctiony)?” telle que :

Wit e (HY(RY))?
7, _
wj |a(s"zivx) =0

J

fE;’X w;vfc(x, Y, z) dy dz = (u;}il _ U;-’X).X

Soit :

s(z) =2 —4x pourz € [0,1/2] t(z) =z + 1 pourz € [—1,0]
{ s(x) =2+ 4x pourz € [—1/2,0] { t(x) =1—x pourz € [0,1]

On cefinit alors la fonction)® (x) = s(y)s(2)t(z) dans[—1,1] x [0, 1]2.
Alors, 9% (x) = 0 ¥x € 9([-1,1] x [0,1]?) etyp® € (HL(R3))3.
On pose alors :

. 1 i X 7,X zr 1 X
05700 = (0 = X007 (G (x = X0%))
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4 - Modification du maillage :

On ajoute une cellula toutes les lignes du maillage suivant les trois directions de I'espace. Cette maille
est plaée au ébut de chaque ligne en position j=0 dans leéyst de nurarotation interné la ligne.

5 - Estimation de la norme dgrad ¢(u) pourZm(Ry,) :

Dans la formule (6.7) on injecte les fonctions teéfidiesa I'étape 3 et on obtient gce aux formules
de Green:

/ grad ¢(u).grad ¢* dx = / u.grad ¢ dx
R3 R3

= /z\:iyx[Rh(u).XhE;,xw‘;vx,Tlé’x dX,
J

ol n%” estla normalé la surfacé]éﬁX dans la directioiX etu I’ élement dgR3)" tel que R, (u) = u.
Alors, en utilisant I'iregali€ de Cauchy-Schwarz on a:

”grad (ZS”(LQ(Q?X))?,ngad ¢;7IH(L2(Q3X))3 > (u?-)i,(-l - u;",x)'x i X 1/};,3:(% Y, Z) dy dz
J
par construction i i
> ((uj’_xH - uj’x).X)2 (6.9)

dey’®

J

Ona:

1,212 _ 1,2 2

J j+1

Des formules éfinies au 3, oné&duit que :

i,X i,X

-7 Y-y Z—Z
W i) X s — ;7] s p )

) u* —ut’y. . —azh —zy
grad () = === | sgn(y — %) 4t s
i X X
sgN(z — 25%) 44(—)s(“-)

i 272 i,
On a dondgrad v H?LQ(QZ._,X))S =973 ((ufy — uy™).X)?.
J

En injectant ce@sultat dans (6.9) on obtient alors :

Igrad qﬁH(Lz(Qé,x))m/;% () — u)X| > (Ul — ul).X)?
3 7, 7,
= |grad qbl\?l_z(ﬁ;,x))g > %((ujil - qu).X)z

51



6.3. PROPRIETES DE L’OPERATEUR A 4

Grace au 4, cette égalié peut sécrire pour toutes les cellules du domaine en ajoutant sur chaque ligne
une cellule @ I'aimantation est nulle. De plus, le raisonnemer@pdent est valable pour les trois directions
de I'espace. On peut dorerire I'inégalié suivante en s'aidant dessultats pecedents :

6 lorad dlfiaqmeys = 2 | 2 10rad 6l s oy + D101 912 vy D larad o s o
Z?] Z?] Z?]

9 h3

> o D (<<Uﬁ1—u?’x)-X)2+((uZ;11—uZ;Y).Y>2+(( T u’f,f).Z)Q),

1,3,k;l,m,m

(6.10)

On remarque que :

I
2,X 7,X 2,X
> (), —uf)X = up X,
Jj=1
et donc, en sommant sur toutes les lignes suiXadti maillage, on obtient :

X[

IN

IZ (uly — u™).X)

IN

IZ ]+1 j X)2

d’ou, en sommant sur I'indickon a :

N Ni N’+1 N

7,X 2 2
> luf P < Z uiyy = uy")-X)
I=1

=1

puis, on somme sur toutes les lignes suivamu maillage :

Ny N§ Ny
4 N’(N’—kl) . A
SIS e < 3 SO S xe
i=1 I=1 i=1 j=1
Ny DNy
Ni(NE+1
< sup (D) SASR (i i xp2
1,.. N 2 et £
=5 VX 1=1 j=1
< o )Y S -
i=1,.. ,NX i=1 j=1
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Mais, on peut estimer h en fonction du nombre maximum de cellules dans une direction du maillage.
Sachant que le maillage eggulier, le pas du maillage est bérsuerieurement par le diadtre de I'ouvert
Q sur le nombre maximum de malille eapaisseur” du maillage. On a donc :

. d(Q
sup_ () < L.
i=1,...,Nx h
En refaisant le rame calcul suivant les deux autres directions de I'espace et en sommant les deux
inégaligés ainsi obtenues, on obtient :

n
Julf, = D luif?
i=1

2 . . . )
<d(hm> > (G = ) X0? + (W = w)Y)? + (W — i) 2)?)

i7j7k;l?n7m

En utilisant la formule (6.10) on obtient I'estimation suivante :

3 h5/2

rad > )
lgrad ¢fo,q > 12v31 ) (kan

Alors, les Eésultatstablis dans la partie 1 de |&@chonstration permettent de conclure :

3 KA
T 12v/34 d(Q)

6.4 Operateur approché avec inggration de Gauss

L’ étude effect@e jusqua maintenant portait sur I'@vateurA;, = P, o A o Ry, calcuE par inégration
analytique. Cette partie introduit le calcul parégtation semi-nuirique de I'approximatiol;, du champ
demagtetisant. Le champ approel,,, qui sera utili€ au cours des simulations est caécaeh deuwétapes
1- la partieA o R;, est calcuke exactement pour les fonctions constantes par morceaux,

2- la partie projection Pest approcke par inggration nurérique (formule de Gauss). L'épateur approdh
de projection sera néP, dans la suite.

6.4.1 [Definition de A,
L'opérateur approdhpar inégration nurgriqueA,, est cfini par

A, =P,o0AoRy. (6.11)
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On rappelle que

Ao Ry (u)(2) 1Zn:grad div /u -l g
o Rp, T)= — T T i ay,
r o " ly—z|

et

1

Yu € (LA(R?)), Py(u); = Q/Q u(z) d.

La matrice de I'ograteur approdA;, est compose de blocs x 3

K (u) = /Q kj(x) dx,

ou k; est la matrice3 x 3 définie par

kKi(x)u = igrad xdivz/ u dy.
471' O

oy —X|

Les blocstlementaire IZ{de I'operateurA, sont alors obtenus par ggration nurrique de k sur la cellule
Q;.

6.4.2 Application des néthodes d’integration numérique au calcul des coefficients de I'oprateur
approché

On fera tout d’abord quelques remarques et notations utiles pour la suite :

On poseC =]0, h[>.
En reprenant les notations utiiss dans les formules (19.1) et (19.2) (voir I'annexe 1), les fonctions
intégrer sont les suivantes :

Vi,j € {l,...,n}eti#jetr,s,t € {0,1}ona:

(v = (Wi —y5)) = sh)(z = (2 = 2j) — th))

(x — (zi —zj) —rh)l st

ey, = tan! (

~ (2 — (2 —2j) —th)
g = shl J .
) = <¢<x—<xi—xj>—rh>+<<y—<%—%>>—5h)>

Les fonctionsa integrer (cf. paragraphe 3.2) sont des matrice8 8ont les coefficients sont des combi-
naisons ligaires d'au plus 8 termes du typgget ;. Ainsi, il suffit d’estimer I'erreur pour lesjg’ et f;.
La fonction g”fjt est toujours € (C), on peut donc lui appliquer les formules usuelles d’erreur pouéljre-
tion de Gauss. Par contre, ce n’est pas toujours le cas Q;SuEh effet, pour des cellules adjacentes, la
fonction f{j-t estélement de H(C). On doit donc éfinir des estimations d’erreur particeies.

Cellules non adjacentes :
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Dans ce cas, les fonctioasntegrer sont suffisammerégulieres pour utiliser la proposition 21.0.1. On
adonc:
Vi, j € {1,...,n} tels quei # j et les cellules et soient non adjacentesets, ¢t € {0,1}, Yo >3ona:

rSs C T8
’EN(ngt)’ < WH%JHHG(C)

T C TS
Ex(fi < 3515 e (6.12)

Ou N est le nombre de points de Gauss Wwsipour I'inegration dans une direction d’espace.
Cellules adjacentes :

Par contre, les fonctionﬁgjt n'ont pas suffisamment dé&gulari€ pour que I'on puisse directement
estimer I'erreur d’inkégration gace aux formules rappegs pecedemment. Alors, il faukcrire les grandeurs
a estimer de maarea isoler les singulai@s. Ici, on effectuera une kgration exacte des singuldst

La grandeur que I'on doit estimer est la suivante :

N N N
Ex = [ e ) = 3030 3 (A0 G G G) TT ]
i j1=142=1 jo=1 k=13

oo™, 1,m € {1,2,3} repiesente les permutations sur les coordmmquia (z, z2, 23) associe
(xg, 1, xm) aveck € {1,2,3}, k # 1, k # m.

Localisation des singulas :

Dans chaque cellul2; on introduit une notation "locale” (6.4) pour les sommetsyje
le point (000) correspond au poiri que I'on a @fini dans la partie traitant du maillage. On peut alors
définir chaque face d@; gracea deux sommets. C'eatdire :

0012 = {000; 110} 99412 = {111;001}

On traite le cas v les mailles?; et(2; sont adjacentes. Alors les fonctions ayant des singétasiont celles
dont le cenominateur de I'argument du logarithme s’annule. Si les deux mailles sont en contact par la face
90, alors, la fonctionf;*** o 0y, N'est pas singudire sur; si:

=0 et m=~ oul=~ et m=p
ou iy Za avec k#~v et k#p5, ke{l,2,3}.

Sinon il y a une singula@locali€e sur l'intersection d&; avec le segment :
soitk € {1,2,3} |k #~y et k#p
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8= Q;

FiG. 6.4 — Nungérotation locale des sommets des cellules.

si k=1 et m=v _[x = X+ ik hoey
k=m et Il=¢v Xy, = X, +iyhe

si k=1 et m=p4 _ [x = x};+z’khek
k=m e [|=p Xg = Xzt+ighes [

ou e, est le vecteur unitaire suivant |&® direction de I'espace.

Afin de simplifier le raisonnement, on effectuera les calculs sur un cas particulier sachant qu'ils seront
totalement transposal@gous les autres cas par substitutions circulaires. On cenes{d;, Z) est la droite
paralkleaZ et passant pay;) :

wiﬁaﬂfy = {X €y | diSt(Xv (Xiv Z)) < 6}

(z7 —a3) +/(zj —21)2 + (g5 —y1)? + (25 — 21)2> :
V(g —x1)?+ (y; — y1)?

Alors, gracea deux changements de variable on obtient ;

2 2 2
/ [ (oim (1, w9, 23))dx = hg/ 1H<Z+ Cin ) dx dy dz .
& J0;1[3

TS (O (21, 2, w3)) = In (

/{E2 + y2
Intégration de la partie singudire :
La partie singukre est I'inégrale de :

g(u,v) = In(u? +v?) V(u,v) €]0,1[x]0,1].

Cette inégrale suf0, 1[x]0, 1] se calcule explicitement :

1
/ glu,v) dudv = / (In(l +0?) 2420 arctar(l)> dv
10,1[x]0,1[ - v

1

56



CHAPITRE 6. ETUDE THEORIQUE DE LA DISCRETISATION DU CHAMP DEMAGNETISANT

Estimation de 'erreur d’inégration nurérique :

L'erreur d’intégration sur la partie singélie est donc nulle. Dans le calcul nérigue, on éparera donc
les deux parties de l'iggrale : la partie non singelie sera calcék gacea la methode d’approximation
des ineégrales de Gauss, tandis que la partie siggelsera calcée de marire analytique.

6.4.3 Estimation de la plus petite valeur propre dans le cas d'une iggration de Gauss

On étudie maintenant I'ograteur approdhA ;, défini en (6.11) dans le cas d’uneégtration nurérique
de Gauss.
Il faut symétriser I'operateur, en effet, I'irigration nur@rique et I'inégration exacte ne commutent pas.
On cefinit 'opérateur syratrise de la fagcon suivante :

vue (B, (An(w)i= Y % (R{ + R;l) (u;), (6.13)

Jj=1

alors, gace aux estimations d’erreur sur l'agration nurédrique, on va pouvoitablir une borne irfrieure
pour la plus petite valeur propre de le@teur de champémnagetisant. Cette minoration est da@mpar le

Théoreme 6.4.1Sur un maillage cubiqueégulier, pour des dorées k(x) dans H (Q;) (o > 3), une
condition suffisante pour que la plus petite valeur propyg;, , de A;, soit positive est qu'il existe une
constantey, deR™ telle que :

1
g
o N va

ou N est le nombre de points de Gauss uélfgour I'integration dans une direction d’espace.

On rappelle unésultat [35] qui indispensable pour montrer leédiéme 6.4.1 :

Théeoreme 6.4.2 (Gersh@rin-Hadamard) Soit A une matrice caée d'ordre M.
Les valeurs propres de A appartienn@ntunion desM disques IR de Gersh@rin, du plan complexeéfinis
par

M

z—ap A= agl.
J=1
j#k

démonstration du theoreme 6.4.1 :

On decompose l'oprateurA;, en somme de\, ('opérateur avec idgration exacte) et E ('erreur
d’'intégration nurédrique). Gacea l'utilisation du tleoreme de Gershiggin-Hadamard [35] on peut esti-
mer I'écart entre la plus petite valeur propreAlg et la plus petite valeur propre dée,. La conclusion se
fait grace au tboeme 6.3.5 d’estimation des valeurs propres poutageur dis@tise exact. Rtaillons :
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on poseA,, = A, + E.
Introduisons la notation suivante (les valeurs propres sonémiges pour former une suite croissante) :

(Ai)i=1,...3n l& spectre dé\;,
(A\i)i=1...3n le spectre dé\,,
(€i)i=1,...3n l& spectre de E.

Alors, gracea un gésultat classique d’aédpre que I'on pourra retrouver dans [31]Jona:

sup A — M| < sup el (6.14)
1€{1,...,3n} i€{1,...,3n}

Il faut maintenant borner sépieurement le module des valeurs propres de E. Pour cela on utilisera le
théoreme de Gershigin-Hadamard 6.4.2.

E est la matrice des erreurs induites par &gration nurérique sur chaquélement deA,. Comme
on I'a vu pecedemment, I'inégration deA;, sur les blocs 33 diagonaux est exacte, donc les blocs33
diagonaux de E sont nuls. De plus, en raison de la forme choisie pour le maillage, o geine due sur
chaque ligne de E se trouvent au maximum 6 ternéesiant les estimations d’erreur des cellules adjacentes,
les autres &rifiant celles des cellules non adjacentes.

En raison de la nullé de la diagonale de E, I'utilisation dué&beme de Gerstigin-Hadamard 6.4.2
permet décrire I'inégali#é suivante :

sup e < sup Z |Eij
ie{1,...,3n} 1e{1,...,n} je{1,..3n}

Quand on consiere les sous blocs<33, KJ deA,, on a, en reprenant les notations du paragraphe 3.2 :
(2

SR, ~(K) | € X En e 0) + En( . 2) + Ex (5 ez )

=1 r,s,t€{0,1}

ou lesE sont les erreurs pour l'idgration de Gauss classique en dimensiogfthies dans I'annexe
3(21.2). Et, en faisant des permutations circulaires sur x,y et zeéduides trois autres lignes par l&€me
raisonnement. Notorig I'ensemble des indicggelles que la cellule d’indicesoit voisine de la cellulget
décomposons la sommegeedente sous la forme :

n

>3 1K), ~ (), I <

Jj=11=1

Z Z |EN(9Z§t(xaya Z)) +EN( %St(xayv Z)) +EN( %St(xazay))‘ +
JjeV:  rs,te{0,1}

> > BN (x,y.2)) + Ex (7 (2, 2) + En(F (2, 2,))].
j¢Vi rs,te{0,1}
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Comme on I'avu pecedemment, la prerare partie sur les cellules adjacentes est nulle. Pouggjination
sur les autres cellules on utilise I'estimation d’erreur (6.12) :
3C > 0indépendantde N et ntel g > 3,3 o, tel que :

3

Z Z oy » C

¢V, 1=1 | (Kg)u B <Kg>1l’ s Ne ”kj”HU(Q\UJGWQJ‘)
JEVi l=

< C
S Gy W
On a donc I'estimation suivante
3C > O tel que:

C
sup €| < ap =

i€{1,...,3n} No-
En appliquant la formule (6.14) on eéduit que :
~ 1
p‘min,h - Amin,h

< Q0 N

On deduit du tleome 6.3.5 une relationéeessaire (pour obtenir la posit&itle 'operateurA,) entre le
pas du maillage et le nombre de points de Gauss &gillans une direction de I'espace pour &gmation
numérique pour toutr > 3 :
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6.5 Résultats nuneriques

6.5.1 Comparaison avec un calcul analytique approdh
On piésente ici une comparaison désultats obtenus gcea I'approximation du champémagretisant
avec 8 points de Gauss et désultats thoriques [30ftablis dans le cadre de domaines pamfiediques

a section cage (fig. 6.5).
Les calculs analytiques sont effeefiau premier ordre par rapport au facteur de forme de la baguette (facteur

de forme : rapport entre la largueur de la baseémaet la hauteur du paréfiipede).

P=0 | Nx Ny Nz
A I ’ 05 | I6x16x32

.
05 [ T6KI6X64
* T 015 [6@6F

4 00625 BX8x128

Fic. 6.5 — Domaine de calcul.

On remarque alors une bonne concordance @éssltats (fig. 6.6). La diffrence est d’autant moins
grande que le facteur de forme est petit, cettecdifficeétant duea I'approximation au premier ordre du

calcul analytique.

Champ demagnetisant dans un prisme
T T T T

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2/c

FiG. 6.6 — Comparaison des calculs analytiques etérigues.

6.5.2 Spectre de I'oprateur approché dans le cas d’'une inégration de Gauss

Le spectre de I'oprateur approdh est ici traé dans le cas d'un maillage cubique de 216 mailles
(6x6x6), Fig. 6.7.
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

valeur propre

0.4

0.3

0.2

0.1

0.8

0.6

valeur propre

0.4

0.2

-0.2

Spectre de I'operateur approche par Gauss

e

i

100 200 300 400 500 600 700
numero des valeurs propres triees par ordre croissant

FiG. 6.7 — Spectre de I'GgrateurA,;, approcle par inégration de Gauss (8 points).

Spectre de I'operateur approche par la methode dipolaire

/.

/

/

/

100 200 300 400 500 600 700
numero des valeurs propres triees par ordre croissant

FiG. 6.8 — Evolution de la valeur propre maximale de Bogteur approden fonction du nombre de mailles.

On aégalement trae les courbes (Fig. 6.8 et 6.9) donnar@vblution des valeurs propres minimale
et maximale du spectre de I'émteur approdh par inégration de Gauss en fonction du raffinement du

maillage.

6.5.3 Comparaison avec I'approximation dipolaire

Une approximation couramment utiis est I'approximation dite dipolaire. Elle consist@rendre la
valeur des champs au centre des mailles au lieu d’effectuegdiiation semi-nugrique. Afin de pouvoir
comparer avec le€sultats pesents, on remplace la diagonale de la matrice dé&tatpur ainsi approéh
(normalement compée de 2ros) par celle de I'cgrateur approdhpar I'integration de Gauss.
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Valeur propre maximale du spectre de I'operateur approche par Gauss

P—

0.96

0.94

0.92

0.9

0.88 /
0.86

valeur propre

0 50 200 250

100 150
nombre de mailles du maillage cubique

FiG. 6.9 — Evolution de la valeur propre minimale de vpteur approdhen fonction du nombre de mailles.

Spectre de I'operateur approche par la methode dipolaire

1.2
1 /
/s
0.8
0.6 /

valeur propre

0.4
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FiG. 6.10 — Spectre de I'qgateur approdhpar la nethode dipolaire.
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Erreur relative entre les formulations Gauss et dipolaire

valeur propre
)
L

—

3 4 5 6 7 8
distance entre les mailles de calcul en pas de maillage

FIG. 6.11 — Erreur relative entre les formulations par points de Gauss et dipolaire.

Onremarque que la plus grande valeur propre esrseyrea un ; I'opérateur ainsi obtenu n’est donc pas
contractant, ce qui est efeslaccord avec les proptes de I'oferateur continu. De plus, le spectre comporte
des valeurs propresgatives alors que I'd@pateur continu est positif ; ces valeurs propregatives signi-
fient, par exemple, que pour certaines valeurs du champ d’aimantation, le cleamag@tisant eésultant
sera dans le sens opjasce que @Evoient lequations de la ma@tostatique.

L'erreur entre I'approximation dipolaire et I'approximation parégtation nurérique de Gauss se loca-
lise essentiellement sur les cellules proches.

6.5.4 Pourquoi prendre plusieurs points de Gauss

Dans le cas d’un maillage cubique, le nombre de points de Gausésiplisir la seconde igration n'a
pas une grande influence sur I'erreur commise.
Ainsi, la formule donie par Uesaka et Hayashi dans [éQliivauta une inégration nurédrique par la for-
mule du point milieu (un seul point de Gauss) et c’est une approximation satisfaisanteatatbop exact
pour un calcul isd@, par contre son utilisation dans le cadre des simulations micrdrtigges effectées
dans cett&tude peut engendrer des accumulations d’erreursieatrizune explosion du sema nurérique.
Dans le cas de mailles non identiques (par exemple pour le maillage d’'un tore ou d'éne)sphl’'on ne
prend qu’un seul point de Gauss pour la secondegiaition on perd I'information sur la forme et 'orienta-
tion de la maille @ est effecté le calcul approch
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Chapitre 7

Les structures Toeplitz
multidimensionnelles, application au calcul
du champ demagretisant

7.1 Le produit matrice-vecteur Toeplitz blocsa p niveaux

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les pétpsides matrices Toeplitzun niveau et legtendre aux
matrices Toeplita p niveaux, en particulier urigude compite du produit matrice vectearp niveaux par
utilisation des produits tensoriels. Cettengralisationa p niveaux va permettre d’optimiser le stockage de
la matrice de I'orateur discreétudie dans le chapitre peedent et de lui appliquer uneatinode de calcul
rapide et robuste.

7.1.1 Notations et proprités de base

On introduit les notations indispensabieka suite de Btude avec quelques proiés de base que I'on
utilisera dans les@monstrations.
On pose & est le produit tensoriel de matrices) :

p
Np = H ng,
=1
P p
G}):H{lavnk}v G?):H{()??nk_l}’
k=1 k=1

p p
Ggykz H {0,...,n; — 1}, G;:H{l—nk,...,nk—l}.
k=1

j=1.j#k

(Les ensembles nesG utilisent la néme notation mais aveg, rempla@ par2ny,).

. 1 si 1>1 .
U(z)_{—l si <1 V€L,

. o@-1_f[f0 si i>1 .
o)) = - _{1 si i<1 €L
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VP = ®...Q0,
—_——

(p fois)

p k—1
VI = (i, ..rip) € ZP, indyd =iy + 3 (ixg — 1) [] nm:
k=2 m=1

Soitl = (i1, ..y in) €8T = (J1, -0y Jn)s ON POSE L, J) = (i1, ooy in, J1s vy Jn)-

Vo € R, vy = (Vindy(1,0) )i=1,...inp -

On note F, la matrice de la transformation de Fourier dé&teren dimension. On a F, = (ei(ﬂ“))k,j

-

aveci® = —1.
Onaalors: EF, = 1,.
Soient R, ,Q,,1,Q,—1 et I, les matrices caées eelles d’ordre n suivantes :

0 0 1
1 0 0
1 0 0
Rn = 0 : 9 n = . 9
: . -0
: - 0 0 1
0 0O 1 0
0o - 0
1
Qn,l = 0 ) Qn,—l = Qi,l
0 0 1 0
Alors, onapoutk € {1,...,n—1}:
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0
Rﬁ = 1 1 ) le = 1 )
0 0 0
o --- 0 1 0 ---0 O --- 0 1 0 --- 0
la surdiagonale&bute en(1,n — k + 1), la sousdiagonale&bute en(k + 1, 1).
la sousdiagonaleabute en(k + 1, 1). Q,,—1 est Egie par le reme principe
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De ces formules on tire deux c@tgiences imiédiates Yk > n, R =1,. En posant
0
(01 P ()
82 - < 1 0 > Y €, = 1 I
0

ou le termeégala un est sur ld@*™ ligne de &, on a

n—1
RQTL — < Qn’l QTL’_l

b =1L®Q,; +S QL.
QZ,_11 Qn,1 ) o ol

Cette relation permet dtablir la formule suivante :
RE, =12 @ (Qh10(k —n+ 1) + Qfo(n — b)) + S @ (QTho(k — n+ 1) + Q2 o(n — k).

On posevk € {1,...,n}:
0 0 1 0

ou lesk premeres colonnes dg J etlesk derneres de,) . Onaalors les relations suivantes,; (®,, _; =
J2etQ, 1Q,1 = Jn 2.

7.1.2 Les matrices Toeplitz, de la structure mono-niveaa la structure a p niveaux

Il faut imaginer la structure d'une matrice de type Toeplitz mono-niveau comme celle daratepr
d’interaction entre des particules $ts sur une ligne. Linteraction entre deux particulesépedd que de
leur position relative.

Les cemonstrations ne sont pas effemg dans le cas de matrices blocs mais, I'extension se fait directement.

Cette structure est reproduite suivantjesveaux : les plans sont comg@ssde lignes interagissant entre
elles, les volumes de plans interagissant entre eux (fig. 7.1zpeus ) etc.

Définition 7.1.1 Une matric€l,, carrée €elle d’ordre n est Toeplitz 1 niveau si elle est de la forme :

to t-1 ... ... ti_p
t1 to to—n
Tn = (timj)ije(1,.ny = P A T ’
th_o t1 to t_q
th—1 ty to
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(72777
: ~
Empilement de cubes ! !
&m gnes

Empilement deplans

FIG. 7.1 — Structure d’'une matrice Toeplitz multi-niveapx=£ 3 ).
avec<ti)i€{l—n,...n—1} e R¥1,

Une telle matrice sera dite engerédr par{t;_,,to—n, ..., t—1,t0,t1, ..., tn—2,tn_1}.

Théoreme 7.1.1Une cfinitionéquivalente pour les matrices Toeplitz d’ordre n & un niveau est :

n—1 n—1
To=toly+ 3 (6 Qi+ Q)= > 6 Q.
i—1 i=1—-n

Démonstration : La relation

n—1
Tp=toln+> (t: Qhy+tiQ, 1),

=1

est cemontée dans [36]. La deugime partie de Egali€ se @duit directement de la&finition de Qf‘a(l)

Cette dfinition peutétreétendue aux matrices de structure Toeglifz niveaux.

Définition 7.1.2 Une matriceT),, .., carrée teelle d'ordre(]]._, n;) est Toeplitza p niveaux si elle est
de la forme:

vie{2,..,p},V(I,J) € H {1,...,n;})?
k=1,k=l

T est une matrice Toeplizun niveau,
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ou T, est la matrice extraite d&,,, ., , des termes d'indice

(indp(I1, ooy T_1,8, D1y ooy L)y indp (J1y ooy 11, 55 Tty ooy ), V(5,5) € {1,y }2

Théoreme 7.1.2Pour une matricel’,, . ,, carrée eelle d'ordre([[L_, n;) Toeplitza p niveaux, les deux
propositions suivantes soatuivalentes :

(i) T,...n, esttelle quev(1,J, K, L) € (TTh_{1,....nu})* sil — J = K — L alors les coefficients
d'indices(ind, (1), indy(J)) et (indy(K),ind,(L)) sontégaux.

p ,
(i) Ty = Yt ®erf’£!a<m'

1€G, k=1

Démonstration
(i) De la cefinition 7.1.1 on @duit le Esultat pour une matrice mono-niveau. Le passage aux hiveaux
superieurs se fait directement. En effet, on a :

p
Vie{l,..p}y, (I, J) e ( J] {1,....,m})? T,;’estune matrice Toeplitz un niveau,
k=1k#£L

cette propiete est valable pour tous les niveaux de la matrice, chague nétaatirepesengé par une com-
posante du multi-indiceé&trivant les lignes-colonnes de la matrice. Par éqoent, erecrivant la relation
mono-niveau sur chaque composante du multi-indicegmantre (i).

(i) Chaque niveau de la matrice d@itre une matrice Toeplitz. En reprenant la caasation du teoeme
(7.1.1) on @finit 'ensemble des matrices de bas@rant une matrice Toeplita p niveaux comme le
produit tensoriel dans chaque direction de I'espace des matrices de d&@sang une matrice Toeplitz
mono-niveau. Alors, on retrouve la car@gsation donae dans (ii).

g

Nous allons ds maintenant introduire uneefihition dont nous aurons besoin par la suite, celle de
matrice circulante. En effet, le produit matrice Toeplitz - vecteur repose sur le produit matrice circulante -
vecteur.

Définition 7.1.3 Une matriceC,, carrée eelle d’ordren est dite circulante si elle est de la forme :

Co Cpn—1 .. Co C1
1 Co &
Cn = (=) r)igelt,m} = eno
Cn—2 C1 o Cn—1
Cn—1 Cp—2 ... C1 Co

(la notationk [n] désigne le reste de la division euclidienneidpar n)
avec(c;)icfo,..n-1y € R.
Une telle matrice sera dite engerédr par{co, c1,...,Cn—1}.
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Théoreme 7.1.3So0it(C,, une matrice circulante d’ordre, alors :

La demonstration se trouve dans le livre de Van Loan [36].
Et, de margére similairea celle des matrices Toeplitzp niveaux, on @finit les matrices circulantesp
niveaux :

Définition 7.1.4 Une matriceC),, ., carrée reelle d’ordre([?_, n;) est circulantei p niveaux si elle est
de la forme :
p
v(I,J,K,L) H wng}), Cry=Crx e (I-J)= (K- L)[[n,...,n)]

(La notation pourl, J € [TV _{1,...,nx}, I = J[[n, ..., np]] signifie quevk € {1,...,p} I = Ji [ng]).

Théoreme 7.1.4SoitCy, ... », Une matrice circulante caée d’ ordre(J[t_, n;), alors :

p
=2 o QRE

1eG) k=1

DémonstrationLa demonstration se fait sur le&me principe que celle du point (ii) du&beme (7.1.2).

O

7.1.3 Produit matrice-vecteur pour les matrices Toeplitz mono-niveau

Pour calculer le produit d’'une matrice Toeplitz mono-niveau par un vecteur on utilise uneéfgopri
remarquable de ces matrices : elles peuétrd plon@es dans des matrices circulantes d’ordreesepr
(cf. [36]).

Le probEme seé&duit alorsa I'utilisation de transformations de Fourier.
Nous allons écomposer les troistapes principales du calcul du produit matrice-vecteur :

— plongement dans I'espace des matrices circulantes,

— produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes,

— extraction deséasultats.

On consi@re le probdme : calculer le produit = Tz avecT une matrice caée Eelle d’ordre n Toe-
plitz mono-niveau et un vecteur d&R”.

Plongement dans I'espace des matrices circulantes :
Le plongement s’effectue dans I'espace des matrices d’@drau moins. Le principe est de construire
une matrice circulante contenant toutes les informations de la matrice Toepligpdéet.dUne fois cette
opération effectée, le néme type de plongement déire effecté sur le vecteua multiplier.
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CHAPITRE 7. LES STRUCTURES TOEPLITZ MULTIDIMENSIONNELLES, APPLICATION AU
CALCUL DU CHAMP DEMAGNETISANT

SoitT,, = ZZ 1—n tlQ ) une matrice Toeplitz @finition 7.1.1). Alors, le plongement dg, dans les
matrices circulantes est
2n—2

n—1
Con =  tuRE, + Z t k1 REFY 4+ 40RS, + t,RE,,

t, est pris quelconque (vecteur ou scalaire), pour le cas scalaire icale plongement s’effectue dans
les matrices circulantes d’ordre frgeura 2n. Cette formule est directementéé de la éfinition d’'une
matrice circulante. Unécriture plus condeg® donne :

Cyy = Z t R|k|+6 (k)n
k=1-n
2n—1

Z tn(5(n—k’)+ka(n—k) ngn :
k=0

On en e&duit queCsy, est engendte par legco, ..., can—1) 0UVE € {0, ...,2n} ¢k = tns(n—i)+ko(n—k)-
On nommeX le plongement der et V celui dev. X etV sont simplement &finis par : X = e} ®
etV = e} ® v. On peut repesenter s simplement la situation par la Fig. 7.2 dans le aapol. Par

T X t b,
1 12 13 140 0 4 31 21 I

T
u 2 1B uffa 2 un 2B 1 a3 ixZ
| e R |
a 2 n |fs <
4 3 21 1 vé4 o o o 0 o

o o
“ a4 a2 n 12 alfo
B 1 o4 A 2 1 1|]o
2 138 U 4o ¢ a2 uffo

t:i 12 13 10 0o 4 31 2 ‘rxT

2 u v ow woa afe Tx
@ oa ou w2 w o oafla

4 w2 m 2 o1 1 [l

u a4 a2 u 2 oa

.
o
B o o4 @ 2 n o ><

2 1B U @ o a2 uffo

FIG. 7.2 — Plongement d’'une matrice Toeplitz dans une matrice circulante.

congquent, nous nous sommes ra@eau cas du produit matrice circulante vecteur qui est bien connu.

Produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes et extraction du ésultat :
On effectue alors un produit matrice circulante-vecteur en dimersiofn utilisant les notations intro-
duites pecedemment, on a :

FQnC = DF2na
ou D est la matrice diagonale des valeurs propre€§'dBar conéquent on a :

(F2,C)X = (DFy,) X = D(F2, X)
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Donc, le Esultat escomptest obtenu en appliquant la transformation de Fourier inverse :
V =F,(F,C)X =F;, D(F2,X)

Théoreme 7.1.5Soit T une matrice Toeplitz mono-niveau caer d’ordren, C' son plongement dans les
matrices circulantes commefini plus haut, alors, pour tout vecteurdeR™ on a :

Tx:v:e%t@?CX.

Démonstration
Il est possible de&montrer le ésultat par@&currence sur les niveaux. Mais, kandonstration @senée ici a
pour but de montrer un algorithme de calcul du produit matrice-vecteur Toeplitz multiniveaux.
Montrons que d€’ X on peut @duire le produit matrice Toeplitz-vecteur :

2n—1
CX = () aRs,) (@)
k=0
en utilisant I'expression de’R on obtient
2n—1
CX = Z cr(el @ (6(k—n+ 1)QfL’laz +d(n— )QZ" ] x) +e2@(6(k—n+ )Qn 1+ 0(n— )Qﬁ;nl’)
k=0

Alors, on peut extraire leésultat en appliquant une projection :

G%t(g)CX = Ck((s(k*n+1)Qk+n 1ZE+($(TL* )QQTL k—n+1 )
- Z Ck((s(k)Qﬁﬁn_lw-l-&n—k—n+1)Q2”1k nlg)

= > a(®RGT e+ - kQ )

mais,cy, = ty5(n—k)+ko(n—k)- DONC, €N effectuant le changement de variable apgapriobtient :
t g k
e% RCX = Z thLL(k) xp=v="Tux.

k=1-n

7.1.4 Gereéralisation aux matrices Toeplitza p niveaux

La géréralisation duésultat pecedent aux matrices Toepliizp niveaux utilise la @omposition de la
matrice suivant les difrentes directions d’espace.
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Calcul du produit matrice-vecteur

Le calcul du produit matrice-vecteur s’effectue en téigpes, comme pour le cas mono-niveau :
— plongement dans I'espace des matrices circulantes,
— produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes,

— extraction desasultats.
On consi@re le probtme : calculer le produil’z = v avecT une matrice cage €elle d’'ordreN, =

Hi:l ny, Toeplitza p niveaux et: un vecteur d&™».

Théoréme 7.1.6Soit 7" une matrice caree eelle d’'ordre N, = [[7_, nj, Toeplitza p niveaux et: un
vecteur d&R™r, C, V et X les plongements dB, Tz etz comme éfinis peccdemment, alors :

p—1
1t . 1t o |l| ) ‘Z ‘
€9 &® V= €9 & CX = Z Z tI ® Qn:,a(ik)e’;lkk ® Q’nz,o‘(ip)x[ﬂp
JeGg,p IeGg k=1

Démonstration
plongement dans I'espace des matrices circulantes :

Grille 2-D dorigine Grille dans I'espace des "matrice circulantes”

e o

Vecteur construit sur la grille 2-D

ligne 1

Patiel

ligne2

ligne3

lignea

FiGc. 7.3 — Plongement d'un vecteur 2-D.

Chaque matrice Toeplitz mono-niveau extraite de la matiige niveaux (avec les notations de la
définition (7.1.2)) est plonge dans une matrice circulante (comméggdemment). On obtient alors une
matrice circulante” a p niveaux (voir la éfinition (7.1.4)). Les dimensions dans chaque direction d'es-

pace son{2ny)ieq1,... p}- LA Matrice circulant€’ déduite del” est alors obtenue de la mang suivante en
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utilisant le méme principe que pour le cas mono-niveau :
C= Z tczrc (I) ® Ran
IeG0

aVEC(CZ'TC(I))k = nké(nk — Z'k) + kong — i, cr = tcirc([)-
Les plongementX etV dez etw s'effectuent suivant le Bme principe :

p—1
Z ®(6% ® x[l]p)’

IeGg,p k=1

p—1
Y. Qe @)

0 k=1
1€G, ,

Produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes :

Le but est de calculer le produit matrice-vectéux .
Comme peccdemment oné&finit un produit de convolution discret. Pour la suite dedendnstration, on in-
troduit la notion de tranformation digete de Fourieap niveaux et de dimensidn; dans chaque direction
de I'espace :

p
F®p = ® FQTLka
k=1
p
*
k=1

Puis, en @réralisant la rathode utili€e pour le produit mono-niveau (cf [36]) on obtient :

FepC = Z CIF®p®R2nk

IeG
p
= . a QPR
IEGE k=1

On pose B ;F, = F,RE
On peut donc utiliser les pro@tes de diagonalisation @&ce aux transformations de Fourier :

p
FopC = Z C[®Bé’jlk|:2nk

IeGO k=1
p p
= 2 aQB5,) Q(Fen)
IEGZ k=1 k=1
= DFg),
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Avec D la matrice diagonaleérérée par()\I)Go.
p

D'ou Fg,C = DF,,. On en @duit donc que :
V = Fg,DF, X.

extraction des résultats :
Une fois le produit dans I'espace spectral efféctie vecteufl'z = v est reconstruit en extrayant les
composantes d€ X correspondant au produit rechegch

p—1
CX = | X CI®R§% > | Qerer)| @@,
Ieéo k=1 IEGg,p k=1
p—1
= 2 X (®R2nk) ([@@mﬁ;) ®<e5®wmp>>
JeG) Gp = k=1
- T Yo @ed) o (o)
JEGp,p[ Gg k=1

En reprenant alors la preuve effegéupour le cas mono-niveau on obtient :

p—1
1t _ | | lip|
Loox= S5 (@ ) @,

0 J =
JEprp ]eGg k=1

et le resultat recherdnest donc :

=Y <®62 ® ik ) (e§t®vmp>.

IEGO =

Détermination du colit de I'algorithme de calcul du produit

Afin d’optimiser les temps de calcul, les transformations de Fourier sont effechar la rathode des
tranformations de Fourier rapides. Il faudra alors veillare que I'ordre des matrices circulantes soit une
puissance de 2.

Théoreme 7.1.7’algorithme de multiplication matrice Toeplitz-vectearp niveaux pour une matrice
p

d'ordre N, = [ ] nx nécessite :
k=1
— de l'ordre de3 p 2P N,, + 3 2P N,, log(N,,) opérations,
— un stockage de l'ordre d& N, réels.
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Remarque
Le calcul direct Bcessite un nombre d'épations de 'ordre déJg et un stockage de I'ordre d’éﬁ réels.

Démonstration L'algorithme récessite I'utilisation de trois transformations de Fourier rapides en di-
mension p (2 pour passer dans I'espace spectral et une inverse pour revenir dans I'espace de travail).
Le nombre d’ogrations pour F», est2™* log 2" (transformations de Fourier rapides).

On en @duit alors rapidement le nombre d&ptions pour E, (qui revienta faire une composition de
fonctions) :
p p

( [T 2m)2mlog2m = (J] 2™)log2™.
i#k,i=1 i=1
On poseM,, = []Y_, 2™i. Une transformation de Fourier rapid@ niveaux s'effectue donc éu, >°7_ . log 2™ =
p =1 P k=1

M, > _, my, opérations.
Soit En(z) la partie entre d'un éelx, on posen; = Ent(log(ny)) + 1, on avk € {1,...,p} 2 ny > 2™k
(voir plus haut). On peut donc borner le nombre @&aiions pour la FF& p niveaux par :

p p
M, ka < 2PN, log(H 2ng) = 2PN, log(2PN,).
k=1 k=1
Ce qui nous permet d’'estimer le nombre cBogtions @cessaires au calcul du produit matrice-vecteur :

3p 2PN, + 3 22N, log(N,).

Cette nethode permeggalement d’effectuer un gain important sur le stockage de la matrice. En effet, le
seul stockage effectuer est celui des matrices Toeplitz locales mono-niveaux.

Dans chaque direction de I'espace, on peut extraire des matrices Toeplitz mono-niveau. Le stockage de ces
structures acessite au plug™* réels (structure circulante). Ainsi, le nombre éels devanétre utili€s

pour le stockage est doampar le produit des stockages dans chaque direction de I'espace :

p p
T2 <]2ne<2° N,
k=1 k=1

O

7.2 Application au calcul du champ emagretisant dans le contexte du mi-
cromagnéetisme

On a appligé cette nethode de calcuh la cetermination du champédnag@tisant. Dans le cas d'une
discréetisation de type volumes finis (voir le chapitré@grdent), la matrice de I'drateur discret est Toeplitz
multi-niveaux. Les gains en temps calcul et placammire ainsi effecteis permettent de traiter rapidement
des systmes de grande taille et de pouvoir ainsegrer ce type de calcul dans un codatif.

7.2.1 Lopérateur discret

On utilise les notations de la preene partie. Chague blocx®3 composant la matrice congié de
I'opérateur discret est de la forme

1 . 1
Ay U= / grad ,div m/ ——dydx YueR3.
Y 4Wh3 QO

vl
. . —z
ind; and3(J> y
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CHAPITRE 7. LES STRUCTURES TOEPLITZ MULTIDIMENSIONNELLES, APPLICATION AU
CALCUL DU CHAMP DEMAGNETISANT

Théoreme 7.2.1La matriceA;, de I'opérateur discétise de champ @magrtisant est une matrice Toeplitz
blocs multi-niveaux.

Démonstration On effectue le changement de variables suivant :

T =Tingyy + & dr=di 2 €[0,h)
3
y=Tindy oy +9 dr=dj g€ []r— ) (i — jx+ DR = Quy,
k=1
1

1 :
:>Ah7I7Ju: 3/ grad xd|V CC/ Uﬁ d’g di‘ VU €R37
Am h? Jo, Q1) |y — |

par hypottese,l — J est constant, done(1, J) € [[;_,{1,...,nx}, Apz.;ne cepend que dél —.J).
On en eduit, en utilisant la éfinition (7.1.2) que la matrice de I'épateur disatis A;, est de structure
Toeplitz bloc 3«3 a 3 niveaux.

0

On peut donc appliquer la&hode de calcul pedenta la cetermination du champémnagretisanta
partir de la matrice de I'ofrateur disd@tise par la néthode des volumes finis.

7.2.2 Les performances obtenues

Dans le cadre des simulations n@ifigues en micromagisme, les domaines de calcul doivétre de
taille importante pour une simulatiogaliste ; de plus, le chamg@dhagretisant doietre recalc# a chaque
itération. Il est donc important d’optimiser les performances du calcuérigoe du champé&magrtisant.
La matrice de I'oprateur est calcak avant la boucle en temps, la seulémpion effectée pendant les
itérations est alors le produit matrice-vecteur Toeplitz.

Temps calcul

Les cas tests utiles pour les comparaisons de performances sont des calculs du charagiEtisant
sur des domaines paralkpipediques (tableau 1).

Cas test nombre de mailles nombre de mailles nombre de mailles

suivant x suivanty suivant z
16 mailles 2 2 4
32 mailles 4 4 4
64 mailles 4 4 4
128 mailles 8 4 4
256 mailles 8 8 4
512 mailles 8 8 8
1024 mailles 16 8 8
tableau 1

77



7.2. APPLICATION AU CALCUL DU CHAMP DEMAGNETISANT DANS LE CONTEXTE DU

MICROMAGNETISME

Les calculs sont effecés sur une station SUN Sparc-20.
Le tableau 2 donne une comparaison entre le calcul du produit matrice-vecteur aetadaenroeplitz
multi-niveaux et un produit matrice-vecteur LAPACK optifaigour les matrices pleines. La tranformation
de Fourier utili€e pour ce calcul est en Fortran standard nédiune bibliotleque nurérique.
Les temps de calcul pour le produit matrice-vecteur et 'assemblage soréislenminiés del 02 secondes.

Cas test temps calcul pour | temps calcul pour|

le produit LAPACK | le produit Toeplitz
16 mailles 0,01 0,17
32 mailles 0,04 0,32
64 mailles 0,17 0,62
128 mailles 0,78 1,31
256 mailles 3,93 2,55
512 mailles 16,49 5,35
1024 mailles 70,77 11,03

tableau 2

80

70

LAPACK —
Toeplitz ----

60

50

40

Gain en stockage

30

20

200 400

600
nombre de mailles

800 1000 1200

FIG. 7.4 — Comparaison du temps de calcul du produit matrice-vecteur LAPACK plein et Toeplitz 3-D (une

unité = 0,01 seconde).

Le graphique (7.4) met eévidence lévolution quasi-lieaire du temps de calcul pour un produit
matrice-vecteur Toeplitz multi-niveaux. Les cas ®&aifci ne sont pas de tailleés importante (la limita-
tion est due au stockage plein) mais montrent I'effié&dit produit Toeplitz.

Castest | temps d’assemblage pourtemps d’assemblage po
la matrice pleine la matrice Toeplitz
16 mailles 52 24
32 mailles 199 57
64 mailles 779 133
128 mailles 3107 290
256 mailles 12364 611
512 mailles 49153 1325
1024 mailles 199938 2725
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CHAPITRE 7. LES STRUCTURES TOEPLITZ MULTIDIMENSIONNELLES, APPLICATION AU
CALCUL DU CHAMP DEMAGNETISANT
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Fic. 7.5 — Gain en temps d'assemblage entre lathmde Toeplitz 3-D et le produit plein :
temps d’assemblage plein
temps d’assemblage pour Toeplitz

L'assemblage de la matrice de l'emateur approddoit étre effecté a chaque changement de forme
de domaine. Le temps d’assemblage de la matrice pleine augmente rapidement en fonction de la taille
numérique du prol#me, ainsi le passagales domaines de grande taille serai tditeux. L'aspect ligaire
du gain de temps d’assemblage (fig. 7.5) met en relief un facteur “nombre de mailles” entre le calcul pour
le stockage plein et celui pour le stockage Toeplitz.

Place memoire

Pour traiter des cas de taille importante, il faut pouvoir stocker les&mrinsi, la taille de la matrice
de l'opérateur discret est une bamea la monée en nombre de dezg de libeik. Le stockage Toeplitz
permet de repousser cette limite (Fig. 7.6).

Castest | taille mémoire pour le| taille mémoire pour le
stockage plein stockage Toeplitz
16 mailles 9416 12296
32 mailles 37256 24584
64 mailles 148232 49160
128 mailles 591328 98312
256 mailles 2362376 196616
512 mailles 9443336 393224
1024 mailles 37761032 786440
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MICROMAGNETISME
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FiG. 7.6 — Gain en stockage entre l&thode Toeplitz 3-D et le produit pIeir*,S
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Chapitre 8

Conclusion

Il a étt monté dans une premie partie que la disetisation de type volumes finis, liges sur des
intégrations analytiques, choisie pour approcherdiapeur de champéinagiétisant conserve les princi-
pales propétes de I'ogerateur continu : positivit et norme irérieure olegalea un. De plus, une condition
de positivie de l'ogerateur aétt mise enévidence dans le cas de l'agration semi-nui&rique par les
formules de Gauss. Mais, I'é@pateur discreétant une matrice pleine de grande taille, Iéitcde calcul
du champ @magrtisant est &s important. Afin de@soudre ce probme, on utilise une prop@é fonda-
mentale de I'oprateur discret dans le cas d’'un maillage cubidgulier : la matrice obtenue est Toeplitz
multi-niveaux. Gacea cette propBt on a pu construire dans la seconde partie uathate de calcul ra-
pide du champ @magetisant discret. Cette @hode de calcul du chamgghagrtisant par les produits
matrices-vecteurs Toeplitz donne désultats t&s satisfaisants. Elle a permis d’effectuer des simulations en
micromagtetisme pour des maillages de grande taille sur une station de travail. Elle seta péatklisee,
les performances que I'on obtiendra alors permettront sans doute de passer le cap du million de mailles et
d’atteindre ainsi des tailles physiques de domaines &iigres particuBrement intressantes mais aussi
de calculer efficacement la susceptikilitynamique de domaines ferromatigues.
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Quatrieme partie

Equilibre d’'un systeme micromagretique
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Chapitre 9

Introduction

Dans cette partie, on s'iatesse au probine de micromagrtisme adimensiorinpiesené dans la deu-
xiéme partie. L'existence de solutions pour le éyst de Landau et Lifchitz att deja ét trai€e sous
différents angles. A. Visintin [52] a mo#ti’existence de solutionggulieres dans un domaine bérpour
le syseme coup® avec lesquations de Maxwell. Dans leé@me cadre G. Carbou et P. Fabrie [12] ont
monté I'existence de solutions faibles ainsi F. Alouges et A Soyeur [5] pour un champétiggs eduit
a la contribution d&change (ils montrerégalement dans ce contexte la non-uiicies solutions). En di-
mension un P. Joly et O. Vacus [29] [50] ont par contre n®tigxistence et 'unici& de solutions fortes.
L'unicité des solutions estgalement monge par J.L. Joly, G. [tivier et J. Rauch [28] en domaine in-
fini dans le cas d’une excitation magifue totale uniquement induite par Eguations de Maxwell. D’un
point de vue nurarique, la simulation de ce phonene et en particulier laédermination de configurations
d’équilibre, aétt abor@e sous deux angles : celui de la minimisation d’une fonctionnelle péhiade de
type gradient ou comme recherche detdt relaxe d’'un processus dynamique. Dans leeliiture on peut
citer F. Alouges [3][2] [4] et A. Bagarés-Viallix [51][6] pour des calculs de configurationgduilibre par
la méthode deglements finis, O. Vacus [50] pour des calculs dynamiques paethade des volumes finis
dans le cadre d'un couplage avec éspiations de Maxwell. Ces calculs somstcditeux, en effet I'un des
phénonenes que I'on veut simuler nwariquement est la formation des parois, zones de retournement entre
domaines d’'aimantation constante. Afin de bien capter ces@tenes, il est &cessaire de mailler finement
(typiguement, une maisation correcte des paroigcessite au moins une dizaine de mailles sur une lon-
gueur cara@ristique déchange, voir partie 1). Par cobguent, le nombre de dégg de libert a prendre en
compte dans la simulation de la plupart des cas de calcul sera important, il faudra donc prendre en compte
cette contrainte dansdlaboration d’un code de calcul.

Dans cette partie, orednontre dans un premier temps I'existence de solutions faibles en temps et en es-
pace pour une contribution magique totale compée d’'un champ egrieur, de I'anisotropie, dedchange
et de la contribution magtostatique. On s’appuie pour cela sur des travaux de F. Alouges et A. Soyeur ef-
fectués dans le cas d’une contribution matjgue totale &duitea la partieechange [5].
Ensuite, on propose uneétiode deé&solution rapide pour lesquations de Landau et Lifchitz s sur
I'utilisation des matrices Toeplitz multi-niveaux appl&piau proldme de la maggtostatique (voir partie
[1). En raison de la taille des maillages que I'on veufteg on utilise un solma explicite avec un pas
adaptatif le rendant inconditionnellement stable.
Le codeEMicroM [32] résultant de cettétude fonctionne sur stations de travail. OagEnte une&sie de
tests visank montrer sa stabifitet sa capa@ta traiter des maillages de taille importante.
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Chapitre 10

Existence des solutions faibles globales en
temps

On s'interesse au probime de micromagtisme adimensiorpesengé dans les sectionsguedentes.
Le but est de montrer que des solutions faibles en temps et en espace existent. eme@ral#ja &t
traité par F. Alouges et A. Soyeur [5] dans le cas d’'un champ @i@agee uniquement constéude la partie
échange dicea une néthode de compaéitque I'on emploiera dans ce chapitre.

10.1 Resultats

Le probEme complet est le suivant :
851(‘ = )—m A rz(r)n) —am A (m A h(m))
m 0,(13‘ = Mg(x
Img| = 1 p.p. dan{? (10.1)
m = 0 dansR?\ (.

Ou I'opérateuth est c&fini pour toutm dans(H*([0, 7] x Q))® par :

hewt € (LX(R))?, (10.2)
h(m) = AAm + K(m.u).u + grad ¢(m) + hegy

ou
u e (L) u(@)| =1, vz € Q,
(10.3)
et de plus
Ap = —div (m) dansR?,
{ m = 0 dansR3\ Q. (10.4)

On c&finit la notion de solutions faibles pour le prébie (10.1)

87



10.2. DEMONSTRATION DU THEOREME D’EXISTENCE

Définition 10.1.1 Soitmg € (H'(£2))3, |mo| = 1 presque partout dan®, on dit quem est solution faible
de (10.1) si:

(1) VT >0,me (H'([0,T] x £2))3 |m| =1 p.p. dans?
(i) Vo € (HY([0,T] x 2))*(Q: = [0, T] x ©) :

om om :
/QT o0 dt do + a/QT(m Ngp)odedt = (14 a?) (fQT S (mA g 22 4 @ ((m.u)(uAm))
+ ®@.(grad o(m) Am) + &.(heyy AM))dr dt;
(v31) m(x,0) = mp au sens des traces
(iv) vT >0,
E(T)+O‘/ oM et < E(0)
1 + 062 Qr ot v - ’
Ol‘JE(t)—éII rad (m)|[? 5||UI ml[ l!I rad (o(m))||? (M, hegt)
=59 Loy T g UML) T 5 11978C LM 260 (M Reat) 20

Alors onénonce le

Théoreme 10.1.1Pour toutmg dans(H*(€2))3, il existe une solution faible du sgshe (10.1).

10.2 Demonstration du theoreme d’existence

La demonstration est bae sur celle effecke par F. Alouges et A. Soyeur [5] dans le cas d’un champ
magretique ne comportant que la paréiehange. L'iée est d'utiliser un probme &nali€ [13] pour lequel
la contraintdm| = 1 est relake. On utilise alors la Athode de Galerkin sur le préhe relak. L'existence
de solution au sens duébreme (10.1.1) est alors obtenue par comgacit

10.2.1 Construction du probEme Enalis

Pour construire le probme f@nali€, on commence pagé&crire (10.1) sous une form&quivalente
mieux exploitable dans le cadre de kndonstration. On utilise donc le

Lemme 10.2.1 Soitm une solution éguliere de (10.1), alors il egtquivalent de dire qum est solution de

{ %:—(1+a2)m/\h(m)+am/\%,

20y — m. (10.5)

ou h(m) est céfini comme en (10.2).
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CHAPITRE 10. EXISTENCE DES SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES EN TEMPS

Démonstration du lemme
En appliquant le produit vectoriel par a (10.1) on obtient

om

m/\a = —mA(mMAh(m)) —amA (mA (mAh(m))
= —mA(mMAh(m)) —amA (m(h(m).m) —h(m))
= —mA(mAh(m))+amAh(m),
alors
amn 20 —am A (m A h(m)) +m A h(m) —m A h(m) 4 o?m A h(m),

ot

ce qui permet de conclure :

om

ot~
O

Alors, une combinaison lgaire degquations (10.1) et (10.5) permetdtire un nouveau sy&mne qui
sera utili€ par la suite pouré&finir le probBEme @nali€

—(1+4 aQ)Z—T + %—T =a(l+a®)mAa(mA (h(m))) 4+ am A %—T,
donc
aQ%—T =—a(l+a®>)mA (MmAh(M)) —amA %—T,
on en eduit I'équation suivante :
aaa—r: +mA %—T = (1 + o?)(h(m) — m(h(m).m)). (10.6)

Alors, on cefinit le probEme @nali€ comme

Q25 ik A O (1 4 o2)[h(mb) — k(mF2 — mF], surg,

k
m®(z,0) = mo(x) sur(,

10.7
omE — mk .y surQ, (10.7)
m*: Q — R3.

avech défini comme en (10.2).

Remarque 10.2.1La partiem(h(m).m) de I'équation (10.6) est omise dans le prefole gnali en faveur
d’'un terme de relaxation de la contrainte de la forigm*|? — 1)m*. En effet, comme on le verra par la
suite, les termes parallesa m* n'interviendront pas directement dans le passada limite enk et ne sont
donc utile que dans la perspective de relaxer la contrainte.
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10.2. DEMONSTRATION DU THEOREME D’EXISTENCE

10.2.2 Methode de Galerkin sur le probEme gnalise

Afin de se ramene& un probéme de dimension finie et de pouvoir ainsi appliquer W@ome clas-
sique sur 'existence des solutions des EDO, on projette les solutions sur un nombrel@medits d’'une
base orthonorée de(L?*(R?))%. Ensuite, le retour en dimension infinie s’effectu@aga un argument de
compacié.

Soit {e;}; une base orthonormale dk?(R?))® constitlee des vecteurs propres de Bspteur de Laplace
avec conditions aux limites de type Neumann :

95 — 0 suroQ

On cherche alors les solutions de (10.7) sous la forme :
My (z,t) = > vi(t)e(@),
=1
avecy; : Rt — RR3.

En injectantm,, dans le systme (10.7), orécrit la condition pour quen,, soit solution du prokdme
dans le sous espace vectoriel d¢{) engende par{e;};

om,,

(« m,, A 9
ot

m,,
5~ L+ a)(h(my) — k(Ima[* — 1)m,). e), -

@ = 0, Vie{l,..n}
et (mn(x>0)v mO(m)veL)LZ(Q) =0,

alors, en injectant I'expression de, établie pecedemment, on a pour touentrel etn :

o 1 [ 9
% o ((Z V&) A E(sz ez)&) 2 (10.8)
=1 =1 (|_ Q)3
1+ a?
(0%

On obtient un sy&me den équationsn inconnues. On peut donc se rameaeun systme diferentiel
ordinaire de dimension en posan® = (¢1, ..., ¥,) :

{ 12 A@%? —F@),

2 . =

dt dt , (10.9)
®(0) = .

ou F(®) et A((I))%—f sont les vecteurséalinis pour; entre 1 et par

1+ a? 2
—(F(®@))i = == ("(Mn) — k(IMaf” — )M, &) g 2 ),

(A(@){gf)i = é <(Z Vi €) A gt(z (i el)7ei>
=1 =1

(L%@))?

Mais, en raison de sa structure bassur le produit vectoriel, @) est une matrice anti-sy&trique,
donc,( Id — A(®)) estinversible. Le systne (10.9) devient alors

do -
{ = (ld—A(@))'F(@), (10.10)
®(0) = Py.
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CHAPITRE 10. EXISTENCE DES SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES EN TEMPS

Un résultat classique sur l&gjuations diftrentielles ordinaires permet de conclure que (10.10) admet
une unique solution sur un intervalle de tenfpq’; 7.

Montrons maintenant que cette solution est globale, &dge quem,, n’explose pas en normé?(2))>.
En multipliant scalairement (10.9) p%@i et en sommant lesgaliés obtenues pour< i < n, on obtient :

wz 2 om,, . 3% _ 2 ) %

Al H{Mnge) oo g e (M) @) zq)e
(L)

+(1+a?) (k(Jm,| — 1)m,, &), 2 %—o

n ) (L (Q))3 8t - Y

en sommant on obtient

(mn A 25, 25 )(L2(9)>s — (1+ ) (5 Jo [Algrad m, |2 + K|u.m,[*+

lgrad ¢ E Jo(Imp|? = 1)2dz) =0, (10.11)

en inégrant en temps entfeet 7', on obtient
4/Q(|mn(T)| —1)*dz+ E(m,(T))+ 1+a2/0 /QI BT |“dx dt (10.12)

k

=1 [ muF = 1%dz + B(m, ().

(On rappellle queZ(m) > 0 ¥Ym € (HY(Q))3).

En utilisant (10.11), on pewcrire
d k
— [ E(m, = a2 =1)2 <0.
dt((ma»+4%ym| >m>o

Cette quanti est donc écroissante. En utilisant le fait que () s'injecte continuement dans'(€2),
on en eduit que le membre de droite de (10.13) est bamiformeément. Par coggjuentm,,|>—1, grad m,,,
grad p(m,,), (heze.m,,) et (m,.u) sont boriés dans E([0, T[x ), ce qui permet de conclure que, est

borré dans H([0, T[x ) et que
T r om, ,
dxdt,
I

est bor@ pour tout tempg” positif. D’ou m,, est une solution globale en temps. On peut donc extraire
une sous suite den,,) notte encorém,,) telle que

m,, — m* dans H ([0, 7[xQ) faiblement

m,, — m,, dans ([0, T[xQ),

Im,|2 — 1 — |m*2 — 1 dans 2([0, T[xQ) faiblement
My, heat — MP.heye dans 12([0, T[xQ),

\grad m,,| — |grad m*| dans ([0, T[x Q) faiblement
lgrad (m,,)| — |grad ¢(m*)| dans 12([0, T[x %),
(u.m,) — (u.m*) dans 12(]0, T[x %),

(Rewt.My) — (hege.mF) dans ([0, T[x Q).
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10.2. DEMONSTRATION DU THEOREME D’EXISTENCE

La convergence dgrad »(m,,)| est due aux bonnes progiés de |'oferateur de champédnagretisant
[23] : il est continu de E($2) dans 17(12).

On peut alors passérla limite dans (10.9) quand n tend vers l'infini. On trouve une solution faible de
(10.7).

Commemy, est choisi erifiant la contraintémy| = 1 p.p. dang?2, on a I'estimation suivanteétoulant de
(10.13)

E(mk(T))+Z/§2(|mk2— DT )z + / /|| dxdt < E(mg). (10.13)

Donc, au sens des distributioms” veérifie

k k
&2 (14 a2)h(mty = —mf A 2™ 2 — 1)m. (10.14)
ot ot
Pour la suite on poseF (k, m¥) = —m# A 2T% _ k(|m¥|2 — 1)m#

10.2.3 Passaga la limite en k
Relaxation de la contrainte

Pour cemontrer que les solutions du prébie @nali® \Erifient la contraintex la limite, on utilise la
méthode emploge par F. Alouges et A. Soyeur [5]. Le prinicipe est de d’abdhdntrer que la norme
locale dem* est boree par 1, puis en passanla limite dans (10.13)&montrer que

(m*) est borige dangH' (Qr))?,

et par conéquenta I'extraction d’une sous suite §s

(m*) — m dans(H'(Qr))? faiblement
(m*) — mdans(L%(Qr))? fortement
Im*|2 — 1 — 0 dans 1?(Qr) fortement

et enfinm| = 1 presque partout dars.

Passage la limite

Soit @ € (HY(Qr))? N (L>®(Qr))?
T =mFAdc (H(Qr))?

Alors, en multipliant scalairement (10.14) phret en inégrant en espace on obtient

om* omk
a/ (MFA®)dz — (1 + / h(mk).(m* A ®)dz = / ®.(mF A =) AmF)dz
Q at Q ot

omF omF
= = [ @mi) S - (mh Zmda,
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ce qui permet dcrire

omF omk
_ k2 OmT g OMT
/ o A @)dr — (14 0?) /h mA<I>)d:U+/Q<I>.(|m|)8t (. 2y = 0,
alors,
Ok A ) +/q>(|m’f| YO e 2 i —
N T R ot ot *
—(1+a? / ((m*.u)u + grad ¢(m*) + hege).(m*.®) 4 grad m*.grad (m* A ®)dz
Q
Mais, on a
rad mF.grad (m* A ®) = om* (am"? A ®) 4 (mF A 8(I))da;
g 9 a A 8:51 0z; 0x;
omF 0P
- ox; (mk/\(?x-)
i=1,...3 i )
o® omk
= 2 3%'(3% Am©).
On peut ainsécrire I'egali€ precédente sous la forme
a/ om* (mkACI))dx+/<I>(|mk| JOmE e Oy
q Ot aQ ot C ot N
o0 6mk k k k k k
—(1+a?) / Z e 0531 AmF) + &.((mF.u)(uAmk)) + @.(grad ¢(mF) Am*) +

(I)-(hezt AN mk)dl‘

On peut donc effectuer le passaghk limite :
mF est borie dangH' (Qr))3, par congquent on a:

L(Qr))? faiblement
(Qr))?,

m* — m dans(H
m* — m dans(L

ce qui permet d’obtenir la convergence :

k
om (m* A ®)da — / (MA®)d
Q Ot
De plus,
Im*12 — 1 — 0 dans(L2(Qr))?,
omF  om 1 3.
5 B dans(H"(Qr))” faiblement
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10.2. DEMONSTRATION DU THEOREME D’EXISTENCE

on peut alors conclure que

k k
/@.((\mkF— pyom= am dx—»/@dm
0 ot

Enfin,

m* — m dans(L*(Q7))?,

on utilise pour cela I'injection def(Qr) dans H(Qr) pourp plus petit que 6. Ceci nous permet donc de
conclure que :

omFk

mk —
( o .m*)® — 0.

En effet, %T m est nul, cette propeié est obtenue §rea
Im*|2 — 1 — 0 dans 2(Qr),

et giacea (10.13), on en&duit quem|? = 1.

Alors, on peut conclure que

om 8m

(1+a? / _12 gj@ gg: Am)+ & ((m.u)(uAm))+ ®.(grad p(m) Am) + ®.(heze A M)de,

cette relation est valable pour tobitdans(H! (Qr))? par densi.
En prenant la limite semi-continue &rfeure de (10.13) on a

a r om 4
— — < .
Em(T)) + 1+a2/0 /Q 5 |“dxdt < E(mg)
Donc, m est solution faible de (10.1) au sens deddinition (10.1.1).
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Chapitre 11

La discretisation en espace

L'un des plenonenes que I'on veut simuler ni@riquement est la formation des parois, zones de re-
tournement entre domaines d’aimantation constante. Afin de bien capter&aemphes, il est cessaire
de mailler finement (typiqguement, une néidation correcte des paroigeessite au moins une dizaine de
mailles sur une longueur carécistiqgue déchange, voir partie I). Par caaguent, le nombre de dégy de
liberté & prendre en compte dans la simulation de la plupart des cas de calcul sera important. Il faut donc uti-
liser une néthode de maglisation spatial@conomique et pouvatre adagitea des nethodes deasolution
rapide. Ainsi, comme il &t vu dans la partie Ill, le plus couteux dans le cadre de la&tisation spatiale
est la prise en compte du champndagretisant. Afin de pouvoir appliquer lagdthode deé&solution rapide
expoge dans la partie 1l on utilisera donc une d&tgation de type volumes finis en espace.

11.1 Definition de la discrétisation

11.1.1 Lespace discret

Soit un volume dé? de ferromagatique tel qu'il existe une famille de d’ouvert€;);—; ... n formant
un maillage egulier cubique tels qu@ = vazl ;. Les deges de libe@ consi@rés pour les calculs sont
les moyennes sur chaque maille.

On cefinit le pas de disétisationh du maillage :

h=Sup_;__|%"%

ou |€2;| désigne le volume d€;.
On reprend leséfinitions des oprateurs de rélement et de projection introduits dans la partie Ill :

Ry
(R¥)" —  (L¥(Q))®
et un oferateur de projection :

P
(L) — (R%)™

Ces ojerateurs sont doi@s par les formules suivantes :
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11.1. DEFINITION DE LA DISCRETISATION

FiG. 11.1 — Mailles adjacentes, notations.

Yu € (L3(R?))?, Py(u); = ‘éﬁ /Q u(z) de,

Vve (R*)", Ru(v) =Y xivi,
=1

ou y; est la fonction indicatrice d@;, i.e.Vx € R3, x;(z) = 1 siz € Q;, x;(z) =0 siz ¢ Q.

Les proprétes de ces dirateurs oete expoges dans le chapitre |Il.

11.1.2 Les oprateurs discrets

a.- L' échange

Pourm dans(H!(2))3, le champ déchange €crit (i A est un el ne @pendant que la taille de,
voir le chapitre la partie Il) :

he(m) = AAm.

Ce qui permet dcrire en utilisant la formule de Green (ici, on posk normalea la surfaces?, voir
Fig. 11.1)

om
Amdx = —dn.
/Qi a0, On

On construit alors une estimation %@ Soient les centre®; et O; de deux cellules adjacentest j, on
noted;; le vecteur reliant ces deux points. L'aimantation est alors appetireairement en espace entre
les pointsO; et O;, les valeurs prises en ces poigtant respectivement; et m;. Pour tous points de la
ligne (O;,0;) onadonc :

m(z) ~ m; +t (m; —m;),
avec t — M_QOZ)
|dij
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CHAPITRE 11. LA DISCRETISATION EN ESPACE

Ceci permet de &erminer I'approximation du gradient de I'aimantation sur la lighg O;)

Ainsi, il est possible @terminer I'approximation de laédivee normale au centre de la face commune aux
deux mailles?; et€);

amN

% ~ (mj — mz) dij.n.

L
|di; |
En utilisant la égulari€ du maillage, on obtient pour toat dans(R?3), I'opérateur discret &change :
A
(Nep(m))i = -5 (2 N m; — > my),
j voisins dei

avechN; le nombre de voisins de la maille

Cette approximation, dans laquelle on ne prend pas en compte les bords de la maille se trouvant au bord du
domaine, inégre naturellement la condition de type Neumann intervenant dans le casliige %—w =0

surof.
b.- Lanisotropie
Pourm dans(L?(2))3, le champ d’anisotropie &trit, dans le cas d’'une anisotropie uniaxiale :
h,(m) = K((m.u)u — m),
ou K est une constant@elle etu unélement degL>°(Q2))? tel que|u| estégala 1 en tout point du domaine
Xllors, on cefinit I'opérateur discret de champ d’anisotropie pour teutlans(R3)” (u dans(R3)" avec

|u;| = 1 pour tout: dans{1, ..., N'} tel queu = Ry (u)) :

(ha,n(m))i = (Pyohg o Ry(m));
= K((IHZUZ)UZ—IHZ)

c.- Le champ cemagretisant
Le champ émagretisant eéte cefini etétudé dans la partie Il. Loprateur discret est de la forme,

Vm € (Rd)na m= (mi)ie{l,...,n}a

1 < -1
h = — E [ — .
dn(m); T[] - {/Q‘grad xdlvx/ﬂmjy_x dy dx}
]:1 Q J

en utilisant les notations de la partie II.
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11.2. ESTIMATIONS ET CONVERGENCE

11.2 Estimations et convergence

La convergence des émteurs discrets est da@mdans le chapitre Il pour le champrdagrtisant est
dans la literature pour (R. Eymard, T. Gallétiet R. Herbin [20]) pour le Laplacien et le champ d’anisotro-
pie. On rappelle les estimations pour un maillaggulier de pa%.

Il existe C, tel que pour toum dans(H, (2))?

HAAm — Ry o0 he,h o Ph(m)Hh < C, h||m||17Q
Il existe Cy et C, tel pour toutm dans(H'([0, 7] x ©))3

[[ha(m) — Ry 0 hy 0 P(m)|], < Cq h|Iml|o.q,
[[hg(m) — Ry o hgp o P (mM)||;, < Cq himly q.

Ce qui permet d’estimer I'erreur commise sur I'approximation de I'excitation i@@qgure totale. Il exist€’
tel que pour toutm dans(H} (€2))*

IR o hy, o Pp(m) —mlloq < C h|[ml]1q,

pourhy, = hgp + hep, + hgp + Pr(hest). Cette formule ce @duit directement des estimations d’erreur sur
chaque oprateur d’excitation maggtique.

Mais, dans le cas psent les oprateurs d’excitation ma@tiqgue seront principalement applega des
champs de vecteurs de norme locadmlea 1. Ceci permet @tablir le

Théoreme 11.2.11l existe L strictement positif ne &endant que de tel que pour touth suffisamment
petit et pour toum dans $(Q2) N (H% (£2))® on ait

HRh o hh o Ph(m) - mH07Q < LhHmHl,Q,
avec §(2) = {m € (H, (2))* | ||m — 1f[o.o = 0}.

démonstration :
La demonstration se&tluit directement en utilisant les prapis rappedes plus haut.
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Chapitre 12

Le schema en temps

12.1 Choix d'un sclema

12.1.1 Position du probéme

On peésente ici I'application d’'un sé@ma de &solution temporelle au sygshe semi-digtise en espace
préseng dans le chapitre paedent. En reprenant les notations introduité&@demment, o@crit le syséme
a discetiser sous la forme :

dm

ﬂ = fh(m> hext)a

m(0) = my,

fr(m,heyt) = —m A (hp(m) + heyt) — am A (m A (hp(m) + hegt)),

(12.1)

ou, comme il aéte monté peccdemment, I'oprateurh;, est lintaire de(R?)" dans(R3)", négatif et de
norme inkErieure olegaleal + K + h%.
Le choix du scema nungriquea appliquer s’effectue suivant deux enes :

— la simplici&é de mise en ceuvre du €ha,

— la conservation des proptés clefs du mogle continu (écroissance deéhergie et conservation de

la norme locale).

La taille du probéme impose le choix d’'une &hode explicitéa un pas. On a choisi un sama de Taylor
d’ordre deux conservant laédroissance deéhergie giicea une optimisation du pas de tempghaque
itération.

12.1.2 Pegsentation du scema

Soit une discgtisation{t, ..., tas } de l'intervalle de temp§), T'| ; on pose pour toutentreQ et M — 1,
At; = t;iy1 — t;. Alors, en inégrant par rapport au temps la préngiequation de (12.1) sur un intervalle
[ti, t;+1] ON obtient, pour tout dans{0, ..., M — 1} :

tit1 tit1
/ dfmdi& = / fh(ma hext)dt

(3

tit1
= m(ti+1) — m(tl) = / fh(m, hext)dt,
t;
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12.1. CHOIX D’UN SCHEMA

on integre alors le membre de droite deduation gacea la formule du point milieu :

tiy1+t;
m(tigr) = m(t) = (tigr = t)f(m(=5—), Near)
At;
- Amh@dm+4§%hm9+dAu) (12.2)

On ne connt la valeur def;, qu'aux instants{to, ..., s}, on utilise donc un @veloppement de Taylor
d’ordre 1 par rapport au temps pour I'estimer :

At;
7)’ hext) = fh(m(ti)’ hext) +

2
= fh (m(ti)’ hext)

At; Of, ,

Atl dm
Dmfh( (z) hext)-ﬁ

Dmfn(m(t;), Negt) Frn(m(t;), Neat) + O(AL?),

fh(m(ti +

(m(t;), heat) + O(AE)

Atz
= fh(m(ti), hemt) +

ou Dmfr(m(t;), hegt).u deS|gne la érivée par rappora m def;, en(m(t;), hey¢) appliqueea u.
En remplacant;, (m(t; + ) he.:) par son éveloppement dans (12.2), on obtient :

m(ti+1) - m(tl) = Ati fh( ( z) hext) + A22Dmfh(mz; hext) fh( ( z) he:ct) + O(At%)

On peut alorscrire le sckma sous la forme :
Vi e {0,..., M — 1}

At?

m;+1 = 1y + At fh(mu he:ct) + TDmfh(mz; heact) fh(mu he:vt)
mipy = m;+ At Fp(my, Aty hegy),
{ my = m(0), (12.3)
ou
At?
Fh(mza Atza hea:t) - fh(mu hext) + TDmfh(mu hext) fh
Remarque 12.1.11.- la norme locale de I'aimantation est conseea I'ordre 2 en/At. En effet
2 2 At2 2

|mi+1| — |mz| + ZAtz’ (mth(mza he:pt)) + 7(21712 Dmfh(mz, hemt) fh + ‘fh(mzy hemt)| ) + O(Ati )7

maism;.f; (m;) est nul, ce qui entfiae :

Nt?
+ 2Z (QHIZDmfh(mZ, hemt)-fh + ‘fh(miv hemt)|2) + O(At?),

imia | = |myf®

2.- on utilise peu en@réral les scemas de Taylor car le calcul degxiveées est souvent compligce qui
n'est pas le cas pour le sgshe traié ici.
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CHAPITRE 12. LE SCHEMA EN TEMPS

12.1.3 Quelques propretes du syséme semi-discetisé

Afin d’appliquer les ésultats suivants sur la digtisation en temps désjuations auxéfivees partielles,
il est necessaire deamontrer le

Théoreme 12.1.1Pour toutT strictement positif, le sy&ine (12.1) admet une unigue solution sur l'inter-
valle de temp$0, 7.

Pour effectuer la @monstration on utilisera le lemme suivant dont éndnstration repose totalement sur
un theoremeétabli par J.L. Joly, G. Mitivier et J. Rauch [28].

Lemme 12.1.1L'applicationf; est Lipschitzienne sur les bdrs de I—}l

OU Hj est 'ensemble deslementsn de (R?)™ tels que

[|m|, < oo,
|V m||, < oo,

. 1
avecVi € {1,...,n} (V/m); = W Z mj — m,
JEVT(4)
Vi) ={jel,..,nlz; —x;=(h,00) olz; —x; = (0,h,0)" 0l x; — z; = (0,0,h)"}.

Démonstration du theoremeEn utlisant le lemme (12.1.1), on obtient directement I'existence et I'é@nicit
des solutions du sy&ine (12.1) pour tout intervalle de tempsT].

g

12.2 Consistance, stabil& et convergence

12.2.1 Quelques dfinitions et propriétés utiles

Les cEfinitions pésenkes ici peuvenétre retrouges pour la dimension 1 dans le livre de M. Crouzeix
et A.L. Mignot [16]. Le passage aux dimensions &uures est imédiat.
Soitg une application d&®? dansR?, on consi@re I'equation diferentielle :

dy
77 = 90(), (12.4)
a laquelle on applique la@hode d’inégration suivante
Yirn = Yi+ Ot Gy, Ati), (12.5)
Yo = y(0).

Définition 12.2.1 Consistance
La méthode (12.5) est consistante avec le&yst (12.4) si pour toute solutignde (12.5) on a :

M-1
> Iyltir) — y(ti) — ALG(y(t:), At)]
=0
tend verd lorsque/At = max At; tend ver9.
0<i<M
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12.2. CONSISTANCE, STABILITE ET CONVERGENCE

Définition 12.2.2 Stabilite
La méthode (12.5) est stable s'il existe une constafitmdépendante deé\t, telle que pour toutes suites

(Un)n:O,...,Mv(Vn)nZO,...,M et (En)n:O,...,M vérifiant :

Up+1 = Uy + Aty G(uy, Aty),
Vnt+l = Vp + AtnG(Vm Atn) + €n,

on ait

max |u, — vu| < C ||ug — vo| + Z €n
0<n<M
n<M

Définition 12.2.3 Convergence
La méthode (12.5) est convergente si la conditibtitend vers 0 implique :

oA ly(t;) — y;| tend vers 0

ou y est solution de (12.4).

Mais, il est possible de lier consistance, stabiéit convergence gce au thoeme de Lax :
Théeoreme 12.2.1Si la methode (12.5) est stable et consistante, alors elle est convergente.
Enfin, deux corollaires permettent d’avoir des conditions de consistance et atahititexploitables :

Corollaire 12.2.1 Une condition &cessaire et suffisante pour que lathode (12.5) soit consistante est que
pour toutv dans(R3)" on ait :

G(v,0) = g(v).

Corollaire 12.2.2 Une condition suffisante pour que laéthode (12.5) soit stable est qu'il existe une
constantes telle que :
V(v,u) € (R3)", VAL,

|G(Va At) - G(U, At)| < /8"/_ Ll|,
on a alorsC' (comme éfinie dans la @finition (12.2.2)) donge par :C' = 7.

Pour raffiner la notion de convergence, on introduit celle d’ordre detthaode

Définition 12.2.4 Ordre de la nethode
La méthode (12.5) est d’ordrg (p > 0) s’il existe un el R ne cependant que dget de I'applicationG tel
que

M-1

D Iy(tin) — y(ti) = AtG(y(t:), Ati))| < R A,
=0
ou At = max At;,
0<i<M
pour touty solution de (12.4) tel que € (CP1[0, T])N.
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CHAPITRE 12. LE SCHEMA EN TEMPS

Cette notion d’ordre peldtre vue sous une forme plus exploitable

Théoréme 12.2.20n suppose qug estp fois continuement défentiable dang0, 7] x (R3)" et que les

. 0G oGP . L .
fonctionsG, DAL DA existent et sont continues dafi®?*)” x R*. Alors, une condition &cessaire et

suffisante pour que la@thode soit d’ordre s'écrit :
Vy € (R?)"

Ga(év, 0) = f(y),
95 _

'aGP—l
ONtr—1

= ().

12.2.2 Consistance, stabilé et convergence

On peut alors donner degsultats de consistance, stakilit convergence pour lagthode (12.3).
Théoreme 12.2.3La meéthode (12.3) est consistante.

Démonstration
On a par construction, pour toute (R3)"

Fh(.Yv 07 hert) = fh(.Ya hemt)?

ce qui permet de&buire que la rathode est consistantedge au corollaire (12.2.1).

Théeoreme 12.2.4La méthode (12.3) est stable.

Démonstration
soient(u, v) € (R3)", At > 0 alors

At
‘Fh(ua At; hezt) - Fh("v At, hemt)| S |fh(u7 hea:t) - fh("v hezt)‘ + T‘Dmfh(uv hezt)-fh(u7 hemt)

_Dmfh(V7 hemt) -fh(Va hemt) | .

Alors, en utilisant le fait que les applicatiofyset Dmfj,.f;, sont lipschitziennes on conclut qu'il existe une
constantes telle que

[Fn(u, At,hegt) — Fr(v, At hege)| < Blu—v|.

Théoreme 12.2.5La méthode (12.3) est convergente.

Démonstration
On a pecedemment monérque la méthode (12.3) est consistante et stablégthmes (12.2.3) et (12.2.4)),
ce qui permet d'appliguer le #doeme (12.2.1) afin de conclure sur la convergence decthaode.
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12.3. OPTIMISATION DU PAS DE TEMPS

Théeoreme 12.2.6La méthode (12.3) est d'ordre 2 en temps.

Démonstration
La convergence de la&hode permet deepondre aux premiers cites du tboeme (12.2.2). De plus on
a, pour touglementu de (R3)" :

Fh(ma 07 hext) = fh(m7 hezt)>

%(m, 07 hea:t) = f](ll)<ma hea:t)-
Ceseégalies sont directement dues au mode de construction deethaate. On peut donc conclure, en
utilisant le tleoeme (12.2.2), que la @thode (12.3) est d’'ordre 2 en temps.

O

12.3 Optimisation du pas de temps

12.3.1 Pourquoi optimiser le pas de temps

Une propréte clef du moéle n'est a priori pas conseére par la nrethode (12.3) : la &croissance de
I énergie discrte.
L’ énergie dis@&tea l'instanti; s’écrit sous la forme :

1
E; = —i(mi, hp(m;) + 2hept)p.-

La décroissance de cetémergie signifie que, pour touentre0 et M on aF;, < E;.
Une possibilie pour conserver cette prop# est de modifier le séima. Mais, ceci pourrait enfreer un
alourdissement de la@hode, la rendant ainsi inexploitable pour des maillages en espace de trop grande
taille. On choisit donc de modifier le pas de tendgpshaque #&ration afin de garantir laétroissance de
I’ énergie et, si possible, unéctoissance optimale.

12.3.2 Optimisation choisie

SoitR(pi(x)) = {y € R,pi(y) = sup p;(x)} etp; défini par
z€RT

o [(hp(m;) + Pege) A mgl]7

x[(fh(mza hext)u hh(fh(mi> hext)))h + (Dmfh-fh(mu hezt)a hh(mz) + heazt)h]
22 (Dmfpfr(mi, Degt ), b (Fr(miy hegt)))n

23 (Dmfp-fr(mi, Negr), Np(Dmfp - (mi, hegy))) -

Alors on cemontre le

pi(z)

+ 4+ + |
oI SIEE T

Théoreme 12.3.1 Optimisation du pas de temps
Pour le systme (12.1), soit I'algorithme

mip1 = m;+ At Fp(mg, Aty Negt),
my = m(0), (12.6)
Aty = maxR(pi(x)).
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CHAPITRE 12. LE SCHEMA EN TEMPS

Alors, la nethode assoék est consistante, stable et d’ordre 2. De plus, la norme locale de I'aimantation est
consereea I'ordre 2 et I'énergie @croit de fagon optimalé chaque pas de temps.
De plus, pour tout dansN*, on a :

At; = O(h?).

Démonstration
Convergence et stabititsontétablies dans la sectionguedente.
Le calcul de I[energiea l'instantt;;; donne
1 .
E’L’+1 = _i(mia hh(mi+1) + 2hea:t)h = _%(mia hh(mi+1) + Qhext)h - Agtz (fh(mi, hemt)a hh(miJrl) + 2hemt)h

2
AL

— 7z (Dmfh'fh(mia he:ct)’ hh(mi—i—l) + 2hext)h-

Alors, en dtveloppant on obtient
1 1
Eign—E= — Atz‘(i(mu hy (Fr(ms, Neat)))n) + i(fh(mia hext), N (m;))n 4+ (F(my, Negt ), Neat)n)
1 1
- At?(z(mi, Dmfp fr(my, Nege))n + Z(fh(miy heat), N (Fr (M4, Deat)) )i

1
+  —(Dmfp.fr(my, hege), hi(mi, heagt))n + (Dmfr-fr(mi, hegt), Neat)n)

4
- At?(i(fh(mi, ext), Dmfr-fr(mi, Next))n + %(Dmfh-fh(mh et ), Fr(my, Neat))n)
A Dt (i, Ber), P (D (i, N,
on en eduit que
Ei1 — B = —-At; <(fh(mi7 Neat), i (mg))n + %Ati((Dmfh-fh(mia A), Ny (m;) + Negt)n
+(Fa(m;), hp (Fr(m;)))n) + %At?(Dmfh-fh(mi’ A), i (fr(mq))n
—I—éAt?(Dmfh.fh(mi,A), hh(Dmfh.fh(mi,A))))h> .
En utilisant les proBts du produit mixte, oatablit que :

(fr(mi), hu(mi) +Negi)n = [ (h(m;) + hea) A my.
Par congéquent

Eif1 — By = —Atipi(At),

avec
pi(z) = a;+xb; + 22e; + 23d;, 12.7)
a; = of|(hy(m;) + heat) A mi 7,
1
b, = 5[(fh(mi7 heat), N (Fr(mi, Negt)))n + (Dmfr T (M4, heat), N (m;) + ege)n),
1
G = i(Dmfh-fh(mi; Neat), N (Fr (M, Negt)) ) s
1
d; = é(Dmfh-fh(mia hext), DR (Dmfnfr(mi, hegt)))n.
(12.8)
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12.3. OPTIMISATION DU PAS DE TEMPS

Alors, la condition de @croissance optimale deehergie est obtenue podk, 1 — E; < 0 et|F;11 — Ej
maximum, c’'est dire poum;(At;) > 0 et At; p;(At;) maximum.

Existence d'un pas de temps optimal :
Le polymdmep; est positif e = 0 (a; positif). De plus, le fait quel; soit regatif (ce qui écoule de la
négativié de I'ogerateur de champ magtique discret ) implique que;(z) tend vers moins I'infini quand
z tend vers plus l'infini. De la combinaison de ces deux pi&tps on @duit qu'il existe un intervalle non
vide [0, At*] sur lequel;(x) est strictement positif et tel qug(At*) soit nul.
Donc, le polydme (z .p;(z)) est positif strictement suyn, At*[ et s'annule er) et At*. On en conclut,
par continuié, qu’il existe un maximum local der .p;(x)) sur]0, At*[. Ce maximum est le pas de temps
optimal.

Estimation du pas de temps en fonction du pas d’espace :
Dans un premier temps, on estime les coefficient$;, ¢; etd; dans (12.7). Ensuite cette estimation per-
mettra d’estimer le pas de temps optigis
Comme il aété vu dans le chapitre peedent, les difrentes compaosantes de I'excitation mitipues totale
peuventtre estinges en fonction du pas d’espace. Ainsi, pour todans(R3)", on

han(W)[n = O(1),
ha,n(W)[n = O(1),
W2 {[he s (VI = O(1),

on en aduit que
Rl (v)|[n = O(1).

Puisque, (v, hezt) ethy(v) sont du néme ordre en h, il existe quatreaisa ;, bo.i, co,; €tdp,; d’ordre 0 en
h tels que tel que

4 6 8 10
h*a; =aq;, h>b; ="bo;, h° ci=co;, h" di = do;.

. . dz p; <
Tout maximum local de p;(z) surR*™* d’abscisser,, est tel que%(x)(xm) = 0. C'estadire :
T

d z pi(x) 1 2
dzx hS h®
Par le changement de variable= 5, I'équation (12.9) devient

c0,iT2, + 4id07ixil =0. (12.9)

b()ﬂ‘a,’m + 3 th

1
(:me) = ﬁaz"() + 2

aio + 2ybio + 3y*cio + 4y*d; o = 0.

Commeaq;, > 0 etd; o < 0, cetteéquation admet au moins une solution, de plus cette solution est d’ordre
0 enh (les coefficients du polydme dont elle est racingetant d’ordre 0 erk). En notanty,, la solution
correspondant au pas de temps optimal, on a

Tm = h? Ym-
On en conclut, par&finition du pas de temps optimal, que pour tbdansN* on a

At; = O(h?).
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CHAPITRE 12. LE SCHEMA EN TEMPS

73 T T

Schema semi-implicite —
Schema d'ordre 1 renormalise ----
Schema d'ordre 2 renormalise --

66 I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

FIG. 12.1 — Comparaison de lagthode avec deux autres sohas.

12.3.3 Avantages et dsavantages de ce séma

Ce scle@ma conserve laétroissance dednergie de facon optimale &gea I'optimisation du pas de
temps. Mais, la norme locale de I'aimantation n’est quaelle conser@e qua I'ordre 2 en/\t. Ce dernier
point pourrait faire pencher la balance duédtun sclema implicite conservant naturellement la norme de
I'aimantation, le prol#me de ce type de semaétant la lourdeur des calcudschaque #&ration.

Un bon candidat semblagtre un scema semi-implicite, c’est dire tel que I'on puisse I'expliciter facile-
ment,étudi par O. Vacus [50],

mipy —m; = — At Ay (my) 4 oM A (m A by (m;))),

my = m(0).

Comme on peut le remarquer, ce 8ofa conserve naturellement la norme de I'aimantation
— N — 2 2
(M1 + my).(mipy — my) =0 = [mia|” — [myl7,

ceci en tout point du maillage. De plus, il est possible de I'expliciter facilement en inversant amsyst
3 x 3 local.

Mais, il s'avere que ce s@ma se @te mala I'optimisation du pas de temps, ce qui édnpe d'acélerer
efficacement la convergence. Il neepente donc pas dans le cas &ale performances meilleures que le
sckema d'ordre un optimés (optimisation effecteie sur le r@me principe que pour le seima d’ordre 2)
(Fig. 12.1).

107



12.3. OPTIMISATION DU PAS DE TEMPS

108



Chapitre 13

Quelques exemples de calculs de
configuration d’equilibre

Le codeEMicroM [32] fonctionne sur stations de travail. Les testégamés ici ont trois objectifs :
montrer la capadi du codeh traiter des cas de calcul de taille importante, valider son comportement quali-
tatif et montrer un exemple de sa robustesse.

Dans un premier temps on montrera donc &suttats de simulation obtenus sur un maillage de grande taille
en des temps raisonnables. Ensuite, on comparera quantitativemerguiats nur@riquesa des esultats
d’'imagerie magatique. Enfin, on montrera un exemple de cycle d'ésstis conservant les bonnes pro-
prietes de syratrie malge la sensibilié du pfenonene.

13.1 Double vortex dans une barre

On piésente ici un calcul de configuratioréduilibre d’'un systme micromagétique. Le cas @sené
est celui d'une barre de fer de structure crystalline alpha (figure 13.1).

FiG. 13.1 — Domaine de calcul du cas test.

Les paramtres matriaux utili€s sont les suivants :
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13.2. LIGNE DE “CROSS-TIE”

M, | Aimantation (A/m)| 0,17.107
K | Anisotropie (J/m) | 0,42.10°
A | Echange (J/m) 10-H

L'anisotropie est suppé@g uniaxiale de direction constante par@h I'axe Y (physiquement, I'aniso-
tropie est cubique, mais on ne traite pas ce type de contribution dans le cadre de ce travail).
Le maillage est compésde 65532 mailles, soit 196608 degrde libei (32 mailles dans les directions X
et Y et 64 dans la direction Z).
La relaxation se faid partir d’'une configurationtol’aimantation est uniforme et paraléa I'anisotropie.

Pour ce calcul, chaqueéttation a Bcessié en moyenne 62 secondes de calcul. Ce temps prend en
compte tous les calculs effeési pendant uneétation et en particulier, celui du champ méatque total.
Dans le cas fsent, 1000 érations onéte effectiges (soit peu pés 17 heures de calcul). Ce calcul n'aurait
pu étre effecté avec le produit matrice-vecteur plein ne serait-ce que pour la limitation due au stockage.

FiG. 13.2 — Norme du champ magiique totak I'équilibre.

13.2 Ligne de “cross-Tie”

Onétudie dans cet exemple une plagque mince de permalloydidtat nurdrique attendu est une ligne
de “cross-tie”, c’est dire une succession de points selle et vortex. Les notations sonélesesmue dans
la section pecedente pour la simulation du double-vortex.

La plaqueétudiee est rectangulaire de longuaye8um, de largeur0, 64um et d’eépaisseud), 01um.
L'anisotropie est uniaxiale dans le sens de la longueur. Le maillageéutitimporte 128 mailles dans la
longueur, 64 dans la largeur et une dagépédisseur, soit 24576 dégrde liberé.

Les paramtres matriaux utili€s sont les suivants :
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cycle sur statlon de travall demandqe)eu pes quatre heures de c
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

M, | Aimantation (A/m)| 0,17.107
K | Anisotropie (J/m) | 0,1.10°
A | Echange (J/m) 10-H

L' état initial choisi est particulier (Fig. 13.3), il permet de faire apjteede ptenoneme recheraha
I'équilibre. La plaque est divée en deux partiesgales dans le sens de la longueur. Sur chaque partie,
I'aimantation est prise constante dans la direction de I'anisotropie et dans les senssoppaschaque

partie.
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13 R BN s
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La configuration obtenua I'équilibre (Fig. 13.5,13.6) est alors en bon accord qualitatif avec le type
d8.@shitalyetesdium(fijats.d)ahisodgspixinentale s&te obtenue par microscopiectronique ho-
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13.3. CYCLE D’HYSTERESIS

FiG. 13.4 — Image ex@rimentale.

FiGc. 13.5 — Configuratiom I'équilibre, zoom sur le “cross tie”, lignes de chammae
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

FiG. 13.6 — Configuratiom I'équilibre, isovaleurs de la norme du champ né&tgue.

1 T

cycle
0.8F o3 remanenc@ 7
¢} coerecitif

0.6 b

041 g

0.2 4

1 I I I I I I
-005 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

FIG. 13.7 — Cycle suivant I'axe d’anisotropie.
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13.3. CYCLE D’HYSTERESIS

Fic. 13.8 — Ligne de champ da a la fmanence sugieure.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

FIG. 13.9 — Ligne de champ du a la Emanence ir@rieure.
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13.3. CYCLE D’HYSTERESIS

FiGc. 13.10 — Ligne du champ coercitif gauche.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

FiG. 13.11 — Ligne du champ coercitif droit.
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13.3. CYCLE D’HYSTERESIS

1 T

——  cycle
0.8 % remanence
o coercitif

-1
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

FiG. 13.12 — Cycle suivant I'axe d’anisotropie.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

Fic. 13.13 — Ligne de champ de a la Emanence sugieure.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’EQUILIBRE

FiG. 13.15 — Ligne du champ coercitif gauche.
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13.3. CYCLE D’HYSTERESIS

FiG. 13.16 — Ligne du champ coercitif droit.
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Chapitre 14

Conclusion

Dans cette partie, on &dhonté 'existence de solutions faibles en temps et en espace pour un champ
magretique total compdsde la contribution egfrieure, de Bchange, de I'anisotropie et de la contribution
magretostatique (domaine des hypéduences). |l serait iatessant dtudier le prol®me des solutions
asymptoptiques en temps, ainsi que I'oéjacetudié G. Carbou et P. Fabrie pour leguations de Landau et
Lifchitz couplees avec legquations de Maxwell [12] mais aussitendre le &sultat de non-unidtétabli
par F. Alouges et A. Soyeur pour un Sste uniquement soumasl’@change [5].

D’autre part, la rdthode expd®e pour ésoudre le systme dynamique de Landau et Lifchitz est robuste et
donne desésultats satisfaisants. Elle permet, entre autres de construire des cyclesrédiyst detudier

I évolution dymamique de configurations d’aimantation sur des maillages de tail@sgie connaissance
n'avaient encore jamaise atteintes.
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Cinquieme partie

Susceptibilite hyperfrequence d’'un systme
micromagnetique
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Chapitre 15

Introduction

L'un des probémes du micromagatisme eside dans la difficlét de visualiser le comportement volu-
migue de I'aimantation et ainsi relier desgrtonenes physiques aux simulations renquesa trois dimen-
sions. Il est alors indispensable de trouver un outil permettarésiridre ce probme.

La susceptibilié magtetique, dont les principes physiques sont esafans la partie Il, offre une solution.
En effet, elle est mesurable eéémentalement et, dans cette partie @idtiera sous I'angle nuenique.

Dans un premier temps on exposera le passage densgstontinua celui, lirtari€, de la susceptibilit En-
suite, on proposera unésolution nurdriquement peu ddeuse et suffisamment rapide pour pouvoir traiter
des cas de calcul de grande taille.

On étudiera la forme du sy&ea inverser et on mettra évidence quelgues unes de ces pi&ps, entre
autres, le comportement du nombre de conditionnement en fonction dgjleefrce de calcul ou du pas de
maillage en espace. Ensuite, oegentera la gthode d’'inversion choisie ainsi que quelques unes des rai-
sons ayant mot& ce choix, on montrera alors la convergence deéthide sur le sy8te peconditionté.
Enfin, on pésentera les di#rente€tapes menaiit la construction d’un @conditionneur efficace.

Dans un second temps, on exposera cert&sigltats obtenus gce au cod&MicroM [33], programme uti-
lisant la methode de&solution pesenée dans la partie peedente et les produits matrices-vecteurs Toeplitz
multi-niveaux appligés aux calculs de magtostatique.
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Chapitre 16

Réesolution numerique du probleme de
susceptibilite

16.1 Definitions

On s’interesse dans cette paréida susceptibilé d’'un systme micromag@tique. On rappelle d'abord
leséquations quiégissent de tels syshes (2 C R3) :

aairp = f(m7 he:pt)a
{ f(m,heze) = —m A (h(M) + hege) —am A (M A (h(M) + hegt)), (16.1)
m(z,0) =mg,; me S*(Q),Vz € Q

ou

Qr =10,7] x Q,

m e §(Qr),

h e £(S(Qr); (L*(Q1))?),
heat € (L™(Q1))°.

Dans le cas fsent on dfinirah comme suit :

h(m) = AAm + K(m.u).u + grad ¢(m),

ou A repiésente la constante@thange K la constante d’anisotropie introduite dans la partie Lbéd
potentiel vecteur pour le praline de la maggtostatique introduit dans la partie Ill. Bt 8on pose

S(Qr) = {m e H(Q)|I| Im| —1]lo,0 = 0}
On dcéfinit unétat déquilibre par

Définition 16.1.1 nm}, € S (Q2) est urétat déquilibre pour (16.1) assoed h,.; € (L>(Q2))3 fixé (champ
exérieur fixe) si et seulement I;@mhm, hext) = 0 p.p. dan¥.

Alors, a partir d’'unétat déquilibre on peut dfinir la susceptibilié (voir (11.2) pour une approche phy-
sigue du prol#me de susceptibi@) :
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16.2. LE SYSTEME DISCRET POUR LA SUSCEPTIBILITE

Définition 16.1.2 Soitmy, € $*(Q) un état dequilibre assod a h.,; € (L>(Q2))* fixe. On appelle
susceptibilie du systme la matricex(h.,:) € M3(C) obtenue par perturbation de cétat dequilibre et
définie par
1 2

(X(hext))l,k — _ﬁ ()‘kv ml)(LQ(QT))S ) V(lv k) S {17 27 3} )
avec), = ¢ €™ oli ¢}, est constant suf)r. Le triplet (Cx )req1,2,3) forme une base othogonale Be.
De plusm;, est une solution de (16.1) pour le champésidur h.,; + A\ et la donree initialem, (cf partie
(IV.2) pour I'existence de telles solutions).

On s'interesse dans la suite essentiellendedes eéponses de type harmonique. Ainsi, il est possible de
recefinir le probEme de susceptibietcomme la&solution de trois sysimes liraires. En supposant que les
perturbations(| sont petites devant un, alors, l&ponsegémy),c 12,3 sont de la forme

omy = 5Mk e t,

avec(6M;,) € (H'(€2))* pour tout k dang1, 2, 3}.
De plus,0M = 0My, + o((x) pour tout k dang 1,2, 3} ol 6M, est solution du syeime liréaire

(iwld =Dy p_, oh =D, J(6My) =Dyp (), Vk €{1,2,3}, (16.2)
ou
Dih,,, (W) =-mp_, AW—amp _ A(mMp  AW),
Dyh,,, (W) = (h(Mmp_ ) +heze) AW —amp A (WA (h(Mp_ ) + Near)).

16.2 Le syséme discret pour la susceptibilié

16.2.1 Forme du systme

On consi@ére la discetisation du sysme lireaire obtenu @eedemment pour une perturbation harmo-
nigue autour de la position @juilibre sous champ extieur nul. Le maillage comport®¥ mailles, le pas de
disciétisation spatiale et
On reprend les notations introduites dans la partie lIl. Le veatei@signe un vecteur de®" et pour tout
entre 1 etV, le vecteun; deR? est forne par les composantes d'indigi—1)4-1,3(i—1)+2, 3(i—1)+3).
Enfin, le produit scalaire entre deux vecteurst w deR3" est

LN
(v, Whh =3 D (vi,w).
i=1
Soit hy, la partie lireaire de I'ograteur de champ magtique discetise. Pour les applications @ss, le
champ exrieur est pris nul. Alors, enégignant pald sy l'identité surR3%, le syseéme (16.2) €crit :
(iwldsy — Dy phy — Do p)x = Dy gy (16.3)

ou D, 4, etDy, sont les disdtisations de B et D, . Donc pour tout: dansR3" et pour toutj compris
entrel etV .

(Dy,n(u); = —(mo); A (uj) — a(mo); A ((mo); A (uj)),
(D2,n(u))j = (ho)j A (u;) + a(mo); A ((ho); A (uj)),
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CHAPITRE 16. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DE SUSCEPTIBILITE

ou hy = hy, my. Ainsi, par cfinition de I'equilibre, pour touy compris entrel et NV il existe un éel g;
négatif ou nul tel que :

(ho)j = Bj(mp);.
Alors, enécrivant cettégali€ sous forme matricielle on obtient
hy = Bmg
ou I'on pose
B =Id; @ diag((8;)i=1...N)-
Cette notation permet écrire le sysme (16.3) sous la forme :
(iwldsy — Dy p(hy — B))x = D1 py (16.4)

Dans la suite, on noté\;);—1,.. s~ les valeurs absolues des valeurs propreb;de B rangees par ordre
décroissant et

Mw = iwldgN — Dl,h(hh — B)

16.2.2 Proprietes du syséme discret
Inversibilit &€ du syseéme et espace contenant la solution

On c&finit
[mo] -1 = {w e R¥|vi € {1,..., N}, w;.(mg); = 0},
I'espace des configurations localement orthogonates et POL’Z"C la projection sur cet espace.

Théoreme 16.2.1Le syséme (16.4) est inversible.

Démonstration
Le principe de la @monstration est de montrer que les valeurs propres imaginaires pubgs, e, — B)
sont toujours nulles.
Il est possible dcrireD; j, sous la forme

D17h = —(mo/\) + apé_,loc‘
La premere partieD; ,, est une rotation locale envoyant les valeurs propreg$igle B) (réels regatifs) dans
le plan complexe autour de I'axe desets, les valeurs propres ainsi transféasétant de partiegelle non
nulle ou de module nul. Alors, la partﬁ%’“’c étant une projection, on ereéduit que les valeurs propres de
D1 »(h, —B) sont nulles ou de parti@elle non nulle et par cogguent, les valeurs propres e, sont non
nulles pout toutv non nul.
On en a@duit donc que la matridd , est inversible pour tout non nul.

O

Il est maintenant possible de parler d’inversion du &gt et de @terminer I'espace dans lequel se trouve
la solution.
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16.2. LE SYSTEME DISCRET POUR LA SUSCEPTIBILITE

Théoréme 16.2.2Pour touty dansR3", la solution du sygime (16.4) appartieri I'espace{m]-°c,

Démonstration
Soit x une solution de (16.4) poyrdonrg, alors pout entrel et N on a

((iwld3zn — Dy p(hy —B))x)i.(mg); = (Dy1,pY)i-(mo)s,

mais, par construction, 'image @ ; est dangmg)-¢, par congquent

((zwld 3N — Dl,h(hh — B))X)Z(m())Z = 0.

Par construction dB; ;, etDy

((iwld 3N — Dl,h(hh — B))X)z(m())l = iw(xi-<m0)i)7

on en conclut que pour touentre0 et N (x;.(mg);) = 0, doncx appartienti [mg) ¢,

Nombre de conditionnement

Il est possible de donner une borne srieure au nombre de conditionnement ddvig) de la matrice
M., rapport des racines de la plus grande et de la plus petite valeur profve,JeM ,,)* [35], et détudier
le comportement de ce majorant en fonction deégfience et du pas du maillage.
Pour ceh, on commence par remarquer que la plus grande valeur propre, en valeur absolue, de la matrice
h, — B est majoee par une expression fonction du pas du maillage

Théoreme 16.2.3La plus grande valeur propre; (k) de la matriceh;, — B est majoee de la marire
suivante

M) < (14 5) (1 + 1+ K),

ou A est la constante &change ef{ la constante d’anisotropie. Ceci edi d la forme particulere deB.

Démonstration
Ona

[Ihn. = Bl < [lha[l + 1IBII;

mais par @finition deB, pour tout vecteug deR3"

N
Bxx) =S BlxPl< sup (18Dl
= j=1,...,N
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CHAPITRE 16. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DE SUSCEPTIBILITE

eth,mg = Bmg, donc

1 N
|(Bmo, mo)| = -] > Bl
j=1

|(h,mg, mo)|

A
(73 + 1+ K)l[mol
1 A

IN

1

en utilisant le fait queV estégala ;5,

on conclut que

1, A
1B < ﬁ(ﬁ +1+ K).
Alors, on peut é@montrer le

Théeoreme 16.2.4Pour toutw et h réels strictement positifs, on a

condM,,) < \/W2+(1+a2)(1+hl3)(}?2+1+K)

w2

On rappelle le thoeme de Courant-Fisher, dont on pourra trouver@mdnstration dans [35]. Il sera utile
pour la cemonstration du #o®eme pecdent.

Théeoreme 16.2.5 (Courant-Fisher)Soit A une matrice hermitienne d’ordre, alors la plus grande et la
plus petite valeur propre; et \, sont telles que

. (Ax,x)
n = min
xeRn—{0} ||x]|

A = max (Ax, x)
xeRn—{0} ||x]|

I,

I,

Démonstration
1- Estimation de la plus grande valeur propre(e,)(M,,)* :
pour toutv dansR3*N on a

(MuMZv,v), = (iwv—Dyp(hy —B)v,iwv — Dy p(hy —B)v)y,
= ?|Iv[]* = iw(v,Dyp(hy — B)V)i + iw(Dyp(hy — B)v, V)i +
(D1n(hy, —B)v,Dyp(hy, —B)v)a
= W|Iv|[> + (D7 ,Dya(hi — B)v, (hy, — B)v)y,
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16.2. LE SYSTEME DISCRET POUR LA SUSCEPTIBILITE

mais, en ésignant pafmg/\) 'opérateur de produit vectoriel local et p%j"l"c la projection sufmg)-to
on obtient gacea la formule du double produit vectoriel

D1 = (—(mA) — a(myA)?)
= (=(moA) + aPy"),

ainsi, on a

Dith,h = ((mo/\) + apé,lOC)(_<m0/\) + apé,loc)

Cette relation permet éctrire

Po-'°(hy, — B)v, Py (hy, — B)v)

IDia(hn =BV = (1+a?)(
< (1+a?)((hy —B)v, (hy, —B)V)
< (1+a?)|hy — B ||v]]?
< ()14 ) (g 1+ K) V2

On déduit que

. 1 A
((MuMZv, V)| < (@ + (1+a®)(1+ 73 G 1+ K))llv 1%,
alors, en appliquant le #oeme (16.2.5h la matrice hermitiennkl ,M} on majore la plus grande valeur
singuliere deM,,.
2- Estimation de la plus petite valeur propreMgM?, :
en reprenant le Bme point de dpart que prcedemment on a
MMV, Vi = @?|[v]]2 +[IDya(hy, — B)VI[?

w2V

v

ce qui minore la plus petite valeur propreldg,M,.
3- Conclusion :
onaalors:

24 (14+a?)(1+ H)(A+1+K
conde)g\/w + (1 4+ a?)( +2h5)(h2+ + K)
w

g

Alors, grace au teoeme (16.2.4), on peut estimer le comportement duesystvisa vis de l'inversion en
fonction des paragtresh etw.
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Evolution du nombre de conditionnement en fonction de la fequence

A pas de maillage fi&, on remarque que

lim condM,,) = 1.

W—00

En effet, intuitivement, augmenter l&fjuence revierdt donner un poids ppondranta la partie “identi¢”
du syseme. Ceci laisse psager que l'inversion du sgshe, pour des &guences suffisammeatevees,
s'effectuera facilement. Mais attention, cet argument n’est valable que pourédggifiices suffisamment
grandes devant I'inverse du camlu pas maillage.

Evolution du nombre de conditionnement en fonction du pas du maillage

A fréquence fike, quand le pas du maillage tend ve¥soz on remarque que

}llir% condM,,) = +oo.

Cette explosion du majorant du nombre de conditionnement signifie que I'on perd todlesntrla conver-
gence des kthodes iratives pour I'inversion du sy&stne. D’al la necessi de mettre en place une ségie
de péconditionnement assurant un nombre de conditionnement lojoiique soit le pas du maillage.
On remarquer&galement que pour une constantealfiangeA tres faible, cette explosion est retae] ce
qui laisse supposer que la partie la plus difficileraiter est celle deéchange intervenant dahg.

16.3 Choix de I'algorithme d’inversion du syséme

16.3.1 Motivations du choix de la néthode d’inversion

Il faut maintenant choisir une @thode de&solution d’'un systme non syratrique. En raison de la taille
des probdmesa traiter il faudra utiliser une athode iérative. Pour inverser un sgshe non syratrique,
trois méthode iératives significatives seedagent :

— le gradient conjugainormal (GCN),

— la methode GMRES (generalised minimal residual),

— la méthode CGS (conjugate gradient squaredél@oration de la rdthode du bi-gradient conjugu

stabili€).

Comme I'ont monte N.M. Nachtigal, S.C. Reddy et L.N Trefethen [39] dans @hele sur les gthodes
itératives pour I'inversion des matrices non &friques, aucune de ces troigtinodes ne peiétre consiéréee
comme la plus efficace. Alors que la convergence dethades GMRES et CGSfdend de laépartition

des valeurs propres de la matrice du éyst, la convergence de leéthode GCN épend de laépartition

des valeurs singuéres. Letude effect@e sur le sysime porte essentiellement sur le nombre de condition-
nement,étroitement g aux valeurs singuwres de la matrice du sgshea résoudre. On s’est attaeta
aneliorer la forme du spectre des valeurs singrds agissant ainsi sur un des pagtmmauquel la thode
GCN est sensible. Cette approche a donc naturellemeri [gochoix de la rathode ierative de esolution

du syséme sur le GCN.
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16.3.2 Lalgorithme du gradient conjugué normal

La matriceM,, est non syratrique. Apes quelques tests n@mques le choix s’est pdrtsur la néthode
du gradient conjugainormal. En effet, cette @hode ne écessite pas de stocker des directions de descente,
ce qui s’aererait trop c@teux (contrairemerd une néthode comme GMRES), de plus elle semétiee
bien adape au prol#mea priori (quelques tests permettent de voir une insuffisance de GMRES complet
ou partiel ainsi que de la@hode BI-CG stable sur un certain nombre de cas pour lesque&it@de GCN
fonctionne mieux).
L'algorithme du gradient conjugunormal est le suivant

Algorithme 16.3.1 SoitA une matrice caree complexe d'ordre, etb etx des vecteurs d€”, on cherche
arésoudre le sysme

On pose :

M, : la matrice caree complexe d’ordre de peconditionnemerd gauche,
M : la matrice caree complexe d’ordre de pteconditionnemerd droite,
kmaz . 1€ NOMbre maximum d&rations autorig,

xo . le vecteur deC™ utilisé pour l'initialisation de la néthode,

ey - la précision recherche pour le ésultat.

Initialisation
A,=M,AMy;

ro = Mgb—ApiL‘o;
betag = 0;

po=0;

k=1,

€ =2y,

Tantque £ > ¢y)
Pn = A k-1 + Br—1Pk—1;
ar, = [|Ar—1 ][/ [|Appx[?;
Tk = Tk—1 T QD ;
Tk = Tg—1 — OApPk ;
Bk = |1Aprel [/ 1Apre—1|
Fin de tant que
Le résultat recherch est alors la derriire valeur calclde dexy,.

2.

Remarque 16.3.1Contrairement la méthode GMRES, le GCN nécessite pas le stockage des directions
de descente, ce qui est essentiel pour le gnaolga résoudre en raison de la dimension des &ysisa
traiter.

16.3.3 FRepartition des valeurs singuleres sur un exemple et application du GCN

Dans la suite, on prendra un exemple type afin d'illustrer legudiffts esultats expdss. Cet exemple est
choisi avec peu de mailles pour faciliter la visualisation et le calcul des spectrellatiab . Il s’agit d’un
cube @&couge en 64 mailles (4 par 4 par 4 mailles). Les constantes darimaatet la taille de Bchantillon
sont les suivantes :
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Decomposition en valeur singulieres
250 T T T T T T T

—_— frequence la plus haute|
- - - frequence la plus basse

1 1 T I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FiG. 16.1 — Cecomposition en valeurs singéites.

Aimantation a saturation (A/m) | 10°
Echange(J/m) 10-H
Anisotropie (J/n?) 10%
Coefficient de dissipationa 0,5
Largeur du cube (m) 107°

Sur ce moédle, pour une fquence maximum d&'? Hz et minimum del0® Hz, la decomposition en va-
leurs singuléres deM ,, est donge par la figure (16.1).

Dans ce cas, on ne remarque pas decifice notable entre la plus haute et la plus bagsgiénce. En
effet, malgé I'étendue de la plage deéfjuence, on se trouve encore dans une zone gae/ear les valeurs
singulieres des contributions maggiques.

Ainsi, dans le caétudi, la plus haute &quence est plus proche d’'ugsonance que la plus basse, la conver-
gence est alors meilleure pour la basgeg|frence (Fig. 16.2). Pour cet exemple on prendr&syatiquement
ef=1075.

Sans peconditionnement, le sy&he converge en 56eitations pour la plus petiteéiquence contre 48

pour la plus haute &guence. Le nombre de conditionnement pour la matrice remopditioniee est ici de
I'ordre de 7517.

16.4 Strategie de péconditionnement

16.4.1 Les objectifs

On se fixe trois objectifs principaux pouefihir la straégie de peconditionnement :
— profiter des propéites connues de la solution du sste,
— diminuer la @&pendance de la convergence de &hode visa vis du pas du maillage,
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1 0_ L L L
0 10 20 30 40 50 60
Iteration

FiG. 16.2 — Convergence du gcn noreponditionré.

— obtenir un peconditionneur ne @ériorant pas les performances en temps calcul et encombrement
mémoire de la rathode.

Le premier objectif est atteint §ce au esultat du teoeme (16.2.2). En effet, gcea une projection sur
'espace contenant les solutions, on peut sensiblemeégti@er la convergence de laathode. D’autre

part, il s'avere que la convergence de l&thode non @conditionee n’est plus assée quand le pas du
maillage diminue. Pour y readier on construit un @conditionneur apportant une solutioedrsatisfai-

sante au prokime. Mais, I'utilisation directe de ce gmonditionneuétant tés cditeuse, on utilisera un
préconditionneur approéhpermettant d’atteindre les trois objectifs.

16.4.2 La projection

La forme particulere du systme (16.4) permet dettimiter un espace dans lequel se trouvent les solu-
tions (teoeme (16.2.2)).
Ainsi, en utilisant comme @conditionneur droite la projection sur I'espace des solutionsgtimine un
certain nombre d’#rations de la ®thode de@&solution pour lesquelles les directions de descente se trou-
vaient dans un sous espace ne contenant pas les solutions. Sur I'exemple d'illustration, on passg(le 56
itérations pour la plus petitefquence et 48 27 pour la plus haute (Fig. 16.3).

La decomposition en valeurs singéites de la matrice pcondition@e par la projection ne change que
les plus petites valeurs, rdiigs du spectre (Fig. 16.4). Par la suite,daalution reviendra résoudre le
probkme dans I'espadeng]-'°c.

Dans le cas de la projection, le nombre de conditionnement est de I'ordre de 121 (contre 7517 pour le
syséme non pecondition ).
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Convergence du GCN projete.
T T T

——  plus basse frequen
- - - plus haute frequeng

X

10 I I I
0 10 20 30 40 50 60
Iteration
FIG. 16.3 — Convergence du gcn avec projection.
Decomposition en valeurs singulieres, systeme projete.
120 T T T T T T
100 - B

80 i

60 4

nombre de valeurs dans la classe

20 i

I I L |- I lx‘_‘_I_'i_H_L

0 L
0.0625 0.1250 0.2500 0.5000 1 2 4 8 16 32
valeurs singulieres

FIG. 16.4 — Cecompostion en valeurs singales de la matrice profes.
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16.4.3 Peconditionnement “exact”

Le but de ce gconditionneur est de s’affranchir de kygbndance de la convergence de &hnode visa
vis du pas du maillage. L'iee est de consater 'operateuD, ;, comme “transparent” via vis du probéme
de valeurs propres. On choisit de construire une matrice@wmpditionnemera gauche de la forme

Mg = (Mw)a

ouM,, = iwldsy — (h, —B). Mais, comme on I'a vu fic@demment, la projection sur I'espace des solutions
estimportante. On travaillera donc éaavant dans I'espa¢eg)-'oc. Pour faciliter [ecriture, on ésignera

les ogerateurs de la Bme fagon que dans I'espace complet.

Le syseéme pécondition®@ est alors de la forme

~—1 ~—1
M, Myx=M, Dypy.

Pourétudier le nombre de conditionnement, il faut estimer la plus grande et la plus petite valeur propre de
la matrice

On peutétablir le

Théoreme 16.4.1Pour toutw et h réels strictement positifs on a

condM_'M,) < 1+\/(4+042)(1+h13)2(,f§+1+l()2 [2 \/(4+a2)(1+}#)2({;+1+m2

w2+ (L+ 5%)%(F + 1+ K)? w2+ (1+ 5%)%(5 + 1+ K)?

Démonstration
Dans I'espacémg]+'° on peut considrer queD; j, = —(MpA) + aldyn. Par congquent on peuécrire

MO'My = M (iwlday — (MoA)(hy — B) + a(B — hy)

w

= lday + M;lNha
ouN;, = —(mo/\)(hh — B) + (1 - oz)(hh — B) = N(hh - B)
En appliquant cettégali& on obtient pour tout dans[mg]+-*
(M, Muv, MG My) = (MSE MG INMS Yy, (MG 4+ MG INM Sy
= ((Idax +M_ 'Np)v, (1day + M_'Np)V)
= [IvI[? + 2Rel(v, M 'Npv)] + M, Ny v |2

1- Estimation de la plus grande valeur singulére deMQ_)le
Estimons la norme dl@I;lNh. Pour ceh onécrit

M_ N, = (iwldoy — (hy, —B))"'N(h; —B)
= (iwldoy — (hy — B))"Y(hy — B)(h, — B)"'N(h, — B)
= (iw(hy, —B)~t —Idoy) " Y(hy, — B)"IN(h, — B).
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On remarque alors que

1((hy, —B)"'N(hy, —B))?|| < [IN[]?
4+ a2,

ce qui permet ccrire que||(h;, — B)"!N(h, — B)|| < V4 + o2.
De plus, pour tout;, vecteur propre déh;, — B) assoc a la valeur propre\; on a

(iw(hh — B)_l — |d2N)Vj = i;Vj - vj.
J

donc
(iu)(hh - B)_l _ IdQN)_*( iw (hh _ B)—l _ IdQN)_le
)‘J
w W
- (_73 -1)" ()\7] -t
2
w
- ()\2 + 1)
Alors,
(it — B —tday) | = s (% 1) < [ Ul L EO"
ww - - = max
h 2N i=1,...2N )\2 - w2+(1+%)2(h2 +1+K)?

2- Estimation de la plus petite valeur singulere deMJle
Remarquons que

MJ' = (wlday — (hy — B))~!

(’iwldgN — (hh — B))_l(—’iwldQN — (hh — B))_l(—iuﬂdgN — (hh — B))
= —iw(W’ + (hy —B)*)™" — (" + (hy — B)*) "' (h;, — B),

dou
(M5 Mux, Mo Mux) =[x + [|(@? + (hy — B)?) " (hy, — B)x?
—2(x, (W* + (hy — B)?) " (h, — B)x)
> [[x]]%

3- Conclusion
Ce qui permet de conclure que dans I'espaeg-*

Y L,loc (4+a2)(1+ 3) (h2 +1+K)2 (4+012)(1+ 3) (h2+1+K)2
condM,, MP; ><J1+\/ (1+h3) (h2+1+K)2 [2+\/w2 +(1+ )(h2+1+K)2

g
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Evaluation du nombre de conditionnement en fonction de la fequence

A pas de maillage fi& on remarque que

lim condM_'M,) = 1.

wW—00

Comme dans le cas nongmondition&, pour une taille de maillage &, la convergence est d'autant
meilleure que I'on augmente laéquence. Bien{s, ce raisonnement n’est toujours valable que pour des
frequences suffisamment grandes devant I'inverse dé darpas du maillage.

Evaluation du nombre de conditionnement en fonction du pas du maillage

A fréquence fike, on remarque que

lim condM_ 'My,) < 1+ v/4 + 2.

h—0

Mais, la fonction qui au pas du maillage associe le nombre de conditionneme@tessdante, par coaguent,
grace au peconditionnement, on cordlie la convergence quel que soit le pas du maillage.

16.4.4 Peconditionnement par la partieéchange uniqguement

Ainsi qu'il a ét remargé au é&but de ce chapitre, la partie la pluénalisante dans le nombre de
conditionnement provient de I'@ateur assoeia I'échange. Par coaguent, I'icke cevelopee ici est de
n’utiliser comme matrice de pconditionnement que l'inverse de la matrice

Mg,A = (iw'dgN - (A Ah)_l — B)

En effet, le Laplacien est une matrice bande qui &'ava relativement simpl& inverser. Cette approxi-
mation sera d'autant meilleure que les normes désaipurs d’'anisotropie et de la mé&gosatique seront
faibles devant la norme dé 2\, c’esta dire devan%.

On remarque, sur I'exemple d'illustration, que lacdmposition en valeurs singéites de la matrice
précondition@e ainsi donne de bongsultats (Fig. 16.5).

La convergence par la&hode GCN est alors excellente (16.6). Le agw converge en 7étations
pour la plus basse et 9 pour la plus hauégyfrence.

Le nombre de grconditionnement pour la matricegmonditiontée est ici de I'ordre de, 8.

16.4.5 Peconditionnement circulant

Malgré tout, le calcul dévi .0 feste clteux notamment en stockage. Une solutioce probdme est
d’approcheM , A par une matrice circulante &isient inversible [48].
Le principe de construction dug@eonditionneur pour la matrice caaM ,  est de @terminer la matrice’
de I'espace des matrices circulantes minimigaviy, A — Cl||s (norme des matrices au sens de Schur aussi
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—_
S}
=]

—
S
(=}
T
L

oo
=}
T
L

A
(]
T
L
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0.8625 025 05 1 2 4 8 16 32
valeurs singulieres

Fic. 16.5 — Decomposition en valeurs singaites de la matrice projeg et peconditioniee par I'ogerateur
d’échange.

1 . I I I I I
0 0 10 20 30 40 50 60

Iteration

FiG. 16.6 — Convergence du gcrasonditioni@ avec projection.
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appeée norme de Frobenius). Cegpponditionneur est dit optimal.

Une fois que la matrice circulante est expkat I'inversion s’effectue dans I'espace de Fourier (une matrice
circulante est diagonale dans I'espace de Fourier). Le nombréditpns &cessaire pour pconditionner

est alors enV log(NN). De plus, le stockage de la matrice circulante&suit au stockage de sa préme
colonne.

On pose :
1,, le vecteur de dimension n dont tous les coefficients 8gatixa un,
diag(v, 7) la matrice dont la seule diagonale non nulle est ilgepar; et formée parv.
L'indice 7 = 0 corresponda la diagonale principale, les indices positsinent les diagonales frgures
et les indices @gatifs les diagonales i@fieures.
R~ = diag(1,_;,1) + diag(1;,i — n).
SoitA une matrice cage d’ordren on pose T(A) = > | Ay ;.
Alors le calcul de la matrice circulante degponditionnement est effe@wiace au :

Théoreme 16.4.2La matrice circulante de gconditionnement optimal€,; de la matriceM carrée
d’ordre n est donge par la formule

n—1
1 -
Cyu=— Y MR R,
i=0

L'extension aux matrices multi-niveaux, non expesici, s’effectue avec le formalisme utdigdans le
deuxieme chapitre de la partie deux maiétaimplemenée dans les cod&MicroM et SMicroM .
Ensuite, la @solution du sysime G = y s'effectue par l'interrédiaire de transformations de Fourier [36].
Dans les codes de calcul, les transformations de Fourier multi-dimensionnelles rapides semeinggisa
partir de transformations mono-dimensionnellgsg# de biblioteques. Le choix des bibliotigues épendant
du type de machine sur laquelle seront efféetiles simulations.
Sur I'exemple d'illustration, on remarque que lacdmposition en valeurs singaites de la matrice est
encore convenable (Fig. 16.7).

Le nombre de grconditionnement pour la matricegmonditioniee est ici de I'ordre de9.
Le syséme baé sur la plus petite &Equence converge en 36iiations, celui bassur la plus grandeéguence
converge en 26érations (Fig. 16.8). Cegsultatsa priori ne sont pas satisfaisants mais la forme de la courbe
de convergence est importante. On peut remarquer que dans leesastda convergence aux prémas
itérations est rapide, ce qui permettra d'atteindre rapidement I'erreur reékguohir les cas de calcul que
I'on traitera par la suite. En effet, le calcul de la susceptébifie recessite pas une grandeegision pour
la résolution des sy8mes (une erreur de)—2 suffit en geréral). Effectivement, il ne faut pas perdre de
vue que cesésultats seront compasa des esultats ex@rimentaux sur lesquels une erreur relativement
importante est commise pouvaitre duea la forme non parfaite dedthantillon ou encora la pécision
des appareils de mesure.
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FiG. 16.7 — Cecomposition en valeurs singétes de la matrice pcondition@e gace au peconditionneur
circulant.
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FiG. 16.8 — Convergence du gcnggonditioni@ circulant avec projection.
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Chapitre 17

Quelgues exemples de calcul de
susceptibilite

17.1 Notations

champ de vecteur uniforme suivant
champ de vecteur uniforme suivant
champ de vecteur uniforme suivant
densié d’aimantation.
coefficient d’anisotropie.
coefficient de dissipation dégjuation de Landau et Lifchitz
1,76.107 : facteur de precession (CGS).
; facteur repesentant 'importance des effetsrdagietisants
pour un domaine en bandes
frequence.
parangtre dechange.
Q: facteur de qualé.

222 xEe00

I3
I\

R

17.2 Les grandeurs calcides

Les grandeurs calceks sont les coefficients de la matrice de suscepéhiliComme il aété vu dans
les chapitres f@eedents, cette matrice de susceptibi(ibu encore polarisabié} est @finie comme suit :
Soit une configuration &quilibrem,, pour le systme forne par lequations de Landau et Lifchitz coégl
avec leséquations de la ma@tostatique, on posg@ my,d my, 6 M3) les excitations dues aux champs
(6heyr, dhey, dhes) (6h est suppos petit devant un). Alors la matrice de susceptibiést :

Xi,j = ((; m;, 5hej)(L2(R3))3.

A partir de cette matrice il est possible de remonterégponses suivant défentes directions de I'espaae
partir de ses coefficients.

17.3 Les formules tleoriques approclees

Il existe dans la ligrature quelques formules analytiques donnant le tenseur de suscéepihils des
hypotheses fortes degpiodicite, d'infinité du milieu etc. On s'iriiressera ici en particuliérdeux formules
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developees par F. Boust [9] dans le cas de @natux durs et N. Vukadinovic [53] dans le cas d'une plaque
inifinie ayant une aimantation strucé& en bandes.

17.3.1 Formule pour des magriaux durs

Le tenseur de susceptibditest calcd sous la forme :

Xp —ixg 0
p=1ixt x; 0
o 0 1

La formule est donge en uniés CGS. Le passage des @siCGS aux uniés Sl est le suivant ;
M, = MEYS =103 M5T,
SI
H, = H{9® =10 205
On posev = 27y,

B 4 mMsyw
X = V2H2(1+ a?) — w? — 2iwaHy'
5 ATMA(Ho(l+0?) —1xw?)
Xu = V2H2(1+ a?) — w? — 2iwaH,y

17.3.2 Formule pour une structure en bandes

Cette formule esttablie pour un domaine en bandes infinies suivant la diregtiba passage en ut
de calcula partir des unés Sl est le suivant :
My = MEES =1073 M5,
H, = HCGS = 10* 2 KST

MST

On pose :
1 .
n=I1=—=
21
_27TMS\.[
r==g",
Q_ ]\?:zz .
T 4wMs?
P=1%0
w:27r1/.
YHq !

alors, la susceptibii pour des excitation en moyenne autour de la diregton y) est donge par la for-
mule :

v r 14+2(r—p) +iaw 9 (1—-p+iaw) 9
X = —4r— ‘ , . n
27 \ (1 —p+iaw)(1 4+ 2(r — p) + iaw) — w? (1—p+iaw)? —w?

17.4 Configurations quasi-uniformes

Pour des ma&friaux tes dursa anisotropie uniforme, la configurationédjuilibre a tendanca étre
egalement uniforme suivant I'axe d’anisotropie. Certaines zones sont soumises aux effets de bords, en par-
ticulier les coins de Bchantillon.

17.4.1 Cubea anisotropie uniaxiale

Parametres magériaux Le domaine est un cuke anisotropie uniaxiale dans le directian Les pa-
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FiG. 17.1 — Domaine magatique.

Composant d'absortion suivant xx
T T

T
— —-  F.Boust
_— Numerique

FiG. 17.2 — Absortion suivantx.

rametres du magriaux sont (en Sl) :

M, | Aimantation (A/m) 0,27.10°
K | Anisotropie (J/m) 0,401.10°
A | Echange (J/m) 0,82.10~ 19
@ | Facteur de quakt 8,746
« | Coefficient de dissipation 0,5
v, | Fréquence de&isonance de 'anisotropie seule (Hz$, 3204.101°

Maillage
Maillage egulier : 8 cellules dans chaque direction de I'espace. Les cellules sont cubiqueside &t 0~ m.
Configuration d’ eéquilibre
La configuration initiale est uniforme dans la direction de I'axe d’anisotropie.

Résultats nuneriques
Les ©sultats se superposent exactement avec les coudmiines tiees des formulestablies par F. Boust :
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FiG. 17.3 — Domaine magatique.

Bandes, configuration r=0.001

0.018

- = E Boust
—_— umerique, moy. suivant xx et
0.016 il th ]

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004 -

0.002

FiIG. 17.4 — Absortion suivantx.

17.4.2 Plaque

Parametres magériaux
Les pararmatres du madriaux sont (en Sl) :

K =6,51.10', A=0,4.10"10,

M, = 4,55.102,

a = 0,06, Q = 500
Maillage

Le maillage est cubiqueegulier. Les directiox ety comportent 16 cellules. La directiaen comporte 4.
Configuration d’ équilibre

La configuration céquilibre est uniforme avec déders effets de bord. La configuration depdrt est uni-
forme dans la direction d’anisotropie pertaebh

Résultats nuneriques

Les tesultats se superposent exactement aveé&esgtats tBoriques de F. Boust et N. Vukadinovic :
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITE

Bandes, configuration r=0.001
0.018 T T T

- N. Vukadinovic
Numerique, moy. suivant xx et yy|

0.016

0.014

0.008

0.006 -
/

0.004

0.002

FiG. 17.5 — Absortion suivantx.

17.5 Plaque ayant une configuration en bandes, variations du facteur de
qualité
17.5.1 Parangtres matriau et maillage

Les configurations j@senges ici sont toutes bass sur le rfame maillage 17.3. Les paratnes matriaux
sont les ikmesa part pourM; et K. La <rie de donaes utili€es est la suivante (le paratrer est celui
calcuk pour la formule de N. Vukadinovic) :

T M, K Q

0,001 4,55.10> 6,51.10' 500
0,01 4,55.10® 6,51.10> 50
0,1 4,55.10* 6,51.10> 5
0,2 9,1.10* 1,30.10* 2,5
0,25 1,14.10° 1,63.10* 2
0,3 1,36.10° 1,9.10* 1,66
0,4 1,82.10° 2,6.10* 1,25

17.5.2 Configuration dequilibre

Les configurations @quilibre sont des bandes d’une cellule de largeur et gdeall la directionx. Ces
bandes sont altee®s : uniformes dans la directianuniformes dans la directionz. Des effets de bord
sont observables. lls sont d’autant plus forts g@st grand.

17.5.3 FResultats nuneriques

Courbes de susceptibait
Trace des lignes deésonnance de I'absorption en fonction de &xfrence et du paratrer :
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17.5. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
QUALITE

Bandes, configuration r=0.001
0.018 T T T T T

— = N. Vukadinovic
0016 _— Numerique, moy. suivant xx et yy|

0.014

0.012

0.008

0.006

0.004

0.002

L
7 75 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 115 12

Fic. 17.6 —r=0,001

Bandes, configuration r=0.01
0.18 T T T T T

——-  N. Vukadinovic
_— Numerique, moy. suivant xx et yy|

FiG. 17.7 —r=0,01

Bandes, configuration r=0.1
1.4 T T T T T

— == N.Vukadinovic
E— Numerique, moy. suivant xx et yy|

Fic.17.8 -r=0,1
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITE

Bandes, configuration r=0.2
2 T T T T T T
A - = N. Vukadinovic
1.8 VN Y e Numerique, moy. suivant xx et yy| |

Fic.17.9 -r=0,2

Bandes, configuration r=0.25

——-  N.Vukadinovic
Numerique, moy. suivant xx et yy|

Fic. 17.10 - r=0,25

Bandes, configuration r=0.3
T

— == N.Vukadinovic
Numerique, moy. suivant xx et yy|

Fic.17.11-r=0,3
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17.5. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
QUALITE

Bandes, configuration r=0.4
4 T T T T T

— = N.Vukadinovic
E— Numerique, moy. suivant xx et yy|

/N
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7 75 8 85 9 9.5 10 10.5 1 1.5 12

Fic.17.12-r=0,4

Bandes, lignes de resonnance
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—-—-  N. Vukadinovic X
—_— Numerique, moy. suivant xx et|yy
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-
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frequence en GHz

FiGc. 17.13 — Fequences deesonance. Comparaisoretirie de simulation.
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITE

17.6 Plaque ayant une configuration en bandes, variations du facteur de
dissipation «

17.6.1 Parangtres matriau et maillage

Les configurations f@senges ici sont toutes bass sur le idme maillage (17.3). Les par&tnes maériau
sont les nemes,a part le facteur de dissipatianque I'on fait varier (le mariau est choisi ayant un pa-
rametrer = 0.2 calcuk pour la formule de N. Vukadinovic) :

0,01 9,1.10* 1,3.10*
0,02 9,1.10* 1,3.10*
0,04 9,1.10* 1,3.10*
0,06 9,1.10* 1,3.10*
0,08 9,1.10* 1,3.10*
0,10 9,1.10* 1,3.10*
0,12 9,1.10* 1,3.10*
0,14 9,1.10* 1,3.10*
0,16 9,1.10* 1,3.10*
0,18 9,1.10* 1,3.10*
0,20 9,1.10* 1,3.10*

17.6.2 Configuration d'equilibre

Les némes configurations que dans le cassené sont utili€es. lls sont d’autant plus forts quesst
grand (ici, la configuration &quilibre calcukée poura = 0,06 est conser&e pour tous les calculs de sus-
ceptibilite).

17.6.3 FResultats nuneriques

Courbes de susceptibait
Tracé des lignes degsonnance pour I'absorption en fonction de &gfrence et du parairec :

Dans les deuxésies de tests effedtes ici (variations de et variation dev), on remarque uné&talage
des feéquences deesonance. Ceatalage provient des effets de bords. En effet, la form@ertque utili€e
estétablie pour une configuration infinie dans les deux directions principales de la plaque. Elle ne prend donc
pas en compte la psence éffets de bords nonégligeables, en particulier dans les coins éetantillon.
Ces effets apparaissent alors sous la forme d@&ecathge sur les courbeségentes ci-dessus. Dans la
section suivante, on montre sur un exemple gu’effectivement, quand on augmente la taille de la plaque, ces
effets on tendanca devenir ggligeables et la courbe de susceptibiliunerique calcuwge pour une plaque
finie tend vers la courbe &oriqueétablie pour une plaque infinie.
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17.6. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
DISSIPATION o

Bandes, configuration alpha=0.01

12 T T T T T
- N. Vukadinovic
_— Numerique, moy. suivant xx et yy|
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i
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frequence en GHz
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—-—=-- N. Vukadinovic .
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5F il .

9.5 10 10.5 1" 1.5 12
frequence en GHz

Fic.17.15—«=0,02

Bandes, configuration alpha=0.04
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITE

Bandes, configuration alpha=0.06
T

_— Numerique, moy. suivant xx et yy| |

—— - N.Vukadinovic ‘

0 I I I I I I I I I

7 75 8 85 9 9.5 10 10.5 1 11.5 12

frequence en GHz
FIG. 17.17 -« = 0,06
Bandes, configuration alpha=0.08
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Fic.17.19 «=0,1
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17.6. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE

DISSIPATION o

Bandes, configuration alpha=0.12
T

- N. Vukadinovic
_— Numerique, moy. suivant xx et yy|
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITE

Bandes, configuration alpha=0.18
1 T T T T T

— = - N. Vukadinovic
_— Numerique, moy. suivant xx et yy|
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FiG. 17.25 — Calcul thorique et nur@rique.
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17.7. MISE EN RELIEF DES EFFETS DE BORDS

Effets de bords
T

+—+  N. Vukadinovi
11F —— 128 bandes
--- 64 bandes
—-—-  32bandes

16 bandes

8 bandes
4 bandes

0.9

08F
L s

ory/ /7

//

06

05F

0.4]-
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0.3

I I I I
9.5 10 10.5 1 1.5 12
frequence en GHz

L L L
75 8 85

Fic. 17.26 — Effets de bords.

17.7 Mise en relief des effets de bords

17.7.1 Parangtres magriaux et maillages

Les calculs tkoriques de N. Vukadinovic sont effeégipour une plague infinie (voir fig. (17.3)). Dans
cette &rie de cas tests, on augmente les dimensions physiques de la plage&raisseur fige et le
nombre de bandeslargeur de bande #e. Les paragtres maériaux utili€s sont (en Sl) :

K =1,3.10%, A=0,4.10"1,
M, =9,1.10%, a=0,16,
Le nombre de bandes varie d&4.28.

On remarque alors, comme on I'éspit, que les courbes ni@mques tendent vers lésultat tieorique
établi pour une plaque infinie.

160



Chapitre 18

Conclusion

Dans un premier on a propdsne néthode de grcondiotionnement pour le sgshe lireari€ et discetis
en espace de la susceptil@lhyperféquence. Le @ronditionneur est construit en tré@apes : la projection
sur I'espace des solutions, la multiplication par une matrice traitant la partie “raide” éusypuis, la pro-
jection du peconditionneur dans I'espace des matrices circulantes afinaaecles calcul&conomiser
de la place ramoire. On applique alors ceqmonditionneua la méthode deé&solution i€rative GCN (Gra-
dient Conjugé applige a I'equation Normale). Puis, on a expodes ésultats mettant en relief I'accord
des calculs avec des classes @sultats exprimentaux connus et la capd&ie la néthodea prendre en
compte deg&chantillons de taille finie.

La méthode propd=e dans cette partie po@soudre le proeime de suceptibiita alors permis @tudier
des courbes de susceptitililans des cagid’on ne pouvait pas simuler par uneethode classique. L'uti-
lisation des matrices Toeplitz multi-niveaux est un point clef de cé&selution rapide mais avant tout
le preconditionneur @velop permet d'obtenir la convergence de léthrode d’inversion en un nombre
d’itérations raisonnable.
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Sixieme partie

Conclusion generale
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Ce travail a poé sur la simulation dtats déquilibre pour les sygmes micromaggtiques et de leur
tenseur de susceptibiithyperféquence.

Dans une prengire partie, legquations et notions indispensabdels modtlisation du prol#me dans le
cadre de letude de petites particules dans le domaine des hygrdnces oréte pesengées.

Ensuite, uné&tude compite de la disd@tisation du champémagetisant &€ merge. Ony montre non
seulement la convergence de la digigation mais aussi la conservation des piipsi clefs de I'oprateur
continu. L'autre aspect tré@tdans cette partie est celui dedsolution rapide desquations de la magtosta-
tique, indispensable pour le traitement de cas de calcul de grande taille. La solutioeeergbselle de
I'exploitation de la structure Toeplitz multi-niveaux de l&qateur dis@tise. Cette approche du prévhe
a permis d'introduire desédinitions des matrices Toeplitz multi-niveaux bas sur I'utilisation du produit
tensoriel permettant de mieugiger la programmation des algorithmes, que ce soit au niveau du code fortran
77 ou encore des versiongtlide erMatLab .

Cette nethode de calcul du cham@hagretisant eéte ensuite fortement utiée, aussi bien dans le cadre
de la &solution degquations de Landau et Lifchitz que dans celui du grotd de susceptibiéit permettant
ainsi d’obtenir de &s bonnes performances de calcul.

Dans une quateéme partie, le proBime de I'existence de solutions faibles en temps et en esp&tee a
traité. Ensuite, une disetisation spatiale de type volumes finis et le&ula explicite d’ordre deux avec
optimisation du pas de temps ogie pesenés. Enfin, une &rie de esultats montrent la robustesse de la
méthode et sa capagih traiter des cas tests de grande taille.

La dernere partie de ce travail a traide la esolution nurérique du prol#me de susceptibiét hy-
perfrequence. On a expesine néthode de@&solution ierative des sysmes lireaires permettant de trouver
le tenseur de susceptibéitLa nethode utili€e estle GCN (Gradient Conjugdormal) pecondition. Le
préconditionneur est construit pour traiter la paédange de I'oprateur de champ magtique total. Il est
projee dans I'espace des matrices circulantes afiredeire le cdit de calcul mais aussi limiter I'encom-
brement nemoire. Les cas testsgsengs ici ont permis de valider le code en le compagades ésultats
théoriques appro@s.

Dans le domaine #vorique, beaucoup de perspectivestdde s’ouvrend I'issue de ce travail : I'exten-
sion des esultats de non-uni@ttablis dans le cas delthange par F. Alouges et A. Soyeur [5], I'introduc-
tion de nouvelles contributions magfiques telles que la magtostriction ou des anisotropiagnergie non
quadratique, ou encorecfude de la stabilit et des bifurcations du syshe de Landau et Lifchitz.

Cetteétude a permis deadelopper deux codeEMicroM et SMicroM, bags sur la rethode de calcul
rapide des solutions dégjuations de la magtostatique. L'utilisation des matrices Toeplitzt@a primordiale
et a permis cBtudier des cas tests ayant des maillages de grande taille sur de simples stations de travail. Une
extension de la &thode sera biedt developge afin de pouvoietudier les domaines de forme quelconque.
Ainsi, les exgriences nuriques que I'on pourra effectuer permettront de cérésgr le comportement de
matriaux composites complexes mais aussi de tester la @atldimo@le du micromagatisme.

Pour la ésolution du proldime de susceptibiét il serait sans doute itessant @&tendre la program-

mation du peconditionneua la partie @magiitisation afin de prendre en compte certains cas pour lesquels
la contribution déchange est faible par rapparta contribution maggtostatique.
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Septieme partie

Annexes
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Chapitre 19

Annexe 1 : calcul des I§

Soita calculer les termes de la matrigg telle que :
(An(w)i =D K] (uy).
j=1
Ou chaque blog x 3, Kff estde laforme:

< 1 . —1
YueR® Kl(u) = / grad ,div x/ u dy dz.
Az Jq, o |y—|

Mais, pour pouvoir calculer explicitement la prére ingégrale, on doit se placer dans le cas d'un
maillage cubiqueé&gulier de pas (2 se superpose exactement avec son maillage). Adoptons les nota-

tions suivantes :
ZT;
Vi € {1, ...,TL}, X; = Yi ,
Z;

Q = [z4, 2 + h] X [ys, s + h] X [23, 2 + h]

et,
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Vi, j € {l,..n} 3(k,1,m) e N? telque:

k.h
Xi —X; =1 Lh
m.h

Le calcul va se faire en deux temps : un calcul exact puis un calcul agpraateffet, il est possible de
calculer analytiquement la preémne inggrale (cf. [40]). Posons

-1
ki(x)u = gradxdivx/ u——dy
i) am Q, [¥Y—X|

k.
b ot | o
Jxz Jyz J 2z
alors
__ 1 SLRhY strit, 1 [ (Ay—sh).(Az —th)
Kjpw = T in ; ; ;(—1) tan < (Ba— rh)yay > (19.1)
P 21: ) (—1)**"*1n ( (A2 = th) + T ) (19.2)

YA Z S ((Az —rh)2 + (Ay — sh)?2)(1/2)

ou

Ax
Xj—x=| Ay
Az
x
x=1|y | eRr?
z

st = ((Al‘ — T’h)2 + (Ay — Sh)2 + (AZ _ th)2)(1/2)

kjyy et k;_, se céduisent de (19.1) par une permutation circulaire sur les indiogst z. De manere
identique on @duitk; = etk; de (19.2).

Le calcul des blocs diagonadxx 3 deA,, se fait analytiquement. En effeton ale :

Théoreme 19.0.1Pour touti € {1, ...n},
1
K; = § IdRS

démonstration :

YueR3, Vie{l,..n}

o1 _ ~1
Kiu) = PEToN /Q grad xdlvx./Qi IX_y|udyalx
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CHAPITRE 19. ANNEXE 1 : CALCUL DES Kf

alors :

1 92 1
Kizz (X) = e 81‘2/9 Xy dy

Kiyy, Kiz. sont cfinis de néme. On peut donc remarqueédali€ suivante qui €tablit en utilisant la
symétrie du domaine d'iréigration (cube) :

/kmwd.%:/ kiyydﬁz/ k,zzdx

et

-1
kia:x + Kiyy + kizz dx = / / AN———dx dy = [€);
/Ql( vy ) o, Jo. " amx—y] y = |

on en ckduit que :

Q
o o o 3

Les termes extra-diagonaux de la matri¢étant nuls (inégrations de fonctions antistriques sur un
domaine cenf&ren 0), il vient :
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Chapitre 20

Annexe 2 : demonstration des propositions
6.3.1et6.3.2

On cite d’abord le lemme suivant dont lardonstration pourratre trouwe dans [17].

Lemme 20.0.1 Soit{2 un ouvert borg, ; et§), sont deux ouverts disjoints tels gl2g U, = Q. On note
I'12 leur frontigre commune et;, la normalea I'y» exérieurea Q;. Alors, pour tout u dansi(Q2) on a:

div u = 0 dansf2 si et seulement si
{ div u = 0 dans(; et
[u.nlg]rm =0. ’

ou [.]r,, désigne le saut au travers dg,.

Soit maintenant € (R3)" tel quediv (R (u)) = 0 dans(2 au sens des distributions.

En tout point du domaine, le champ, R) est expringé dans le sysime d’axesX,Y, Z). Ce systme est
tel que les faces des mailles cubiqu®s);—; ... , soient perpendiculaires aux directioksy etZ.

On appellera ligne dans la directidh(resp.Y etZ) un ensemble &léments d€<;);—1,.._, ayant au
moins une face perpendicula&eX (resp.Y etZ) avec un des autrédéments de la ligne. On la notergL

On peut alors poser : Q = |J;% L§

NY, : nombre de mailles dey}-
% (7) : application donnant I'indice de & maille de Ly

DeplusonaVvie {1,..,Nj} L{ = Ujvjl i 5y

Q2 est bore. Donc dans toute Iigneé&_suivantx on peut trouver une maillg;, ayant une face perpen-
diculairea la directionX et commune 0f2.

Ry (u) est nula I'exterieur def2. De plus, par hypotse, la divergence de,Ru) est nulle dansy;,. On
peut donc appliquer le lemme 20.0.1 et é@ddire la propéte suivante :

U]'O.X =0

Alors, on peut refaire le raisonnement sur la Iigr@g timinuée de la maill&2;,. Ainsi, par ecurrence
on montre que :

Vkel,.., N, i (1y-X = 0
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ligne suivant X
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CHAPITRE 20. ANNEXE 2 : DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS ?? ET ??

Ce iesultat est alors appli@a toutes les lignes de. On a alors :

Viel,....,n u5u.X=0

Alors, en appliguant la Bme émonstration pour les directioiYsetZ, on en @duit que :

Viel,...n u;=0
Par congquentKer (div o R;,) = {0}
La proposition 6.3.2 se&@montre de facon identique. En effet, en utilisant I'mmorphisme permet-

tant de passer d’'un maillage cubique au maillagiodré, la cemonstration de 6.3.2 séécrit de margre
identiquea celle pesenge plus haut.
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Chapitre 21

Annexe 3 : Integration de Gauss

On presente ici les formules d'iagration de Gauss et les estimations d’erétablies par C. Bernardi
et Y. Maday [7].

Commencons par quelquesfihitions qui nous seront utiles :

On note Ry ([—1, 1]) 'ensemble des polydmes sur [-1 ;1] de degrinférieur ouégala N eta coefficients
reels.

On note Ly le polynrdme de Legendre de d&gX et construit sur [-1;1]. Oné&kigne pag;,1 < j < N
ses eros et pary;, 1 < j < N les eels positifs tels que :

1

N
Vp € Pan-1([-1,1]), / p() d¢ = p(¢y)ey
1 =

On peutétablir une estimation des racines du pdigre de Legendre de dégh :

6; = arccos((j), j < N avec:

( ]+2)7r§9j§(N j—l-l)ﬂ"
N N
et une estimation des poids de la formule dgptation de Gauss :

Je,d e RS, Vje{l,..,N}

c c
N1 ey < G-

On c&finit la grille de Gauss de type Legendre en dimensgial, par :
2§l\f = {X = (ijCjW 7de)7 1 < j17j27 "'7jd < N}

On note Ji_, l'opérateur d'interpolation sur cette grille : pour toute fonctioeontinue sur{—1;1]¢,
J& v appartienty Py_1([—1, 1]9) et verifie

(TE_0)(x) =v(x), ¥xex%.

Citons le Esultatetabli dans [7] pour la dimension 2 s’appliquaria dimensionl qui sera utile pour estimer
I'erreur commise par l'irkgration approdke de Gauss :
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Théoreme 21.0.2Pour tout entierm > d, il existe c réel strictement positif tel que pour toyt dans
H™(] — 1;1[¢) on ait :

C
le — jfxlr—ﬁDHL?(Rd) < W”‘p”Hm(]—l;l[d)'

Rappelons la formule d’iggration de Gauss en dimensibn

So'tweH (] - 1;1P) pourm > d :
N

/]11[3 SD(C') dC% Z Z CJI" 7<jd a]l ]d‘
o J1=1 a=1

On peut @finir I'erreur commise commetant la fonction E: de H"(] — 1; 1[%) dansR de la forme :

Yo e H™(] — 1;1[%) (21.1)

Ex(p) = /m[d ) d¢ — Z Z( PG i) d%). (21.2)
; =1,...,

=l ja=1
En utilisant la éfinition de7¢_; et le treome 21.0.2 on pedtablir la
Proposition 21.0.1 3¢ € R}, Vo € H™(] — 1;1[%),

Vi e
EL@) < Sl Ielimg e

Démonstration

Je e R}, Vp € H™(] — 1; 1[d),

Bl = | o0 Thael©

< [ @ - TRl dc
=151[4

< 2d/2”90_jf\lf—ﬁp”LQ(]_l;][d)
2d/2

<

”‘PHH"L —1;1[d)
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Chapitre 22

Annexe 4 : Notations et ecapitulatif des

equations

u: élement deR?

Q : ouvert deR3

n : champ des normales éxteuresa o2
u; : axes d’anisotropie du domaine magigue
VX e m(x) = WM(X)

H..: : excitation exérieure

H. : excitation dechange

H, : excitation d’anisotropie

Hg : excitation @magmtisante

H : excitation magétique totale

B : champ magetique

T :temps

Grandeurs en unités réduites :

h..: : excitation exérieure

h. : excitation déchange

h, : excitation d’anisotropie

h, : excitation &@magretisante

h : excitation magatique totale

b : champ magatique

Parametres matriaux et constantes physiques (USI) :

A : constante déchange {m ™)

K : constante d’anisotropie

« coefficient de dissipation adimensidnn
e=—1,6.10"19 C : charge de Blectron

g = 2,00 : facteur de Land (sans dimension)
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M (3,3) : matrices 3 deR
of) : fontiére de I'ouvert)
Id : identitt deR® — R?

M : densié d’aimantation

E.: : €nergie Zeemanm
E: énergie déchange
E: énergie d’anisotropie
& : énergie de @magetisation
E énergie totale
L : couple magatique

€. . énergie Zeemanm

£: énergie déchange

£: énergie d’anisotropie

g: énergie de @magttisation
e énergie totale
t : temps

M, : aimantatiora saturation4.m 1)

po = 4710~"H.m~! : perneabilite du vide
m=9,1.10"3" kg

v = - facteur gyromaggtique de lélectron libre
c = 3.103 m.s~! : célerite de la lumére




Equations et relations

Largeur de paroi
Cette grandeur donne une estimation de la distagcessairé I'aimantation pour se retourner entre

deux domaines magtiques. Elle est fonction dé et K et de la forme :\/% On remarque qu’elle aug-
mente quandl augmente, ce qui traduit que le Sysie se raidit.

Contribution de Zeemann

Energie

Eext - Hext.M dﬂf
o Ja

Contribution d’anisotropie

Energie

E,(M) =K /Q %(Mﬁ — (M.u)?) da.

Excitation magetique

H, = K (M.u)ju—M).
Contribution d’ échange

Energie

EC(M) Hv M ||2L2(R3 )

Excitation magetique

Ho.=AAM.
Contribution d émagretisante

Energie
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CHAPITRE 22. ANNEXE 4 : NOTATIONS ET RECAPITULATIF DES EQUATIONS

Syseme de la maggtostatique

{ VAH;=0

VB, =0 et Bg=puo(Hg+M).

Formule de refrsentation

H;(M) = —grad (div .(M % G)),
ou G est la fonction de Green :

—1
Yo,y R Glz,y) = — .

Syseme dynamique de Landau et Lifchitz

Dans les uniés physiques

27'\1’! _ _|WO<M AHM) + 3 M A (M AH(M))>

avec |[M| = M en tout point de?,

Adimensioni@

om
ot
on utilise la notation suivante au cours de cétigle

=-mAh(m)—amA (mAh(m)),

f(m) =—mAh(m) —amA (mAh(m)).

Adimensionnement

Passage des grandeurs physiques aux grandeurs adimé&esionn

1
m = —M
M;
1
h = —H
M
1
b =
MOMS
t = MqusT
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Susceptibilite, definition
On pose

f(m,hege) = —m A (h(M) + hege) —am A (M A (h(M) + hegy)), (22.1)

% = f(m, he:rt)a
m(z,0) = mg,; m € S*(Q),Vx € Q

ou

Qr =10,T7] x Q,

m € $(Qr),

h e £(S(Qr); (L*(Q1))?),
heat € (L®(QT))*.

Alors, pourmp_ € S*(Q) unétat dequilibre assoéah,,; € (L>(Q))? fixé, on appelle susceptibiit
du syseme la matrice((h.,:) € M(C) obtenue par perturbation de &t déequilibre et &finie par

1

—5= V(l, k) € {1,2,3}",

(X(Next))ik = Ak, M)

L*@Qr))3

avec);, = (i €™ ol ¢}, est constant sup. Le triplet (Ck)req1,2,3) forme une base othogonale Re.
De plusm,, est une solution de (22.1) pour le champégidurh.,; + A\ et la don@e initialem, (cf partie
(IV.2) pour I'existence de telles solutions).

Susceptibilité linéarisee

(iwld — Dl,hewt oh— D2,hext)(6M k) = Dl,hext (Ck), Yk e {1,2,3}.
Ou

D17hezt (W) = _mhezt /\ W= amhezt /\ (mhezt /\ W)7
Dz,hm (w) = (h(mhm) + Negt) AW — amp A (WA (h(mhm) + Next)).
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