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Cette th̀ese aét́e ŕealiśee en grande partièa l’ONERA. Je tiens donc̀a remercier Pierre Leca, Fabrice
Boust et Daniel Abb́e qui m’ont accueilli dans leurs services. Pendant ces trois années, j’ai beaucoup tra-
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et les ŕeveils en sursaut au cours de quelques séminaires ...
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Résuḿe

Le micromagńetisme, th́eorie élaboŕee dans les années 40 par W.F. Brown, a pour but d’expliquer le
comportement des matériaux magńetiques non-lińeaires : les ferro et ferrimagnétiques.

Le mod̀ele utiliśe repose sur l’utilisation d’unéequation aux d́erivées partielles, introduite par Landau
et Lifchitz, d́ecrivant l’́evolution de la densité d’aimantation au cours du temps et sur la prise en compte
de forces internes au matériau sous la forme d’une excitation magnétique. Cette excitation magnétique
comporte quatre contributions : extérieure, d’anisotropie, d’échange et d́emagńetisante (magńetostatique).
Cette dernìere pose le plus de problèmes au niveau de la modélisation.

Dans ce travail, on áetudíe le probl̀eme de la simulation du comportement des matériaux ferro et ferri-
magńetiques en hyperfréquence dans le cadre du micromagnétisme sous deux angles : la détermination de
configurations d’́equilibre et le calcul de la susceptibilité.

Après avoir montŕe l’existence de solutions faibles en temps et en espace, on propose un schéma de
résolution en temps explicite avec pas adaptatif pour leséquations de Landau et Lifchitz.

Afin de pouvoir appliquer ce schémaà des maillages de grande taille, on se place dans une géometrie cu-
bique permettant de proposer une méthode originale de résolution rapide deśequations de la magnétostatique
s’appuyant sur l’utilisation des matrices Toeplitz multi-niveaux.

On pŕesente alors un préconditionneur adapté pour la ŕesolution du probl̀eme de susceptibilité hy-
perfŕequence (i.e. calcul pour une gamme de fréquences de la réponse d’un système à une excitation
ext́erieure harmonique autour d’uńetat d’́equilibre). Assocíe à l’utilisation des matrices Toeplitz multi-
niveaux, il permet d’effectuer des calculs pour des maillages de grande taille.

Enfin, la validation des résultats nuḿeriques est effectúee par comparaison avec une série de ŕesultats
exṕerimentaux.
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Abstract

During the 40’s, W.F. Brown introduced the micromagnetism theory to explain the behaviour of non-
linear magnetic materials : the ferro and ferrimagnetics.

The model used is based on two main points. The first one is the use of the Landau-Lifchitz partial
differential equation, which describes the evolution in time of the magnetisation.The second one is the in-
tegration of internal stress as a magnetic excitation. This excitation is composed of four parts : external,
anisotropy, exchange and demagnetisation (magnetostatic). It is this last contribution that induces the grea-
test difficulties in modelisation.

In this work, the simulation of ferro and ferrimagnetic material behaviour in the microwave domain
is studied. Two aspects are focused on : the determination of equilibrium states and the computation of
microwave susceptibility.

First of all, the existence of weak solutions in time and space is proved. A resolution scheme is proposed
for the Landau-Lifchitz equations. This scheme is explicit and an adaptative time step is used.

One of the goals is to apply the scheme to very large cubic meshes. A fast solving method for huge
matrices is proposed based upon the use of block-Toeplitz matrices to resolve the magnetostatic problem.

Finally, a preconditonning method is developed improving the resolution of the susceptibility problem
(i.e. response computation for an external harmonic excitation).

Finally, numerical results are validate by comparison with a set of experimental results.
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6.1 Le probl̀eme continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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12.2.1 Quelques d́efinitions et propríet́es utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

8



TABLE DES MATIÈRES
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17.5.1 Param̀etres mat́eriau et maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
17.5.2 Configuration d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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Les mat́eriaux ferromagńetiques (et ferrimagńetiques dont le comportement est très similaire) ont la
particularit́e de pŕesenter une aimantation rémanente : sous excitation magnétique ext́erieure nulle, l’ai-
mantation totale d’uńechantillon est non nulle. Ceci leur donne des propriét́es importantes trouvant des
applications dans de nombreux secteurs d’activité industrielle. On citera en particulier quatre domaines
d’application : la protection radar, le stockage des informations, la gestion de l’énergie et le matériel de
télécommunications. L’utilisation des matériaux ferri et ferromagńetiques au sein de composites permet
d’améliorer les propríet́es d’absorption des revêtements de protection contre la détection radar mais aussi de
limiter l’encombrement de tels systèmes. La connaissance des mécanismes de retournement de l’aimanta-
tion dans les particules magnétiques permet́egalement d’augmenter les capacités de stockage des supports
d’enregistrement. Enfin, l’optimisation de la forme ou de la composition de pièces magńetiques rend pos-
sible la miniaturisation des téléphones mobiles, augmente l’efficacité des radars ainsi que le rendement des
transformateurs. Mais, au delà de l’aḿelioration des performances, l’enjeu de la modélisation des matériaux
magńetiques ŕeside dans la réduction des côuts de d́eveloppement de nouveaux appareils. L’importance
économique de ces matériaux est illustŕee par le chiffre d’affaire annuel de l’ensemble des industries de ce
secteur d’activit́e : de l’ordre de 60 milliards de dollars. Ce chiffre donne une idée de l’importance souvent
ignoŕee des ferro et ferrimagnétiques et du besoin qu’éprouvent les industriels de comprendre et prévoir leur
comportement.

Au cours de ce travail, on s’intéressera en particulierà des probl̀emes pouvant̂etre relíes aux applications
de protection radar ou d’engistrement magnétique. En effet, les simulations s’effectuent principalement sur
des particules de petite taille (comme les paillettes des matrices d’enregistrement magnétique ou des compo-
sites magńetiques absorbants) et dans le domaine des hyperfréquences, plage de longueur d’onde exploitée
par les radars.

Des études furent meńees sur la mod́elisation des ferro et ferrimagnétiques d̀es les anńees 30. Une
étape importante fut dans les années 40 l’introduction du micromagnétisme par W. F. Brown [10][11]. Le
mod̀ele du micromagńetisme pour les matériaux ferro et ferrimagńetiques repose sur la prise en compte des
diff érentes composantes de l’énergie interne. Dans cetteétude on a pris en compte principalement quatre
d’entre elles :

– l’ énergie ext́erieure ou de Zeemann,
– l’ énergie d’anisotropie (duèa la structure cristalline du matériau),
– l’ énergie d’́echange (interaction entre les spins voisins pouvantêtre interpŕet́ee comme une force de

rappel),
– l’ énergie magńetostatique (donńee par leśequations de la magnétostatique).

L’ énergie de Zeemann, d’anisotropie et d’échange sont desénergies locales tandis que l’énergie d́emagńeti-
sante (magńetostatique) est globale, sensibleà la forme du domaine magnétique sur lequel on la calcule.
L’utilisation de cette dernière est justifíee par la taille des objetśetudíes par rapport aux longueurs d’ondes
utilisées.

Des densit́es d’́energie de ces interactions, on peut déduire des excitations magnétiques. Il est alors
possible d’utiliser un mod̀ele dynamique du micromagnétisme introduit en 1935 par Landau et Lifchitz
pour un domaineΩ borńe

∂ M
∂ T

= −|γ|µ0

(
M ∧ H(M) +

α

Ms
M ∧ (M ∧ H(M))

)
avec |M | = Ms en tout point deΩ, (1)

où H(M) repŕesente l’excitation magnétique totale,M le champ d’aimantation,Ms la valeur de l’aimanta-
tion à saturation,µ0 la perḿeabilit́e du vide,γ le facteur de la pŕecession de Larmor etα le coefficient de
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dissipation ph́enoḿenologique introduit par Landau et Lifchitz.

Ensuite, pendant quelques années, l’́etude des matériaux ferro et ferrimagńetiques connut un recul. En
effet, la complexit́e deséquations interdisait d’effectuer des simulations convaincantes en raison de la fai-
blesse des moyens de calcul de l’époque. Enfin, vers le milieu des années 70, l’activit́e repris avec l’appa-
rition des premiers super calculateurs. La mise en place de simulations numériques ŕealistes ńecessita alors
que soitétudíe le probl̀eme d’un point de vue mathématique.

Les propríet́es math́ematiques du système (1) ont d́ejà ét́e trait́ees sous diff́erents angles. A. Visintin
[52] a étudíe le probl̀eme de l’existence de solutions régulìeres pour le système de Landau Lifchitz couplé
avec leśequations de Maxwell, l’échange et l’anisotropie dans un domaine borné. Dans le m̂eme cadre G.
Carbou et P. Fabrie [12] ont traité le cas de l’existence de solutions faibles. D’un autre côté, l’existence et
l’unicit é des solutions ont́et́e d́emontŕees en dimension un sanséchange pour des solutions fortes par P. Joly
et O. Vacus [29] [50] ou encore dans le cas d’un domaine infini pour un champ uniquement composé de la
partie donńee par leśequations de Maxwell par J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch [28]. Enfin, dans le cas
d’un champ uniquement composé par la partiéechange, F. Alouges et A Soyeur [5] ont montré l’existence
et la non-unicit́e de solutions faibles en temps et en espace. D’autresétudes math́ematiques non directement
reliées au problème trait́e dans cettéetude existent, on peut citer R.D. James et D. Kinderlehrer pour des
probl̀emes de minimisation de la fonctionnelle d’énergie [27] ainsi que A. DeSimone [18][19] ou S. Müller
[38].

Etant donńe la complexit́e des ph́enom̀enes, la simulation nuḿerique est un outil indispensable pour
analyser le comportement des matériaux ferro et ferrimagńetiques. Deux approches sont possibles pour
déterminer les configurations d’équilibre : la minimisation d’́energie par une ḿethode de descente ou la
relaxation dynamique d’une solution initiale vers unéquilibre. Mis à part la non lińearit́e de l’́equation
d’évolution (1) rendant les schémas dynamiques très sensibles, l’un des grands problèmes de ce type de
simulation reste la prise en compte de la contribution magnétostatique. Les simulations effectuées devant
être fines pour capter les phénom̀enes importants, la taille des maillages est importante et le calcul de cette
contribution magńetique globale devient extrêmement côuteux en place ḿemoire et en temps machine. De-
puis quelques années, avec l’av̀enement des calculateurs puissants, quelqueséquipes ont́etudíe le probl̀eme.
On pourra citer F.Alouges [3][2][4], A. Bagnéŕes-Viallix [51][6] et J. Plaǹes [42] pour des calculs de mi-
nimisation d’́energie utilisant la ḿethode deśeléments finis, O. Vacus [50] pour des calculs instationnaires,
mais aussi M. E. Schabes et H. N. Bertram [44], Y. Uesaka, Y. Nakatani et N. Hayashi[41], M. Luskin et L.
Ma [37].

Mais la simulation est difficilèa relierà des exṕeriences physiques. Les domaines magnétiques observ́es
en trois dimensions au cours d’une simulation ne sont pas restituables au cours d’une expérience physique.
Cette difficult́e d’analyse en volume des matériaux magńetiques emp̂eche a priori de valider correctement
les ŕesultats nuḿeriques 3D par des résultats physiques. L’un des objectifs majeurs de ce travail est donc de
développer une exṕerience nuḿerique pouvant̂etre relíee aux ŕesultats physiques : le calcul de la suscepti-
bilit é.

Dans une première partie on pŕesente le problème physique en introduisant les différenteśequations et
les notations indispensables. A l’issue d’un bref historique du micromagnétisme, on expose le modèle tel
qu’il sera utiliśe au cours de ce travail.

Ensuite, dans la deuxième partie, ońetudie la discŕetisation spatiale de la partie la plus délicate des
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contributions magńetiques : le champ d́emagńetisantHd(M) vérifiant le syst̀eme{
rot H d(M) = 0 surR3,
div Hd(M) = −div M surR3,

où M est nulà l’extérieur du mat́eriau.
L’une des premìeres approches introduites pour discrétiser le champ d́emagńetisant, appelée approximation
dipolaire, fut de type diff́erences finies et utilisée par M. E. Schabes et H. N. Bertram [44]. Son principe
est de ŕeduire chaque cellule du maillageà un dip̂ole magńetique sitúe au centre de la maille. Mais, cette
discŕetisation ne conservait pas les propriét́es clefs de l’oṕerateur continu entraı̂nant ainsi des instabilités
dans les sch́emas nuḿeriques it́eratifs destińes à simuler le processus dynamique ou donnait des minima
d’énergie errońes pour l’approche de type minimisation. Pour résoudre ces problèmes Y. Nakatami, Y. Ue-
saka et N. Hayashi [40] introduirent une discrétisation de type volumes finis améliorant les ŕesultats sans
pour autant garantir la conservation de toutes les propriét́es du mod̀ele continu. On pŕesente ici une ap-
proche de type volumes finis plus précise. Ce gain est obtenu grâceà l’introduction de degŕes de libert́e
intermédiaires sous la forme de points d’intégration de Gauss sur chaque maille. On démontre alors les
bonnes propríet́es de convergence de la discrétisation, mais aussi qu’elle conserve les propriét́es impor-
tantes du mod̀ele continu de la magnétostatique. Mais, l’oṕerateur ainsi discrétiśe est une matrice pleine
inexploitable directement sur des maillages de grande taille. On montre alors que l’opérateur discret est
Toeplitz multi-niveaux et l’on expose une méthode de calcul rapide du champ démagńetisant exploitant la
structure de ces matrices. Cette approche, grâceà l’utilisation de transformations de Fourier rapides, permet
de ŕeduire le stokage deO(n2) àO(n) et le nombre d’oṕerations deO(n2) àO(n log(n)).
Cette technique, utiliśee par la suite, permet d’accélérer les ḿethodes de résolution propośees pour les
équations de Landau et Lifchitz et pour le calcul de la susceptibilité hyperfŕequence.

La troisìeme partie est consacréeà l’étude et̀a la ŕesolution dynamique deśequations de Landau et Lif-
chitz. Dans un premier temps on s’intéressèa l’existence de solutions faibles en temps et en espace pour une
contribution magńetique totale composée du champ extérieur, du champ d’anisotropie, du champ d’échange
et du champ d́emagńetisant. La d́emonstration ǵeńeralise le ŕesultat de F. Alouges et A Soyeur [5]établi
dans le cas d’un champ total restreint au champ d’échange. Dans un second temps, on propose un schéma
explicite d’ordre deux avec pas de temps optimisé. Cette optimisation du pas de temps rend non seulement
le sch́ema inconditionnellement stable mais permetégalement d’assurer une convergence optimaleà chaque
itération. Comme on l’a vu préćedemment, cette ḿethode est rendue très efficace gr̂aceà l’utilisation de la
forme Toeplitz multi-niveaux de l’oṕerateur de champ démagńetisant. La ḿethode est implément́ee dans le
codeEMicroM [32] en fortran 77 sur station de travail, ce qui permet de simuler l’évolution et de calculer
l’ équilibre de cas tests dont les tailles de maillage sont très importantes.

Enfin, la quatrìeme partie est consacréeà la simulation de la susceptibilité hyperfŕequence. Les mesures
physiques de cette grandeur permettent de construire un spectre en fréquence auquel on relie la présence de
domaines magńetiques. Ce lien s’établit à partir des pics de résonance. On introduit dans un premier temps
la notion de tenseur de susceptibilité nuḿerique. Ce tenseur se construità partir de solutions de l’équations
de Landau et Lifchitz lińeariśees autour d’uńetat d’́equilibre. On expose alors un préconditionneur pour la
résolution par ḿethode GCN (Gradient Conjugué Normal) des systèmes lińeaires associés au probl̀eme de
susceptibilit́e. Enfin, on montre quelques résultats significatifs sur des maillages de grande taille obtenus
avec le codeSMicroM [33] (fortran 77) developṕe dans le cadre de ce travail.
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Deuxième partie

Présentation du probl̀eme
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Chapitre 1

Introduction

On pŕesente dans cette partie les principaux aspects de la théorie du micromagńetisme. Cette th́eorie, in-
troduite par W.F. Brown dans les années 40, a pour but d’expliquer le comportement non linéaire de certains
mat́eriaux : les ferri et ferro-magnétiques.
L’approche micromagńetique est tout d’abord́enerǵetique. Le principe en est d’identifier les principaux
phénom̀enes intervenant dans la configuration de l’aimantation au sein d’unéchantillon et de leur associer
uneénergie. Alors, les positions d’équilibre sont les minima de l’énergie totale. Mais il est́egalement pos-
sible d’utiliser un mod̀ele dynamique, d́ecrivant l’́evolution de l’aimantation au cours du temps et reposant
sur l’utilisation d’un syst̀eme introduit par Landau et Lifchitz (1935). Dans cette approche les positions
d’équilibre sont leśetats relax́es du syst̀eme. Dans la suite du travail, c’est cette dernière ḿethode que l’on
utilisera.

Dans un premier temps on présentera un bref historique de la théorie du micromagńetisme en insis-
tant sur les motivations mais aussi sur les avantages certains qu’elle apporte au niveau de la simulation
numérique. Enfin, on pŕesentera les modèles math́ematiques utiliśes. On s’int́eressera bien sûr à la notion de
champ magńetique mais aussìa celle d’́equilibre d’une configuration d’aimantation, de polarisabilité ou de
susceptibilit́e, introduisant le vocabulaire utilisé dans toute la suite.
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Chapitre 2

Un bref historique

De manìere ǵeńerale, dans un milieu magnétique, il est possible de relier le champB à l’excitation
magńetiqueH et l’aimantationM grâceà l’une deséquations de Maxwell (dans le système des unit́es
internationales que l’on utilisera systématiquement par la suite)

B = µ0(H + M),

oùµ0 est la perḿeabilit́e du vide. Le comportement de l’aimantation dépend alors de la nature des matériaux.
Classiquement, dans les matériaux consid́eŕes la plupart du temps,H etM sont relíes par une relation lińeaire

M = χ H,

ce qui permet d’́ecrire en utilisant l’́equation de Maxwell rappelée pŕećedemment

B = µ0(H + M) = µ0(1 + χ)H = µ0µrH = µH,

où χ est appeĺee susceptibilit́e magńetique du mat́eriau,µr sa perḿeabilit́e relative etµ sa perḿeabilit́e.
Les mat́eriaux ob́eissant̀a ce type de mod̀ele sont appelés diamagńetiques (µr > 1) ou paramagńetiques
(0 < µr < 1). Mais ces deux catégories de matériaux ne recouvrent pas tous les comportements. En particu-
lier on s’int́eressera aux matériaux ferromagńetiques et ferrimagńetiques. Dans la gamme des observations
intéressantes dans le cadre de ce travail, ces matériaux sont ŕegis par les m̂emes lois. Leur diff́erence pro-
vient de la structure cristalline des atomes les composant. Ainsi, les ferrimagnétiques sont des oxydes ou
céramiques isolantes, le plus connuétant l’hexaferrite de Baryum (BaFe12O19), l’aimant commun. Les fer-
romagńetiques, pour leur part, sont des matériaux compośes de fer, nickel ou cobalt pur ou de leurs alliages.
Ce qu’il faut retenir, c’est leur comportement non linéaire : sous excitation magnétique ext́erieure nulle, l’ai-
mantation totale d’uńechantillon est non nulle, ce sont des aimants permanents. Cette aimantation résiduelle
est appeĺee aimantation rémanente. Son comportement est très complexe et pose de sérieux probl̀emes de
mod́elisation. L’un des ph́enom̀enes traduisant cette complexité est celui de l’hyst́eŕesis qui correspond̀a la
sensibilit́e de l’aimantation ŕemanentèa l’historique des traitements magnétiques, c’est̀a direà la façon dont
on a faitévoluer le champ extérieur dans lequel baigne le matériau. Ce ph́enom̀ene peut-̂etre mis eńevidence
grâce au cycle d’hyt́eŕesis (Fig. 2.1). Ce procéd́e consistèa appliquer un champ extérieur uniforme suffi-
samment fort pour que l’aimantation deviennent uniforme, c’està dire saturer l’́echantillon, puis faire varier
l’intensité de ce champ extérieur (̀a direction fix́ee) jusqu’̀a l’inverser. L’information recueillie pendant la
manipulation est l’aimantation totale de l’échantillon trait́e.

Comme on peut le remarquer sur le cycle d’hystéŕesis repŕesent́e ci-dessus (Fig. 2.1), deux valeurs de
l’aimantation se d́etachent :Ms et−Ms. La grandeurMs est appeĺee aimantatioǹa saturation et ne varie
qu’en fonction de la temṕerature. Cette d́ependance vis̀a vis de la temṕerature est importante, elle est l’un
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FIG. 2.1 – Exemple de courbe d’hystéŕesis.

des ph́enom̀enes indissociables des ferro et ferrimagnétiques. L’un des points les plus importants de l’action
de la temṕerature sur les matériaux magńetiques non-lińeaires (Fig. 2.2) est l’annulation de l’aimantationà
saturation au-dessus d’une température critique (temṕerature de Ńeel pour les ferrimagńetiques et de Curie
pour les ferromagńetiques). Au-del̀a de cette temṕerature, le matériau adopte un comportement linéaire (pa-
ramagńetique ou diamagńetique). Dans la suite, afin de ne pas accumuler les difficultés de mod́elisation on
travailleraà temṕerature fix́ee.

Ainsi, toutes les th́eories sur le comportement des ferro ou ferrimagnétiques ont pour objectif d’ex-
pliquer ces deux ph́enom̀enes clef : l’hyst́eŕesis et la d́ependance en température de l’aimantatioǹa sa-
turation. Les premières conjectures furentémises par Weiss en 1907. Il postula qu’il existait des forces
internes aux matériaux tendant̀a aligner l’aimantation et luttant contre le désordre thermique, créant ainsi
des domaines dans lesquels l’aimantation serait constante. Ces idées furent le moteur de la théorie des do-
maines dont les fondateurs furent Becker, Döring, Kersten, Akulov et Heisenberg [1]. Mais, malgré des
tentatives d’aḿelioration, comme l’introduction du concept de paroi, zone de retournement de l’aiman-
tation entre deux domaines (calcul de l’énergie de parois par Landau et Lifchitz en 1935), cette théorie
ne donnait pas suffisamment de résultats quantitatifs probants. Une grande avancée dans la ŕesolution du
probl̀eme fut alors effectúee dans les années 40 par W.F. Brown. Il introduisit une nouvelle approche : le
micromagńetisme (“micro” pourétude microscopique des détails de paroi) [10][11]. Elle est basée sur la
minimisation de l’́energie totale d’uńechantillon magńetique. Cettéenergie totale est scindée en plusieurs
contributions ; celles rentrant en compte dans l’étude que l’on effectue sont : l’énergie de Zeemann, l’énergie
magńetostatique, l’́energie d’́echange et d’anisotropie. Cette théorie a permis de comprendre de nombreux
phénom̀enes. L’un des plus célèbres calculs effectué avec cette approche est celui menantà la classification
des parois en parois de Bloch et parois de Néel [1]. Il aét́e effectúe en minimisant les troiśenergies internes,
échange, anisotropie et magnétostatique, dans le cas d’un film mince infini dans les direction x et y (Fig.
2.3). Le probl̀eme se trouve alorŝetre de dimension 1, la minimisation permettant d’écrire uneéquation
régissant la forme des parois.

En consid́erant les composantes suivant x et suivant y de l’aimantation (et le fait que la norme locale de
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CHAPITRE 2. UN BREF HISTORIQUE
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l’aimantation soit partout́egaleà un), on a :

mx =
q2 cosφ
q2 + x2

, my =
q2 sinφ
q2 + x2

,

où q est le param̀etre donnant l’́epaisseur de la paroi etφ un param̀etre permettant de traiter avec une seule
formule les parois de Bloch et de Néel (̀a l’origine ces deux cas furentétudíes śeparemment par Dietze et
Thomas). Alors, une paroi de Bloch correspondàφ = π

2 et Néelàφ = 0 (Fig. 2.4).
Ce calcul a permis une première validation de la th́eorie du micromagńetisme. Par la suite d’autres tra-

vaux en dimension 2 furent effectués pour des couches minces et comparésà des donńees exṕerimentales.
Ces ŕesultatsétaient satisfaisants mais, un problème se pose : comment rendre compte de la forme des
domaines magńetiques dans uńechantillonà trois dimensions ? En effet, s’il est possible d’effectuer des
observations surfaciques des domaines, il est par contre pratiquement impossible d’en effectuer en volume.
Il faut donc trouver une grandeur permettant d’effectuer un lien exploitable entre les configurations d’ai-
mantation et des données exṕerimentales : la susceptibilité hyperfŕequence. Le principe est de faire “vibrer”
la structure dans chaque direction spatiale, capter la réponse des d́etails de la configuration et ainsi rendre
compte de la structure des domaines et des parois [43]. Il est possible de déterminer analytiquement la sus-
ceptibilité magńetique [8] [45] [53] sur des domaines infinis et de mettre ainsi enévidence sa sensibilité
aux changements de configuration d’aimantation. Mais dans le cas de certaines céramiques il est possible
de mettre eńevidence la sensibilité de la vitesse des paroisà la taille de l’́echantillon [24] ou encore de
comparer des spectres pour des matériaux massifs et des matériaux disperśes [22] et mettre ainsi en re-
lief l’influence du taux de charge d’un matériau composite. Les effets de bords ou de taille induits par les
mat́eriaux de taille finie ont une réponse hyperfréquence non ńegligeable qui ne peut pasêtre d́etermińee
analytiquement pour un domaine de forme quelconque. C’est pourquoi, dans la dernière partie de ce travail,
on s’appliqueràa ŕesoudre le problème de la d́etermination nuḿerique de la susceptibilité hyperfŕequence
d’un échantillon.
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Chapitre 3

Le modèle math́ematique utilisé

3.1 Les forces internes et externes, l’énergie totale

La base de la th́eorie du micromagńetismeélaboŕee par Brown fut de d́efinir une expression de l’énergie
totale E, somme des différentes contributions internes. Pour un système magńetique donńe. Dans le cas
présent les contributions que l’on prend en compte sont l’énergie d’́echange Ee, l’ énergie d’anisotropie Ea,
l’ énergie d́emagńetisante Ed et l’énergie externe Eext qui seront d́ecrites plus bas. Par conséquent

E = Eext + Ee + Ea + Ed.

Chaque contribution de l’énergie interne notée Ep est relíeeà une excitation magnétique not́eeHp(M) par
la formule suivante, òu p désigne le type de contribution (par exemplee pour l’échange)

Ep(M) = −µ0

∫
Ω

Hp(M).M dx, (3.1)

L’excitation magńetique totale s’́ecrit

H(M) = Hext + He(M) + Ha(M) + Hd(M). (3.2)

On va maintenant d́etailler ces diverses contributions.

3.1.1 Contribution Zeeman (ext́erieure)

Dans le cas du ferromagnétisme et du ferrimagńetisme, le fait que cette contribution soit nulle n’entraı̂ne
pas la nullit́e deM , c’est en faisant varier l’intensité de ce champ̀a direction fix́ee que l’on peut construire
une courbe d’hystéŕesis.

La relation liant l’́energièa l’aimantation est lińeaire. On peut́ecrire

Eext = − 1
µ0

∫
Ω

Hext.M dx,

où l’on poseHext l’excitation magńetique ext́erieure. Le champ extérieur n’est pas mesurable intrinsèquement
mais, il est possible de le déterminer̀a partir de sońenergie. Par exemple, dans le cas du champ créé par un
electro-aimant, on d́efinira son intensit́e à partir de la puissancéelectrique de l’́electroaimant. Il faut retenir
que le champ est extérieur si les changements de configuration d’aimantation n’ont sur lui aucune influence.
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3.1. LES FORCES INTERNES ET EXTERNES, L’ÉNERGIE TOTALE

3.1.2 Contribution d’anisotropie (interne)

L’anisotropie est une force interne dueà la structure cristalline du matériau. Localement, dans un cristal,
les atomes et par conséquent les spins (moments magnétiques locaux) sont rangés suivant le ŕeseau du cristal.
Alors, comme d’un spiǹa un spin voisin les directions ne changent que très peu dans la zone de température
correspondant au comportement non-linéaire [11], la forme du ŕeseau donnera des directions privilégíees
d’alignement en fonction de leur encombrement. On peut définir plusieurs types d’anisotropies [1], elles
peuvent̂etre volumiques uniaxiales, planaires ou cubiques ou encore surfaciques. Ici, on se contentera dans
un premier temps d’étudier le cas de l’anisotropie uniaxiale.
L’anisotropie uniaxiale est d́efinie gr̂aceà un axe priviĺegíe sur lequel l’aimantation tendraà s’aligner.
Cette contribution est purement locale, elle ne s’appuie que sur les propriét́es microscopiques du matériau.

Energie

La densit́e d’énergie de cette contribution est donnée, de manière ǵeńerale parΦ(M) convexe. En par-
ticulier, dans le cas de l’anisotropie uniaxiale, la fonctionnelle d’énergie sera quadratique, maximale pour
une aimantation perpendiculaire et minimale pour une aimantation parallèleà l’axe d’anisotropieu en tout
point du domaine. On la définit donc la manìere suivante :

Ea(M) = K

∫
Ω

µ0

2
(M2

s − (M .u)2) dx,

oùK est la constante d’anisotropie etu un champ de vecteurà trois composantes et de module localement
égalà un donnant la direction de l’anisotropie en chaque point du matériau.

Excitation magnétique

La densit́e d’énergie est quadratique enM . Elle s’écrit sous la forme :

Ha(M) = K ((M .u)u−M).

3.1.3 Contribution d’ échange (interne)

Au niveau microscopique, les spins voisins on tendanceà s’aligner [11]. On pourrait comparer cette
contributionà une force de rappelélastique qui au niveau ḿesoscopique peut se décrire gr̂aceà un gradient.
Cette contribution est purement locale, elle ne s’appuie que sur les propriét́es microscopiques du matériau.

Energie

Onécrit l’énergie de la façon suivante :

Ee(M) = A
µ0

2
||∇ M ||2

(L2
(R3))3

,

oùA est la constante d’échange. Cette expression traduit la présence “d’une force” de rappelélastique entre
les moments magnétiques des atomes voisin dans le réseau cristallin. Il est possible de la retrouver en effec-
tuant un calcul microcospique au niveau des spins et en revenantà l’échelle ḿesoscopique en moyennant
[11].
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Excitation magnétique

Alors

He(M) = A4M ,

avec des conditions aux limites de type Neumann.

3.1.4 Contribution démagńetisante (interne)

Le domaine de fŕequences intéressant dans le cadre de cetteétude est sitúe entre 0,1 GHz et 100GHz.
Ces fŕequences correspondentà des longueurs d’onde allant environ d’un centimètreà un m̀etre. Les ob-
jets que l’on observe ayant des tailles de l’ordre du micromètre (on effectue les observationsà uneéchelle
mésoscopique), il est donc possible de considérer les contributions dues auxéquations de Maxwell comme
étant ind́ependantes du temps, c’està dire d’utiliser leśequations de la magnétostatique.
Les deux contributions préćedentes, anisotropie etéchange,́etaient purement locales, par contre la contribu-
tion démagńetisante est globale. Toutes les parties du matériau interagissent entres elles. La sensibilité des
configurations d’aimantatioǹa la forme du domaine proviendra principalement de cette contribution.
Le champ d́emagńetisant se d́eduit deśequations de la magnétostatique [26] :{

∇∧ Hd = 0
∇.Bd = 0

et Bd = µ0(Hd + M).

On transforme ceśequations en introduisant un potentiel scalaire, ce qui permettra d’écrire une formule de
repŕesentation (ceci est détaillé dans le chapitre II.2) :

4φ = ∇.M dansR3,
Hd = −∇φ dansR3,
M = 0 dansR3\Ω,

(3.3)

avec

lim
x ∈ R3

|x| → +∞

φ = 0

Excitation magnétique

En utilisant (3.3) on obtient une relation linéaire entreM etH

Hd(M) = −grad (div .(M ∗G)), (3.4)

où G est la fonction de Green :

∀x, y ∈ R3 G(x, y) =
−1

4π|x− y|
.
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3.2. EQUATIONS DYNAMIQUES

Energie

Comme la relation reliantM etHd est lińeaire, on peut d’écrire l’énergie sous la forme

Ed = −µ0

2

∫
R3

Hd.M dx

= −µ0

2

∫
R3

∇φ.Mdx

= −µ0

2

∫
R3

φ.4φ dx

=
µ0

2
||∇φ||2

(L2
(R3))3

.

3.2 Equations dynamiques

3.2.1 Pŕesentation deśequations de Landau et Lifchitz

Localement, les moments magnétiques sont soumis̀a un mouvement de type précession de Larmor [26]
[15], ce qui est repŕesent́e par le syst̀eme de Larmor :

∂ mmicro

∂ T
= −|γ|µ0 mmicro ∧ Bmicro) dansΩ (3.5)

avec |mmicro| = 1 dansΩ,

où Bmicro désigne le champ magnétique microscopique etµ le moment magńetique microscopique.T
repŕesente le temps etγ le facteur gyromagńetique [26]. L’aimantationM et l’excitation magńetiqueH,
grandeurs ḿesoscopiques dans le cadre du micromagnétisme, sont obtenues en moyennantµ etBmicro [26].
Mais, le syst̀eme de Larmor est Hamiltonien. En effet, pour un champ extérieur ne d́ependant pas du temps
on a :

∂ µ
∂ T = −|γ|µ0 µ ∧ Bmicro

⇒ ∂ µ
∂ T .Bmicro = −|γ|µ0 [µ ∧ Bmicro].Bmicro

⇒
∫
Ω
∂ µ
∂ T .Bmicro dx = 0

⇒ ∂ Emicro(µ)
∂ T = 0,

où Emicro est l’énergie totale microscopique. Par conséquent, le mod̀ele de Larmor appliqúe directement
au grandeurs moyennées ne peut paśevoluer vers l’́energie minimale. Le passage de l’échelle microscopique
deséquations de la précession de Larmor (3.5)̀a celle ḿesoscopique du micromagnétisme entrâıne une
perte d’information. Pour la compenser Landau et Lifchitz introduisirent alors un terme correctif dissipatif
phénoḿenologique :

∂ M
∂ T

= −|γ|µ0

(
M ∧ H(M) +

α

Ms
M ∧ (M ∧ H(M))

)
(3.6)

avec |M | = Ms en tout point deΩ,
(3.7)
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M

M
terme de precession
non dissipatif

M

M

terme dissipatif

MM ( )

H H

H

terme de precession
non dissipatif

H
H

FIG. 3.1 – Equations dynamiques.

où α est un coefficient de dissipation adimensionné d́ependant du matériau simuĺe.
Le syst̀eme ainsi d́efini est dissipatif pour un champ extérieur ne d́ependant pas du temps(

∂ M
∂ T

,H(M)
)

(L2
(Ω))3

=
−1
µ0

∂ E(M)
∂ T

= −|γ|µ0
α

Ms
(M ∧ (M ∧ H(M))),H(M))

(L2
(Ω))3

= |γ|µ0
α

Ms
||M ∧ H(M)||2

(L2
(Ω))3

,

ce qui implique (pour un champ extérieur ne d́ependant pas du temps) :

∂ E(M)
∂ T

= −|γ| α
Ms

||M ∧ H(M)||2
(L2

(Ω))3
. (3.8)

Cette formule met eńevidence la d́ecroissance de l’énergie.

3.2.2 Adimensionnement deśequations

Afin de faciliter le maniement deśequations, un système d’unit́es ŕeduites est adopté. On pose :

m =
1
Ms

M

h =
1
Ms

H

b =
1

µ0 Ms
B

t = |γ|µ0Ms T,

et l’on écrit (3.6) sous la forme :

∂ m
∂ t

= −m ∧ h(m)− α m ∧ (m ∧ h(m)), (3.9)
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3.3. EQUILIBRE D’UN SYSTÈME MICROMAGNÉTIQUE

afin de faciliter les notations pour les parties suivantes, on pose

f(m) = −m ∧ h(m)− α m ∧ (m ∧ h(m)).

Les expressions desénergies adimensionnées sont les suivantes :

ex =
1

µ0M2
s

Ex

Ce syst̀eme permettra d’effectuer les simulations en variables adimensionnées tout en ayant la possibilité de
retourner au variables physiques facilement.

3.3 Equilibre d’un système micromagńetique

Les notions d’́equilibre que l’on va d́efinir n’ont de sens que pour un système dont la contribution
ext́erieure est ind́ependante du temps.
On d́efinit l’ équilibreénerǵetique d’un syst̀eme micromagńetique comme l’un deśetats pour lequel l’́energie
totale (3.1) est minimum.

Définition 3.3.1 La configuration d’aimantationm est unétat d’́equilibre énerǵetique si elle ŕealise un
minimum de l’́energie micromagńetique totale donńee par (3.1).

En effet, pour un champ extérieur ne d́ependant pas du temps, l’énergie totale (3.1) est une fonction convexe
et le minimum existe (voir par exemple la Thèse de A. Bagńeŕes-Viallix [51]).

Une autre d́efinition de l’́equilibre d’un syst̀eme micromagńetique peut̂etre donńee au sens dynamique
pour leséquations de Landau et Lifchitz (3.9)

Définition 3.3.2 La configuration d’aimantationm est unétat d’́equilibre pour le syst̀eme (3.9) sif(m) = 0
dans toutΩ.

Les états d’́equilibreénerǵetiques sont ńecessairement desétats d’́equilibre au sens de (3.3.2). Cette pro-
priét́e d́ecoule de la forme de l’équation d’Euler pour la formulatiońenerǵetique.
De plus, on remarque que lesétats pour lesquels la dérivée temporelle de l’énergie est nulle correspondent
auxétats d’́equilibre de la d́efinition (3.3.2). En effet, une configuration d’aimantationà l’équilibre v́erifie

f(m) = 0 pp dansΩ,

c’està dire

−m ∧ h(m)− αm ∧ (m ∧ h(m)) = 0,

mais, les deux termes de gauche sont perpendiculaires (par construction), on a donc

||m ∧ h(m)||
(L2

(Ω))3 = 0,

on en conclut donc que

||m ∧ h(m)||
(L2

(Ω))3 = 0 ⇔ m est unétat d’́equilibre au sens de (3.3.2).

Alors, on remarque que leśetats obtenus par relaxation deséquations dynamiques (3.9) sont desétats
d’équilibre au sens de (3.3.2). En effet, comme on l’a vu préćedemment, l’́energie du système est d́ecroissante,
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elle est de plus inf́erieurement borńee par 0. Alors, au cours d’un processus dynamique plusieurs cas de fi-
gure se pŕesentent.
L’ énergie peut d́ecrôıtre jusqu’au minimum absolu, c’està dire źero. Dans ce cas, par définition des diff́erents
termes d’́energie, ceci signifie que toutes les contributions magnétiques se sont annulées, la relation (3.10)
est donc v́erifiée et l’́etat atteint est bien uńequilibre au sens de (3.3.2) mais aussi au sens du minimum
d’énergie.
Le deuxìeme cas de figure est celui où l’ équilibre atteint est tel que la dérivée temporelle de l’énergie soit
nulle et sa d́erivée seconde soit positive. On a alors atteint un minimum local de l’énergie mais aussi un
équilibre au sens de la définition (3.3.2). En effet, si la d́erivée temporelle de l’énergie est nulle la relation
(3.10) est v́erifiée gr̂aceà l’égalit́e (3.8).
Enfin, quand la d́erivée temporelle de l’énergie est nulle sans que l’on ait atteint un minimum local, l’état
obtenu est uńequilibre au sens de la définition (3.3.2) mais, on le qualifiera d’équilibre instable.

3.4 La susceptibilit́e et polarisabilité d’un matériau

3.4.1 Polarisabilit́e dans le cas particulier d’une sph̀ere

Soitp le moment magńetique induit parHext dans une particule de volumeV , on d́efinit alors la polari-
sabilit́eαp de la particule par :

p = αp Hext V

A l’int érieur de cette particule,p découle de l’aimantationM reliéeà l’excitationH grâceà la susceptibilit́e
χ :

M = χH

etH obéissant aux́equations de la magnétostatique. Dans le cas d’une sphère uniforḿement aimant́ee on a :

H = −1
3

M + Hext

M =
χ

1 + χ/3
Hext

mais, comme l’aimantation est uniforme on ap = V M , donc :

αp =
χ

1 + χ/3
.

Ici, le facteur 1
3 repŕesente le facteur démagńetisant de la sph̀ere qui peut̂etre remplaće par un nombre

compris entre 0 et 1 pour simuler approximativement d’autres formes de particules. Pour introduire la sus-
ceptibilité et la polarisabilit́e pour le micromagńetisme, on ǵeńeralise cette notion de facteur démagńetisant
en oṕerateur d́emagńetisant.

3.4.2 Linéarisation deséquations de Landau-Lifchitz

La susceptibilit́e magńetique d’un mat́eriau est d́eduite de ses réponses̀a de petites perturbations du
champ magńetique ext́erieur (ind́ependant du temps) autour de l’équilibre (au moins formellement). Par
conśequent, il est possible de la déterminer gr̂aceà une lińearisation de (3.9) autour de l’équilibre (voir le
chapitre IV.2). Les perturbations sont effectuées dans le domaine des hyperfréquences correspondantà la
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classe des problèmes que l’on veut traiter (0,1̀a 100 GHz).

Notonsmeq l’aimantationà l’équilibre. Alors, on d́efinit les perturbations de la façon suivante :

hext(t) = heqext + δh(t) ∀t ∈ R+

m(t) = meq + δm(t) ∀t ∈ R+

Où δh(t) est la perturbation du champ extérieur etδm(t) la réponse de l’aimantation. On suppose queδm(t)
et δh(t) sont du m̂eme ordre.
En remplaçant dans (3.9) on obtient :

∂(meq + δm)
∂t

= −(meq + δm) ∧ (h(meq + δm) + δh)− α((meq + δm) ∧

((meq + δm) ∧ (h(meq + δm) + δh))).

On d́eveloppe alors cette relationà l’ordre un enδm

∂δm
∂t

= (h ∧+α(meq∧)(h(meq∧))) (δmeq)−
(
meq ∧+α(meq∧)2

)
(h(δm))−(

(meq∧) + α(meq∧)2
)
(δh) +O(|δm|2).

Alors, on obitent l’́equation lińeariśee suivante :

∂ δm
∂ t

= f′(meq).δm−
(
(meq∧) + α(meq∧)2

)
(δh) (3.10)

Puis, si l’on consid̀ere que la perturbation et la réponse sont de forme harmonique :

δh = δh.eiω t,

δm = δm.eiω t,

il faut bien ŝur veiller à rester dans le cadre des hypothèses de la magnétostatique pour que le calcul des
excitations magńetiques soit toujours valable. On suppose donc que2π c

ω � diamètre deΩ.
Ceci permet de ŕeécrire (3.10) comme suit :

iω δm = f′(meq).(δm)−meq ∧ δh− α meq ∧ (meq ∧ δh) (3.11)

En utilisant (3.11), on d́efinit les oṕerateurs suivant agissant sur les configuration d’aimantation :

X(ω) = iω Id− f′(meq)
Y = −meq ∧ −α meq ∧ (meq∧)
X(ω).δm = Y.δh

(3.12)
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On d́efinit le moment magńetiquepδh de la particule sur le m̂eme principe que préćedemment :

pδh = eiωt
∫

Ω
(X(ω)−1 ◦ Y(δh))dx

On d́efinit alors la polarisabilit́eαp(δh, δh′) à partir de la composante depδh dans la directionδh′ :

pδh.δh
′ = αp(δh, δh′)δh.δh′eiωt

Le tenseur de polarisabilité magńetique est alors la réponse du système dans trois directions de l’espace for-
mant une base orthonormée. Cette ŕeponse est donc calculée pour trois excitations magnétiques uniformes
en espace grâceà (3.12). Les ŕeponses sont calculées en termes d’énergie.

Soit les trois excitations(δh1, δh2, δh3) uniformes en espace et formant localement une base ortho-
normée, on calcule les trois réponses(δm1, δm2, δm3)grâceà (3.12) :

δmi = X−1(ω).(Y(δhi))

Il est possible de calculer lesénergies de chacune des réponses dans chacune des directions d’excitation
pour former ainsi la matriceαp ∈ M(3, 3) de susceptibilit́e :

∀i, j ∈ {1, 2, 3} αp,ij(ω) = − 1
2V

∫
Ω
δmi.δhj dx

Dans la suite, afin de rester en accord avec le vocabulaire communément emploýe, on nommeraα le tenseur
de susceptibilit́e du mat́eriau.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans cette partie, un bref historique du micromagnétisme aét́e pŕesent́e. Ensuite, on a introduit les
notions et notations utiliśees dans la suite de ce travail. Les points principauxà retenir sont la d́efinition
des contributions magnétiques mais aussi celle du système dynamique de Landau et Lifchitz permettant de
définir les deux notions clef : l’équilibre d’une syst̀eme micromagńetique et la susceptibilité hyperfŕequence.

On s’appliquera donc dans la suiteà ŕesoudre ces deux problèmes principaux : le calcul des configura-
tions d’́equilibre comméetat relax́e d’une configuration intiale et la détermination de la susceptibilité (ou
polarisabilit́e) magńetique d’unéchantillon pour une configuration d’équilibre fix́ee. Toute l’́etude sera ef-
fectúee dans le cadre des hyperfréquences, cette approximation ce traduira par l’utilisation deséquations de
la magńetostatique pour modéliser les forceśelectromagńetiques. Les difficult́es que l’on rencontrera seront
li ées au caractère non lińeaire deśequations d’́evolution de Landau et Lifchitz mais aussià la pŕesence du
champ d́emagńetisant (magńetostatique), oṕerateur non local agissant sur l’aimantation.
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Troisi ème partie

Approximation des équations de Maxwell
quasistationnaires
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Chapitre 5

Introduction

Dans une simulation nuḿerique des ph́enom̀enes de micromagnétisme, il faut veiller̀a ce que les pro-
priét́es de chaque contribution magnétique (́echange, anisotropie et champ démagńetisant) soient respectées.
Dans ce cadre, la contribution la plus délicateà prendre en compte est le champ démagńetisant. En effet,
l’opérateur d́emagńetisant est non local, ce qui alourdit considérablement la simulation.
Le premier mod̀ele utiliśe, fut celui dit de l’approximation dipolaire [44] dont le principe est la réduction
du mat́eriau à un ensemble de charges magnétiques ponctuelles. Il a permis d’effectuer les premières si-
mulations nuḿeriques de systèmes magńetiques faisant intervenir la contribution magnétostatique. Mais, il
s’avère qu’il ne rend pas compte des propriét́es clefs de l’oṕerateur de champ démagńetisant.

Une approche plus fine (équivalentèa un calcul de type volumes finis) fut introduite par Y. Nakatami,
Y. Uesaka et N. Hayashi [40]. Prenant en compte la forme des mailles, elle permet d’avoir une meilleure
approximation de l’oṕerateur d́emagńetisant et d’envisager ainsi des simulations mettant en relief des com-
portements jusqu’alors difficilement captés. Mais, cette approche heuristique ne conserve pas la positivité
de l’opérateur. D’autre part, la ḿethode deśeléments finis est́egalement appliqúee pour calculer le champ
démagńetisant dans le cadre du micromagnétisme [3]. Les propriét́es de l’oṕerateur ainsi obtenu sont satis-
faisantes mais, pour la résolution du systèmeévolutif, cette approche est trop coûteuse.

L’opérateur discret doit non seulement conserver les propriét́es clef du mod̀ele continu : syḿetrique,
positif et de norme inf́erieure oúegaleà un. Mais, il faut́egalement contruire une approximation dont le cal-
cul ne sera pas trop coûteux. Pour cela, on adopte une discrétisation de type volumes finis ayant de bonnes
propríet́es et permettant d’utiliser des méthodes de calcul rapide.
Mais l’opérateur de champ démagńetisant est global en espace. Son calcul est par conséquent tr̀es côuteux.
Afin de rendre rentable l’approche de type volumes finis, on utilise un maillage cubique conférantà l’opéra-
teur une structure Toeplitz multi-niveaux. Cette approche permet d’utiliser des produits matrice-vecteurà
moindre côut en temps de calcul et en stockage pour l’approximation du champ démagńetisant. La ḿethode
des produits matrice-vecteur Toeplitzà un niveau áet́e introduite par G. Strang [46], la notion de matrice
Toeplitz multi-niveaux a pŕećedemment́et́e pŕesent́ee par E.E.Tyrtishnikov [49] pour l’étude de la distribu-
tion de leurs valeurs propres ou l’applicationà des probl̀emes de diffractiońelectromagńetique avec A.V.
Kukk et V.I Ivakhnenko [25]. Un autre domaine nécessitant l’utilisation de matrices Toeplitz multi-niveaux
est celui de l’optique (P.J. Flatau, G.L. Stephens et B.T. Draine [21]) où sont trait́es essentiellement des cas
à deux niveaux.

Dans une première partie, on pŕesente l’approximation utiliśee et l’ordre de la ḿethode. On montre
que l’oṕerateur discŕetiśe conserve les propriét́es de positivit́e, syḿetrie et de majoration de la norme dans
le cas d’une d’int́egration analytique sur chaque maille. Le résultat est alorśetenduà l’approximation de
l’opérateur dans le cas d’intégrations nuḿeriques locales de type Gauss. Enfin, on présente quelques résultats
numériques mettant en relief le bon comportement de l’approximation choisie. Puis, dans une seconde partie
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on pŕesente unéetude compl̀ete du produit matrice vecteurà p niveaux par utilisation des produits tenso-
riels. On introduit tout d’abord les notations nécessaires, puis l’on traite le cas des matrices mono-niveau
et enfin celui des matrices multi-niveaux. La géńeralisationà p niveaux permet d’effectuer des calculs de
micromagńetisme pour deśechantillons de grande taille numérique, un algorithme de calcul rapide pour
l’application de l’oṕerateur discret de type volumes finis est exposé, s’appuyant sur l’utilisation de la struc-
ture Toeplitz multi-niveaux de l’oṕerateur. L’application de cette propriét́e au probl̀eme permet d’obtenir
des gains en place ḿemoire et en temps calcul considérables. Ainsi, après avoir montŕe l’efficacit́e de la
méthode par rapport̀a des calculs plus classiques, on expose un exemple de simulation micromagnétique
pour un domaine d’une taille jusqu’alors non atteignable en des temps raisonnables.
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Chapitre 6

Etude théorique de la discŕetisation du
champ démagńetisant

6.1 Le problème continu

On consid̀ere un mat́eriau magńetique occupant un domaineΩ deR. Dans le mod̀ele hyperfŕequence, les
dimensions du volume (quelquesµm) sont consid́eŕees comme petites devant la longueur d’onde (quelques
cm), ce qui justifie l’utilisation de l’approximation quasi-stationnaire deséquations de Maxwell [34] (les
courants et charges libresétant ńegligés).
Le champ d́emagńetisant induit par l’aimantation deΩ en chaque point de l’espace est donné par les
équations de Maxwell dans l’approximation quasi-stationnaire [26]. On noteraB le champ magńetique,
H l’excitation magńetique etM la densit́e d’aimantation. Deśequations (10.1), on déduit qu’il faut ŕesoudre
à chaque instant le système suivant :

M est donńe dans(L2(R3))3, M = 0 à l’extérieur deΩ. On cherche(H,B) dans(L2(R3))3 tel que :
rot H = 0
div B = 0
B = µ0(H + M)

(6.1)

où µ0 est la permittivit́e du vide, avecH,B etM deséléments de(L2(R3))3.
On note

W1(R3) = {ϕ ∈ D′(R3),∇ϕ ∈ (L2(R3))3,
ϕ√

1 + r2
∈ L2(R3)},

alors, gr̂aceà la d́ecomposition de Hodge [17], on peutécrire que pour toutH dans(L2(R3))3 avecrot H = 0
il existe un uniqueφ dans W1(R3) tel que

H = grad φ dansR3, (6.2)

alors, en utilisant les deux dernièreséquations de (6.1), il vient

4φ = −div M dansR3. (6.3)

Leséquations (6.2) et (6.3) définissent un oṕerateurH : M 7→ H dont on vaétablir les propríet́es.H
étant un oṕerateur ńegatif, il sera plus agréable de travailler avecA = −H.

On peutécrire une formule de représentation :

H = H(M) = −grad (div (M ∗G))
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6.2. DISCRÉTISATION DE L’OPÉRATEUR ET DU DOMAINE

oùG est la solutiońelémentaire du Laplacien dansR3 : ∀x, y ∈ R3 G(x, y) =
−1

4π|x− y|
, ou encore

H(M)(x) = grad x(div x(
∫

Ω
M(y).

1
4π|x− y|

dy)).

C’est sur cette formule que l’on se basera pour construire la discrétisation deH. Cette approche permet
d’utiliser une ḿethode de type volumes finis pour laquelle il est inutile de calculer le champ magnétiqueà
l’extérieur du domaineΩ. Ainsi, le gain en stockage est très important.

A est un oṕerateur int́egral de(L2(R3))3 dans(L2(R3))3. Ses propríet́es ontét́e établies dans [23], on les
rappelle dans le

Théorème 6.1.1 Aest lińeaire, continu, autoadjoint, positif et de norme inférieure ouégaleà un.

6.2 Discŕetisation de l’opérateur et du domaine

Une bonne discrétisation deA doit pŕeserver les propriét́es essentielles de l’opérateur, en particulier sa
positivité. Ainsi, certaines mod́elisations de type diff́erences finies utiliśees jusqu’alors s’av̀erent errońees.
Par exemple, le spectre de l’opérateur dans le cadre de l’approximation dite dipolaire [44] où les valeurs
moyennes sur chaque maille sont remplacées par les valeurs au centre des mailles, présente des valeurs
propres ńegatives (cf Fig. 6.1). L’oṕerateur approch́e ainsi obtenu n’est pas positif.
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FIG. 6.1 – Approximation dipolaire

On va donćecrire une discŕetisation deA qui conserve toutes les propriét́es de l’oṕerateur continu. Elle
repose sur une intégration exacte suivie d’une intégration nuḿerique.

Notations :

Le volumeΩ est d́ecompośe en une famille de ferḿes (Ωi)i=1,...,n que l’on nommera cellules, l’en-
semble desΩi constitue le maillage. Ces fermés ont les propriét́es suivantes :
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n⋃
i=1

Ωi = Ω̄

∀(i, j) ∈ {1, ..., n},
◦
Ωi ∩

◦
Ωj= ∅ pouri 6= j.

On d́efinit le pas de discrétisationh du maillage :

h = Supi=1,...,n|Ωi|1/3,

où |Ωi| désigne le volume deΩi.

(R3)n est muni de la structure euclidienne définie par :

∀ (u, v) ∈ (R3)n :

||u||2h =
n∑
i=1

|Ωi| |ui|2,

(u, v)h =
n∑
i=1

|Ωi| ui.vi,

où |ui| est la norme euclidienne dansR3.

6.2.1 Les oṕerateurs de rel̀evement et projection et leurs propríetés

On peut maintenant définir un oṕerateur de relèvement :

Rh
(R3)n → (L2(Ω))3

et un oṕerateur de projection :

Ph
(L2(Ω))3 → (R3)n.

Ces oṕerateurs sont donnés par les formules suivantes :

∀u ∈ (L2(R3))3, Ph(u)i =
1
|Ωi|

∫
Ωi

u(x) dx,

∀v ∈ (R3)n, Rh(v) =
n∑
i=1

χi vi, (6.4)

où χi est la fonction indicatrice deΩi, i.e.
∀x ∈ R3, χi(x) = 1 si x ∈ Ωi, χi(x) = 0 si x /∈ Ωi.
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6.2. DISCRÉTISATION DE L’OPÉRATEUR ET DU DOMAINE

On rappelle quelques propriét́es classiques de ces opérateurs qui seront utiles dans la suite de l’étude
(cf. [14], [20]).

Proposition 6.2.1 Pour toutv dans(H1(Ω))3 il existeC dansR+ tel que :

||u− Rh(Ph(u))||0,Ω ≤ C h |u|1,Ω.

Proposition 6.2.2 On a pour Rh et Ph les propríet́es suivantes :

(i) ∀v ∈ (R3)n ||Rh(v)||0,Ω = ||v||h
(ii) ∀u ∈ (L2(R3))3 ||Ph(u)||h ≤ ||u||0,Ω

Corollaire 6.2.1 Rh et Ph sont des oṕerateurs lińeaires continus.

6.2.2 D́efinition de l’opérateur approché

On d́efinit l’opérateur approch́e deA de (R3)n dans(R3)n grâce aux oṕerateurs de relèvement et pro-
jection d́efinis pŕećedemment :

Ah = Ph ◦ A ◦ Rh.

Soit encore,

∀u ∈ (R3)n, u = (ui)i∈{1,...,n},

Ah(u)i =
1

4π|Ωi|

n∑
j=1

{
∫

Ωi

grad xdiv x

∫
Ωj

uj
−1

|y − x|
dy dx}.

On notera

∀u ∈ R3, Kj
i (u) =

1
4π|Ωi|

∫
Ωi

grad xdiv x.

∫
Ωj

u
−1

|y − x|
dy dx (6.5)

où chaque Kji est donc une matrice 3× 3 à coefficients ŕeels. Les matrices Kji repŕesentent l’interaction
entre deux cellules nuḿerot́eesi et j dans le maillage, si bien que :

(Ah(u))i =
n∑
j=1

Kj
i (uj). (6.6)

Cette d́efinition est ind́ependante de la forme du maillage (voir annexe 1 pour le calcul).
Les fonctions̀a int́egrer ne sont pas régulìeres, on a donc choisi d’utiliser les formules d’intégration de

Gauss. En effet, elles peuvent s’appliquer aux fonctions des espaces Hm(Ω) et des formules d’erreurs dans
ces espaces ontét́e établies par C. Bernardi et Y. Maday [7]. Ce point sera repris au paragraphe (6.4).
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6.3 Propriétés de l’oṕerateur Ah

Les propríet́es de syḿetrie, lińearit́e et continuit́e de l’oṕerateur discŕetiśeAh défini en (6.6) se d́eduisent
directement des propriét́es des oṕerateurs de discrétisation (corollaire 6.2.1) et de leurs définitions (6.4).
On montre maintenant l’ordre de l’approximation et les propriét́es fondamentales de l’opérateurAh : posi-
tivit é stricte, norme inf́erieure oúegaleà un.

6.3.1 Ordre de l’approximation

Théorème 6.3.1L’approximationAh de l’opérateurA est d’ordre 1 enh, le pas du maillage, c’est̀a dire :
∀u ∈ (H1([0, T ]× Ω))3, ∃C ∈ R+ tel que

||Rh ◦ Ah ◦ Ph(u)− A(u)||0,Ω ≤ C h|u|1,Ω.

démonstration : Soit

eh(u) = ||Rh ◦ Ah ◦ Ph(u)− A(u)||0,Ω,

d’où

eh(u) = ||Rh ◦ Ph ◦ A(Rh ◦ Ph(u))− A(u)||0,Ω
= ||Rh ◦ Ph ◦ A(u− u + Rh ◦ Ph(u))− A(u)||0,Ω
≤ ||Rh ◦ Ph ◦ A(u)− A(u)||0,Ω + ||Rh ◦ Ph ◦ A(u− Rh ◦ Ph(u))||0,Ω
≤ ||Rh ◦ Ph ◦ A(u)− A(u)||0,Ω + ||u− Rh ◦ Ph(u)||0,Ω.

Alors, la proposition (6.2.1) permet de conclure

eh(u) ≤ C h |u|1,Ω.

�

6.3.2 Positivit́e de l’opérateur Ah

Dans le cas de l’oṕerateur continu, la positivité est obtenue eńetablissant que :

∀u ∈ (L2(R3))3, (A(u), u)0,Ω = ||grad φ(u)||20,Ω ≥ 0

Où φ est le potentiel scalaire défini dans (6.2).

En utilisant la m̂eme d́emarche, on montre le

Théorème 6.3.2L’opérateurAh est positif.

démonstration :
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Onécrit les formules successives,

∀u ∈ (R3)n, (Ah(u), u)h =
i=n∑
i=1

(|Ωi|Ah(u)i.ui)

puis, par d́efinition deAh

(Ah(u), u)h =
i=n∑
i=1

(
|Ωi|{

1
|Ωi|

∫
Ωi

A(Rh(u))}.uidx
)
,

et en utilisant les fonctions caractéristiques on a

(Ah(u), u)h =
i=n∑
i=1

∫
Ωi

A(Rh(u)).
j=n∑
j=1

(χj(x)uj)

 dx


ce qui donne

(Ah(u), u)h =
∫

Ω
A(Rh(u)).

j=n∑
j=1

(χj(x)uj) dx

= (A(Rh(u)),Rh(u))0,Ω
= ||grad φ(Rh(u))||20,Ω
≥ 0

�

6.3.3 Estimation de la norme de l’oṕerateur Ah

Les propríet́es des oṕerateurs de relèvement et de projection (proposition 6.2.2) permettent d’établir le

Théorème 6.3.3La norme deAh au sens deL((R3)n) est inf́erieure ouégaleà un.

Démonstration :
Par d́efinition :∀u ∈ (R3)n,Ah(u) = Ph(A(Rh(u))).

Par conśequent on a la suite d’assertions :

||Ah(u)||h = ||Ph(A(Rh(u)))||h,
≤ ||A(Rh(u))||0,Ω,
≤ ||A|| ||Rh(u)||0,Ω,
≤ ||A|| ||u||h ≤ ||u||h,

Ce qui d́emontre le th́eor̀eme.

�

6.3.4 Inversibilité de l’opérateur Ah

Il s’avère que l’oṕerateurAh est inversible, ce qui n’est pas le cas de l’opérateur continu. Cette propriét́e
a puêtre d́emontŕee sur des maillages topologiquementéquivalents̀a des maillages cubiques.

On d́efinit la notion de maillages topologiquement (6.2)équivalents :
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Définition 6.3.1 Deux maillages(Ωi)i=1,...,n deΩ et(ωi)i=1,...,m deω seront dit topologiquementéquivalents
si :

(i) n = m,

(ii) ∃F un hoḿeomorphisme deΩ surω tel que∀i ∈ 1, ..., n ωi = F(Ωi).

F

Ω ω

FIG. 6.2 – Maillages topologiquementéquivalents.

La nature du problème discŕetiśe permet alors d’établir le

Théorème 6.3.4L’opérateurAh est inversible pour un maillage(Ωi)i=1,...,n deΩ topologiquement́equivalent
à un maillage cubique régulier.

Pour d́emontrer le th́eor̀eme 6.3.4, on s’aidera des deux résultats interḿediaires suivants :

Proposition 6.3.1 Soit Ω un ouvert borńe et(Ωi)i=1,...,n un maillage cubique ŕegulier deΩ. Alors, pour
tout u ∈ (R3)n :

div Rh(u) = 0 au sens des distributions⇐⇒ ∀i ∈ {1, ..., n}, ui = 0.

Proposition 6.3.2 SoitΩ un ouvert borńe et(Ωi)i=1,...,n topologiquement́equivalent̀a un maillage cubique
régulier deΩ. Alors, pour toutu ∈ (R3)n :

div Rh(u) = 0 au sens des distributions⇐⇒ ∀i ∈ {1, ..., n}, ui = 0

On suppose acquises ces deux propositions afin de réaliser la

démonstration du théorème 6.3.4 :
L’id ée de la d́emonstration est de mettre enévidence le fait que le relèvemenent par Rh du noyau deAh

est l’intersection des ensembles (le noyau deA et les fonctions constantes par morceaux) nécessairement
réduità l’élément nul (utilisation de la proposition (6.3.2)).
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6.3. PROPRIÉTÉS DE L’OPÉRATEUR AH

a - Soit u ∈ (R3)n tel queA(Rh(u)) = 0, alors par d́efinition de Rh on a :

Ah(u) = 0,

donc, pourv dans(L2(R3))3 tel quev soit un élément deKer(A), alors s’il existeu dans(R3)n tel que
v = Rh(u) on aAh(u) = 0.

b - Soit u ∈ (R3)n tel queAh(u) = 0, alors :

∀i ∈ {1, ..., n},∫
Ωi

A(Rh(u)) dx = 0 ⇒
n∑
i=1

∫
Ωi

A(Rh(u)) dxui = 0

⇒
n∑
i=1

∫
Ωi

A(Rh(u))Rh(u) dx = 0

⇒
∫

Ω
A(Rh(u))Rh(u) dx = 0

⇒ ||grad φ(Rh(u))||(L2(R3))3 = 0

Par d́efinition de A
dans(6.2) et (6.3)

⇒ ||A(Rh(u))||(L2(R3))3 = 0,

d’où, pouru dans(R3)n

Ah(u) = 0 ⇒ A(Rh(u)).

Alors, de a) et b) on d́eduit :

Ah(u) = 0 ⇔ A(Rh(u)).

De l’équation (6.2) on d́eduit que :

Ker (A)={u ∈ (L2(R3))3 | div u = 0 dansR3 au sens des distributions}

Alors, en appliquant la proposition 6.3.2 on a :

Ah(u) = 0 ⇔ div Rh(u) = 0
⇔ u = 0.

Ah est donc un oṕerateur inversible.

�

Pour les d́emonstrations des propositions 6.3.1 et 6.3.2 se reporterà l’annexe 2.
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6.3.5 Estimation de la plus petite valeur propre de Ah

Il est possible, dans le cas d’un maillage cubique régulier de donner une estimation de la plus petite
valeur propre deAh. Cette estimation est importante car elle permettra de définir un domaine de validité
de l’approximation (conservation de la positivité) dans le cadre de l’intégration de Gauss en fonction du
nombre de points de Gauss utilisés.

Théorème 6.3.5Pour un maillage cubique régulier, la plus petite valeur propreλmin,h deAh est telle que :

λmin,h ≥
1

4
√

34
h5/2

d(Ω)

Où l’on note d(Ω) le diam̀etre deΩ, i.e. d(Ω) = supx,y∈Ω(|x− y|).

démonstration :
Pour estimer la plus petite valeur propre de l’opérateurAh, on écrit une formulation variationnelle qui,

utilisée avec une fonction test appropriée permet d’estimer le quotient de Rayleigh. La démonstration s’ef-
fectue en 5́etapes :

1. comparaison entre la plus petite valeur propre deAh et celle de Rh ◦ Ah,

2. d́efinition d’une formulation du problème de la construction d’une estimation,

3. choix de fonctions tests permettant d’exploiter la formulation variationnelle,

4. renuḿerotation des mailles et modification du maillage afin de traiter certains problèmes de bord dans
l’utilisation de la formulation variationnelle,

5. estimation de la norme degrad φ(u) grâce aux fonctions tests età la formulation variationnelle et
conclusion.

1 - Par d́efinition de Rh on a :

∀u ∈ (R3)n (Rh(Ah(u)),Rh(u))0,Ω = (Ah(u), u)h, (6.7)

pour estimer la plus petite valeur propreλmin,h deAh on utilise les coefficients de Rayleigh :

min
u∈(R3)n

(Ah(u), u)(R3)n

||u||2h
= λmin,h,

alors, gr̂ace a l’́egalit́e (6.7) onécrit :

λmin,h = min
u∈(R3)n

(Rh(Ah(u)),Rh(u))0,Ω
||u||2h

.

On utiliseraégalement le fait que :

(Rh(Ah(u)),Rh(u))0,Ω = ||grad φ(Rh(u))||20,Ω.

2 - On d́efinit une formulation variationnelle pour le problème (6.2),(6.3) surIm(Rh) :
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FIG. 6.3 – Nuḿerotation des mailles.

∀ψ ∈ (H1(R3))3 ; u ∈ Im(Rh) on a :∫
R3

grad ψ.grad φ(u) dx =
∫

R3

u.grad ψ dx, (6.8)

avec− grad φ(u) = Rh(Ah(Ph(u))).

3 - On d́efinit des fonctions test de(H1(R3))3 :

On utilisera les d́efinitions introduites dans la démonstration de la proposition 6.3.1.

On se place sur une ligne LiX . On notera pour des facilités d’́ecritureΩi,X
j = ΩliX(j) et

ui,Xj = uliX(j) .

On pose :Ωi,X
j ∩ Ωi,X

j+1 = Σi,X
j et Ω̃i,X

j = Ωi,X
j ∪ Ωi,X

j+1.

Avecxi,Xj le centre de la surfaceΣi,X
j .

SoientΩi,X
j etΩi,X

j+1 deux mailles adjacentes ayant en commun une face perpendiculaireà la directionX.

On veut d́efinir la fonctionψi,xj telle que :

ψi,xj ∈ (H1(R3))3

ψi,xj |
∂(Ω̃

i,X
j

)

= 0∫
Σi,X

j
ψi,xj (x, y, z) dy dz = (ui,Xj+1 − ui,Xj ).X

Soit : {
s(x) = 2− 4x pourx ∈ [0, 1/2]
s(x) = 2 + 4x pourx ∈ [−1/2, 0]

{
t(x) = x+ 1 pourx ∈ [−1, 0]
t(x) = 1− x pourx ∈ [0, 1]

On d́efinit alors la fonctionψx(x) = s(y)s(z)t(x) dans[−1, 1]× [0, 1]2.
Alors,ψx(x) = 0 ∀x ∈ ∂([−1, 1]× [0, 1]2) etψx ∈ (H1(R3))3.

On pose alors :

ψi,xj (x) =
1
h2

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)ψx(
1
h

(x− xi,Xj )).
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4 - Modification du maillage :

On ajoute une cellulèa toutes les lignes du maillage suivant les trois directions de l’espace. Cette maille
est plaćee au d́ebut de chaque ligne en position j=0 dans le système de nuḿerotation internèa la ligne.

5 - Estimation de la norme degrad φ(u) pourIm(Rh) :

Dans la formule (6.7) on injecte les fonctions test définiesà l’étape 3 et on obtient grâce aux formules
de Green :

∫
R3

grad φ(u).grad ψi,xj dx =
∫

R3

u.grad ψi,xj dx

=
∫

Σi,X
j

[Rh(u).X]|Σi,X
j
ψi,xj .ni,Xj dx,

où ni,Xj est la normalèa la surfaceΣi,X
j dans la directionX et u l’ élément de(R3)n tel que Ph(u) = u.

Alors, en utilisant l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz on a :

||grad φ||
(L2

(Ω̃i,X
j ))3

||grad ψi,xj ||(L2
(Ω̃i,X

j ))3
≥ (ui,Xj+1 − ui,Xj ).X

∫
Σi,X

j

ψi,xj (x, y, z) dy dz

par construction
deψi,xj

≥ ((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2 (6.9)

On a :

||grad ψi,xj ||
2

(L2
(Ω̃i,X

j ))3
=
∫

Ωi,X
j ∪Ωi,X

j+1

|grad ψi,xj (x)|2 dx.

Des formules d́efinies au 3, on d́eduit que :

grad ψi,xj (x) = − (ui,X
j+1−ui,X

j ).X
h3


sgn(x− xi,Xj ) s(

y−yi,X
j

h )s(
z−zi,X

j

h )

sgn(y − yi,Xj ) 4t(
x−xi,X

j

h )s(
z−zi,X

j

h )

sgn(z − zi,Xj ) 4t(
x−xi,X

j

h )s(
y−yi,X

j

h )


On a donc||grad ψi,xj ||

2

(L2
(Ω̃i,X

j ))3
=

272
9 h3

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2.

En injectant ce ŕesultat dans (6.9) on obtient alors :

||grad φ||
(L2

(Ω̃i,X
j ))3

.
√

272
9 h3

∣∣∣(ui,Xj+1 − ui,Xj ).X
∣∣∣ ≥ ((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

⇒ ||grad φ||2
(L2

(Ω̃i,X
j ))3

≥ 9 h3

272 ((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2
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Grâce au 4, cette ińegalit́e peut s’́ecrire pour toutes les cellules du domaine en ajoutant sur chaque ligne
une cellule òu l’aimantation est nulle. De plus, le raisonnement préćedent est valable pour les trois directions
de l’espace. On peut doncécrire l’inégalit́e suivante en s’aidant des résultats pŕećedents :

6 ||grad φ||2(L2(R3))3 = 2

∑
i,j

||grad φ||2
(L2

(Ω̃i,X
j ))3

+
∑
i,j

||grad φ||2
(L2

(Ω̃i,Y
j ))3

+
∑
i,j

||grad φ||2
(L2

(Ω̃i,Z
j ))3


≥ 9 h3

272

∑
i,j,k;l,n,m

(
((ui,Xl+1 − ui,Xl ).X)2 + ((uj,Yn+1 − uj,Yn ).Y)2 + ((uk,Zm+1 − uk,Zm ).Z)2

)
.

(6.10)

On remarque que :

I∑
j=1

(ui,Xj+1 − ui,Xj ).X = ui,XI .X,

et donc, en sommant sur toutes les lignes suivantX du maillage, on obtient :

|ui,XI .X|
2 ≤ I

I∑
j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

≤ I

N i
X∑

j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

d’où, en sommant sur l’indiceI on a :

N i
X∑

I=1

|ui,XI |
2 ≤ N i

X(N
i
X + 1)
2

N i
X∑

j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

puis, on somme sur toutes les lignes suivantX du maillage :

NX∑
i=1

N i
X∑

I=1

|ui,XI |
2 ≤

NX∑
i=1

N i
X(N

i
X + 1)
2

N i
X∑

j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

≤ sup
i=1,...,NX

(
N i

X(N
i
X + 1)
2

)
NX∑
i=1

N i
X∑

j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

≤ sup
i=1,...,NX

(N i
X

2)
NX∑
i=1

N i
X∑

j=1

((ui,Xj+1 − ui,Xj ).X)2

52
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Mais, on peut estimer h en fonction du nombre maximum de cellules dans une direction du maillage.
Sachant que le maillage est régulier, le pas du maillage est borné suṕerieurement par le diam̀etre de l’ouvert
Ω sur le nombre maximum de maille en “épaisseur” du maillage. On a donc :

sup
i=1,...,NX

(N i
X) ≤

d(Ω)
h

.

En refaisant le m̂eme calcul suivant les deux autres directions de l’espace et en sommant les deux
inégalit́es ainsi obtenues, on obtient :

||u||2h =
n∑
i=1

|ui|2

≤
(

d(Ω)
h

)2 ∑
i,j,k;l,n,m

(
((ui,Xl+1 − ui,Xl ).X)2 + ((uj,Yn+1 − uj,Yn ).Y)2 + ((uk,Zm+1 − uk,Zm ).Z)2

)
.

En utilisant la formule (6.10) on obtient l’estimation suivante :

||grad φ||0,Ω ≥
3

12
√

34
h5/2

d(Ω)
||u||h.

Alors, les ŕesultatśetablis dans la partie 1 de la démonstration permettent de conclure :

λmin,h ≥
3

12
√

34
h5/2

d(Ω)

�

6.4 Oṕerateur approché avec int́egration de Gauss

L’ étude effectúee jusqu’̀a maintenant portait sur l’opérateurAh = Ph ◦ A ◦ Rh, calcuĺe par int́egration
analytique. Cette partie introduit le calcul par intégration semi-nuḿerique de l’approximatioñAh du champ
démagńetisant. Le champ approché Ãh, qui sera utiliśe au cours des simulations est calculé en deux́etapes
1- la partieA ◦ Rh est calcuĺee exactement pour les fonctions constantes par morceaux,
2- la partie projection Ph est approch́ee par int́egration nuḿerique (formule de Gauss). L’opérateur approch́e
de projection sera noté P̃h dans la suite.

6.4.1 D́efinition de Ãh

L’opérateur approch́e par int́egration nuḿeriqueÃh est d́efini par

Ãh = P̃h ◦ A ◦ Rh. (6.11)
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On rappelle que

A ◦ Rh(u)(x) =
1
4π

n∑
j=1

grad xdiv x

∫
Ωj

uj
−1

|y − x|
dy,

et

∀u ∈ (L2(R3))3, Ph(u)i =
1
Ωi

∫
Ωi

u(x) dx.

La matrice de l’oṕerateur approch́eAh est compośee de blocs3× 3

Kj
i (u) =

∫
Ωi

kj(x) dx,

où kj est la matrice3× 3 définie par

kj(x) u =
1
4π

grad xdiv x

∫
Ωj

u
−1

|y− x|
dy.

Les blocśelémentaire Kji de l’opérateur̃Ah sont alors obtenus par intégration nuḿerique de kj sur la cellule
Ωi.

6.4.2 Application des ḿethodes d’int́egration numérique au calcul des coefficients de l’oṕerateur
approché

On fera tout d’abord quelques remarques et notations utiles pour la suite :

On poseC =]0, h[3.
En reprenant les notations utilisées dans les formules (19.1) et (19.2) (voir l’annexe 1), les fonctionsà

intégrer sont les suivantes :

∀i, j ∈ {1, ..., n} et i 6= j et r, s, t ∈ {0, 1} on a :

grsti,j (x, y, z) = tan−1

(
((y − (yi − yj))− sh).(z − (zi − zj)− th)

(x− (xi − xj)− rh)rr,s,t

)
f rsti,j (x, y, z) = sh−1

(
(z − (zi − zj)− th)√

(x− (xi − xj)− rh) + ((y − (yi − yj))− sh)

)
.

Les fonctions̀a int́egrer (cf. paragraphe 3.2) sont des matrices 3×3 dont les coefficients sont des combi-
naisons lińeaires d’au plus 8 termes du type grst

i,j et frsti,j . Ainsi, il suffit d’estimer l’erreur pour les grsti,j et frsti,j .
La fonction grsti,j est toujours C∞(C), on peut donc lui appliquer les formules usuelles d’erreur pour l’intégra-
tion de Gauss. Par contre, ce n’est pas toujours le cas pour frst

i,j . En effet, pour des cellules adjacentes, la
fonction frsti,j estélément de H1(C). On doit donc d́efinir des estimations d’erreur particulières.

Cellules non adjacentes :
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Dans ce cas, les fonctionsà int́egrer sont suffisamment régulìeres pour utiliser la proposition 21.0.1. On
a donc :
∀i, j ∈ {1, ..., n} tels quei 6= j et les cellulesi et j soient non adjacentes etr, s, t ∈ {0, 1}, ∀σ ≥ 3 on a :

|EN (grsti,j )| ≤ C

Nσ
||grstij ||Hσ

(C)

|EN (f rsti,j )| ≤ C

Nσ
||f rstij ||Hσ

(C) (6.12)

Où N est le nombre de points de Gauss utilisés pour l’int́egration dans une direction d’espace.

Cellules adjacentes :

Par contre, les fonctionsf rsti,j n’ont pas suffisamment de régularit́e pour que l’on puisse directement
estimer l’erreur d’int́egration gr̂ace aux formules rappelées pŕećedemment. Alors, il faut́ecrire les grandeurs
à estimer de manièreà isoler les singularités. Ici, on effectuera une intégration exacte des singularités.

La grandeur que l’on doit estimer est la suivante :

EN =
∫

Ωi

f rsti,j (σlm(x1, x2, x3))−
N∑
j1=1

N∑
j2=1

N∑
j3=1

f rsti,j (σlm(ζj1 , ζj2 , ζj3)
∏

k=1,...,3

αjk

 ,

où σlm, l,m ∈ {1, 2, 3} repŕesente les permutations sur les coordonnées quià (x1, x2, x3) associe
(xk, xl, xm) aveck ∈ {1, 2, 3}, k 6= l, k 6= m.

Localisation des singularités :

Dans chaque celluleΩj on introduit une notation ”locale” (6.4) pour les sommets deΩj :
le point (000) correspond au pointxj que l’on a d́efini dans la partie traitant du maillage. On peut alors
définir chaque face deΩj grâceà deux sommets. C’està dire :

∂Ω012 = {000; 110} ∂Ω112 = {111; 001}
∂Ω013 = {000; 101} ∂Ω113 = {111; 010}
∂Ω023 = {000; 011} ∂Ω123 = {111; 100}

On traite le cas òu les maillesΩi etΩj sont adjacentes. Alors les fonctions ayant des singularités sont celles
dont le d́enominateur de l’argument du logarithme s’annule. Si les deux mailles sont en contact par la face
∂Ωαβγ , alors, la fonctionf i1i2i3i,j ◦ σlm n’est pas singulìere surΩi si :

l = β et m = γ ou l = γ, et m = β

ou ik 6= α avec k 6= γ et k 6= β, k ∈ {1, 2, 3}.

Sinon il y a une singularité localiśee sur l’intersection deΩi avec le segment :

soit k ∈ {1, 2, 3} | k 6= γ et k 6= β
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011

110

100

101001

000
x1

x

x2

3

Ωj

δΩ123

δΩ023

δΩ112

δΩ012
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013δΩ

FIG. 6.4 – Nuḿerotation locale des sommets des cellules.

si k = l et m = γ
k = m et l = γ

→
{

xk = xik + ik h ek
xγ = xiγ + iγ h eγ

}
si k = l et m = β

k = m et l = β
→
{

xk = xik + ik h ek
xβ = xiβ + iβ h eβ

}
.

où ek est le vecteur unitaire suivant la kième direction de l’espace.

Afin de simplifier le raisonnement, on effectuera les calculs sur un cas particulier sachant qu’ils seront
totalement transposalesà tous les autres cas par substitutions circulaires. On considère ((xi,Z) est la droite
parall̀eleàZ et passant parxi) :

ωεiαβγ = {x ∈ Ωi | dist(x, (xi,Z)) ≤ ε}

f rsti,j (σlm(x1, x2, x3)) = ln

(
(zj − x3) +

√
(xj − x1)2 + (yj − y1)2 + (zj − z1)2√
(xj − x1)2 + (yj − y1)2

)
.

Alors, gr̂aceà deux changements de variable on obtient :

∫
Ωi

f rsti,j (σlm(x1, x2, x3))dx = h3

∫
]0;1[3

ln

(
z +

√
x2 + y2 + z2√
x2 + y2

)
dx dy dz .

Intégration de la partie singulière :

La partie singulìere est l’int́egrale de :

g(u, v) = ln(u2 + v2) ∀(u, v) ∈]0, 1[×]0, 1[.

Cette int́egrale sur]0, 1[×]0, 1[ se calcule explicitement :

∫
]0,1[×]0,1[

g(u, v) du dv =
∫ 1

−1

(
ln(1 + v2)− 2 + 2 v arctan(

1
v
)
)
dv
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= ln(2) +
π

2
− 3.

Estimation de l’erreur d’int́egration nuḿerique :

L’erreur d’intégration sur la partie singulière est donc nulle. Dans le calcul numérique, on śeparera donc
les deux parties de l’intégrale : la partie non singulière sera calculée gr̂aceà la ḿethode d’approximation
des int́egrales de Gauss, tandis que la partie singulière sera calculée de manìere analytique.

6.4.3 Estimation de la plus petite valeur propre dans le cas d’une intégration de Gauss

On étudie maintenant l’oṕerateur approch́e Ãh défini en (6.11) dans le cas d’une intégration nuḿerique
de Gauss.
Il faut symétriser l’oṕerateur, en effet, l’int́egration nuḿerique et l’int́egration exacte ne commutent pas.
On d́efinit l’opérateur syḿetriśe de la façon suivante :

∀u ∈ (R3)n, (Ãh(u))i =
n∑
j=1

1
2

(
K̃
j
i + K̃

i
j

)
(uj), (6.13)

alors, gr̂ace aux estimations d’erreur sur l’intégration nuḿerique, on va pouvoiŕetablir une borne inf́erieure
pour la plus petite valeur propre de l’opérateur de champ démagńetisant. Cette minoration est donnée par le

Théorème 6.4.1Sur un maillage cubique régulier, pour des donńees kj(x) dans Hσ(Ωi) (σ ≥ 3), une
condition suffisante pour que la plus petite valeur propreλ̃min,h de Ãh soit positive est qu’il existe une
constanteασ deR+ telle que :

ασ N
σ ≥ 1

h5/2
,

oùN est le nombre de points de Gauss utilisé pour l’intégration dans une direction d’espace.

On rappelle un ŕesultat [35] qui indispensable pour montrer le théor̀eme 6.4.1 :

Théorème 6.4.2 (Gershg̈orin-Hadamard) Soit A une matrice carrée d’ordreM .
Les valeurs propres de A appartiennentà l’union desM disques Dk de Gershg̈orin, du plan complexe d́efinis
par

|z − akk| ≤ Λk =
M∑

j = 1
j 6= k

|ajk|.

démonstration du théorème 6.4.1 :
On d́ecompose l’oṕerateurÃh en somme deAh (l’opérateur avec intégration exacte) et E (l’erreur

d’intégration nuḿerique). Gr̂aceà l’utilisation du th́eor̀eme de Gershg̈orin-Hadamard [35] on peut esti-
mer l’écart entre la plus petite valeur propre deAh et la plus petite valeur propre dẽAh. La conclusion se
fait grâce au th́eor̀eme 6.3.5 d’estimation des valeurs propres pour l’opérateur discŕetiśe exact. D́etaillons :
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on posẽAh = Ah + E.

Introduisons la notation suivante (les valeurs propres sont numérot́ees pour former une suite croissante) :

(λi)i=1,...,3n le spectre deAh,
(λ̃i)i=1,...,3n le spectre dẽAh,
(εi)i=1,...,3n le spectre de E.

Alors, gr̂aceà un ŕesultat classique d’algèbre que l’on pourra retrouver dans [31] on a :

sup
i∈{1,...,3n}

|λi − λ̃i| ≤ sup
i∈{1,...,3n}

|εi|. (6.14)

Il faut maintenant borner supérieurement le module des valeurs propres de E. Pour cela on utilisera le
théor̀eme de Gershg̈orin-Hadamard 6.4.2.

E est la matrice des erreurs induites par l’intégration nuḿerique sur chaquéelément deÃh. Comme
on l’a vu pŕećedemment, l’int́egration deAh sur les blocs 3×3 diagonaux est exacte, donc les blocs 3×3
diagonaux de E sont nuls. De plus, en raison de la forme choisie pour le maillage, on peut déduire que sur
chaque ligne de E se trouvent au maximum 6 termes vérifiant les estimations d’erreur des cellules adjacentes,
les autres v́erifiant celles des cellules non adjacentes.

En raison de la nullit́e de la diagonale de E, l’utilisation du théor̀eme de Gershg̈orin-Hadamard 6.4.2
permet d’́ecrire l’inégalit́e suivante :

sup
i∈{1,...,3n}

|εi| ≤ sup
i∈{1,...,n}

 ∑
j∈{1,...,3n}

|Eij |

 .

Quand on consid̀ere les sous blocs 3×3, K̃
j
i deÃh, on a, en reprenant les notations du paragraphe 3.2 :

3∑
l=1

|
(

K̃
j
i

)
1l
−
(

Kj
i

)
1l
| ≤

∑
r,s,t∈{0,1}

|EN (grstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, z, y))|.

où lesEN sont les erreurs pour l’intègration de Gauss classique en dimension 3 définies dans l’annexe
3 (21.2). Et, en faisant des permutations circulaires sur x,y et z, on déduit les trois autres lignes par le même
raisonnement. NotonsVi l’ensemble des indicesj telles que la cellule d’indicei soit voisine de la cellulej et
décomposons la somme préćedente sous la forme :

n∑
j=1

3∑
l=1

|
(

K̃
j
i

)
1l
−
(

Kj
i

)
1l
| ≤

∑
j∈Vi

∑
r,s,t∈{0,1}

|EN (grstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, z, y))|+

∑
j /∈Vi

∑
r,s,t∈{0,1}

|EN (grstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, y, z)) + EN (f rstij (x, z, y))|.
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Comme on l’a vu pŕećedemment, la première partie sur les cellules adjacentes est nulle. Pour l’intégration
sur les autres cellules on utilise l’estimation d’erreur (6.12) :
∃ C > 0 indépendant de N et n tel que∀σ ≥ 3,∃ ασ tel que :

∑
j /∈Vi

3∑
l=1

|
(

K̃
j
i

)
1l
−
(

Kj
i

)
1l
| ≤ ασ

C

Nσ
||kj ||Hσ

(Ω\∪j∈Vi
Ωj)

≤ ασ
C

Nσ
.

On a donc l’estimation suivante :
∃C > 0 tel que :

sup
i∈{1,...,3n}

|εi| ≤ ασ
C

Nσ
.

En appliquant la formule (6.14) on en déduit que :

|λmin,h − λ̃min,h| ≤ ασ
1
Nσ

.

On d́eduit du th́eor̀eme 6.3.5 une relation nécessaire (pour obtenir la positivité de l’oṕerateurÃh) entre le
pas du maillage et le nombre de points de Gauss utilisés dans une direction de l’espace pour l’intégration
numérique pour toutσ ≥ 3 :

1
4
√

34
h5/2

d(Ω) ≥ ασ
C
Nσ

⇒ Nσ ≥ ασC 4
√

34d(Ω) 1

h5/2 .

�
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6.5 Résultats nuḿeriques

6.5.1 Comparaison avec un calcul analytique approch́e

On pŕesente ici une comparaison des résultats obtenus grâceà l’approximation du champ démagńetisant
avec 8 points de Gauss et des résultats th́eoriques [30]́etablis dans le cadre de domaines parallépiṕediques
à section carŕee (fig. 6.5).
Les calculs analytiques sont effectués au premier ordre par rapport au facteur de forme de la baguette (facteur
de forme : rapport entre la largueur de la base carrée et la hauteur du parallépip̀ede).

z

x

y

02c

2b

2a

H0

m

p=q

0.5

0.25

0.125

0.0625

Nx Ny Nz

16x16x64

16x16x32

8x8x64

8x8x128

FIG. 6.5 – Domaine de calcul.

On remarque alors une bonne concordance des résultats (fig. 6.6). La diff́erence est d’autant moins
grande que le facteur de forme est petit, cette différenceétant duèa l’approximation au premier ordre du
calcul analytique.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
10−3

10−2

10−1

100

p=q=0,5

p=q=0,25

p=q=0,1250

p=q=0,0625

z/c

Champ demagnetisant dans un prisme

H
zz

FIG. 6.6 – Comparaison des calculs analytiques et numériques.

6.5.2 Spectre de l’oṕerateur approché dans le cas d’une int́egration de Gauss

Le spectre de l’oṕerateur approch́e est ici traće dans le cas d’un maillage cubique de 216 mailles
(6×6×6), Fig. 6.7.
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FIG. 6.7 – Spectre de l’oṕerateurAh approch́e par int́egration de Gauss (8 points).
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FIG. 6.8 – Evolution de la valeur propre maximale de l’opérateur approch́e en fonction du nombre de mailles.

On a également traće les courbes (Fig. 6.8 et 6.9) donnant l’évolution des valeurs propres minimale
et maximale du spectre de l’opérateur approch́e par int́egration de Gauss en fonction du raffinement du
maillage.

6.5.3 Comparaison avec l’approximation dipolaire

Une approximation couramment utilisée est l’approximation dite dipolaire. Elle consisteà prendre la
valeur des champs au centre des mailles au lieu d’effectuer l’intégration semi-nuḿerique. Afin de pouvoir
comparer avec les résultats pŕesents, on remplace la diagonale de la matrice de l’opérateur ainsi approché
(normalement composée de źeros) par celle de l’oṕerateur approch́e par l’int́egration de Gauss.
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FIG. 6.9 – Evolution de la valeur propre minimale de l’opérateur approch́e en fonction du nombre de mailles.
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FIG. 6.11 – Erreur relative entre les formulations par points de Gauss et dipolaire.

On remarque que la plus grande valeur propre est supérieurèa un ; l’oṕerateur ainsi obtenu n’est donc pas
contractant, ce qui est en désaccord avec les propriét́es de l’oṕerateur continu. De plus, le spectre comporte
des valeurs propres négatives alors que l’oṕerateur continu est positif ; ces valeurs propres négatives signi-
fient, par exemple, que pour certaines valeurs du champ d’aimantation, le champ démagńetisant ŕesultant
sera dans le sens opposé à ce que pŕevoient leśequations de la magnétostatique.

L’erreur entre l’approximation dipolaire et l’approximation par intégration nuḿerique de Gauss se loca-
lise essentiellement sur les cellules proches.

6.5.4 Pourquoi prendre plusieurs points de Gauss

Dans le cas d’un maillage cubique, le nombre de points de Gauss utilisés pour la seconde intégration n’a
pas une grande influence sur l’erreur commise.
Ainsi, la formule donńee par Uesaka et Hayashi dans [40]équivautà une int́egration nuḿerique par la for-
mule du point milieu (un seul point de Gauss) et c’est une approximation satisfaisante de l’opérateur exact
pour un calcul isoĺe, par contre son utilisation dans le cadre des simulations micromagnétiques effectúees
dans cettéetude peut engendrer des accumulations d’erreurs entraı̂nant une explosion du schéma nuḿerique.
Dans le cas de mailles non identiques (par exemple pour le maillage d’un tore ou d’une sphère), si l’on ne
prend qu’un seul point de Gauss pour la seconde intégration on perd l’information sur la forme et l’orienta-
tion de la maille òu est effectúe le calcul approch́e.
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Chapitre 7

Les structures Toeplitz
multidimensionnelles, application au calcul
du champ démagńetisant

7.1 Le produit matrice-vecteur Toeplitz blocsà p niveaux

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les propriét́es des matrices Toeplitzà un niveau et leśetendre aux
matrices Toeplitz̀a p niveaux, en particulier unéetude compl̀ete du produit matrice vecteurà p niveaux par
utilisation des produits tensoriels. Cette géńeralisationà p niveaux va permettre d’optimiser le stockage de
la matrice de l’oṕerateur discret́etudíe dans le chapitre préćedent et de lui appliquer une méthode de calcul
rapide et robuste.

7.1.1 Notations et propríetés de base

On introduit les notations indispensablesà la suite de l’́etude avec quelques propriét́es de base que l’on
utilisera dans les d́emonstrations.

On pose (⊗ est le produit tensoriel de matrices) :

Np =
p∏
i=1

ni,

G1
p =

p∏
k=1

{1, . . . , nk}, G0
p =

p∏
k=1

{0, . . . , nk − 1},

G0
p,k =

p∏
j=1,j 6=k

{0, . . . , nj − 1}, Gs
p =

p∏
k=1

{1− nk, . . . , nk − 1}.

(Les ensembles notésG̃ utilisent la m̂eme notation mais avecnk remplaḉe par2nk).

σ(i) =
{

1 si i ≥ 1
−1 si i < 1

;∀i ∈ Z,

δ(i) = −σ(i)− 1
2

=
{

0 si i ≥ 1
1 si i < 1

;∀i ∈ Z,
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v⊗p = v ⊗ . . .⊗ v︸ ︷︷ ︸,
(p fois)

∀I = (i1, ..., ip) ∈ Zp, indpI = i1 +
p∑

k=2

(ik − 1)
k−1∏
m=1

nm,

Soit I = (i1, ..., in) etJ = (j1, ..., jn), on pose(I, J) = (i1, ..., in, j1, ..., jn).

∀v ∈ RNp , v[I]p = (vindp(I,i))i=1,...,np .

On note Fn la matrice de la transformation de Fourier discrète en dimensionn. On a Fn = 1√
n
(ei(jk))k,j

aveci2 = −1.
On a alors : F∗nFn = In.

Soient Rn ,Qn,1,Qn,−1 et In les matrices carrées ŕeelles d’ordre n suivantes :

Rn =



0 · · · · · · 0 1

1
... 0

0
... ...

...
...

... ... ...
...

0 · · · 0 1 0


, In =


1 0 · · · 0

0
... ...

...
...

... ... 0
0 · · · 0 1

 ,

Qn,1 =



0 · · · · · · · · · 0

1
...

...

0
... ...

...
...

... ... ...
...

0 · · · 0 1 0


, Qn,−1 = Qt

n,1

Alors, on a pourk ∈ {1, . . . , n− 1} :

Rkn =



0 · · · 0 1 0 · · · 0
...

... ... ...
...

0
... ... 0

1
... ... 1

0
... ... 0

...
... ... ...

...
0 · · · 0 1 0 · · · 0


, Qk

n,1 =



0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...

0
...

1
...

...

0
... ...

...
...

... ... ...
...

0 · · · 0 1 0 · · · 0


,

la surdiagonale d́ebute en(1, n− k + 1),
la sousdiagonale débute en(k + 1, 1).

la sousdiagonale débute en(k + 1, 1).
Qn,−1 est ŕegie par le m̂eme principe.
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De ces formules on tire deux conséquences imḿediates :∀k ≥ n, Rnn = In. En posant

S2 =
(

0 1
1 0

)
, ein =



0
...
0
1
0
...


,

où le terméegalà un est sur laiième ligne de ein, on a

R2n =
(

Qn,1 Qn−1
n,−1

Qn−1
n,−1 Qn,1

)
= I2 ⊗Qn,1 + S2 ⊗Qn−1

n,−1.

Cette relation permet d’établir la formule suivante :

Rk2n = I2 ⊗
(

Qk
n,1δ(k − n+ 1) + Q2n−k

n,−1 δ(n− k)
)

+ S2 ⊗
(

Qn−k
n,−1δ(k − n+ 1) + Q2n−k

n,1 δ(n− k)
)
.

On pose∀k ∈ {1, . . . , n} :

Jn,k =



0 0
...

0
1

0
...

1


, Jn,−k =



1 0
...

1
0

0
...

0


,

où lesk premìeres colonnes de Jn,k et lesk dernìeres de Jn,−k. On a alors les relations suivantes : Qn,1Qn,−1 =
Jn,2 et Qn,−1Qn,1 = Jn,−2.

7.1.2 Les matrices Toeplitz, de la structure mono-niveaùa la structure à p niveaux

Il faut imaginer la structure d’une matrice de type Toeplitz mono-niveau comme celle d’un opérateur
d’interaction entre des particules situées sur une ligne. L’interaction entre deux particules ne dépend que de
leur position relative.
Les d́emonstrations ne sont pas effectuées dans le cas de matrices blocs mais, l’extension se fait directement.

Cette structure est reproduite suivant lesp niveaux : les plans sont composés de lignes interagissant entre
elles, les volumes de plans interagissant entre eux (fig. 7.1 pourp = 3 ) etc.

Définition 7.1.1 Une matriceTn carrée ŕeelle d’ordre n est Toeplitz̀a 1 niveau si elle est de la forme :

Tn = (ti−j)i,j∈{1,...n} =


t0 t−1 . . . . . . t1−n

t1 t0
... t2−n

...
... ... t−1

...
tn−2 t1 t0 t−1

tn−1 . . . . . . t1 t0

 ,
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Empilement de cubes

Empilement de lignes

Empilement de plans

11 12 13 14

21 11 12 13

31 21 11 12

41 31 21 11

Forme de la matrice du champ
   demagnetisant discretise

Structure reprise dans chaque dimension

1 2 3 4

FIG. 7.1 – Structure d’une matrice Toeplitz multi-niveaux (p = 3 ).

avec(ti)i∈{1−n,...n−1} ∈ R2n−1.
Une telle matrice sera dite engendrée par{t1−n, t2−n, . . . , t−1, t0, t1, . . . , tn−2, tn−1}.

Théorème 7.1.1Une d́efinitionéquivalente pour les matrices ToeplitzTn d’ordre n à un niveau est :

Tn = t0 In +
n−1∑
i=1

(ti Qi
n,1 + t−i Qi

n,−1) =
n−1∑
i=1−n

ti Q|i|
n,σ(i).

Démonstration : La relation

Tn = t0 In +
n−1∑
i=1

(ti Qi
n,1 + t−i Qi

n,−1),

est d́emontŕee dans [36]. La deuxième partie de l’́egalit́e se d́eduit directement de la définition de Q|i|n,σ(i).

�

Cette d́efinition peutêtreétendue aux matrices de structure Toeplitzà p niveaux.

Définition 7.1.2 Une matriceTn1,...,np carrée ŕeelle d’ordre(
∏p
i=1 ni) est Toeplitz̀a p niveaux si elle est

de la forme :

∀l ∈ {2, ..., p},∀(I, J) ∈ (
p∏

k=1,k 6=l
{1, ..., nk})2

T I,Jnl
est une matrice Toeplitz̀a un niveau,
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où T I,Jnl est la matrice extraite deTn1,...,np , des termes d’indice

(indp(I1, ..., Il−1, i, Il+1, ..., Ip), indp(J1, ..., Jl−1, j, Jl+1, ..., Jp), ∀(i, j) ∈ {1, ..., nl}2.

Théorème 7.1.2Pour une matriceTn1,...,np carrée ŕeelle d’ordre(
∏p
i=1 ni) Toeplitzà p niveaux, les deux

propositions suivantes sontéquivalentes :

(i) Tn1,...,np est telle que∀(I, J,K,L) ∈ (
∏p
k=1{1, ..., nk})

4, si I − J = K − L alors les coefficients
d’indices(indp(I), indp(J)) et (indp(K), indp(L)) sontégaux.

(ii) Tn1,...,np =
∑
I∈Gs

p

tI

p⊗
k=1

Q|ik|
nk,σ(ik).

Démonstration
(i) De la d́efinition 7.1.1 on d́eduit le ŕesultat pour une matrice mono-niveau. Le passage aux niveaux
suṕerieurs se fait directement. En effet, on a :

∀l ∈ {1, ..., p},∀(I, J) ∈ (
p∏

k=1,k 6=l
{1, ..., nk})2, T I,Jnl

est une matrice Toeplitz̀a un niveau,

cette propríet́e est valable pour tous les niveaux de la matrice, chaque niveauétant repŕesent́e par une com-
posante du multi-indice d́ecrivant les lignes-colonnes de la matrice. Par conséquent, eńecrivant la relation
mono-niveau sur chaque composante du multi-indice on démontre (i).

(ii) Chaque niveau de la matrice doitêtre une matrice Toeplitz. En reprenant la caractérisation du th́eor̀eme
(7.1.1) on d́efinit l’ensemble des matrices de base géńerant une matrice Toeplitz̀a p niveaux comme le
produit tensoriel dans chaque direction de l’espace des matrices de base géńerant une matrice Toeplitz
mono-niveau. Alors, on retrouve la caractérisation donńee dans (ii).

�

Nous allons d̀es maintenant introduire une définition dont nous aurons besoin par la suite, celle de
matrice circulante. En effet, le produit matrice Toeplitz - vecteur repose sur le produit matrice circulante -
vecteur.

Définition 7.1.3 Une matriceCn carrée ŕeelle d’ordren est dite circulante si elle est de la forme :

Cn = (c(i−j) [n])i,j∈{1,...n} =


c0 cn−1 . . . c2 c1

c1 c0
... c2

...
... ... cn−1

...
cn−2 c1 c0 cn−1

cn−1 cn−2 . . . c1 c0


(la notationk [n] désigne le reste de la division euclidienne dek par n)
avec(ci)i∈{0,...n−1} ∈ R.
Une telle matrice sera dite engendrée par{c0, c1, . . . , cn−1}.
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Théorème 7.1.3SoitCn une matrice circulante d’ordren, alors :

Cn =
n−1∑
i=0

ci Rin

La démonstration se trouve dans le livre de Van Loan [36].
Et, de manìere similaireà celle des matrices Toeplitzà p niveaux, on d́efinit les matrices circulantes̀a p

niveaux :

Définition 7.1.4 Une matriceCn1,...,np carrée ŕeelle d’ordre(
∏p
i=1 ni) est circulantèa p niveaux si elle est

de la forme :

∀(I, J,K,L) ∈ (
p∏

k=1

{1, ..., nk}), CI−J = CK−L ⇔ (I − J) ≡ (K − L)[[n1, ..., np]]

(La notation pourI, J ∈
∏p
k=1{1, ..., nk}, I ≡ J [[n1, ..., np]] signifie que∀k ∈ {1, ..., p} Ik ≡ Jk [nk]).

Théorème 7.1.4SoitCn1,...,np une matrice circulante carrée d’ordre(
∏p
i=1 ni), alors :

Cn1,...,np =
∑
I∈G0

p

cI

p⊗
k=1

Riknk

DémonstrationLa démonstration se fait sur le m̂eme principe que celle du point (ii) du théor̀eme (7.1.2).

�

7.1.3 Produit matrice-vecteur pour les matrices Toeplitz mono-niveau

Pour calculer le produit d’une matrice Toeplitz mono-niveau par un vecteur on utilise une propriét́e
remarquable de ces matrices : elles peuventêtre plonǵees dans des matrices circulantes d’ordre supérieur
(cf. [36]).
Le probl̀eme se ŕeduit alors̀a l’utilisation de transformations de Fourier.
Nous allons d́ecomposer les troiśetapes principales du calcul du produit matrice-vecteur :

– plongement dans l’espace des matrices circulantes,
– produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes,
– extraction des résultats.
On consid̀ere le probl̀eme : calculer le produitv = Tx avecT une matrice carrée ŕeelle d’ordre n Toe-

plitz mono-niveau etx un vecteur deRn.

Plongement dans l’espace des matrices circulantes :
Le plongement s’effectue dans l’espace des matrices d’ordre2n au moins. Le principe est de construire
une matrice circulante contenant toutes les informations de la matrice Toeplitz de départ. Une fois cette
opération effectúee, le m̂eme type de plongement doitêtre effectúe sur le vecteur̀a multiplier.
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Soit Tn =
∑n−1

i=1−n tiQ
|i|
n,σ(i) une matrice Toeplitz (d́efinition 7.1.1). Alors, le plongement deTn dans les

matrices circulantes est :

C2n =
n−1∑
k=1

tk Rk2n +
2n−2∑
k=n

tn−k−1Rk+1
2n + t0R0

2n + tnRn2n,

tn est pris quelconque (vecteur ou scalaire), pour le cas scalaire traité ici le plongement s’effectue dans
les matrices circulantes d’ordre supérieurà 2n. Cette formule est directement tirée de la d́efinition d’une
matrice circulante. Unéecriture plus condensée donne :

C2n =
n∑

k=1−n
tk R|k|+δ(k)n2n

=
2n−1∑
k=0

tnδ(n−k)+kσ(n−k)R
k
2n.

On en d́eduit queC2n est engendrée par les(c0, ..., c2n−1) où ∀k ∈ {0, ..., 2n} ck = tnδ(n−k)+kσ(n−k).
On nommeX le plongement dex et V celui dev. X et V sont simplement d́efinis par :X = e12 ⊗ x
et V = e12 ⊗ v. On peut repŕesenter tr̀es simplement la situation par la Fig. 7.2 dans le cas où p=1. Par
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FIG. 7.2 – Plongement d’une matrice Toeplitz dans une matrice circulante.

conśequent, nous nous sommes ramenés au cas du produit matrice circulante vecteur qui est bien connu.

Produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes et extraction du ŕesultat :
On effectue alors un produit matrice circulante-vecteur en dimension2n. En utilisant les notations intro-
duites pŕećedemment, on a :

F2nC = DF2n,

oùD est la matrice diagonale des valeurs propres deC. Par conśequent on a :

(F2nC)X = (DF2n)X = D(F2nX)
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Donc, le ŕesultat escompté est obtenu en appliquant la transformation de Fourier inverse :

V = F∗2n(F2nC)X = F∗2nD(F2nX)

Théorème 7.1.5SoitT une matrice Toeplitz mono-niveau carrée d’ordren, C son plongement dans les
matrices circulantes comme défini plus haut, alors, pour tout vecteurx deRn on a :

Tx = v = e12
t ⊗ CX.

Démonstration
Il est possible de d́emontrer le ŕesultat par ŕecurrence sur les niveaux. Mais, la démonstration pŕesent́ee ici a
pour but de montrer un algorithme de calcul du produit matrice-vecteur Toeplitz multiniveaux.
Montrons que deCX on peut d́eduire le produit matrice Toeplitz-vecteur :

CX = (
2n−1∑
k=0

ckR
k
2n)(e

1
2 ⊗ x)

en utilisant l’expression de Rk2n on obtient

CX =
2n−1∑
k=0

ck(e12 ⊗ (δ(k − n+ 1)Qk
n,1x+ δ(n− k)Q2n−k

n,−1 x) + e22 ⊗ (δ(k − n+ 1)Qn−k
n,−1x+ δ(n− k)Qk−n

n,1 x).

Alors, on peut extraire le résultat en appliquant une projection :

e12
t ⊗ CX =

2n−1∑
k=0

ck(δ(k − n+ 1)Qk+n−1
n,1 x+ δ(n− k)Q2n−k−n+1

n,−1 x)

=
n∑

k=1−n
ck(δ(k)Qk+n−1

n,1 x+ δ(n− k − n+ 1)Q2n−k−n+1
n,−1 x)

=
n∑

k=1−n
ck(δ(k)Qk+n−1

n,1 x+ δ(1− k)Qn−k+1
n,−1 x)

=
n∑

k=1−n
ck(Q

|n−k+1|
n,σ(k) )

mais,ck = tnδ(n−k)+kσ(n−k). Donc, en effectuant le changement de variable approprié on obtient :

e12
t ⊗ CX =

n∑
k=1−n

tkQ
|k|
n,σ(k) xk = v = Tx.

�

7.1.4 Ǵenéralisation aux matrices Toeplitzà p niveaux

La géńeralisation du ŕesultat pŕećedent aux matrices Toeplitz̀a p niveaux utilise la d́ecomposition de la
matrice suivant les diff́erentes directions d’espace.
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Calcul du produit matrice-vecteur

Le calcul du produit matrice-vecteur s’effectue en troisétapes, comme pour le cas mono-niveau :
– plongement dans l’espace des matrices circulantes,
– produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes,
– extraction des résultats.

On consid̀ere le probl̀eme : calculer le produitTx = v avecT une matrice carrée ŕeelle d’ordreNp =∏p
k=1 nk Toeplitzà p niveaux etx un vecteur deRNp .

Théorème 7.1.6Soit T une matrice carŕee ŕeelle d’ordreNp =
∏p
k=1 nk Toeplitzà p niveaux etx un

vecteur deRNp , C, V etX les plongements deT , Tx etx comme d́efinis pŕećedemment, alors :

e12
t ⊗ V = e12

t ⊗ CX =
∑

J∈G0
p,p

∑
I∈ ˜G0

p

tI

(
p−1⊗
k=1

Q|ik|
nk,σ(ik)e

ik
nk

)
⊗Q|ip|

np,σ(ip)x[I]p

Démonstration
plongement dans l’espace des matrices circulantes :
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FIG. 7.3 – Plongement d’un vecteur 2-D.

Chaque matrice Toeplitz mono-niveau extraite de la matriceà p niveaux (avec les notations de la
définition (7.1.2)) est plonǵee dans une matrice circulante (comme préćedemment). On obtient alors une
matrice circulanteC à p niveaux (voir la d́efinition (7.1.4)). Les dimensions dans chaque direction d’es-
pace sont(2nk)k∈{1,...,p}. La matrice circulanteC déduite deT est alors obtenue de la manière suivante en
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7.1. LE PRODUIT MATRICE-VECTEUR TOEPLITZ BLOCS À P NIVEAUX

utilisant le m̂eme principe que pour le cas mono-niveau :

C =
∑
I∈ ˜G0

p

tcirc(I)

p⊗
k=1

Rik2nk

avec(circ(I))k = nkδ(nk − ik) + kσnk − ik, cI = tcirc(I).
Les plongementsX etV dex etv s’effectuent suivant le m̂eme principe :

X =
∑

I∈G0
p,p

p−1⊗
k=1

(e12 ⊗ x[I]p),

V =
∑

I∈G0
p,p

p−1⊗
k=1

(e12 ⊗ v[I]p).

Produit matrice-vecteur pour les matrices circulantes :
Le but est de calculer le produit matrice-vecteurCX.

Comme pŕećedemment on d́efinit un produit de convolution discret. Pour la suite de la démonstration, on in-
troduit la notion de tranformation discrète de Fourier̀ap niveaux et de dimension2nk dans chaque direction
de l’espace :

F⊗p =
p⊗

k=1

F2nk
,

F⊗p∗ =
p⊗

k=1

F∗2nk
.

Puis, en ǵeńeralisant la ḿethode utiliśee pour le produit mono-niveau (cf [36]) on obtient :

F⊗pC =
∑
I∈ ˜G

0

p

cIF⊗p

p⊗
k=1

Rik2nk

=
∑
I∈ ˜G

0

p

cI

p⊗
k=1

(F2nk
Rik2nk

).

On pose Bn,kFn = FnRkn
On peut donc utiliser les propriét́es de diagonalisation grâce aux transformations de Fourier :

F⊗pC =
∑
I∈ ˜G

0

p

cI

p⊗
k=1

Bik2nk
F2nk

=
∑
I∈ ˜G

0

p

cI

p⊗
k=1

(Bik2nk
)

p⊗
k=1

(F2nk
)

= DF⊗p.
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AvecD la matrice diagonale ǵeńeŕee par(λI) ˜G
0

p

.

D’où F⊗pC = DF∗⊗p. On en d́eduit donc que :

V = F⊗pDF∗⊗pX.

extraction des ŕesultats :
Une fois le produit dans l’espace spectral effectué, le vecteurTx = v est reconstruit en extrayant les

composantes deCX correspondant au produit recherché :

CX =

∑
I∈ ˜G0

p

cI

p⊗
k=1

Rik2nk


 ∑
I∈G0

p,p

[
p−1⊗
k=1

(e12 ⊗ eiknk
)

]
⊗ (e12 ⊗ x[I]p)


=

∑
J∈G0

p,p

∑
I∈ ˜G0

p

(
p⊗

k=1

Rik2nk

)([
p−1⊗
k=1

(e12 ⊗ ejknk
)

]
⊗ (e12 ⊗ x[J ]p)

)

=
∑

J∈G0
p,p

∑
I∈ ˜G0

p

cI

(
p⊗

k=1

Rik2nk
(e12 ⊗ ejknk

)

)
⊗
(

Rip2np
(e12 ⊗ x[J ]p)

)
.

En reprenant alors la preuve effectuée pour le cas mono-niveau on obtient :

e12
t ⊗ CX =

∑
J∈G0

p,p

∑
I∈ ˜G0

p

tI

(
p−1⊗
k=1

Q|ik|
nk,σik

eiknk

)
⊗Q|ip|

np,σip
x[I]p ,

et le ŕesultat recherch́e est donc :

v =
∑

I∈G0
p,p

(
p−1⊗
k=1

e12
t ⊗ eiknk

)
⊗
(
e12
t ⊗ V[I]p

)
.

�

Détermination du coût de l’algorithme de calcul du produit

Afin d’optimiser les temps de calcul, les transformations de Fourier sont effectuées par la ḿethode des
tranformations de Fourier rapides. Il faudra alors veillerà ce que l’ordre des matrices circulantes soit une
puissance de 2.

Théorème 7.1.7L’algorithme de multiplication matrice Toeplitz-vecteurà p niveaux pour une matrice

d’ordreNp =
p∏

k=1

nk nécessite :

– de l’ordre de3 p 2pNp + 3 2pNp log(Np) opérations,
– un stockage de l’ordre de2p Np réels.
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7.2. APPLICATION AU CALCUL DU CHAMP DÉMAGNÉTISANT DANS LE CONTEXTE DU
MICROMAGNÉTISME

Remarque
Le calcul direct ńecessite un nombre d’opérations de l’ordre deN2

p et un stockage de l’ordre deN2
p réels.

Démonstration L’algorithme ńecessite l’utilisation de trois transformations de Fourier rapides en di-
mension p (2 pour passer dans l’espace spectral et une inverse pour revenir dans l’espace de travail).
Le nombre d’oṕerations pour F2mk est2mk log 2mk (transformations de Fourier rapides).
On en d́eduit alors rapidement le nombre d’opérations pour F⊗p (qui revientà faire une composition de
fonctions) :

(
p∏

i6=k,i=1

2mi)2mk log 2mk = (
p∏
i=1

2mi) log 2mk .

On poseMp =
∏p
i=1 2mi . Une transformation de Fourier rapideà p niveaux s’effectue donc enMp

∑p
k=1 log 2mk =

Mp
∑p

k=1mk opérations.
Soit Ent(x) la partie entìere d’un ŕeelx, on posemk = Ent(log(nk)) + 1, on a∀k ∈ {1, ..., p} 2 nk ≥ 2mk

(voir plus haut). On peut donc borner le nombre d’opérations pour la FFT̀a p niveaux par :

Mp

p∑
k=1

mk ≤ 2pNp log(
p∏

k=1

2 nk) = 2pNp log(2pNp).

Ce qui nous permet d’estimer le nombre d’opérations ńecessaires au calcul du produit matrice-vecteur :

3 p 2pNp + 3 2pNp log(Np).

Cette ḿethode permet́egalement d’effectuer un gain important sur le stockage de la matrice. En effet, le
seul stockagèa effectuer est celui des matrices Toeplitz locales mono-niveaux.
Dans chaque direction de l’espace, on peut extraire des matrices Toeplitz mono-niveau. Le stockage de ces
structures ńecessite au plus2mk réels (structure circulante). Ainsi, le nombre de réels devant̂etre utiliśes
pour le stockage est donné par le produit des stockages dans chaque direction de l’espace :

p∏
k=1

2mk ≤
p∏

k=1

2 nk ≤ 2p Np.

�

7.2 Application au calcul du champ d́emagńetisant dans le contexte du mi-
cromagnétisme

On a appliqúe cette ḿethode de calcul̀a la d́etermination du champ démagńetisant. Dans le cas d’une
discŕetisation de type volumes finis (voir le chapitre préćedent), la matrice de l’oṕerateur discret est Toeplitz
multi-niveaux. Les gains en temps calcul et place mémoire ainsi effectúes permettent de traiter rapidement
des syst̀emes de grande taille et de pouvoir ainsi intégrer ce type de calcul dans un code itératif.

7.2.1 L’opérateur discret

On utilise les notations de la première partie. Chaque bloc 3×3 composant la matrice complète de
l’opérateur discret est de la forme

Ah,I,Ju =
1

4π h3

∫
Ωind3(I)

grad xdiv x.

∫
Ωind3(J)

u
1

|y − x|
dy dx ∀u ∈ R3.
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Théorème 7.2.1La matriceAh de l’opérateur discŕetiśe de champ d́emagńetisant est une matrice Toeplitz
blocs multi-niveaux.

DémonstrationOn effectue le changement de variables suivant :

x = xind3(I) + x̂ dx = dx̂ x̂ ∈ [0, h]3

y = xind3(I) + ŷ dx = dŷ ŷ ∈
3∏

k=1

[(ik − jk)h, (ik − jk + 1)h] = Ω|IJ |,

⇒ Ah,I,Ju =
1

4π h3

∫
Ω|IJ|

grad xdiv x.

∫
Ω|IJ|

u
1

|ŷ − x̂|
dŷ dx̂ ∀u ∈ R3,

par hypoth̀ese,I − J est constant, donc∀(I, J) ∈
∏3
k=1{1, ..., nk}, Ah,I,J ne d́epend que de(I − J).

On en d́eduit, en utilisant la d́efinition (7.1.2) que la matrice de l’opérateur discŕetiśe Ah est de structure
Toeplitz bloc 3×3 à 3 niveaux.

�

On peut donc appliquer la ḿethode de calcul préćedentà la d́etermination du champ démagńetisantà
partir de la matrice de l’oṕerateur discŕetiśe par la ḿethode des volumes finis.

7.2.2 Les performances obtenues

Dans le cadre des simulations numériques en micromagnétisme, les domaines de calcul doiventêtre de
taille importante pour une simulation réaliste ; de plus, le champ démagńetisant doit̂etre recalcuĺe à chaque
itération. Il est donc important d’optimiser les performances du calcul numérique du champ d́emagńetisant.
La matrice de l’oṕerateur est calculée avant la boucle en temps, la seule opération effectúee pendant les
itérations est alors le produit matrice-vecteur Toeplitz.

Temps calcul

Les cas tests utiliśes pour les comparaisons de performances sont des calculs du champ démagńetisant
sur des domaines parallélépiṕediques (tableau 1).

Cas test nombre de mailles nombre de mailles nombre de mailles
suivant x suivant y suivant z

16 mailles 2 2 4
32 mailles 4 4 4
64 mailles 4 4 4
128 mailles 8 4 4
256 mailles 8 8 4
512 mailles 8 8 8
1024 mailles 16 8 8

tableau 1
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7.2. APPLICATION AU CALCUL DU CHAMP DÉMAGNÉTISANT DANS LE CONTEXTE DU
MICROMAGNÉTISME

Les calculs sont effectués sur une station SUN Sparc-20.
Le tableau 2 donne une comparaison entre le calcul du produit matrice-vecteur avec la méthode Toeplitz

multi-niveaux et un produit matrice-vecteur LAPACK optimisé pour les matrices pleines. La tranformation
de Fourier utiliśee pour ce calcul est en Fortran standard non tiré d’une biblioth̀eque nuḿerique.
Les temps de calcul pour le produit matrice-vecteur et l’assemblage sont donnés en unit́es de10−2 secondes.

Cas test temps calcul pour temps calcul pour
le produit LAPACK le produit Toeplitz

16 mailles 0,01 0,17
32 mailles 0,04 0,32
64 mailles 0,17 0,62
128 mailles 0,78 1,31
256 mailles 3,93 2,55
512 mailles 16,49 5,35
1024 mailles 70,77 11,03

tableau 2
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FIG. 7.4 – Comparaison du temps de calcul du produit matrice-vecteur LAPACK plein et Toeplitz 3-D (une
unité = 0,01 seconde).

Le graphique (7.4) met eńevidence l’́evolution quasi-lińeaire du temps de calcul pour un produit
matrice-vecteur Toeplitz multi-niveaux. Les cas traités ici ne sont pas de taille très importante (la limita-
tion est due au stockage plein) mais montrent l’efficacité du produit Toeplitz.

Cas test temps d’assemblage pourtemps d’assemblage pour
la matrice pleine la matrice Toeplitz

16 mailles 52 24
32 mailles 199 57
64 mailles 779 133
128 mailles 3107 290
256 mailles 12364 611
512 mailles 49153 1325
1024 mailles 199938 2725
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FIG. 7.5 – Gain en temps d’assemblage entre la méthode Toeplitz 3-D et le produit plein :
temps d’assemblage plein

temps d’assemblage pour Toeplitz.

L’assemblage de la matrice de l’opérateur approch́e doit être effectúe à chaque changement de forme
de domaine. Le temps d’assemblage de la matrice pleine augmente rapidement en fonction de la taille
numérique du probl̀eme, ainsi le passageà des domaines de grande taille serait très côuteux. L’aspect lińeaire
du gain de temps d’assemblage (fig. 7.5) met en relief un facteur “nombre de mailles” entre le calcul pour
le stockage plein et celui pour le stockage Toeplitz.

Place ḿemoire

Pour traiter des cas de taille importante, il faut pouvoir stocker les données. Ainsi, la taille de la matrice
de l’opérateur discret est une barrière à la mont́ee en nombre de degrés de libert́e. Le stockage Toeplitz
permet de repousser cette limite (Fig. 7.6).

Cas test taille mémoire pour le taille mémoire pour le
stockage plein stockage Toeplitz

16 mailles 9416 12296
32 mailles 37256 24584
64 mailles 148232 49160
128 mailles 591328 98312
256 mailles 2362376 196616
512 mailles 9443336 393224
1024 mailles 37761032 786440
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Chapitre 8

Conclusion

Il a ét́e montŕe dans une première partie que la discrétisation de type volumes finis, basée sur des
intégrations analytiques, choisie pour approcher l’opérateur de champ démagńetisant conserve les princi-
pales propríet́es de l’oṕerateur continu : positivité et norme inf́erieure oúegaleà un. De plus, une condition
de positivit́e de l’oṕerateur aét́e mise enévidence dans le cas de l’intégration semi-nuḿerique par les
formules de Gauss. Mais, l’opérateur discret́etant une matrice pleine de grande taille, le coût de calcul
du champ d́emagńetisant est tr̀es important. Afin de ŕesoudre ce problème, on utilise une propriét́e fonda-
mentale de l’oṕerateur discret dans le cas d’un maillage cubique régulier : la matrice obtenue est Toeplitz
multi-niveaux. Gr̂aceà cette propríet́e on a pu construire dans la seconde partie une méthode de calcul ra-
pide du champ d́emagńetisant discret. Cette ḿethode de calcul du champ démagńetisant par les produits
matrices-vecteurs Toeplitz donne des résultats tr̀es satisfaisants. Elle a permis d’effectuer des simulations en
micromagńetisme pour des maillages de grande taille sur une station de travail. Elle sera bientôt paralĺelisée,
les performances que l’on obtiendra alors permettront sans doute de passer le cap du million de mailles et
d’atteindre ainsi des tailles physiques de domaines magnétiques particulìerement int́eressantes mais aussi
de calculer efficacement la susceptibilité dynamique de domaines ferromagnétiques.
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Quatri ème partie

Equilibre d’un syst ème micromagńetique
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Chapitre 9

Introduction

Dans cette partie, on s’intéresse au problème de micromagńetisme adimensionné pŕesent́e dans la deu-
xième partie. L’existence de solutions pour le système de Landau et Lifchitz áet́e d́ejà ét́e trait́ee sous
diff érents angles. A. Visintin [52] a montré l’existence de solutions régulìeres dans un domaine borné pour
le syst̀eme coupĺe avec leśequations de Maxwell. Dans le même cadre G. Carbou et P. Fabrie [12] ont
montŕe l’existence de solutions faibles ainsi F. Alouges et A Soyeur [5] pour un champ magnétique ŕeduit
à la contribution d’́echange (ils montrent́egalement dans ce contexte la non-unicité des solutions). En di-
mension un P. Joly et O. Vacus [29] [50] ont par contre montré l’existence et l’unicit́e de solutions fortes.
L’unicit é des solutions est́egalement montrée par J.L. Joly, G. Ḿetivier et J. Rauch [28] en domaine in-
fini dans le cas d’une excitation magnétique totale uniquement induite par leséquations de Maxwell. D’un
point de vue nuḿerique, la simulation de ce phénom̀ene et en particulier la détermination de configurations
d’équilibre, aét́e abord́ee sous deux angles : celui de la minimisation d’une fonctionnelle par méthode de
type gradient ou comme recherche de l’état relax́e d’un processus dynamique. Dans la littérature on peut
citer F. Alouges [3][2] [4] et A. Bagńeŕes-Viallix [51][6] pour des calculs de configurations d’équilibre par
la méthode deśeléments finis, O. Vacus [50] pour des calculs dynamiques par la méthode des volumes finis
dans le cadre d’un couplage avec leséquations de Maxwell. Ces calculs sont très côuteux, en effet l’un des
phénom̀enes que l’on veut simuler numériquement est la formation des parois, zones de retournement entre
domaines d’aimantation constante. Afin de bien capter ces phénom̀enes, il est ńecessaire de mailler finement
(typiquement, une modélisation correcte des parois nécessite au moins une dizaine de mailles sur une lon-
gueur caract́eristique d’́echange, voir partie II). Par conséquent, le nombre de degrés de libert́e à prendre en
compte dans la simulation de la plupart des cas de calcul sera important, il faudra donc prendre en compte
cette contrainte dans l’élaboration d’un code de calcul.

Dans cette partie, on démontre dans un premier temps l’existence de solutions faibles en temps et en es-
pace pour une contribution magnétique totale composée d’un champ extérieur, de l’anisotropie, de l’échange
et de la contribution magnétostatique. On s’appuie pour cela sur des travaux de F. Alouges et A. Soyeur ef-
fectúes dans le cas d’une contribution magnétique totale ŕeduiteà la partiéechange [5].
Ensuite, on propose une méthode de ŕesolution rapide pour leśequations de Landau et Lifchitz basée sur
l’utilisation des matrices Toeplitz multi-niveaux appliquée au probl̀eme de la magńetostatique (voir partie
III). En raison de la taille des maillages que l’on veut traı̂ter, on utilise un sch́ema explicite avec un pas
adaptatif le rendant inconditionnellement stable.
Le codeEMicroM [32] résultant de cettéetude fonctionne sur stations de travail. On présente une série de
tests visant̀a montrer sa stabilité et sa capacité à traiter des maillages de taille importante.
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Chapitre 10

Existence des solutions faibles globales en
temps

On s’int́eresse au problème de micromagńetisme adimensionné pŕesent́e dans les sections préćedentes.
Le but est de montrer que des solutions faibles en temps et en espace existent. Le problème a d́ejà ét́e
traité par F. Alouges et A. Soyeur [5] dans le cas d’un champ magnétique uniquement constitué de la partie
échange gr̂aceà une ḿethode de compacité que l’on emploiera dans ce chapitre.

10.1 Ŕesultats

Le probl̀eme complet est le suivant :
∂m
∂t = −m ∧ h(m)− αm ∧ (m ∧ h(m))

m(0, x) = m0(x)
|m0| = 1 p.p. dansΩ
m = 0 dansR3\Ω.

(10.1)

Où l’opérateurh est d́efini pour toutm dans(H1([0, T ]× Ω))3 par :

hext ∈ (L∞(Ω))3, (10.2)

h(m) = A4m +K(m.u).u + grad ϕ(m) + hext

où

u ∈ (L∞(Ω))3, |u(x)| = 1, ∀x ∈ Ω,
(10.3)

et de plus {
4ϕ = −div (m) dansR3,
m = 0 dansR3\Ω. (10.4)

On d́efinit la notion de solutions faibles pour le problème (10.1)
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10.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME D’EXISTENCE

Définition 10.1.1 Soitm0 ∈ (H1(Ω))3, |m0| = 1 presque partout dansΩ, on dit quem est solution faible
de (10.1) si :

(i) ∀T > 0,m ∈ (H1([0, T ]× Ω))3, |m| = 1 p.p. dansΩ
(ii) ∀φ ∈ (H1([0, T ]× Ω))3(Qt = [0, T ]× Ω) :

∫
QT

∂m
∂t
.φ dt dx+ α

∫
QT

(m ∧ ∂m
∂t

).φdx dt = (1 + α2)
(∫

QT

∑3
i=1(m ∧ ∂m

∂xi
). ∂φ∂xi

+ Φ.((m.u)(u ∧m))

+ Φ.(grad ϕ(m) ∧m) + Φ.(hext ∧m)) dx dt;

(iii) m(x, 0) = m0 au sens des traces;
(iv) ∀T > 0,

E(T ) +
α

1 + α2

∫
QT

∣∣∣∣ ∂m
∂t

∣∣∣∣2 dx dt ≤ E(0),

oùE(t) =
A

2
||grad (m)||2

(L2
(Ω))3

+
K

2
||u.m||2

(L2
(Ω))3

+
1
2
||grad (ϕ(m))||2

(L2
(Ω))3

+ (m,hext)(L2
(Ω))3

Alors onénonce le

Théorème 10.1.1Pour toutm0 dans(H1(Ω))3, il existe une solution faible du système (10.1).

10.2 D́emonstration du théorème d’existence

La démonstration est basée sur celle effectúee par F. Alouges et A. Soyeur [5] dans le cas d’un champ
magńetique ne comportant que la partieéchange. L’id́ee est d’utiliser un problème ṕenaliśe [13] pour lequel
la contrainte|m| = 1 est relax́ee. On utilise alors la ḿethode de Galerkin sur le problème relax́e. L’existence
de solution au sens du théor̀eme (10.1.1) est alors obtenue par compacité.

10.2.1 Construction du probl̀eme ṕenaliśe

Pour construire le problème ṕenaliśe, on commence par réécrire (10.1) sous une forméequivalente
mieux exploitable dans le cadre de la démonstration. On utilise donc le

Lemme 10.2.1Soitm une solution ŕegulìere de (10.1), alors il est́equivalent de dire quem est solution de{
∂m
∂t = −(1 + α2)m ∧ h(m) + αm ∧ ∂m

∂t ,
m(0) = m0,

(10.5)

où h(m) est d́efini comme en (10.2).
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CHAPITRE 10. EXISTENCE DES SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES EN TEMPS

Démonstration du lemme
En appliquant le produit vectoriel parm à (10.1) on obtient

m ∧ ∂m
∂t

= −m ∧ (m ∧ h(m))− αm ∧ (m ∧ (m ∧ h(m))

= −m ∧ (m ∧ h(m))− αm ∧ (m(h(m).m)− h(m))
= −m ∧ (m ∧ h(m)) + αm ∧ h(m),

alors

αm ∧ ∂m
∂t

= −αm ∧ (m ∧ h(m)) + m ∧ h(m)−m ∧ h(m) + α2m ∧ h(m),

ce qui permet de conclure :

∂m
∂t

= −(1 + α2)m ∧ h(m) + αm ∧ ∂m
∂t
.

�

Alors, une combinaison lińeaire deśequations (10.1) et (10.5) permet d’écrire un nouveau système qui
sera utiliśe par la suite pour d́efinir le probl̀eme ṕenaliśe

−(1 + α2)
∂m
∂t

+
∂m
∂t

= α(1 + α2)m ∧ α(m ∧ (h(m))) + αm ∧ ∂m
∂t
,

donc

α2∂m
∂t

= −α(1 + α2)m ∧ (m ∧ h(m))− αm ∧ ∂m
∂t
,

on en d́eduit l’équation suivante :

α
∂m
∂t

+ m ∧ ∂m
∂t

= (1 + α2)(h(m)−m(h(m).m)). (10.6)

Alors, on d́efinit le probl̀eme ṕenaliśe comme
α∂m

k

∂t + mk ∧ ∂mk

∂t = (1 + α2)[h(mk)− k(|mk|2 − 1)mk], surΩ,
mk(x, 0) = m0(x) surΩ,
∂mk

∂ν = mk.ν surΩ,
mk : Ω → R3.

(10.7)

avech défini comme en (10.2).

Remarque 10.2.1La partiem(h(m).m) de l’équation (10.6) est omise dans le problème ṕenaliśe en faveur
d’un terme de relaxation de la contrainte de la formek(|mk|2 − 1)mk. En effet, comme on le verra par la
suite, les termes parallèlesà mk n’interviendront pas directement dans le passageà la limite enk et ne sont
donc utile que dans la perspective de relaxer la contrainte.
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10.2.2 Méthode de Galerkin sur le probl̀eme ṕenaliśe

Afin de se ramener̀a un probl̀eme de dimension finie et de pouvoir ainsi appliquer un théor̀eme clas-
sique sur l’existence des solutions des EDO, on projette les solutions sur un nombre fini d’éléments d’une
base orthonorḿee de(L2(R3))3. Ensuite, le retour en dimension infinie s’effectue grâceà un argument de
compacit́e.
Soit {ei}i une base orthonormale de(L2(R3))3 constitúee des vecteurs propres de l’opérateur de Laplace
avec conditions aux limites de type Neumann :{

−4ei = λiei,
∂ei
∂ν = 0 sur∂Ω

On cherche alors les solutions de (10.7) sous la forme :

mn(x, t) =
n∑
i=1

ψi(t)ei(x),

avecψi : R+ → R3.

En injectantmn dans le syst̀eme (10.7), ońecrit la condition pour quemn soit solution du probl̀eme
dans le sous espace vectoriel de L2(Ω) engendŕe par{ei}i :

(α
∂mn

∂t
+ mn ∧

∂mn

∂t
− (1 + α2)(h(mn)− k(|mn|2 − 1)mn),ei)L2

(Ω)
= 0, ∀i ∈ {1, ..., n}

et (mn(x, 0),m0(x),ei)L2
(Ω)

= 0,

alors, en injectant l’expression demn établie pŕećedemment, on a pour touti entre1 etn :

∂ψi
∂t

+
1
α

(
(
n∑
l=1

ψl el) ∧
∂

∂t
(
n∑
l=1

ψl el),ei

)
(L2

(Ω))3

(10.8)

−1 + α2

α

(
h(mn)− k(|mn|2 − 1)mn,ei

)
(L2

(Ω))3 = 0.

On obtient un système den équationsn inconnues. On peut donc se ramenerà un syst̀eme diff́erentiel
ordinaire de dimensionn en posantΦ = (ψ1, ..., ψn) :{

d Φ
d t

+ A(Φ)
d Φ
d t

= F(Φ),

Φ(0) = Φ0.
, (10.9)

où F(Φ) et A(Φ)∂Φ
∂t sont les vecteurs définis pouri entre 1 etn par

−(F(Φ))i = −1 + α2

α

(
h(mn)− k(|mn|2 − 1)mn,ei

)
(L2

(Ω))3),

(A(Φ)
∂Φ
∂t

)i =
1
α

(
(
n∑
l=1

ψl el) ∧
∂

∂t
(
n∑
l=1

ψl el),ei

)
(L2

(Ω))3

.

Mais, en raison de sa structure basée sur le produit vectoriel, A(Φ) est une matrice anti-syḿetrique,
donc,( Id− A(Φ)) est inversible. Le système (10.9) devient alors{

d Φ
d t

= ( Id− A(Φ))−1F(Φ),

Φ(0) = Φ0.
(10.10)
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Un résultat classique sur leséquations diff́erentielles ordinaires permet de conclure que (10.10) admet
une unique solution sur un intervalle de temps[−T ;T ].

Montrons maintenant que cette solution est globale, c’està dire quemn n’explose pas en norme(L2(Ω))3.
En multipliant scalairement (10.9) par∂ψi

∂t et en sommant leśegalit́es obtenues pour1 ≤ i ≤ n, on obtient :

α|∂ψi
∂t
|2 +

(
mn ∧

∂mn

∂t
,ei

)
(L2

(Ω))3

∂ψi
∂t

− (1 + α2) (h(mn),ei)(L2
(Ω))3

∂ψi
∂t

+(1 + α2) (k(|mn| − 1)mn,ei)(L2
(Ω))3

∂ψi
∂t

= 0,

en sommant on obtient

α

∫
Ω
|∂mn

∂t
|2dx+

(
mn ∧ ∂mn

∂t ,
∂mn
∂t

)
(L2

(Ω))3 − (1 + α2) ∂∂t
(

1
2

∫
Ω

[
A|grad mn|2 +K|u.mn|2+

|grad ϕ(m)|] dx− k
4

∫
Ω(|mn|2 − 1)2dx

)
= 0, (10.11)

en int́egrant en temps entre0 etT , on obtient

k

4

∫
Ω
(|mn(T )|2 − 1)2dx+ E(mn(T )) +

α

1 + α2

∫ T

0

∫
Ω
|∂mn

∂t
|2dx dt (10.12)

=
k

4

∫
Ω
(|mn(0)|2 − 1)2dx+ E(mn(0)).

(On rappellle queE(m) > 0 ∀m ∈ (H1(Ω))3 ).

En utilisant (10.11), on peutécrire

d

d t

(
E(mn(t)) +

k

4

∫
Ω
(|mn|2 − 1)2dx

)
≤ 0.

Cette quantit́e est donc d́ecroissante. En utilisant le fait que H1(Ω) s’injecte continuement dans L4(Ω),
on en d́eduit que le membre de droite de (10.13) est borné uniforḿement. Par conséquent|mn|2−1, grad mn,
grad ϕ(mn), (hext.mn) et (mn.u) sont borńes dans L2([0, T [×Ω), ce qui permet de conclure quemn est
borńe dans H1([0, T [×Ω) et que

∫ T

0

∫
Ω
|∂mn

∂t
|2dxdt,

est borńe pour tout tempsT positif. D’où mn est une solution globale en temps. On peut donc extraire
une sous suite de(mn) not́ee encore(mn) telle que

mn → mk dans H1([0, T [×Ω) faiblement,

mn → mn dans L2([0, T [×Ω),
|mn|2 − 1 → |mk|2 − 1 dans L2([0, T [×Ω) faiblement,

mn.hext → mk.hext dans L2([0, T [×Ω),
|grad mn| → |grad mk| dans L2([0, T [×Ω) faiblement,

|grad ϕ(mn)| → |grad ϕ(mk)| dans L2([0, T [×Ω),
(u.mn) → (u.mk) dans L2([0, T [×Ω),

(hext.mn) → (hext.mk) dans L2([0, T [×Ω).
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La convergence de|grad ϕ(mn)| est due aux bonnes propriét́es de l’oṕerateur de champ démagńetisant
[23] : il est continu de Lp(Ω) dans Lp(Ω).

On peut alors passerà la limite dans (10.9) quand n tend vers l’infini. On trouve une solution faible de
(10.7).
Commem0 est choisi v́erifiant la contrainte|m0| = 1 p.p. dansΩ, on a l’estimation suivante découlant de
(10.13)

E(mk(T )) +
k

4

∫
Ω
(|mk|2 − 1)2(T )dx+

α

1 + α2

∫ T

0

∫
Ω
|∂mk

∂t
|2dxdt ≤ E(m0). (10.13)

Donc, au sens des distributions,mk vérifie

α
∂mk

∂t
− (1 + α2)h(mk) = −mk ∧ ∂mk

∂t
− k(|mk|2 − 1)mk. (10.14)

Pour la suite on pose :F (k,mk) = −mk ∧ ∂mk

∂t − k(|mk|2 − 1)mk.

10.2.3 Passagèa la limite en k

Relaxation de la contrainte

Pour d́emontrer que les solutions du problème ṕenaliśe vérifient la contraintèa la limite, on utilise la
méthode emploýee par F. Alouges et A. Soyeur [5]. Le prinicipe est de d’abord démontrer que la norme
locale demk est borńee par 1, puis en passantà la limite dans (10.13) d́emontrer que

(mk) est borńee dans(H1(QT ))3,

et par conśequent,̀a l’extraction d’une sous suite prés

(mk) → m dans(H1(QT ))3 faiblement,

(mk) → m dans(L2(QT ))3 fortement,

|mk|2 − 1 → 0 dans L2(QT ) fortement,

et enfin|m| = 1 presque partout dansΩ.

Passagèa la limite

Soit Φ ∈ (H1(QT ))3 ∩ (L∞(QT ))3

Ψ = mk ∧ Φ ∈ (H1(QT ))3

Alors, en multipliant scalairement (10.14) parΨ et en int́egrant en espace on obtient

α

∫
Ω

∂mk

∂t
.(mk ∧ Φ)dx− (1 + α2)

∫
Ω

h(mk).(mk ∧ Φ)dx =
∫

Ω
Φ.(mk ∧ ∂mk

∂t
) ∧mk)dx

= −
∫

Ω
Φ.(|mk|2)∂mk

∂t
− (mk.

∂mk

∂t
)mk)dx,
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ce qui permet d’́ecrire

α

∫
Ω

∂mk

∂t
.(mk ∧ Φ)dx− (1 + α2)

∫
Ω

h(mk).(mk ∧ Φ)dx+
∫

Ω
Φ.(|mk|2)∂mk

∂t
− (mk.

∂mk

∂t
)mk)dx = 0,

alors,

α

∫
Ω

∂mk

∂t
.(mk ∧ Φ)dx+

∫
Ω

Φ.(|mk|2)∂mk

∂t
− (mk.

∂mk

∂t
)mk)dx =

−(1 + α2)
∫

Ω
((mk.u)u + grad φ(mk) + hext).(mk.Φ) + grad mk.grad (mk ∧ Φ)dx

Mais, on a

grad mk.grad (mk ∧ Φ) =
∑

i=1,...,3

∂mk

∂xi
.(
∂mk

∂xi
∧ Φ) + (mk ∧ ∂Φ

∂xi
)dx

=
∑

i=1,...,3

∂mk

∂xi
.(mk ∧ ∂Φ

∂xi
)

=
∑

i=1,...,3

∂Φ
∂xi

.(
∂mk

∂xi
∧mk).

On peut ainsíecrire l’égalit́e pŕećedente sous la forme

α

∫
Ω

∂mk

∂t
.(mk ∧ Φ)dx+

∫
Ω

Φ.(|mk|2)∂mk

∂t
− (mk.

∂mk

∂t
)mk) =

−(1 + α2)
∫

Ω

∑
i=1,...,3

∂Φ
∂xi

.(
∂mk

∂xi
∧mk) + Φ.((mk.u)(u ∧mk)) + Φ.(grad φ(mk) ∧mk) +

Φ.(hext ∧mk)dx. (10.15)

On peut donc effectuer le passageà la limite :
mk est borńe dans(H1(QT ))3, par conśequent on a :

mk → m dans(H1(QT ))3 faiblement,

mk → m dans(L2(QT ))3,

ce qui permet d’obtenir la convergence :∫
Ω

∂mk

∂t
.(mk ∧ Φ)dx→

∫
Ω

∂m
∂t
.(m ∧ Φ)dx.

De plus,

|mk|2 − 1 → 0 dans(L2(QT ))3,
∂mk

∂t
→ ∂m

∂t
dans(H1(QT ))3 faiblement,
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on peut alors conclure que∫
Ω

Φ.((|mk|2 − 1)
∂mk

∂t
+
∂mk

∂t
)dx→

∫
Ω

Φ.
∂m
∂t
dx.

Enfin,

mk → m dans(L4(QT ))3,

on utilise pour cela l’injection de Lp(QT ) dans H1(QT ) pourp plus petit que 6. Ceci nous permet donc de
conclure que :

(
∂mk

∂t
.mk)Φ → 0.

En effet,∂m∂t .m est nul, cette propriét́e est obtenue grâceà

|mk|2 − 1 → 0 dans L2(QT ),

et gr̂aceà (10.13), on en d́eduit que|m|2 = 1.

Alors, on peut conclure que

α

∫
Ω

∂m
∂t

(m ∧ Φ)dx+
∫

Ω
Φ.
∂m
∂t
dx =

(1 + α2)
∫

Ω

∑
i=1,...,3

∂Φ
∂xi

.(
∂m
∂xi

∧m)+ Φ.((m.u)(u ∧m)) + Φ.(grad φ(m) ∧m) + Φ.(hext ∧m)dx,

cette relation est valable pour toutΦ dans(H1(QT ))3 par densit́e.
En prenant la limite semi-continue inférieure de (10.13) on a

E(m(T )) +
α

1 + α2

∫ T

0

∫
Ω
|∂m
∂t
|2dxdt ≤ E(m0).

Donc,m est solution faible de (10.1) au sens de la définition (10.1.1).
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Chapitre 11

La discrétisation en espace

L’un des ph́enom̀enes que l’on veut simuler numériquement est la formation des parois, zones de re-
tournement entre domaines d’aimantation constante. Afin de bien capter ces phénom̀enes, il est ńecessaire
de mailler finement (typiquement, une modélisation correcte des parois nécessite au moins une dizaine de
mailles sur une longueur caractéristique d’́echange, voir partie II). Par conséquent, le nombre de degrés de
liberté à prendre en compte dans la simulation de la plupart des cas de calcul sera important. Il faut donc uti-
liser une ḿethode de mod́elisation spatialéeconomique et pouvantêtre adapt́eeà des ḿethodes de résolution
rapide. Ainsi, comme il áet́e vu dans la partie III, le plus couteux dans le cadre de la discrétisation spatiale
est la prise en compte du champ démagńetisant. Afin de pouvoir appliquer la ḿethode de ŕesolution rapide
expośee dans la partie III on utilisera donc une discrétisation de type volumes finis en espace.

11.1 D́efinition de la discrétisation

11.1.1 L’espace discret

Soit un volume deΩ de ferromagńetique tel qu’il existe une famille de d’ouverts(Ωi)i=1,...,N formant
un maillage ŕegulier cubique tels quēΩ =

⋃N
i=1 Ω̄i. Les degŕes de libert́e consid́eŕes pour les calculs sont

les moyennes sur chaque maille.
On d́efinit le pas de discrétisationh du maillage :

h = Supi=1,...,n|Ωi|1/3,

où |Ωi| désigne le volume deΩi.

On reprend les d́efinitions des oṕerateurs de relèvement et de projection introduits dans la partie III :

Rh
(R3)n → (L2(Ω))3

et un oṕerateur de projection :

Ph
(L2(Ω))3 → (R3)n.

Ces oṕerateurs sont donnés par les formules suivantes :
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Ω Ω
i j

n
i j

O O

FIG. 11.1 – Mailles adjacentes, notations.

∀u ∈ (L2(R3))3, Ph(u)i =
1
|Ωi|

∫
Ωi

u(x) dx,

∀v ∈ (R3)n, Rh(v) =
n∑
i=1

χi vi,

où χi est la fonction indicatrice deΩi, i.e.∀x ∈ R3, χi(x) = 1 si x ∈ Ωi, χi(x) = 0 si x /∈ Ωi.

Les propríet́es de ces oṕerateurs ońet́e expośees dans le chapitre II.

11.1.2 Les oṕerateurs discrets

a.- L’ échange

Pourm dans(H1(Ω))3, le champ d’́echange s’́ecrit (òu A est un ŕeel ne d́ependant que la taille deΩ,
voir le chapitre Ia partie II) :

he(m) = A4m.

Ce qui permet d’́ecrire en utilisant la formule de Green (ici, on posen la normaleà la surface∂Ω, voir
Fig. 11.1) ∫

Ωi

4m dx =
∫
∂Ωi

∂m
∂n

dγ.

On construit alors une estimation de∂m∂n . Soient les centresOi etOj de deux cellules adjacentesi et j, on
notedij le vecteur reliant ces deux points. L’aimantation est alors approchée lińeairement en espace entre
les pointsOi etOj , les valeurs prises en ces pointsétant respectivementmi et mj . Pour tous pointsx de la
ligne (Oi, Oj) on a donc :

m(x) ≈ mi + t (mj −mi),

avec t =
dij .(x−Oi)

|dij |2
.

96



CHAPITRE 11. LA DISCRÉTISATION EN ESPACE

Ceci permet de d́eterminer l’approximation du gradient de l’aimantation sur la ligne(Oi, Oj)

∇m(x) ≈ (mj −mi)
(

dij
|dij |2

)t
.

Ainsi, il est possible d́eterminer l’approximation de la dérivée normale au centre de la face commune aux
deux maillesΩi etΩj

∂m
∂n

≈ (mj −mi)
1

|dij |2
dij .n.

En utilisant la ŕegularit́e du maillage, on obtient pour toutm dans(R3)n, l’opérateur discret d’échange :

(he,h(m))i =
A

h2
(2 Ni mi −

∑
j voisins dei

mj),

avecNi le nombre de voisins de la maillei.
Cette approximation, dans laquelle on ne prend pas en compte les bords de la maille se trouvant au bord du
domaine, int̀egre naturellement la condition de type Neumann intervenant dans le cas de l’échange :∂m∂n = 0
sur∂Ω.

b.- L’anisotropie

Pourm dans(L2(Ω))3, le champ d’anisotropie s’écrit, dans le cas d’une anisotropie uniaxiale :

ha(m) = K((m.u)u−m),

oùK est une constante réelle etu un élément de(L∞(Ω))3 tel que|u| estégalà 1 en tout point du domaine
Ω.
Alors, on d́efinit l’opérateur discret de champ d’anisotropie pour toutm dans(R3)n (u dans(R3)n avec
|ui| = 1 pour touti dans{1, ..., N} tel queu = Rh(u)) :

(ha,h(m))i = (Ph ◦ ha ◦ Rh(m))i
= K((mi.ui)ui −mi).

c.- Le champ d́emagńetisant

Le champ d́emagńetisant áet́e d́efini etétudíe dans la partie II. L’oṕerateur discret est de la forme,

∀m ∈ (R3)n,m = (mi)i∈{1,...,n},

hd,h(m)i = − 1
4π|Ωi|

n∑
j=1

{
∫

Ωi

grad xdiv x

∫
Ωj

mj
−1

|y − x|
dy dx}.

en utilisant les notations de la partie II.
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11.2 Estimations et convergence

La convergence des opérateurs discrets est donnée dans le chapitre II pour le champ démagńetisant est
dans la litt́erature pour (R. Eymard, T. Gallouët et R. Herbin [20]) pour le Laplacien et le champ d’anisotro-
pie. On rappelle les estimations pour un maillage régulier de pash.
Il existeCe tel que pour toutm dans(H1

4(Ω))3

||A4m− Rh ◦ he,h ◦ Ph(m)||h ≤ Ce h||m||1,Ω.

Il existeCd etCa tel pour toutm dans(H1([0, T ]× Ω))3

||ha(m)− Rh ◦ ha,h ◦ Ph(m)||h ≤ Ca h||m||0,Ω,
||hd(m)− Rh ◦ hd,h ◦ Ph(m)||h ≤ Cd h|m|1,Ω.

Ce qui permet d’estimer l’erreur commise sur l’approximation de l’excitation magnétique totale. Il existeC
tel que pour toutm dans(H1

4(Ω))3

||Rh ◦ hh ◦ Ph(m)−m||0,Ω ≤ C h||m||1,Ω,

pourhh = ha,h + he,h + hd,h + Ph(hext). Cette formule ce d́eduit directement des estimations d’erreur sur
chaque oṕerateur d’excitation magnétique.
Mais, dans le cas présent les oṕerateurs d’excitation magnétique seront principalement appliqués à des
champs de vecteurs de norme localeégaleà 1. Ceci permet d’établir le

Théorème 11.2.1Il existeL strictement positif ne d́ependant que deΩ tel que pour touth suffisamment
petit et pour toutm dans S2(Ω) ∩ (H1

4(Ω))3 on ait

||Rh ◦ hh ◦ Ph(m)−m||0,Ω ≤ Lh||m||1,Ω,

avec S2(Ω) = {m ∈ (H1
4(Ω))3 | ||m− 1||0,Ω = 0}.

démonstration :
La démonstration se d́eduit directement en utilisant les propriét́es rappeĺees plus haut.

�

98



Chapitre 12

Le sch́ema en temps

12.1 Choix d’un sch́ema

12.1.1 Position du probl̀eme

On pŕesente ici l’application d’un schéma de ŕesolution temporelle au système semi-dicŕetiśe en espace
présent́e dans le chapitre préćedent. En reprenant les notations introduites préćedemment, ońecrit le syst̀eme
à discŕetiser sous la forme :

d m
d t

= fh(m,hext),

m(0) = m0,
fh(m,hext) = −m ∧ (hh(m) + hext)− αm ∧ (m ∧ (hh(m) + hext)),

(12.1)

où, comme il aét́e montŕe pŕećedemment, l’oṕerateurhh est lińeaire de(R3)n dans(R3)n, négatif et de
norme inf́erieure oúegaleà1 +K + A

h2 .
Le choix du sch́ema nuḿeriqueà appliquer s’effectue suivant deux critères :

– la simplicit́e de mise en œuvre du schéma,
– la conservation des propriét́es clefs du mod̀ele continu (d́ecroissance de l’énergie et conservation de

la norme locale).
La taille du probl̀eme impose le choix d’une ḿethode explicitèa un pas. On a choisi un schéma de Taylor
d’ordre deux conservant la décroissance de l’énergie gr̂aceà une optimisation du pas de tempsà chaque
itération.

12.1.2 Pŕesentation du sch́ema

Soit une discŕetisation{t0, ..., tM} de l’intervalle de temps[0, T ] ; on pose pour touti entre0 etM − 1,
4ti = ti+1 − ti. Alors, en int́egrant par rapport au temps la premièreéquation de (12.1) sur un intervalle
[ti, ti+1] on obtient, pour touti dans{0, ...,M − 1} :∫ ti+1

ti

d m
d t

dt =
∫ ti+1

ti

fh(m,hext)dt

⇒ m(ti+1)−m(ti) =
∫ ti+1

ti

fh(m,hext)dt,
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on int̀egre alors le membre de droite de l’équation gr̂aceà la formule du point milieu :

m(ti+1)−m(ti) ≈ (ti+1 − ti)fh(m(
ti+1 + ti

2
),hext)

= 4ti fh(m(ti +
4ti
2

),hext) + o(4ti). (12.2)

On ne connâıt la valeur defh qu’aux instants{t0, ..., tM}, on utilise donc un d́eveloppement de Taylor
d’ordre 1 par rapport au temps pour l’estimer :

fh(m(ti +
4ti
2

),hext) = fh(m(ti),hext) +
4ti
2
∂fh
∂t

(m(ti),hext) +O(4t2i )

= fh(m(ti),hext) +
4ti
2

Dmfh(m(ti),hext).
d m
d t

(m(ti),hext) +O(4t2i )

= fh(m(ti),hext) +
4ti
2

Dmfh(m(ti),hext).fh(m(ti),hext) +O(4t2i ),

où Dmfh(m(ti),hext).u désigne la d́erivée par rapport̀a m defh en(m(ti),hext) appliqúeeà u.
En remplaçantfh(m(ti + 4ti

2 ),hext) par son d́eveloppement dans (12.2), on obtient :

m(ti+1)−m(ti) = 4ti fh(m(ti),hext) +
4t2i
2

Dmfh(mi,hext).fh(m(ti),hext) +O(4t2i ).

On peut alorśecrire le sch́ema sous la forme :
∀i ∈ {0, ...,M − 1}

mi+1 = mi +4ti fh(mi,hext) +
4t2i
2

Dmfh(mi,hext).fh(mi,hext){
mi+1 = mi +4ti Fh(mi,4ti,hext),
m0 = m(0),

(12.3)

ou

Fh(mi,4ti,hext) = fh(mi,hext) +
4t2i
2

Dmfh(mi,hext).fh.

Remarque 12.1.11.- la norme locale de l’aimantation est conservéeà l’ordre 2 en4t. En effet

|mi+1|2 = |mi|2 + 24ti (mi.fh(mi,hext)) +
4t2i
2

(2mi.Dmfh(mi,hext).fh + |fh(mi,hext)|2) + o(4t2i ),

maismi.fh(mi) est nul, ce qui entrâıne :

|mi+1|2 = |mi|2 +
4t2i
2

(2mi.Dmfh(mi,hext).fh + |fh(mi,hext)|2) + o(4t2i ),

2.- on utilise peu en ǵeńeral les sch́emas de Taylor car le calcul des dérivées est souvent compliqué, ce qui
n’est pas le cas pour le système trait́e ici.
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CHAPITRE 12. LE SCHÉMA EN TEMPS

12.1.3 Quelques propríetés du syst̀eme semi-discŕetisé

Afin d’appliquer les ŕesultats suivants sur la discrétisation en temps deséquations aux d́erivées partielles,
il est ńecessaire de démontrer le

Théorème 12.1.1Pour toutT strictement positif, le système (12.1) admet une unique solution sur l’inter-
valle de temps[0, T ].

Pour effectuer la d́emonstration on utilisera le lemme suivant dont la démonstration repose totalement sur
un th́eor̀emeétabli par J.L. Joly, G. Ḿetivier et J. Rauch [28].

Lemme 12.1.1L’application fh est Lipschitzienne sur les bornés de H1h.

Où H1
h est l’ensemble deśelémentsm de(R3)n tels que

||m||h <∞,

||∇+
h m||h <∞,

avec ∀i ∈ {1, ..., n} (∇+
h m)i =

1
h

∑
j∈V +(i)

mj −mi,

V +(i) = {j ∈ 1, ..., n|xj − xi = (h, 0, 0)t oú xj − xi = (0, h, 0)t oú xj − xi = (0, 0, h)t}.

Démonstration du théorèmeEn utlisant le lemme (12.1.1), on obtient directement l’existence et l’unicité
des solutions du système (12.1) pour tout intervalle de temps[0, T ].

�

12.2 Consistance, stabilit́e et convergence

12.2.1 Quelques d́efinitions et propri étés utiles

Les d́efinitions pŕesent́ees ici peuvent̂etre retrouv́ees pour la dimension 1 dans le livre de M. Crouzeix
et A.L. Mignot [16]. Le passage aux dimensions supérieures est imḿediat.
Soitg une application deRp dansRp, on consid̀ere l’équation diff́erentielle :

d y
d t

= g(y(t)), (12.4)

à laquelle on applique la ḿethode d’int́egration suivante

yi+1 = yi +4ti G(yi,4ti), (12.5)

y0 = y(0).

Définition 12.2.1 Consistance
La méthode (12.5) est consistante avec le système (12.4) si pour toute solutiony de (12.5) on a :

M−1∑
i=0

|y(ti+1)− y(ti)−4tiG(y(ti),4ti)| ,

tend vers0 lorsque4t = max
0≤i≤M

4ti tend vers0.
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Définition 12.2.2 Stabilit́e
La méthode (12.5) est stable s’il existe une constanteC indépendante de4t, telle que pour toutes suites
(un)n=0,...,M ,(vn)n=0,...,M et (εn)n=0,...,M vérifiant :

un+1 = un +4tnG(un,4tn),
vn+1 = vn +4tnG(vn,4tn) + εn,

on ait

max
0≤n≤M

|un − vn| ≤ C

|u0 − v0|+
∑
n≤M

εn

 .
Définition 12.2.3 Convergence
La méthode (12.5) est convergente si la condition4t tend vers 0 implique :

max
0≤i≤M

|y(ti)− yi| tend vers 0,

où y est solution de (12.4).

Mais, il est possible de lier consistance, stabilité et convergence grâce au th́eor̀eme de Lax :

Théorème 12.2.1Si la ḿethode (12.5) est stable et consistante, alors elle est convergente.

Enfin, deux corollaires permettent d’avoir des conditions de consistance et stabilité plus exploitables :

Corollaire 12.2.1 Une condition ńecessaire et suffisante pour que la méthode (12.5) soit consistante est que
pour toutv dans(R3)n on ait :

G(v, 0) = g(v).

Corollaire 12.2.2 Une condition suffisante pour que la méthode (12.5) soit stable est qu’il existe une
constanteβ telle que :
∀(v, u) ∈ (R3)n, ∀4t,

|G(v,4t)−G(u,4t)| ≤ β|v− u|,

on a alorsC (comme d́efinie dans la d́efinition (12.2.2)) donńee par :C = eβT .

Pour raffiner la notion de convergence, on introduit celle d’ordre de la méthode

Définition 12.2.4 Ordre de la ḿethode
La méthode (12.5) est d’ordrep (p > 0) s’il existe un ŕeelR ne d́ependant que dey et de l’applicationG tel
que

M−1∑
i=0

|y(ti+1)− y(ti)−4tiG(y(ti),4ti))| ≤ R4tp,

où4t = max
0≤i≤M

4ti,

pour touty solution de (12.4) tel quey ∈ (Cp+1[0, T ])N .
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Cette notion d’ordre peut-être vue sous une forme plus exploitable

Théorème 12.2.2On suppose queg estp fois continuement différentiable dans[0, T ] × (R3)n et que les

fonctionsG,
∂G
∂4t

, ...,
∂Gp

∂4tp
existent et sont continues dans(R3)n×R+. Alors, une condition ńecessaire et

suffisante pour que la ḿethode soit d’ordrep s’écrit :
∀y ∈ (R3)n 

G(y, 0) = f(y),
∂G
∂4t

= f(1)(y),

...
∂Gp−1

∂4tp−1
= f(p−1)(y).

12.2.2 Consistance, stabilit́e et convergence

On peut alors donner des résultats de consistance, stabilité et convergence pour la méthode (12.3).

Théorème 12.2.3La méthode (12.3) est consistante.

Démonstration
On a par construction, pour touty ∈ (R3)n

Fh(y, 0,hext) = fh(y,hext),

ce qui permet de d́eduire que la ḿethode est consistante grâce au corollaire (12.2.1).

�

Théorème 12.2.4La méthode (12.3) est stable.

Démonstration
soient(u, v) ∈ (R3)n,4t > 0 alors

|Fh(u,4t,hext)− Fh(v,4t,hext)| ≤ |fh(u,hext)− fh(v,hext)|+
4t
2
|Dmfh(u,hext).fh(u,hext)

−Dmfh(V,hext).fh(v,hext)|.

Alors, en utilisant le fait que les applicationsfh et Dmfh.fh sont lipschitziennes on conclut qu’il existe une
constanteβ telle que

|Fh(u,4t,hext)− Fh(v,4t,hext)| ≤ β|u− v|.

�

Théorème 12.2.5La méthode (12.3) est convergente.

Démonstration
On a pŕećedemment montré que la ḿethode (12.3) est consistante et stable (théor̀emes (12.2.3) et (12.2.4)),
ce qui permet d’appliquer le théor̀eme (12.2.1) afin de conclure sur la convergence de la méthode.
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�

Théorème 12.2.6La méthode (12.3) est d’ordre 2 en temps.

Démonstration
La convergence de la ḿethode permet de répondre aux premiers critères du th́eor̀eme (12.2.2). De plus on
a, pour tout́elémentu de(R3)n :

Fh(m, 0,hext) = fh(m,hext),
∂Fh
∂4t (m, 0,hext) = f(1)h (m,hext).

Ceségalit́es sont directement dues au mode de construction de la méthode. On peut donc conclure, en
utilisant le th́eor̀eme (12.2.2), que la ḿethode (12.3) est d’ordre 2 en temps.

�

12.3 Optimisation du pas de temps

12.3.1 Pourquoi optimiser le pas de temps

Une propríet́e clef du mod̀ele n’est a priori pas conservée par la ḿethode (12.3) : la d́ecroissance de
l’ énergie discr̀ete.
L’ énergie discr̀eteà l’instantti s’écrit sous la forme :

Ei = −1
2
(mi,hh(mi) + 2hext)h.

La décroissance de cetteénergie signifie que, pour touti entre0 etM on aEi+1 ≤ Ei.
Une possibilit́e pour conserver cette propriét́e est de modifier le schéma. Mais, ceci pourrait entraı̂ner un
alourdissement de la ḿethode, la rendant ainsi inexploitable pour des maillages en espace de trop grande
taille. On choisit donc de modifier le pas de tempsà chaque it́eration afin de garantir la décroissance de
l’ énergie et, si possible, une décroissance optimale.

12.3.2 Optimisation choisie

SoitR(pi(x)) = {y ∈ R, pi(y) = sup
x∈R+

pi(x)} etpi défini par

pi(x) = α||(hh(mi) + hext) ∧mi||2h
+1

2 x[(fh(mi,hext),hh(fh(mi,hext)))h + (Dmfh.fh(mi,hext),hh(mi) + hext)h]
+1

2 x
2(Dmfh.fh(mi,hext),hh(fh(mi,hext)))h

+1
8 x

3(Dmfh.fh(mi,hext),hh(Dmfh.fh(mi,hext)))h.

Alors on d́emontre le

Théorème 12.3.1 Optimisation du pas de temps
Pour le syst̀eme (12.1), soit l’algorithme

mi+1 = mi +4ti Fh(mi,4ti,hext),
m0 = m(0),
4ti = maxR(pi(x)).

(12.6)
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Alors, la ḿethode associée est consistante, stable et d’ordre 2. De plus, la norme locale de l’aimantation est
conserv́eeà l’ordre 2 et l’énergie d́ecroit de façon optimalèa chaque pas de temps.
De plus, pour touti dansN∗, on a :

4ti = O(h2).

Démonstration
Convergence et stabilité sontétablies dans la section préćedente.
Le calcul de l’́energièa l’instantti+1 donne

Ei+1 = −1
2
(mi,hh(mi+1) + 2hext)h = −1

2(mi,hh(mi+1) + 2hext)h − 4ti
2 (fh(mi,hext),hh(mi+1) + 2hext)h

−4t2i
4 (Dmfh.fh(mi,hext),hh(mi+1) + 2hext)h.

Alors, en d́eveloppant on obtient

Ei+1 − Ei = − 4ti(
1
2
(mi,hh(fh(mi,hext)))h) +

1
2
(fh(mi,hext),hh(mi))h + (f(mi,hext),hext)h)

− 4t2i (
1
4
(mi,Dmfh.fh(mi,hext))h +

1
4
(fh(mi,hext),hh(fh(mi,hext)))h

+
1
4
(Dmfh.fh(mi,hext),hh(mi,hext))h + (Dmfh.fh(mi,hext),hext)h)

− 4t3i (
1
4
(fh(mi,hext),Dmfh.fh(mi,hext))h +

1
4
(Dmfh.fh(mi,hext), fh(mi,hext))h)

− 4t4i (
1
8
(Dmfh.fh(mi,hext),hh(Dmfh.fh(mi,hext)))h),

on en d́eduit que

Ei+1 − Ei = −4ti
(

(fh(mi,hext),hh(mi))h +
1
2
4ti((Dmfh.fh(mi,Λ),hh(mi) + hext)h

+(fh(mi),hh(fh(mi)))h) +
1
2
4t2i (Dmfh.fh(mi,Λ),hh(fh(mi))h

+
1
8
4t3i (Dmfh.fh(mi,Λ),hh(Dmfh.fh(mi,Λ))))h

)
.

En utilisant les proríet́es du produit mixte, ońetablit que :

(fh(mi),hh(mi) + hext)h = ||(hh(mi) + hext) ∧mi||2h.

Par conśequent

Ei+1 − Ei = −4tipi(4ti),

avec

pi(x) = ai + xbi + x2ci + x3di, (12.7)

ai = α||(hh(mi) + hext) ∧mi||2h,

bi =
1
2
[(fh(mi,hext),hh(fh(mi,hext)))h + (Dmfh.fh(mi,hext),hh(mi) + hext)h],

ci =
1
2
(Dmfh.fh(mi,hext),hh(fh(mi,hext)))h,

di =
1
8
(Dmfh.fh(mi,hext),hh(Dmfh.fh(mi,hext)))h.

(12.8)
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Alors, la condition de d́ecroissance optimale de l’énergie est obtenue pourEi+1 − Ei < 0 et |Ei+1 − Ei|
maximum, c’est̀a dire pourpi(4ti) > 0 et4ti pi(4ti) maximum.

Existence d’un pas de temps optimal :
Le polyn̂omepi est positif enx = 0 (ai positif). De plus, le fait quedi soit ńegatif (ce qui d́ecoule de la
négativit́e de l’oṕerateur de champ magnétique discret ) implique quepi(x) tend vers moins l’infini quand
x tend vers plus l’infini. De la combinaison de ces deux propriét́es on d́eduit qu’il existe un intervalle non
vide [0,4t∗[ sur lequelpi(x) est strictement positif et tel quepi(4t∗) soit nul.
Donc, le polyn̂ome(x .pi(x)) est positif strictement sur]0,4t∗[ et s’annule en0 et4t∗. On en conclut,
par continuit́e, qu’il existe un maximum local de(x .pi(x)) sur ]0,4t∗[. Ce maximum est le pas de temps
optimal.

Estimation du pas de temps en fonction du pas d’espace :
Dans un premier temps, on estime les coefficientsai, bi, ci et di dans (12.7). Ensuite cette estimation per-
mettra d’estimer le pas de temps optimisé.
Comme il aét́e vu dans le chapitre préćedent, les diff́erentes composantes de l’excitation magnétiques totale
peuvent̂etre estiḿees en fonction du pas d’espace. Ainsi, pour toutv dans(R3)n, on

||hd,h(v)||h = O(1),
||ha,h(v)||h = O(1),

h2||he,h(v)||h = O(1),

on en d́eduit que

h2||hh(v)||h = O(1).

Puisquefh(v,hext) ethh(v) sont du m̂eme ordre en h, il existe quatre réelsa0,i, b0,i, c0,i etd0,i d’ordre 0 en
h tels que tel que

h4 ai = a0,i , h
6 bi = b0,i , h

8 ci = c0,i , h
10 di = d0,i.

Tout maximum local dex pi(x) surR+,∗ d’abscissexm est tel que
d x pi(x)
d x

(xm) = 0. C’està dire :

d x pi(x)
d x

(xm) =
1
h4
ai,0 + 2

1
h6
b0,ixm + 3

2
h8
c0,ix

2
m + 4

3
h10

d0,ix
3
m = 0. (12.9)

Par le changement de variabley = x
h2 , l’ équation (12.9) devient

ai,0 + 2ybi,0 + 3y2ci,0 + 4y3di,0 = 0.

Commeai,0 > 0 etdi,0 < 0, cetteéquation admet au moins une solution, de plus cette solution est d’ordre
0 enh (les coefficients du polyn̂ome dont elle est racinéetant d’ordre 0 enh). En notantym la solution
correspondant au pas de temps optimal, on a

xm = h2 ym.

On en conclut, par d́efinition du pas de temps optimal, que pour touti dansN∗ on a

4ti = O(h2).

�
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FIG. 12.1 – Comparaison de la méthode avec deux autres schémas.

12.3.3 Avantages et d́esavantages de ce schéma

Ce sch́ema conserve la décroissance de l’énergie de façon optimale grâceà l’optimisation du pas de
temps. Mais, la norme locale de l’aimantation n’est quantà elle conserv́ee qu’̀a l’ordre 2 en4t. Ce dernier
point pourrait faire pencher la balance du coté d’un sch́ema implicite conservant naturellement la norme de
l’aimantation, le probl̀eme de ce type de schémaétant la lourdeur des calculsà chaque it́eration.
Un bon candidat semblaitêtre un sch́ema semi-implicite, c’est̀a dire tel que l’on puisse l’expliciter facile-
ment,étudíe par O. Vacus [50],

mi+1 −mi = −4ti(mi+1+mi

2 ∧ hh(mi) + αmi+1+mi

2 ∧ (mi ∧ hh(mi))),
m0 = m(0).

Comme on peut le remarquer, ce schéma conserve naturellement la norme de l’aimantation

(mi+1 + mi).(mi+1 −mi) = 0 = |mi+1|2 − |mi|2,

ceci en tout point du maillage. De plus, il est possible de l’expliciter facilement en inversant un système
3× 3 local.

Mais, il s’av̀ere que ce sch́ema se pr̂ete malà l’optimisation du pas de temps, ce qui empêche d’acćelerer
efficacement la convergence. Il ne présente donc pas dans le cas traité de performances meilleures que le
sch́ema d’ordre un optimiśe (optimisation effectúee sur le m̂eme principe que pour le schéma d’ordre 2)
(Fig. 12.1).
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Chapitre 13

Quelques exemples de calculs de
configuration d’ équilibre

Le codeEMicroM [32] fonctionne sur stations de travail. Les tests présent́es ici ont trois objectifs :
montrer la capacité du codèa traiter des cas de calcul de taille importante, valider son comportement quali-
tatif et montrer un exemple de sa robustesse.
Dans un premier temps on montrera donc les résultats de simulation obtenus sur un maillage de grande taille
en des temps raisonnables. Ensuite, on comparera quantitativement les résultats nuḿeriquesà des ŕesultats
d’imagerie magńetique. Enfin, on montrera un exemple de cycle d’hystéŕesis conservant les bonnes pro-
priét́es de syḿetrie malgŕe la sensibilit́e du ph́enom̀ene.

13.1 Double vortex dans une barre

On pŕesente ici un calcul de configuration d’équilibre d’un syst̀eme micromagńetique. Le cas présent́e
est celui d’une barre de fer de structure crystalline alpha (figure 13.1).

0,64 microns

0,32 microns

0,32 microns

Z

Y
X

FIG. 13.1 – Domaine de calcul du cas test.

Les param̀etres mat́eriaux utiliśes sont les suivants :
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13.2. LIGNE DE “CROSS-TIE”

Ms Aimantation (A/m) 0, 17.107

K Anisotropie (J/m3) 0, 42.105

A Echange (J/m3) 10−11

L’anisotropie est supposée uniaxiale de direction constante parallèle à l’axe Y (physiquement, l’aniso-
tropie est cubique, mais on ne traite pas ce type de contribution dans le cadre de ce travail).
Le maillage est composé de 65532 mailles, soit 196608 degrés de libert́e (32 mailles dans les directions X
et Y et 64 dans la direction Z).
La relaxation se fait̀a partir d’une configuration òu l’aimantation est uniforme et parallèleà l’anisotropie.

Pour ce calcul, chaque itération a ńecessit́e en moyenne 62 secondes de calcul. Ce temps prend en
compte tous les calculs effectués pendant une itération et en particulier, celui du champ magnétique total.
Dans le cas pŕesent, 1000 it́erations ont́et́e effectúees (soit̀a peu pr̀es 17 heures de calcul). Ce calcul n’aurait
pu être effectúe avec le produit matrice-vecteur plein ne serait-ce que pour la limitation due au stockage.

FIG. 13.2 – Norme du champ magnétique total̀a l’équilibre.

13.2 Ligne de “cross-Tie”

Onétudie dans cet exemple une plaque mince de permalloy. Le résultat nuḿerique attendu est une ligne
de “cross-tie”, c’est̀a dire une succession de points selle et vortex. Les notations sont les mêmes que dans
la section pŕećedente pour la simulation du double-vortex.

La plaqueétudíee est rectangulaire de longueur1, 28µm, de largeur0, 64µm et d’épaisseur0, 01µm.
L’anisotropie est uniaxiale dans le sens de la longueur. Le maillage utilisé comporte 128 mailles dans la
longueur, 64 dans la largeur et une dans l’épaisseur, soit 24576 degrés de libert́e.

Les param̀etres mat́eriaux utiliśes sont les suivants :
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

Ms Aimantation (A/m) 0, 17.107

K Anisotropie (J/m3) 0, 1.106

A Echange (J/m3) 10−11

L’ état initial choisi est particulier (Fig. 13.3), il permet de faire apparaı̂tre le ph́enom̀eme recherch́e à
l’ équilibre. La plaque est divisée en deux partieśegales dans le sens de la longueur. Sur chaque partie,
l’aimantation est prise constante dans la direction de l’anisotropie et dans les sens opposés pour chaque
partie.

FIG. 13.3 – Configuration initiale.

La configuration obtenuèa l’équilibre (Fig. 13.5,13.6) est alors en bon accord qualitatif avec le type
de ŕesultats attendus (Fig. 13.4). L’image expérimentale áet́e obtenue par microscopiéelectronique ho-
lographique par A. Tonomura [47]. Le principe de cette méthode est l’utilisation d’un faisceau cohérent
d’électrons śepaŕe en deux. Une seule des deux parties traverse l’échantillon. Ensuite les deux faisceaux in-
terfèrent et l’hologramme en résultant est enregistré sur un film. L’image est alors reconstruite par procéd́e
optique. L’origine du contraste observé provient de la nature ondulatoire desélectrons. Une expression
du d́ephasage est calculable et fait intervenir le potentiel vecteur du champ démagańetisant et le potentiel
scalaire du chamṕelectrique. Il est́egalement possible d’analyser le phénom̀ene comme un problème de
réfraction magńetique visà vis de particules chargées.
Ce qu’il faut retenir est le fait que les franges visualisent les lignes de champ magnétique. Deux franges
successives correspondentà un d́ephasage de2π. Il faut bien ŝur conserver̀a l’esprit que l’́epaisseur de
l’ échantillon peut́egalement induire des déphasages.

13.3 Cycle d’hyst́erésis

On montre ici un exemple de cycle d’hystéŕesis. Cet exemple est tiré d’un “benchmark” du NIST. Le
calcul est effectúe sur la m̂eme plaque que préćedemment. Le principe du cycle d’hystéŕesis est de saturer la
plaque gr̂aceà un champ extérieur suivant une direction et balayer l’intensité de ce champ extérieur tel qu’il
varie entre deux valeursHs et−Hs. En ces deux valeurs, la plaque sera presque uniformément aimant́ee
dans le sens du champ extérieur. On montre ici un cycle dans le sens de l’anisotropie et un cycle dans le
sens orthogonal̀a l’anisotropie. Pour le cycle présent́e ici, la configuration de d́epart est obtenuèa l’issue
d’un cycle complet̀a partir d’un configuration uniforme. La courbe (13.7) permet de visualiser la variation
de la composante totale de l’aimantation dans le sens du champ extérieur. Cette courbe coupe l’axe(Oy) en
deux points. On les nommera ici point de rémanence supérieure (Fig. 13.8) pour celui ayant une ordonnée
positive et de ŕemanence inf́erieure pour l’autre (Fig. 13.9).

Variations du champ ext́erieur
Le champHext varie entreHs et−Hs avecHs = 50mT. Dans les diff́erents cycles on fera varier l’intensité
par incŕements de1 mT.

13.3.1 Cycle suivant l’axe d’anisotropie

Comme on l’attendait (résultats physiques connus) le cycle d’hystéŕesis est syḿetrique (Fig. 13.7). On
remarque des sauts de l’aimantation totale. Ils correspondentà la formation et̀a la disparition de singula-
rités. En effets, l’apparition et la disparition de structures de ce type fait beaucoup varier l’énergie globale
des configuration. Ainsi, au voisinage de telle configurations, les gradients d’énergie sont tr̀es forts et par
conśequent les variations sont brutales.

Les configurations̀a la ŕemanence sont assez régulìeres. Le cycle (Fig. 13.7) est très ouvert, la confi-
guration donc est quasimenent uniforme dans le sens et la direction de l’excitation appliquée (Fig. 13.9 et
13.8) comme on pouvait s’y attendre en analysant la valeur de l’aimantationà la ŕemanence.

Par contre, les configurations d’équilibre au point coercitif comporte deux vortex (Fig. 13.10 et 13.11).
Le “saut” brutal dans le cycle (Fig. 13.7) correspondà l’appartion et̀a la disparition complète de ces singu-
larités.

13.3.2 Cycle suivant l’axe orthogonal̀a l’axe d’anisotropie

Le cycle perpendiculairèa l’axe d’anisotropie est pluśetroit (Fig. 13.12). Les sauts y apparaissant sont
également d̂us à la formation de singularités dans la configuration d’aimantation. Lesétats coercitifs sont
peut-̂etre ĺeg̀erement d́ecaĺes. En effet, ils ne correspondent pas rigoureusementà une configuration d’ai-
mantation nulle. Atteindre un telétat est tr̀es d́elicat et demande un grand nombre de calculs. Le calcul d’un
cycle sur station de travail demandeà peu pr̀es quatre heures de calcul.

Pour le cycle suivant l’axe perpendiculaireà l’axe d’anisotropie (Fig. 13.12), l’aimantationà la ŕemanence
est plus basse, le cycle est plus fermé. On a donc un configuration “repliée” (Fig. 13.13 et 13.14) tendantà
rendre la plus petite possible l’aimantation totale.

Les configurations aux points coercitifs (Fig. 13.15 et 13.16) présente un unique vortex. Une recherche
plus fine des points coercitif aurait peut-être permis d’obtenir des vortex centré sans le point sellèa l’extrémit́e
de la plaque.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS

FIG. 13.4 – Image exṕerimentale.

FIG. 13.5 – Configuratioǹa l’équilibre, zoom sur le “cross tie”, lignes de champ dem.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

FIG. 13.6 – Configuratioǹa l’équilibre, isovaleurs de la norme du champ magnétique.
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FIG. 13.7 – Cycle suivant l’axe d’anisotropie.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS

FIG. 13.8 – Ligne de champ dem à la ŕemanence supérieure.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

FIG. 13.9 – Ligne de champ dem à la ŕemanence inf́erieure.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS

FIG. 13.10 – Ligne du champ coercitifm gauche.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

FIG. 13.11 – Ligne du champ coercitifm droit.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS
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FIG. 13.12 – Cycle suivant l’axe d’anisotropie.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

FIG. 13.13 – Ligne de champ dem à la ŕemanence supérieure.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS

FIG. 13.14 – Ligne de champ dem à la ŕemanence inf́erieure.
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CHAPITRE 13. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE CONFIGURATION D’ÉQUILIBRE

FIG. 13.15 – Ligne du champ coercitifm gauche.
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13.3. CYCLE D’HYSTÉRÉSIS

FIG. 13.16 – Ligne du champ coercitifm droit.
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Chapitre 14

Conclusion

Dans cette partie, on a démontŕe l’existence de solutions faibles en temps et en espace pour un champ
magńetique total compośe de la contribution extérieure, de l’́echange, de l’anisotropie et de la contribution
magńetostatique (domaine des hyperfréquences). Il serait intéressant d’́etudier le probl̀eme des solutions
asymptoptiques en temps, ainsi que l’ont déjà étudíe G. Carbou et P. Fabrie pour leséquations de Landau et
Lifchitz coupĺees avec leśequations de Maxwell [12] mais aussi d’étendre le ŕesultat de non-unicité établi
par F. Alouges et A. Soyeur pour un système uniquement soumisà l’échange [5].
D’autre part, la ḿethode expośee pour ŕesoudre le système dynamique de Landau et Lifchitz est robuste et
donne des ŕesultats satisfaisants. Elle permet, entre autres de construire des cycles d’hystéŕesis et d’́etudier
l’ évolution dymamique de configurations d’aimantation sur des maillages de tailles quià notre connaissance
n’avaient encore jamaiśet́e atteintes.
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Cinqui ème partie

Susceptibilité hyperfréquence d’un syst̀eme
micromagnétique
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Chapitre 15

Introduction

L’un des probl̀emes du micromagnétisme ŕeside dans la difficulté de visualiser le comportement volu-
mique de l’aimantation et ainsi relier des phénom̀enes physiques aux simulations numériques̀a trois dimen-
sions. Il est alors indispensable de trouver un outil permettant de résoudre ce problème.
La susceptibilit́e magńetique, dont les principes physiques sont exposés dans la partie II, offre une solution.
En effet, elle est mesurable expérimentalement et, dans cette partie on l’étudiera sous l’angle nuḿerique.
Dans un premier temps on exposera le passage du système continùa celui, lińeariśe, de la susceptibilité. En-
suite, on proposera une résolution nuḿeriquement peu côuteuse et suffisamment rapide pour pouvoir traiter
des cas de calcul de grande taille.
On étudiera la forme du systèmeà inverser et on mettra eńevidence quelques unes de ces propriét́es, entre
autres, le comportement du nombre de conditionnement en fonction de la fréquence de calcul ou du pas de
maillage en espace. Ensuite, on présentera la ḿethode d’inversion choisie ainsi que quelques unes des rai-
sons ayant motiv́e ce choix, on montrera alors la convergence de la méthode sur le système pŕeconditionńe.
Enfin, on pŕesentera les différenteśetapes menantà la construction d’un préconditionneur efficace.
Dans un second temps, on exposera certains résultats obtenus grâce au codeSMicroM [33], programme uti-
lisant la ḿethode de ŕesolution pŕesent́ee dans la partie préćedente et les produits matrices-vecteurs Toeplitz
multi-niveaux appliqúes aux calculs de magnétostatique.
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Chapitre 16

Résolution numérique du problème de
susceptibilité

16.1 D́efinitions

On s’int́eresse dans cette partieà la susceptibilit́e d’un syst̀eme micromagńetique. On rappelle d’abord
leséquations qui ŕegissent de tels systèmes (Ω ⊂ R3) :


∂m
∂t = f(m,hext),

f(m,hext) = −m ∧ (h(m) + hext)− αm ∧ (m ∧ (h(m) + hext)),
m(x, 0) = m0, ; m ∈ S2(Ω),∀x ∈ Ω

(16.1)

où

QT = [0, T ]× Ω,
m ∈ S2(QT ),

h ∈ L(S2(QT ); (L2(QT ))3),
hext ∈ (L∞(QT ))3.

Dans le cas pŕesent on d́efinirah comme suit :

h(m) = A4m +K(m.u).u + grad ϕ(m),

oùA repŕesente la constante d’échange,K la constante d’anisotropie introduite dans la partie II etϕ le
potentiel vecteur pour le problème de la magńetostatique introduit dans la partie III. Et où l’on pose

S2(QT ) = {m ∈ H1(QT )||| |m| − 1 ||0,Ω = 0}

On d́efinit unétat d’́equilibre par

Définition 16.1.1 mhext
∈ S2(Ω) est uńetat d’́equilibre pour (16.1) associéà hext ∈ (L∞(Ω))3 fixé (champ

ext́erieur fix́e) si et seulement sif(mhext
,hext) = 0 p.p. dansΩ.

Alors, à partir d’unétat d’́equilibre on peut d́efinir la susceptibilit́e (voir (II.2) pour une approche phy-
sique du probl̀eme de susceptibilité) :
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16.2. LE SYSTÈME DISCRET POUR LA SUSCEPTIBILITÉ

Définition 16.1.2 Soit m̄hext
∈ S2(Ω) un état d’́equilibre assocíe à hext ∈ (L∞(Ω))3 fixé. On appelle

susceptibilit́e du syst̀eme la matriceχ(hext) ∈ M3(C) obtenue par perturbation de cetétat d’́equilibre et
définie par

(χ(hext))l,k = − 1
2 T

(λk,ml)(L2
(QT ))3

, ∀(l, k) ∈ {1, 2, 3}2,

avecλk = ζk e
iωt où ζk est constant surQT . Le triplet(ζk)k∈{1,2,3} forme une base othogonale deR3.

De plusmk est une solution de (16.1) pour le champ extérieur hext + λk et la donńee initialem0 (cf partie
(IV.2) pour l’existence de telles solutions).

On s’int́eresse dans la suite essentiellementà des ŕeponses de type harmonique. Ainsi, il est possible de
red́efinir le probl̀eme de susceptibilité comme la ŕesolution de trois systèmes lińeaires. En supposant que les
perturbations|ζk| sont petites devant un, alors, les réponses(δmk)k∈{1,2,3} sont de la forme

δmk = ¯δMk e
iω t,

avec( ¯δMk) ∈ (H1(Ω))3 pour tout k dans{1, 2, 3}.
De plus, ¯δMk = δMk + o(ζk) pour tout k dans{1, 2, 3} où δMk est solution du système lińeaire

(iωId− D1,hext
◦ h− D2,hext

)(δMk) = D1,hext
(ζk), ∀k ∈ {1, 2, 3}, (16.2)

où

D1,hext
(w) = −mhext

∧ w− αmhext
∧ (mhext

∧ w),
D2,hext

(w) = (h(mhext
) + hext) ∧ w− αmhext

∧ (w ∧ (h(mhext
) + hext)).

16.2 Le syst̀eme discret pour la susceptibilit́e

16.2.1 Forme du syst̀eme

On consid̀ere la discŕetisation du système lińeaire obtenu préćedemment pour une perturbation harmo-
nique autour de la position d’équilibre sous champ extérieur nul. Le maillage comporteN mailles, le pas de
discŕetisation spatiale esth.
On reprend les notations introduites dans la partie III. Le vecteurv désigne un vecteur deR3N et pour touti
entre 1 etN , le vecteurvi deR3 est forḿe par les composantes d’indice(3(i−1)+1, 3(i−1)+2, 3(i−1)+3).
Enfin, le produit scalaire entre deux vecteursv et w deR3N est

(v,w)h =
1
h3

N∑
i=1

(vi,wi).

Soit hh la partie lińeaire de l’oṕerateur de champ magnétique discŕetiśe. Pour les applications visées, le
champ ext́erieur est pris nul. Alors, en désignant parId3N l’identité surR3N , le syst̀eme (16.2) s’́ecrit :

(iωId3N − D1,hhh − D2,h)x = D1,hy (16.3)

où D1,h et D2,h sont les discŕetisations de D1,0 et D2,0. Donc pour toutu dansR3N et pour toutj compris
entre1 etN :

(D1,h(u))j = −(m0)j ∧ (uj)− α(m0)j ∧ ((m0)j ∧ (uj)),
(D2,h(u))j = (h0)j ∧ (uj) + α(m0)j ∧ ((h0)j ∧ (uj)),
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CHAPITRE 16. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME DE SUSCEPTIBILITÉ

où h0 = hh m0. Ainsi, par d́efinition de l’́equilibre, pour toutj compris entre1 etN il existe un ŕeelβj
négatif ou nul tel que :

(h0)j = βj(m0)j .

Alors, enécrivant cettéegalit́e sous forme matricielle on obtient

h0 = Bm0

où l’on pose

B = Id3 ⊗ diag((βi)i=1,...,N ).

Cette notation permet d’écrire le syst̀eme (16.3) sous la forme :

(iωId3N − D1,h(hh − B))x = D1,hy (16.4)

Dans la suite, on note(λi)i=1,...,3N les valeurs absolues des valeurs propres dehh − B ranǵees par ordre
décroissant et

Mω = iωId3N − D1,h(hh − B).

16.2.2 Propríetés du syst̀eme discret

Inversibilit é du syst̀eme et espace contenant la solution

On d́efinit

[m0]⊥,loc = {w ∈ R3N |∀i ∈ {1, ..., N},wi.(m0)i = 0},

l’espace des configurations localement orthogonalesà m0 etP⊥,loc0 la projection sur cet espace.

Théorème 16.2.1Le syst̀eme (16.4) est inversible.

Démonstration
Le principe de la d́emonstration est de montrer que les valeurs propres imaginaires pures deD1,h(hh − B)
sont toujours nulles.
Il est possible d́ecrireD1,h sous la forme

D1,h = −(m0∧) + αP⊥,loc0 .

La premìere partieD1,h est une rotation locale envoyant les valeurs propres de(hh−B) (réels ńegatifs) dans
le plan complexe autour de l’axe des réels, les valeurs propres ainsi transforméesétant de partie réelle non
nulle ou de module nul. Alors, la partieP⊥,loc0 étant une projection, on en déduit que les valeurs propres de
D1,h(hh−B) sont nulles ou de partie réelle non nulle et par conséquent, les valeurs propres deMω sont non
nulles pout toutω non nul.
On en d́eduit donc que la matriceMω est inversible pour toutω non nul.

�

Il est maintenant possible de parler d’inversion du système et de d́eterminer l’espace dans lequel se trouve
la solution.
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16.2. LE SYSTÈME DISCRET POUR LA SUSCEPTIBILITÉ

Théorème 16.2.2Pour touty dansR3N , la solution du système (16.4) appartient̀a l’espace[m0]⊥,loc.

Démonstration
Soit x une solution de (16.4) poury donńe, alors pouri entre1 etN on a

((iωId3N − D1,h(hh − B))x)i.(m0)i = (D1,hy)i.(m0)i,

mais, par construction, l’image deD1,h est dans[m0]⊥,loc, par conśequent

((iωId3N − D1,h(hh − B))x)i.(m0)i = 0.

Par construction deD1,h etD2,h

((iωId3N − D1,h(hh − B))x)i.(m0)i = iω(xi.(m0)i),

on en conclut que pour touti entre0 etN (xi.(m0)i) = 0, doncx appartient̀a [m0]⊥,loc.

�

Nombre de conditionnement

Il est possible de donner une borne supérieure au nombre de conditionnement cond(Mω) de la matrice
Mω, rapport des racines de la plus grande et de la plus petite valeur propre de(Mω)(Mω)∗ [35], et d’étudier
le comportement de ce majorant en fonction de la fréquence et du pas du maillage.
Pour cel̀a, on commence par remarquer que la plus grande valeur propre, en valeur absolue, de la matrice
hh − B est majoŕee par une expression fonction du pas du maillage

Théorème 16.2.3La plus grande valeur propreλ1(h) de la matricehh − B est majoŕee de la manìere
suivante

λ1(h) ≤ (1 +
1
h3

)(
A

h2
+ 1 +K),

oùA est la constante d’échange etK la constante d’anisotropie. Ceci est dû à la forme particulìere deB.

Démonstration
On a

||hh − B|| ≤ ||hh||+ ||B||,

mais par d́efinition deB, pour tout vecteurx deR3N

|(Bx, x)| = |
N∑
j=1

βj |xj |2| ≤ sup
j=1,...,N

(|βj |)||x||,
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ethhm0 = Bm0, donc

|(Bm0,m0)| =
1
h3
|
N∑
j=1

βj |

= |(hhm0,m0)|

≤ (
A

h2
+ 1 +K)||m0||2

= N
1
h3

(
A

h2
+ 1 +K).

en utilisant le fait queN estégalà 1
h3 , on conclut que

||B|| ≤ 1
h3

(
A

h2
+ 1 +K).

�

Alors, on peut d́emontrer le

Théorème 16.2.4Pour toutω eth réels strictement positifs, on a

cond(Mω) ≤

√
ω2 + (1 + α2)(1 + 1

h3 )( A
h2 + 1 +K)

ω2
.

On rappelle le th́eor̀eme de Courant-Fisher, dont on pourra trouver la démonstration dans [35]. Il sera utile
pour la d́emonstration du th́eor̀eme pŕećedent.

Théorème 16.2.5 (Courant-Fisher)SoitA une matrice hermitienne d’ordren, alors la plus grande et la
plus petite valeur propreλ1 etλn sont telles que

λn = min
x∈Rn−{0}

[
(Ax, x)
||x||

],

λ1 = max
x∈Rn−{0}

[
(Ax, x)
||x||

],

Démonstration
1- Estimation de la plus grande valeur propre de(Mω)(Mω)∗ :
pour toutv dansR3N on a

(MωM∗
ωv, v)h = (iωv− D1,h(hh − B)v, iωv− D1,h(hh − B)v)h

= ω2||v ||2 − iω(v,D1,h(hh − B)v)h + iω(D1,h(hh − B)v, v)h +
(D1,h(hh − B)v,D1,h(hh − B)v)h

= ω2||v ||2 + (D∗
1,hD1,h(hh − B)v, (hh − B)v)h
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mais, en d́esignant par(m0∧) l’opérateur de produit vectoriel local et parP⊥,loc0 la projection sur[m0]⊥,loc

on obtient gr̂aceà la formule du double produit vectoriel

D1,h = (−(m0∧)− α(m0∧)2)

= (−(m0∧) + αP⊥,loc0 ),

ainsi, on a

D∗
1,hD1,h = ((m0∧) + αP⊥,loc0 )(−(m0∧) + αP⊥,loc0 )

= (1 + α2)P⊥,loc0 .

Cette relation permet d’écrire

||D1,h(hh − B)v||2 = (1 + α2)(P⊥,loc0 (hh − B)v,P⊥,loc0 (hh − B)v)
≤ (1 + α2)((hh − B)v, (hh − B)v)
≤ (1 + α2)||hh − B||2 ||v||2

≤ (1 + α2)(1 +
1
h3

)(
A

h2
+ 1 +K) ||v||2.

On d́eduit que

|(MωM∗
ωv, v)| ≤ (ω2 + (1 + α2)(1 +

1
h3

)(
A

h2
+ 1 +K))||v ||2,

alors, en appliquant le théor̀eme (16.2.5)̀a la matrice hermitienneMωM∗
ω on majore la plus grande valeur

singulìere deMω.
2- Estimation de la plus petite valeur propre deMωM∗

ω :
en reprenant le m̂eme point de d́epart que pŕećedemment on a

(MωM∗
ωv, v)h = ω2||v ||2 + ||D1,h(hh − B)v||2

≥ ω2||v ||2.

ce qui minore la plus petite valeur propre deMωM∗
ω.

3- Conclusion :
on a alors :

cond(Mω) ≤

√
ω2 + (1 + α2)(1 + 1

h3 )( A
h2 + 1 +K)

ω2

�

Alors, gr̂ace au th́eor̀eme (16.2.4), on peut estimer le comportement du système visà vis de l’inversion en
fonction des param̀etresh etω.
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Evolution du nombre de conditionnement en fonction de la fŕequence

A pas de maillage fix́e, on remarque que

lim
ω→∞

cond(Mω) = 1.

En effet, intuitivement, augmenter la fréquence revient̀a donner un poids prépond́erantà la partie “identit́e”
du syst̀eme. Ceci laisse présager que l’inversion du système, pour des fréquences suffisammentélev́ees,
s’effectuera facilement. Mais attention, cet argument n’est valable que pour des fréquences suffisamment
grandes devant l’inverse du carré du pas maillage.

Evolution du nombre de conditionnement en fonction du pas du maillage

A fr équence fix́ee, quand le pas du maillage tend vers zéro, on remarque que

lim
h→0

cond(Mω) = +∞.

Cette explosion du majorant du nombre de conditionnement signifie que l’on perd tout contrôle sur la conver-
gence des ḿethodes it́eratives pour l’inversion du système. D’òu la ńecessit́e de mettre en place une stratégie
de pŕeconditionnement assurant un nombre de conditionnement borné quelque soit le pas du maillage.
On remarqueráegalement que pour une constante d’échangeA très faible, cette explosion est retardée, ce
qui laisse supposer que la partie la plus difficileà traiter est celle de l’échange intervenant danshh.

16.3 Choix de l’algorithme d’inversion du syst̀eme

16.3.1 Motivations du choix de la ḿethode d’inversion

Il faut maintenant choisir une ḿethode de ŕesolution d’un syst̀eme non syḿetrique. En raison de la taille
des probl̀emesà traiter il faudra utiliser une ḿethode it́erative. Pour inverser un système non syḿetrique,
trois méthode it́eratives significatives se dégagent :

– le gradient conjugúe normal (GCN),
– la méthode GMRES (generalised minimal residual),
– la méthode CGS (conjugate gradient squared, amélioration de la ḿethode du bi-gradient conjugué

stabiliśe).
Comme l’ont montŕe N.M. Nachtigal, S.C. Reddy et L.N Trefethen [39] dans uneétude sur les ḿethodes
itératives pour l’inversion des matrices non symétriques, aucune de ces trois méthodes ne peutêtre consid́eŕee
comme la plus efficace. Alors que la convergence des méthodes GMRES et CGS dépend de la ŕepartition
des valeurs propres de la matrice du système, la convergence de la méthode GCN d́epend de la ŕepartition
des valeurs singulières. L’́etude effectúee sur le système porte essentiellement sur le nombre de condition-
nement,étroitement líe aux valeurs singulières de la matrice du systèmeà ŕesoudre. On s’est attaché à
améliorer la forme du spectre des valeurs singulières agissant ainsi sur un des paramètre auquel la ḿethode
GCN est sensible. Cette approche a donc naturellement porté le choix de la ḿethode it́erative de ŕesolution
du syst̀eme sur le GCN.

135



16.3. CHOIX DE L’ALGORITHME D’INVERSION DU SYSTÈME

16.3.2 L’algorithme du gradient conjugué normal

La matriceMω est non syḿetrique. Apr̀es quelques tests numériques le choix s’est porté sur la ḿethode
du gradient conjugúe normal. En effet, cette ḿethode ne ńecessite pas de stocker des directions de descente,
ce qui s’av́ererait trop côuteux (contrairement̀a une ḿethode comme GMRES), de plus elle sembleêtre
bien adapt́ee au probl̀emeà priori (quelques tests permettent de voir une insuffisance de GMRES complet
ou partiel ainsi que de la ḿethode BI-CG stable sur un certain nombre de cas pour lesquels la méthode GCN
fonctionne mieux).
L’algorithme du gradient conjugué normal est le suivant

Algorithme 16.3.1 SoitA une matrice carŕee complexe d’ordren, etb etx des vecteurs deCn, on cherche
à résoudre le système

Ax = b.

On pose :
M g : la matrice carŕee complexe d’ordren de pŕeconditionnement̀a gauche,
Md : la matrice carŕee complexe d’ordren de pŕeconditionnement̀a droite,
kmax : le nombre maximum d’itérations autoriśe,
x0 : le vecteur deCn utilisé pour l’initialisation de la ḿethode,
εf : la précision recherch́ee pour le ŕesultat.

Initialisation
Ap = M gAM d ;
r0 = M g b− Ap x0 ;
beta0 = 0 ;
p0 = 0 ;
k = 1 ;
ε = 2εf ;
Tant que (ε ≥ εf )

pn = A∗
prk−1 + βk−1pk−1 ;

αk = ||A∗
prk−1||2/||Appk||2 ;

xk = xk−1 + αkpk ;
rk = rk−1 − αkAppk ;
βk = ||A∗

prk||2/||Aprk−1||2 ;
Fin de tant que
Le résultat recherch́e est alors la dernìere valeur calcuĺee dexk.

Remarque 16.3.1Contrairement̀a la méthode GMRES, le GCN ne nécessite pas le stockage des directions
de descente, ce qui est essentiel pour le problèmeà résoudre en raison de la dimension des systèmesà
traiter.

16.3.3 Ŕepartition des valeurs singulìeres sur un exemple et application du GCN

Dans la suite, on prendra un exemple type afin d’illustrer les différents ŕesultats expośes. Cet exemple est
choisi avec peu de mailles pour faciliter la visualisation et le calcul des spectres sousMatlab . Il s’agit d’un
cube d́ecouṕe en 64 mailles (4 par 4 par 4 mailles). Les constantes du matériau et la taille de l’́echantillon
sont les suivantes :
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FIG. 16.1 – D́ecomposition en valeurs singulières.

Aimantation à saturation (A/m) 105

Echange(J/m) 10−11

Anisotropie (J/m3) 104

Coefficient de dissipationα 0, 5
Largeur du cube (m) 10−6

Sur ce mod̀ele, pour une fŕequence maximum de1010 Hz et minimum de108 Hz, la d́ecomposition en va-
leurs singulìeres deMω est donńee par la figure (16.1).
Dans ce cas, on ne remarque pas de différence notable entre la plus haute et la plus basse fréquence. En

effet, malgŕe l’étendue de la plage de fréquence, on se trouve encore dans une zone gouvernée par les valeurs
singulìeres des contributions magnétiques.
Ainsi, dans le caśetudíe, la plus haute fŕequence est plus proche d’une résonance que la plus basse, la conver-
gence est alors meilleure pour la basse fréquence (Fig. 16.2). Pour cet exemple on prendra systématiquement
εf = 10−5.

Sans pŕeconditionnement, le système converge en 56 itérations pour la plus petite fréquence contre 48
pour la plus haute fréquence. Le nombre de conditionnement pour la matrice non préconditionńee est ici de
l’ordre de 7517.

16.4 Strat́egie de pŕeconditionnement

16.4.1 Les objectifs

On se fixe trois objectifs principaux pour définir la strat́egie de pŕeconditionnement :
– profiter des propriét́es connues de la solution du système,
– diminuer la d́ependance de la convergence de la méthode vis̀a vis du pas du maillage,
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0 10 20 30 40 50 60
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

Iteration

R
es

id
u

FIG. 16.2 – Convergence du gcn non préconditionńe.

– obtenir un pŕeconditionneur ne d́et́eriorant pas les performances en temps calcul et encombrement
mémoire de la ḿethode.

Le premier objectif est atteint grâce au ŕesultat du th́eor̀eme (16.2.2). En effet, grâceà une projection sur
l’espace contenant les solutions, on peut sensiblement améliorer la convergence de la méthode. D’autre
part, il s’av̀ere que la convergence de la méthode non pŕeconditionńee n’est plus assurée quand le pas du
maillage diminue. Pour y reḿedier on construit un préconditionneur apportant une solution très satisfai-
sante au problème. Mais, l’utilisation directe de ce préconditionneuŕetant tr̀es côuteuse, on utilisera un
préconditionneur approché permettant d’atteindre les trois objectifs.

16.4.2 La projection

La forme particulìere du syst̀eme (16.4) permet de délimiter un espace dans lequel se trouvent les solu-
tions (th́eor̀eme (16.2.2)).
Ainsi, en utilisant comme préconditionneur̀a droite la projection sur l’espace des solutions, onélimine un
certain nombre d’it́erations de la ḿethode de ŕesolution pour lesquelles les directions de descente se trou-
vaient dans un sous espace ne contenant pas les solutions. Sur l’exemple d’illustration, on passe de 56à 30
itérations pour la plus petite fréquence et 48̀a 27 pour la plus haute (Fig. 16.3).

La décomposition en valeurs singulières de la matrice préconditionńee par la projection ne change que
les plus petites valeurs, retirées du spectre (Fig. 16.4). Par la suite, la résolution reviendràa ŕesoudre le
probl̀eme dans l’espace[m0]⊥,loc.

Dans le cas de la projection, le nombre de conditionnement est de l’ordre de 121 (contre 7517 pour le
syst̀eme non pŕeconditionńe).
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FIG. 16.3 – Convergence du gcn avec projection.
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FIG. 16.4 – D́ecompostion en valeurs singulières de la matrice projetée.
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16.4.3 Pŕeconditionnement “exact”

Le but de ce pŕeconditionneur est de s’affranchir de la dépendance de la convergence de la méthode vis̀a
vis du pas du maillage. L’id́ee est de considérer l’oṕerateurD1,h comme “transparent” vis̀a vis du probl̀eme
de valeurs propres. On choisit de construire une matrice de préconditionnement̀a gauche de la forme

M g = (M̃ω),

où M̃ω = iωId3N−(hh−B). Mais, comme on l’a vu préćedemment, la projection sur l’espace des solutions
est importante. On travaillera donc dorénavant dans l’espace[m0]⊥,loc. Pour faciliter l’́ecriture, on d́esignera
les oṕerateurs de la m̂eme façon que dans l’espace complet.
Le syst̀eme pŕeconditionńe est alors de la forme

M̃
−1
ω Mωx = M̃

−1
ω D1,hy.

Pourétudier le nombre de conditionnement, il faut estimer la plus grande et la plus petite valeur propre de
la matrice

(M̃
−1
ω Mω)∗(M̃

−1
ω Mω).

On peutétablir le

Théorème 16.4.1Pour toutω eth réels strictement positifs on a

cond(M̃
−1
ω Mω) ≤

√√√√1 +

√
(4 + α2)(1 + 1

h3 )2( A
h2 + 1 +K)2

ω2 + (1 + 1
h3 )2( A

h2 + 1 +K)2

[
2 +

√
(4 + α2)(1 + 1

h3 )2( A
h2 + 1 +K)2

ω2 + (1 + 1
h3 )2( A

h2 + 1 +K)2

]

Démonstration
Dans l’espace[m0]⊥,loc on peut consid́erer queD1,h = −(m0∧) + αId2N . Par conśequent on peut́ecrire

M̃
−1
ω Mω = M̃

−1
ω (iωId2N − (m0∧)(hh − B) + α(B− hh)

= Id2N + M̃
−1
ω Nh,

où Nh = −(m0∧)(hh − B) + (1− α)(hh − B) = N(hh − B).
En appliquant cettéegalit́e on obtient pour toutv dans[m0]⊥,loc

(M̃
−1
ω Mωv, M̃

−1
ω Mωv) = ((M−1

ω + M̃
−1
ω NM−1

ω )v, (M−1
ω + M̃

−1
ω NM−1

ω )v)

= ((Id2N + M̃
−1
ω Nh)v, (Id2N + M̃

−1
ω Nh)v)

= ||v ||2 + 2Re[(v, M̃
−1
ω Nhv)] + ||M̃−1

ω Nhv ||2.

1- Estimation de la plus grande valeur singulìere deM̃
−1
ω Mω

Estimons la norme dẽM
−1
ω Nh. Pour cel̀a onécrit

M̃
−1
ω Nh = (iωId2N − (hh − B))−1N(hh − B)

= (iωId2N − (hh − B))−1(hh − B)(hh − B)−1N(hh − B)
= (iω(hh − B)−1 − Id2N )−1(hh − B)−1N(hh − B).
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On remarque alors que

||((hh − B)−1N(hh − B))2|| ≤ ||N||2

= 4 + α2,

ce qui permet d’́ecrire que||(hh − B)−1N(hh − B)|| ≤
√

4 + α2.
De plus, pour toutvj , vecteur propre de(hh − B) assocíe à la valeur propreλj on a

(iω(hh − B)−1 − Id2N )vj = i
ω

λj
vj − vj .

donc

(iω(hh − B)−1 − Id2N )−∗( iω (hh − B)−1 − Id2N )−1vj
= (iω(hh − B)−1 − Id2N )−1(iω(hh − B)−1 − Id2N )−1vj

= (iω(hh − B)−1 − Id2N )−1(
iω

λj
− 1)−1vj

= (− iω
λj
− 1)−1(

iω

λj
− 1)−1vj

= (
ω2

λ2
j

+ 1)−1vj .

Alors,

||(iω(hh − B)−1 − Id2N )−1|| = max
j=1,...,2N

(
ω2

λ2
j

+ 1)−1 ≤

√
(1 + 1

h3 )2( A
h2 + 1 +K)2

ω2 + (1 + 1
h3 )2( A

h2 + 1 +K)2

2- Estimation de la plus petite valeur singulìere deM̃
−1
ω Mω

Remarquons que

M̃
−1
ω = (iωId2N − (hh − B))−1

= (iωId2N − (hh − B))−1(−iωId2N − (hh − B))−1(−iωId2N − (hh − B))
= −iω(ω2 + (hh − B)2)−1 − (ω2 + (hh − B)2)−1(hh − B),

d’où

(M̃
−1
ω Mωx, M̃

−1
ω Mωx) = ||x||2 + ||(ω2 + (hh − B)2)−1(hh − B)x||2

−2(x, (ω2 + (hh − B)2)−1(hh − B)x)
≥ ||x||2.

3- Conclusion
Ce qui permet de conclure que dans l’espace[m0]⊥,loc

cond(M̃
−1
ω MωP⊥,loc0 ) ≤

√√√√1 +

√
(4 + α2)(1 + 1

h3 )2( A
h2 + 1 +K)2

ω2 + (1 + 1
h3 )2( A

h2 + 1 +K)2

[
2 +

√
(4 + α2)(1 + 1

h3 )2( A
h2 + 1 +K)2

ω2 + (1 + 1
h3 )2( A

h2 + 1 +K)2

]

�
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Evaluation du nombre de conditionnement en fonction de la fŕequence

A pas de maillage fix́e, on remarque que

lim
ω→∞

cond(M̃
−1
ω Mω) = 1.

Comme dans le cas non préconditionńe, pour une taille de maillage fixée, la convergence est d’autant
meilleure que l’on augmente la fréquence. Bien ŝur, ce raisonnement n’est toujours valable que pour des
fréquences suffisamment grandes devant l’inverse du carré du pas du maillage.

Evaluation du nombre de conditionnement en fonction du pas du maillage

A fr équence fix́ee, on remarque que

lim
h→0

cond(M̃
−1
ω Mω) ≤ 1 +

√
4 + α2.

Mais, la fonction qui au pas du maillage associe le nombre de conditionnement est décroissante, par conséquent,
grâce au pŕeconditionnement, on contrôle la convergence quel que soit le pas du maillage.

16.4.4 Pŕeconditionnement par la partieéchange uniquement

Ainsi qu’il a ét́e remarqúe au d́ebut de ce chapitre, la partie la plus pénalisante dans le nombre de
conditionnement provient de l’opérateur associé à l’échange. Par conséquent, l’id́ee d́evelopṕee ici est de
n’utiliser comme matrice de préconditionnement que l’inverse de la matrice

M g,4 = (iωId3N − (A4h)−1 − B).

En effet, le Laplacien est une matrice bande qui s’avèrera relativement simplèa inverser. Cette approxi-
mation sera d’autant meilleure que les normes des opérateurs d’anisotropie et de la magnétosatique seront
faibles devant la norme deA4h, c’està dire devantA

h2 .

On remarque, sur l’exemple d’illustration, que la décomposition en valeurs singulières de la matrice
préconditionńee ainsi donne de bons résultats (Fig. 16.5).

La convergence par la ḿethode GCN est alors excellente (16.6). Le système converge en 7 itérations
pour la plus basse et 9 pour la plus haute fréquence.

Le nombre de pŕeconditionnement pour la matrice préconditionńee est ici de l’ordre de4, 8.

16.4.5 Pŕeconditionnement circulant

Malgré tout, le calcul deM−1
g,4 reste côuteux notamment en stockage. Une solutionà ce probl̀eme est

d’approcherM g,4 par une matrice circulante aisément inversible [48].
Le principe de construction du préconditionneur pour la matrice carréeM g,4 est de d́eterminer la matriceC
de l’espace des matrices circulantes minimisant||M g,4 − C||S (norme des matrices au sens de Schur aussi
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FIG. 16.5 – D́ecomposition en valeurs singulières de la matrice projetée et pŕeconditionńee par l’oṕerateur
d’échange.

0 10 20 30 40 50 60
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

Iteration

R
es

id
u

FIG. 16.6 – Convergence du gcn préconditionńe avec projection.
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appeĺee norme de Frobenius). Ce préconditionneur est dit optimal.
Une fois que la matrice circulante est explicitée, l’inversion s’effectue dans l’espace de Fourier (une matrice
circulante est diagonale dans l’espace de Fourier). Le nombre d’opérations ńecessaire pour préconditionner
est alors enN log(N). De plus, le stockage de la matrice circulante se réduit au stockage de sa première
colonne.

On pose :
1n le vecteur de dimension n dont tous les coefficients sontégauxà un,
diag(v, i) la matrice dont la seule diagonale non nulle est indexée pari et formée parv.
L’indice i = 0 correspond̀a la diagonale principale, les indices positif désignent les diagonales supérieures
et les indices ńegatifs les diagonales inférieures.
Rn−in = diag(1n−i, i) + diag(1i, i− n).
SoitA une matrice carrée d’ordren on pose Tr(A) =

∑n
i=1 Ai,i.

Alors le calcul de la matrice circulante de préconditionnement est effectué gr̂ace au :

Théorème 16.4.2La matrice circulante de préconditionnement optimaleCM de la matriceM carrée
d’ordre n est donńee par la formule

CM =
1
n

n−1∑
i=0

Tr(MRn−in )Rin.

L’extension aux matrices multi-niveaux, non exposée ici, s’effectue avec le formalisme utilisé dans le
deuxìeme chapitre de la partie deux mais aét́e impĺement́ee dans les codesEMicroM etSMicroM .
Ensuite, la ŕesolution du système Cx = y s’effectue par l’interḿediaire de transformations de Fourier [36].
Dans les codes de calcul, les transformations de Fourier multi-dimensionnelles rapides sont implément́eesà
partir de transformations mono-dimensionnelles tirées de biblioth̀eques. Le choix des bibliothèques d́ependant
du type de machine sur laquelle seront effectuées les simulations.
Sur l’exemple d’illustration, on remarque que la décomposition en valeurs singulières de la matrice est
encore convenable (Fig. 16.7).

Le nombre de pŕeconditionnement pour la matrice préconditionńee est ici de l’ordre de19.
Le syst̀eme baśe sur la plus petite fréquence converge en 30 itérations, celui baśe sur la plus grande fréquence
converge en 26 itérations (Fig. 16.8). Ces résultats̀a priori ne sont pas satisfaisants mais la forme de la courbe
de convergence est importante. On peut remarquer que dans le cas présent la convergence aux premières
itérations est rapide, ce qui permettra d’atteindre rapidement l’erreur recherchée pour les cas de calcul que
l’on traitera par la suite. En effet, le calcul de la susceptibilité ne ńecessite pas une grande précision pour
la résolution des systèmes (une erreur de10−2 suffit en ǵeńeral). Effectivement, il ne faut pas perdre de
vue que ces résultats seront comparés à des ŕesultats exṕerimentaux sur lesquels une erreur relativement
importante est commise pouvantêtre duèa la forme non parfaite de l’échantillon ou encorèa la pŕecision
des appareils de mesure.
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CHAPITRE 16. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME DE SUSCEPTIBILITÉ
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FIG. 16.7 – D́ecomposition en valeurs singulières de la matrice préconditionńee gr̂ace au pŕeconditionneur
circulant.
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FIG. 16.8 – Convergence du gcn préconditionńe circulant avec projection.
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16.4. STRATÉGIE DE PRÉCONDITIONNEMENT
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Chapitre 17

Quelques exemples de calcul de
susceptibilité

17.1 Notations

e1 : champ de vecteur uniforme suivantx.
e2 : champ de vecteur uniforme suivanty.
e3 : champ de vecteur uniforme suivantz.
Ms : densit́e d’aimantation.
K : coefficient d’anisotropie.
α : coefficient de dissipation deséquation de Landau et Lifchitz
γ = 1, 76.107 : facteur de precession (CGS).
Nzz : facteur repŕesentant l’importance des effets démagńetisants

pour un domaine en bandes
ν : fréquence.
A : param̀etre d’́echange.
Q : facteur de qualit́e.

17.2 Les grandeurs calcuĺees

Les grandeurs calculées sont les coefficients de la matrice de susceptibilitéχ. Comme il aét́e vu dans
les chapitres pŕećedents, cette matrice de susceptibilité (ou encore polarisabilité) est d́efinie comme suit :
Soit une configuration d’équilibremeq pour le syst̀eme forḿe par leśequations de Landau et Lifchitz couplée
avec leséquations de la magnétostatique, on pose(δ m1, δ m2, δ m3) les excitations dues aux champs
(δhe1, δhe2, δhe3) (δh est suppośe petit devant un). Alors la matrice de susceptibilité est :

χi,j = (δ mi, δhej)(L2
(R3))3.

A partir de cette matrice il est possible de remonter au réponses suivant différentes directions de l’espaceà
partir de ses coefficients.

17.3 Les formules th́eoriques approch́ees

Il existe dans la litt́erature quelques formules analytiques donnant le tenseur de susceptibilité sous des
hypoth̀eses fortes de périodicit́e, d’infinité du milieu etc. On s’int́eressera ici en particulierà deux formules
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17.4. CONFIGURATIONS QUASI-UNIFORMES

developṕees par F. Boust [9] dans le cas de matériaux durs et N. Vukadinovic [53] dans le cas d’une plaque
inifinie ayant une aimantation structurée en bandes.

17.3.1 Formule pour des mat́eriaux durs

Le tenseur de susceptibilité est calcuĺe sous la forme :

µ̂ =

 χBµ −iχBκ 0
iχBκ χBµ 0
0 0 1


La formule est donńee en unit́es CGS. Le passage des unités CGS aux unités SI est le suivant :
Ms = MCGS

s = 10−3 MSI
s ,

Ha = HCGS
a = 104 2 KSI

MSI
s

.
On poseω = 2πν,

χBκ =
4 πMsγω

γ2H2
a(1 + α2)− ω2 − 2iωαHaγ

,

χBµ =
4 πMsγ

2(Ha(1 + α2)− 1 ∗ ωαγ )

γ2H2
a(1 + α2)− ω2 − 2iωαHaγ

.

17.3.2 Formule pour une structure en bandes

Cette formule est́etablie pour un domaine en bandes infinies suivant la directionx. Le passage en unités
de calculà partir des unit́es SI est le suivant :
Ms = MCGS

s = 10−3 MSI
s ,

Ha = HCGS
a = 104 2 KSI

MSI
s

.
On pose :
n = l = 1√

2
;

r = 2πMs
Ha

;
Q = Nzz

4πMs ;
p = Nzz

4πQ ;
ω = 2πν

γHa
;

alors, la susceptibilité pour des excitation en moyenne autour de la direction(x + y) est donńee par la for-
mule :

χV = −4π
r

2π

(
1 + 2(r − p) + iαω

(1− p+ iαω)(1 + 2(r − p) + iαω)− ω2
l2 +

(1− p+ iαω)
(1− p+ iαω)2 − ω2

n2

)

17.4 Configurations quasi-uniformes

Pour des matériaux tr̀es dursà anisotropie uniforme, la configuration d’équilibre a tendancèa être
également uniforme suivant l’axe d’anisotropie. Certaines zones sont soumises aux effets de bords, en par-
ticulier les coins de l’́echantillon.

17.4.1 Cubeà anisotropie uniaxiale

Paramètres mat́eriaux Le domaine est un cubèa anisotropie uniaxiale dans le directionz : Les pa-
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITÉ
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FIG. 17.1 – Domaine magnétique.
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FIG. 17.2 – Absortion suivantxx.

ramètres du mat́eriaux sont (en SI) :

Ms Aimantation (A/m) 0, 27.106

K Anisotropie (J/m3) 0, 401.106

A Echange (J/m3) 0, 82.10−10

Q Facteur de qualité 8, 746
α Coefficient de dissipation 0, 5
νr Fréquence de résonance de l’anisotropie seule (Hz)8, 3204.1010

Maillage
Maillage ŕegulier : 8 cellules dans chaque direction de l’espace. Les cellules sont cubiques de coté0, 156.10−6m.
Configuration d’ équilibre
La configuration initiale est uniforme dans la direction de l’axe d’anisotropie.
Résultats nuḿeriques
Les ŕesultats se superposent exactement avec les courbes théoriques tiŕees des formuleśetablies par F. Boust :
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17.4. CONFIGURATIONS QUASI-UNIFORMES
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FIG. 17.4 – Absortion suivantxx.

17.4.2 Plaque

Paramètres mat́eriaux
Les param̀etres du mat́eriaux sont (en SI) :

K = 6, 51.101, A = 0, 4.10−10,
Ms = 4, 55.102,
α = 0, 06, Q = 500

Maillage
Le maillage est cubique régulier. Les directionx ety comportent 16 cellules. La directionz en comporte 4.
Configuration d’ équilibre
La configuration d’́equilibre est uniforme avec de légers effets de bord. La configuration de départ est uni-
forme dans la direction d’anisotropie perturbée.
Résultats nuḿeriques
Les ŕesultats se superposent exactement avec les résultats th́eoriques de F. Boust et N. Vukadinovic :
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITÉ
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FIG. 17.5 – Absortion suivantxx.

17.5 Plaque ayant une configuration en bandes, variations du facteur de
qualit é

17.5.1 Param̀etres mat́eriau et maillage

Les configurations présent́ees ici sont toutes basées sur le m̂eme maillage 17.3. Les paramètres mat́eriaux
sont les m̂emes,̀a part pourMs etK. La śerie de donńees utiliśees est la suivante (le paramètrer est celui
calcuĺe pour la formule de N. Vukadinovic) :

r Ms K Q

0,001 4, 55.102 6, 51.101 500
0,01 4, 55.103 6, 51.102 50
0,1 4, 55.104 6, 51.103 5
0,2 9, 1.104 1, 30.104 2,5
0,25 1, 14.105 1, 63.104 2
0,3 1, 36.105 1, 9.104 1,66
0,4 1, 82.105 2, 6.104 1,25

17.5.2 Configuration d’́equilibre

Les configurations d’équilibre sont des bandes d’une cellule de largeur et parallèlesà la directionx. Ces
bandes sont alternées : uniformes dans la directionz, uniformes dans la direction−z. Des effets de bord
sont observables. Ils sont d’autant plus forts quer est grand.

17.5.3 Ŕesultats nuḿeriques

Courbes de susceptibilité :
Traće des lignes de résonnance de l’absorption en fonction de la fréquence et du paramètrer :
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17.5. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
QUALITÉ

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12

x 109

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018
Bandes, configuration r=0.001

N. Vukadinovic                  
Numerique, moy. suivant xx et yy

FIG. 17.6 – r=0,001
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CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITÉ
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17.5. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
QUALITÉ
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154



CHAPITRE 17. QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL DE SUSCEPTIBILITÉ

17.6 Plaque ayant une configuration en bandes, variations du facteur de
dissipationα

17.6.1 Param̀etres mat́eriau et maillage

Les configurations présent́ees ici sont toutes basées sur le m̂eme maillage (17.3). Les paramètres mat́eriau
sont les m̂emes,à part le facteur de dissipationα que l’on fait varier (le mat́eriau est choisi ayant un pa-
ramètrer = 0.2 calcuĺe pour la formule de N. Vukadinovic) :

α Ms K

0,01 9, 1.104 1, 3.104

0,02 9, 1.104 1, 3.104

0,04 9, 1.104 1, 3.104

0,06 9, 1.104 1, 3.104

0,08 9, 1.104 1, 3.104

0,10 9, 1.104 1, 3.104

0,12 9, 1.104 1, 3.104

0,14 9, 1.104 1, 3.104

0,16 9, 1.104 1, 3.104

0,18 9, 1.104 1, 3.104

0,20 9, 1.104 1, 3.104

17.6.2 Configuration d’́equilibre

Les m̂emes configurations que dans le cas présent́e sont utiliśees. Ils sont d’autant plus forts quer est
grand (ici, la configuration d’équilibre calcuĺee pourα = 0, 06 est conserv́ee pour tous les calculs de sus-
ceptibilité).

17.6.3 Ŕesultats nuḿeriques

Courbes de susceptibilité :

Traće des lignes de résonnance pour l’absorption en fonction de la fréquence et du paramètreα :

Dans les deux śeries de tests effectuées ici (variations der et variation deα), on remarque un d́ecalage
des fŕequences de résonance. Ce décalage provient des effets de bords. En effet, la formule théorique utiliśee
estétablie pour une configuration infinie dans les deux directions principales de la plaque. Elle ne prend donc
pas en compte la présence d́effets de bords non négligeables, en particulier dans les coins de l’échantillon.
Ces effets apparaissent alors sous la forme d’un décalage sur les courbes présent́ees ci-dessus. Dans la
section suivante, on montre sur un exemple qu’effectivement, quand on augmente la taille de la plaque, ces
effets on tendancèa devenir ńegligeables et la courbe de susceptibilité nuḿerique calcuĺee pour une plaque
finie tend vers la courbe théoriqueétablie pour une plaque infinie.
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17.6. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
DISSIPATION α
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FIG. 17.14 –α = 0,01
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FIG. 17.15 –α = 0,02
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FIG. 17.16 –α = 0,04
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FIG. 17.17 –α = 0,06
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FIG. 17.18 –α = 0,08
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FIG. 17.19 –α = 0,1
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17.6. PLAQUE AYANT UNE CONFIGURATION EN BANDES, VARIATIONS DU FACTEUR DE
DISSIPATION α
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FIG. 17.20 –α = 0,12
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FIG. 17.21 –α = 0,14
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FIG. 17.22 –α = 0,16
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FIG. 17.23 –α = 0,18
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FIG. 17.24 –α = 0,2
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FIG. 17.25 – Calcul th́eorique et nuḿerique.
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17.7. MISE EN RELIEF DES EFFETS DE BORDS
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FIG. 17.26 – Effets de bords.

17.7 Mise en relief des effets de bords

17.7.1 Param̀etres mat́eriaux et maillages

Les calculs th́eoriques de N. Vukadinovic sont effectués pour une plaque infinie (voir fig. (17.3)). Dans
cette śerie de cas tests, on augmente les dimensions physiques de la plaque carréeà épaisseur fix́ee et le
nombre de bandes̀a largeur de bande fixée. Les param̀etres mat́eriaux utiliśes sont (en SI) :
K = 1, 3.104, A = 0, 4.10−10,
Ms = 9, 1.104, α = 0, 16,

Le nombre de bandes varie de 4à 128.
On remarque alors, comme on l’espérait, que les courbes numériques tendent vers le résultat th́eorique

établi pour une plaque infinie.
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Chapitre 18

Conclusion

Dans un premier on a proposé une ḿethode de pŕecondiotionnement pour le système lińeariśe et discŕetiśe
en espace de la susceptibilité hyperfŕequence. Le préconditionneur est construit en troisétapes : la projection
sur l’espace des solutions, la multiplication par une matrice traitant la partie “raide” du système puis, la pro-
jection du pŕeconditionneur dans l’espace des matrices circulantes afin d’accélérer les calculśeconomiser
de la place ḿemoire. On applique alors ce préconditionneur̀a la ḿethode de ŕesolution it́erative GCN (Gra-
dient Conjugúe appliqúe à l’équation Normale). Puis, on a exposé des ŕesultats mettant en relief l’accord
des calculs avec des classes de résultats exṕerimentaux connus et la capacité de la ḿethodeà prendre en
compte deśechantillons de taille finie.

La méthode propośee dans cette partie pour résoudre le problème de suceptibilité a alors permis d’étudier
des courbes de susceptibilité dans des cas où l’on ne pouvait pas simuler par une méthode classique. L’uti-
lisation des matrices Toeplitz multi-niveaux est un point clef de cette résolution rapide mais avant tout
le pŕeconditionneur d́evelopṕe permet d’obtenir la convergence de la méthode d’inversion en un nombre
d’it érations raisonnable.
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Sixième partie

Conclusion ǵenérale
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Ce travail a port́e sur la simulation d’́etats d’́equilibre pour les systèmes micromagńetiques et de leur
tenseur de susceptibilité hyperfŕequence.

Dans une première partie, leśequations et notions indispensablesà la mod́elisation du probl̀eme dans le
cadre de l’́etude de petites particules dans le domaine des hyperfréquences ont́et́e pŕesent́ees.

Ensuite, unéetude compl̀ete de la discŕetisation du champ d́emagńetisant áet́e meńee. On y montre non
seulement la convergence de la discrétisation mais aussi la conservation des propriét́es clefs de l’oṕerateur
continu. L’autre aspect traité dans cette partie est celui de la résolution rapide deśequations de la magnétosta-
tique, indispensable pour le traitement de cas de calcul de grande taille. La solution exposée est celle de
l’exploitation de la structure Toeplitz multi-niveaux de l’opérateur discŕetiśe. Cette approche du problème
a permis d’introduire des définitions des matrices Toeplitz multi-niveaux basées sur l’utilisation du produit
tensoriel permettant de mieux gérer la programmation des algorithmes, que ce soit au niveau du code fortran
77 ou encore des versions d’étude enMatLab .
Cette ḿethode de calcul du champ démagńetisant áet́e ensuite fortement utilisée, aussi bien dans le cadre
de la ŕesolution deśequations de Landau et Lifchitz que dans celui du problème de susceptibilité, permettant
ainsi d’obtenir de tr̀es bonnes performances de calcul.

Dans une quatrième partie, le problème de l’existence de solutions faibles en temps et en espace aét́e
traité. Ensuite, une discrétisation spatiale de type volumes finis et le schéma explicite d’ordre deux avec
optimisation du pas de temps ontét́e pŕesent́es. Enfin, une śerie de ŕesultats montrent la robustesse de la
méthode et sa capacité à traiter des cas tests de grande taille.

La dernìere partie de ce travail a traité de la ŕesolution nuḿerique du probl̀eme de susceptibilité hy-
perfŕequence. On a exposé une ḿethode de ŕesolution it́erative des systèmes lińeaires permettant de trouver
le tenseur de susceptibilité. La ḿethode utiliśee est le GCN (Gradient Conjugué Normal) pŕeconditionńe. Le
préconditionneur est construit pour traiter la partieéchange de l’oṕerateur de champ magnétique total. Il est
projet́e dans l’espace des matrices circulantes afin de réduire le côut de calcul mais aussi limiter l’encom-
brement ḿemoire. Les cas tests présent́es ici ont permis de valider le code en le comparantà des ŕesultats
théoriques approch́es.

Dans le domaine th́eorique, beaucoup de perspectives d’étude s’ouvrent̀a l’issue de ce travail : l’exten-
sion des ŕesultats de non-unicité établis dans le cas de l’échange par F. Alouges et A. Soyeur [5], l’introduc-
tion de nouvelles contributions magnétiques telles que la magnétostriction ou des anisotropiesà énergie non
quadratique, ou encore l’étude de la stabilité et des bifurcations du système de Landau et Lifchitz.

Cetteétude a permis de développer deux codes,EMicroM etSMicroM , baśes sur la ḿethode de calcul
rapide des solutions deséquations de la magnétostatique. L’utilisation des matrices Toeplitz aét́e primordiale
et a permis d’́etudier des cas tests ayant des maillages de grande taille sur de simples stations de travail. Une
extension de la ḿethode sera bientôt dévelopṕee afin de pouvoiŕetudier les domaines de forme quelconque.
Ainsi, les exṕeriences nuḿeriques que l’on pourra effectuer permettront de caractériser le comportement de
mat́eriaux composites complexes mais aussi de tester la validité du mod́ele du micromagńetisme.

Pour la ŕesolution du probl̀eme de susceptibilité, il serait sans doute intéressant d’́etendre la program-
mation du pŕeconditionneur̀a la partie d́emagńetisation afin de prendre en compte certains cas pour lesquels
la contribution d’́echange est faible par rapportà la contribution magńetostatique.
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Chapitre 19

Annexe 1 : calcul des Kji

Soit à calculer les termes de la matriceAh telle que :

(Ah(u))i =
n∑
j=1

Kj
i (uj).

Ou chaque bloc3× 3, Kji est de la forme :

∀u ∈ R3 Kj
i (u) =

1
4π|Ωi|

∫
Ωi

grad xdiv x.

∫
Ωj

u
−1

|y − x|
dy dx.

Mais, pour pouvoir calculer explicitement la première int́egrale, on doit se placer dans le cas d’un
maillage cubique ŕegulier de pash (Ω se superpose exactement avec son maillage). Adoptons les nota-
tions suivantes :

∀i ∈ {1, ..., n}, xi =

 xi
yi
zi

 ,

Ωi = [xi, xi + h]× [yi, yi + h]× [zi, zi + h]

et,

x i

x

y

z

(=

i

i

i

(

h

h

h

Ω
i

169



∀i, j ∈ {1, ...n} ∃!(k, l,m) ∈ N3 tel que :

xi − xj =

 k.h
l.h
m.h


Le calcul va se faire en deux temps : un calcul exact puis un calcul approché. En effet, il est possible de

calculer analytiquement la première int́egrale (cf. [40]). Posons

kj(x) u = 1
4πgrad xdiv x

∫
Ωj

u
−1

|y− x|
dy

=

 kjxx(x) kjxy(x) kjxz(x)
kjxy(x) kjyy(x) kjyz(x)
kjxz(x) kjyz(x) kjzz(x)

 u

alors

kjxx = − 1
4π

1∑
r=0

1∑
s=0

1∑
t=0

(−1)s+r+t tan−1

(
(∆y − sh).(∆z − th)

(∆x− rh)rr,s,t

)
(19.1)

kjxy =
1
4π

1∑
r=0

1∑
s=0

1∑
t=0

(−1)s+r+t ln
(

(∆z − th) + rr,s,t
((∆x− rh)2 + (∆y − sh)2)(1/2)

)
(19.2)

où

xj − x =

 ∆x
∆y
∆z


x =

 x
y
z

 ∈ R3

rr,s,t = ((∆x− rh)2 + (∆y − sh)2 + (∆z − th)2)(1/2)

kjyy et kjzz se d́eduisent de (19.1) par une permutation circulaire sur les indicesx, y et z. De manìere
identique on d́eduit kjyz et kjxz de (19.2).

Le calcul des blocs diagonaux3× 3 deAh se fait analytiquement. En effet on a le :

Théorème 19.0.1Pour touti ∈ {1, ...n},

Kii =
1
3

IdR3

démonstration :

∀u ∈ R3 , ∀i ∈ {1, ..., n}

Ki
i(u) =

1
4π|Ωi|

∫
Ωi

grad xdiv x.

∫
Ωi

−1
|x− y|

udydx
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I

alors :

kixx(x) =
1
4π

∂2

∂x2

∫
Ωi

1
|x− y|

dy

kiyy, kizz sont d́efinis de m̂eme. On peut donc remarquer l’égalit́e suivante qui s’́etablit en utilisant la
symétrie du domaine d’int́egration (cube) :

∫
Ωi

kixxdx =
∫

Ωi

kiyydx =
∫

Ωi

kizzdx

et

∫
Ωi

(kixx + kiyy + kizz)dx =
∫

Ωi

∫
Ωi

4 −1
4π|x− y|

dx dy = |Ωi|

on en d́eduit que :

∫
Ωi

kixx dx =
∫

Ωi

kiyy dx =
∫

Ωi

kizz dx =
|Ωi|
3

Les termes extra-diagonaux de la matrice ki
i étant nuls (int́egrations de fonctions antisymétriques sur un

domaine centŕe en 0), il vient :

Ki
i = K̃

i
i =

1
3

IdR3

�
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Chapitre 20

Annexe 2 : d́emonstration des propositions
6.3.1 et 6.3.2

On cite d’abord le lemme suivant dont la démonstration pourrâetre trouv́ee dans [17].

Lemme 20.0.1SoitΩ un ouvert borńe,Ω1 etΩ2 sont deux ouverts disjoints tels quēΩ1∪ Ω̄2 = Ω̄. On note
Γ12 leur frontière commune etn12 la normaleà Γ12 ext́erieureà Ω1. Alors, pour tout u dans L2(Ω) on a :

div u = 0 dansΩ si et seulement si{
div u = 0 dansΩi et
[u.n12]Γ12

= 0. ,

où [.]Γ12 désigne le saut au travers deΓ12.

Soit maintenantu ∈ (R3)n tel quediv(Rh(u)) = 0 dansΩ au sens des distributions.
En tout point du domaine, le champ Rh(u) est expriḿe dans le système d’axes (X,Y, Z). Ce syst̀eme est

tel que les faces des mailles cubiques(Ωi)i=1,...,n soient perpendiculaires aux directionsX,Y etZ.
On appellera ligne dans la directionX (resp.Y et Z) un ensemble d’éléments de(Ωi)i=1,...,n ayant au

moins une face perpendiculaireàX (resp.Y etZ) avec un des autreséléments de la ligne. On la notera LX .

On peut alors poser : Ω =
⋃NX
i=1 LiX

N i
X : nombre de mailles de LiX

liX(j) : application donnant l’indice de la jième maille de LiX
De plus on a :∀i ∈ {1, ..., Nl} LiX =

⋃N i
X

j=1 ΩliX(j).

Ω est borńe. Donc dans toute ligne LiX suivantX on peut trouver une mailleΩj0 ayant une face perpen-
diculaireà la directionX et communèa∂Ω.

Rh(u) est nulà l’extérieur deΩ. De plus, par hypoth̀ese, la divergence de Rh(u) est nulle dansΩj0 . On
peut donc appliquer le lemme 20.0.1 et en déduire la propríet́e suivante :

uj0 .X = 0

Alors, on peut refaire le raisonnement sur la ligne Li
X diminuée de la mailleΩj0 . Ainsi, par ŕecurrence

on montre que :

∀k ∈ 1, ..., N i
X uliX(k).X = 0
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CHAPITRE 20. ANNEXE 2 : DÉMONSTRATION DES PROPOSITIONS ?? ET ??

Ce ŕesultat est alors appliqué à toutes les lignes deΩ. On a alors :

∀i ∈ 1, ..., n ui.X = 0

Alors, en appliquant la m̂eme d́emonstration pour les directionsY etZ, on en d́eduit que :

∀i ∈ 1, ..., n ui = 0

Par conśequentKer(div ◦ Rh) = {0}

La proposition 6.3.2 se démontre de façon identique. En effet, en utilisant l’homéomorphisme permet-
tant de passer d’un maillage cubique au maillage déformé, la d́emonstration de 6.3.2 se réécrit de manìere
identiqueà celle pŕesent́ee plus haut.
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Chapitre 21

Annexe 3 : Intégration de Gauss

On pŕesente ici les formules d’intégration de Gauss et les estimations d’erreurétablies par C. Bernardi
et Y. Maday [7].

Commençons par quelques définitions qui nous seront utiles :

On note IPN ([−1, 1]) l’ensemble des polyn̂omes sur [-1 ;1] de degré inférieur ouégalà N età coefficients
réels.

On note LN le polyn̂ome de Legendre de degréN et construit sur [-1 ;1]. On d́esigne parζj , 1 ≤ j ≤ N
ses źeros et parαj , 1 ≤ j ≤ N les ŕeels positifs tels que :

∀p ∈ IP2N−1([−1, 1]),
∫ 1

−1
p(ζ) dζ =

N∑
j=1

p(ζj)αj

On peutétablir une estimation des racines du polynôme de Legendre de degréN :

θj = arccos(ζj), j ≤ N avec :

(N − j + 1
2)π

N
≤ θj ≤

(N − j + 1)π
N

,

et une estimation des poids de la formule d’intégration de Gauss :

∃c, c′ ∈ R+
∗ , ∀j ∈ {1, ..., N}

c

N
(1− ζ2

j )
1/2 ≤ αj ≤

c′

N
(1− ζ2

j )
1/2.

On d́efinit la grille de Gauss de type Legendre en dimensiond Σd
N par :

Σd
N = {x = (ζj1 , ζj2 , ..., ζjd); 1 ≤ j1, j2, ..., jd ≤ N}.

On noteJ d
N−1 l’opérateur d’interpolation sur cette grille : pour toute fonctionv continue sur[−1; 1]d,

J d
N−1v appartient̀a IPN−1([−1, 1]d) et vérifie

(J d
N−1v)(x) = v(x), ∀x ∈ Σd

N .

Citons le ŕesultat́etabli dans [7] pour la dimension 2 s’appliquantà la dimensiond qui sera utile pour estimer
l’erreur commise par l’int́egration approch́ee de Gauss :
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Théorème 21.0.2Pour tout entierm ≥ d, il existe c réel strictement positif tel que pour toutϕ dans
Hm(]− 1; 1[d) on ait :

||ϕ− J d
N−1ϕ||L2

(Rd)
≤ c

Nm
||ϕ||Hm

(]−1;1[d).

Rappelons la formule d’intégration de Gauss en dimensiond :

soitϕ ∈ Hm(]− 1; 1[3) pour m ≥ d :∫
]−1,1[3

ϕ(ζ) dζ ≈
N∑
j1=1

...

N∑
jd=1

ϕ(ζj1 , ..., ζjd)αj1 ...αjd .

On peut d́efinir l’erreur commise comméetant la fonction EdN de Hm(]− 1; 1[d) dansR de la forme :

∀ϕ ∈ Hm(]− 1; 1[d) : (21.1)

EdN (ϕ) =
∫

]−1;1[d
ϕ(ζ) dζ −

N∑
j1=1

...

N∑
jd=1

ϕ(ζj1 , ..., ζjd)
∏

k=1,...,d

αjk

 . (21.2)

En utilisant la d́efinition deJ d
N−1 et le th́eor̀eme 21.0.2 on peutétablir la

Proposition 21.0.1∃c ∈ R+
∗ , ∀ϕ ∈ Hm(]− 1; 1[d),

|EdN (ϕ)| ≤
√

2d c
Nm

||ϕ||Hm
(]−1;1[d).

Démonstration

∃c ∈ R+
∗ , ∀ϕ ∈ Hm(]− 1; 1[d),

|EdN (ϕ)| = |
∫

]−1;1[d
ϕ(ζ)− J d

N−1ϕ(ζ) dζ|

≤
∫

]−1;1[d
|ϕ(ζ)− J d

N−1ϕ(ζ)| dζ

≤ 2d/2||ϕ− J d
N−1ϕ||L2

(]−1;1[d)

≤ 2d/2 c
Nm

||ϕ||Hm
(]−1;1[d)

�
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Chapitre 22

Annexe 4 : Notations et ŕecapitulatif des
équations

u : élément deR3 M (3,3) : matrices 3×3 deR
Ω : ouvert deR3 ∂Ω : fontière de l’ouvertΩ
n : champ des normales extérieures̀a∂Ω Id : identit́e deR3 → R3

ui : axes d’anisotropie du domaine magnétique M : densit́e d’aimantation
∀x ∈ Ω m(x) = 1

|M (x)|M(x)

Hext : excitation ext́erieure Eext : énergie Zeemanm
He : excitation d’́echange Ee : énergie d’́echange
Ha : excitation d’anisotropie Ea : énergie d’anisotropie
Hd : excitation d́emagńetisante Ed : énergie de d́emagńetisation
H : excitation magńetique totale E :́energie totale
B : champ magńetique L : couple magńetique
T : temps
Grandeurs en unités ŕeduites :
hext : excitation ext́erieure eext : énergie Zeemanm
he : excitation d’́echange ee : énergie d’́echange
ha : excitation d’anisotropie ea : énergie d’anisotropie
hd : excitation d́emagńetisante ed : énergie de d́emagńetisation
h : excitation magńetique totale e :́energie totale
b : champ magńetique t : temps
Paramètres mat́eriaux et constantes physiques (USI) :
A : constante d’́echange (J.m−1) Ms : aimantatioǹa saturation (A.m−1)
K : constante d’anisotropie µ0 = 4π10−7H.m−1 : perḿeabilit́e du vide
α coefficient de dissipation adimensionné m = 9, 1.10−31 kg
e = −1, 6.10−19 C : charge de l’́electron γ = g e

2 m facteur gyromagńetique de l’́electron libre
g = 2, 00 : facteur de Land́e (sans dimension) c = 3.108 m.s−1 : célérité de la lumìere
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Equations et relations

Largeur de paroi
Cette grandeur donne une estimation de la distance nécessairèa l’aimantation pour se retourner entre

deux domaines magnétiques. Elle est fonction deA etK et de la forme :
√

A
K . On remarque qu’elle aug-

mente quandA augmente, ce qui traduit que le système se raidit.
Contribution de Zeemann

Energie

Eext = − 1
µ0

∫
Ω

Hext.M dx.

Contribution d’anisotropie

Energie

Ea(M) = K

∫
Ω

µ0

2
(M2

s − (M .u)2) dx.

Excitation magńetique

Ha = K ((M .u)u−M).

Contribution d’ échange

Energie

Ee(M) = A
µ0

2
||∇ M ||2

(L2
(R3))3

.

Excitation magńetique

He = A4 M .

Contribution d émagńetisante

Energie

Ed =
µ0

2
||∇φ||2

(L2
(R3))3

.
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CHAPITRE 22. ANNEXE 4 : NOTATIONS ET RÉCAPITULATIF DES ÉQUATIONS

Syst̀eme de la magńetostatique

{
∇∧ Hd = 0
∇.Bd = 0

et Bd = µ0(Hd + M).

Formule de repŕesentation

Hd(M) = −grad (div .(M ∗G)),

où G est la fonction de Green :

∀x, y ∈ R3 G(x, y) =
−1

4π|x− y|
.

Syst̀eme dynamique de Landau et Lifchitz

Dans les unit́es physiques

∂ M
∂ T

= −|γ|µ0

(
M ∧ H(M) +

α

Ms
M ∧ (M ∧ H(M))

)
avec |M | = Ms en tout point deΩ,

Adimensionńe

∂ m
∂ t

= −m ∧ h(m)− α m ∧ (m ∧ h(m)),

on utilise la notation suivante au cours de cetteétude

f(m) = −m ∧ h(m)− α m ∧ (m ∧ h(m)).

Adimensionnement

Passage des grandeurs physiques aux grandeurs adimensionnées

m =
1
Ms

M

h =
1
Ms

H

b =
1

µ0 Ms
B

t = |γ|µ0Ms T
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Susceptibilité, d́efinition
On pose 

∂m
∂t = f(m,hext),

f(m,hext) = −m ∧ (h(m) + hext)− αm ∧ (m ∧ (h(m) + hext)),
m(x, 0) = m0, ; m ∈ S2(Ω),∀x ∈ Ω

(22.1)

où

QT = [0, T ]× Ω,
m ∈ S2(QT ),

h ∈ L(S2(QT ); (L2(QT ))3),
hext ∈ (L∞(QT ))3.

Alors, pourm̄hext
∈ S2(Ω) unétat d’́equilibre associé àhext ∈ (L∞(Ω))3 fixé, on appelle susceptibilité

du syst̀eme la matriceχ(hext) ∈M(C) obtenue par perturbation de cetétat d’́equilibre et d́efinie par

(χ(hext))l,k = − 1
2 T

(λk,ml)(L2
(QT ))3

, ∀(l, k) ∈ {1, 2, 3}2,

avecλk = ζk e
iωt où ζk est constant surQT . Le triplet(ζk)k∈{1,2,3} forme une base othogonale deR3.

De plusmk est une solution de (22.1) pour le champ extérieurhext + λk et la donńee initialem0 (cf partie
(IV.2) pour l’existence de telles solutions).

Susceptibilité linéarisée

(iωId− D1,hext
◦ h− D2,hext

)(δMk) = D1,hext
(ζk), ∀k ∈ {1, 2, 3}.

Où

D1,hext
(w) = −mhext

∧ w− αmhext
∧ (mhext

∧ w),
D2,hext

(w) = (h(mhext
) + hext) ∧ w− αmhext

∧ (w ∧ (h(mhext
) + hext)).
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[33] S. Labb́e. SMicroM, logiciel. ONERA. nuḿero APP : IDDN.FR.001.320022.R.P.1998.000.31235.

[34] L.D. Landau and E.M. Lifshitz.Electrodynamics of continuous media. Pergamon, New York, 1986.
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