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» Calcul de Connes
K-cycle (H, D) sur A, H espace de Hilbert, D opérateur de Dirac.
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=> satisfait la régle de Leibnitz graduée : d(ab) = (da)b + (—1)"a(db).
> A algebre associative (non commutative).
=> calcul différentiel sur A : a.d.g. (©2,9) telle que Q° = A.
Pour A algébre associative, u(A)

. . .. Q(A) A—— QO(A)
& Quel calcul différentiel choisir? | ~
» Calcul différentiel universel. |7 N éﬁ
~+ a.d.g. libre générée par A. g o &

» Calcul différentiel basé sur les dérivations
~+ Der(.A) dérivations, X : A — A tel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~ Int(A) dérivations intérieures, a — adp(a) = [b, a], idéal de Lie.
~> Qper(A) : applications Der(A) — A, Z(.A)-multilinéaires anti-symétriques.
~ d différentielle définie par la formule de Koszul.
» Calcul de Connes ~~ généralisation des variétés Riemanniennes.
K-cycle (H, D) sur A, H espace de Hilbert, D opérateur de Dirac.
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(]

Notion de calcul différentiel
Calcul différentiel de de Rham en géo. diff. ~~ structure algébrique :
> Algeébre différentielle graduée (Q* = P, .,Q",d) :
» produit gradué : Q" x Q" — Q"™ a
» différentielle d : Q" — Q! telle que d* = 0.
=> satisfait la régle de Leibnitz graduée : d(ab) = (da)b + (—1)"a(db).
> A algebre associative (non commutative).
=> calcul différentiel sur A : a.d.g. (©2,9) telle que Q° = A.
Pour A algébre associative, u(A)

. . .. Q(A) A—— QO(A)
& Quel calcul différentiel choisir? | ~
» Calcul différentiel universel. |7 N éﬁ
~+ a.d.g. libre générée par A. g o &

» Calcul différentiel basé sur les dérivations
~+ Der(.A) dérivations, X : A — A tel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~ Int(A) dérivations intérieures, a — adp(a) = [b, a], idéal de Lie.
~+ Qper(A) : applications Der(A) — A, Z(A)-multilinéaires anti-symétriques.
~ d différentielle définie par la formule de Koszul.

» Calcul de Connes ~~ généralisation des variétés Riemanniennes.
K-cycle (H, D) sur A, H espace de Hilbert, D opérateur de Dirac.

s » D’autres choix sont possibles ...



S de thése, 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algebres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
ooe 0000 0000

Théories de jauge
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :

» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M= M
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :

» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M= M

Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m



de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algebres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
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ooe 0000 0000

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X)
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] — §[X7y]) m

~> morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m
> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]



Soutenance de thése, Septembre 2005
Géométrie non commutative
°

Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT

Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] - §[X7y]) m

~> morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m
> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]
=> 2-forme de courbure Q = dw + w? € Q3_ (A) .
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] - §[X7y]) m

~> morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m
> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]
=> 2-forme de courbure Q = dw + w? € Q3_ (A) .
» Si A a une involution
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] - §[X7y]) m

~> morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m
> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]
=> 2-forme de courbure Q = dw + w? € Q3_ (A) .
> Si A a une involution : U(.A) groupe des éléments unitaires de .A.
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] - §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m

> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]
=> 2-forme de courbure Q = dw + w? € Q3_ (A) .

> Si A a une involution : U(.A) groupe des éléments unitaires de .A.
U € U(A) automorphisme de module a droite : m — Um.
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Théories de jauge

Géométrie ordinaire : Champ de jauge < connexion sur un fibré principal.
~ formulation en termes algébriques :
» M module a droite sur A.

» Connexion N.C. : Vx: M— M
Vx(ma) = m(X - a) + Vx(m)a et Vixm = fVxm
» Courbure : R(X,Y)m = ([€X,§y] - §[X7y]) m

~» morphisme de A-module a droite.
Pour le module libre M = A :
» ¥ donnée par Vx1 = w(X) = w e QL_ (A).
Vxm = Xm+ w(X)m

> R(X,Y) est la multiplication a gauche par dw(X, Y) + [w(X),w(Y)]
=> 2-forme de courbure Q = dw + w? € Q3_ (A) .

> Si A a une involution : U(.A) groupe des éléments unitaires de .A.
U € U(A) automorphisme de module a droite : m — Um.
Transformation de jauge sur une connexion n.c. :

VYm = U"'Vx(Um)
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L'algebre et ses dérivations
Connexions non commutatives sur A
Structure Riemannienne
Modéle de “Maxwell non commutatif”
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[e]e]e}

L’algebre et ses dérivations
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L’algebre et ses dérivations

[e]e]e}

» £ un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).
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L’algebre et ses dérivations

» £ un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).
» End(&) fibré des endomorphismes de £.
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L’algebre et ses dérivations

> & un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).
> End(€) fibré des endomorphismes de £.
> A I'algébre des sections de End(&)
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L’algebre et ses dérivations

[e]e]e}

> & un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

> End(€) fibré des endomorphismes de £.
> A l'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C>=(M).
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).
End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).
Cas trivial : £ = M x C" fibré trivial

vVvyyvyy
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[e]e]e} @000 0000

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).
End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

vVvyyvyy



S de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algeébres d’end hi Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
[e]e]e} @000 0000

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.
Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

VVvyVvYYyYyYyYwy
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

vVVvyVYVYYVYY
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

vVVvyVYVYYVYY

v

Ag éléments sans trace de A.
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

vVVvyVYVYYVYY

v

Ao éléments sans trace de A.
Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-

v
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

vVVvyVYVYYVYY

v

Ao éléments sans trace de A.
Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-

v

> V¢ connexion sur & =» V = V€ ® V" connexion sur End(€).
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L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

vVVvyVYVYYVYY

v

Ao éléments sans trace de A.
Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-

> V¢ connexion sur & =» V = V€ ® V" connexion sur End(€).
~» scinde la suite :
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vVVvyVYVYYVYY

v

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —2> Out(A)= I (TM)
X———>X

Ap éléments sans trace de A.

Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-
V¢ connexion sur € =» V = V& ® V&~ connexion sur End(€).
~ scinde la suite : Aoca—d> Der(A) _P r(T™)
Vx<=——X
—o(X) =i0(X — V,x)) <—— X
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vVVvyVYVYYVYY

v

Algeébres d’endomorphismes
o

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —> Out(A)= (TM)
X———>X

Ap éléments sans trace de A.

Ao —>;d Int(A) , inverse : if(ad,) =~ ~ if € QlDer(A)Hnt(A)-

V¢ connexion sur € =» V = V& ® V&~ connexion sur End(€).
~+ scinde la suite : AOCa—d> Der(A) LAY r(TM™)

Vx <—X
—a(X) =if(X — VP(X)) X

Toute dérivation se décompose sous la forme X' = V ,x) — ady(x)-
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Algeébres d’endomorphismes
o

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —> Out(A)= (TM)
X———>X

Ap éléments sans trace de A.

Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-
V¢ connexion sur € =» V = V& ® V&~ connexion sur End(€).
~ scinde la suite : Aoca—d> Der(A) _P r(T™)
Vx<=——X
—o(X) =i0(X — V,x)) <—— X

Toute dérivation se décompose sous la forme X' = V ,(x) — ady(x)-
a € Qb (A), a(ady) = —7 € Ag => a généralise —if.
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Algeébres d’endomorphismes
o

L’algebre et ses dérivations

& un fibré vectoriel sur M, groupe de structure SU(n).

End(€) fibré des endomorphismes de £.

A |'algébre des sections de End(&) , Z(A) = C=(M).

Cas trivial : € = M x C" fibré trivial = A = C>°(M) @ M,.

Involution, trace et déterminant (Tr,det : A — C°°(M)) bien définis.

Ona: Int(.A)—— Der(A) —> Out(A)= (TM)
X———>X

Ap éléments sans trace de A.

Ao ng> Int(A) , inverse : if(ad,) =7 ~ i0 € Qe (A)jint(a)-
V¢ connexion sur € =» V = V& ® V&~ connexion sur End(€).
~= scinde la suite : Ag—24 o Der(A) —5= [(TM)
Vx<=——X
—a(X) =i0(X — V) <——X
Toute dérivation se décompose sous la forme X' = V ,(x) — ady(x)-

a € Qb (A), a(ady) = —7 € Ag => a généralise —if.
« est similaire a la forme de connexion associée 3 V<.
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Connexions non commutatives sur A
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur £
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. «
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. & =» connexion n.c. V< :

Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident
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[e]e]e} 0@00 0000

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .
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[e]e]e} [o] le]e} 0000

Connexions non commutatives sur A

v

Connexion n.c. définie par w € QY (A).

v

Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .

> Les connexions n.c. sur A généralisent les connexions ordinaires sur £.



S de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algeébres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives

Connexions non commutatives sur A

v

Connexion n.c. définie par w € QY (A).

v

Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .

v

Les connexions n.c. sur A généralisent les connexions ordinaires sur £.

v

Décomposition des degrés de liberté :
QY(M, End )" Qb (A) > A ©z(4) Ag= Qhe(A)
wM=woV<—"-w

—Wlpt © @ <— Wint
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Connexions non commutatives sur A

Connexion n.c. définie par w € QY (A).
Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .
Les connexions n.c. sur A généralisent les connexions ordinaires sur £.
» Décomposition des degrés de liberté :

QY (M, End £)—2—~ QL (A) =L A @24y A= QL. (A)
wM —woV<—-w

—Wlpt © @ <— Wint

M

=> On peut décomposer w = p*w™ — a*wint, avec wiy = w o ad.
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Algeébres d’endomorphismes
o

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .
> Les connexions n.c. sur A généralisent les connexions ordinaires sur £.
» Décomposition des degrés de liberté :

QY(M, End &)~ QL (A) =L A @24y A5= QL (A)
wM —woV<—-w

—Wlpt © @ <— Wint

M

=> On peut décomposer w = p*w™ — a*wint, avec wiy = w o ad.

w™ . forme tensorielle ~~ dynamique d’'un champ de Yang-Mills.
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Algeébres d’endomorphismes
o

Connexions non commutatives sur A

» Connexion n.c. définie par w € QL_ (A).
> Le groupe de jauge SU(A) est exactement le groupe de jauge sur €.

» V¢ connexion ordinaire sur & =» 1-forme n.c. o =>» connexion n.c. V :
Vem:=Vxm+ ma(X) = Xm+ o(X)m

Les courbures coincident, les transformations de jauge sont compatibles. . .
> Les connexions n.c. sur A généralisent les connexions ordinaires sur £.
» Décomposition des degrés de liberté :

QY(M, End &)~ QL (A) =L A @24y A5= QL (A)
wM —woV<—-w

—Wlpt © @ <— Wint

M

=> On peut décomposer w = p*w™ — a*wint, avec wiy = w o ad.

w™ . forme tensorielle ~~ dynamique d’'un champ de Yang-Mills.
Wint : section d'un fibré vectoriel, fibres M, ® s[> ~~ champs de Higgs.
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Structure Riemannienne
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[e]e]e} [e]e] le] 0000

Structure Riemannienne
> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
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[e]e]e} [e]e] le] 0000

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.

10
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[e]e]e} [e]e] le] 0000

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8Buv 8ub _ h* hub
8loc = (gay gab> thC - (hau hab

10
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Géométrie non commutative Algeébres d’end hi Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives

[e]e]e} [e]e] le] 0000

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :
_ [ 8Buv 8ub _ h* hub
8loc = (gay gab> hioe = (hau hab
> On définit : (g22) = (gap) ' et (h)l) = (h*) 7.

10
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Géométrie non commutative Algeébres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
[e]e]e} [e]e] le} 0000

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :
_ [ 8Buv 8ub _ h* hub
8loc = (gay gab> hioe = (hau hab
» On définit : (g72) = (gap) ! et (h,"f’u) = (h*v)~L.
> Cela définit alors un potentiel de jauge : A% = —gtgp, = hffyha”.

10
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Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8uv  8ub _(h hHb
Bloc = (gau gab> hloc - (haV hab
> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AR = *glér'\l:gbu — hllyyhau_

» Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. o o A—if.
. . s L o B oCc
~» fournit une connexion de référence particuliére.

10
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lisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8uv  8ub _(h hHb
Bloc = (gau gab> hloc - (haV hab
> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AZ = *gli[:gbu _ hllyyhau_

» Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. o o A—if.
. . s L . . oCc
~ fournit une connexion de référence particuliére.
» Dans la base (V,, adg,), (dx*, a?),

10
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L]

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8uv 8ub _ htv b
8loc = (gau gab> hloc - (hay hab
> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AR = *gli[:gbu — hllyyhau_

» Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. o o A—if.
. . s L . . oCc
~ fournit une connexion de référence particuliére.
» Dans la base (V,, adg,), (dx*,a?), nous avons :

. gl% 0 _(h* 0 . g;% = 8uv — AZABgab
8loc = hloc = ab ou :
0 0 h hib = bt — W A2 A

10
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Algeébres d’endomorphismes
L]

Structure Riemannienne

Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(.A) et Qper(A).
Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
Localement, dans les bases (9, adg,) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8Buv 8ub _ h* hﬂb
8loc = (gay gab> thC - (hau hab

> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AZ = *glil:gbu — pM pav

nv
Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. a ~ A — i6.

. 0 Az . . loc
~» fournit une connexion de référence particuliére.
Dans la base (V,, adg,), (dx*,a?), nous avons :

Zioe = gl% 0 - h#v 0 ol - g;% = 8uv — AZABgab
om0 g) T N0 AT | ket = pe ezl

Condition de compatibilité entre g et h : hly, = gl et hih = g2 ...
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Algeébres d’endomorphismes
L]

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8uv 8ub _ htv b
8loc = (gau gab> hloc - (hay hab
> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AR = *gli[:gbu — hllyyhau_

» Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. o o A—if.
. . s L . . oCc
~ fournit une connexion de référence particuliére.
» Dans la base (V,, adg,), (dx*,a?), nous avons :

g <g;% 0 > h <h“y 0 > ol : g;% = 8uv — AZABgab

loc = e = :

N0 &) N0 A B = b — b A% AL
» Condition de compatibilité entre g et h : h;% = gp% et hlanﬁ = glfft’

& Construction similaire aux constructions de type Kaluza-Klein.

10
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Algeébres d’endomorphismes
L]

Structure Riemannienne

> Soit g et h deux métriques non dégénérées sur Der(A) et Qpe(A).
> Elles définissent une structure Riemannienne sur A.
> Localement, dans les bases (9, adg, ) et (dx*,i6?), on a :

_ [ 8uv 8ub _ htv b
8loc = (gau gab> hloc - (hay hab
> On définit : (g22) = (ga) ! et (hM,) = (W)L,
> Cela définit alors un potentiel de jauge : AR = *gli[:gbu — hllyyhau_

» Correspond a une connexion V sur End £ et une 1-forme n.c. o o A—if.
. . s L . . oCc
~ fournit une connexion de référence particuliére.
» Dans la base (V,, adg,), (dx*,a?), nous avons :

. gl% 0 b — h* 0 ol - g,% = 8uv — AZABgab
Boem\ 0 &) "0 A | Agh = - AR AD
» Condition de compatibilité entre g et h : hly, = gl et hih = g2 ...

& Construction similaire aux constructions de type Kaluza-Klein.
=> On peut aussi définir le dual de Hodge et une notion d'intégration.
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Modeéle de “Maxwell non commutatif”
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Modeéle de “Maxwell non commutatif”

> Algébre A + métrique h (~+ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
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[e]e]e} [eJe]e] ) 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”

> Algébre A + métrique h (~+ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
» Paramétrisation : w = p*a+ a — a*p

11
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[e]e]e} [eJe]e] ) 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”

> Algébre A + métrique h (~+ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
» Paramétrisation : w = p*a+ a — a*p
~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

11



de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algeébres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
[e]e]e} [eJe]e] ) 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”
> Algébre A + métrique h (~+ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
» Paramétrisation : w = p*a+ a — a*p
~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.
» Courbure : Q =dw+w?=...

11
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[e]e]e} [eJe]e] ) 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”
Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp
~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q =dw +w? = ...
On considére |'action suivante :

stl=lap= [ [ axa
M Jn.c.

= |[Fara — o(Fa)ll® + [IVag + [3, 0117 + [l9* — o]* .

vy

vy
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[e]e]e} oooe 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”

Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp

~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q =dw +w? = ...

On considére |'action suivante :

stl=lap= [ [ axa
M Jn.c.

= |[Fara — o(Fa)ll® + [IVag + [3, 0117 + [l9* — o]* .

=> Interprétation : modéle de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial.

vy

vy
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[e]e]e} oooe 0000

Modeéle de “Maxwell non commutatif”

Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp

~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q = dw + w? =

On considére |'action suivante :

S[w]:||Q||2:/ Q%0
M Jn.c.

= |Fata — o(Fa)? + IVap + [3, €]l + l¢* — ol* .
=> Interprétation : modéle de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial.
Fore = (FA) =0 et FrP=0
Vides : [0a; 0] = ©cCS = ou
vy@b"‘[am@b]zo @o=Idy, et 3=al, da=0

vy

vy

11
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11

Modeéle de “Maxwell non commutatif”

Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp

~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q = dw + w? =

On considére |'action suivante :

stl=lap= [ [ axa
M Jn.c.

= |Fata — o(Fa)? + IVap + [3, €]l + l¢* — ol* .
=> Interprétation : modéle de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial.

vy

vy

Fore = (FA) =0 et FrP=0
Vides : [0a; 0] = ©cCS = ou
Vpsﬁb-i-[au,@b]zo @o=Idy, et 3=al, da=0

» A champ de fond ~~ solutions instantoniques, monopoles, . ..
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Modeéle de “Maxwell non commutatif”

Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp

~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q = dw + w? =

On considére |'action suivante :

stl=lap= [ [ axa
M Jn.c.

= |Fata — o(Fa)? + IVap + [3, €]l + l¢* — ol* .
=> Interprétation : modéle de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial.

vy

vy

Fore = (FA) =0 et FrP=0
Vides : [0a; 0] = ©cCS = ou
vy@b‘f‘[am@b]zo @o=Idy, et 3=al, da=0

» A champ de fond ~~ solutions instantoniques, monopoles, . ..
> Métrique dynamique ~~ action de type Yang-Mills-Higgs + Einstein-Hilbert.
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Modeéle de “Maxwell non commutatif”

Algeébre A + métrique h (~ connexion de référence o) + connexion n.c. w.
Paramétrisation : w = p*a+ a — a*yp

~ & forme tensorielle, ¢ € A®z4) Aj champ scalaire.

Courbure : Q =dw +w? = ...

On considére |'action suivante :

stl=lap= [ [ axa
M Jn.c.

= |Fata — o(Fa)? + IVap + [3, €]l + l¢* — ol* .
=> Interprétation : modéle de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial.

vy

vy

Fioe = (FA) =0 et FrP=0
Vides : [0a; 0] = ©cCS = ou
vy@b‘i‘[aw@b]:o @o=Idy, et 3=al, da=0

» A champ de fond ~~ solutions instantoniques, monopoles, . ..
> Métrique dynamique ~~ action de type Yang-Mills-Higgs + Einstein-Hilbert.
@couplage inhabituel entre théories de jauge et gravitation.
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Le modéle de Born-Infeld
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Recherche numérique des solutions
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Le modéle de Born-Infeld
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Le modeéle de Born-Infeld

» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday

13
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Le modéle de Born-Infeld
» Modeéle particulier d'électrodynamique non linéai
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Le modeéle de Born-Infeld

» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :

V.-D=0 VxH-0,D=0
V-B=0 VxE+8,B=0

> Motivations (début XXéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.
~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
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Le modeéle de Born-Infeld

» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :

V.-D=0 VxH-0,D=0
V-B=0 VxE+8,B=0

> Motivations (début XXéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.
~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
> Principe de finitude ~~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :
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Le modéle de Born-Infeld

» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :

V.-D=0 VxH-0,D=0
V-B=0 VxE+8,B=0

> Motivations (début XXéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.
~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
> Principe de finitude ~~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :

E2 w " L. .
Lyie = /1 — % 8= % : “champ absolu” ~ théorie non covariante.

13
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Le modéle de Born-Infeld
» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :
6'5:0 6xﬁ_8tD:
V-B=0 VXxE+8,B=0
> Motivations (début XXéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.
~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
> Principe de finitude ~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :

Lpgie = ﬁz, 8= —2 : “champ absolu” ~ théorie non covariante.

» Charge ponctuelle e : energie H finie, champ E régularisé a 'origine ...
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Le modele de Born-Infeld
» Modéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :
V-D=0 VxH-8D=0
V-B=0 VXxE+8,B=0
> Motivations (début XXéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.
~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
> Principe de finitude ~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :

Lpgie = ﬁz, 8= —2 : “champ absolu” ~ théorie non covariante.

» Charge ponctuelle e : energie H finie, champ E régularisé a 'origine ...
H = énergie de masse = ry = 3.48 fm, 3 ~ 1.8 - 108 volt/cm.

13
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Généralisations du modéle de Born-Infeld
o

Le modéle de Born-Infeld

Modeéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :
V-D=0 ﬁxﬁ—atﬁ_
V-B=0 V xE+0:B=

Motivations (début XXeéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.

~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
Principe de finitude ~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :

Lpgie = 62' 8= —2 : “champ absolu” ~ théorie non covariante.

Charge ponctuelle e : energie H finie, champ E régularisé a 'origine ...
H = énergie de masse = ry = 3.48 fm, 3 ~ 1.8 - 108 volt/cm.
Born et Infeld (1934) généralisent |'élément de volume en R.G. :

Seilg, F1 = /R e <\/| det(g,.,)| — /| det(g, + 51 FW)|> d*x
_/Rag2<1—\/1+ﬁ—2(1§2—13‘2) E.B) >\/|Ed4
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Généralisations du modéle de Born-Infeld
o

Le modéle de Born-Infeld

Modeéle particulier d'électrodynamique non linéaire, éq. de Maxwell-Faraday :
V-D=0 ﬁxﬁ—atﬁ_
V-B=0 V xE+0:B=

Motivations (début XXeéme) : Relations entre la matiére et le champ E.M.

~ deux points de vue en opposition : dualistes et unitaires.
Principe de finitude ~ Mie (1912) fait une analogie avec la relativité :

Lpgie = 62' 8= —2 : “champ absolu” ~ théorie non covariante.

Charge ponctuelle e : energie H finie, champ E régularisé a 'origine ...
H = énergie de masse = ry = 3.48 fm, 3 ~ 1.8 - 108 volt/cm.
Born et Infeld (1934) généralisent |'élément de volume en R.G. :

Seilg, F1 = /R e <\/| det(g,.,)| — /| det(g, + 51 FW)|> d*x
_/Rag2<1—\/1+ﬁ—2(1§2—13‘2) E.B) >\/|Ed4

Propriétés : dualité électrique-magnétique, Legendre, propagation ~> unicité.
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Généralisation non commutative
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.
» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.
» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~~ généralisation non univoque.
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~~ généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~~ généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*°(V) @ M,(C).

14
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~~ généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*°(V) @ M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~» généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*(V) ® M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().

Lpinc = /det|g| — |det(1® g + J @ Q)|/*"
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~» généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*(V) ® M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().

Lpinc = /det|g| — |det(1® g + J @ Q)|/*"

ot J € SL(2,C) et J?2 = —1, puissance 1/(4n) ~ Diff-invariant.
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~» généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*(V) ® M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().

Lpinc = /det|g| — |det(1® g + J @ Q)|/*"

ot J € SL(2,C) et J?2 = —1, puissance 1/(4n) ~ Diff-invariant.
» Connexion ordinaire : w = A+ 6 ~~ généralisation non abélienne :

ﬁbina: \/‘ |_’Mz®q/slt®M (]12®guu®]1n+ﬁ_1.j®l::y® Ta)

1

4an

14
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~» généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*(V) ® M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().

Lpinc = /det|g| — |det(1® g + J @ Q)|/*"

ot J € SL(2,C) et J?2 = —1, puissance 1/(4n) ~ Diff-invariant.
» Connexion ordinaire : w = A+ 6 ~~ généralisation non abélienne :

ﬁbina: \/‘ |_’Mz®q/slt®M (]12®guu®]1n+ﬁ_1.j®l::y® Ta)

1

4an

~ limite 8 — oo : modéle de “Maxwell non commutatif’ ou de Yang-Mills.
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Généralisation non commutative

> '85 théorie des cordes : Sg; = action effective ~» dynamique des D-branes.

» N D-branes coincidentes ~» généralisation non abélienne de Sg; pour des
champs de jauge a valeurs matricielles.
Probléme : le déterminant n'a plus de sens ~» généralisation non univoque.

> Plusieurs propositions : la trace symétrisée (cf. Tseytlin), produit tensoriel (cf.
T. Hagiwara, H. Park, E.S.-T.M.-R.K.).

Généralisation non commutative : Algébre A = C*(V) ® M,(C).
» Connexion n.c. : w = A+ 6+ ¢ ~ courbure Q = F + D¢ + V().

Lpinc = /det|g| — |det(1® g + J @ Q)|/*"

ot J € SL(2,C) et J?2 = —1, puissance 1/(4n) ~ Diff-invariant.
» Connexion ordinaire : w = A+ 6 ~~ généralisation non abélienne :

ﬁbina: \/‘ |_’Mz®q/slt®M (]12®guu®]1n+ﬁ_1.j®l::y® Ta)

1

4an

~ limite 8 — oo : modéle de “Maxwell non commutatif’ ou de Yang-Mills.
i~ limite n — 1 : théorie de Born-Infeld.
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du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
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Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
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Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
» Configurations magnétiques (E, = 0), statiques, a symétrie sphérique.
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Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
» Configurations magnétiques (Ea = 0), statiques, a symétrie sphérique.
~» ansatz de 't Hooft :
. _ (1—k(r))

k=

m

a
€ km X
r2

15



de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Géométrie non commutative Algebres d’endomorphismes Généralisations du modéle de Born-Infeld Conclusion Perspectives
[e]e]e} 0000 [e]o] le]

Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
» Configurations magnétiques (Ea = 0), statiques, a symétrie sphérique.
~> ansatz de 't Hooft :
a_ (1—k(r))

K=

m

a
€ km X
r2

» L'action prend la forme :

1
L= KRR +2AkPN 4 ool s
Sbina:/ 1-— 1"’ r4 —|—r?(1—k)(rk) rdr
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Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
» Configurations magnétiques (E, = 0), statiques, a symétrie sphérique.
~» ansatz de 't Hooft : T
— k(r
P (M) o

» L'action prend la forme :
_L2)2 N2\ 2 1/4
Sbina:/ 1— {<1+ (1 k ) :'Z(fk) ) +£11'2(1_k2)2(rk/)4} r2dr
r r

» Solutions aux équations du mouvement ~~ développements asymptotiques :

2

k(r):ko—l—ar—kO(Z +12g2) Pro(r) g=1-ka#0

3 1
k(r) = i(l_c+4cz+o(r3)) c>0

15
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Etude des solutions pour G = SU(2)

On considére dans cet exemple des connexions ordinaires.
» Configurations magnétiques (E, = 0), statiques, a symétrie sphérique.
~» ansatz de 't Hooft : T
— k(r
P (M) o

» L'action prend la forme :
_L2)2 N2\ 2 1/4
Sbina:/ 1— {<1+ (1 k ) :'Z(fk) ) +£11'2(1_k2)2(rk/)4} r2dr
r r

» Solutions aux équations du mouvement ~~ développements asymptotiques :

2
k(r):k0+ar—k0<56 +12gz)r2+0(r3) g=1-k3a#0
c  3c 1
k(r) = :l:(l—+42+0(r3)) c>0

=" Solutions qui interpolent ces deux développements?
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Recherche numeérique des solutions

Les développements asymptotiques se raccordent-ils ?

» Ajustement des paramétres kg, a et ¢ ~» méthodes numériques.
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Recherche numeérique des solutions

Les développements asymptotiques se raccordent-ils ?
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Liens avec les symétries de jauge usuelles

Tant que I'on considére des connexions ordinaires, A joue le méme réle que le fibré
principal.

» V¢ - a, isomorphisme entre les espaces affines.

SU(n)-connexions sur £
1-formes sur A anti-hermitiennes et sans trace telles que a(ad,) = —v

> RE courbure de V&, RE(X,Y) = da(X, D) + [a(X), ()]
» ad, € Int(A)
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1-formes sur A anti-hermitiennes et sans trace telles que a(ad,) = —v

> RE courbure de V&, RE(X,Y) = da(X, D) + [a(X), ()]
> ad, € Int(A), Log,a= —dy — [a,]
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Liens avec les symétries de jauge usuelles

Tant que I'on considére des connexions ordinaires, A joue le méme réle que le fibré
principal.

» V¢ - a, isomorphisme entre les espaces affines.

SU(n)-connexions sur £
1-formes sur A anti-hermitiennes et sans trace telles que a(ad,) = —v

> RE courbure de V&, RE(X,Y) = da(X, D) + [a(X), ()]
> ad, € Int(A), Log,a= —dy — [a,]

Transformations de jauge infinitésimales sur les connexions

Dérivées de Lie par rapport aux dérivations intérieures de A.
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Liens avec les symétries de jauge usuelles

Tant que I'on considére des connexions ordinaires, A joue le méme réle que le fibré
principal.
» V¢ - a, isomorphisme entre les espaces affines.
SU(n)-connexions sur £
1-formes sur A anti-hermitiennes et sans trace telles que a(ad,) = —v
> RE courbure de V&, RE(X,Y) = da(X, D) + [a(X), ()]
> ad, € Int(A), Lag,a = —dy — [@,1]

Transformations de jauge infinitésimales sur les connexions

Dérivées de Lie par rapport aux dérivations intérieures de A.

L’algébre de Lie du groupe de jauge de £ est exactement formée des éléments
de A sans trace et antihermitien.
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Liens avec les symétries de jauge usuelles

Tant que I'on considére des connexions ordinaires, A joue le méme réle que le fibré
principal.
» V¢ - a, isomorphisme entre les espaces affines.
SU(n)-connexions sur £
1-formes sur A anti-hermitiennes et sans trace telles que a(ad,) = —v
> RE courbure de V&, RE(X,Y) = da(X, D) + [a(X), ()]
> ad, € Int(A), Lag,a = —dy — [@,1]

Transformations de jauge infinitésimales sur les connexions

Dérivées de Lie par rapport aux dérivations intérieures de A.

L’algébre de Lie du groupe de jauge de £ est exactement formée des éléments
de A sans trace et antihermitien.

» Rappel sur les opérations de Cartan.
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Point de vue local des dérivations de A
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Point de vue local des dérivations de A
U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.

> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
> ae A= g € Ape.
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Point de vue local des dérivations de A

U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.
> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
» a€ A=> ac € Aloc.

> X € Der(A) = Xjoc € Der(C>(U) @ M,).
Décomposons en deux parties : Xioc = Xjy + ad,,,..
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Point de vue local des dérivations de A

U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.
> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
> ac A=> ajc € Ajoe.
> X € Der(A) = Xio. € Der(C>(U) @ M,).

Décomposons en deux parties : Xioc = Xjy + ad,,,..

unul # .

v
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Point de vue local des dérivations de A

U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.
> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
> ac A=> apc € Aloe.
> X € Der(A) = Al € Der(C*(U) @ M,).

Décomposons en deux parties : Xioc = Xjy + ad,,,..

unul # .

» Fonction de transition g : U N U’ — SU(n).

v
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Point de vue local des dérivations de A

U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.
> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
> ac A= g, € Ao
> X € Der(A) = Al € Der(C*(U) @ M,).

Décomposons en deux parties : Xioc = Xjy + ad,,,..

unul # .

» Fonction de transition g : U N U’ — SU(n).
> ajc et aj,. sont reliés par

v

U
Aloc = Adgfl dloc
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Point de vue local des dérivations de A

U sous ensemble ouvert au dessus duquel End(€) est trivial.
> Restreint & U, A est isomorphe a Ajo. := C°(U) @ M,,.
> ac A= g, € Ao
> X € Der(A) = Al € Der(C*(U) @ M,).

Décomposons en deux parties : Xioc = Xjy + ad,,,..

unul # .

» Fonction de transition g : U N U’ — SU(n).
> ajc et aj,. sont reliés par

v

aioc = Adgfl dloc
> Xioc et Aj,. sont reliés par
X|/U = X\U
=il
fylloc = Adg—lfyloc + g X\U =8
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Opération de Hodge
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Opération de Hodge

» Opération de Hodge naturelle :x : QF_ (A) — Qg:r"z_l_k(A) (d : dimension
de M, n: rang de &).

» Définition locale pour wige = Wy ooy ryorg @XHT Ao AdxHra™ - - afa

(_1)q(d—p) 1282 Uplp .M
= B 50 PYp
(*(U)loc (d — p)|(n2 1 q)!w'u,]_»-.'up,rl-nrqh h 6V1"'VPVP+1”'VJ
risi rqSq Vpi1 v, Sq-+1 Sp2
X hlnt 500 hlnt 651-~sqsq+1-~5,,z,1dx PHL A ... A dxPdalatt .. 1, (1)
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Opération de Hodge

» Opération de Hodge naturelle :x : QF_ (A) — Qg:r"z_l_k(A) (d : dimension
de M, n: rang de &).

» Définition locale pour wige = Wy ooy ryorg @XHT Ao AdxHra™ - - afa

(_1)q(d—p) 1282 Uplp .M
= B 50 PYp
(*(U)loc (d — p)|(n2 1 q)!w'u,]_»-.'up,rl-nrqh h 6V1"'VPVP+1”'VJ
risi rqSq Vpi1 v, Sq-+1 Sp2
X hlnt 500 hlnt 651“'Sq5q+1"'5n2,1dx PHL A ... A dxPdalatt .. 1, (1)

avec €M et € sont des tenseurs définis par :
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Opération de Hodge

» Opération de Hodge naturelle :x : QF_ (A) — Qg:r"z_l_k(A) (d : dimension
de M, n: rang de &).

» Définition locale pour wige = Wy ooy ryorg @XHT Ao AdxHra™ - - afa

(_1)q(d—p) 1282 Uplp .M
= B 50 PYp
(*(U)loc (d — p)|(n2 1 q)!wul"'#«parl”'rqh h 6V1"'VPVP+1”'VJ
risi rqSq Vpi1 v, Sq-+1 Sp2
X hiaet o i sy sgsqiasa_ AXPEA - AdXTd @ttt oo (1)

avec €M et € sont des tenseurs définis par :

e det(gM)sy,.o,

2, det(gap)0, 07!

A

Ky

»
Il
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Opération de Hodge

» Opération de Hodge naturelle :x : QF_ (A) — Qg:r"z_l_k(A) (d : dimension
de M, n: rang de &).

» Définition locale pour wige = Wy ooy ryorg @XHT Ao AdxHra™ - - afa

(_1)q(d—p)
= pivi | hHpVp M
(*w)loc - (d — p)l(n2 — 1 — q)!wur-.'up,ﬁ-nrqh h 61/1».-1/PVP+1"'VJ
ns: rqS v, v, S s
% hh:tl 500 h,:tq651...545‘7“...5"24dX PHLA LA dxYd et L gttt (1)

avec €M et € sont des tenseurs définis par :

M det(gw)é1
det(gab)ai;:z:"zj

et 6A A(\,’v est le symbole Kronecker totalement antisymétrique.

A

Ky

»
Il
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Operatlon de Hodge

» Opération de Hodge naturelle :x : QF_ (A) — Qg:r"z_l_k(A) (d : dimension
de M, n: rang de &).

» Définition locale pour wige = Wy ooy ryorg @XHT Ao AdxHra™ - - afa

(_1)q(d—p)
= pivi | hHpVp M
(*w)loc - (d — p)l(n2 — 1 — q)!wur-.'up,ﬁ-nrqh h 61/1».-1/PVP+1"'VJ
ns: rqS v, v, S s
% hh:tl 500 hlgtq651_”545‘1“_”5"271dX PHLA LA dxYd et L gttt (1)

avec €M et € sont des tenseurs définis par :

M det(gw)é1

Sy
€552y = \/det(gé,;g,)ésl,,‘snzi1

et 6A A(\,’v est le symbole Kronecker totalement antisymétrique.

> On a la relation xx = (—1)" @+ =1=1) sy |es formes de degré r.
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Intégration

» On a la forme volume sur Qi,:(.A) définie par :
1

Vint = (R

0% oad---0°*-10ad .
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Intégration

» On a la forme volume sur Qi,:(.A) définie par :
1
mﬁslmsnz

> Cela permet d'intégrer “le long des fibres".

Vint = 0% oad---0°*-10ad .
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Intégration

» On a la forme volume sur Qi,:(.A) définie par :
1
m651wsnz
> Cela permet d'intégrer “le long des fibres".
On décompose : w = p*a- a*Vin + 1, avec
a=V*"(xw-aVin)) € Q(M,End €)
n=w-—pa-aVn € Qper(A) .

Vint = 0% oad.--0-10ad.
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Inté ti

» On a la forme volume sur Qi,:(.A) définie par :
1
mﬁslmsnz
> Cela permet d'intégrer “le long des fibres".
On décompose : w = p*a- a*Vin + 1, avec

Vint = 0% oad

... 0%2-10 ad .

a=V*"(xw-aVin)) € Q(M,End €)
n=w-—pa-aVn € Qper(A) .
» L'intégration le long des fibres est donnée par :
/ D Qo) QM)

w=p*a-a*V+n H/ w=Tr(a) .
n.c.
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Intégration

v

On a la forme volume sur Qi,:(A) définie par :

1
m651m5"271951 oad---0°2-10ad .
> Cela permet d'intégrer “le long des fibres".

On décompose : w = p*a- a*Vin + 1, avec

Vlnt =

a=V*"(xw-aVin)) € Q(M,End€)
n=w-—pa-aVn € Qper(A) .
» L'intégration le long des fibres est donnée par :
/ D Qo) QM)
n.c
w=p*a-a*V+n H/ w=Tr(a) .
> Définit un produit scalaire sur Qper(A

ey .
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Connexions invariantes
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> But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
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I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
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Connexions invariantes

> But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Méthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
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Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)su(n)—lnv-
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Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)ﬁu(n)—lnv-

» Résultat principal : (b (A))g—iny ~ Q)& P
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Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)ﬁu(n)—lnv-

» Résultat principal : (b (A))g—iny ~ Q)& P

» C algebre réduite : (C*°(Q) ® Wo)(zo+K)—Inv
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Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)ﬁu(n)—lnv-

» Résultat principal : (b (A))g—iny ~ Q)& P

» C algebre réduite : (C*°(Q) ® Wo)(zo+K)—Inv
~ Q sous-fibré de E, W)y sous-algébre de M, . ..

26



Soutenance de thése, Septembre 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Suppléments sur les algébres d’endomorphismes
L]

Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)ﬁu(n)—lnv-

» Résultat principal : (b (A))g—iny ~ Q)& P

» C algebre réduite : (C*°(Q) ® Wo)(zo+K)—Inv
~ Q sous-fibré de E, W)y sous-algébre de M, . ..
> Q(C) calcul différentiel sur C, P module sur C.
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Connexions invariantes

» But : caractériser les degrés de liberté d'une connexion n.c. invariante sous
I'action d'un groupe de symétrie.
=» symétrie sphérique, généralisation de |'ansatz de Witten ...
» Meéthodes utilisées :
» Géométrie différentielle ordinaire des fibrés G-symétriques.
» Liens entre une algébre d’endomorphismes et un fibré principal.
~» E : SU(n)-fibré principal sur M, & fibré associé.
~ On utilise la “grosse” algébre B = C*°(E) @ M,.
~ A= (COO(E) ® Mn)ﬁu(n)—lnv-

» Résultat principal : (b (A))g—iny ~ Q)& P

» C algebre réduite : (C*°(Q) ® Wo)(zo+K)—Inv
~ Q sous-fibré de E, W)y sous-algébre de M, . ..
> Q(C) calcul différentiel sur C, P module sur C.
~ construit & partir d'objets reliés a la construction géométrique sur E.
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Expressions locales pour le modéle de “Maxwell
non commutatif”

» Expressions locales :
1 vo E]
IFass = o(Fa)lfoe =Tr [ 5 (FAS = o(FA)) 2R (FJ = o(For)
IV ap + (3 ¢]llfc = b + (34, 0b]) WP M0 (V poc + [3p, ¢c])

H(p - cleoc - ([5037 (Pb] - ) Inthlnt ([Qpe, (Pf] ef)

\\\

(
F1
52

ol Vb = 0upp + [Au, 0b] — CovAripe
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Morphisme de Chern-Weil
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)

28
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)
~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)

~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(AA0—>Z(A)NC°°(M)
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)

.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)

.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.

Lyf=0 VX € Der(A)
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)
.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0

vX e (M
Lad7f=0. < ( )’7€A0

Lyf=0 VX €Der(Ad) < {
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—2>Der(A)—2=T(TM) 0 (2)
.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0

vX e (M
Lad7f=0. < ( )’7€A0

Lyf=0 VX €Der(Ad) < {

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

p

OHAoi>Der(A)

.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(T™™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur £ : scinde (2)
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

p

OHAoi>Der(A)

.A : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> f: Z(.A Ao — Z(A) = C>*(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(T™™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur € : scinde (2)~ R®
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ap—24> Der(A)—~

~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> £ 57 A0 — Z(A) = C(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(T™™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur & : scinde (2)~ R® associe a f un élément

fv = ASF(RE ® - -- ® R?) € Q29(M) ~ Q% (Out(A), Z(A))
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Morphisme de Chern-Weil

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ap—24> Der(A)—~

~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> £ 57 A0 — Z(A) = C(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(T™™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur & : scinde (2)~ R® associe a f un élément

fv = ASF(RE ® - -- ® R?) € Q29(M) ~ Q% (Out(A), Z(A))
~ dfy =0 = fy co-bord.

28



S de thése, S 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Supplernents sur les algébres d'endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude

Morphlsme de Chern Well

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ap—24> Der(A)—~

~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> £ 57 A0 — Z(A) = C(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(TM™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur & : scinde (2)~ R® associe a f un élément

fv = ASF(RE ® - -- ® R?) € Q29(M) ~ Q% (Out(A), Z(A))

~ dfy =0 = fy co-bord.
~~ classe de cohomologie [fv] indépendante de V.
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Morphlsme de Chern Well

» Rappelons la suite exacte courte :

0—>Ag—22>Der(A)—L~T(TM) 0 ()
~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.
> £ 57 A0 — Z(A) = C(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
» V¢ connexion sur & : scinde (2)~ R® associe a f un élément

fv = ASF(RE ® - -- ® R?) € Q29(M) ~ Q% (Out(A), Z(A))

~ dfy =0 = fy co-bord.
~~ classe de cohomologie [fv] indépendante de V.
= application linéaire f — [fy] :

I(sl(n)) ~ (SZ(A)ASZ(A))Der(AHnV — HPe(M)
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Morphisme de Chern-Weil

Rappelons la suite exacte courte :

p

OHAoi>Der(A)

~ Ag : Der(A)-module et Z(.A)-module.

f o SZa)A0 — Z(A) = C=(M) , Z(A)-linéaire, Der(A)-invariante.
Ly f=0
Loa, f=0.

r(TM™) 0 (2)

Lyf=0 VX €Der(Ad) < { VX el(M),y e Ao

= f définit un polyndéme invariant sur s((n).
V¢ connexion sur £ : scinde (2)~ R associe a f un élément

fv = ASF(RE ® - -- ® R?) € Q29(M) ~ Q% (Out(A), Z(A))

~ dfy =0 = fy co-bord.
~~ classe de cohomologie [fv] indépendante de V.
= application linéaire f — [fy] :

I(sl(n)) ~ (SZ(A)ASZ(A))Der(AHnV — HPe(M)

Ce morphisme s'identifie au caractére de Chern-Weil usuel.
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La nécessité d'une algebre plus grande
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &.

Regardons les relations entre E et A.
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,

29



S de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Suppléments sur les algébres d’endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude |
0000000 @000 (oo} (e]o]

La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF E)y® 1] & [C>(E )®Der(M )]
(2er(B), d) = (AE) ® Qper(M), d + d).
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF E)y® 1] & [C>(E )®Der(M )]
(Qper(B), d) = (QE) ® Qper(Mn), d + d).

» su(n) > & — £E champ de vecteurs vertical sur E
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF E)y® 1] & [C>(E )®Der(M )]
(Qper(B), d) = (QE) ® Qper(Mn), d + d).

» su(n) > & — £ champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF E)1]@[C*(E)® Der(M )]
(QDer(B) ) (Q( ) ® QDer( ) d+ d' )
» su(n) > & — £ champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.

> su(n) > £ — ade dérivation intérieure sur B.
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF E)1]@[C*(E)® Der(M )]
(QDer(B) ) (Q( ) ® QDer( ) d+ d' )
» su(n) > & — £ champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.
> su(n) > £ — ade dérivation intérieure sur B.
> g1 = {ad: / € € su(n)} sous algébre de Lie de Der(B).
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF ®@ 1] @& [C>°(E) @ Der(M,)]
(Qer(B), d) = (AE) @ Qer(Mn),d +d").
» su(n) > & — £ champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.
> su(n) > £ — ade dérivation intérieure sur B.

> g1 = {ad: / € € su(n)} sous algébre de Lie de Der(B).
C>°(E) est la sous algébre invariante pour la dérivée de Lie dans la direction

g1.
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,
» Der(B) = LF ®@ 1] @& [C>°(E) @ Der(M,)]
(Qer(B), d) = (AE) @ Qer(Mn),d +d").
su(n) 3 € — & champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.

v

v

su(n) 3 & — adg dérivation intérieure sur B.
g1 = {ade / £ € su(n)} sous algébre de Lie de Der(B).
C>°(E) est la sous algébre invariante pour la dérivée de Lie dans la direction
g1.
= {¢F + ad / € € su(n)} sous algébre de Der(B).

v

v
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La nécessité d'une algebre plus grande

E le fibré principal de groupe de structure SU(n) au dessus de M auquel est
associé &£.
Regardons les relations entre E et A.

On introduit I'algébre B = C>(E)® M,

> Der(B) = [[(E) ® 1] @ [C*(E) @ Der(M,)]
(QDer(B)a d) = (Q(E) &® QDer(Mn), d-+ d/)

» su(n) > & — £ champ de vecteurs vertical sur E =» dérivation sur B.

> su(n) > £ — ade dérivation intérieure sur B.

> g1 = {ad: / € € su(n)} sous algébre de Lie de Der(B).
C>°(E) est la sous algébre invariante pour la dérivée de Lie dans la direction
g1.

» go = {¢F + ad; / € € su(n)} sous algébre de Der(B).
A est la sous algébre invariante pour la dérivée de Lie dans la direction g5.
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

0o éléments invariants Y oo
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

éléments invariants éléments invariants
su(n) 3 & — £F + ad; su(n) > € — €F
éléments invariants
A > (M)

Int(.A)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

0o éléments invariants Y oo
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

éléments invariants éléments invariants
su(n) 3 & — £F + ad; su(n) > € — €F
éléments invariants
A > (M)

Int(.A)
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

0o &léments invariants ) 0o
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

éléments invariants élémeénts invariants
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > ¢ — ¢E
Eléments invariants D)
A C>(M)

Int(.A)
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

eéments basiqu

0o SEmsneiRssivnss D) 0o
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

SRR SRR,
su(n) > &€ — £F + ade su(n) 3 ¢ — €F

&lements basiques
! Elements invariants

Int(.A)

> C(M)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

C®(E)® M,

£léments basiques

su(n) > &€ — £F + ade

A

£léments basiques

S Cx(E)

su(n) 3 € — adg

30

D oo
Int(.A) ¢ (M)



S de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Suppléments sur les algébres d’endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude |
0000000 o] lele) (oo} (e]o]

Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

0o éléments basiques § ~o
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques S oo
A C=(M)

Int(.A)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

0o éléments basiques § ~o
< (E) ® M, su(n) 3 € — adg < (E)

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques S oo
A C=(M)

Int(.A)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

S2CED == 2o AT éléments basiques y S2ke2

C>(E)® M C>(E
(E) " su(n) 3 € — adg (£)
éléments basiques éléments basiques
5u(n)3§r—>§E+ad£ 5u(n)_:)g._,gE
cresica éléments basiques <> nr>
| > C= (M)

Int(.A)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

Q(E) @ Qper(M,,) _ Eléments basiques y (E)
C=(E) ® M, c=(B)
su(n) 3 € — adg

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques
Qper(A) D SZSM)
= Int(A) T

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

Q(QE)@EQD&,(/,M") éléments basiques QQ\((EL.I)
su(n) 3 € — adg

éléments basiques éléments basiques
su(n) > & — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques

peclA) Int(A)

30
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Relations globales
On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(M,) su(n) stg H:de > UE)

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

30
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Relations globales
On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(M,) su(n) ;5 H:de > UE)

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

Autres relations :

30
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Relations globales
On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(M,) su(n) ;5 H:de > UE)

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

Autres relations :

> Intégration n.c. “le long des fibres n.c.”

30
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Relations globales
On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(Mn) su(n) stg H:dg > QB

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

Autres relations :

> Intégration n.c. “le long des fibres n.c.”

Q(E) ® QDer(lwn) —v Q(E)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(Mn) su(n) stg H:dg > QB

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

Autres relations :

> Intégration n.c. “le long des fibres n.c.”

Q(E) ® QDer(lwn) —v Q(E)
QDelr(-A) = Q(M)

30
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Relations globales

On peut résumer les relations dans le diagramme suivant :

éléments basiques
Q(E) ® Qper(Mn) su(n) ;5 H:dg > QB

éléments basiques éléments basiques
su(n) > &€ — £F + ade su(n) > & — £F
éléments basiques D)
Qper(A) Int(A) QM)

Autres relations :

> Intégration n.c. “le long des fibres n.c.”

Q(E) ® QDer(lwn) —v Q(E)
QDelr(-A) = Q(M)

> Relations entre les algébres de Lie des dérivations.

30
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Deérivations sur A4 et B

0 0

! !

—— Zper(A) —T(TVE) —0

00— Int A) 9J\/Der(JLl) i rM(E) —0

Ce diagramme commutatif (exact) montre quelques relations entre les dérivations
sur A, les dérivations sur B et les champs de vecteurs sur E.

31
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Deérivations sur A4 et B

0 0

! !

—— Zper(A) —T(TVE) —0

00— Int A) 9-/\/Det'(~/4) i rM(E) —0

} iT 5
(

0 — Int(A) —> Der(A) —2= I(TM) — 0

! ) |

0 0

Séquence exacte courte qui relie les champs de vecteurs sur M, les dérivations sur
A et les dérivations intérieures sur A.
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Deérivations sur A4 et B

0 0

’ !

00— Zper(A) —T(TVE) —0

i

0 — Int(A) — Nper(A) ZE= T(E) —= 0

) |

0 0 0

Nper(A) C Der(B) sous ensemble des dérivations sur B qui préservent A C B.
Zper(A) C Der(B) sous ensemble des dérivations sur B qui s'annulent sur A.

L'algebre de Lie Zper(A) est générée en tant que C°°(E) module par les éléments
particuliers £€€ + ad¢ pour tout & € su(n).
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Deérivations sur A4 et B

! ) |

0 0

Objets géométriques. I'(TVE) champs de vecteurs verticaux sur E.

Fm(E) = {X € [(E)/m.X(p) = m.X(p') Y, p' € E s.t. 7(p) = 7(p')}

algébre de Lie des champs de vecteurs sur E qui peuvent &tre envoyés sur des champs
de vecteurs sur M par |'application tangente 7, : T,E — Tr(p)M.
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Deérivations sur A4 et B

! ) |

Eléments de Int(A) considérés comme ad. pour v € A C B.
pE restriction 3 Npe(A) de la projection sur le premier terme dans
Der(B) = [[(E) ® 1] ® [C>°(E) ® Der(M,)]
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Suites scindées par une connexion

Une connexion ordinaire wg € Q(E) ® su(n) scinde plusieurs suites exactes courtes
dans le diagramme :

0 0

! !

i) — Zper(A) —T(TVE) —0

0 — Int(A) — Nper(A) L5 Ty(E) — 0
! g i

0 — Int(A) — Der(A) — r(T™M) —o0
} ! !
0 0

0

32
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Suites scindées par une connexion

Regardons de plus prés le carré central :

! !

— —> Noer(A) 25> T (E) —

! " »

— — Der(A) —=T(TM) —

} : i

32
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

Der(.A) r(TM™)

32
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

>

Der(A) r(TM)

0—>T(TVE)——>Tm(E)—>T(TM)—>0

Une connexion reléve les champs de vecteurs sur M en champs de vecteurs horizon-
taux X" sur E.

32
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

V x 1 X

Der(A)

0 Int(A) Der(A)—2—T(TM)—>0

Une connexion reléve les champs de vecteurs sur M en dérivations sur A.

32
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

p(X)" — ady(x)e Xh

=
<

Vx { X

Der(A)

00— Zper(A)——>Nper(A)——=Der(A) 0

Une connexion reléve les dérivations sur A en dérivations sur B.
a(X)E est un élément basique dans B associé a a(X) € A.
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) rE Tm(E)
(mX)" + we(X)E + ad,_ ) ~—1X
p(X)" — ad,(x)e Xxh
| |
Vx 1X
Der(A) : r(T™)

0 Int(A) Noer(A)LE=T i (E) 0

Une connexion reléve les champs de vecteurs sur E projetables par 7, en dérivations
sur 5.
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

(mX)" + we(X)E + ad,_ ) ~—1X
p(X)" — ady(x)e Xh
X X
Vx { X
Der(A) - r(T™)

Remarquons que

(m )" + we(X)F + ad,_ 5y # p(X)" — ady(x)e
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Suites scindées par une connexion

Noer(A) Pe Mw(E)

(Tl'*)l\<)h+wE()A<)E+adwE()A<)<—i)A(
p(X)" — ady(x)e Xh
X X
Vx { X
Der(.A) - r(T™)

En effet : .
Der(B) 5 X = X"+ adz +we(X)F +ad,_x,

€int(A) €Zper(A)

32
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

4 Retour au texte
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

4 Retour au texte



S de thése, 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT
Suppléments sur les algébres d’endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude |
0000000 0000 o0 (e]o]

Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A
X : A— A tel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).

4 Retour au texte
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~> généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~> généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.

> Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,

a— Xp(a) = [b, a] = adp(a).

33
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.
> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~» généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.
> Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,
~> idéal de Lie et Z(.A) sous module.
a— Xp(a) = [b, a] = adp(a).

33
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

v

Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).

~» généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.

Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,

~~ idéal de Lie et Z(.A) sous module.

a— Xp(a) = [b, a] = adp(a).

Out(A) = Der(.A)/Int(.A) algebre de Lie, Z(.A)-module.

v

v

v

33
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.
> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.

X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~ généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.

> Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,

~~ idéal de Lie et Z(.A) sous module.
ar— Xb(a) = [b7 a] = adb(a).

» Out(A) = Der(A)/Int(A) algébre de Lie, Z(.A)-module.

> Qper(A), ensemble des applications Z(.A)-multilinéaires anti-symétriques de

Der(.A) dans A. N-algébre graduée.



de thése, Si 2005 Emmanuel Sérié¢, LPTL/LPT

Suppléments sur les algébres d’endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude |

33

Calcul différentiel basé sur les dérivations

Z(A) centre de A : sous algébre commutative.

Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).

~ généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.

Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,

~~ idéal de Lie et Z(.A) sous module.

a— Xp(a) = [b, a] = adp(a).

Out(A) = Der(.A)/Int(.A) algebre de Lie, Z(.A)-module.

> Qper(A), ensemble des applications Z(.A)-multilinéaires anti-symétriques de

v

Der(.A) dans A. N-algébre graduée.
d différentielle (de degré 1) définie par (formule de Koszul)
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

> Z(A) centre de A : sous algébre commutative.
> Der(.A) espace vectoriel des dérivations de A, algébre de Lie, Z(.A) module.
X : A — Atel que X(ab) = X(a)b+ aX(b).
~ généralisation des champs de vecteurs en géométrie différentielle.
> Int(A) espace vectoriel des dérivations intérieures,
~~ idéal de Lie et Z(.A) sous module.
a— Xp(a) = [b, a] = adp(a).
» Out(A) = Der(A)/Int(A) algébre de Lie, Z(.A)-module.
> Qper(A), ensemble des applications Z(.A)-multilinéaires anti-symétriques de
Der(.A) dans A. N-algébre graduée.
d différentielle (de degréjl) définie par (formule de Koszul)

dw (X, Xns1) = D (=1 Xw(Xa, -+ Vo o)
i=1

+ Y DX XYY Xe) - (3)
1<i<j<n+1

v
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Opérations de Cartan
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Opérations de Cartan

A une algébre associative
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Opérations de Cartan

A une algébre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
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Opérations de Cartan

A une algébre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

34
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qper(A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qper(A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).

LX - ’Xd + d’X : Ber(A) i Qger(A)
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qpe(.A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).

Lx = ixd + dix : Qpe,(A) — Qe (A)
~ ixily +iyix =0 Lxiy —iylx = i[X,Y]
Lfly — folog = lise v Lxd—dlyx =0
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qpe(.A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).

Lx = ixd + dix : Qpe,(A) — Qe (A)
~ ixily +iyix =0 Lxiy —iylx = i[X,Y]
Lfly — folog = lise v Lxd—dlyx =0

> Sous espaces de Qper(.A) associés a ces opérations :
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qpe(.A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).
Lx = ixd + dix : Qe (A) — QB (A)
> ixiy +iyix =0 Lxiv —ivLlx = iix,y
LxLy — Lylx = Lix.v] Lxd —dlyx =0

> Sous espaces de Qper(.A) associés a ces opérations :
» Sous espace horizontal : noyaux de tous les ix pour X € g. Alg. Gr.
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Opérations de Cartan
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VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).
Lx = ixd + dix : Qe (A) — QB (A)
> ixiy +iyix =0 Lxiv —ivLlx = iix,y
LxLy — Lylx = Lix.v] Lxd —dlyx =0

> Sous espaces de Qper(.A) associés a ces opérations :
» Sous espace horizontal : noyaux de tous les ix pour X € g. Alg. Gr.
» Sous espace invariant : noyaux de tous les Lx pour X € g. Alg. Diff. Gr.
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Opérations de Cartan

A une algebre associative, g une sous algébre de Lie de Der(.A).
g définit une opération naturelle au sens de H. Cartan sur (Qper(A), d).

> Produit intérieur : dérivation graduée de degré —1 sur Qpe(.A).
ix : QP (A) — QA (ixw)(Xa, - Xoo1) = w(X, Xy oo o, Xoo1)

VX € g, Yw € Q.. (A) et VX; € Der(A).
ix est nul sur Q_ (A) = A.

» Dérivée de Lie : dérivation graduée de degré 0 sur Qpe,(A).

Lx = ixd + dix : Qpe,(A) — Qe (A)
~ ixily +iyix =0 Lxiy —iylx = i[X,Y]
Lfly — folog = lise v Lxd—dlyx =0

> Sous espaces de Qper(.A) associés a ces opérations :
» Sous espace horizontal : noyaux de tous les ix pour X € g. Alg. Gr.
» Sous espace invariant : noyaux de tous les Lx pour X € g. Alg. Diff. Gr.
> Sous espace basique : noyaux de tous les ix et Lx pour X € g. Alg. Diff. Gr.
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16 Fig.: Energie en fonction du paramétre 7.
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Suppléments sur les algébres d’endomorphismes Relations avec le fibré principal Notions algébriques Courbes supplémentaires pour I'étude |
0000000 0000 (oo} oe

Dépendance du parameétre kg
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Fig.: ko en fonction du paramétre 7. et sa dérivée seconde. Les singularités de d*ko/d72
coincident avec les valeurs critiques du paramétre 7.
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