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Pr�eambuleL'holonomie est un invariant sur les vari�et�es munies d'une onnexion aÆne, introduitpour la premi�ere fois expliitement par Elie Cartan au d�ebut du vingti�eme si�ele. Il aessentiellement �et�e �etudi�e, ependant, depuis la seonde moiti�e du si�ele et surtout, mais pasexlusivement, dans le as riemannien. Citons notamment quatre th�eor�emes essentiels : eluide Borel-Lihn�erowiz (1952), elui de de Rham (1952) et elui d'Ambrose-Singer (1953),ainsi que la lassi�ation par Berger des holonomies possibles dans le as irr�edutible (1955).On pourra onsulter par exemple le hapitre 10 de l'ouvrage d'Arthur Besse sur les vari�et�esd'Einstein [Bes87℄ et, pour les d�eveloppements plus r�eents, l'artile de Bryant dans lesAtes de la Table Ronde de g�eom�etrie di��erentielle en l'honneur de Marel Berger [Bes96℄.Si l'holonomie des vari�et�es riemanniennes est aujourd'hui assez bien onnue et s'estr�ev�el�ee un outil f�eond, elle des vari�et�es pseudo-riemanniennes repr�esente enore un vastehamp de reherhe ouvert. Cet �etat de fait, ainsi que l'attrait du monde pseudo-riemannien,si semblable en apparene au riemannien et au omportement pourtant parfois tr�es di��erent,son possible int�erêt en physique �egalement, initent �a s'int�eresser au as pseudo-riemannien.� � �C'est �a quelques aspets de ette �etude que se onsare ette th�ese. Il s'agira d�ej�a partoutd'holonomie restreinte, 'est-�a-dire de l'holonomie engendr�ee par le transport parall�ele lelong de laets homotopes �a l'identit�e uniquement. Ainsi, tous les r�esultats pr�esent�es ii sontloaux, voire purement alg�ebriques, 'est-�a-dire pontuels ; d'�eventuels probl�emes globaux�a aborder ne seront le as �eh�eant que sugg�er�es par les r�esultats loaux obtenus.Les trois hapitres onstituent en fait trois parties largement ind�ependantes ainsi que destyle et de propos assez di��erents. Un objet les r�eunit ependant, typique du monde pseudo-riemannien : les sous-espaes totalement isotropes d'un espae vetoriel (E;g) pseudo-euli-dien, stables sous l'ation d'un ertain sous-groupe de O(E;g).� � �Le premier hapitre d�egage une lassi�ation loale des vari�et�es pseudo-riemanniennesdont la ourbure de Rii est parall�ele. Pour e faire, il utilise omme outils ertains sous-espaes totalement isotropes omme d�erits i-dessus. Plus pr�eis�ement, il utilise les pro-pri�et�es de l'holonomie loale vis-�a-vis de ertains sous-espaes totalement isotropes qu'ellelaisse stables. Il propose en outre, omme orollaire, un r�esultat du même type sur lesvari�et�es sympletiques munies d'une onnexion aÆne ompatible.Le deuxi�eme hapitre est l'�etude d'un probl�eme d'alg�ebre lin�eaire en dimension �nie :ette �etude a �et�e sugg�er�ee par le premier hapitre qui en utilise un des r�esultats. Il s'agit duprobl�eme suivant : si a et b sont deux formes bilin�eaires sym�etriques sur un K -espae vetorielE, quelle est la struture de la repr�esentation dans E de O(a)\O(b)? L�a enore, le probl�eme11



((riemannien)), 'est-�a-dire ii eulidien, est onnu : si K est le orps R et a d�e�nie positive,b est diagonalisable dans une base a-orthonorm�ee, e qui permet de r�epondre failement�a la question. Wilhelm Klingenberg avait d�ej�a �etudi�e le as g�en�eral au d�ebut des ann�eesinquante (voir [Kli54℄ et fourni une famille de ((bases privil�egi�ees)) g�en�eralisant les basesodiagonalisantes. C'est en d�egageant ii ertains espaes [O(a)\O(b)℄-stables, a-isotropes,anoniques, formant un double drapeau, qu'on d�eomposera l'ation de O(a) \O(b) sur E.On e�etue en outre le même travail quand a et/ou b est antisym�etrique, mais toujours ensupposant non d�eg�en�er�ee une des deux formes.La situation est malheureusement tr�es tou�ue ; le fruit le plus utilisable de e hapitreest sans doute les tables dress�ees en annexe, r�eapitulant les formes matriielles relatives dea et b dans les di��erents as possibles.Le troisi�eme hapitre en�n, beauoup plus analytique que les deux autres, s'int�eressediretement aux sous-espaes totalement isotropes stables par holonomie et aux feuilletageset �br�es loaux assoi�es. Ces sous-espaes sont en e�et une des nouveaut�es du as pseudo-riemannien par rapport au monde riemannien, et une nouveaut�e enore tr�es mal onnue.Pour dire les hoses tr�es bri�evement, les vari�et�es riemanniennes voient leurs espaes tangentsse d�eomposer en somme direte orthogonale sous l'ation de l'holonomie, par exemple :TmM = E1 ?�E?1 :D'apr�es le th�eor�eme d'Ambrose-Singer, il orrespond alors �a ette d�eomposition, une d�e-omposition de la vari�et�e en produit riemannien :M'M1 �M01:L'holonomie d'une vari�et�e pseudo-riemannienne pourra, elle, stabiliser par exemple seule-ment un drapeau dans les espaes tangents :f0g � E1 � E?1 � TmM; o�u E1 est totalement isotrope.A quelle struture g�eom�etrique orrespond alors ette d�eomposition du �br�e tangent? Cen'est plus un produit riemannien.De plus en g�en�eral, 'est un treillis possiblement tr�es ompliqu�e de sous-espaes tousd�eg�en�er�es de TmM que stabilise l'holonomie restreinte d'une vari�et�e pseudo-riemanniennequi ne se d�eompose pas en produit riemannien.C'est par la onstrution de oordonn�ees loales ((privil�egi�ees)) que nous tentons iid'apporter une r�eponse �a ette question.Si, �a notre onnaissane, e probl�eme de g�eom�etrie analytique loale n'a pas enore �et�etrait�e, il existe d�ej�a quelques r�esultats alg�ebriques pontuels sur les andidats-groupes d'ho-lonomie possibles, stabilisant un drapeau omme indiqu�e plus haut. Ainsi, Aziz Ikemakhenet Lionel B�erard Bergery ont-ils [BBI93℄ d�emontr�e que les groupes d'holonomie agissant defa�on ind�eomposable mais r�edutible se r�epartissent en quatre types possibles, dans le asdes vari�et�es lorentziennes, 'est-�a-dire pseudo-riemanniennes de signature (1;d � 1). C'estaussi ave le projet de proposer une ompr�ehension loale de es vari�et�es que nous avonsentrepris ette onstrution de oordonn�ees. De fait, es derni�eres permettent de v�eri�erque les quatre types d'holonomies possibles se r�ealisent e�etivement omme holonomie devari�et�es lorentziennes ; elles permettent en outre alors de les lassi�er.12



Ce dernier hapitre onstitue essentiellement une premi�ere approhe, loale, des vari�et�espseudo-riemanniennes ((r�edutibles, ind�eomposables)). En apportant quelques r�eponses, ilouvre essentiellement plutôt quantit�e de questions. Pour ette raison, la r�edation, le syst�emede notations introduit, la pr�esentation des hoses ne sont sûrement pas optimaux ; nousesp�erons surtout proposer ii un premier d�ebroussaillage de la situation. Nous esp�erons�egalement qu'une pr�esentation plus synth�etique et d�egageant mieux l'essentiel en viendra,quand elle sera mieux omprise. Nous prions don le leteur d'exuser le arat�ere parfoisp�enible des onstrutions e�etu�ees. � � �
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Chapitre 1
Les vari�et�es pseudo-riemannienneset sympletiques onnet�ees dontla ourbure de Rii est parall�ele
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IntrodutionCe hapitre lassi�e les di��erents types possibles de vari�et�es pseudo-riemanniennes et devari�et�es sympletiques munies d'une onnexion sympletique, dont la ourbure de Rii estparall�ele. Le as pseudo-riemannien est trait�e dans un artile soumis �a une revue et jointen annexe page 3 ; les motivations, le r�esulat et quelques ommentaires sont repris ii. Leas sympletique onnet�e apparâ�t omme orollaire du premier as et n'est, lui, trait�e quedans la th�ese.Les vari�et�es riemanniennes Rii-parall�eles ont une ourbure de Rii diagonalisable etsont par ons�equent isom�etriques �a un produit de vari�et�es d'Einstein, au moins loalement.Ce n'est plus vrai pour les vari�et�es pseudo-riemanniennes ou pour les vari�et�es sympletiquesonnet�ees. Cependant, en exploitant les propri�et�es de leur holonomie et notamment de leurs�eventuels sous-espaes totalement isotropes stables par holonomie, on aboutit �a un r�esultatprohe. Il permet alors une lassi�ation loale de es vari�et�es ; �a ôt�e des produits (loaux)de vari�et�es d'Einstein, quelques autres types apparaissent.La d�emonstration repose sur deux th�eor�emes : d'une part un r�esultat d'alg�ebre portantsur les paires de formes bilin�eaires et dû �a W.Klingenberg [Kli54℄, d'autre part un r�esultatlassique de de Rham et Wu sur l'holonomie (voir [Wu67℄).Les deux premi�eres setions reprennent la teneur de l'artile port�e en annexe ; la premi�ererappelle les motivations de la d�emarhe et la deuxi�eme traite le as pseudo-riemannien. Latroisi�eme setion propose, omme orollaire du th�eor�eme pseudo-riemannien, un th�eor�emeorrespondant sur les vari�et�es sympletiques onnet�ees.Rappel sur les vari�et�es sympletiques. Une onnetion sympletique sur une vari�et�esympletique (M;!) est une onnexion D pour laquelle la forme sympletique est parall�ele,'est-�a-dire telle qu'en tout point p de (M;!) et pour tous hamps de veteurs A et Bau voisinage de p : 8V 2 TpM; LV !(A;B) = !(DVA;B) + !(A;DV B). Contrairement auxonnetions riemannienne ou pseudo-riemannienne, elle n'est pas d�etermin�ee de fa�on uniquesur M par ette ondition.Notations. Dans tout le hapitre, on notera (M;g) une vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannienne, en notant parfois < � ; � > la m�etrique g ; (M;!) d�esignera une vari�et�e sym-pletique. La forme (u;v) 7! trR(u; � )v est une forme bilin�eaire sym�etrique sur les vari�et�esonnet�ees ; 'est leur ourbure de Rii, not�ee ri. On notera Ri l'endomorphisme res-petivement g-autoadjoint ou !-antiautoadjoint assoi�e �a ri : ri( � ; � ) = g(Ri � ; � ) ouri( � ; � ) = !(Ri � ; � ). On notera H le groupe d'holonomie restreint de M et les alg�ebresde Lie par des minusules gothiques : h, so : : :1 Motivation : quelques mots sur le as riemannienComme dit plus haut, une base de e travail est un th�eor�eme de de Rham sur l'holono-mie riemannienne, g�en�eralis�e au as pseudo-riemannien par Wu. Citons-en l'essentiel.Th�eor�eme (de Rham, Wu) Soit (M;g) une vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannien-ne ompl�ete, simplement onnexe et m 2 M. Si l'espae tangent en m �a M admet uned�eomposition orthogonale stable par holonomie :TmM = E1 ?�E2;17



alors il existe un unique ouple ((M1;gjM1);(M2;gjM2)) de sous-vari�et�es de M ontenantm et une unique isom�etrie f tels que :� TmM1 = E1 et TmM2 = E2,� f : M1 �M2 !M,� fjM1�fmg = IdM1 et fjM2�fmg = IdM2 .o�uM1 �M2 d�esigne le produit riemannien deM1 et M2.Pour une vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannienne quelonque, le même r�esultatest v�eri��e seulement ave une isom�etrie loale.Le th�eor�eme omplet pr�eise de plus dans quelle mesure le triplet ((M1;gjM1);(M2;gjM2);f) est unique, une fois supprim�ees les onditions TmM1 = E1, TmM2 = E2, fjM1�fmg =IdM1 et fjM2�fmg = IdM2 .Les sous-espaes E1 et E2 de TmM sont stables par holonomie ; ils se prolongent dondans TM en distributions parall�eles. Les sous-vari�et�es M1 et M2 sont en fait les feuillesint�egrales issues de m de es distributions.Le r�esultat annon�e en introdution sur les vari�et�es riemanniennes Rii-parall�eles estune ons�equene imm�ediate de e th�eor�eme.Corollaire riemannien Soit (M;g) une vari�et�e riemannienne ompl�ete, simplement on-nexe, dont la ourbure de Rii est parall�ele. Elle est alors anoniquement isom�etrique �aun produit riemannien de vari�et�es d'Einstein. Plus pr�eis�ement, il existe une unique suite(�i)ni=1 de r�eels, une unique suite de vari�et�es d'Einstein ((Mi)ni=1;gi), telles que rii = �igisurhaque Mi, et une isom�etrie f de M sur le produit riemannien QiMi. L'isom�etrie f estunique �a omposition pr�es ave un produit d'isom�etries de haque fateur Mi. SiM n'estpas ompl�ete et simplement onnexe, f n'est en g�en�eral qu'une isom�etrie loale.D�emonstration. Elle est lassique, et rappel�ee dans l'artile en annexe. Donnons ii sa sub-stane. L'endomorphisme Ri est autoadjoint pour la forme g, bilin�eaire sym�etrique d�e�niepositive. Il est don diagonalisable et en tout point p, TpM est somme direte orthogonalede ses sous-espaes propres, on note (�i)ni=1 ses valeurs propres. Comme de plus Ri estsuppos�e parall�ele, es sous-espaes propres sont stables par holonomie ; le th�eor�eme de deRham fait le reste.Remarque. Ce orollaire n'est pas vrai pour une vari�et�e pseudo-riemannienne (M;g) ousympletique onnet�ee (M;!;D), ar, respetivement, g n'est pas d�e�nie ou ! n'est passym�etrique. L'endomorphisme Ri n'a don plus de raison d'être diagonalisable etM, plusde raison d'être produit de vari�et�es d'Einstein. Cependant, dans le as pseudo-rieman-nien, ertaines propri�et�es de l'holonomie et le travail de Klingenberg [Kli54℄ permettent demontrer que Ri, bien que non n�eessairement diagonalisable, ne peut être ((trop ompliqu�e)) :son polynôme minimal, bien que non n�eessairement sind�e sur R, n'a que peu d'autresformes possibles. A son tour, e r�esultat pseudo-riemannien permet de montrer un r�esultatdu même genre pour les vari�et�es sympletiques onnet�ees. Des remarques pr�eliminairesplus fournies sont donn�ees dans la setion 1 de l'artile.18



2 Le as pseudo-riemannien2.1 Le th�eor�eme et le prinipe de sa d�emonstrationTh�eor�eme 1 Soit (M;g) une vari�et�e pseudo-riemannienne dont la ourbure de Rii estparall�ele et soit � le polynôme minimal de Ri. Alors :(i) � =Qi Pi o�u :� 8i 6= j; Pi ^ Pj = 1,� 8i; Pi est irr�edutible ou Pi = X2.(ii) Il existe une unique famille (Mi)i de vari�et�es pseudo-riemanniennes telles que le po-lynôme minimal de Rii = RiMi sur haque Mi est Pi et une isom�etrie loale du produitriemannien QiMi sur M. Cette isom�etrie f est unique �a omposition pr�es ave un pro-duit d'isom�etries de haque fateur Mi. Si M est ompl�ete et simplement onnexe et Riglobalement parall�ele sur M, f est une isom�etrie globale.Loalement, la vari�et�e M se d�eompose don anoniquement en un produit riemannien,dont les fateurs Mi sont d'un des quatre types suivants :� soit Pi = X � �i, �i 6= 0 i.e. Rii = �ig et Mi est d'Einstein, non Rii-plate,� soit P = Xk, k 2 f1;2g :� si k = 1, Mi est Rii-plate, don en partiulier est d'Einstein,� si k = 2, Ri est nilpotent d'indie 2 ; ette possibilit�e est nouvelle par rapport auas riemannien,� soit P est un polynôme irr�edutible de degr�e deux : Ri est alors semi-simple mais nondiagonalisable sur R. On montre alors que Mi est une vari�et�e omplexe, d'Einstein pourette struture. Cette possibilit�e est �egalement nouvelle par rapport au as riemannien.D�emonstration. Elle omporte deux grandes �etapes. Notons � =Qi P nii la d�eompositiondu polynôme minimal de Ri en produit de puissanes de polynômes irr�edutibles premiersentre eux : 8(i;j); i 6= j ) Pi ^ Pj = 1. R�esumons bri�evement es �etapes.D�ej�a, on montre que les sous-espaes arat�eristiques de Ri dans l'espae tangent TmM�a M en un point m, 'est-�a-dire les noyaux des P nii (Ri), sont orthogonaux. Leur sommedirete forme TmM par d�e�nition du polynôme minimal et d'autre part ils sont stables parholonomie ar Ri est suppos�e parall�ele. Il orrespond don �a ette d�eomposition de TmM,par le th�eor�eme de de Rham-Wu, une d�eomposition de M en produit riemannien loal auvoisinage de m. A haque P nii orrespond une des vari�et�es en fateur dans le produit rie-mannien ; sur haune de es vari�et�es, le polynôme minimal de Ri est alors e fateur P nii .C'est le point (ii) du th�eor�eme. On restreint d�esormais l'�etude �a haque fateur, 'est-�a-direaux vari�et�es pseudo-riemanniennes Rii-parall�eles dont le polynôme minimal de Ri estune puissane d'un irr�edutible. Reste �a montrer le (i), 'est-�a-dire dresser la liste de espolynomes minimaux possibles.Remarque. Dans le as riemannien, les sous-espaes arat�eristiques sont de plus dessous-espaes propres : sur haque vari�et�e fateur, Ri est don proportionnel �a la m�etrique.Chaune de es vari�et�es est d'Einstein ; on retrouve le orollaire riemannien.Tehniquement, la deuxi�eme �etape pro�ede elle-même par �etapes. On note P n le po-lynôme minimal de Ri, o�u P est irr�edutible. Il est suessivement montr�e que n > 1 )19



P = X, que P = X ) n � 3 et en�n que P = X ) n 6= 3. La d�emonstration du premierpoint repose sur deux faits.� D'une part, un r�esultat formel sur un espae (E;< � ; � >) muni d'un tenseurR v�eri�antles propri�et�es alg�ebriques d'un tenseur de ourbure riemannien, notamment la premi�ereidentit�e de Bianhi. Si un tel espae admet un sous-espae D totalement isotrope stable partous les R(x;y), alors la valeur de ri(d; � ), pour d 2 D, s'exprime en partie omme la traede R( � ;d).� D'autre part, le sous-espae D = Im(P n�1(Ri)) de TmM est totalement isotropepour g, stable par holonomie ar Ri est parall�ele, don stable par tous les R(x;y). Il est�egalement muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee anonique, onstruite �apartir de g et P (Ri). En partiulier, tous les R(x;y)jD pour x;y 2 TmM sont antiautoad-joints pour ette forme, don de trae nulle.Ces deux �el�ements ombin�es donnent que D � kerRi. Si n > 1, D 6= f0g et don ker Ri 6=f0g. Le polynôme minimal de Ri �etant une puissane d'un irr�edutible, e dernier ne peutdon être que X.Le deuxi�eme point est tr�es semblable. Le troisi�eme en revanhe, s'il repose enore sur lemême prinipe, est un peu plus ompliqu�e et utilise le r�esultat alg�ebrique de Klingenberg[Kli54℄. Celui-i donne l'existene d'une ertaine famille de bases ((adapt�ees)), en un sensqu'il d�e�nit, �a la donn�ee de deux formes bilin�eaires sym�etriques a et b non d�eg�en�er�ees surun espae vetoriel de dimension �nie. Il revient �a mieux omprendre la struture du groupede Lie O(a) \O(b). On l'applique aux deux formes g et ri sur TmM.Remarque importante. Cette d�emonstration prouve un peu plus que l'�enon�e donn�e plushaut, ar elle n'utilise que les propri�et�es alg�ebriques pontuelles en m des tenseurs R et ri.On a en fait prouv�e que :� si (E;g;R) est un espae vetoriel muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique g nond�eg�en�er�ee et d'un (3,1)-tenseur R v�eri�ant les propri�et�es alg�ebriques pontuelles d'un ten-seur de ourbure riemannien, i.e. l'identit�e de Bianhi et : 8x;y 2 E;R(x;y) = �R(y;x) etenore : g(R(x;y) � ; � ) = �g( � ;R(x;y) � ),� si les sous-espaes arat�eristiques du tenseur de Rii formellement assoi�e �a R (i.e.de la 2-forme (x;y 7! tr(R(x; � )y)) sont stables par les R(x;y),alors le polynôme minimal de Ri peut s'�erire � =Qi Pi o�u :� 8i 6= j; Pi ^ Pj = 1,� 8i; Pi est irr�edutible ou Pi = X2.Cette remarque est essentielle pour aborder le as sympletique onnet�e.2.2 Commentaires et ompl�ements du r�esultat pseudo-riemannienOn renvoie ii �a l'artile en annexe. Contentons-nous de lister les r�esultats ompl�emen-taires apport�es.� Le as o�u le polynôme minimal P de Ri est irr�edutible de degr�e deux ressemble enun sens au as riemannien. Comme annon�e plus haut, on montre qu'alors la vari�et�e Madmet une struture riemannienne omplexe, i.e. un hamp parall�ele d'endomorphismes Jt.q. J2 = � Id, et une forme bilin�eaire sym�etrique omplexe h dont D est la onnexion deLevi-Civita. La m�etrique r�eelle g est en outre la partie r�eelle de ette forme h. La vari�et�eomplexe (M;h) est alors d'Einstein, de fateur 12� o�u � est une raine omplexe de P . Il ya proportionnalit�e omplexe non r�eelle entre h et riC .20



� En dimension inf�erieure ou �egale �a trois, ri d�etermine toute la ourbure. Les vari�et�esRii-parall�eles (omplexe ou r�eelles) d'une telle dimension sont don �a ourbure onstante,si ri est non d�eg�en�er�e.� Il onvient de distinguer la d�eomposition, anonique, de M en produit riemannienonstruite ii quand ri est parall�ele, de la d�eomposition maximale, plus �ne et non uniqueen g�en�eral, donn�ee par le th�eor�eme de de Rham-Wu.� En�n, le as d�eg�en�er�e : Ri2 = 0 est �a distinguer des autres. Si Ri n'est pas d�eg�en�er�e,seule une famille �a un param�etre de m�etriques | les � ri, � 2 R, dans le as Einstein |,ou �a deux param�etres | les � ri+�g, dans le as ((Einstein omplexe non r�eel)) it�e plushaut |, admettent surM Rii-parall�ele ind�eomposable la même onnexion de Levi-CivitaD. Ce n'est plus le as si Ri est nul ou nilpotent d'indie 2. L'artile fournit des exemplessym�etriques lassiques de telles vari�et�es, notamment �a ourbure de Rii nilpotente d'indiedeux : il en existe don. Les vari�et�es de e dernier type sont, elles, loin d'être ompriseset lassi��ees. Au moins sait-on que l'indie de nilpotene de Rii ne peut ex�eder deux.Un outil possible pour les �etudier pourrait être les oordonn�ees loales du type propos�e auhapitre trois, par exemple en les adaptant au drapeau f0g � (kerRi\ ImRi) � kerRi �TmM.3 Le as sympletique onnet�eUn r�esultat similaire, bien que plus faible, portant sur les vari�et�es sympletiques muniesd'une onnexion sympletique, d�eoule du th�eor�eme pseudo-riemannien 1 page 19 et dela ((remarque importante)) page 20. Deux propri�et�es du as riemannien font ii ette foisd�efaut :� Ri n'est pas n�eessairement diagonalisable.� Le th�eor�eme de de Rham-Wu ne s'applique plus ; �a une d�eomposition de TmM ensomme direte !-orthogonale stable par holonomie ne orrespond pas n�eessairement ded�eomposition loale deM en produit ((riemannien)), i.e. ii en produit pour ! doubl�e d'unproduit aÆne pour D.Le th�eor�eme obtenu est le suivant.Th�eor�eme 2 Soit (M;!;D) une vari�et�e sympletique munie d'une onnetion sympletiqueD dont la ourbure de Rii est parall�ele et soit � le polynôme minimal de Ri. Alors� =Qi Pi o�u :� 8i 6= j; Pi ^ Pj = 1,� 8i; Pi est irr�edutible ou Pi = X2 ou Pi = X3.Remarque. Quitte �a renum�eroter les fateurs de � qui apparaissent dans l'�enon�e, notonsP0 l'�eventuel fateur Xp de � et Pi ave i � 1 les autres, prenons m un point de M etnotons Mi = kerPi(Rijm) � TmM. La d�eomposition :TmM = ?�iMiest stable par holonomie, il lui orrespond don une famille de distributions parall�eles deTM. On note alors, pour tout i, Fi le feuilletage int�egral de la distribution Mi et Mila feuille de Fi issue de m. Les feuilletages Fi sont suppl�ementaires, il existe don un21



di��eomorphisme loal anonique au voisinage de m' :M!Yi Mi:(' provient d'une arte au voisinage de m d'un atlas de �br�e de M, vue omme �br�e enles Fi.) La forme sympletique ! est parall�ele ar D est une onnexion sympletique. Parons�equent, ' envoie ! sur la forme sympletique produit 
i!i de Qi(Mi;!jMi) :' : (M;!)!Yi (Mi;!jMi):Cependant, l'isomorphisme ave la vari�et�e produit s'arrête l�a ; le th�eor�eme de de Rham-Wune s'applique pas et, en g�en�eral :' : (M;!;D) 6!Yi (Mi;!jMi ;DMi):En e�et, la onnexion DjFi n'est pas n�eessairement parall�ele le long des feuilles des Fjpour j 6= i. Ce parall�elisme est v�eri��e par !jFi mais, ontrairement aux formes rieman-niennes ou pseuso-riemanniennes, ette forme sympletique ne d�etermine pas une uniqueonnexion sympletique DjFi . Ainsi, tout en restant une onnetion sympletique pour !jFi ,la onnexion DjFi peut varier d'une feuille de Fi �a une autre, 'est-�a-dire ne pas être le pro-longement par transport parall�ele de la onnexion DjMi de la sous-vari�et�e Mi.Toutefois, dans le as pr�eis �etudi�e ii d'une vari�et�e Rii-parall�ele, le th�eor�eme de deRham-Wu s'applique partiellement. En e�et, la forme de Rii de la vari�et�e quotientM=F0est parall�ele, non d�eg�en�er�ee, elle en onstitue don une m�etrique pseudo-riemannienne, dontDM=F0 est la onnexion de Levi-Civita. Notons � la projetion anonique M ! M=F0,alors, par le th�eor�eme de de Rham-Wu, �(M; ri) est isomorphe au produit riemannienQi�1 �(Mi; rii). DansM, ei revient �a dire les DjFi pour i 6= 0 sont parall�eles le long desfeuilles de Fj pour j 6= i. Seule la restrition DjF0 de D peut ne pas être parall�ele le longdes feuilles des Fi, i 6= 0.D�emonstration du th�eor�eme. En quotientant par ker ri, on se ram�ene en un sens auas pseudo-riemannien. On utilisera le r�esultat pr�eliminaire suivant :AÆrmation 1. Le tenseur :R = [(a;b) 7! R(Ria;Ri b)℄ 2 (
3(TM= kerRi))
 (TM= kerRi)�est bien d�e�ni et a en tout point les propri�et�es alg�ebriques pontuelles d'un tenseur de our-bure. De plus, la 2-forme ri passe au quotient sur TM= ker ri en une forme non-d�eg�en�er�ee,parall�ele, qu'on notera g. Les R(a;b) sont g-antiautoadjoints. Le triplet (TM= ker ri ;g;R)a don, en haque point p de M, les propri�et�es alg�ebriques pontuelles d'un triplet (TpM;m�etrique; ourbure).V�eri�ons les propri�et�es annon�ees de R.� Comme kerRi est stable par holonomie, pour tous a;b : R(a;b), passe au quotient enun endomorphisme de End(TpM= ker Ri). Il en est don ainsi pour les R(Ri a;Ri b) et R22



est don bien d�e�ni.� R est antisym�etrique en a et b.� pour tous a et b, R(Ri a;Ri b) est ri-antiautoadjoint don R(a;b) est g-antiautoad-joint.� V�eri�ons que R satisfait l'identit�e de Bianhi : 8a;b;; R(a;b)+R(b;)a+R(;a)b = 0.Comme R est d�e�ni dans (
3(TM= kerRi)) 
 (TM= kerRi)�, il suÆt de v�eri�er que:8a;b;;d; ri(R(a;b) + R(b;)a + R(;a)b;d) = 0 ; soient don a;b;;d quatre veteurs quel-onques de TpM. Rappelons que Ri, parall�ele, ommute ave l'alg�ebre d'holonomie donen partiulier ave tous les R(x;y).ri(R(a;b)+R(b;)a+R(;a)b;d)= !(Ri(R(Ri a;Ri b)+R(Ri b;Ri )a+R(Ri ;Ri a)b);d)= !(Ri(R(Ri a;Ri b)Ri +R(Ri b;Ri )Ri a+R(Ri ;Ri a)Ri b);d)= 0 par l'identit�e de Bianhi sur R.D'o�u le r�esultat pr�eliminaire. Ajoutons une remarque :AÆrmation 2. Le tenseur de Rii formel ri(a;b) = trR(a; � ) b assoi�e au tenseur R v�eri�ealors : ri( � ; � ) = g(�Ri2 � ; � ), o�u Ri est ii vu omme endomorphisme de TpM= kerRi.V�eri�ons-le. Soient a;b dans TpM et (ei)ki=1 une base g-pseudo-orthonorm�ee de TpM= ker ri :g(ei;ej) = "iÆi;j, ave "i = �1 ; soient (êi)ki=1 des relev�es des ei dans TpM.ri(a;b) = trTpM= ker ri(R(Ri a;Ri � )b)(ii R(Ria;Ri � )b est vu omme un endomorphisme de TpM= ker ri )= Xi "ig(R(Ri a;Ri ei)b;ei)= Xi "i ri(R(Ri a;Ri êi)b;êi)= Xi "i ri(R(b;êi)Ri a;Ri êi)= �Xi "i ri(RiR(b;êi)Ri a;êi) ar Ri est ri-antiautoadjoint= �Xi "i ri(R(b;êi)Ri2 a;êi)= � h tr[R(b; � )Ri2 a℄� tr[(R(b; � )Ri2 a)jkerRi℄ i :Or, (R(b; � )Ri2 a)j kerRi = 0. Soit en e�et  2 kerRi, d 2 TpM :!(R(b;)Ri2 a;d) = !(Ri2R(b;)a;d)= �!(RiR(b;)a;Ri d)ar Ri est ! � antiautoadjoint= � ri(R(b;)a;Ri d)= � ri(R(a;Ri d)b;)= 0 ar  2 ker ri :23



Par ons�equent, ri(a;b) = � tr(R(b; � )Ri2 a) = � ri(b;Ri2 a) par d�e�nition de ri. En�n� ri(b;Ri2 a) = � ri(Ri2 b;a) ar Ri est ri-antiautoadjoint. La remarque annon�ee suit.Soit maintenant � = Qi P nii la d�eomposition de � en produit de puissanes de po-lynômes irr�edutibles, deux �a deux premiers entre eux. Quitte �a permuter les indies, onsuppose que P0 = X, ave �eventuellement n0 = 0. Soit Fi = kerPi(Ri), 'est une distri-bution parall�ele, ar Ri est suppos�e parall�ele, on onsid�ere alors pour haque i, Mi unefeuille int�egrale de ette distribution. LesMi sont des sous-vari�et�es totalement g�eod�esiquesde M. En partiulier, leur tenseur de Rii propre Rii est la restrition de tenseur Ri deM �a TMi, de même pour Ri, restrition de R �a (
3(TMi))
 (T�Mi).Par ons�equent, pour tout i � 1, rii est une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee ;Ri est don d�e�ni omme Ri sur (
3(TpMi)) 
 (T�pMi). Vis-�a vis de la m�etrique gi, ilsatisfait les propri�et�es alg�ebriques pontuelles d'un tenseur de ourbure sur Mi et pourtous a et b, R(a;b) est dans l'alg�ebre d'holonomie. Cela suÆt pour appliquer le th�eor�eme 1page 19 au triplet (TpMi;gi;Ri). Comme rii( � ; � ) = gi( � ;�Ri2i � ) et omme Ri2i est nond�eg�en�er�e, on obtient : Ri2i est semi-simple. Rii l'est don aussi, i.e. ni = 1.Traitons le as i = 0. On applique ette fois le th�eor�eme 1 �a (TpM0= ker ri0 ;g0;R0),qui v�eri�e de même les hypoth�eses n�eessaires. Comme ri0( � ; � ) = g0( � ; � Ri20 � ) et queRi20 est nilpotent, on obtient : (Ri20)2 = 0, i.e. Ri40 = 0 o�u Ri0 est ompris ommeendomorphisme de TpM0= ker ri, 'est-�a-dire en fait, dans TpM0 : Ri50 = 0.On peut ependant obtenir un peu mieux. Montrons que ri0 = 0, don que Ri20 = 0,vu omme �el�ement de End(TpM0= ker ri). L'endomorphisme Ri de TpM v�eri�e alors :Ri30 = 0, e qui est le r�esultat annon�e.TpM= ker ri est muni de la forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee g0 et de l'endo-morphisme g0-autoadjoint Ri2. N�eessairement (Ri2)2 = 0, supposons que : Ri2 6= 0 ; letravail de Klingenberg [Kli54℄ ou le hapitre 2 de ette these (voir le th�eor�eme 2 page 62 oubien la table r�eapitulative en �n de hapitre, as a et b sym�etriques) donne alors l'existened'une base � simultan�ement :� de Jordan pour Ri2, i.e. : Mat�(Ri) = E2z}|{ Ri2(E1)z }| { E1z}|{0� 0 0 00 0 In20 0 0 1A
�((anonique)) pour g, en e sens : Mat�(g) = 0� Ir2;s2 0 00 0 Ir1;s10 Ir1;s1 0 1Aave n1 = dimE1 = dim ImRi2,n2 = dimE2 = dim [ker Ri2 =(ker Ri2 \ ImRi2)℄ et :Ip;q = � Ip 00 �Iq �, les ri et si �etant des entiers satisfaisant : ri + si = ni.24



Notons � = ((e2i )n2i=1;(Ri2(e1i ))n1i=1;(e1i )n1i=1). Alors, pour tout i 2 J1;n1K :�1 = g(Ri2 e1i ;e1i ) = ri(e1i ;e1i )= n2Xj=1� g(R(e1i ;e2j )e1i ;e2j )| {z }Ai;j + n1Xj=1� g(R(e1i ;e1j )e1i ;Ri2 e1j )| {z }Bi;j + n1Xj=1� g(R(e1i ;Ri2 e1j )e1i ;e1j )| {z }Ci;j :Comme dans la d�emonstration du th�eor�eme 1, il apparâ�t que tous les termes sont nuls.� Ai;j = g(R(e1i ;e2j )e1i ;e2j )= g(R(Ri e1i ;Ri e2j)e1i ;e2j )= g(R(e1i ;e2j )Ri e1i ;Ri e2j )= g(RiR(e1i ;e2j )e1i ;Ri e2j)= �g(R(e1i ;e2j )e1i ;Ri2 e2j )= �g(R(e1i ;e2j )e1i ;0) = 0� Bi;j = Ci;j et : Ci;j = g(R(Ri e1i ;Ri(Ri2 e1j ))e1i ;e1j )= g(R(e1i ;e1j )Ri e1i ;Ri3 e1j))= g(RiR(e1i ;e1j )e1i ;Ri3 e1j))= �g(R(e1i ;e1j )e1i ;Ri4 e1j ))= 0D'o�u ontradition. Par ons�equent, Ri2 = 0 dans End(TpM0= ker ri0) i.e. Ri3 = 0. 2Remarque. Une d�emonstration direte, n'utilisant pas le r�esultat pseudo-riemannien quipr�e�ede, est sans doute possible. Nous n'en avons ependant pas trouv�e. Elle ne peut no-tamment pas r�esulter d'un simple am�enagement de la preuve pseudo-riemannienne, elle-ireposant profond�ement sur une propri�et�e du tenseur R qui n'a pas d'�equivalent symple-tique : 8a;b;;d; g(R(a;b):;d) = g(R(;d):a;b):

25



26



Annexe : l'artile sur les vari�et�espseudo-riemanniennes Rii-parall�eles

27



28



On the pseudo-Riemannian manifoldswhose Rii tensor is parallelCharles BOUBEL, Lionel B�ERARD BERGERYNany, April 9th, 1999Revised Deember 16th, 1999
Abstrat: Rii-parallel Riemannian manifolds have a diagonal Rii endomorphismRi and are therefore, at least loally, a produt of Einstein manifolds. This fails in thepseudo-Riemannian ase. Using, on the one side, a general result in linear algebra due toKlingenberg (see [Kli54℄) and on the other side, a theorem on the holonomy of pseudo-Riemannian manifolds (see [Wu67℄), this work lassi�es the di�erent types of pseudo-Riemannian manifolds whose Rii tensor is parallel.Mathematis Subjet lassi�ation (1991): 53 B 30, 53 C 50.Keywords: pseudo-Riemannian manifolds, Rii urvature, holonomy group.Foreword: The �rst setion disusses de Rham { Wu's theorem, its onsequenes inour problem, and the reasons why the pseudo-Riemannian ase allows spei� phenomena.The main theorem, that lassi�es these phenomena, is stated in setion 2 and is proven insetions 3 and 4. Setion 5 onsiders the omplex ase, i.e. omplex manifolds with a omplexRiemannian struture, whih appears as a speial ase of the main theorem. Finally, setion6 gives some details on ertain low-dimensional ases, on the holonomy deomposition asompared with the Rii-deomposition, on the number of (linearly independant) metriswith the same onnetion (hene the same Rii urvature), together with some symmetriexamples.The authors want to thank the referees for their (very) areful reading of the manusriptand helpful suggestions to improve it.Notations: If (M;g) is a Riemannian or pseudo-Riemannian manifold, R is its (3,1)-urvature tensor and ri its Rii tensor, i.e. ri is a bilinear symmetri form on eah tangentspae de�ned by ri : u;v 7! trR(u;:)v. We will also denote by < :;: > the metri g, andby Ri the g-selfadjoint endomorphism indued by ri, i.e. the endomorphism suh thatri(:;:) =< Ri :;: >. We denote by H the restrited holonomy group of M , simply alled\holonomy group" here, and lassial Lie algebras by old german letters: o, so.1 Motivation : a look at the Riemannian aseThe main tool of this work is a theorem by Wu, linking deomposition of the holonomyand Riemannian produts (see [Wu67℄). This is a generalization to pseudo-Riemannian geo-29



metry of a well-known theorem due to de Rham. We give in this setion only a part of theresult (existene theorem), and postpone to setion 6.2 all questions about uniqueness.Theorem (de Rham { Wu) Let (M;g) be a omplete, simply onneted pseudo-Riemannian manifold and x 2 M . Suppose that TxM = E1 ?� E2 is a holonomy stabledeomposition of TxM . Then there is a unique ouple ((M1;gjM1);(M2;gjM2)) of submani-folds of M ontaining x and a unique isometry f suh that:{ TxM1 = E1 and TxM2 = E2,{ M1 �M2 f!M ,{ fjM1�fxg = IdM1 and fjfxg�M2 = IdM2 .Remarks: 1) Here \ M1 �M2 " stands for the Riemannian produt of M1 and M2.2) By hypothesis, E1 and E2 are holonomy-stable, mutually orthogonal. So there exist �1and �2 two mutually orthogonal parallel distributions equal to E1 and E2 at x, respeti-vely. M1 and M2 are the maximal integral manifolds of �1 and �2, ontaining x. They areg-non-degenerate. The other maximal integral manifolds of �1 and �2 are isometri to M1and M2, so M1 and M2 do not depend of the hoie of x, up to isometry.3) Without requiring the ompleteness and the simple onnetedness, the same result holdswith a loal isometry.Corollary If (M;g) is a omplete, simply onneted Riemannian manifold with a parallelRii tensor ri, then M splits anonially into a Riemannian produt of Einstein manifolds.That is to say, there is a unique sequene of reals (�i)ni=1, a unique sequene of RiemannianEinstein manifolds (Mi)ni=1, [suh that ri = �ig on eah Mi℄, and an isometry f mappingthe Riemannian produt Qni=1Mi onto M . That isometry f is unique up to ompositionwith a produt of isometries of eah fator Mi.In partiular, simply onneted Riemannian symmetri spaes are all a anonial pro-dut of Einstein fators. One again, without ompleteness and simple onnetedness, theseresults hold loally.The above orollary is a lassial and immediate onsequene of de Rham { Wu's theo-rem. Nevertheless, in view of future omparison, we reall theProof of the orollary: Ri is g-selfadjoint and g is positive de�nite, so Ri is diagonali-zable. Let us denote by Ei;x = ker(Ri��i Id) the eigenspaes of Ri at a point x, then wehave an orthogonal produt: TxM = ?�i Ei;x:By assumption now, ri is parallel, g too, and thus Ri and the Ei;x are parallel. The de-omposition of eah TxM is thus holonomy-stable. As it is also orthogonal, de Rham { Wutheorem gives an isometry f : M ! QiMi, where the Mi are maximal integral subma-nifolds of the parallel distributions generated by the Ei;x. RijMi has the only eigenvalue�i, and is diagonalizable, thus rijMi = �:gjMi , i.e. the Mi are Einstein. The deompositionTxM = �Ei;x is anonial, so the orresponding values of �i and the assoiated Mi too (upto isometry).The uniqueness of f is not a deep result here but requires a few tehnial lines. Let ussuppose f and h are two isometries mapping QiMi onto M ; let us denote by a the n-uple30



(ai)ni=1 = f�1(x) and by b the n-uple (bi)ni=1 = h�1(x). By de�nition, Ta(QiMi) = �iTaiMiis the deomposition of Ta(QiMi) into the eigenspaes of its Rii operator. And similarlywith h and b. So, neessarily: 8i; df(TaiMi) = Ei;x and 8i; dh(TbiMi) = Ei;x. Now, for eahi:� fa1g � : : : � fai�1g � Mi � fai+1g � : : : � fang is by de�nition the maximal integralsubmanifold of the parallel distributions generated by TaiMi,� Mi is by de�nition the maximal integral manifold of the parallel distribution generatedby Ei;x.Sine f is an isometry, neessarily, f(fa1g� : : :�fai�1g�Mi�fai+1g� : : :�fang) = Mi,and similarly with h: h(fb1g � : : :�fbi�1g�Mi �fbi+1g� : : :�fbng) = Mi. So, in restri-tion to the fator Mi, h�1 Æ f is an isometry �i of this fator (mapping bi on ai). Finally,f = h Æ (�1; : : : ;�n). 2Notie that the above orollary is not true in the pseudo-Riemannian ase.Indeed, Ri is still a g-selfadjoint operator, but g is no longer positive de�nite, so Riis no longer neessarily diagonalizable. In partiular, it may have pairs of non-real omplexonjugate eigenvalues and it may have a non-trivial nilpotent part. Now [Kli54℄, [this thesis,next hapter℄ or [BBB℄ gives a omplete desription of what may be an endomorphism S ofa vetor spae [on any �eld℄, when S is selfadjoint with respet to a non-degenerate bilinearform h. It gives a normal form for suh an S, whih is a partiular Jordan form. Whenthe �eld is R, the signature of h and the nilpotene index of the nilpotent part of S arelinked, but both obstrutions for S to be diagonalizable may our: non-real eigenvaluesand a non-trivial nilpotent part. So a Rii-parallel pseudo-Riemannian manifold is a prioriquite di�erent from a produt of Einstein manifolds. For example, there exists some pseudo-Riemannian symmetri spaes with a Rii endomorphism satisfying Ri 6= 0, Ri2 = 0.However, some properties of the holonomy group and some onsequenes of [Kli54℄prevent Ri from being too ompliated. A good part of the Riemannian result holds again:Einstein fators appear in the Riemannian produt, and two other new types of fators.The main theorem below explains it in terms of (onditions on) the minimal polynomial ofthe operator Ri. We reall that the minimal polynomial is the unique unitary polynomialgenerating the ideal of all polynomials whih annihilates the operator Ri. Notie thatin the Riemannian ase, Ri is diagonalizable, so in these terms, the orollary above isthe geometri ounterpart of the fat that the minimal polynomial of Ri is a produt ofmutually prime polynomials whih are irreduible of degree one. In the pseudo-Riemannianase, the minimal polynomial of Ri may have irreduible fators of degree two and alsothere may be one irreduible fator to the power two. After the proof of the theorem, wewill give in setion 5 a few more explanations of one of the new fator types and make afew remarks on the low-dimensional ases in setion 6.2 The main result in the pseudo-Riemannian aseThe Main Theorem Let (M;g) be a pseudo-Riemannian manifold with a parallel Riitensor ri, and let � be the minimal polynomial of Ri. Then:(i) � =Qi Pi where:� 8i 6= j; Pi ^ Pj = 1, [i.e. Pi and Pj are mutually prime℄,� 8i; Pi is irreduible or Pi = X2. 31



(ii) There is a anonial family (Mi)i of pseudo-Riemannian manifolds suh that the mini-mal polynomial of Rii = RiMi on eah Mi is Pi, and a loal isometry f mapping theRiemannian produt QiMi onto M . f is unique up to omposition with a produt ofisometries of eah fator Mi. If M is omplete and simply onneted, f is an isometry.That is to say, M splits anonially into a Riemannian produt, with fators Mi of oneof the four following types | we denote by Pi the minimal polynomial of Rii, the Riiendomorphism of Mi|:� if Pi = (X � �i)k (�i 6= 0), then k = 1, i.e. Mi is Einstein,� if Pi = Xk, then k � 2, so? either k = 1, i.e. Mi is Rii-at, [whih is a partiular ase of Einstein℄,? or Rii is nilpotent of index 2,� if Pi = (X2 + piX + qi)k (power of an irreduible), then k = 1, so Rii has no nilpotentpart but is not diagonalizable on R. We will see in setion 5 that Mi is then a omplexRiemannian manifold, whih is Einstein for this struture.The last two types do not appear in the Riemannian ase.Warning: the obtained deomposition is not the holonomy deomposition (see setion 6.2).3 Two algebrai lemmasLemma 1 Let E be a real or omplex vetor spae endowed with a non-degenerate bilinearform g =< :;: >. Let D be a totally isotropi subspae of E. Let R be a (3;1)-tensor withthe algebrai properties of a urvature tensor, i.e. :{ R(x;y) = �R(y;x){ R(x;y):z +R(y;z):x+R(z;x):y = 0 (\Bianhi identity"),{ < R(x;y):z;t >=< R(z;t):x;y > (whih follows from the �rst two relations).By de�nition, ri(u;v) = tr(x 7! R(u;x):v), and Ri is the g-selfadjoint assoiated endomor-phism, i.e. the endomorphism suh that < Ri :;: >= ri(:;:).We assume that, for eah ouple (x;y) in E2, the endomorphism R(x;y) preserves D.Then we have:(i) 8x 2 D;8y 2 D?; R(x;y) = 0(this is true in partiular for x and y in D beause D � D?),(ii) Ri preserves D (i.e. ri(D;D?) = f0g),(iii) If � = (ei)pi=1 is a basis of D and (e0i)pi=1 a family suh that: 8i;j; < ei;e0j >= Æi;j and< e0i;e0j >= 0),then ri(ei;e0j) = tr(R(e0j ;ei)jD).Proof: (i) Let us take x 2 D, y 2 D? and z;t 2 E. Then < R(x;y):z;t >=< R(z;t):x;y >.By assumption, R(z;t):x 2 D, thus both terms are zero and (i) follows.(ii) Let us take (ei)pi=1 a basis of D and (e0i)pi=1 a \dual" family of (ei)pi=1 as de�ned in (iii).Let D0 be the vetor spae generated by the ei and the e0i, and (fi)qi=1 a pseudo-orthonormalbasis of D0?, i.e. suh that 8i;j; < fi;fj >= "iÆi;j , with "i = �1. Then, for i;j 2 f1;::;pg,32



point (i) of the Lemma implies:ri(ei;ej) = pXk=1 < R(ei;ek):ej ;e0k > + qXk=1 "k < R(ei;fk):ej ;fk > + pXk=1 < R(ei;e0k):ej ;ek >= pXk=1 < 0:ej ;e0k > + qXk=1 "k < 0:ej ;fk > + pXk=1 < R(ej ;ek):ei;e0k >= 0 + 0 + pXk=1 < 0:ei;e0k > = 0and for i 2 f1;::;pg and j 2 f1;::;qg:ri(ei;fj) = pXk=1 < R(ei;ek):fj ;e0k > + qXk=1 "k < R(ei;fk):fj;fk > + pXk=1 < R(ei;e0k):fj ;ek >= pXk=1 < 0:fj ;e0k > + qXk=1 "k < 0:fj ;fk > + pXk=1 < R(fj;ek):ei;e0k >= 0 + 0 + pXk=1 < 0:ei;e0k > = 0For (iii), we will show a little more.Claim: 8i;j;k;l 2 f1;::;pg; < R(e0i;ej):e0k;el >=< R(e0k;ej):e0i;el >.Using again (i), this implies:ri(ei;e0j) = pXk=1 < R(ei;ek):e0j ;e0k > + qXk=1 "k < R(ei;fk):e0j ;fk > + pXk=1 < R(ei;e0k):e0j ;ek >= 0 + 0� pXk=1 < R(e0k;ei):e0j ;ek >= � pXk=1 < R(e0j ;ei):e0k;ek > = pXk=1 < R(e0j ;ei):ek;e0k >= trR(e0j ;ei)jDThe initial laim follows from Bianhi identity:< R(e0i;ej):e0k;el > = � < R(ej ;e0k):e0i;el > � < R(e0k;e0i):ej ;el >= < R(e0k;ej):e0i;el > � < R(ej ;el):e0k;e0i >= < R(e0k;ej):e0i;el > � < 0:e0k;e0i >= < R(e0k;ej):e0i;el > : 2Lemma 2 Let (E;g) be a vetor spae endowed with a non-degenerate symmetri bilinearform g = < :;: >, let h be another symmetri bilinear form and let S be the g-selfadjointendomorphism indued by h: i.e. h(:;:) = < S:;: >.33



Let P be the minimal polynomial of S and Qi P nii its deomposition into a produt of powersof prime polynomials Pi and let Ei = kerP nii (S) be the harateristi subspaes of S.Then the Ei are both g- and h-orthogonal.Proof: Let us take x 2 Ei, y 2 Ej (i 6= j), U and V in R[X ℄ suh that: UP nii +V P njj = 1.Then: g(x;y) = g((UP nii + V P njj )(S):x;y)= g(U(S)P nii (S):x;y) + g(x;V (S)P njj (S):y)= g(0;y) + g(x;0) = 0;and: h(x;y) = g((UP nii + V P njj )(S):Sx;y)= g(SU(S)P nii (S):x;y) + g(x;SV (S)P njj (S):y)= g(0;y) + g(x;0) = 0: 24 Proof of the theorem4.1 First partWe will �rst prove the followingClaim: Let � = Qi P nii be the deomposition of � into a produt of powers of mutuallyprime irreduible polynomials. Then M is loally isometri to a anonial Riemannian pro-dut QiMi, where the minimal polynomial of eah RiMi is P nii . This isometry is global ifM is moreover omplete, simply onneted.Let us apply Lemma 2 to the tangent spae (TxM;g) at eah point x of M , with h = ri.It splits TxM into a g-orthogonal sum of anonial subspaes: TxM = ?�i Ex;i, where theEx;i = kerP nii are now the harateristi subspaes of Ri at the point x. By assumption, riis moreover parallel, and therefore Ri and the Ex;i too. Thus the obtained deompositionof TxM is holonomy-stable. By de Rham { Wu theorem, M is loally isometri to theRiemannian produt QiMi, where the Mi are submanifolds suh that: 8x 2 Mi; TxMi =Ex;i (the Mi are integral submanifolds of the parallel distributions Ex;i).By de�nition of the Ex;i, Rii = RijMi = RijEi has a minimal polynomial of the formP nii , Pi prime. The uniqueness of the loal isometry M ' QiMi follows from that of thedeomposition of TxM = �iEx;i and from the explanations detailed in the proof of theorollary of setion 1. So the �rst part is proved.In the following, we will deal with one of the (Mi;gjMi) and forget the index i. That isto say, we deal with a manifold (M;g), the Rii endomorphism Ri of whih has a minimalpolynomial of the form P n, where P is irreduible.4.2 Seond partWe will prove here that n = 1, exept possibly if P = X, in whih ase n � 2. Points(i) and (ii) of the theorem follow. Let us begin with a few notations.� If degP = 1, i.e. P (X) = (X � �), let E be the tangent spae TxM of M at a ertainpoint x, and T = P (Ri). Remark: T is a nilpotent endomorphism.� If degP = 2, i.e. P (X) = (X � �)(X � �), � 2 C n R, let F be the omplexi�edspae of TxM . Let us denote again by g, R, ri, and Ri the omplexi�ed tensors. We takeE = ker(Ri��IdF )n � F and T = Ri��IdE on E. T is nilpotent.34



Notie that by Lemma 2, E? = ker(Ri��Id)n.First Claim: if n > 1, then � = 0. [In partiular, if n > 1, degP = 1.℄Let us suppose n > 1. Let D = ImT n�1. D is totally isotropi: let x = T n�1u 2 D,y = T n�1v 2 D, we have < x;y >=< T n�1u;T n�1v >=< T 2n�2u;v >=< 0;v >= 0. Indeed,n > 1, so 2n� 2 � n = nilpotene index of T . Let d = dimD, (ei)di=1 a basis of D, (e0i)di=1a dual family of (ei)di=1 [in the sense of lemma 1 (iii)℄. Applying Lemma 1, (iii) with E, Dand R: ri(ei;e0j) = tr(R(e0j ;ei)jD)But D is endowed with a non-degenerate bilinear form: let g1 : (x;y) 7!< T n�1x;y >;ker g1 = ker T n�1, so g1 is well de�ned, non-degenerate on the quotient spae E= ker T n�1.Now, T n�1 : E= ker T n�1 ! D = ImT n�1 is an isomorphism, and so the following formula :g01(T n�1 � ;T n�1 � ) = g1( � ; � )de�nes a non-degenerate symmetri bilinear form g01 on D. Now g1 is holonomy stable, andri is parallel by hypothesis. As a onsequene, all the R(x;y) are g1- and ri-antiselfadjoint,whether we are dealing with the omplexi�ed version of R or not. And so the same statementholds for g01 on D. Therefore 8x;y 2 E;R(x;y)jD 2 o(g01). But as g01 is non-degenerate, theelements of o(g01) are trae free. So, 8x;y 2 E; tr(R(x;y)jD) = 0.Now, from lemma 1,(ii), it follows that: 8x 2 D;8y 2 D?; ri(x;y) = 0. Summing up theresults,� 8i 2 f1;::;dg;8y 2 D?; ri(ei;y) = 0� 8i 2 f1;::;dg;8j 2 f1;::;dg; ri(ei;e0j) = 0But odimD? = dimD = d, so we have reahed: 8i 2 f1;::;dg;8x 2 E; ri(ei;x) = 0. Thatis to say, f0g  D � ker(ri). So ri is degenerate, and � = 0.Seond Claim: If � = 0, that is if P = Xn, then n � 2.Here T = Ri. We ut again the proof into two steps: n � 3, and then n 6= 3.n � 3: Let us suppose n � 4, and take D = ImRin�2. We use exatly the samearguments. D is totally isotropi: let x = Rin�2 u 2 D;y = Rin�2 v 2 D, we have:< x;y > = < Rin�2 u;Rin�2 v > = < Ri2n�4 u;v > = < 0;v >= 0:Indeed, n � 4, so 2n � 4 � n = nilpotene index of T . Let us de�ne g2 by the formula:g2(x;y) = < Rin�2 x;y >. Then g2 is well de�ned, non-degenerate on E= kerRin�2. Asabove, Rin�2 : E= ker Rin�2 ! D = ImRin�2 is an isomorphism, and so the followingformula : g02(Rin�2 � ;Rin�2 � ) = g2( � ; � )de�nes a non-degenerate symmetri bilinear form g02 on D. By the same way: 8x;y 2E;R(x;y)jD 2 o(g02), g02 is non-degenerate on D, and so the R(x;y) are traefree.By lemma one and the same remarks, this implies thatD is Rii-at, i.e. that ImRin�1 =Ri(D) = f0g. But the nilpotene index of Ri is n, so it is impossible. So n � 3.35



n 6= 3: Let us now suppose n = 3. ImRin�2 is no longer totally isotropi. Let us nowtake D = ImRi\ kerRi, whih is totally isotropi.Now is involved the purely algebrai result whih was told about at the beginning. Inour ase, [Kli54℄, [this thesis, next hapter℄ or [BBB℄ give the existene of some anonialbasis � whih is both:(1) Jordan for Ri, i.e.:
Mat�(Ri) = E3z}|{ Ri(E2)z }| { E2z}|{ Ri2(E1)z }| { Ri(E1)z }| { E1z}|{0BBBBBBB� 0 0 0 0 0 00 0 In2 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 In1 00 0 0 0 0 In10 0 0 0 0 0

1CCCCCCCA
where n1 = dimE1 = dim [kerRi\ ImRi2℄,n2 = dimE2 = dim [(ker Ri\ ImRi)=(ker Ri \ ImRi2)℄ andn3 = dimE3 = dim [kerRi =(ker Ri\ ImRi)℄.(2) \anonial" for g, in the following sense:Mat�(g) = 0BBBBBB� Ir3;s3 0 0 0 0 00 0 Ir2;s2 0 0 00 Ir2;s2 0 0 0 00 0 0 0 0 Ir1;s10 0 0 0 Ir1;s1 00 0 0 Ir1;s1 0 0

1CCCCCCAwhere Ip;q = � Ip 00 �Iq � and the ri and si are some integers satisfying ri + si = ni.We do not need more here, but to be more preise, the three ouples (ri;ni) harate-rize the ouple (g; ri) of bilinear forms on E, up to pull bak by a isomorphism U of E:g ; g(U:;U:); ri; ri(U:;U:).Remark: To avoid a misunderstanding, it is important to note that the subspaes E1, E2and E3 are not anonial | but however, are not any Jordan subspaes.Let us denote by (eki )nki=1 the vetors of � whih generate eah Ek, k = 1;2 or 3. So� = ((e3i )n3i=1;(Ri e2i )n2i=1;(e2i )n2i=1; (Ri2 e1i )n1i=1;(Ri e1i )n1i=1;(e1i )n1i=1). Then:36



�1 = < Ri2 e1i ;e1i > = ri(Ri e1i ;e1i ) = tr(v 7! R(Ri e1i ;v):e1i ) =n1Xj=1�< R(Ri e1i ;Ri2 e1j):e1i ;e1j >| {z }Ai;j + n1Xj=1�< R(Ri e1i ;Ri e1j):e1i ;Ri e1j >| {z }Bi;j+ n1Xj=1�< R(Ri e1i ;e1j ):e1i ;Ri2 e1j >| {z }Ci;j + n2Xj=1�< R(Ri e1i ;Ri e2j ):e1i ;e2j >| {z }Di;j+ n2Xj=1�< R(Ri e1i ;e2j ):e1i ;Ri e2j >| {z }Ei;j + n3Xj=1�< R(Ri e1i ;e3j ):e1i ;e3j >| {z }Fi;j :But all terms are zero. Indeed:� From Lemma 1, (i):{ 8i;j � n1; Ri2 e1j 2 D and Ri e1i 2 D?, so R(Ri e1i ;Ri2 e1j ) = 0,{ 8i � n1;8j � n2; Ri e2j 2 D and Ri e1i 2 D?, so R(Ri e1i ;Ri e2j ) = 0{ 8i � n1;8j � n3; R(Ri e1i ;e3j ) = 0,thus all the Ai;j, Di;j and Ei;j are zero.� Using Bianhi identity:Ci;j =< R(Ri e1i ;e1j ):e1i ;Ri2 e1j >= � < R(e1j ;e1i ):Ri e1i ;Ri2 e1j > � < R(e1i ;Ri e1i ):e1j ;Ri2 e1j >= � < R(Ri e1i ;Ri2 e1j )| {z }=0 by lemma 1, (i) :e1j ;e1i > + < R(e1i ;Ri e1i ):Ri2 e1j ;e1j >=< R(e1i ;Ri e1i ):Ri2 e1j ;e1j >As ri is parallel we have: 8x;y; ri(R(x;y) : ; : ) = � ri( : ;R(x;y) : ), and thus its g-selfadjoint assoiated endomorphism Ri ommutes with all the R(x;y). So:Ci;j =< R(e1i ;Ri e1i ):Ri2 e1j ;e1j >=< Ri2R(e1i ;Ri e1i ):e1j ;e1j >=< R(e1i ;Ri e1i ):e1j ;Ri2 e1j >= � < e1j ;R(e1i ;Ri e1i ):Ri2 e1j >= �Ci;jand 8i;j;Ci;j = 0� With the previous remark on the ommutation of Ri:Fi;j =< R(Ri e1i ;e3j ):e1i ;e3j >=< R(e1i ;e3j ):Ri e1i ;e3j >=< Ri(R(e1i ;e3j ):e1i );e3j >=< R(e1i ;e3j ):e1i ;Ri e3j >=< R(e1i ;e3j ):e1i ;0 > = 0:37



� With the same remark, and ommuting this time the role of i and j:Bi;j =< R(Ri e1i ;Ri e1j):e1i ;Ri e1j >=< R(e1i ;Ri e1j ):Ri e1i ;Ri e1j >=< R(e1i ;Ri e1j ):Ri2 e1i ;e1j >= Cj;i = 0Thus the ase n = 3 is impossible, whih ompletes the proof. 25 The ase where Ri has two omplex onjugate eigenvaluesThis part is devoted to the fourth ase announed in setion 2: the ase where the mi-nimal polynomial P of Ri is irreduible of degree 2. So, Ri has no nilpotent part but isnot diagonalizable on R.Proposition 1 Let (M;g) be a pseudo-Riemannian manifold whose Rii tensor is paralleland suh that the minimal polynomial of Ri is of the form: [(X � �)(X � �)℄k, � 2 C n R.Let us denote by D the Levi-Civita onnetion of M . Then k = 1, and M , endowed withthe same onnetion D, admits a omplex Riemannian struture, the real part of whih isthe original metri. That is to say, M admits:� For eah x 2M , an endomorphism J 2 End(TxM), suh that J2 = � Id, integrable,� h a omplex non-degenerate bilinear symmetri form (warning: not a hermitian produt)suh that D is its Levi-Civita onnetion ( i.e. Dh = 0), and suh that g = <h.Moreover, (MC ;h) is Einstein with fator �2 (or �2 , it depends on the hoie of h), i.e.riC = �2h. Finally, <(�h) = riR, so M is Einstein for this |real| metri <(�h), thatadmits the same onnetion D, so the same R and the same ri, as g.Remark : With suh a minimal polynomial for Ri, M is of even dimension 2n and anyreal metri giving this ri has signature (n;n).Proof: Let �;� 2 R be suh that � = �+ i�. � 62 R, so � 6= 0. Let J = 1�(Ri�� Id). Then:J2 = 1�2 ((Ri�� Id) + i� Id)((Ri�� Id)� i� Id)= 1�2 ((Ri�� Id)(Ri�� Id) + i�� Id�i�� Id+�2 Id)= 1�2 (0 + 2<(i��) Id+�2 Id)= 1�2 (��2 Id)= � Id :Sine Ri is parallel and J is a polynomial in Ri, J is parallel. By Newlander and Nirenbergtheorem [NN57℄, the almost-omplex struture indued by J is thus omplex.Let now x be a point in M , let us de�ne on TxM the following omplex bilinear form:h : u;v 7! h(u;v) = g(u;v) � ig(u;J:v). J is g-selfadjoint, so h(u;v) = h(v;u). One easilyveri�es that: 8;Æ 2 R; h(( + iÆ)u;v) = h(u;v) + iÆh(u;v). g is non-degenerate, thus so ish; J being parallel, Dh = 0, so D is the Levi-Civita onnetion of h. By de�nition, g = <h.38



Useful remark: If A 2 EndR(TxM) ommutes with J , i.e. is in EndC (TxM) too, then:trC A = 12(trRA� i trR(J:A)):As a onsequene, riC (u;v) = trC R(u;:)v = 12 [trRR(u;:)v � i trR(J:R(u;:)v)℄. J is parallel,so ommutes with all the R(a;b), and so trR(J:R(u;:)v) = trR(R(u;:)Jv). Finally,riC (u;v) = 12(riR(u;v)� i riR(u;J:v)):>From the main theorem one knows that k = 1 so Ri is semi-simple and one may �nda real basis � = (e1;e01; : : : ;en;e0n) of TxM suh that:Mat�(Ri) = 0B� A 0 00 . . . 00 0 A 1CA ; Mat�(g) = 0B� K2 0 00 . . . 00 0 K2 1CA
and thus Mat�(ri) = 0B� A0 0 00 . . . 00 0 A0 1CA ;where K2 = � 0 11 0 � ; A = � � ��� � � and A0 = � �� �� � � :Remark: with that basis, Mat�(J) = 0B� J2 0 00 . . . 00 0 J2 1CA, where J2 = � 0 �11 0 �.Let e� = 1p2((e1 + e01); : : : ;(en + e0n)). That e� is a basis of TxM as C -vetorspae and,using the formula linking riC and riR: Mate�(riC ) = �2 Id. As Mate�(h) = Id, it follows:riC = �2h. Thus, (MC ;h) is Einstein.Now, if we let g0 = <(�h), riR = 2< riC = 2<(�2 h) = g0, so (M;g0) is Einstein. Indeed,g0 indues the same onnetion D as g, so the same Rii tensor. 26 Further remarks6.1 A few words about low dimensionsIn low dimensions, we have more preise results.Proposition 2 Let (M;g) be an indeomposable pseudo-Riemannian manifold of dimensionn whose Rii tensor is parallel.� If n � 3, then M has onstant urvature.� If n � 6, and if the minimal polynomial of Ri is a power of an irreduible polynomialof degree 2, then M is omplex, loally symmetri. As omplex manifold, it has onstanturvature.Proof: This result is only a tehnial remark, short to explain with the following tools,whih are lassial and an be found in for example in [Bes87℄, pp.47 and 49:39



De�nition If a and b are two symmetri bilinear forms, their Kulkarni-Nomizu produt isthe following 4-tensor:(a ̂ b)(x;y;z;t) = a(x;z)b(y;t) + a(y;t)b(x;z) � a(x;t)b(y;z) � a(y;z)b(x;t):Lemma 3 Let (M;g) be a Riemannian, pseudo-Riemannian or omplex Riemannian ma-nifold with dimension n. Let us denote by s = trRi its salar urvature. As in [Bes87℄, letus denote (in this lemma) by R the (4,0) tensor assoiated to the urvature.If n = 2, then R = s4g ̂ g and ri = s2g.If n = 3, then R = s12g ̂ g + (ri� s3g) ̂ g.The �rst point of the proposition follows diretly from the lemma: if n � 3, M is Rii-parallel , D ri = 0 ) DR = 0 , M is loally symmetri. M is irreduible, it has thenmoreover onstant urvature. In the ase of the third point, proposition 1 and the previouspoint imply that M is a omplex manifold of dimension p = 2 or p = 3 (n = 2p), with aomplex Riemannian struture h. Applying again lemma 3, we onlude that M is loallysymmetri and that, as omplex manifold, it has onstant urvature. By proposition 1, thereal manifold M is moreover Einstein for a well-hosen metri. 2Examples All Rii-parallel pseudo-Riemannian manifolds of dimension 6 or less, suhthat Ri is non-degenerate and non-diagonalizable over R, are omplex symmetri spaes.So Berger's lassi�ation of the irreduible symmetri spaes (see [Ber57℄) give them; theyare: SL2(C ), of omplex dimension 3,SL2(C )=C ? , of omplex dimension 2:As omplex manifolds, they are Einstein for their \natural" metri, respetively h and eh.Here h is given by the omplex Killing form of sl2(C ) [up to some saling℄ and eh is deduedfrom h on the quotient SL2(C )=C ? . As real manifolds, they are Einstein for the real metrisg = <h and eg = <eh respetively, and not Einstein for the g� = <(�h) and eg� = <(�eh)respetively, when � 2 C n R.6.2 Rii deomposition and holonomy deompositionThe (loal or global) produt deomposition in Main Theorem is unique, but it maybe pursued. More preisely, eah fator may be a (loal or global) Riemannian produt ofpseudo-Riemannian manifolds, and deomposing in that way, we get at the end only inde-omposable fators. This �nal deomposition is the holonomy deomposition, and it is notunique in general, as indiated in Wu's paper (see [Wu67℄, theorem 5 in Appendix I, p.390).On eah fator on whih Ri is non-degenerate, the deomposition is unique up to or-dering of the fators (one may swith isometri fators).Now, the fator M0 on whih Ri2 = 0 may have a further holonomy deompositiontoo: M0 = M00 �Qi2I M0i �Qj2J M0j , with a at M00 , irreduibleM0i and indeomposable-reduible M0j . Then, if M00 is non-trivial and if J is not empty, the way in whih the fatorM00 may be inbedded inM0 is not unique. On the other hand, ifM00 is only a point or if J is40



empty (i.e. there is no indeomposable reduible fator), then the holonomy deompositionis unique up to ordering.6.3 Families of metris with the same onnetionProposition 3 Let M be an indeomposable pseudo-Riemannian manifold with a parallel,non-degenerate Rii tensor, and D its ovariant derivative. Then, the metris over Massoiated to the same D are:{ either f� ri =� 2 R�g,{ or f� ri+�g=(�;�) 2 R2 n(0;0)g, where g is a metri suh that the minimal polynomialof Rig is irreduible of degree 2 (and then M admits a unique omplex struture,orresponding to this family of real metris).Proof: By hypothesis, g and ri are D-parallel, andD is torsion-free, so D is the Levi-Civitaonnetion of any non-degenerate pseudo-Riemannian metri � ri+�g.Conversely, let g be a metri on (M;g) induing the same ovariant derivative D.M is irreduible and Rii is non-degenerate, so, either Ri = � Id and g is type 1 or(Ri�� Id)(Ri�� Id) = 0, � 2 C n R and g is type 2. Then:� If all suh metris are of type 1, we are in the �rst ase of the proposition. Then, Mdoes not admit a parallel J with J2 = � Id, else h : u;v 7! g(u;v) � ig(u;J:v) is aomplex Riemannian struture of M and all the g� = <(�h) for � 2 C n R are realmetris of type 2.� If there exists two metris g and g0 of type 2 (with orresponding �, Ri, J , �0, Ri0and J 0), they both belong to the family f� ri+�gg and J = J 0. Indeed, g and g0 giveas in Proposition 1 omplex Riemannian metris h and h0. But <(�h) = <(�0h0) = ri,so �h = �0h0 and g0 = <( ��0h) = <((�+ ��)h) for some real numbers � and �, whatgives the result. Furthermore, 8u;v; h(u;J:v) = ih(u;v) = i�0� h0(u;v) = �0� h0(u;J 0:v) =h(u;J 0:v), so J = J 0. IfM admits another J 00, it indues other metris of type 2, whihare then in the family below, and J 00 = J . 2Remark: The assumption \Ri is non-degenerate" shall not be omitted. Indeed, there existindeomposable Rii-parallel manifolds M that admit any number of linear independantmetris assoiated to the same onnetion. For those ases, Ri is nilpotent. Suh M mayeven be hoosen symmetri.6.4 Some examplesA family of symmetri spaes due to Cahen and Wallah (f. [CW70℄) may be used hereas example.As explained in [CP70℄, a simply onneted pseudo-Riemannian symmetri spae isassoiated to eah pseudo-Riemannian symmetri triple (G;�; < ; >). Suh a triple onsistsof a �nite dimensional Lie algebra G, a non-degenerate symmetri bilinear form < ; > on G,invariant by G, and an involutive automorphism � of G, orthogonal for < ; >, satisfying thefollowing property: [Q;Q℄ = H, where H = ker(�� Id) and Q = ker(�+Id). The assoiatedsymmetri spae M is a submanifold of the simply onneted Lie group G assoiated to G.Its tangent spae at the point 0 is T0M = Q and its holonomy algebra is H, ating by Adon Q. 41



The announed examples are provided by a family of pseudo-Riemannian symmetritriples haraterized as follows: dimG = 2n+2, dimH = n and dimQ = n+2 = dimensionof the obtained symmetri spaeM . There is a basis (Ui)ni=1 of H, and a basis (Y �;(Xi)ni=1;Y )of Q suh that, if the basis (Y �;(Ui)ni=1;(Xi)ni=1;Y ) is denoted by �:{ Y � is entral,
{ Mat�(AdY ) =

0BBBBBBBBBBBB�
0 0 : : : 0 0 : : : 0 00 �1 0... 0 . . . ...0 �n 00 ��1 0... . . . 0 ...0 ��n 00 0 : : : 0 0 : : : 0 0

1CCCCCCCCCCCCA; (�i)ni=1 2 R�n
(remark: turning some Xi into �Xi, one may then require: (�i)ni=1 2 R�n+ ),{ 8(i;j) 2 f1; : : : ;ng; [Ui;Xj ℄ =< [Y;Ui℄;X > Y �,{ vetfUig and vetfXjg are abelian subalgebras,{ H ? Q for < ; >,{ < Y;Y � >= 1, < Y;Y >=< Y �;Y � >= 0,{ 8(i;j) 2 f1; : : : ;ng; < Ui;Uj >=< Xi;Xj >= Æi;j and < Xi;Y >=< Xi;Y � >= 0.It is easy to hek that:{ 8V;W 2 G; �([V;W ℄) = [�(V );�(W )℄{ � is < ; >-orthogonal and: 8V 2 G; AdV is < ; >-skew symmetri,{ [Q;Q℄ = H.Therefore, (G;�; < ; >) is a pseudo-Riemannian (here Lorentzian) symmetri triple. Let(M; <;>) be its assoiated pseudo-Riemannian symmetri spae. H is the holonomy algebraof M , ating on Q ' T0M by Ad. Therefore, by this representation, H is identi�ed with the(abelian) subalgebra of so(Q; < ; >) onsisting of the matries of the form:0� 0 X 00 0 �tX0 0 0 1A where X = (x1; : : : ;xn) is some element of Rn ;in the basis (Y �;(Xi)ni=1;Y ). Here M is indeomposable, non-irreduible, the only eigenvalueof Ri is 0, and Ri is nilpotent of order 2. More preisely, 8i 2 f1; : : : ;ng, we have Ri(Xi) =Ri(Y �) = 0 and Ri(Y ) = (P �2i )Y �.Now, (AdY )2 is diagonalizable in a < ; >-pseudo-orthonormal basis, with the eigenva-lues f0;��21; : : : ;��2ng. Eah eigenspae E� assoiated to one of the �2i is of even dimension2d� where: d� = ℄fi=�i = �g). E� = (E� \H)� (E�\Q), eah term being of dimension d�.Then, on eah E�, < ; > may be replaed by every salar produt < ; >0:{ preserving the relation H ? Q,{ suh that AdY remains skew-symmetri, i.e. suh that: 8i;j 2 f1; : : : ;ng;< Ui;Uj >0=< Xi;Xj >0;and (G;�; < ; >0) remains a pseudo-Riemannian symmetri triple, with the same brakets.Atually, one reahes here all the salar produts satisfying this property. In the basis of42



E� built with the Ui and the Xi, the matrix of < ; >0 is:� S 00 S � ; where S is some symmetri matri of Md�(R):So, eah E� may be equipped of d�(d�+1)2 linearly independant metris, letting the braketsunhanged, and thus the ovariant derivative of the assoiated manifold M .Notes: 1) These examples may be adapted to provide similar pseudo-Riemannian manifoldsof every signature (p + 1;q + 1). One take n = p + q, < Xi;Xj >= Æi;j if i � p, else< Xi;Xj >= �Æi;j ; [Y;Ui℄ = ��iXi if i � p, else [Y;Ui℄ = �iXi. The other data are thesame. (AdY )2 is diagonalizable, with the eigenvalues f0; � �21; : : : ; � �2p;�2p+1; : : : ;�2ng. Onthe E+� = ker[(AdY )2 + �2 Id℄ (for one of the �i, i � p), the phenomenon is the same;whereas on the E�� = ker[(AdY )2 � �2 Id℄ (for one of the other �i), the matrix of the otherpossible < ; >0 are:� S 00 �S � ; where S is some symmetri matri of Md�(R):2) This provides a family of symmetri spaes suh that Ri 6= 0 and Ri2 = 0. Anothersuh family is onstruted in [CP70℄, pp.40 sq. See [CP80℄ too.Institut Elie Cartan, Unit�e Mixte de Reherhe 7502 U.H.P., C.N.R.S., I.N.R.I.A.Universit�e Henri Poinar�e {Nany IB.P.239, 54506 VAND�UVRE-LES-NANCY CEDEX, FRANCE.
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Chapitre 2
R�edution simultan�ee de deuxformes bilin�eaires, sym�etriques ouantisym�etriques, dont l'une est nond�eg�en�er�ee
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IntrodutionSoient E un espae vetoriel r�eel de dimension �nie d, et a et b deux formes bilin�eairessym�etriques sur E, a �etant d�e�nie positive. Il existe des bases � a-orthonorm�ees, diago-nalisant la forme b, i.e. telles que : Mat�(a) = Id; Mat�(b) est diagonale. On en d�eduit lastruture de 
 = O(a) \O(b) � GL(E). Soit en e�et B l'endomorphisme a-autoadjoint telque : b( � ; � ) = a( � ;B � ) et (E�)�2L ses sous-espaes propres, alors :� E = ��E� et les E� sont mutuellement a- et b-orthogonaux
 =Q�O(ajE�) 'Q�OdimE�(R)En partiulier, les (E�)�2L et leurs sommes sont les seuls sous-espaes stables par 
, e sontdon les seuls sous-espaes intrins�equement assoi�es �a fa;bg. D'autre part, 
 agit simple-ment transitivement sur l'ensemble des bases du type de �.Qu'en est-il sur un orps plus g�en�eral et ave a et b sym�etriques ou antisym�etriquesquelonques? Y a-t-il des bases privil�egi�ees, et lesquelles? Quelles sont la struture de 
et les objets intrins�equement assoi�es �a fa;bg? Une motivation g�eom�etrique est ii �a l'ori-gine de ette question : le probl�eme trait�e par le premier hapitre, qui �etudie des vari�et�esonnet�ees admettant deux formes bilin�eaires parall�eles | en l'ourene une m�etriquepseudo-riemannienne ou une forme sympletique, et la ourbure de Rii.Un artile de Wilhelm Klingenberg de 1954 [Kli54℄ r�esoud partiellement e probl�emealg�ebrique, notamment exhibe des bases privil�egi�ees. Il ne semble pas ependant existerd'expos�e syst�ematique de r�ef�erene sur le sujet, dans l'esprit des questions �enum�er�ees plushaut. Aussi, d�epassant la motivation de d�epart, essayons-nous ii d'en proposer un, enreprenant et prolongeant, ave un autre point de vue, les id�ees de Klingenberg. L'expos�ese restreint ependant au as o�u a ou b est non d�eg�en�er�ee, i.e. o�u il existe une forme nond�eg�en�er�ee dans le faiseau engendr�e par fa;bg.Voil�a pourquoi e hapitre, sur ette question d'alg�ebre lin�eaire �el�ementaire. L'expos�eest long, parfois fastidieux. Deux raisons �a ela : la situation, tou�ue, se d�eompose en ungrand nombre de as et par ailleurs nous avons voulu un expos�e syst�ematique, onsultableet le plus p�edagogique possible. On y trouvera aussi quelques invariants inattendus, ommeertaines familles de signatures seondaires. En�n, nous tenterons surtout tout au long dee travail de d�egager les invariants g�eom�etriques des situations envisag�ees, la signi�ationg�eom�etrique des objets introduits. � � �Soient don E un espae vetoriel de dimension �nie d sur un orps ommutatif Kde arat�eristique di��erente de 2, et a et b deux formes r�eexives, 'est-�a-dire bilin�eairessym�etriques, bilin�eaires antisym�etriques ou sesquilin�eaires. L'objet du hapitre est en e�etles ouples de formes (anti)-sym�etriques, mais on aura besoin pour ela de l'�etude des pairesde formes sesquilin�eaires. Les formes r�eexives sont exatement les 2-formes pour lesquellesla notion d'orthogonal est bien d�e�nie, par o��nidene des notions d'orthogonal �a droite et�a gauhe. Une forme sesquilin�eaire est une forme a telle qu'il existe un automorphisme deorps involutif � 7! � de K tel que :� 8x;y 2 E; a(x;y) = a(y;x) et : 47



� a est lin�eaire en x, semilin�eaire en y : 8x;y;y0 2 E;8� 2 K ; a(x;�y + y0) = �a(x;y) +a(x;y0).On supposera toujours une des deux formes non d�eg�en�er�ee. Parfois a sera not�ee < � ; � >.Soit B l'endomorphisme a-(anti)autoadjoint assoi�e �a b, i.e. tel que : b( � ; � ) = a( � ;B � ).Matriiellement : Mat(B) = Mat(a)�1Mat(b):Si a et b sont de même nature, B est a-autoadjoint :t(Mat(B))Mat(a) = Mat(a)Mat(B); t(Mat(B)) = Mat(a)Mat(B)Mat(a)�1:Si a et b sont, l'une sym�etrique, l'autre antisym�etrique, B est a antiautoadjoint :t(Mat(B))Mat(a) = �Mat(a)Mat(B); t(Mat(B)) = �Mat(a)Mat(B)Mat(a)�1:On note � = �ki=1P nii le polynôme minimal de B (Pi irr�edutibles, premiers entre eux deux�a deux).On note en�n 
 = Stab(a) \ Stab(b) l'intersetion des sous-groupes de Lie de GL(E)pr�eservant respetivement a et b, 'est-�a-dire des groupes orthogonaux, sympletiques ouunitaires selon le as, assoi�es �a a et b. On note ! son alg�ebre de Lie.� � �La partie I pose les bases de l'�etude. Tout d'abord, dans le as o�u a et b sont toutes deuxsym�etriques ou toutes deux antisym�etriques, Wilhelm Klingenberg propose un ensemble debases :� o�u Mat(a) et Mat(b) ont une forme anonique,� sur lequel 
 agit simplement transitivement.Nous le pr�esentons bri�evement dans une premi�ere setion. Les deux suivantes ouvrent notretravail proprement dit : elles introduisent les prinipaux objets attah�es �a une forme r�eex-ive et �a un sous-espae, ou �a une paire de formes r�eexives ; es objets sont �a la base detoute la suite.La partie II, omme Klingenberg, traite le as o�u a et b sont de même nature et la partieIII elui, assez di��erent, o�u l'une est sym�etrique, l'autre antisym�etrique.
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I Pr�eliminaires
I.1 Reprise d'un travail de Klingenberg| Attention, ii a et b sont de même nature |Ii sont pr�esent�es, sans d�emonstration | sauf pour le premier lemme, qu'on utiliserapar la suite |, les r�esultats de Klingenberg. Sont ajout�ees �egalement des remarques sur leas r�eel.I.1.1 Un lemme pr�eliminaireOn rappelle que � = �ki=1P nii d�esigne le polynôme minimal de B (Pi irr�edutibles, pre-miers entre eux deux �a deux). Un premier lemme sinde E en une somme direte anonique :Proposition 1 Les sous-espaes arat�eristiques Ei de B sont a- et b-orthogonauxD�emonstration : Il suÆt de le v�eri�er. Prenons x dans kerP nii (B), y dans kerP njj (B)(i 6= j), U et V dans K [X ℄ t.q. : UP nii + V P njj = 1. a et b sont de même nature, don B esta-autoadjoint. Alors : a(x;y) = a((UP nii + V P njj )(B):x;y)= a(UP nii (B):x;y) + a(x;V P njj (B):y)= a(0;y) + a(x;0)= 0 et :b(x;y) = b((UP nii + V P njj )(B):Bx;y)= b(B(UP nii (B):x);y) + a(x;B(V P njj (B):y))= a(0;y) + a(x;0)= 0 2Comme de plus es Ei sont stables par 
, on d�eduit failement que 
 est isomorpheau produit diret des Stab(ajEi) \ Stab(bjEi). De la même fa�on, une ((bonne base)) sera lasomme de ((bonnes bases)) de haun de es Ei.D�esormais, on se restreint don �a un tel sous-espae anonique, not�e simplement E ; ona alors � = P n11 = P n. Posons T = P (B), endomorphisme nilpotent d'indie de nilpotenen.I.1.2 Cas o�u a et b sont sym�etriquesL'ensemble des ((bonnes bases)) de E au sens de Klingenberg est l'ensemble, non vide (etassez naturel), des bases :� de Jordan pour T� dont les ((blos de Jordan)) sont a-orthogonaux,49



� et telles que sur haque blo, A est de la forme �Kp, o�u� 6= 0, o�u :Kp =0BBBB� 1���1
1CCCCA 2 Mp(K );et o�u � peut être hoisi �a multipliation pr�es par un arr�e. Dans R, on peut se ramener �a� = �1, dans un orps alg�ebriquement los omme C , �a � = 1. Si K = R, dans une tellebase : Mat(a) = 0B� �Kp1 0 00 . . . 00 0 �Kpk 1CA et : Mat(T ) = 0B� Np1 0 00 . . . 00 0 Npk 1CAo�u k est un ertain entier et o�u les pi sont des entiers d�eroissants ave p1 = n, indie denilpotene de T . Les Npi sont les blos de Jordan de T , matrie nilpotente, 'est-�a-dire :Nj = 0BBBB� 0 1 0 00 . . . . . . 0... . . . . . . 10 � � � 0 0

1CCCCA 2 Mj(R):Si K = C , la situation est la même, ave des Kpi au lieu des �Kpi .Remarque : Si K = R et si a est d�e�nie, tous les entiers pi sont n�eessairement �egaux �a 1(il n'y a pas de veteur isotrope). De plus P est n�eessairement de degr�e 1 (P = X � �),sinon apparaissent des veteurs isotropes. Les ((bonnes bases)) obtenues sont don les basesodiagonalisantes habituelles, ave une seule valeur propre �a ause de la d�eompositionpr�ealablement e�etu�ee par la proposition 1 : Mat(a) = Id, T = 0, B = � IdE i.e. b = �a.
 = Od(R) agit simplement transitivement sur elles.Un as partiulier : Si P est de degr�e 1 (P = X��), la base de Jordan pour T l'est aussipour B, et b est alors de la forme :Mat(b) = 0B� �B0p1 0 00 . . . 00 0 �B0pk 1CA o�u B0p = 0BB� 0 0 0 �0 0 � 10 � � 0� 1 0 0 1CCA 2 Mp(R);les B0pi �etant a�et�ees du même signe que Kpi .Le as r�eel : Si K = R, P est de degr�e un ou deux. Le premier as est trait�e par la remarquei-dessus ; si P est de degr�e deux, P se sinde sur C . La remarque et quelques manipulationsfournissent une base de Jordan r�eelle de B, o�u Mat(a) se d�eompose en blos ((typeKp(I2))) :des blos I2 rempla�ent les salaires � du blo �Kp.50



Lien ave la suite. Obtenues et ordonn�ees di��eremment, es mêmes bases et les matriesde a et B dans es bases, sont pr�esent�ees dans le as r�eel, pages 64 (degP = 1) et 65(degP = 2). Ces matries se trouvent aussi dans la table r�eapitulative, en annexe page 96,as ((a et b sym�etriques, degP = 1)). La struture de 
 est donn�ee par le th�eor�eme 2 page62.I.1.3 Cas o�u a et b sont antisym�etriquesL'ensemble des ((bonnes bases)) de E au sens de Klingenberg est ette fois l'ensemblenon vide des bases :� de Jordan pour T� dont les ((blos de Jordan)) sont a-totalement isotropes et s'apparient par paires F�F 0,paires mutuellement a-orthogonales,� et telles que sur haque paire F � F 0, A est de la forme :K 0p = � 0 Kp�Kp 0 � 2 M2p(K ):Autrement dit, dans une telle base :Mat(a) = 0B� K 0p1 0 00 . . . 00 0 K 0pk 1CA et : Mat(T ) = 0B� eNp1 0 00 . . . 00 0 eNpk 1CA , o�u eNp = � Np 00 Np � ;o�u k est un ertain entier et o�u les pi sont des entiers d�eroissants ave p1 = n, indie de nil-potene de T . Les Npi sont les blos de Jordan de T omme d�e�nis au paragraphe pr�e�edent.Un as partiulier : Enore une fois, si P est de degr�e 1 (P = X � �), la base de Jordanpour T l'est aussi pour B, et b est alors de la forme :Mat(b) = 0B� B00p1 0 00 . . . 00 0 B00pk 1CA o�u B00p = � 0 B0p�B0p 0 � ; ave B0i d�e�nieau paragraphe pr�e�edent.Le as r�eel : Si K = R que P est de degr�e deux, P se sinde sur C ; la remarque pr�e�edenteet quelques manipulations fournissent alors enore une base de Jordan r�eelle de B, dans la-quelle a a la forme annon�ee en d�ebut de paragraphe, des blos I2 rempla�ant les salaires 1.Lien ave la suite.Obtenues et ordonn�ees di��eremment, es mêmes bases et les matries dea et B dans es bases, sont pr�esent�ees pages 66 et suivantes (orps quelonque et degP = 1,puis K = R). Ces matries se trouvent aussi dans la table r�eapitulative, en annexe page96, as ((a et b antisym�etriques, degP = 1)). La struture de 
 est donn�ee par le th�eor�eme3 page 66. 51



I.2 Pr�eliminaire : objets assoi�es �a une forme r�eexive et �a unendomorphisme nilpotent autoadjoint ou antiautoadjointDans la suite, on ram�enera toujours l'�etude de l'espae E muni d'un ouple (a;b) deformes r�eexives :� soit au as o�uB, l'endomorphisme a-autoadjoint ou a-antiautoadjoint tel que b( � ; � ) =a( � ;B � ), est nilpotent | on le note alors T |,� soit �a l'�etude d'un espae E seulement muni d'un endomorphisme T nilpotent.L'�enon�e des th�eor�emes n�eessitera alors l'introdution de quelques objets anonique-ment assoi�es �a un tel ouple (a;T ) ou �a un tel endomorphisme T . C'est l'objet de ettesetion.On onsid�ere don ii, soit un endomorphisme nilpotent T , soit une forme r�eexive nond�eg�en�er�ee < � ; � > et un endomorphisme nilpotent T , autoadjoint ou antiautoadjoint parrapport �a < � ; � >, i.e. tel que : < T � ; � >= � < � ; T � >. Sous es hypoth�eses, la notiond'orthogonalit�e pour les formes du type < T k � ; � > ou < � ; T k� >, k 2 N, est bien d�e�niear les orthogonalit�es �a droite et �a gauhe o��nident.On introduit alors quelques objets assoi�es �a T ou (< � ; � >;T ) et notamment, dans ledeuxi�eme as, une famille de sous-espaes de E stables par tout endomorphisme de E om-mutant ave T et laissant < � ; � > invariante, 'est-�a-dire stables par tout endomorphismede 
 = Stab(< � ; � >) \ Stab(< � ;T � >). Cette famille est en fait remarquable : elle en-gendre, par somme, tous les sous-espaes stables par 
 ; ela apparâ�tra omme orollairedes th�eor�emes prinipaux de e hapitre.Introduisons les objets annon�es.I.2.1 Une famille de drapeauxLes ImTn�p \ ker T q sont une famille anonique de sous-espaes assoi�es �a T , on lesnotera Ep;q. Ils v�eri�ent entre eux plusieurs relations :� q � p) Ep;q = Ep;p� bien sûr, 8k;En;k = ker T k et : 8k;Ek;k = ImT n�k� p � p0 et q � q0 ) Ep;q � Ep0;q0� T (Ep;q) = Ep�1;q�1Les Ep;q s'ordonnent don par inlusion dans le tableau :E1;1 = ImT n�1\E2;1 � E2;2 = ImT n�2\ \E3;1 � E3;2 � E3;3 = ImT n�3\ \... ... . . .\ \En;1 � En;2 � � � � � En;n = ImT 0 = Ek k kker T ker T 2 ker T n52



De plus, dans le as o�u T est < � ; � >-autoadjoint ou antiautoadjoint :8p;q; E?p;q = ImT q + kerT n�p = En�q;n�q +En;n�p:En e�et, si v = T qw 2 ImT q et u 2 ker T q, alors : < v;u >=< T qw;u >= � < w;T qu >= 0don ImT q � (ker T q)?. Par �egalit�e des dimensions : ImT q = (ker T q)? et don :E?p;q = (ker T q \ ImT n�p)? = (ker T q)?+ (ImT n�p)? = ImT q +ker T n�p omme annon�e.Les sous-espaes du type : +p;q2EEp;q o�u : E � f(p;q) 2 J1;nK2 = p � qg forment don unefamille stable par T et par passage �a l'orthogonal. Comme annon�e, e sont les seuls espaes((intrins�eques)) de la situation, au sens suivant :Proposition 2 Soit F un sous-espae de E. Sont �equivalents :1. F est intrins�equement assoi�e �a (T;< � ; � >) i.e. est stable par tout endomorphismede Stab(< � ; � >) ommutant ave T ,2. F est intrins�equement assoi�e �a T i.e. est stable par le entralisateur de T ,3. F est de la forme : F = +p;q2EEp;q o�u : E � f(p;q) 2 J1;nK2 = p � qg.Cette proposition est un orollaire des th�eor�emes prinipaux, 1 et 5 pages 56 et 80. Sad�emonstration vient en �n de setion II.2.I.2.2 Des formes bilin�eaires sur E et sur ertains quotientsDans la situation (E;< � ; � >;T ), on d�e�nit :� Les formes bk =< : ; : >k=< : ;T k : >. Par d�e�nition, b0 = < � ; � > = a est nond�eg�en�er�ee ; toutes les autres sont d�eg�en�er�ees. Il faut noter que, loin de se ressembler, esformes sont lin�eairement ind�ependantes.� La forme non d�eg�en�er�ee bk, sur haque E= ker T k : bk est d�e�nie par passage auquotient de bk. Comme ker T k = ker bk, haque forme bk est bien d�e�nie, non d�eg�en�er�ee.� les ( �Ek;�bk)n�1k=0 , famille de quotients, munis haun d'une forme non d�eg�en�er�ee. Les�Ek sont les En;k+1=(En;k+En�1;k+1) et �bk provient de bk : bk est d�e�nie sur E= ker T k don enpartiulier sur En;k+1= ker T k. De plus : ker�bkjEn;k+1= kerT k� = En�1;k+1=(ker T k\En�1;k+1).En ons�equene, bkjEn;k+1= kerT k passe au quotient en une forme non d�eg�en�er�ee sur :hEn;k+1= ker T ki.hEn�1;k+1=(ker T k \En�1;k+1)i ' En;k+1=(En;k +En�1;k+1) not�e �Ek:La situation est r�eapitul�ee dans le diagramme 1 page suivante.I.2.3 Les d�eompositions de E ((adapt�ees)) �a T ou �a (< � ; � >;T )Introduisons un type partiulier de d�eompositions de E :D�e�nition 1 Soit (E;T ) un espae muni d'un endomorphisme nilpotent T ou (E;< � ; � >;T )un espae muni d'une forme bilin�eaire < � ; � > et d'un endomorphisme T , omme d�eritsen d�ebut de setion. Une d�eomposition D de E de la forme : E = n�p=1 ( p�q=1 Dp;q) est53



E1;1 [En;k+1℄!\ [En;k +En�1;k+1℄!E2;1 � E2;2\ \ . . .... ... Ek;k... ... \... ... Ek+1;k � Ek+1;k+1... ... \ \... ... ... ... . . .\ \ \ \En;1 � En;2 � � � � � En;k � En;k+1 � � � � � En;n#�EkDiagramme 1 { les quotients �Ekdite adapt�ee �a T si elle v�eri�e les deux premi�eres des propri�et�es suivantes et adapt�ee�a (< � ; � >;T ) si elle v�eri�e les trois (on utilise les notations d�ej�a introduites) :� elle respete les inlusions des Ep;q, i.e. haque Dp;q est un relev�e de Ep;q=(Ep�1;q +Ep;q�1) dans Ep;q,� 8p � n;8q � p;Dp;q = T n�p(Dn;q+(n�p)),� E = 0B� ?�p+q�n ( Dp;q|{z}tot. isotrope�Dn+1�q;n+1�p| {z }tot. isotrope ) 1CA ?�0B� ?�p<1+n=2 Dp;n+1�p| {z }non d�eg�en�er�e1CA :On notera D l'ensemble des d�eompositions adapt�ees de E.Dans le as (E;< � ; � >;T ), on a le diagramme 2 suivant :D1;1�D2;1 � D2;2� �D3;1 � D3;2 � D3;3� � �... ... ... . . .� � �Dn�2;1 � Dn�2;2 � Dn�2;3 � � � � � Dn�2;n�2� � �Dn�1;1 � Dn�1;2 � Dn�1;3 � � � � � Dn�1;n�2 � Dn�1;n�1� � � � �Dn;1 � Dn;2 � Dn;3 � � � � � Dn;n�2 � Dn;n�1 � Dn;n = EDiagramme 2 { une ((d�eomposition adapt�ee)) (Dp;q)1�q�p�n54



ou, �erit autrement :T n�1(Dn;n)�T n�2(Dn;n�1) � T n�2(Dn;n)� �T n�3(Dn;n�2) � T n�3(Dn;n�1) � T n�3(Dn;n)� � �... ... ... . . .� � �T 2(Dn;3) � T 2(Dn;4) � T 2(Dn;5) � � � � � T 2(Dn;n)� � �T (Dn;2) � T (Dn;3) � T (Dn;4) � � � � � T (Dn;n�1) � T (Dn;n)� � � � �Dn;1 � Dn;2 � Dn;3 � � � � � Dn;n�2 � Dn;n�1 �Dn;n = EDiagramme 3 { une ((d�eomposition adapt�ee)) (Dp;q)1�q�p�n, autre pr�esentationo�u :� haque terme de la grande diagonale | les termes enadr�es | est non-d�eg�en�er�e,orthogonal �a tout autre terme,� tous les autres termes sont totalement isotropes,� haque somme de deux termes en position sym�etrique par rapport �a la grande dia-gonale | par exemple D3;2 � Dn�1;n�2 = T n�3(Dn;n�1) � T (Dn;n�1) | est nond�eg�en�er�ee, orthogonale �a tout autre terme.Le troisi�eme point de la d�e�nition peut �egalement être formul�e ainsi : pour tout (q1;q2) 2
J1;nK2 et tout (k;l) 2 J0;n � 1K2, T k(Dn;q1) et T l(Dn;q2) sont de somme non d�eg�en�er�ee siq1 = q2 = l + k + 1, et orthogonaux sinon. L'existene de telles d�eompositions d�eoule dela proposition 3 donn�ee page 57 en setion II.2. .Remarque Les d�eompositions de E adapt�ees �a T nilpotent existent : 'est le th�eor�emede Jordan. Les d�eompositions adapt�es �a (a;T ) existent �egalement, on le montre dans laproposition 3 page 57.On peut �a pr�esent �enoner le th�eor�eme 1.
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II Cas a et b de même natureII.1 Struture et ation de 
 quand a et b sont de mêmenatureIi a et b sont deux formes r�eexives de même nature et a est non d�eg�en�er�ee. On poseB l'endomorphisme a-autoadjoint tel que b(� ; �) = a(� ; B�). D'apr�es la proposition 1 page49, on peut supposer B de polynôme minimal P n, P irr�edutible. On note S la partiesemi-simple de B et T sa partie nilpotente : B = T + S, TS = ST . On note n l'indie denilpotene de T . Comme polynômes en B, S et T sont �egalement a-autoadjoints.Attention, il ne s'agit pas ii tout �a fait de l'endomorphisme nilpotent T = P (B) in-troduit par Klingenberg et pr�esent�e dans la setion I.1, bien que e qui suit soit �egalementv�eri��e ave T = P (B).Remarque : une telle d�eomposition B = T + S n'existe que si P a toutes ses rainess�eparables. C'est le as pour tout endomorphisme de E ssi K est parfait ( en partiulierdon si K est de arat�eristique nulle).En pratique ependant, le probl�eme ne se pose pas : la suite ne onsid�ere que le as o�uP est de degr�e un | 'est-�a-dire notamment le as o�u K est alg�ebriquement los |, saufsi K = R o�u tous les as sont trait�es. Cela suÆt en un sens : si degP > 1 et K quelonque,on onsid�ere B omme endomorphisme de E 
K K ave K la lôture alg�ebrique de K ; leth�eor�eme expliite alors l'ation de 
 sur l'espae E 
K K .Dans le as des orps parfaits, un th�eor�eme expliitant l'ation de 
 sur E lui-même,quel que soit le degr�e de P , serait don possible sur le même mod�ele.II.1.1 Le th�eor�emeTh�eor�eme 1 Si degP = 1, 
 agit simplement transitivement sur D �Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk),o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 estisomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) | en partiulierR 'Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk). R est r�edutif.Ce th�eor�eme est d�elin�e dans les trois as possibles | sym�etrique, antisym�etrique, ses-quilin�eaire | au ours des setions II.3 page 62, II.4 page 66 et II.5 page 68.II.1.2 Une onstrution de 
 par r�eurreneOn peut dans une ertaine mesure d�egager, par r�eurrene et �a titre de orollaire, lastruture de 
. Cela n�eessite ependant l'introdution d'objets suppl�ementaires �a euxd�e�nis en setion I.2 et nettement moins essentiels. On les introduit ii, par une notationet une d�e�nition.Notation : on note Ek = E= ker T k. En partiulier, E0 = E, En = f0g. Pour tous p;q � n,on note Ekp;q l'image de Ep;q par la projetion anonique �k : E ! Ek. On rappelle56



que haque Ek est muni de la forme r�eexive non d�eg�en�er�ee bk et d'un endomorphismebk-(anti)autoadjoint obtenu par l'ation quotient de T , et qu'on note enore T . Les Ekp;qs'ordonnent par inlusion omme les Ep;q :Ekk+1;k+1= �k(ImT n�(k+1))\Ekk+2;k+1 � Ekk+2;k+2= �k(ImT n�(k+2))\ \Ekk+3;k+1 � Ekk+3;k+2 � Ekk+3;k+3\ \... ... . . .Ekn;k+1 � Ekn;k+2 � � � � � Ekn;n = Ekk k�k(ker T k+1) �k(ker T k+2)
;

D�e�nition 2 Pour tout k < n, ker T k est stable sous l'ation de 
 ; 
 agit don sur lesquotients Ek. Soit 
k � GL(Ek) le sous-groupe de GL(Ek) orrespondant �a ette ation :
k = fk 2 GL(Ek) =9 2 
 : 8x 2 E; k(�k(x)) = �k((x))g:En partiulier, 
0 = 
 et 
n = GL(En) = GL(f0g) = fIdg. Rappelons que bk estd�e�nie sur Ek, don que Stab(bk) � GL(Ek). On peut alors �enoner le r�esultat suivant :Corollaire 1 (du th�eor�eme 1 et de la proposition 3, �enon�ee en setion suivante) Lesgroupes 
k v�eri�ent :8k < n;
k = Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �))= f 2 Stab(bk) = (Ekn;k+1) � Ekn;k+1et l'ation de  sur Ek+1 ' Ek=Ekn;k+1 est dans 
k+1 g:Ce orollaire onstruit haque 
k �a partir de 
k+1. Par r�eurrene, il permet don ded�egager la struture de 
 = 
0. Dans le as a et b sym�etriques, K = R et degP = 1, onexploite en e sens e orollaire en setion II.7 page 72.II.2 D�emonstrationsPour all�eger les notations, on note :� dans haque Ek, F k = Ekn;k+1 = �k(ker T k+1).� �k la projetion anonique : Ek�1 ! Ek.II.2.1 Les d�eompositions adapt�eesMontrons l'existene des d�eompositions adapt�ees �a (E;< � ; � >;T ) au sens de la d�e�nition1 page 53. Il est même int�eressant de montrer un peu plus, en e�et :Remarque : Si D = (Dp;q)k+1�q�p�n est une d�eomposition adapt�ee de (Ek;bk;T ), onv�eri�e alors que D0 = (�k+1(Dp;q))k+2�q�p�n, ((projet�e de D sur Ek+1 par �k+1)), est uned�eomposition adapt�ee de (Ek+1;bk+1;T ). R�eiproquement :57



Proposition 3 Si Dk = (Dkp;q)k+1�q�p�n est une d�eomposition adapt�ee de (Ek;bk;T ),alors il existe une d�eomposition adapt�ee Dk�1 = (Dk�1p;q )k�q�p�n de (Ek�1;bk�1;T ), qui ((seprojette par �k sur Dk)) : 8(p;q); k + 1 � q � p � n) Dkp;q = �k(Dk�1p;q ).Corollaire 2 D 6= ;.(f0g) est une d�eomposition adapt�ee de En ' f0g. D'apr�es la proposition 3 page 57, et parr�eurrene desendante sur k, il existe alors une d�eomposition adapt�ee de haque (Ek;bk;T )et en partiulier de (E;< � ; � >;T ), i.e. D 6= ;. 2D�emonstration de la proposition :� Constrution d'une famille de sous-espaes de Ek�1, se projetant sur Dk.Notons Ak = �k+1�q�nDkn;q � Ek et Ak�1 = (�k)�1(Ak) � Ek�1. V�eri�ons que Ak�1 estbk�1-non d�eg�en�er�e. On hoisit un suppl�ementaire bk�1-totalement isotrope H de F k�1 +(F k�1)? dans Ek�1 (f. remarque informative apr�es ette d�emonstration). Alors H?\F k�1not�e G et H? \ (F k�1)? not�e G0 sont haun non-d�eg�en�er�es et :Ek�1 = [(F k�1 \ (F k�1)?)�H℄ ?�G ?�G0:Dans un diagramme alqu�e sur elui des Ek�1p;q (voir page 56) :Ek�1n�1;n�1=(F k�1)? 8<: (�)�G| {z }Ek�1n;k =F k�1�� G0 �H = Ek�1o�u (�) = F k�1 \ (F k�1)?. Or : Ak�1 � G0 = Ek�1, en e�et : supposons x 2 Ak�1 \ G0,alors : �k(x) 2 Ak et �k(x) 2 �k((F k�1)?) = �k(Ek�1n�1;n�1) = Ekn�1;n�1 don �k(x) = 0 i.e.x 2 F k�1. Mais F k�1 \ G0 = f0g don x = 0 et : Ak�1 \ G0 = Ek�1 = f0g. D'autre part�k(Ak�1 +G0) = Ak + Ekn�1;n�1 = Ek et F k�1 � Ak�1 don : Ak�1 �G0 = Ek�1. CommeG0 est bk�1-non d�eg�en�er�e, Ak�1 l'est aussi.Dans Ak�1, on hoisit alors un suppl�ementaire totalement isotropeBk�1 de �F k�1 + (F k�1)?�\Ak�1 = F k�1 = Ek�1n;k (f. �a nouveau la remarque en �n de d�emonstration). Alors, pard�e�nition, �k induit l'isomorphisme : Bk�1 �k�!' Ak:Notons alors Dk�1n;q = (�kjBk�1)�1(Dkn;q) pour tout q 2 Jk + 1;nK. On pose en�n, dans Ak�1 :Dk�1n;k = (Bk�1)? ; omme Ak�1 est non d�eg�en�er�e et F k�1 totalement isotrope, Dk�1n;k \F k�1 = f0g et Dk�1n;k est don un suppl�ementaire de (F k�1)? = Ek�1n�1;k dans F k�1 = Ek�1n;k .Soit Dk�1 la famille d�e�nie par : Dk�1 = (Dk�1p;q )k�q�p�n = (T n�p(Dk�1n;q+n�p))k�q�p�n.Alors, Dk est ((l'image par �k)) de Dk�1 : par d�e�nition : 8q 2 Jk + 1;nK; �k(Dk�1n;q ) = Dkn;q.Comme l'ation de T ommute ave �k : 8p 2 Jk + 1;nK;8q 2 Jk + 1;pK; �k(Dk�1p;q ) =�k(T n�p(Dk�1n;q+n�p)) = T n�p(�k(Dk�1n;q+n�p)) = T n�p(Dkn;q+n�p) = Dkp;q.58



� V�eri�ation : il s'agit d'une d�eomposition adapt�ee de Ek�1.Il faut v�eri�er que Dk�1 satisfait le premier et le troisi�eme point de la d�e�nition 1 page 53.{ Chaque Dk�1n;q est un relev�e de Ek�1n;q =(Ek�1n;q�1 + Ek�1n�1;q) dans Ek�1n;q : si q = k, onl'a d�ej�a remarqu�e plus haut et si q � k + 1, Dk�1n;q = (�kjBk�1)�1(Dkn;q) et Dkn;q v�eri�e lamême propri�et�e. Par transport par les puissanes de T : haque Dk�1p;q est un relev�e deEk�1p;q =(Ek�1p;q�1 +Ek�1p�1;q) dans Ek�1p;q .{ Dk est une d�eomposition adapt�ee �a (Ek;bk;T ), don : T l(Dkn;q1) et Tm(Dkn;q2) sontde somme non d�eg�en�er�ee si q1 = q2 = l +m+ k + 1, et sont orthogonaux sinon.Soient v 2 Dk�1n;q1 et w 2 Dk�1n;q2 . Soient l et m dans J0;n � kK t.q. l + m � 1 | onsuppose par exemple que m � 1 et on hoisit w0 2 T�1(w) |, alors : bk�1(T lv;Tmw) =�bk�1(v;T l+mw) = �bk(�kv;T l+m�1(�kw0)). Par ons�equent, bk�1 sur T l(Dk�1n;q1 )+Tm(Dk�1n;q2 )est omme bk sur T l(Dk�1n;q1 ) + Tm�1(Dk�1n;q2 ). Ainsi, T l(Dk�1n;q1 ) et Tm(Dk�1n;q2 ) sont de sommenon d�eg�en�er�ee si q1 = q2 = l+(m�1)+k+1 = l+m+k, et sont orthogonaux sinon. Dk�1v�eri�e le troisi�eme point de la d�e�nition 1 page 53 et est don adapt�ee �a (Ek�1;bk�1;T ). 2Remarque : Les hoix arbitraires e�etu�es dans ette d�emonstration sont eux de suppl�e-mentaires totalement isotropes quelonques de ertains sous-espaes dans ertains quotients.La onstrution e�etu�ee repose don, par r�eurrene, sur de tels hoix suessifs. On pourra,�a titre informatif, onsulter la setion II.6 page 69 qui d�etaille ette situation �el�ementaireet notamment les groupes mis alors en jeu.II.2.2 D�emonstration du th�eor�emeLe vrai travail r�eside dans la proposition d�emontr�ee i-dessus. Le th�eor�eme en est lasuite faile et un peu fastidieuse �a v�eri�er. On suppose P de degr�e un, on le note X � �.En partiulier, S = � Id.� 
 agit sur D et sur Qk Stab( �Ek;�bk)Cela est faile �a voir. Soit  un �el�ement de 
 et D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition adapt�eede E. Alors ((Dp;q))q�p�n est aussi une d�eomposition adapt�ee de E. En e�et :�  pr�eserve < � ; � > et < � ; T � >, don : <  � ;T ( � ) > = < � ; T � > =<  � ;(T � ) >, et don  ommute ave T . En ons�equene :  pr�eserve les Ep;q etdon la d�eomposition ((Dp;q))q�p�n respete les inlusions des Ep;q, premier pointde la d�e�nition 1 page 53. (Dp;q) = (T n�p(Dn;q+(n�p))) = T n�p((Dn;q+(n�p))) ; les(Dp;q) satisfont don la deuxi�eme ondition de la d�e�nition 1.� d'autre part, la propri�et�e :E = 0B� ?�p+q�n ( Dp;q|{z}tot. isotrope�Dn+1�q;n+1�p| {z }tot. isotrope )1CA ?�0B� ?�p<1+n=2 Dp;n+1�p| {z }non d�eg�en�er�e1CAv�eri��ee par les Dp;q l'est aussi par les (Dp;q) pare que  est < � ; � >-orthogonal.D'autre part,  laisse stables tous les les Ep;q, don l'ation de  passe au quotient sur lesEk.  pr�eserve aussi < � ; � > et ommute ave T , don pr�eserve toutes les formes �bk et agit don sur Qk Stab( �Ek;�bk).� N et R agissent simplement transitivement, respetivement sur D et sur Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk).59



Pour tout k < n, soit �k une base quelonque de �Ek. Soient D = (Dp;q)q�p�n et � =(�p;q)q�p�n deux d�eompositions adapt�ees de E. Pour tout k � n, Dn;k ' �n;k ' �Ek�1 defa�on anonique. Ces isomorphismes fournissent don , pour tout k, une base �Dk�1 de Dn;ket une base ��k�1 de �n;k. T n�p �etant bijetif de Dn;q+(n�p) sur Dp;q et de �n;q+(n�p) sur�p;q, T n�p(�Dq+n�p�1) et T n�p(��q+n�p�1) sont des bases, respetivement de Dp;q et de �p;q.On les notera �Dp;q et ��p;q.On d�e�nit alors  lin�eaire par : 8 q � p � n;  : �Dp;q 7! ��p;q. On v�eri�e alors sur les ve-teurs des bases �D et �� que  pr�eserve < � ; � > = a et < � ; T � >=< � ; (B�S)� >= b��a,don pr�eserve a et b et est dans 
. Par onstrution,  agit trivialement sur les �Ek, donde plus :  2 N . En�n, si 0 2 N et 0(D) = �, alors n�eessairement, 8p;q; 0(�Dp;q) = ��p;qet don 0 = . N agit simplement transitivement sur D.Soit de plus (hk)n�1k=0 2 Qk Stab( �Ek;�bk) une famille de transformations orthogonales,sympletiques ou unitaires des �Ek. On pose : �hk = hk(�k). Les isomorphismes anoniquesDn;k ' �Ek�1 permettent �a nouveau de d�e�nir, �a partir des �k et des �hk, des bases �Dp;q et�h;Dp;q de haque Dp;q.On d�e�nit alors  lin�eaire par : 8 q � p � n;  : �Dp;q 7! �h;Dp;q . On v�eri�e enore sur lesveteurs des bases �D et �h;D que  pr�eserve < � ; � > = a et < � ; T � >=< � ; (B�S) � >= b��a, don pr�eserve a et b et est dans 
. Par onstrution, l'ation de  sur haque �Ek est ellede hk. Ainsi, 
 agit transitivement surQk Stab( �Ek;�bk), par translation �a gauhe. Soit 0 2 
agissant pareillement sur es quotients ; alors �1 Æ 0 agit trivialement sur eux et est dondansN . 0 �  [N ℄ et donR = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk).� N est nilpotent d'indie � 2n� 1.Soit n l'alg�ebre de Lie de N . N agit trivialement sur les �Ek = En;k+1=(En�1;k+1 +En;k) etommute ave l'ation de T . Les di��erentes puissanes de T envoient les En;k+1=(En�1;k+1+En;k) sur tous les Ep;q=(Ep�1;q+Ep;q�1), don N agit enore trivialement sur haun d'eux.Or, pour tout (p;q), N(Ep;q) � Ep;q, don : 8q � p � n; n(Ep;q) � Ep�1;q +Ep;q�1. Don, si� 2 n, Im �2n�1 � E0;1 +E1;0 = f0g, 'est le r�esultat voulu.� 
 ' N oR.
 est extension de R par N , on a la suite exate : f0g ! N ! 
 ! R ! f0g. Pourmontrer que : 
 = N o R, il faut et il suÆt d'exhiber une setion s de la surjetion
 ! R, dont l'image est un sous-groupe de 
. Il suÆt pour ela, par exemple, de hoi-sir une d�eomposition adapt�ee D de E et de hoisir dans haque lasse  2 R l'el�ement(unique) s() stabilisant D. On le onstruit par le pro�ed�e de onstrution de  au para-graphe pr�e�edent. On pose alors, GD = fs() =  2 Rg = f 2 
 = (D) = Dg, 'est unsous-groupe de 
. Il n'y a pas de setion dont l'image soit un sous-groupe distingu�e ar leproduit n'est pas diret, on le verra dans la setion II.7 page 72. 2II.2.3 D�emonstration du orollaire 1La premi�ere �egalit�e. Tout  de 
 laisse invariant haque bk, don en partiulier : 
k �Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �)). Reste �a montrer le sens � . Faisons-le par r�eurrene sur k ;supposons : 
k � Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �)):60



Soit k+1 2 
k+1. Par le th�eor�eme 1 page 56, 
k+1 agit simplement transitivement surDk+1�Qn�1l=k+1 Stab( �El;�bl) o�uDk+1 est l'ensemble des d�eompositions adapt�ees de (Ek+1;bk+1;T ).On hoisit Dk+1 2 Dk+1 ; k+1 est arat�eris�e par D0k+1 = k+1(Dk+1) et par (hl)n�1l=k+1 2Qn�1l=k+1 Stab( �El;�bl) son ation sur Qn�1l=k+1 �El. Par la proposition 3 page 57, il existe Dk etD0k dans Dk se projetant par �k+1 sur Dk+1 et D0k+1 respetivement. Par le th�eor�eme 1,il existe un (et un seul) k 2 Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �)) envoyant Dk sur D0k et dont l'a-tion sur Qn�1l=k �El est : (Id �Ek ;(hl)n�1l=k+1) 2Qn�1l=k Stab( �El;�bl). Alors k laisse stable Ekn;k+1 =�k(ker T k+1) et par onstrution :� l'ation quotient de k sur Ek+1 envoie Dk+1 sur D0k+1,� son ation sur Qn�1l=k+1 �El est : (hl)n�1l=k+1,e qui arat�erise k+1, i.e. : k+1 Æ �k+1 = �k+1 Æ k.Or par hypoth�ese de r�eurrene, 
k � Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �)) don k 2 
k i.e. ilexiste un  de 
 t.q. : k Æ �k = �k Æ . Ave e  : k+1 Æ �k+1 = k+1 Æ �k+1 Æ �k =�k+1 Æ k Æ �k = �k+1 Æ �k Æ  = �k+1 Æ  et don k+1 2 
k+1. La r�eurrene se propage.En�n, l'hypoth�ese de r�eurrene est vraie par d�e�nition de 
 pour k = 0 : 
0 = 
 =Stab(b0) \ Stab(b1).La deuxi�eme �egalit�e. Enore une fois, il suÆt de v�eri�er � . Montrons don :8k 2 J0;n� 1K; Stab(bk) \ Stab(bk(� ; T �))� f 2 Stab(bk) = (Ekn;k+1) � Ekn;k+1 et l'ation de  sur Ek+1 ' Ek=Ekn;k+1 est dans 
k+1 g:Soit k 2 J0;n � 1K et k 2 Stab(bk), stabilisant Ekn;k+1 et tel qu'il existe k+1 2 
k+1v�eri�ant : �k+1 Æ k = k+1 Æ �k+1. Montrons que : k 2 Stab(bk(� ;T �)). Soit (x;y) 2 (Ek)2.bk(kx;T (ky)) = bk+1(�k+1(kx);�k+1(ky))= bk+1(k+1(�k+1(x));k+1(�k+1(y)))= bk+1(�k+1(x);�k+1(y)) ar k+1 2 
k+1 � Stab(bk+1):Don : bk(kx;T (ky)) = bk(x;T (y)) et k 2 Stab(bk(� ;T �)). 2II.2.4 D�emonstration de la proposition 22 ) 1 est imm�ediat. Si u 2 End(E) et si u ommute ave T , u pr�eserve les kerT p etImT q, don tous les Ep;q et toutes leurs sommes, d'o�u 3 ) 2. Montrons 1 ) 3. Soit unsous-espae F ne pouvant s'�erire sous la forme : +p;q2EEp;q. On trouve alors un ouple (p;q)tel que :� Ep;q 6� F ,� F 6� (Ep�1;q +Ep;q�1).(S'il n'existe auun tel ouple (p;q), on s'aper�oit que vet(fEp;q=Ep;q � Fg) = F don Fest de la forme +p;q2EEp;q.) Notons alors � la projetion :� : Ep;q ! Ep;q=(Ep�1;q +Ep;q�1);E0p;q = Ep;q=(Ep�1;q +Ep;q�1) et G = F \Ep;q:Par le deuxi�eme point, F \ [Ep;q n (Ep�1;q + Ep;q�1)℄ 6= ; don �(G) 6= f0g. D'autre part�(G) 6= E0p;q ; en e�et, si Ep;q n(Ep�1;q+Ep;q�1) � F , Ep;q = vet(Ep;q n(Ep�1;q+Ep;q�1)) �61



F e qui ontredit le premier point. En�n, T n�p �etablit une bijetion de �Eq+n�p�1 =En;q+n�p=(En;q+n�p�1 + En�1;q+n�p) sur E0p;q. On notera H l'image re�iproque de �(G)dans �Eq+n�p�1 par ette bijetion.Or, le th�eor�eme 1 page 56, dans le as o�u T est< � ; � >-autoadjoint, ou le th�eor�eme 5 page80 dans le as o�u T est < � ; � >-antiautoadjoint, implique que 
 = Stab(< � ; � >) \ Stab(<� ;T � >) agit transitivement sur haque �Ek, don notamment sur �Eq+n�p�1. On trouvedon un u dans 
, i.e. stabilisant < � ; � > et ommutant ave T , tel que u(H) 6= H, arf0g ( H ( Eq+n�p�1 (on note ii enore u l'ation de u 2 End(E) sur �Eq+n�p�1). Alorsu(�(G)) = u(T n�pH) = T n�p(u(H)) 6= T n�p(H) = �(G), don n�eessairement, u(G) 6= Get don : u(F ) 6= F . F n'est pas intrins�equemenet assoi�e �a (< � ; � >;T ). 2Note : On peut aussi montrer diretement, sans utiliser les th�eor�emes 1 et 5, l'impliation2) 3. On reprend la d�emonstration pr�e�edente jusqu'�a la onstrution de �(G). On hoisitalors x 2 �(G) et y 62 �(G). On hoisit x0 2 T�(n�p)(��1fxg) et y0 2 T�(n�p)(��1fyg),l'espae A = vet((T kx0)q+n�p�1k=0 ;(T ky0)q+n�p�1k=0 ) est alors stable par T , par onstrution. Deplus, la famille ((T kx0)q+n�p�1k=0 ;(T ky0)q+n�p�1k=0 ) peut être ompl�et�ee en une base de Jordan ;on hoisit une telle base et on notera B l'espae engendr�e par les veteurs ainsi ajout�es. Ond�e�nit alors u 2 End(E) par :� ujB = IdB ,� ujA ommute ave TjA, u(x0) = y0 et u(y0) = x0.Comme B est stable par T , u ommute ave T . Mais par onstrution, u(�(G)) 6= �(G) |on note enore u l'ation quotient de u sur E0p;q |, don u(G) 6= G et en�n u(F ) 6= F .Une autre version de ette derni�ere note, pour un endomorphisme quelonque et sur unorps quelonque, non n�eessairement parfait, peut être trouv�ee dans [Q94℄. Nous remerionsPierre Marhand de nous l'avoir signal�e, ainsi que pour une disussion frutueuse �a e sujet.II.3 Cas a et b sym�etriques : l'ation de 
, les bonnes basesSur le K -espae vtoriel E, a et b sont ii deux formes bilin�eaires sym�etriques, a estnon d�eg�en�er�ee. Toutes les notations sont identiques �a elles de la setion pr�e�edente. Ii,
 = O(a) \ O(b) ; les bk, bk et �bk introduites dans la setion I.2 sont sym�etriques. L'indiede nilpotene de T est toujours not�e n.Th�eor�eme 2 Si degP = 1, alors 
 agit simplement transitivement sur D�Qn�1k=0 O( �Ek;�bk),o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 estisomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 O( �Ek;�bk). En partiulier, R 'Qn�1k=0 O( �Ek;�bk). R est r�edutif. Si K est alg�ebriquement los et si on note dk = dim �Ek,Qn�1k=0 O( �Ek;�bk) 'Qn�1k=0 Odk(K ).Les invariants de la situation, 'est-�a-dire du ouple (a;b), sont don n l'indie de nil-potene de T , et les (dk)n�1k=0 ; e sont les invariants de Jordan de T .Si K = R, deux as sont possibles : 62



� Si degP = 1, omme dans l'�enon�e g�en�eral i-dessus, 
 est isomorphe �a un produitsemi-diret N o R o�u N agit simplement transitivement sur D et R sur Qn�1k=0 O( �Ek;�bk).Cette fois : O( �Ek;�bk) ' Ork;sk(R), o�u (rk;sk) est la signature de �bk d�e�nie sur �Ek. Lesinvariants de la situations sont don n l'indie de nilpotene de T , et les ((rk;sk))n�1k=0 ,v�eri�ant rk + sk = dk (les �bk sont non-d�eg�en�er�ees sur les �Ek).� Si degP = 2, i.e. P = (X � �)(X � �); � 2 C n R, 
 agit sur l'espae T -stableE0 = ker(SC � � IdEC) � EC , o�u EC est le omplexi��e de E et : 
 ' N o R, o�u N agitsimplement transitivement sur l'ensemble D0 des d�eompositions de E0 adapt�ees �a (a;T C ) eto�u R agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 O( �E0k;�bk). En partiulier, R 'Qn�1k=0 Odk(C )o�u dk = dim �E0k. Les invariants de la situation sont enore n et les (dk)n�1k=0 , invariants deJordan de T sur E0.Remarque :Dans e dernier as mentionn�e, on peut aussi onstruire diretement les espaesquotients r�eels ( �Ek;�bk). En notant E00 = ker(SC �� IdEC) � EC , on a : ( �Ek;�bk) ' <(( �E0k;�bk)?�( �E00k ;�bk)), et dim �Ek = 2dk. La signature de �bk est alors (dk;dk).D'autre part on v�eri�e que, si D0 = (D0p;q)q�p�n est une d�eomposition adapt�ee de(E0;a;T CjE0), alors D = (Dp;q)q�p�n o�u Dp;q = D0p;q � D0p;q est une d�eomposition de E,adapt�ee simultan�ement �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T ). Soit D l'ensemble, par ons�equent nonvide, de es d�eompositions deux fois adapt�ees. Il permet une desription de l'ation de 
sur l'espae r�eel E ; on v�eri�e en e�et que :� N agit simplement transitivement sur D,� R agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 O( �Ek;�bk) \O( �Ek;�bk( � ;S � )).D�emonstration. Quel que soit le orps de base, si degP = 1, on applique diretementle th�eor�eme 1 page 56. Si K est alg�ebriquement los, Stab( �Ek;�bk) = O(�bk) ' Odk(K ) ; siK = R, Stab( �Ek;�bk) = O(�bk) ' Ork;sk o�u (rk;sk) est la signature de �bk. Comme �bk est nond�eg�en�er�ee, rk + sk = dk. Ces signatures apparaissent don omme des invariants suppl�e-mentaires. On v�eri�e bien qu'elles peuvent être quelonques : �a partir du hoix arbitrairedes dk, qui d�etermine le r�eseau de drapeaux (Ep;q)q�p�n �a isomorphisme pr�es, et du hoixarbitraire d'entiers (rk;sk) v�eri�ant rk + sk = dk, on onstruit une forme < � ; � > et un en-domorphisme nilpotent < � ; � >-autoadjoint T , d�e�ni par la valeurs des formes < � ; T k � >sur les quotients �Ek.Si degP = 2, i.e. P = (X � �)(X � �); � 2 C n R, on onsid�ere 
 omme agissant surEC le omplexi��e de E. EC = ker(SC � � IdEC) ?� ker(SC � � IdEC) = E0 ?� E00, et 
 agitsimultan�ement de la même fa�on sur haun de es sous-espaes : z 2 ker(SC � � IdEC) ,z 2 ker(SC � � IdEC) et : 8 2 
; :z = :z. Notamment, haque fateur est stable par T .La struture et l'ation de 
 sont don enti�erement donn�ees par son ation sur l'un desfateurs, par exemple ker(SC � � IdEC) = E0. On applique alors le th�eor�eme 1 �a et espae ;
 est don isomorphe �a un produit semi-diret N o R, N agit simplement transitivementsur D0, l'ensemble des d�eompositions de E0, adapt�ees �a (a;T CjE0) et R agit simplement tran-sitivement sur Qn�1k=0 O( �E0k;�bk), d'o�u le r�esultat. 2En formalisant une onstrution e�etu�ee dans la d�emonstration du th�eor�eme 2, ond�e�nit des bases ((adapt�ees)) au ouple de formes bilin�eaires (a;b). Introduites autrement, esont les bases de Klingenberg. 63



D�e�nition 3 Soit E un espae vetoriel muni de deux formes bilin�eaires sym�etriques a etb, telles que a est non d�eg�en�er�ee et que b = a( � ;T � ) ave T nilpotent a-autoadjoint.A une d�eomposition D = (Di;j)j�i�n de E, adapt�ee �a (a;T ), et �a un n-uplet (�k)n�1k=0 debases (pseudo-)orthonorm�ees des �Ek, on assoie anoniquement une base � de E, obtenueen relevant les �k en bases des Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q.On note B l'ensemble de es bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;T ) ou au triplet (E;a;b).Remarque : Par onstrution, et si l � k, les bases adapt�ees de (Ek;bk;T ) se ((projettentmodulo kerEl= kerEk = Ekn;l sur des bases adapt�ees de (El;bl;T ))). Plus exatement, si�k est adapt�ee �a (Ek;bk;T ) alors �k+1(�k) = ((0; : : : ;0);�k+1), o�u �k+1 est adapt�ee �a(Ek+1;bk+1;T ).Remarque : Par onstrution enore, B est en bijetion ave D0 �Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) et 
agit don simplement transitivement sur les bases adapt�ees.Lien ave la pr�esentation de Klingenberg. Les bases de B ainsi onstruites sont donform�ees de veteurs e des Dn;q; q 2 f1;::ng et de toutes leurs images suessives par les q�1premi�eres puissanes de T . Il s'agit don de bases de Jordan. D'autre part, l'examen desorthogonalit�es et isotropies dans la relation du troisi�eme point de la d�e�nition 1 page 53montre que :{ les ((sous-espaes de Jordan)), engendr�es par les familles du type (e;T:e;T 2:e;:::;T q�1:e),sont mutuellement orthogonaux,{ sur es espaes, munis de es matries de Jordan, la matrie de a a la forme annon�eedans la setion I.1.Les bases adapt�ees sont don les bases de Klingenberg, pr�esent�ees dans la setion I.1. 2On le v�eri�e �egalement en exhibant les matries de a et B = T + � Id dans une baseadapt�ee. On hoisit ii un ordre sur les veteurs de la base, un peu di��erent de l'ordrehabituel d'une base de Jordan. Il est en un sens plus adapt�e aux espaes anoniques Ep;q etles matries y sont un peu plus simples.Les matries de a et B, as r�eel et P de degr�e un. Si P = X �� est de degr�e un, onest dans la situation de la d�e�nition 3 page 63 ave T = B � � Id. Soit D = (Dp;q)q�p�nune d�eomposition adapt�ee et � une des bases adapt�ees assoi�ees �a ette d�eomposition,on pose Dk = k�1�i=0T i(Dn;k). On note �n;k la sous-famille de � qui est une base de Dn;k ; lesT i(�n;k) sont des bases des T i(Dn;k). Alors :� haque �k = (T k�1(�n;k); : : : ;T (�n;k);�n;k) est une base de Dk,� E = ?�1�k�nDk et les Dk sont stables par T .Il suÆt don de donner les matries de a et B dans les �k. Rappelons que dk = dim �Ek =dimDk+1 et que (rk;sk) est la signature de �bk sur �Ek ; rk + sk = dk. Dans �k+1 :Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBB� Irk;sk���Irk;sk
1CCCCA ; Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� �Idk Idk�Idk . . .. . . Idk�Idk
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ave k + 1 blos Irk;sk ou �Idk .Les matries de a et de B, as r�eel et P de degr�e deux. Fournissons des basesadapt�ees �a (a;b) dans le as ou P est de degr�e deux.D�e�nition 4 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R, muni de deux formes bi-lin�eaires sym�etriques non d�eg�en�er�ees a et b telles que b = a(�;S�) o�u S est un automorphismesemi-simple de valeurs propres omplexes non r�eelles � et �, a-autoadjoint. E est alorsn�eessairement de dimension paire, on notera k = 2d. Une base � de E est dite adapt�ee �a(a;S) si :� = ((xj)dj=1;(yj)dj=1)) ave 8j; xj = 12((1� i)zj + (1� i)zj) et yj = 12((1 + i)zj + (1 + i)zj)o�u (zj)dj=1 est une base a-orthonorm�ee omplexe de E0 = ker(SC � � IdEC) � EC .Dans une telle base : Mat(a) = J+d;d = � 0 IdId 0 � et Mat(B) = �d = � �Id ��Id�Id �Id � 2M2d(R), o�u � et � sont les parties respetivement r�eelle et imaginaires de � ; � 2 R, � 2 R� .D�e�nition 5 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formes bi-lin�eaires sym�etriques non d�eg�en�er�ees a et b telles que b = a(�;B�) o�u B est un automorphismea-autoadjoint de polynôme minimal P = (X � �)(X � �), � 2 C n R, de partie nilpotente Td'indie n. Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition de E adapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T )et (�k)n�1k=0 un n-uplet de bases des �Ek, adapt�ees �a (�bk;S) au sens de la d�e�nition 4 page 65.On leur assoie anoniquement une base � de E, obtenue en relevant les �k en basesdes Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q. On note B l'ensemble dees bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;B) ou au triplet (E;a;b).Remarque : une telle base est aussi une base � telle que :� = ((xj)dj=1;(yj)dj=1)) ave 8j; xj = 12((1� i)zj + (1� i)zj) et yj = 12((1 + i)zj + (1 + i)zj)o�u (zj)dj=1 est une base de E0 = ker(SC � � IdEC) � EC , adapt�ee �a (a;T CjE0).Soit � une base adapt�ee �a (a;B) ; on reprend les notations Dk et �k introduites dansle as degP = 1 : E = ?�kDk, B(Dk) � Dk et �k est une base de Dk. On note ette foisdk = dim �E0k = 12 dim �Ek = 12 dimDn;k+1. Dans �k+1 :Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBB� J+dk���J+dk
1CCCCA et :Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� �dk I2dk�dk . . .. . . I2dk�dk

1CCCCA ;
o�u : �dk = � �Idk ��Idk�Idk �Idk � 2 M2dk(R):On v�eri�e au passage que sign(�bk) = (dk;dk).65



II.4 Cas a et b antisym�etriques : l'ation de 
, les bonnesbasesa et b sont deux formes bilin�eaires antisym�etriques, ave a non d�eg�en�er�ee ; on reprend lesmêmes notations que dans la setion II.1. Ii, 
 = Sp(a)\Sp(b) ; les bk, bk et �bk introduitesdans la setion I.2 sont antisym�etriques. On note toujours n l'indie de nilpotene de T .Th�eor�eme 3 Si degP = 1, 
 agit simplement transitivement sur D �Qn�1k=0 Sp( �Ek;�bk),o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 estisomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 Sp( �Ek;�bk) ' Qn�1k=0 Spdk(K ) o�ules dk = dim �Ek sont des entiers pairs ; en e�et les �bk sont antisym�etriques, nond�eg�en�er�ees sur les �Ek. En partiulier R 'Qn�1k=0 Spdk(K ). R est semi-simple.Les invariants de la situation, 'est-�a-dire du ouple (a;b), sont don n l'indie de nil-potene de T , et les (dk)n�1k=0 ; e sont en fait les invariants de Jordan de T .Si K = R, deux as sont possibles :� Si degP = 1, omme dans le as g�en�eral i-dessus, 
 est isomorphe �a un produitsemi-diret N oR o�u N agit simplement transitivement sur D et R sur Qn�1k=0 Sp( �Ek;�bk) 'Qn�1k=0 Spdk(K ), les dk = dim( �Ek) �etant enore pairs. Les invariants de la situation sontenore n l'indie de nilpotene de T , et les (dk)n�1k=0 , invariants de Jordan de T .� Si degP = 2, i.e. P = (X � �)(X � �); � 2 C n R, 
 agit sur l'espae T -stableE0 = ker(SC �� IdEC) � EC , o�u EC est le omplexi��e de E et : 
 ' N oR, o�u N agit sim-plement transitivement sur l'ensemble D0 des d�eompositions de E0 adapt�ees �a (a;T ) et o�uR agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 Sp( �E0k;�bk). En partiulier, R ' Qn�1k=0 Spdk(C )o�u dk = dim �E0k. Les invariants de la situation sont enore n et les (dk)n�1k=0 , invariants deJordan de T sur E0.D�emonstration : on applique le th�eor�eme 1 page 56 de la même fa�on que pour la d�emonstrationdu th�eor�eme 2 page 62.Remarque : Dans le dernier as du th�eor�eme, et omme dans le as sym�etrique, on v�eri�eque l'ation de 
 sur l'espae r�eel E est la suivante :� N agit simplement transitivement sur D, l'ensemble non vide des d�eompositionssimultan�ement adapt�ees �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T ),� R agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 Sp( �Ek;�bk) \ Sp( �Ek;�bk( � ;S � )).Les matries de a et de B, as o�u P = X � � est de degr�e un.C'est notamment toujours le as si K est alg�ebriquement los.D�e�nition 6 Soit E un espae vetoriel muni de deux formes bilin�eaires antisym�etriquesa et b, telles que a est non d�eg�en�er�ee et que b = a( � ;T � ) ave T nilpotent a-autoadjoint.A une d�eomposition D = (Di;j)j�i�n de E, adapt�ee �a (a;T ), et �a un n-uplet (�k)n�1k=0de bases sympletiques des �Ek, on assoie anoniquement une base � de E, de la mêmemani�ere que dans le as sym�etrique (f. def.3 page 63). On note enore B l'ensemble de esbases, dites adapt�ees au triplet (E;a;T ) ou au triplet (E;a;b).66



Les mêmes remarques peuvent être faites que dans le as sym�etrique. B est l'ensembledes bases de Klingenberg assoi�ees �a (a;b), 
 agit simplement transitivement sur lui.En reprenant les mêmes objets Dk et �k et en notant que dk = dim �Ek = dimDk+1 estpair :Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBB� J�dk=2���J�dk=2
1CCCCCA ; o�u J�d = � 0 Id�Id 0 � 2M2d(K ) et

Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� �Idk Idk�Idk . . .. . . Idk�Idk
1CCCCA :Les matries de a et de B, as r�eel et P = (X � �)(X � �) de degr�e deux. Onintroduit les mêmes notions de bases adapt�ees qu'en �n de setion II.3 page 62.D�e�nition 7 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formes bi-lin�eaires antisym�etriques non d�eg�en�er�ees a et b telles que b = a(�;S�) o�u S est un automor-phisme semi-simple de valeurs propres imaginaires pures non nulles � et �, a-autoadjoint.E est alors n�eessairement de dimension multiple de quatre, on notera k = 2d, d pair. Unebase � de E est dite adapt�ee �a (a;S) si :� = ((xj)d=2j=1;(yj)d=2j=1;(x0j)d=2j=1;(y0j)d=2j=1) ave8j; xj = 1p2(zj + zj); yj = 1ip2(�zj + zj); x0j = 1p2(z0j + z0j) et y0j = 1ip2(z0j � z0j):o�u ((zj)d=2j=1;(z0j)d=2j=1) est une base a-sympletique omplexe de E0 = ker(SC � � IdEC) � EC .Dans une telle base : Mat(a) = J�d;d = � 0 Id�Id 0 � et : Mat(B) = � �d=2 00 �d=2 � o�u, si onnote � = �+ i�, � 2 R, � 2 R� : �p = � �Ip ��Ip�Ip �Ip � 2 M2p(R) et �p = � �Ip �Ip��Ip �Ip � 2M2p(R).D�e�nition 8 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formes bi-lin�eaires sym�etriques non d�eg�en�er�ees a et b telles que b = a(�;B�) o�u B est un automorphismea-autoadjoint de polynôme minimal P = (X � �)(X � �), � 2 C n R, de partie nilpotente Td'indie n. Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition de E adapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T )et (�k)n�1k=0 un n-uplet de bases des �Ek, adapt�ees �a (�bk;S) au sens de la d�e�nition 4 page 65.On leur assoie anoniquement une base � de E, obtenue en relevant les �k en basesdes Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q. On note B l'ensemble dees bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;B) ou au triplet (E;a;b).Remarque : Une telle base est aussi une base� = ((xj)Nj=1;(yj)Nj=1;(x0j)Nj=1;(y0j)Nj=1) ave67



8j; xj = 1p2(zj + zj); yj = 1ip2(�zj + zj); x0j = 1p2(z0j + z0j) et y0j = 1ip2(z0j � z0j):o�u ((zj)Nj=1;(z0j)Nj=1) est une base omplexe de E0, adapt�ee �a (a;T CjE0) au sens de la d�e�nition6 page 66.On onsid�ere D0 = (D0p;q)q�p�n une d�eomposition adapt�ee de (E0;a;T CjE0), D la d�eom-position (<(D0p;q � D0p;q))q�p�n de E et � une base adapt�ee �a (E;a;B) onstruite �a partirde D. On reprend alors les objets Dk et �k introduits en �n de setion II.3 ; dk = dim �E0k =dimD0n;k+1 est pair. E = ?�Dk ; 8k;B(Dk) = Dk. Alors, dans �k+1 :Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBB� J�dk���J�dk
1CCCCA et Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� Ldk=2 I2dkLdk=2 . . .. . . I2dkLdk=2

1CCCCAave Ld = � �d 00 �d � 2M4d(R):La dimension de E est dans e as multiple de quatre.II.5 Cas a et b sesquilin�eaires : l'ation de 
, les bonnes basesa et b sont deux formes sesquilin�eaires, ave a non d�eg�en�er�ee ; on reprend les mêmesnotations que dans la setion II.1. Ii, 
 = U(a) \ U(b) ; les bk, bk et �bk introduites dans lasetion I.2 sont sesquilin�eaires. On suppose de plus K alg�ebriquement los. On note toujoursn l'indie de nilpotene de T .Th�eor�eme 4 Si degP = 1, alors 
 agit simplement transitivement sur D�Qn�1k=0 U( �Ek;�bk),o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 estisomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 U( �Ek;�bk). En partiulier R 'Qn�1k=0 U( �Ek;�bk).Si K = C , alors : 8k < n;U( �Ek;�bk) ' Urk;sk(K ), o�u (rk;sk) est la signature de �bk d�e�niesur �Ek. R 'Qn�1k=0 Urk;sk(K ) est r�edutif. Les invariants de la situations sont don n l'indiede nilpotene de T et les ((rk;sk))n�1k=0, v�eri�ant rk + sk = dk (les �bk sont non-d�eg�en�er�eessur les �Ek).D�emonstration : enore par appliation imm�ediate du th�eor�eme 1 page 56.Les matries de a et B quand K = C . Les bases adapt�ees se onstruisent de la mêmefa�on que dans le as r�eel sym�etrique ; les matries obtenues ont alors la même forme.68



II.6 Une situation plus simple : les isomorphismes pr�eservantune forme r�eexive et un sous-espaeLa leture de ette partie n'est pas n�eessaire �a la ompr�ehension du hapitre et ne traitepas diretement de son sujet, i.e. de la situation r�e�ee, sur un espae vetoriel, par unepaire de formes r�eexives. Cependant elle-i repose, par r�eurrene, sur un ((empilement))de situations plus simples : des espaes V munis d'un sous-groupe de GL(V ) pr�eservant uneforme r�eexive et un ertain sous-espae. Cette partie est onsar�ee �a e type de groupes.Ceux-i mettent en jeu, dans un as plus simple, les mêmes raisonnements.Seule toutefois la setion II.7, onstituant une sorte d'annexe de la partie II, utiliserae�etivement le r�esultat des pr�esentes setions II.6.2 et II.6.3.II.6.1 La d�eompositionSoit V un espae vetoriel muni de < :;: > forme r�eexive, non d�eg�en�er�ee, F un sous-espae vetoriel de V et � le sous-groupe de Stab(< :;: >) laissant F stable. On a alors lasituation suivante : f0g ,! F \ F?� ,! F,! F? � ,! F + F? ,! V;qu'on peut aussi �erire : (F \ F?) � F?\ \F � V:D�e�nition 9 On appelle d�eomposition de V adapt�ee �a (< � ; � >;F ) une d�eomposition deV en somme direte de la forme :V = � ( F \ F?| {z }totalementisotrope )� H|{z}totalementisotrope � ?� G ?� G0;telle que : � G est un relev�e de F=(F \ F?) dans F , i.e. : (F \ F?)�G = F;G0 est un relev�e de F?=(F \ F?) dans F?, i.e. : (F \ F?)�G0 = F?:Ainsi, sur un diagramme alqu�e sur elui des inlusions, au-dessus de la d�e�nition :F \ F? � G0� �G � H 9=; = V:Remarque : Choisir une telle d�eomposition revient en fait �a hoisir H : les d�eompositionsadapt�ees �a (< � ; � >;F ) sont en bijetion naturelle ave les suppl�ementaires H totalementisotropes de F + F? dans V . En e�et :� Si ((F \ F?);H;G;G0) est (< � ; � >;F )-adapt�ee alors n�eessairement : G = H? \ F etG0 = H? \ F?,� Si H est un suppl�ementaire totalement isotrope de F + F? dans V , on pose G =H? \ F et G0 = H? \ F? ; ((F \ F?);H;G;G0) est alors une d�eomposition (< � ; � >;F )-adapt�ee. 69



II.6.2 L'ation de �On notera ii F1 = F=(F \ F?). Le noyau de < � ; � >jF est F \ F?, don ette formepasse au quotient sur F1 en une forme non d�eg�en�er�ee, not�ee < � ; � >1. De la même fa�on onnote F2 = F?=(F? \ F?) ; < � ; � > passe au quotient sur F2 en < � ; � >2, non d�eg�en�er�ee.On note en�n F0 = F \ F?.Remarque : A la donn�ee :{ d'une base quelonque �0 de F0,{ d'une base �1 de F1 adapt�ee �a < � ; � >1, i.e. pseudo-orthonorm�ee, sympletique ouunitaire, selon la nature de < � ; � >,{ d'une base �2 de F2 adapt�ee �a < � ; � >2,{ d'une d�eomposition adapt�ee (F0;H;G;G0) de V ,on assoie naturellement une base � de V : (G;< � ; � >jG) est anoniquement isomorphe �a(F1;< � ; � >1), on y transporte �1 ; de même ave �2 sur G0. Par < � ; � >, H s'identi�e audual de F0, on le munit de ��0 . la famille � = (�0;�1;�2;��0) est alors une base de V .Si par exemple < � ; � > est sym�etrique, sa matrie dans une base de e type est :
Mat�(< � ; � >) = 0BB� F0z}|{000Id

Gz }| {0Ir1;s100 G0z }| {00Ir2;s20 Hz}|{Id000 1CCA ;o�u Ir;s = � Ir 00 �Is �, o�u (ri;si) est la signature de < � ; � >i pour i 2 f1;2g et o�ud = dimF0 = dimH.Si < � ; � > est antisym�etrique, sa matrie est alors :
Mat�(< � ; � >) = 0BB� F0z}|{000�Id

Gz }| {0Jd1=200 G0z }| {00Jd2=20 Hz}|{Id000 1CCA ;o�u Jk = � 0 Ik�Ik 0 �, o�u di est la dimension, n�eessairement paire, de Fi pour i 2 f1;2g eto�u d = dimF0 = dimH.Proposition 4 Si � = Stab(F ) \ Stab(V;< � ; � >), alors � ' N oR o�u :� N est le sous groupe de � qui agit trivialement sur F0 = F \ F?, F1 = F=(F \ F?)et F2 = F?=(F \ F?). N agit simplement transitivement sur les suppl�ementaires Htotalement isotropes de F \ F?, don sur les d�eompositions adapt�ees �a (F;< � ; � >) ;N est nilpotent et distingu�e dans �,� R = �=N , R agit simplement transitivement sur GL(F0) � Stab(F1; < :;: >1) �Stab(F2; < :;: >2) | don R ' GL(F0)� Stab(F1; < :;: >1)� Stab(F2; < :;: >2). Rest r�edutif. 70



D�emonstration : Par d�e�nition de �, tout �el�ement de � envoie une d�eomposition adapt�eesur une d�eomposition adapt�ee, agit sur F0 et sur les quotients F1 et F2, en pr�eservant< � ; � >1 et < � ; � >1 sur es deux derniers. Si on note D l'ensemble des d�eompositionsadapt�ees de V , � agit don sur D �GL(F0)� Stab(F1;< � ; � >1)� Stab(F2;< � ; � >2).Soient D et D0 deux d�eompositions adapt�ees de V . On hoisit �0 une base de F0, et�i une base de Fi adapt�ee �a < � ; � >i pour i 2 f1;2g ; on note � la base de V assoi�ee �a(�i)3i=1 et �a D et �0 la base assoi�ee �a (�i)3i=1 et �a D0, au sens de la remarque de la page 70.Si  2 GL(V ) est d�e�ni par (�) = �0,  pr�eserve < � ; � > et F don est dans �. De plus, agit trivialement sur les Fi, i 2 J1;3K, don :  2 N . Si d'autre part un �el�ement  de N�xe une d�eomposition adapt�ee quelonque D00, il �xe la base �00 assoi�ee �a (�i)3i=1 et �a D00don est trivial. N agit don simplement transitivement sur D. Il d�eoule de la d�e�nitionde N que elui-i est distingu�e.Examinons l'ation de R. On reprend les mêmes bases �i. Soient h0 2 GL(F0) ethi 2 Stab(Fi;< � ; � >i) pour i 2 f1;2g ; on note �0i = hi(�i) pour i 2 J1;3K. On hoisitD une d�eomposition adapt�ee de V , on note � et �0 les bases de V assoi�ees �a D et aux�i ou �0i respetivement. Si  2 GL(V ) est d�e�ni par (�) = �0, il agit sur haque Fiomme hi. Soit ~ 2 � : si ~ agit sur les Fi omme , ~:�1 agit trivialement sur eux etdon est dans N . Ainsi, �=N agit simplement transitivement (par translation �a gauhe) surGL(F0)� Stab(F1;< � ; � >1)� Stab(F2;< � ; � >2).N est nilpotent : si � 2 n l'alg�ebre de Lie de N , on onstate que ses it�er�es v�eri�ent :V ��! (F + F?) ��! (F \ F?) ��! f0g.En�n, � est produit est semi-diret : si D est une d�eomposition adapt�ee de V , ononstate que RD = f 2 � = (D) = Dg est un sous-groupe de �, isomorphe �a R. Alors,omme N est distingu�e : � = N oRD ' N oR. 2II.6.3 L'alg�ebre de Lie g de � | as o�u < � ; � > est sym�etriqueOn retrouve les r�esultats qui pr�e�edent en alulant l'alg�ebre de Lie g de �. A titred'exemple, on traite ii le as sym�etrique. Dans une base � omme onstruite dans laremarque de la page 70 : 2 g, Mat�() = 0BB� tY eX1 eX2 H0 H1 0 X10 0 H2 X20 0 0 Y 1CCAo�u : { Y , X1 et X2 sont des matries quelonques,{ eX1 = tX1Ir1;s1 et eX2 = tX2Ir2;s2 ,{ H 2 so(d), H1 2 so(r1;s1) et H2 2 so(r2;s2).�Note annexe : On aura besoin en partie II.7 de la matrie d'un tel �el�ement de g, exprim�ee71



dans une base �0 l�eg�erement di��erente, telle que :Mat�0(< � ; � >) = 0BB� 0 0 0 Ir;s0 Ir1;s1 0 00 0 Ir2;s2 0Ir;s 0 0 0 1CCA ; ave r et s des entiers t.q. : r + s = d:Dans e as, la matrie de  a la même forme, mais ave :{ H 2 so(r;s),{ tY rempla�e par eY = Ir;stY Ir;s,{ eX1 = Ir;stX1Ir1;s1 et eX2 = Ir;stX2Ir2;s2 .�Reprenons ave la base � :  2 N , Y = 0; H1 = 0; H2 = 0, d'o�u, si n est l'alg�ebre deLie de N :  2 n, Mat�() = 0BB� 0 eX1 eX2 H0 0 0 X10 0 0 X20 0 0 0 1CCAo�u X1, X2, eX1, eX2 et H sont omme plus haut. N est don un groupe de Lie nilpotentd'indie 2, plus pr�eis�ement : N est extension entrale de B par A o�u :� A = f 2 � = jF+F? = IdF+F?g, groupe ab�elien entral dans N ,� B = N=A, groupe �egalement ab�elien.f0g ! A! N ! B ! f0g:On v�eri�e �egalement que N est distingu�e dans �.II.7 Annexe : struture de l'alg�ebre de Lie so(a) \ so(b)A titre d'annexe, ette setion utilise le orollaire 1 page 57 pour d�egager, par r�eurrene,des �el�ements de la struture de l'ag�ebre de Lie ! de 
. Elle ne traite, �a titre d'exemple, que leas a et b sym�etriques, K = R, degP = 1 : dans e as don, ! s'�erit so(a)\so(b). Les autresas se traitent sur le même mod�ele et sont peu di��erents dans le prinipe. L'exemple hoisiii omporte en fait une ompliation suppl�ementaire, provenant des groupes orthogonauxseondaires O(rk;sk), de signature quelonque : es signatures ompliquent l'alg�ebre de Lie!. On reprend la d�e�nition et les notations de la setion II.1 pages 56 et suivante.II.7.1 Quelques as partiuliersPour omprendre la suite r�eurrente des 
k, arrêtons-nous d�ej�a sur les trois rangs lesplus simples : k = n� 1, k = n� 2 et k = n� 3 (si k = n, 
n = GL(f0g = fIdg). Cettesetion n'a qu'un but illustratif. Le r�esultat g�en�eral est �enon�e dans la setion suivante.Notation : On rappelle que pour tout k de J0;n�1K : dk = dim �Ek et (rk;sk) est la signaturede �bk sur �Ek ; rk + sk = dk.� 
n�1. Soit � une base adapt�ee de En�1 = E= ker T n�1. � est simplement une base�bn�1-pseudo-orthonorm�ee de �En�1 = En�1. Dans � :Mat�(bn�1) = Irn�1;sn�172



et d'autre part : !n�1 = so(bn�1) ' so(rn�1;sn�1):� 
n�2. Soit � une base adapt�ee deEn�2 = E= ker T n�2. On noteD = (Dn�1;n�1;Dn;n�1;Dn;n)la d�eomposition adapt�ee assoi�ee �a �. Le alul montre que :Mat�(bn�2) = 0� En�2n;n�1z }| {00In�1;n�1| {z }Dn�1;n�1 0In�2;n�20| {z }Dn;n�1 In�1;n�100| {z }Dn;n 1A ;et que : h 2 !n�2 , Mat�(h) = 0� Hn�1 eX H 00 Hn�2 X0 0 Hn�1 1A ;ave : � Hn�1 et H 0 dans so(rn�1;sn�1) ' so( �En�1;�bn�1),� Hn�2 dans so(rn�2;sn�2) ' so( �En�2;�bn�2),� X une matrie quelonque de Mdn�2;dn�1(R) et eX = Irn�1;sn�1 tXIrn�2;sn�2 .On v�eri�e alors la deuxi�eme �egalit�e du orollaire 1 page 57 au rang k = n� 2. En e�et,d'apr�es elle :h 2 !n�2 ssi : ( � h 2 so(En�2;bn�2) et h(En�2n;n�1) � En�2n;n�1� l'ation de h sur En�1 ' En�2=En�2n;n�1 est dans !n�1:
i.e. ssi :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
� Mat�(h) = 0BB� eY eX H 00 Hn�2 X0 0 Y 1CCA ave H 0 2 so(rn�1;sn�1),Hn�2 2 so(rn�2;sn�2), Y 2 Mdn�1(R), X 2Mdn�2;dn�1(R),eY = Irn�1;sn�1 tY Irn�1;sn�1 et eX = Irn�1;sn�1 tXIrn�2;sn�2 .(voir setion II.6.3, la note de la page 71.)� Y 2 !n�1 ' so(rn�1;sn�1) ' so( �En�1;�bn�1):'est-�a-dire ssi Mat�(h) est de la forme annon�ee.En�n, omme annon�e dans le th�eor�eme 2 page 62, on v�eri�e �egalement que !n�2 estisomorphe �a un produit semi-diret r n n o�u n est l'alg�ebre de Lie de N = f 2 
n�2 = agit trivialement sur �En�1 et �En�2g et o�u r = !n�2=n : 2 n, Mat�() = 0� 0 eX H 00 0 X0 0 0 1A ave X, eX et H 0 omme plus haut.On note en�n que N est extension entrale de B par A, ave A = f 2 
n�2 = jEn�2n;n�1 =73



IdEn�2n;n�1g et B = N=A. A et B sont ab�eliens, N est nilpotent d'ordre 2 si dn�1 6= 0, ab�eliensinon (N = A dans e as). On remarque �egalement que R n'est pas fateur diret de 
n�2.� 
n�3. Soit � une base adapt�ee de En�3 = E= ker T n�3. On noteD = (Dp;q)n�2�q�p�nla d�eomposition adapt�ee assoi�ee �a �. Rappelons les deux diagrammes :En�3n�2;n�2\En�3n�1;n�2�En�3n�1;n�1\ \En�3n;n�2 � En�3n;n�1 �En�3n;n =En�3; ((relev�e)) en : Dn�2;n�2�Dn�1;n�2 �Dn�1;n�1� �Dn;n�2 � Dn;n�1 �Dn;n
9>>>>=>>>>; = En�3:Le alul montre que :

Mat�(bn�2) = 0BBBBBB�
En�3n;n�2z }| {0000In�2;n�20| {z }Dn�1;n�2

00000In�1;n�1| {z }Dn�2;n�2
00In�3;n�3000| {z }Dn;n�2

000In�1;n�100| {z }Dn�1;n�1
In�2;n�200000| {z }Dn;n�1

0In�1;n�10000| {z }Dn;n
1CCCCCCA ;

et que : h 2 !n�3 , Mat�(h) = 0BBBBBBB� Hn�2 0 eX 00 XeX Hn�1 eX 0 H 0 H 000 0 Hn�3 0 X 00 X 00 0 0 Hn�1 eX H 00 0 0 0 Hn�2 X0 0 0 0 0 Hn�1
1CCCCCCCA ;

ave : � Hn�1 et H 0 dans so(rn�1;sn�1) ' so( �En�1;�bn�1),� Hn�2 dans so(rn�2;sn�2) ' so( �En�2;�bn�2) et Hn�3 dans so(rn�3;sn�3) ' so( �En�3;�bn�3),� X une matrie quelonque de Mdn�2;dn�1(R), X 0 de Mdn�3;dn�1(R) et X 00 de Mdn�3;dn�2(R),� eX = Irn�1;sn�1 tXIrn�2;sn�2 , eX 0 = Irn�1;sn�1 tXIrn�3;sn�3 et eX 00 = Irn�2;sn�2 tXIrn�3;sn�3 .� H 00 2 Md1+d2(R), v�eri�ant H 00 = �eI tH 00eI o�u eI =  Irn�2;sn�2 00 Irn�1;sn�1!(H 00 est ((eI-antisym�etrique))).On reonnâ�t dans le blo enadr�e la matrie g�en�erique d'un �el�ement de !n�2. C'est ene�et la deuxi�eme �egalit�e du orollaire 1 page 57 au rang k = n� 3, qui est v�eri��ee :h 2 !n�3 ssi : ( � h 2 so(En�3;bn�3) et h(En�3n;n�1) � En�3n;n�2� l'ation de h sur En�2 ' En�3=En�3n;n�2 est dans !n�2:74



i.e. ssi :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� Mat�(h) = 0BBBBBBB� eY eX1 eX2 H 000 Hn�3 0 X10 0 Hn�1 X20 0 0 Y
1CCCCCCCA ave Hn�i 2 so(rn�i;sn�i),eX1 = eI tX1Irn�3;sn�3 ; eX1 = eI tX1Irn�1;sn�1 ; eY = eI tY eIet H 00 omme plus haut. (voir setion II.6.3, note page 71.)� le blo inf�erieur droit  Hn�1 X20 Y ! est la matrie d'un �el�ement de !n�2(voir la forme d'une telle matrie au point pr�e�edent).i.e. ssi Mat�(h) est de la forme annon�ee.En�n, on v�eri�e �egalement que !n�3 est isomorphe �a un produit semi-diret rn n o�u nest l'alg�ebre de Lie de N = f 2 
n�3 =  agit trivialement sur �En�1 �En�2 et �En�3g. Leproduit n'est pas diret. D'autre part, on le voit �a la forme des matries, le fateur nilpotentde !k devient vite ompliqu�e quand k d�erô�t.II.7.2 Le as g�en�eral : une formule de r�eurreneSoit D une d�eomposition adapt�ee de (E;a;b) et pour tout j 2 J0;n � 1K, (�eji )dji=1une base de �Ej . On assoie anoniquement �a es objets une base adapt�ee de E : � =(((T l(eji ))dji=1)0l=j)n�1j=0 , o�u haque (eji )dji=1 est le relev�e naturel de (�eji )dji=1 en base de Dn;j+1.Notons ep;qi = T n�pen+q�pi et �egalement dp;q = dn�p+q�1 = dim �En�p+q�1 = dimDp;q. pourtout k 2 J0;n� 1K, on tire de � une base adapt�ee �k de Ek :�k = (((�k(ep;qi )dp;qi=1 )qp=n�1)n�1q=k+1;((en;qi )dn;qi=1 )nq=k+1) ; dans et ordre.Ainsi, � et �0, par exemple, sont des bases adapt�ees de (E;a;b) ompos�ees des mêmesvateurs, mais ordonn�ees di��eremment.Sur un diagramme des �k(Dp;q) = Dkp;q omme pos�e en setion I.2, ela revient �a ordon-ner les Dkp;q de la fa�on suivante :Ekn�1;n�1 8<: (1a)(2a)| {z }Ekn;k+1 (1b) (2b){ d�ej�a eux de Ekn�1;n�1, not�es (1), de bas en haut et de gauhe �a droite,{ puis eux de �nq=k+1Dkn;q, not�es (2), de gauhe �a droite.Cet ordre ne se projette de �k sur �k+1. On distingue ii (1a) et (1b) d'une part, (2a)et (2b) d'autre part, pour les besoins de la suite. (1a) d�esigne les veteurs de base deEkn�1;k+1, (1b) eux qui les ompl�etent dans Ekn�1;n�1, (2a) eux de Dkn;k+1 et (2b) eux75



de �nq=k+2Dkn;q. Alors, en gardant es notations, �k �etant une base adapt�ee ainsi ordonn�eeet �k+1 �etant la base | adapt�ee | de Ek+1 obtenue par projetion de �k :
Proposition 5 h 2 !k , Mat�k(h) = � (1)z }| {Wk0 (2)z }| {ZkYk � o�u :Yk = � (2a)z }| {Hk0 (2b)z }| {XkYk+1 � ; Zk = � (2a)z }| {X�k0 (2b)z }| {H 0kZk+1 �g (1a)g (1b) ; Wk = � (1a)z }| {Y �k+10 (1b)z }| {Z�k+1Wk+1 � ;ave :� Yk+1, Wk+1 et Zk+1 matries telles que : � Wk+1 Zk+10 Yk+1 � = Mat�k+1(hk+1) avehk+1 un �el�ement de !k+1,� Hk une matrie quelonque de sorn�k;sn�k(R) ' so( �Ek;�bk),� Xk une matrie quelonque de Mdk; ~dk(R) et X�k = eIk tXkIrn�k;sn�k ,� H 0k une matrie de M ~dk; ~dk(R) t.q. : Hk = eIk tH 0keIk,� Y �k+1 = eIk tYk+1eIk,� Z�k+1 = eIk tZk+1eeIk,o�u eIk et eeIk sont des matries diagonales par blos : eIk = Diag(Irk+1;sk+1 ;Irk+2;sk+2 ; : : : ;Irn�1;sn�1)et eeIk = Diag(eIk+1;eIk+2; : : : ;eIn�2)et o�u ~dk = dk+1 + dk+2 + : : :+ dn�1.Il est �a noter que n'importe quel ordre sur les veteurs de �k, respetant l'inlusion desEkp;q | le veteur v 2 Ekp0;q0 lass�e avant w 2 Ekp;q si Ekp0;q0 � Ekp;q |, donne �a la matrie deh 2 !k une forme triangulaire sup�erieure par blos orrespondant aux Dkp;q : les Ekp;q sont ene�et stables pas !k. L'ordre hoisi ii ne respete pas ette inlusion, et la matrie obtenuede h 2 !k n'est pas triangulaire sup�erieure par blos orrespondant aux Dkp;q. Par exemple,Y �k est triangulaire inf�erieure par blos. Cependant, 'est seulement ave un tel ordre surles veteurs de �k que la matrie g�en�erique de h 2 !k devient lisible.D�emonstration : C'est lourd mais pas profond. Montrons la proposition par r�eurrenedesendante sur k. Au rang k = n, elle est vide, don vraie. Supposons le r�esultat vrai aurang k + 1. Soit �k une base adapt�ee ((bien ordonn�ee)) de (Ek;bk;bk( � ;T � )) et �k+1 la baseadapt�ee ((bien ordonn�ee)) de (Ek+1;bk+1;bk+1( � ;T � )) d�eduite de �k par projetion. Alors :h 2 !k , � h 2 so(bk) et h(Ekn;k+1) � Ekn;k+1si �h 2 gl(Ek+1) est l'ation de h sur Ek+1; �h 2 !k+1 d'apr�es le orollaire 1.76



,
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� Mat�k(h) = 0BB� (1a)z }| {Y �000

(1b)z }| {X�G00
(2a)z }| {X 0�0G00

(2b)z }| {G00XX 0Y 1CCA o�u G = eeIk tGeeIk; G0 = Irk;sk tGIrk;sk ;G00 = eIk tG00eIk; Y � = eIk tY �eIk; X� = eIk tXeeIk et X 0� = eIk tX 0Irk;sk :(f. note annexe de la setion II.6.3 page 71.)� � G X0 Y � = Mat�k+1(�h) = � Wk+1 Zk+10 Yk+1 � ; o�u Wk+1; Zk+1 et Yk+1v�eri�ent les propri�et�es de la proposition. (C'est l'hypoth�ese de r�eurrene.), Mat�k(h) est omme annon�e dans la proposition.Le r�esultat est vrai au rang k. La r�eurrene est propag�ee. 2On peut alors d�egager, par r�eurrene, la struture des !k. Introduisons �a ette �n, pourtout k de J0;n� 1K, trois groupes de Lie Gk, Ak et Bk :� Gk = f 2 
k =  agit trivialement sur Ekn�1;n�1 et, par ation quotient, sur �Ekg,'est un sous-groupe de Lie distingu�e de 
k,� Ak = f 2 
k =  agit trivialement sur Ekn�1;n�1 +Ekn;k+1g, sous-groupe de Gk,distingu�e dans 
k,� Bk = Gk=Ak ;on notera gk, ak et bk leurs alg�ebres de Lie respetives. Remarque : au rang n� 1 : Gn�1 =An�1 = f0g. alors :Proposition 6 Les objets introduits v�eri�ent, pour tout k de J0;n� 1K :{ ak et bk sont des alg�ebres de Lie ab�eliennes de dimension respetive ~d2k et dk: ~dk,{ Gk est extension entrale de Bk par Ak :f0g ! Ak ! Gk ! Bk ! f0g et Ak est entral dans Gk;{ 
k est extension d'un produit semi-diret (
k+1 �O( �Ek;�bk))nBk par Ak :f0g ! Ak ! 
k ! h(
k+1 �O( �Ek;�bk))nBki! f0g:De plus, sous les notations de la proposition 5 page 76 :h 2 gk ,Wk = 0, (Yk+1 = 0; Wk+1 = 0; Zk+1 = 0) ; h 2 ak , (Wk = 0 et Xk = 0) :Les rohets de Lie d�erivant les extensions donn�ees plus haut se lisent sur la matrieg�en�erique de h de la proposition 5 : en onfondant les alg�ebres de Lie une de leurs setionspour les �ehes, les rohets [bk;bk℄, [bk;!k+1�so( �Ek;�bk)℄ et [ak; �(!k+1 � so( �Ek;�bk))n bk�℄.D�emonstration : ette proposition se lit sur la matrie g�en�erique de la proposition 5. 277



On sait en�n que, pour tout k, 
k est isomorphe �a un produit semi-diret Nk oQn�1i=k O(ri;si). On peut, de la même fa�on, d�egager la struture de Nk seul.Proposition 7 h 2 nk , Mat�k(h) = � (1)z }| {Wk0 (2)z }| {ZkYk � o�u Yk, Wk et Zk v�eri�ent lesmêmes relations qu'�a la proposition 5 page 76, sauf :{ Yk = � (2a)z}|{00 (2b)z }| {XkYk+1 �{ � Wk+1 Zk+10 Yk+1 � = Mat�k+1(hk+1) ave hk+1 un ertain �el�ement de nk+1.Pour tout k, Nk est extension d'un produit semi-diret (Nk+1 nBk) par Ak :f0g ! Ak ! Nk ! hNk+1 nBki! f0g:

78



III Cas a et b sym�etrique etantisym�etriqueCe dernier as n'a pas �et�e abord�e par W.Klingenberg. Il faut tout d'abord reprendre laproposition 1 page 49, qui doit être modi��ee.III.1 Le lemme pr�eliminaire revisit�eProposition 8 Soient a et b deux formes bilin�eaires, l'une sym�etrique, l'autre antisy-m�etrique, a �etant non d�eg�en�er�ee. On rappelle que B est l'endomorphisme ette fois a-antiautoadjoint tel que : b( � ; � ) = a( � ;B � ). Soit eE = K 
K E la ompl�etion de E ommeespae vetoriel sur K , la lôture alg�ebrique de K .B est a-antiautoadjoint, don B et �B sont onjugu�es et le polynôme minimal � deB peut s'�erire dans K [X℄ : � = Xn0Qki=1 P nii , ave : Pi = ((X � �i)(X + �i)), et ave :i 6= j ) �i 6= ��j et : 8i � 1; �i 6= 0. Alors :� Les sous-espaes arat�eristiques ker(B��i Id)ni ; i � 1, assoi�es �a des valeurs propresnon nulles, sont a- et b-totalement isotropes.� En notant Ei = kerP nii (B) � eE si i � 1 et E0 = kerBn0 � eE, alors :eE = ?�0�i�kEi;la somme �etant a- et b-orthogonale, et les espaes Ei a-non d�eg�en�er�es.D�emonstration : S et T , les parties respetivement semi-simple et nilpotente deB, onsid�er�eomme endomorphisme de eE, sont, omme B, a-antiautoadjoints. En e�et, �S et �T sontles parties semi-simple et nilpotente de �B : �B = �S�T , (�S)(�T ) = (�T )(�S), �S estsemi-simple et �T nilpotent. Or il existe PT et PS dans K [X℄ t.q. T = PT (B) et S = PS(B).Comme B et �B sont onjugu�es, les mêmes polynômes PT et PS appliqu�es �a �B donnentses parties nilpotente et semi-simple, 'est-�a-dire : �T = PT (�B) et �S = PS(�B). Alors :8x;y; a(x;Sy) = a(x;PS(B)y) = a(PS(�B)x;y) = a(�Sx;y) et de même ave T , 'est ler�esultat annon�e.Prenons alors i � 1 et x et y dans ker(B � �i Id)ni = ker(S � �i Id). Alors :a(x;y) = 1�ia(x;�iy) = 1�i a(x;Sy) = 1�ia(�Sx;y) = � 1�ia(�ix;y) = �a(x;y)don a(x;y) = 0. L'espae ker(B��i Id)ni est don a-totalement isotrope. De plus, b( � ; � ) =a( � ;B � ) et S et T ommutent ave B, don ker(B � �i Id)ni est �egalement b-totalementisotrope.D'autre part, posons P0 = X 2 K [X℄, prenons 0 � i � k et x dans kerP nii (B), 0 <j � k, j 6= i et y dans kerP njj (B), U et V dans K [X℄ t.q. : UP nii + V P njj = 1. B esta-antiautoadjoint ; omme X2jPj , Pj(B) est a-autoadjoint et :a(x;y) = a((UP nii + V P njj )(B):x;y)= a(UP nii (B):x;y) + a(x;V P njj (B):y)= a(0;y) + a(x;0) = 0 ainsi que :79



b(x;y) = b((UP nii + V P njj )(B):Bx;y)= b(B(UP nii (B):x);y) + a(x;B(V P njj (B):y))= a(0;y) + a(x;0)= 0d'o�u le deuxi�eme point. 2Remarque : D'autre part, si a et b sont de nature di��erente, T est a-antiautoadjoint ; parons�equent, les formes bk =< � ;T k � >, bk et �bk introduites dans la setion I.2 page 52 sontde nature variable suivant la parit�e de k. En e�et, Si a est sym�etrique et b antisym�etrique,les bk, bk et �bk sont :� sym�etriques si k est pair,� antisym�etriques sinon ;la situation est invers�ee si les natures de a et b sont permut�ees.III.2 Quand K est alg�ebriquement losOn se restreint dans ette setion �a un sous espae anonique Ei not�e simplement E,on a alors � = P nii = P n, ave P = X ou P = (X � �)(X + �). S et T sont les partiessemi-simple et nilpotente de B, n l'indie de nilpotene de T .III.2.1 Struture et ation de 
Le th�eor�eme ne traite que le as o�u l'une au moins des deux formes n'est pas d�eg�en�er�ee.Th�eor�eme 5 Si K est alg�ebriquement los, trois as apparaissent :� La forme sym�etrique est non d�eg�en�er�ee, l'autre est d�eg�en�er�ee.On note alors a la forme sym�etrique, b l'antisym�etrique, b est d�eg�en�er�ee, don B ala valeur propre z�ero et on est dans le as P = X; B = T . Alors : 
 agit simplementtransitivement sur D � Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk), o�u D est l'ensemble des d�eompositions de Eadapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 est isomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) ' �Q0�k<nk pair Odk(K )���Q0�k<n;k impair Spdk(K )� o�u dk = dim �Ek. Les dk ave k impair sont des entierspairs ; en e�et les �bk sont antisym�etriques, non d�eg�en�er�ees sur les �Ek. En partiulierR ' �Q0�k<n;k pair Odk(K )� � �Q0�k<n; k impair Spdk(K )�. R est r�edutif.Les invariants de la situation, 'est-�a-dire du ouple (a;b), sont don n l'indie de nil-potene de T , et les (dk)n�1k=0 ; e sont les invariants de Jordan de T .� La forme antisym�etrique est non d�eg�en�er�ee, l'autre est d�eg�en�er�ee.On note alors a la forme antisym�etrique, b la sym�etrique, b est d�eg�en�er�ee, don �a nou-veau P = X; B = T et le même r�esultat est v�eri��e : 
 agit simplement transitivement sur80



D�Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk), o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Pluspr�eis�ement, 
 est isomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) ' �Q0�k<nk pair Spdk(K )���Q0�k<n; k impair Odk(K )� o�u dk = dim �Ek. Les dk ave k pair sont des entierspairs ; en e�et les �bk sont antisym�etriques, non d�eg�en�er�ees sur les �Ek. En partiu-lier R ' �Q0�k<n; k pair Spdk(K )� � �Q0�k<n; k impair Odk(K )�. R est r�edutif.� Les deux formes sont non d�eg�en�er�ees.On hoisit ii de prendre pour a la forme sym�etrique, pour b l'antisym�etrique. b est nond�eg�en�er�ee, don P est du type (X��)(X+�), � 6= 0. 
 agit sur E+ = ker(B�� Id)n, etterestrition � l'envoie sur 
+ = �(
) � GL(E+). Alors : � est un isomorphisme de 
 sur
+ et 
+ est Z(TjE+) le ommutant de T , i.e. : 
+ = f 2 GL(E+) = T = Tg. Don :
 ' Z(TjE+).Remarque : Sur le même prinipe que dans les deux premiers as, on peut, dans e dernieras, d�eomposer l'ation de 
. Soit D+ l'ensemble des d�eompositions de E+ adapt�ees �aTjE+, i.e. des d�eompositions de E+ en somme direte E+ = �q�p�nD+p;q, relevant le r�eseaude drapeaux (E+p;q)q�p�n assoi�e �a TjE+ (voir d�e�nition 1 page 53). Alors, et 'est enore leth�eor�eme de Jordan : 
+ = Z(TjE+) est isomorphe �a un produit semi-diret N+ oG+ o�u :� N+ = f 2 
+ = l'ation induite par  sur haque �E+k est triviale g. N+ est un sous-groupe distingu�e de 
+, nilpotent d'indie � 2n� 1, et agit simplement transitivement surD+,� G+ = 
+=N+ agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 GL( �E+k ). Don G+ 'Qn�1k=0 GL( �E+k ) 'Qn�1k=0 GLdk(K ) o�u dk = dim �E+kCette remarque d�eompose l'ation de 
 sur un sous espae de E. On peut en d�eduirela fa�on dont 
 agit sur E.Corollaire 3 L'ensemble D des d�eompositions de E adapt�ees simultan�ement �a (a;T ) et�a (a( � ;S �);T ) n'est pas vide. Il est anoniquement en bijetion ave D+. De plus, 
 estisomorphe �a un produit semi-diret N oG, o�u :� N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. La restrition � estbijetive de N sur N+. N est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n � 1,et agit simplement transitivement sur D.� G = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S �))� =Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Z(S)� 'Qn�1k=0 GL( �E+k ). Ii, l'ation de S passant au quotient sur les�Ek, on note enore S les automorphismes des �Ek obtenus. Don G ' G+ 'Qn�1k=0 GLdk(K ).Les invariants de la situation sont don les dk, invariants de Jordan de TjE+.81



III.2.2 D�emonstrationsD�emonstration du th�eor�eme� Les deux premiers asDans les deux premiers as, E = kerBn est le sous-espae arat�eristique de B assoi�e�a la valeur propre z�ero ; par la proposition 8 page 79, il est a-non d�eg�en�er�e . Sur E, a estdon r�eexive non d�eg�en�er�ee, B = T est un endomorphisme de E, a-antiautoadjoint. Onpeut e�etuer la même d�emonstration que pour le th�eor�eme 1page 56.� Le troisi�eme asLa restrition � �a E+, de l'ation de 
, est un isomorphisme de 
 sur Z(TjE+) �GL(E+). Il suÆt de montrer que � est bijetive de 
 sur Z(TjE+). Soit  2 
 � GL(E) et+ = �() = jE+ 2 GL(E+) sa restrition �a E+.  est < � ; � >- et < � ;T � >-orthogonal,don ommute ave T , don, +T = T+ et �(
) � Z(TjE+).Soit + 2 Z(TjE+) � GL(E+) ; + admet alors un unique prolongement e 2 
 �GL(E). En e�et, a est non d�eg�en�er�ee sur E, don fournit un isomorphisme de E sur E� :E [�! �℄ E�: Notamment, E+ et E� �etant totalement isotropes : E� [�! �℄ E+�:A tout + 2 GL(E+) est anoniquement assoi�e un �el�ement � de GL(E�) donn�e par :� = ℄ Æ t(+)�1 Æ [:On note e = (+;�) 2 GL(E+) � GL(E�) � GL(E). C'est l'unique prolongement re-herh�e, en e�et :� e ommute ave B. Comme e stabilise E� = ker(S � � Id), il suÆt de v�eri�er qu'ilommute ave T , don que : [�;TjE� ℄ = 0. T est antiautoadjoint, don : 8z 2 E; tT (z[) =�(T (z))[. Soit alors y 2 E� :[�(T (y))℄[ = t(+)�1(T (y)[) = �t(+)�1(tT (y[)) = �t(T:(+)�1)(y[)= �t((+)�1:T )(y[) = �tT :t(+)�1(y[) = �tT ((�(y))[) = (T (�(y)))[;don �:T = T:� et le r�esultat.� e est < � ; � >-orthogonal. Comme E+ et E� sont haun totalement isotrope, il suÆtde le v�eri�er ave x et y dans E+ et E� respetivement.< ey;ex > =< (t(+)�1(y[))℄;+(x) >= [t(+)�1(y[)℄(+(x))=< y;(+)�1(+(x)) >=< y;x > :Ainsi, e 2 
 et �(e) = +.� e est le seul ant�e�edent de +. Si  = (+;Æ) 2 GL(E+)�GL(E�) est dans 
, alors :8y 2 E�; (Æ(y))[ 2 (E+)� et :(Æ(y))[ = ((y))[ =< (y); � >=< y;�1 � >=< y;+ � >= t(+)�1(y[)don n�eessairement, Æ = �. 282



Remarque : Les bases adapt�ees de l'espae E+ sont ii les bases de Jordan de TjE+, ob-tenues �a partir d'une d�eomposition D+ adapt�ee �a T quelonque et de bases quelonquesdes �E+k , relev�ees en bases des D+n;k+1 et propag�ees par les T i en bases de tous les D+p;q. 
+,don 
, agit simplement transitivement sur es bases.Reste �a d�emontrer le orollaire. Commen�ons par d�emontrer que D est non-vide.Proposition 9 D n'est pas vide ; plus pr�eis�ement, si D+ = (D+p;q)q�p�n 2 D+ 6= ; est uned�eomposition adapt�ee �a TjE+, alors :� (D+)� = ((D+)�p;q)q�p�n, la d�eomposition duale, est une d�eomposition de E+�,� (D+)�℄ = ((D+)�℄p;q)q�p�n est une d�eomposition de E� ' (E+�)℄,� D� = (D�p;q)q�p�n = ((D+)�℄n+1�q;n+1�p)q�p�n est une d�eomposition adapt�ee �a (E�;a;TjE�),� eD = ( eDp;q)q�p�n d�e�nie par 8p;q; eDp;q = D+p;q � D�p;q est une d�eomposition de Eadapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T ), i.e. un �el�ement de D.D�emonstration : Montrons d�ej�a que D� est une d�eomposition de E� adapt�ee �a T .� Les (D�p;q)q�p�n sont des relev�es des drapeaux E�p;q relatifs �a T sur E�, en e�et :� 8q � p � n;D�p;q � E�p;q. Soit y dans D�p;q, alors y[ 2 (D+)�n+1�q;n+1�p, i.e. y[jD+i;j est nullesi (i;j) 6= (n+1�q;n+1�p). En partiulier, y[ est nulle sur kerT (n+1�p)�1 = ker T n�p,i.e. y 2 (ker T n�p)? = ImT n�p. Don D�p;q � ImT n�p. D'autre part, y[ est nullesur ImT n�(n+1�q)+1 = ImT q, i.e. y 2 (ImT q)? = ker T q. Don D�p;q � ker T q etD�p;q � Ep;q \E� = E�p;q.� 8q � p � n;D�p;q \ kerT q�1 = D�p;q \ ImT n�p+1 = f0g. Soit y 2 D�p;q \ ker T n�p�1. y 2ker T q�1, don 0 = (T q�1(y))[ = �tT q�1(y[), don y[ est nulle sur ImT q�1 =E+n�q+1;n�q+1 = �j�i�n�q+1D+i;j . D'autre part, y 2 D�p;q, don y[ est nulle sur les D+i;jave i > n� q + 1 et don y[ = 0 et la premi�ere �egalit�e est v�eri��ee.Soit y 2 D�p;q \ ImT n�p+1. y = T n�p+1(z) pour un ertain z de E� et : y[ =T n�p+1(z)[ = �tT n�p+1(z[) don y[ est nulle sur ker T n�p+1 = E+n;n�p+1 = �j�minfi;n�p+1gD+i;j.Comme y 2 D�p;q, y[ est nulle sur les D+i;j ave j > n+ 1� p, don y[ est nulle sur lesD+i;j ave j � i � n, i.e. sur E+ et la deuxi�eme �egalit�e est v�eri��ee.Par es deux points, D�p;q � E�p;q et D�p;q \ (E�p�1;q +E�p;q�1) = f0g. Pour tous i et j, D+i;j et(D+)�℄i;j sont de même dimension ar isomorphes, dimD+i;j = dimD+n+1�j;n+1�i ar ils sontenvoy�es bijetivement l'un sur l'autre par T jn+1�(i+j)j, don :dimD�p;q = dimD+n+1�q;n+1�p= dimD+p;q= dim[E+p;q=(E+p�1;q +E+p;q�1)℄= dimE�p;q=[(E�p�1;q +E�p;q�1)℄et D�p;q est un relev�e de E�p;q=(E�p�1;q +E�p;q�1) dans E�p;q.83



� Les D�p;q v�eri�ent : 8q � p � n; T (D�p;q) = D�p�1;q�1. Si y 2 E� :y 2 D�p;q , (8(i;j) 6= (n+ 1� q;n+ 1� p); y[jD+i;j = 0):Soit y 2 D�p;q et (i;j) 6= (n + 2 � q;n + 2 � p). T (y)[ = �tT (y[), don T (y)[jD+i;j = 0 ,y[jT (D+i;j) = 0, y[jD+i�1;j�1 = 0. Or (i� 1;j � 1) 6= (n+ 1� q;n+ 1� p), don y[jD+i�1;j�1 = 0.Par ons�equent, T (y) 2 D�p�1;q�1 et D� est adapt�ee �a T .La d�eomposition eD rel�eve don les drapeaux (Ep;q)q�p�n et v�eri�e : 8p;q; T ( eDp;q) =eDp�1;q�1. Elle est (E;a;T )-adapt�ee : il reste �a v�eri�er le troisi�eme point de la d�e�nition 1page 53 : pour tout (q1;q2) 2 J1;nK2 et tout (k;l) 2 J0;n � 1K2, T k( eDn;q1) et T l( eDn;q2) sontde somme non d�eg�en�er�ee si q1 = q2 = l + k + 1, et orthogonaux sinon. Cela d�eoule dusyst�eme :8>><>>: T k( eDn;q1) = D+n�k;q1�k �D�n�k;q1�k = D+n�k;q1�k �D+�℄n�q1+k+1;k+1T l( eDn;q2) = D+n�l;q2�l �D�n�l;q2�l = D+n�l;q2�l �D+�℄n�q2+l+1;l+1D+p;q �D+�℄p0;q0 est non d�eg�en�er�e ssi (p;q) = (p0;q0); tot. isotrope sinon. :eD est don adapt�ee �a (E;a;T ). Par onstrution, les eDp;q sont stables par S, eD est don�egalement adapt�ee �a (E;a( � ;S �);T ) i.e. eD 2 D. 2Remarque : On v�eri�e en outre que :{ L'appliation D+ 7! eD de D+ dans D onstruite plus haut est bijetive et ommuteave l'ation de N de D+ dans D,{ Toutes les d�eompositions deD sont stables par S, d'o�u la partie direte de l'�equivalene :(((E;a;T )- et (E;a( � ;S �);T )-adapt�ee , (E;a;T )-adapt�ee et S-stable)).D�emonstration du orollaire. Par d�e�nition, 
 agit sur les d�eompositions adapt�ees�a (a;T ) et sur elles adapt�ees �a (a( � ;S �);T ), don, agit sur D 6= ; les d�eompositionsadapt�ees aux deux triplets. Sur les �Ek, 
 pr�eserve �bk et �bk( � ;S �). D'o�u, 
 agit sur D �Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S �)�.On note N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. Le raisonne-ment est alors le même que dans la d�emonstration du th�eor�eme 1 page 56. En hoisissantdeux d�eompositions D et � de D, des bases �k des �Ek, en relevant es bases sur D et �pour obtenir des bases de E, on montre que les ations de N sur D et de G = 
=N surQn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S �))� sont simples et transitives.En�n, ��1(N+) = N et � est bijetive de N sur N+. Soit  2 
. Si  agit trivialementsur �Ek, + = jE+ agit aussi trivialement sur �E+k don �(N) � N+. Si + agit trivialementsur �E+k , t(+)�1 agit de même sur ( �E+k )�, anoniquement isomorphe �a �E�k , don � agittrivialement sur �E�k et e 2 N . Ainsi, � �etant injetive, N '� N+. 2III.2.3 Les bonnes basesEn�n, exhibons les ((bases adapt�ees)), sur lesquelles 
 agit simplement transitivement.Les matries de a et B, as o�u la forme sym�etrique est non d�eg�en�er�ee et pas84



l'autre.D�e�nition 10 Soit E un espae vetoriel muni de deux formes bilin�eaires a et b, telles quea est sym�etrique non d�eg�en�er�ee et que b = a( � ;T � ) ave T nilpotent a-antiautoadjoint.A une d�eomposition D = (Di;j)j�i�n de E, adapt�ee �a (a;T ), et �a un n-uplet (�k)n�1k=0de bases des �Ek,� �bk-sympletiques pour les k impairs,� �bk-orthonorm�ees pour les k pairs,on assoie anoniquement une base � de E, de la même mani�ere que dans le as o�u aet b sont sym�etriques (f. def.3 page 63). On note enore B l'ensemble de es bases, ditesadapt�ees au triplet (E;a;T ) ou au triplet (E;a;b).On onsid�ere D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition adapt�ee de (E;a;T ) et � une baseadapt�ee �a (E;a;T ) onstruite �a partir de D. On reprend alors les objets Dk et �k introduitspage 64 en �n de setion II.3 ; dk = dim �Ek = dimDn;k+1, si k est pair, �bk est antisym�etriqueet dk est pair. E = ?�Dk, 8k;B(Dk) = Dk. Alors, dans �k+1, la matrie Mat�k+1(ajDk+1) estune matrie-blos de taille k + 1. Si k est pair :
Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBB�

+Idk���+Idk�Idk+Idk
1CCCCCCCCA ;

si k est impair, dk est pair et : Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBBB�
�J�dk=2���+J�dk=2�J�dk=2+J�dk=2

1CCCCCCCCCA ;
Dans tous les as, B = T et :Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� 0 Idk0 . . .. . . Idk0

1CCCCA :On v�eri�e dans les deux as que la matrie de a est sym�etrique, elle de a( �;B � ) anti-sym�etrique.Les matries de a et B, as o�u la forme antisym�etrique est non d�eg�en�er�ee etpas l'autre. Les bases adapt�ees se onstruisent de la même fa�on. La matrie de a est lamême, �a ei pr�es que les blos �Idk apparaissent quand k est impair et les blos �J�dk=2quand k est pair. La matrie de B = T est inhang�ee. Cette fois, la matrie de a est don85



antisym�etrique, elle de a( �;B � ) sym�etrique.Les matries de a et B, as o�u les deux formes sont non d�eg�en�er�ees.D�e�nition 11 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur K muni d'une forme bi-lin�eaire non d�eg�en�er�ee, sym�etrique ou antisym�etrique et d'un automorphisme semi-simpleS de valeurs propres non nulles � et ��, a-antiautoadjoint. Par la proposition 8 page 79,k = 2d, ker(S � � Id) et ker(S + � Id) sont totalement isotropes de dimension l ; on appellealors base adapt�ee �a (E;a;S) une base quelonque de ker(S � � Id), ompl�et�ee par une basede ker(S + � Id) qui lui est :{ duale si a est sym�etrique,{ antiduale si a est antisym�etrique.Dans une telle base :Mat(a) = J�d � 0 Id�Id 0 � ; Mat(S) = � �Id 00 ��Id � ;ave Jd a�et�e d'un signe + si a est sym�etrique, � sinon. Par projetion, es bases sont enbijetion ave les bases quelonques de kerS � � Id.D�e�nition 12 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formesbilin�eaires non d�eg�en�er�ees a et b telles que a est sym�etrique et b = a(�;B�) o�u B est unautomorphisme a-antiautoadjoint de polynôme minimal P = (X � �)(X � �), � 2 C n R,de partie nilpotente T d'indie n. Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition de E adapt�ee �a(a;T ) et �a (a( � ;B � );T ) et (�k)n�1k=0 un n-uplet de bases des �Ek, adapt�ees �a (�bk;S) au sens dela d�e�nition 11 page 86.On leur assoie anoniquement une base � de E, obtenue en relevant les �k en basesdes Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q. On note B l'ensemble dees bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;B) ou au triplet (E;a;b).Remarque : une telle base est aussi, �a l'ordre pr�es des veteurs, une base � = (�+;��),o�u : � �+ est une base de Jordan de TjE+, o�u E+ = ker(B � � Id),� �� est une base de E� = ker(B+ � Id), duale de �+ si a est sym�etrique, antiduale sia est antisym�etrique.En�n, et omme dans le as o�u a et b sont de même nature, si D = (Dp;q)q�p�n estune d�eomposition adapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T ) et � une base adapt�ee onstruite �apartir de ette d�eomposition, on pose Dk = k�1�i=0T i(Dn;k). On note �n;k la sous-famillede � qui est une base de Dn;k ; les T i(�n;k) sont bases des T i(Dn;k) et on note �k =(T k�1(�n;k); : : : ;T (�n;k);�n;k). Alors :� haque �k = (T k�1(�n;k); : : : ;T (�n;k);�n;k) est une base de Dk,� E = ?�1�k�nDk et les Dk sont stables par B.Il suÆt don de donner les matries de a et B dans les �k. Rappelons que dk = dim �E+k =86



dimD+n;k+1 = 12 dimDn;k+1. Dans �k+1 :
Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBBB�

�J�dk���+J�dk�J�dk+J�dk
1CCCCCCCCCA ; o�u J�d = � 0 Id�Id 0 � 2 M2d(K );

ave des J+ si k est pair, des J� sinon. Les blos J�dk sont a�et�es de signes alternativement+ et � ; en e�et, le blo inf�erieur gauhe est la matrie des a(x;y) ave x 2 Dn;k+1 ety 2 Dn�k;1, don des a(x;T k(z)) pour x;z 2 Dn;k+1. Ce blo est don la matrie Mat�k(�bk) =J�dk . Le blo suivant est la matrie des a(x;y) ave x 2 Dn�1;k et y 2 Dn�k+1;2, don desa(T (x);T k�1(z)) = �a(x;T k(z)) pour x;z 2 Dn;k+1. Il apparâ�t don un blo �J�dk . De ettefa�on, le signe des blos est altern�e. On v�eri�e en outre que a est sym�etrique :� Si k est pair, on a a�aire �a des blos �J+dk . La matrie de a omporte par ailleursun nombre impair de es blos (un seul si k = 0) don, deux blos �J+dk �ehang�es partransposition dans ette matrie sont a�et�es du même signe. Il faut don v�eri�er : tJ+dk =J+dk . C'est le as, J+dk est la matries de �bk, sym�etrique.� Inversement, si k est impair, on a a�aire �a des blos �J�dk ; la matrie de a omporteun nombre pair de es blos don deux blos �J+dk �ehang�es par transposition sont a�et�esd'un signe oppos�e. Il faut don v�eri�er : tJ+dk = �J+dk . C'est le as ar �bk est antisym�etrique.Pour �nir : Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� �Idk;dk I2dk�Idk;dk . . .. . . I2dk�Idk;dk
1CCCCA :

III.3 Quand K = RIII.3.1 Pr�eliminaireSur quel espae e�etuer l'�etude? E est un espae vetoriel sur R, soitEC son omplexi��e.D'apr�es la proposition 8 page 79 :EC = ?�0�i�kECi = ?�f�;��g�SEC (f�;� �g)o�u la premi�ere expression reprend les notations de la proposition 1 page 49, o�u S est lespetre de B, o�u EC (f�; � �g) = ECi = ker(SC � �i IdEC)(SC + �i IdEC) si � 6= 0 etf�; � �g = f�i; � �ig et o�u EC (f0g) = EC0 = kerSC . La somme est a- et b-orthogonale.Cette d�eomposition est la plus �ne possible ave ette propri�et�e. La d�eomposition la plus87



�ne de E espae r�eel est don :E = E(f0g) ?�� ?�f�;��g�S et �2R�E(f�; � �g)� ?� ?�f�;�g�S et �2iR�E(f�;�g)!?� ?�f�;��;�;��g�S et �62R[iRE(f�; � �;�;� �g)!o�u :{ si � 2 R� , E(f�;� �g) = ker(S � � Id)(S + � Id),{ si � 2 iR� , E(f�;�g) = <[ker(SC � � IdEC)(SC � � IdEC)℄,{ si � 62 R[iR , E(f�;��;�;��g) = <[ker(SC �� IdEC)(SC +� IdEC)(SC �� IdEC)(SC +� IdEC)℄.On se restreint don dans la suite �a l'un de es sous-espaes E(E), o�u E � S ; il seranot�e E. � le polynôme minimal de B est don du type X, (X��)(X+�) ave � 2 R� [ iR�ou (X � �)(X + �)(X � �)(X + �) ave � 62 R� [ iR� .III.3.2 Struture et ation de 
Th�eor�eme 6 Cinq as apparaissent :� La forme sym�etrique est non d�eg�en�er�ee, l'autre est d�eg�en�er�eeOn note alors a la forme sym�etrique, b l'antisym�etrique, b est d�eg�en�er�ee, don B ala valeur propre z�ero et on est dans le as P = X; B = T . Alors : 
 agit simplementtransitivement sur D � Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk), o�u D est l'ensemble des d�eompositions de Eadapt�ees �a (a;T ). Plus pr�eis�ement, 
 est isomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) ' �Q0�k<nk pair Ork;sk(K )���Q0�k<n;k impair Spdk(K )� o�u dk = dim �Ek et o�u (rk;sk), ave k pair, est la signaturede �bk bilin�eaire sym�etrique sur eEk . Les dk ave k impair sont des entiers pairs. Enpartiulier R ' �Q0�k<nk pair Ork;sk(K )� ��Q0�k<nk impairSpdk(K )�. R est r�edutif.Les invariants de la situation, 'est-�a-dire du ouple (a;b), sont don n l'indie de nil-potene de T , les (rk;sk)n�1k=0; k pair et les (dk)n�1k=0; k impair.� La forme antisym�etrique est non d�eg�en�er�ee, l'autre est d�eg�en�er�eeOn note alors a la forme antisym�etrique, b la sym�etrique, b est d�eg�en�er�ee, don �a nou-veau P = X; B = T et le même r�esultat est v�eri��e : 
 agit simplement transitivement surD�Qn�1k=0 Stab( �Ek;�bk), o�u D est l'ensemble des d�eompositions de E adapt�ees �a (a;T ). Pluspr�eis�ement, 
 est isomorphe �a un produit semi-diret N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �Ek est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D,{ R = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 Stab( �Ek;�bk) ' �Q0�k<nk pair Spdk(K )��88



�Q0�k<nk impairOrk;sk(K )� o�u dk = dim �Ek et o�u (rk;sk), ave k pair, est la signature de�bk bilin�eaire sym�etrique sur �Ek . Les dk ave k impair sont des entiers pairs. Enpartiulier R ' �Q0�k<nk pair Spdk(K )� ��Q0�k<nk impairOrk;sk(K )�. R est r�edutif.Les invariants de la situation, 'est-�a-dire du ouple (a;b), sont don n l'indie de nil-potene de T , les (rk;sk)n�1k=0; k impair et les (dk)n�1k=0; k pair.� Les deux formes sont non d�eg�en�er�eesOn hoisit alors de prendre pour a la forme sym�etrique, pour b l'antisym�etrique. b estnon d�eg�en�er�ee, don E peut être de trois types.a) E = E(f�;� �g), � 2 R�P est du type (X ��)(X+�), � 2 R� . La situation est exatement la même que dans leas alg�ebriquement los, R rempla�ant K . 
 agit �d�element sur E+ = ker(B � � Id)n, etterestrition � est don un isomorphisme de 
 sur 
+ = �(
) � GL(E+). 
+ = Z(TjE+)est le ommutant de T , i.e. : 
+ = f 2 GL(E+) = T = Tg. Don, 
 est isomorphe auommutant d'un endomorphisme nilpotent de E+.b) E = E(f�;�g), � 2 iR�
 agit sur E0 = ker(SC �� IdEC), espae T C -stable muni de la forme sesquilin�eaire nond�eg�en�er�ee a : z1;z2 7! a(z1;z2). En notant D0 l'ensemble des d�eompositions de E0 adapt�ees�a (a;T ), 
 agit simplement transitivement sur D0 � Qn�1k=0 U( �E0;�bk) o�u �bk est une formesesquilin�eaire non d�eg�en�er�ee sur �E0k, anoniquement assoi�ee �a �bk, bilin�eaire non d�eg�en�er�eesur �Ek. Plus pr�eis�ement, 
 ' N oR, o�u :{ N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �E0k est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n�1, qui agit simplement transitivementsur D0,{ R = 
=N agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 U( �E0;�bk) 'Qn�1k=0 Urk;sk o�u (rk;sk)est la signature de �bk sur �E0 ; rk+ sk = dk = dim �E0k. En partiulier R 'Qn�1k=0 Urk;sk.R est r�edutif.) E = E(f�; � �;�;� �g), � 62 R� [ iR�P est du type (X � �)(X + �)(X � �)(X + �), � 2 R� . La situation est similaire �a elledu as alg�ebriquement los. Comme en a), 
 agit �d�element sur E+ = ker(BC � � IdEC)n,ette restrition � est un isomorphisme de 
 sur 
+ = �(
) � GL(E+). Or, 
+ = Z(TjE+)est le ommutant de T , i.e. : 
+ = f 2 GL(E+) = T = Tg. Don 
 est isomorphe auommutant d'un endomorphisme nilpotent de E+.Remarque : Dans les as a) et ), on peut d�etailler l'ation de 
 ' Z(TjE+) sur E+.Notons D+ l'ensemble des d�eompositions adapt�ees de (E+;TjE+). Alors 
 est isomorphe �aun produit semi-diret N oG, o�u :� N = f 2 
 = l'ation induite par  sur haque �E+k est triviale g. C'est un sous-groupe distingu�e de 
, nilpotent d'indie � 2n� 1, qui agit simplement transitivement surD+,� G = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 GL( �E+k ). En notant dk = dim �E+k :{ dans le as a), G agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 GLdk(R),{ dans le as ), G agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 GLdk(C ).89



Les invariants de la situation sont don dans les deux as les dk, invariants de Jordan de Tsur E+.D�emonstration :� Les trois premiers as, o�u la ou les valeurs propres de B sont r�eellesLa situation est la même que dans le as alg�ebriquement los, et la d�emonstrationidentique �a elle du th�eor�eme 5 page 80. Seuls les deux premiers as di��erent l�eg�erement :les groupes orthogonaux qui apparaissent sont d�esormais a�et�es d'une signature (rk;sk).Quand la forme d�eg�en�er�ee est la forme antisym�etrique, 'est le as pour les O( �Ek;�bk), kpair, et quand la forme d�eg�en�er�ee est la forme sym�etrique, pour les O( �Ek;�bk), k impair.� Le as o�u les valeurs propres sont imaginaires pures 6= 0 : E du type E(f�;�g), � 2 iR�Ii, E0 = ker(SC � � IdEC) = ker(SC � � IdEC) = ker(SC + � IdEC) don, par la proposi-tion 8 page79 : E est a-non d�eg�en�er�e et : EC = E0 � E0, haque fateur de la somme �etanta-totalement isotrope. La forme sesquilin�eaire a : z1;z2 7! a(z1;z2) est don non d�eg�en�er�eesur E0. 
 stabilise E0 et son ation y ommute ave T C ; elle ommute aussi ave la onju-gaison omplexe, don preserve a. R�eiproquement, si  2 U(E0;a) ommute ave T C etave la onjugaison omplexe | 'est-�a-dire stabilise <E0 |, il agit alors sur E = E0 �E0,ommute ave T C et pr�eserve a, don est dans 
 (
 a une ation diagonale sur E0 � E0).La repr�esentation de 
 dans U(E0;a) est don �d�ele et 
 ' U(E0;a)\U(E0;a( � ;T CjE0 � )). Onobtient alors le r�esultat par appliation du th�eor�eme 4 page 68 �a (E0;a;T CjE0).� Le as o�u les valeurs propres sont ailleurs : E du type E(f�; � �;�;� �g), � 62 R� [ iR�Notons E� = ker(SC �� IdEC) ; alors E� = ker(SC�� IdEC) et E = E+�E��E+�E�ar � 62 R� [ iR� . Par la proposition 8 page 79, a est non d�eg�en�er�ee sur E+ �E� et 
 agitsur et espae. Comme l'ation de 
 ommute ave la onjugaison omplexe, sa restrition�a E+�E� est �d�ele . Notons ℄ et [ les deux isomorphismes r�eiproques induits par a entre(E+)� et E�. On montre alors, omme on l'a fait pour le th�eor�eme 5 page 80, que :  2 
ssi  = (+;�) o�u :� + 2 GL(E+) ommute ave T CjE+,� � = ℄ Æ t(+)�1 Æ [ 2 GL(E�).De nouveau don, la restrition de l'ation de 
 �a E+ est �d�ele et 
 agit omme le entra-lisateur de TjE+ 2Dans les trois derniers as, on a d�eompos�e l'ation de 
 sur un sous espae de E ou deEC . On peut en d�eduire la fa�on dont 
 agit sur E.Corollaire 4Si E est du type E(f�;� �g), � 2 R� , la situation est la même que dans le as alg�ebri-quement los. L'ensemble D des d�eompositions de E adapt�ees simultan�ement �a (a;T ) et �a(a( � ;S �);T ) est aussi l'ensemble des d�eompositions adapt�ees �a (a;T ) et stables par S. Il estanoniquement en bijetion ave D+ : si D = (Dp;q)q�p�n 2 D, D+ = (Dp;q \ E+)q�p�n 2D+. L'appliation r�eiproque est : D+ 7! eD, o�u eD = ( eDp;q)q�p�n = (D+p;q�D�p;q)q�p�n ave(D�p;q)q�p�n = ((D+)�℄n+1�q;n+1�p)q�p�n. De plus :� L'ation de N sur D+ ommute ave ette bijetion. Don : N = f 2 
 = l'ationinduite par  sur haque �Ek est triviale g et N agit simplement transitivement sur D.90



� G = 
=N agit simplement transitivement surQn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S �))� =Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Z(S)� 'Qn�1k=0 GLdk(R).Si E est du type E(f�;�g), � 2 iR� , l'ensemble D des d�eompositions de l'espae r�eel Eadapt�ees simultan�ement �a (a;T ) et �a (a( � ;S � );T ) est aussi l'ensemble des d�eompositions deE adapt�ees �a (a;T ) et stables par S. D est anoniquement en bijetion ave D0 : Si D 2 D,si DC est sa omplexi��ee, D0 = (E0 \ DC )p;q)q�p�n est une d�eomposition de E0 adapt�ee�a (a;T ). L'appliation r�eiproque est : D0 7! eD = ( eDp;q)q�p�n = (<(D0p;q � D0p;q))q�p�n.Alors :� L'ation de N sur D+ ommute ave ette bijetion. Don : N = f 2 
 = l'ationinduite par  sur haque �Ek est triviale g et N agit simplement transitivement sur D.� R agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S � ))� =Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Z(S)� 'Qn�1k=0 U( �E0k;�bk) 'Qn�1k=0 Urk;sk(C ).Si E est du type E(f�;� �;�;� �g), � 62 R� [ iR� , l'ensemble D des d�eompositions del'espae r�eel E adapt�ees simultan�ement �a (a;T ) et �a (a( � ;S �);T ) est aussi l'ensemble desd�eompositions adapt�ees �a (a;T ) et stables par S. Il est anoniquement en bijetion aveD+ : si D = (Dp;q)q�p�n 2 D, D+ = (DCp;q \E+)q�p�n 2 D+. L'appliation r�eiproque est :D+ 7! eD, o�u eD = ( eDp;q)q�p�n = (<(D+p;q �D�p;q �D+p;q �D�p;q))q�p�n ave (D�p;q)q�p�n =((D+)�℄n+1�q;n+1�p)q�p�n. De plus :� N agit simplement transitivement sur D,� G agit simplement transitivement sur Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Stab( �Ek;�bk( � ;S � ))� =Qn�1k=0 �Stab( �Ek;�bk) \ Z(S)� 'Qn�1k=0 GL( �E+k ) 'Qn�1k=0 GLdk(C ).Dans le premier et le dernier as, les invariants de la situation sont les dk, invariants deJordan de TjE+. Le deuxi�eme as est plus omplexe, les invariants sont les (rk;sk), signaturesdes b̂k sur les Êk.D�emonstration : Le premier as est identique au as alg�ebriquement los, les deux autrestr�es similaires : on reproduit dans tous les as le raisonnement du orollaire 3 page 81.III.3.3 Les bonnes basesOn peut �a pr�esent d�e�nir les bases adapt�ees �a haque situation, bases sur lesquelles, paronstrution, 
 agit simplement transitivement.Les matries de a et B, as o�u la forme sym�etrique est non d�eg�en�er�ee et pasl'autre.D�e�nition 13 Soit E un R-espae vetoriel muni de deux formes bilin�eaires a et b,tellesque a est sym�etrique non d�eg�en�er�ee et que b = a( � ;T � ) ave T nilpotent a-antiautoadjoint.On d�e�nit les bases adapt�ees �a (E;a;T ), ou (E;a;b) de la même fa�on que dans le asomplexe (f. def. 10 page 85). Cette fois ependant, les bases �k des �Ek, k impair, sont�bk-pseudo-orthonorm�ees, de signature (rk;sk).On reprend les objets et notations de la setion III.1. E = ?�Dk, T (Dk) � Dk. La91



matrie de ajDk+1 dans �k+1 est une matries-blos de taille k + 1. Si k est pair :
Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBB�

+Irk;sk���+Irk;sk�Irk;sk+Irk;sk
1CCCCCCCCA ;

si k est impair, dk est pair et : Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBBB�
�J�dk=2���+J�dk=2�J�dk=2+J�dk=2

1CCCCCCCCCA ;
et on v�eri�e enore que la matrie de a est sym�etrique. Dans tous les as, B = T et :Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� 0 Idk0 . . .. . . Idk0

1CCCCA :Les matries de a et B, as o�u la forme antisym�etrique est non d�eg�en�er�ee etpas l'autre. Les bases adapt�ees se onstruisent de la même fa�on. La matrie de a est lamême, �a ei pr�es que les blos �Irk;sk apparaissent quand k est impair et les blos �J�dk=2quand k est pair. Cette fois, la matrie de a est don antisym�etrique. La matries de B = Test inhang�ee.Les matries de a et B, as o�u E est du type E(f�;� �g), � 2 R� .Les bases adapt�ees se d�e�nissent omme dans le as alg�ebriquement los et les matriessont les mêmes.Les matries de a et B, as o�u E est du type E(f�;�g), � 2 iR� .D�e�nition 14 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni d'une forme bilin�eairenon d�eg�en�er�ee a, sym�etrique ou antisym�etrique et d'un automorphisme semi-simple S devaleurs propres imaginaires pures non nulles � et �, a-antiautoadjoint. Par la proposition8page 79, k est pair, on notera k = 2d. Une base � de E sera dite adapt�ee �a (a;S) si :� = ((xj)dj=1;(yj)dj=1); 8j; xj = 1p2(zj + zj); yj = 1ip2(�zj + zj);o�u (zj)dj=1 est une base omplexe de ker(SC � � IdEC) � EC , pseudo-orthonorm�ee pour laforme sesquilin�eaire non d�eg�en�er�ee a, d�e�nie par : a = a( � ; � ) si a est sym�etrique et par :a = �ia( � ; � ) sinon. On note (r;s) la signature de a ; r + s = d.92



Dans la base ((zj)dj=1;(zj)dj=1) de EC :� si a est sym�etrique : Mat(a) = � Ir;s 00 Ir;s � ;Mat(a) = � 0 Ir;sIr;s 0 �,� si a est antisym�etrique : Mat(a) = � Ir;s 00 �Ir;s � ;Mat(a) = � 0 iIr;s�iIr;s 0 �,� dans tous les as : Mat(S) = � �Id 00 �Id � :Dans une base adapt�ee � de E :Mat(a) = � Ir;s 00 Ir;s � si a est sym�etrique, Mat(a) = � 0 Ir;s�Ir;s 0 � sinon et :Mat(S) = �d = � 0 ��Id�Id 0 � ; o�u � = i�, � 2 R� .D�e�nition 15 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formesbilin�eaires non d�eg�en�er�ees a et b telles que a est sym�etrique et b = a(�;B�) o�u B est unautomorphisme a-antiautoadjoint de polynôme minimal P = (X � �)(X � �), � 2 iR, departie nilpotente T d'indie n. Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition de E adapt�ee �a(a;T ) et �a (a( � ;B � );T ) et (�k)n�1k=0 un n-uplet de bases des �Ek, adapt�ees �a (�bk;S) au sens dela d�e�nition 14 page 92.On leur assoie anoniquement une base � de E, obtenue en relevant les �k en basesdes Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q. On note B l'ensemble dees bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;B) ou au triplet (E;a;b).Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eomposition de E adapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;B � );T ) ; ononsid�ere alors la d�eomposition habituelle de E : E = ?�kDk. Les Dk sont stables par B. Onhoisit � une base adapt�ee �a (E;a;b), elle fournit par restrition une base �k de haque Dk.Rappel : ii dk = dim �E+k = 12 dimDk+1. Dans �k+1, la matrie de a est une matrie-blosde taille k + 1. Si k est pair :
Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBB�

+Irk;sk;rk;sk���+Irk;sk;rk;sk�Irk;sk;rk;sk+Irk;sk;rk;sk
1CCCCCCCCA ; o�u Ir;s;r;s = � Ir;s 00 Ir;s �2 M2(r+s)(K ):Si k est impair :

Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBB�
�J�rk;sk���+J�rk;sk�J�rk;sk+J�rk;sk

1CCCCCCCCA ; o�u J�r;s = � 0 Ir;s�Ir;s 0 �2 M2(r+s)(K );93



Les blos J�dk sont a�et�es de signes alternativement + et � ; voir le raisonnement e�etu�epage 87 en �n de setion III.2. On v�eri�e de même que a est dans les deux as sym�etrique.En�n, quelle que soit la parit�e de k :Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� �dk I2dk�dk . . .. . . I2dk�dk
1CCCCA o�u �dk = � 0 ��Idk�Idk 0 � ave � = i� 2 iR� :Les matries de a et B, as o�u E est du type E(f�;� �;�;� �g), � 62 R� [ iR� .D�e�nition 16 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni d'une forme bilin�eairenon d�eg�en�er�ee a, sym�etrique ou antisym�etrique et d'un isomorphisme semi-simple S devaleurs propres ni r�eelles ni imaginaires pures �� et ��, a-antiautoadjoint. N�eessairement,k est multiple de 4, on notera k = 4d. Une base � de E sera dite adapt�ee �a (a;S) si :� = ((x+i )di=1;(y+i )di=1;(x�i )di=1;(y�i )di=1); 8i; x�i = 1p2(z�i + z�i ); y�i = 1ip2(�z�i + z�i );o�u (z+i )di=1 est une base de ker(SC � � IdEC) � EC et o�u (z�i )di=1 = ((z+)�℄i )di=1. (z�i )di=1 estune base de ker(SC + � IdEC).Dans la base ((z+i )di=1;(z+i )di=1;(z�i )di=1;(z�i )di=1) de EC : Mat(a) = J+2d si a est sym�etrique,Mat(a) = J�2d si a est antisym�etrique et :Mat(S) = 0BB� �Id �Id ��Id ��Id 1CCADans une base adapt�ee � de E :Mat(a) = J+d;d = � 0 Id;dId;d 0 � si a est sym�etrique, Mat(a) = J�d;d� 0 Id;d�Id;d 0 � sinon et :Mat(S) = � �d 00 ��d � :D�e�nition 17 Soit E un espae vetoriel de dimension k sur R muni de deux formesbilin�eaires non d�eg�en�er�ees a et b telles que a est sym�etrique et b = a(�;B�) o�u B est unautomorphisme a-antiautoadjoint de polynôme minimal P = (X��)(X��)(X+�)(X+�),� 2 C n (R [ iR), de partie nilpotente T d'indie n. Soit D = (Dp;q)q�p�n une d�eompositionde E adapt�ee �a (a;T ) et �a (a( � ;B � );T ) et (�k)n�1k=0 un n-uplet de bases des �Ek, adapt�ees �a(�bk;S) au sens de la d�e�nition 16 page 94.On leur assoie anoniquement une base � de E, obtenue en relevant les �k en basesdes Dn;k+1 et en les propageant par T en bases de tous les Dp;q. On note B l'ensemble dees bases, dites adapt�ees au triplet (E;a;B) ou au triplet (E;a;b).Dans une telle base, et enore ave les mêmes notations, Mat�k+1(ajDk+1) est une matrie-94



blos de taille k + 1. Dans �k+1 :
Mat�k+1(ajDk+1) = 0BBBBBBBBB�

�J�dk;dk���+J�dk ;dk�J�dk ;dk+J�dk;dk
1CCCCCCCCCA ;

ave des J+dk;dk si k est pair, J�dk;dk sinon. Quelle que soit la parit�e de k :Mat�k+1(BjDk+1) = 0BBBB� L0dk I4dkL0dk . . .. . . I4dkL0dk)
1CCCCA ; o�u L0d = � �d 00 ��d � 2 M4d(R):La dimension de E est dans e as multiple de quatre.
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Annexe : table des notations, tabler�eapitulative des r�esultatsOn r�eapitule ii la forme des matries de a et de B dans les bases adapt�ees de haqueas. On a pla�e ii aussi le rappel des notations utilis�ees pour ertaines matries apparaissantfr�equemment. Commen�ons par une remarque.Corollaire 5 (de la proposition 2 page 53 et des propositions 1 et 8 pages 49 et 79) SoitV un K -espae vetoriel muni de deux formes r�eexives a et b, a �etant non-d�eg�en�er�ee.On note B l'endomorphisme tel que : b = a( � ;B � ) et on suppose que B admet une uniqued�eomposition B = S+N ave S semi-simple, N nilpotent, SN = NS. On note � =Qi P niile polynôme minimal de B, les Pi �etant irr�edutibles, premiers entre eux deux �a deux,et 
 = O(a) \ O(b). Alors, les seuls sous-espaes non d�eg�en�er�es de E, stables et nond�eomposables en somme direte a-orthogonale stable, sous l'ation de 
, sont :(i) Si a et b sont de même nature : les sous-espaes arat�eristiques kerP nii (B) de B.(ii) Si a et b sont de nature oppos�ee : les sous-espaes ker(P nii (B):P nii (�B)). On rappelleque dans e as, P (X)j�) P (�X)j�.La somme direte, a- et b-orthogonale, de es sous-espaes, est �egale �a V .Remarque : Pour que tout endomorphisme B de End(E) admette une d�eompositionB = S + N omme requis dans le lemme, il suÆt que K soit parfait ; voir la remarquede la page 56. Si e n'est pas le as, le pr�esent r�esultat s'applique �a K et E 
K K , o�u K estla lôture alg�ebrique de K .D�emonstration : par les propositions 1 et 8, pour haun des deux as suessivement�enon�es, les espaes kerP nii (B) ou ker(P nii (B):P nii (�B)) sont non d�eg�en�er�es, stables. Parla proposition 2, leurs sous-espaes 
-stables sont les Ep;q = ImT ni�p \ ker T q, qui sontd�eg�en�er�es s'ils sont sous-espaes strits, d'o�u le r�esultat. 2Remarque : Dans le as (ii), o�u a et b sont de nature oppos�ee, et pour les indies i telsque Pi(X) 6= Pi(�X) (i.e. les raines de P ne sont pas dans iR ; e sont les dernier etavant-avant-dernier as de la table 2), alors ker(P nii (B)P nii (�B)) est d�eomposable (d'uneunique fa�on) sous l'ation de 
 :ker(P nii (B)P nii (�B)) = [kerP nii (B)℄� [kerP nii (�B)℄:Cette somme n'est ependant pas a-orthogonale ; au ontraire, haun des deux sous-espaesstables est a-totalement isotrope.Soit don fa;bg une paire de formes r�eexives sur un R-espae vetorielV , ave a non d�eg�en�er�ee, et E � V un sous-espae non d�eg�en�er�e, stableet ind�eomposable sous l'ation de 
 = O(a) \ O(b). Le polynôme minimalde B est not�e Pn, ave P premier (as (i) du orollaire et as (ii) quandPi(X) = Pi(�X)), ou P = Q(X)Q(�X) et Q premier (as (ii) du orollairequand Pi(X) 6= Pi(�X) : on note Q = Pi). En�n, on onsid�ere � une base de Eadapt�ee �a fa;bg. 96



Alors, dans � :� Mat(a) et Mat(B) sont diagonales par blos, respetivement (Ak)n�1k=0 et(Bk)n�1k=0 , blos orrespondant aux mêmes veteurs de base de �.� Les matries Ak et Bk sont elles-mêmes des matries arr�ees de taille(k + 1)Æk, o�u les Æk sont des entiers, dans ertains as n�eessairement pairs oumultiples de 4, et �eventuellement nuls sauf si k = n � 1. Plus pr�eis�ement, lesAk et Bk sont des matries form�ees de (k + 1) � (k + 1) blos de taille Æk.La forme de es Ak et Bk est r�eapitul�ee, en utilisant ette d�eomposition ensous-blos, et selon les di��erents as possibles sur la paire fa;bg, dans la table 2.Remarque : Les (Æk)n�1k=0 sont les dimensions des quotients ( �Ek)n�1k=0 d�e�nis page 53. Desdimensions dk ont �et�e introduites dans l'expos�e ; selon les as, dk = dim �Ek = Æk, dk =dim �E0k = 12 dim �Ek = 12Æk, dk = dim �E+k = dim �E�k = 12 dim �Ek = 12Æk ou en�n dk =dim �E+k = dim �E�k = dim �E+k = dim �E�k = 14 dim �Ek = 14Æk.En�n, la table 1 rappelle les notations employ�ees pour les matries usuellesdu hapitre.
� Ip 2 Mp(K ) est la matrie identit�e de taille p,� Ir;s = � Ir 00 �Is � 2 Mr+s(K ),� Ir;s;t;u = � Ir;s 00 It;u � 2 Mr+s+t+u(K ),� J�d = � 0 Id�Id 0 � 2 M2d(K ),� J�r;s = � 0 Ir;s�Ir;s 0 � 2 M2(r+s)(K ),� si � = �+ i� 2 C , (�;�) 2 R2 , on note �p = � �Ip ��Ip�Ip �Ip � 2 M2p(R). �p estde même la matrie assoi�ee �a � = �� i�.� si �p est omme i-dessus : � Lp = � �p 00 �p � 2 M4p(R)� L0p = � �p 00 ��p � 2 M4p(R):Table 1 { Notation des matries usuelles
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a et bsym�etriques,degP = 1 Ak = 0BBBB� Irk;sk���Irk;sk
1CCCCA Bk = 0BBBB� �IÆk IÆk�IÆk . . .. . . IÆk�IÆk

1CCCCAave rk + sk = Æk et ave � 2 R la raine de P .a et bsym�etriques,degP = 2 Ak = 0BBBBB� J+Æk=2���J+Æk=2
1CCCCCA Bk = 0BBBB��Æk=2 IÆk�Æk=2 . . .. . . IÆk�Æk=2

1CCCCAave pour tout k, Æk pair et�Æk=2 une matrie orrespondant �a � 2 C n R une des raines de P (voir table 1).a et bantisym�etriques,degP = 1 Ak = 0BBBBB� J�Æk=2���J�Æk=2
1CCCCCA Bk = 0BBBB� �IÆk IÆk�IÆk . . .. . . IÆk�IÆk

1CCCCAave pour tout k, Æk pair et ave � 2 R la raine de P .a et bantisym�etriques,degP = 2 Ak = 0BBBBB� J�Æk=2���J�Æk=2
1CCCCCA Bk = 0BBBB� LÆk=4 IÆkLÆk=4 . . .. . . IÆkLÆk=4

1CCCCAave pour tout k, Æk � 0 [4℄ etLÆk=4 une matrie orrespondant �a � 2 C n R une des raines de P (voir table 1).a sym�etriquenon d�eg�en�er�ee,b antisym�etriqued�eg�en�er�ee(i.e. P = X) Pour k pair : Ak = 0BBBBBBBB�
+Irk;sk���+Irk;sk�Irk;sk+Irk;sk

1CCCCCCCCA ; pour k impair :
(Se poursuit page suivante)Table 2 { Forme des matries de a et B dans les bases adapt�ees, as r�eel | r�eapitulatif.
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Ak = 0BBBBBBBBB�
�J�Æk=2���+J�Æk=2�J�Æk=2+J�Æk=2

1CCCCCCCCCA et pour tout k : Bk = 0BBBB� 0 IÆk0 . . .. . . IÆk0
1CCCCAave pour tout k impair, Æk pair et pour tout k pair, rk + sk = Æk.a antisym�etriquenon d�eg�en�er�ee,b sym�etriqued�eg�en�er�ee(i.e. P = X) Mêmes matries Ak et Bk que dans le as pr�e�edent,les formes pour k pair et k impair �etant interverties, et don ave :pour tout k pair, Æk pair et pour tout k impair, rk + sk = Æk.a sym�etriqueb antisym�etriqueP = Q(X)Q(�X)Q=X��; �2R� Ak=0BBBBBBBBB�

�J�Æk=2���+J�Æk=2�J�Æk=2+J�Æk=2
1CCCCCCCCCA Bk=0BBBB��IÆk=2;Æk=2 IÆk�IÆk=2;Æk=2. . .. . . IÆk�IÆk=2;Æk=2

1CCCCAave pour tout k, Æk pair et ave � 2 R� la raine de Q.a sym�etriqueb antisym�etriqueP premier,don ii typeP =(X+�)(X��),�2iR� Pour k pair : Ak = 0BBBBBBBB�
+Irk;sk;rk;sk���+Irk;sk;rk;sk�Irk;sk;rk;sk+Irk;sk;rk;sk

1CCCCCCCCA ; pour k impair :
Ak = 0BBBBBBBB�

�J�rk;sk���+J�rk;sk�J�rk;sk+J�rk;sk
1CCCCCCCCA et pour tout k : Bk = 0BBBB� �Æk=2 IÆk�Æk=2 . . .. . . IÆk�Æk=2

1CCCCAave pour tout k, Æk pair, pour k pair, rk + sk = Æk=2et ave �Æk=2 une matrie orrespondant �a � 2 iR� une des raines de P (voir table 1)(ii, si P est premier, ses raines sont n�eessairement imaginaires pures).(Se poursuit page suivante)Table 2 { Forme des matries de a et B dans les bases adapt�ees, as r�eel | r�eapitulatif.
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a sym�etriqueb antisym�etriqueP = Q(X)Q(�X)Q premier,degQ = 2 Ak = 0BBBBBBBBB�
�J�Æk=2;Æk=2���+J�Æk=2;Æk=2�J�Æk=2;Æk=2+J�Æk=2;Æk=2

1CCCCCCCCCA
Bk = 0BBBBB�L0Æk=4 IÆkL0Æk=4 . . .. . . IÆkL0Æk=4

1CCCCCAave, dans le blo Ak, des J+Æk=2;Æk=2 pour k pair et des J�Æk=2;Æk=2 pour k impair,ave pour tout k, Æk � 0 [4℄ etL0Æk=4 une matrie orrespondant �a � 2 C n (R [ iR) une des raines de Q (voir table 1)(ii, n�eessairement, Q = (X � �)(X + �) ave � 2 C n (R [ iR)).Table 2 { Forme des matries de a et B dans les bases adapt�ees, as r�eel | r�eapitulatif.
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Chapitre 3
Des oordonn�ees loales sur lesvari�et�es pseudo-riemanniennesirr�edutibles, ind�eomposables
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IntrodutionL'objet de e hapitre est de munir les vari�et�es pseudo-riemanniennes de syst�emes lo-aux de oordonn�ees les plus adapt�es possible aux �eventuelles propri�et�es de r�edutibilit�e del'holonomie restreinte. Expliquons-nous.Les liens entre l'holonomie restreinte et la g�eom�etrie loale des vari�et�es riemanniennessont bien ompris :� D'une part, la repr�esentation de l'holonomie restreinte H dans l'espae tangent TmM�a une vari�et�e riemannienne M en un point m, est semi-simple. Le th�eor�eme de de Rhampr�eise alors qu'en fait, ette repr�esentation est une repr�esentation produit, orrespondant �aune d�eomposition de H en produit diret. Loalement, la vari�et�e M se d�eompose de plusen produit riemannien. Ainsi, si m est un point de M et si TmM = M0 ?� � ?�1�i�nMi� estune d�eomposition de TmM en M0 son fateur plat et (Mi)ni=1 un n-uplet de omposantesirr�edutibles, alors :� Cette d�eomposition est unique �a l'ordre pr�es des fateurs.� H ' Qni=1Hi o�u haque Hi est le sous-groupe de H qui agit trivialement sur les Mjpour j 6= i. Par hypoth�ese alors, haque Hi agit irr�edutiblement sur Mi.� Par transport parall�ele, haque Mi se prolonge en une distribution parall�ele sur unvoisinage de m dans TM ; ette distribution s'int�egre, on note Mi la feuille int�egralepassant par m. Il existe alors une isom�etrie loale ' deM dans le produit riemannienQni=1Mi, v�eri�ant : 8i 2 J1;nK; d'jm(Mi) = T'(m)Mi.� D'autre part, dans haque fateur irr�edutible, les propri�et�es de l'holonomie restreinteorrespondent �a des propri�et�es g�eom�etriques de la vari�et�e. Tout un ditionnaire bien onnuest �etabli ; itons seulement ii deux exemples simples :� d = dimM est pair et H � Ud=2 ssi M est k�ahlerienne,� d = dimM est pair et H � SUd=2 ssi M est k�ahlerienne, Rii-plate.Tout un travail onsiste �a d�eterminer les holonomies irr�edutibles e�etivement possibleset �a trouver, s'ils existent, des exemples de vari�et�es irr�edutibles pour haque holonomie,exemples si possibles omplets ou ompats : : : Ce travail est aujourd'hui ahev�eToute ette th�eorie s'applique semblablement aux vari�et�es pseudo-riemanniennes, dumoins �a elles qui sont totalement d�eomposables, 'est-�a-dire dont la repr�esentation de Hdans l'espae tangent en un point se d�eompose en somme direte orthogonale de sous-espaes semi-simples.� La d�eomposition TmM = M0 ?� � ?�1�i�nMi� est unique et il lui orrespond uned�eomposition de H en produit diret et de M en produit riemannien.� Un ditionnaire traduit les propri�et�es de haque holonomie irr�edutible en propri�et�esg�eom�etriques de la vari�et�e orrespondante. La même investigation que dans le as rieman-nien est �a mener.Remarquons �egalement qu'un autre type de repr�esentation semi-simple est enore possible.L'espae tangent peut se d�eomposer en somme direte de deux sous-espae totalement103



isotropes stables : TmM = I � J . Nous ne traiterons pas e as ii. Il a �et�e abord�e parA.Ikemakhen et L.B�erard Bergery (voir [BBI97℄).Un ph�enom�ene nouveau peut ependant apparâ�tre ave le as pseudo-riemannien. Larepr�esentation de l'holonomie restreinte H sur l'espae tangent TmM en un point m deM peut ne pas être semi-simple. Si en e�et un sous-espae isotrope de TmM est stablepar holonomie, il n'admet pas n�eessairement de suppl�ementaire stable. Dans e as, l'es-pae tangent est alors r�edutible sous l'ation de H, mais pas d�eomposable : il n'admet pasomme plus haut de d�eomposition en somme direte de sous-espaes stables, irr�edutiblesou plats. Dans e as nouveau, la struture stable sur TmM est un drapeau | ou plutôt,g�en�eralement, plusieurs drapeaux | et non plus une somme direte.Ce dernier as n'a, lui, �et�e que tr�es peu explor�e. On peut pourtant se poser les deuxmêmes types de questions que quand TmM est totalement d�eomposable :� Dans e dernier as, la d�eomposition de TmM orrespondait �a une d�eompositionde M en produit riemannien loal. A quelle struture g�eom�etrique loale, s'il y en a uneidenti�able, orrespond le r�eseau de drapeaux dans le as ind�eomposable? Des �brations,des produits tordus, autre hose?� Si, outre la stabilisation de di��erents drapeaux, l'holonomie v�eri�e d'autres propri�et�es,�a quelles propri�et�es suppl�ementaires de es strutures orrespondent-elles, s'il est possiblede l'�elairir?Notamment, dans le as lorentzien, A.Ikemakhen et L.B�erard Bergery ont exhib�e dans[BBI93℄ les diff�erentes holonomies ind�eomposables possibles. On peut alors se demandersi elles apparaissent e�etivement omme holonomie de ertaines vari�et�es lorentziennes etessayer de lassi�er exatement es derni�eres. C'est une des motivations des deux questionslist�ees plus haut.Paradoxalement don, alors que le as totalement d�eomposable, �etudi�e depuis long-temps, n'o�re plus que peu de probl�emes ouverts | mais alors les plus ardus | le asind�eomposable est presque vierge. Ainsi, le travail qui suit part de presque z�ero : diÆ-ult�e et hane. Auune ((artillerie lourde)) n'est disponible et tout est �a inventer ; le leteursera d'ailleurs amen�e �a se familiariser ave tout un bestiaire d'objets anoniques intro-duits au long de l'expos�e. Mais d'autre part les seuls pr�erequis sont les th�eor�emes de deRham-Wu et de Ambrose-Singer sur l'holonomie et, pour un orollaire, le r�esultat it�e plushaut de A.Ikemakhen et L.B�erard Bergery. Le raisonnement, lui, ne repose que sur desr�esultats et tehniques du patrimoine ommun des math�ematiques : essentiellement la suitede Jordan-H�older d'une repr�esentation et le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz sur les �equationsdi��erentielles ordinaires.A quelles strutures ou propri�et�es g�eom�etriques loales orrespondent don les propri�et�esde r�edutibilit�e de l'holonomie restreinte, lorsque elle-i agit de fa�on ind�eomposable?Dans l'inonnu de d�epart, on a hoisi d'aborder ette question par l'outil le plus modeste etle moins abstrait, mais aussi le plus ((tout-terrain)) : des oordonn�ees loales. Elles semblentadapt�ees �a un premier tâtonnement ; si elles mettent en �evidene des propri�et�es plus abstrai-tement arat�erisables de la g�eom�etrie loale, il sera toujours temps ensuite de les mettreen �evidene pour elles-mêmes. Inversement, la struture de produit riemannien loal quiapparâ�t dans le as totalement d�eomposable a une tradution en termes de oordonn�ees :il existe sur M au voisinage de m un syst�eme de oordonn�ees produit, i.e. un syst�eme de104



oordonn�ees (yi)ni=1 = ((yij)nij=1)ni=1 dans lequel la m�etrique g prend la forme :Mat(g) = 0B� g1(y1) . . . gn(yn) 1CAo�u le i�eme blo orrespond aux oordonn�ees (yij)nij=1, et n'est fontion que desdites o-ordonn�ees. On se propose don dans e hapitre de onstruire sur une vari�et�e pseudo-riemannienne (et notamment lorentzienne, ave en vue dans e as la question not�ee plushaut) ind�eomposable, des oordonn�ees qui rendent au mieux lisibles les propri�et�es der�edutibilit�e de l'holonomie loale. ((Au mieux)) : on verra en e�et qu'il n'existe pas desyst�eme anoniquement pr�ef�erable �a tout autre, omme le syst�eme de oordonn�ees produitpeut être anonique dans le as totalement d�eomposable.A dire vrai, pareille entreprise a d�ej�a �et�e men�ee. Il y a inquante ans en e�et, A.G.Walkera propos�e des oordonn�ees loales partiuli�eres sur les vari�et�es M ind�eomposables admet-tant une distribution totalement isotrope parall�ele (voir [W49℄ et [W50a℄). Si X � TmMest totalement isotrope, stable par holonomie alors TmM admet le drapeau stable :f0g � X � X? � TmM:Walker onstruit alors des oordonn�ees que nous noterons ((xi)d1i=1;(yi)d2i=1;(zi)d1i=1), o�u les d1premi�eres oordonn�ees param�etrent les feuilles int�egrales de la distribution X et les d1+ d2premi�eres les feuilles int�egrales de la distribution X?. Dans es oordonn�ees, la m�etrique gprend la forme : Mat(g) = 0� 0 0 Id10 A HId1 tH B 1A ;o�u les sous-matries A et B sont sym�etriques et o�u A etH ne d�ependent pas des oordonn�ees(xi)d1i=1. Semblablement (voir [W50b℄), il propose des oordonn�ees du même type dans leas, plus g�en�eral, o�u TmM admet un sous-espae partiellement isotrope stable Y . Le noyauY \ Y ? de Y est alors totalement isotrope stable et TmM admet le r�eseau stable :f0g � Y \ Y ? � � YY ? � � Y + Y ? � TmM:Les oordonn�ees propos�ees par Walker param�etrent alors les feuilles int�egrales des diversesdistributions parall�eles de e r�eseau.Cependant, es oordonn�ees pr�esentent deux insuÆsanes :� Elles sont tr�es loin d'être uniques. Il existe par exemple une in�nit�e de syst�emes deoordonn�ees de e type, qui o��nident sur une feuille int�egrale de X?. Tehniquement, ilssont onstruits omme une solution, arbitrairement hoisie, d'un syst�eme di��erentiel quien admet plusieurs. Beauoup d'�eventuelles propri�et�es g�eom�etriques loales de la vari�et�erisquent alors de passer inaper�ues pour de telles oordonn�ees : notamment, les propri�et�esde l'holonomie loale ne sont pas lisibles sur la matrie de la m�etrique dans de telles oor-donn�ees.� Elles ne sont ((adapt�ees)) qu'�a un seul drapeau f0g � X � X? � TmM �a la fois| deux dans la g�en�eralisation it�ee plus haut.105



On tentera don ii de reherher des oordonn�ees les plus uniques possible, en un sens quenous proposerons et, en s'appuyant sur une r�eexion alg�ebrique pr�eliminaire, adapt�ees �a lastruture alg�ebrique g�en�erale de TmM, et non au un hoix arbitraire d'un sous-espaeisotrope stable. Le r�esultats propos�e ii, nous en sommes tr�es onsients, n'est qu'unepetite �etape vers un �eventuel syst�eme g�en�eral de oordonn�ees appliable �a toute vari�et�epseudo-riemannienne. Nous avons en e�et restreint l'�etude aux vari�et�es satisfaisant deuxpropri�et�es tehniques tout �a fait arbitraires. Cependant, il onstitue une premi�ere explora-tion et prouve l'existene de syst�emes de oordonn�ees bâtis selon une ertaine philosophie.Reste maintenant, avant de poursuivre, �a v�eri�er si es syst�emes peuvent avoir une utilit�e.Une des motivations initiales de e travail fournit d�ej�a une appliation de es oordonn�ees :elles permettent de d�eterminer quelles vari�et�es lorentziennes ont, loalement, les di��erentesandidats holonomies possibles list�es par A.Ikemakhen et L.B�erard Bergery. Ils sont tousr�ealisables omme holonomies de vari�et�es lorentziennes. Y a-t-il d'autres appliations de esoordonn�ees? Le travail est �a poursuivre.Un lemme alg�ebrique et un lemme analytique onstituent le I et le II de e hapitre. Ilspermettent alors la onstrution des oordonn�ees au III. A titre de orollaire, le IV lassi�ealors loalement les vari�et�es lorentziennes suivant leur holonomie.
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I Un lemme alg�ebriqueI.1 IntrodutionLe but de e hapitre, omme l'expose l'introdution g�en�erale, est de proposer un syst�emede oordonn�ees loales sur les vari�et�es pseudo-riemanniennes ind�eomposables r�edutibles,((adapt�ees)) au mieux aux propri�et�es de l'holonomie dans e as : des oordonn�ees qui rendentde quelque mani�ere ((lisibles)) es propri�et�es. Cette entreprise suppose d�ej�a la ompr�ehension,ou au moins une ertaine ompr�ehension, de l'ation du groupe d'holonomie restreint H surl'espae tangent TmM �a la vari�et�e M en un point m.C'est l'objet de ette premi�ere setion, purement alg�ebrique. Oubliant momentan�ementles motivations g�eom�etriques r�esum�ees i-dessus, elle est onsar�ee �al'�etude d'un triplet (E;< � ; � >;�)o�u E est un R-espae vetoriel de dimension �niemuni d'une forme bilin�eaire non d�eg�en�er�ee < � ; � >et � un sous-groupe de SO(E;< � ; � >).On e�etuera l'�etude sans hypoth�ese suppl�ementaire, notamment sans supposer a prioriE ind�eomposable.Notons que le as o�u l'ation de � est semi-simple est enti�erement onnu, par appliationdes r�esultats lassiques de la th�eorie des groupes de Lie. Il ne semble pas en revanheexister d'�etude pouss�ee d'une telle situation alg�ebrique dans son as g�en�eral. Notons aussiau passage qu'une telle �etude est bien requise par le arat�ere pseudo-riemannien de lavari�et�e M. En e�et, si la forme < � ; � > est d�e�nie, l'ation de � est alors semi-simple et lasituation est la suivante :Proposition 1 Si < � ; � > est d�e�nie, alors l'ation de � est semi-simple et E se d�eomposede fa�on unique en ses omposantes isotypiques :E = ?�1�i�NEihaque Ei, omme repr�esentation de �, �etant de la forme :(Ei;< � ; � >jEi) ' (Gi;< � ; � >i)
 (Rni ;< � ; � >an)o�u la repr�esentation de � est simple dans Gi et triviale dans Rni .Ce r�esultat se retrouvera omme as partiulier des onlusions de ette partie.� � �Pr�eisons en�n l'ambition, modeste, de ette partie. Elle ne pr�etend pas onstituer une�etude ompl�ete de la situation examin�ee : loin de l�a! Celle-i est en e�et v�eritablement tr�estou�ue et n�eessiterait pour être trait�ee �a fond d'autres moyens que les petits raisonnements((manuels)) qui vont suivre. Le pr�esent expos�e est une premi�ere exploration du probl�eme,107



prenant omme point de d�epart une id�ee relativement naturelle. Sh�ematiquement, il vise�a omprendre l'interation entre� d'une part, des objets lassiques de la th�eorie des repr�esentations, omme la plusgrande sous-repr�esentation semi-simple de E,� d'autre part, des objets typiques du as pseudo-riemannien qui nous oupe, les sous-espaes totalement isotropes �-stables de E.Le prinipe de l'�etude est plus pr�eis�ement d�evelopp�e dans la setion suivante I.2, la setionI.3 page 110 pr�eisant, ave les premiers r�esultats, le sous-probl�eme auquel on s'attaherapartiuli�erement. Celui-i est trait�e dans la setion I.4 page 116 et le point de la situation,en vue de la onstrution des oordonn�ees qui nous motive, est e�etu�e dans la setion I.5page 124.I.2 L'id�ee diretrieComme toute repr�esentation, E admet les deux sous-espaes anoniques �-stables quesont le ((plus grand sous-espae semi-simple)) et le ((plus petit sous-espae de quotient semi-simple)), expliit�es plus bas. En un sens, e sont les sous-espaes les plus imm�ediatementremarquables d'une repr�esentation quelonque (voir par ex. [Bour℄).D'autre part, la repr�esentation de � dans E pr�eserve la forme < � ; � >. On v�eri�e faile-ment que, si E n'admet pas de sous-espae totalement isotrope �-stable, ette repr�esentationest semi-simple : la situation est omme dans le as o�u < � ; � > est d�e�nie, d�erit dans laproposition 1 page 107. De tels espaes apparaissent en revanhe d�es que l'ation de � estind�eomposable, r�edutible. C'est le as nouveau, inexistant si � est une holonomie rieman-nienne, qui nous int�eresse. Voir �a e sujet le sous-lemme 6 page 111. On introduira don deuxsous-espaes anoniques �-stables de E, not�es X et W , li�es �a l'existene de sous-espaestotalement isotropes stables.Le travail qu'on se propose alors est de omprendre les liens entre es deux types d'es-paes, esp�erant par l�a un premier �elairage sur la struture de la repr�esentation de � dans(E;< � ; � >). Introduisons-les tout d'abord, 'est l'objet de ette setion.I.2.1 Des sous-espaes li�es �a des rep�esentations semi-simples induitesSous-lemme 1 Soit E un R-espae vetoriel de dimension �nie et � une repr�esentationde � groupe de Lie dans GL(E). Alors la somme de toutes les sous-repr�esentations semi-simples (F;�jF ) de � est une sous-repr�esentation (S;�jS) de E, semi-simple.D�e�nition 1 On appellera ette sous-repr�esentation la plus grande sous-repr�esentationsemi-simple de �, ou S le plus grand sous-espae semi-simple de E.Remarque : Au sens de Bourbaki ([Bour℄, page 40.), S est la somme, direte, des ompo-santes isotypiques de E.D�emonstration du sous-lemme. Il suÆt de montrer que, si (F1;�jF1) et (F2;�jF2) aveF1 et F2 deux sous-espaes de E, sont deux sous-repr�esentations semi-simples, leur somme(F1+F2;�jF1+F2) l'est aussi. V�eri�ons-le. Chaque Fi, i 2 f1;2g est semi-simple, don F1\F2l'est aussi don se d�eompose en F1 \ F2 = n�j=1Ej, o�u les Ej sont simples. Comme haqueFi est semi-simple, on peut enore �erire, pour i 2 f1;2g : Fi = (F1 \ F2) � ( ni�j=1Eji ) o�u108



les Eji sont simples. Ainsi : F1 + F2 = ( n�j=1Ej) � ( n1�j=1Ej1)� ( n2�j=1Ej2), F1 + F2 est somme desous-repr�esentations simples, don est simple. 2Sous-lemme 2 Soit E un R-espae vetoriel de dimension �nie et � une repr�esentationde � groupe de Lie dans GL(E). Alors l'intersetion de tous les sous-espaes stables Fde E, tels que la repr�esentation induite de � sur le quotient E=F est semi-simple, est unsous-espae R qui a la même propri�et�e i.e. :si R = \F2FF o�u F = fF sous-espae de E t.q. F est stable et (E=F ) est semi-simpleg;alors R est stable et (E=R) est semi-simple:Cet espae R est le plus petit sous-espae stable tel que E=R est semi-simple.D�e�nition 2 On appellera la sous-repr�esentation (R;�jR) la plus petite sous-repr�esentationde quotient semi-simple de �, ou R le plus petit sous-espae de quotient semi-simple de E.D�emonstration du sous-lemme. Il suÆt omme pr�e�edemment de montrer que si F1et F2 sont dans F, F1 \ F2 l'est aussi. Quitte �a remplaer E, F1 et F2 respetivement parE=(F1 \ F2), F1=(F1 \ F2) et F2=(F1 \ F2), on peut supposer que F1 \ F2 = f0g. Mon-trons alors que E est semi-simple. Soit �i : E ! E=Fi, i 2 f1;2g. Par hypoth�ese, �2(E)est semi-simple et F1 est stable, don �2(F1) est une repr�esentation, semi-simple. CommeF1 \ F2 = f0g, les repr�esentations F1 et �2(F1) sont �equivalentes, don F1 est semi-simple ;sym�etriquement F2 l'est aussi. Si F1 + F2 = E, E est don semi-simple. Sinon, �1(F2) eststable dans �1(E), on peut don �erire : �1(E) = ( n�i=1Ei)��1(F2) o�u n � 1 et o�u les Ei sontsimples, e qui donne, omme n � 1 : E = ( n+i=1E0i)�F2, o�u pour tout i, E0i = ��11 (Ei) � F1.Alors : �2(E) = n�i=1�2(E0i) o�u 8i; �2(E0i) ' E0i ar E0i \ F2 = f0g ; omme �2(E) est semi-simple, haque �2(E0i) l'est aussi et don, haque E0i. Or pour tout i, F1 est stable, inlusdans E0i, don on peut �erire : 8i; E0i = E00i � F1 o�u E00i est stable, semi-simple. En�n don :E = ( n�i=1E00i ) � F1 � F2 o�u F1, F2 et les E00i sont des sous-repr�esentations semi-simples. Eest semi-simple. 2Remarque. Ce deuxi�eme sous-lemme d�eoule �egalement de l'appliation du premier audual de E.Sous-lemme 3 Si E;< � ; � > est un R-espae vetoriel de dimension �nie muni de < � ; � >forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, si � est une repr�esentation de � groupe de Liedans O(E;< � ; � >), alors S le plus grand sous-espae semi-simple de E et R le plus petitsous-espae de quotient semi-simple v�eri�ent :R = S?:D�emonstration. La repr�esentation ontrag�ediente de �jS sur S� et la repr�esentation quo-tient induite par � sur E=S? sont isomorphes, ar l'isomorphisme anonique ℄ : S� ! E=S?ommute ave l'ation de �(�) � O(E;< � ; � >). Or la premi�ere est, omme �jS, semi-simple,don E=S? l'est �egalement et don, par d�e�nition de R :R � S?:109



R�eiproquement, E=R est semi-simple don de la même fa�on (R?)� l'est aussi, don�egalement R? et don par d�e�nition de S :R? � S:D'o�u le r�esultat. 2I.2.2 Des sous-espaes li�es �a l'existene de sous-espaes totalement iso-tropes stablesComme expos�e dans l'introdution, le but est ii une premi�ere approhe des triplets(E;< � ; � >;�). Or, on a vu page 108 au d�ebut de ette setion I.2 que l'existene de sous-espaes totalement isotropes �-stables est arat�eristique des ph�enom�enes nouveaux quipeuvent apparâ�tre (repr�esentation non semi-simple : : : ) quand < � ; � > n'est pas d�e�nie.Le sous-espae de E le plus naturel �a faire intervenir dans l'�etude est don le sous-espaeengendr�e par les sous-espaes totalement isotropes stables. On le notera W ; il est �-stable,et nul ssi il n'y a pas de sous-espae totalement isotrope stable non trivial. Plus exatementon s'int�eressera au r�eseau, anonique et �-stable :f0g � (W \W?)� �W�W? � � (W +W?) � E;qui est trivial (f0g = W � W? = E) ssi f0g est le seul sous-espae totalement isotropestable.On verra dans le sous-lemme 5 page 111 que W \ W? = X o�u X est l'intersetiondes sous-espaes totalement isotropes stables, maximaux pour ette propri�et�e, simplementnot�es ii sous-espaes totalement isotropes stables maximaux. Il est lui-même totalementisotrope, stable. Etudier le r�eseau introduit plus haut revient �a �etudier le drapeau, lui aussianonique et �-stable : f0g � X � X? � E;en s'appuyant pour ela sur les espaes W et W?.Etudions don, omme annon�e, les relations entre S et R = S?, d'une part, et ledrapeau f0g � X � X? � E, d'autre part.I.3 Premiers r�esultatsI.3.1 Remarques pr�eliminairesRemarque sur la notion d'irr�edutiblit�e. Dans tout l'expos�e, on appellera irr�edutibleun espae F sur lequel agit un groupe, ou simple la rep�esentation de e groupe dans etespae F , si les seuls sous-espaes stables de F sous l'ation du groupe sont triviaux : f0get F . En partiulier, la repr�esentation triviale de dimension un d'un groupe est ii lass�eeomme simple.Donnons d�ej�a un nom �a une notion auxiliaire utilis�ee r�eguli�erement dans la suite.D�e�nition 3 Si F est un sous-espae de E, on appellera quotient non-d�eg�en�er�e de F lequotient : F=(F \ F?) = F=(ker< � ; � >jF ).110



Trois petits r�esultats pr�eisent les premi�eres propri�et�es des sous-espaes totalement iso-tropes stables, de W et de X.Sous-lemme 4 Les sous-espaes totalement isotropes de E, stables sous l'ation de �,maximaux pour ette propri�et�e, sont tous de même dimension.D�emonstration : Soient I et J deux sous-espaes totalement isotropes stables maximauxet K le noyau de < � ; � > sur I + J , alors : K = I \ J . En e�et, K est totalement isotrope,stable et K ? I, don K + I est enore totalement isotrope, stable. Par maximalit�e de I,K + I = I i.e. K � I. Sym�etriquement K � J , don K � I \ J . D'autre part, omme I etJ sont totalement isotropes, (I \ J) ? (I + J) don I \ J � K.Notons �I et �J les projet�es de I et J dans (I + J)=K. Par d�e�nition de K, �I + �J est nond�eg�en�er�e, mais d'autre part �I et �J sont haun totalement isotropes, don en partiulier�J [ = �I� et par ons�equent, dim �J = dim �I, don en�n dim I = dimJ . 2Sous-lemme 5 X =W \W?. En partiulier, W=X et W?=X sont non d�eg�en�er�es.D�emonstration : Soit (I�)�2A la olletion des sous-espaes totalement isotropes stablesmaximaux de E ; W est la somme des sous-espaes totalement isotropes stables, en partiu-lier don la somme des sous-espaes totalement isotropes stables maximaux : W = +�2AI�,mais : X = \�2AI� don : X �W . D'autre part X = \�2AI� � \�2AI?� = (+�2AI�)? =W? don X �W?. En�n W \ W? est totalement isotrope, stable, et par d�e�nition deW? : 8� 2 A; (W \W?) ? I�. Par ons�equent, pour tout �, I�+(W \W?) est totalementisotrope, stable. Alors par maximalit�e de I�, (W \W?) � I�. Cette inlusion est vraie pourtout �, don : (W \W?) � X. 2Sous-lemme 6 � Si E n'admet pas de sous-espae totalement isotrope stable non trivialalors tout sous-espae stable de E est non d�eg�en�er�e et la repr�esentation de � dans E estsemi-simple,� la repr�esentation de � dans W?=X est semi-simple,W?=X est somme de sous-espaesirr�edutibles non d�eg�en�er�es,� si I est un sous-espae totalement isotrope stable maximal, la repr�esentation de � dansI?=I est semi-simple, I?=I est somme de sous-espaes irr�edutibles non d�eg�en�er�es,� si E n'admet pas de sous-espae dont le quotient non d�eg�en�er�e est non trivial, ir-r�edutible, alors il est de dimension paire et ses sous-espaes totalement isotropes stablesmaximaux sont de dimension moiti�e.D�emonstration : V�eri�ons le premier point. Supposons que f0g est le seul sous-espaetotalement isotrope stable et soit F un sous-espae stable de E. L'espae F est non d�eg�en�er�ear F\F? est totalement isotrope stable, don r�eduit �a f0g ; F? est alors un suppl�ementairestable de F et E est don semi-simple.Les points deux et trois d�eoulent alors de la remarque suivante : par d�e�nition de W?et par maximalit�e de I, respetivement, les espaes W?=X et I?=I n'admettent pas desous-espae totalement isotrope stable.Montrons le dernier point. On suppose queE n'admet pas de sous-espae dont le quotientnon d�eg�en�er�e est non trivial, irr�edutible. Soit I un sous-espae totalement isotrope stablemaximal de E. Si I ( I? alors I?=I est non trivial, somme de sous-espaes irr�edutiblesnon d�eg�en�er�es par le point pr�e�edent. Soit �F un sous-espae irr�edutible non d�eg�en�er�e nontrivial de I?=I et F son image r�eiproque dans I?. Alors �F ' F=(F \ F?) et don le111



quotient non d�eg�en�er�e de F est irr�edutible non trivial. C'est impossible, don I = I? et ler�esultat suit. 2I.3.2 Une restrition de l'�etudeLa suite est exlusivement onsar�ee �a l'examen de la repr�esentation de � dans X?=X.En e�et :� La repr�esentation de � dansX, sous-espae totalement isotrope, peut être quelonque,i.e. tout sous-groupe de GL(X) peut être obtenu omme fjX =  2 �g pour un ertain� � O(E;< � ; � >).� Il en est de même pour la repr�esentation de � dans E=X?, ontrag�ediente de lapr�e�edente ar E=X? ' X�.� En�n dans le drapeau f0g � X � X? � E, on ne s'int�eressera ii qu'aux repr�esenta-tions sur les quotients suessifs. L'�etude du probl�eme g�en�eral n'est en e�et pas diretementexploitable par le pro�ed�e de onstrution de oordonn�ees loales qui suit et qui motive epr�eliminaire alg�ebrique ; en revanhe, elle ressort typiquement des questions qui n�eessitentdes moyens plus lourds d'investigation que eux, �el�ementaires, utilis�es ii.La suite est don exlusivement onsar�ee au quotient X?=X. En fait, on �etudieratoujours l'espae E lui-même, mais en supposant que X = f0g. Cela revient au même etall�ege les notations. Don :dans toute la suite, on suppose nulle l'intersetion des sous-espaestotalement isotropes stables maximaux de E, i.e. on suppose que X = f0g:Remarquons qu'alors, par le sous-lemme 5 page 111 :E =W �W?:Par le deuxi�eme point du sous-lemme 6 page 111, W? est somme direte de sous-espaesirr�edutibles non d�eg�en�er�es ; il se omporte omme si < � ; � >jW? �etait d�e�nie, i.e. ommedans la proposition 1 page 107. Reste �a examiner W .Notation. On notera d�esormais dW la dimension de W , dW? elle de W? et dI elle,ommune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaes totalement isotropes stables maxi-maux.I.3.3 Le as o�u dW = 2dIUn sous-as partiulier. Remarquons que si dW = 2dI et que de plus deux sous-espaes totalement isotropes stables maximaux I et J suÆsent �a engendrer W , alors ilssont n�eessairement en somme direte : W = I � J . La repr�esentation de � dans I peutêtre quelonque et elle de � dans J ' I� lui est ontrag�ediente. Par ons�equent : f 2SO(W;< � ; � >) = (I) = I et (J) = Jg ' GL(I) ' GLdI(R).Si stritement plus de deux sous-espaes totalement isotropes stables maximaux sontn�eessaires pour engendrer W |e qui est possible|, la situation se omplique, mais engardant une parent�e ave le as i-dessus. C'est le lemme 1 qui suit.112



D'autre part, notons �egalement que le as dW = 2dI est remarquable ar 'est un asextr�emal :{ la dimension des sous-espaes totalement isotropes stables est la plus grande possibledans leur somme W ,{ es sous-espaes v�eri�ent alors : I = I?{ et bien sûr ils engendrent toujours W .Les setions suivantes montreront de plus qu'en fait on peut toujours, dans le as g�en�eral,d�eomposer W , de fa�on non n�eessairement unique, en somme direte orthogonale d'unsous-espae de e type |v�eri�ant enore une propri�et�e suppl�ementaire| et d'un sous-espaetotalement r�edutible.Cette setion exhibe une propri�et�e arat�eristique du as dW = 2dI, donnant une id�eede la struture de la repr�esentation de � dans e as. Elle montre �egalement ainsi en quoie as, e�etivement partiulier, peut être int�eressant �a mettre en exergue. Enore une foisependant, elle est loin d'�epuiser la question ; dans l'�etat atuel du pro�ed�e de onstrutionde oordonn�ees loales qui suit, les pr�esents r�esultats suÆsent amplement aux besoins.Notations : On note (Ij)Nj=1 une base de sous-espaes totalement isotropes stables maxi-maux, 'est-�a-dire une famille de tels sous-espaes, engendrant W , minimale pour ettepropri�et�e (n�eessairement N � 2). Ces bases ne sont pas a priori toutes de même ardinal ;on peut de plus en hoisir une de ardinal minimal. Si E est une partie de J1;NK, on noteraIE = \j2EIj et, omme 'est l'habitude, E le ompl�ementaire de E dans J1;NK.Lemme 1 Soit (W;< � ; � >;�) la repr�esentation naturelle de � � SO(E;< � ; � >) dans W .Rappelons que W est engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropes stables maximauxet que eux-i sont d'intersetion nulle ( i.e. X = f0g), par hypoth�ese g�en�erale. On suppose�egalement que W admet une base de sous-espaes totalement isotropes maximaux (Ij)Nj=1de ardinal N .Alors, W est de dimension paire et ses sous-espaes totalement isotropes stables maxi-maux sont de dimension 12 dimW ssi W admet une suite de omposition de la forme :((Xk)Lk=0;(X?k )0k=L); i.e. : f0g = X0 � X1 � : : : � XL � X?L � : : : � X?1 � X?0 =W;o�u : � L � N � 2 (don la suite est de longueur inf�erieure �a 2L+ 1 = 2N � 3)� X?L =XL est somme de deux sous-espaes totalement isotropes stables suppl�ementaires| mais peut être �eventuellement trivial.Remarquons qu'alors, n�eessairement, pour tout k de J1;LK, Xk est totalement isotrope et :Xk=Xk�1 [�!' �X?k�1=X?k �� :D�emonstration. On pose :X1 = +E�J1;NK℄E=N�1IE = N+j=1 Ifjg: Alors : X?1 = N\j=1( +k 6=j Ik):Si N = 2, l'�enon�e du lemme est imm�ediatement v�eri��e ave L = 0. Sinon, alors X1 esttotalement isotrope et don X1 � X?1 . En e�et alors : 8fj;kg � J1;NK;9l 2 fj;kg. Pour de113



tels indies : Ifjg � Il et Ifkg � Il, don Ifjg ? Ifkg et X1 est don totalement isotrope. onsuppose d�esormais que N � 3.AÆrmation : X?1 est engendr�e par les (Ij \X?1 )Nj=1. Il l'est même, pour tout k de J1;NK,par les (Ij \X?1 )j2J1;NKnk.Pour tout j de J1;NK,m 6= j ) Ij\(+n6=mIn) = Ij, don : Ij\X?1 = Ij\�\Nm=1(+n6=mIn)� =\Nm=1 (Ij \ (+n6=mIn)) = Ij \ (+n6=jIn). Pour montrer l'aÆrmation, il suÆt don de monter,pour tout k de J1;NK, l'inlusion :N\j=1� +n6=j In� � +j 6=k �Ij \ ( +n6=j In)� :Soit don x dans X?1 = \Nj=1(+n6=j In), en partiulier x est dans +n6=k In don peut s'�erirex = +j 6=k xj ave : 8j 2 J1;NK n fkg; xj 2 Ij. Alors, pour tout j de J1;NK n fkg : xj =x��+j02fj;kg xj0� ; x 2 X?1 don x 2 +n6=j In et pour tout j0 de fj;kg, xj0 2 Ij0 � +n6=j In.Par ons�equent, xj 2 +n6=j In. D'autre part xj 2 Ij , don xj 2 Ij \ (+n6=j In). Commex = +j 6=k xj , x 2 +j 6=k (Ij \ (+n6=j In)), 'est le r�esultat annon�e.Notons �a pr�esent �1 la projetion anonique : W !W=X1. Par l'aÆrmation, X?1 , don�egalement �1(X?1 ), est engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropes stables du type(Ij \X?1 )Nj=1 |respetivement du type (�1(Ij \X?1 ))Nj=1 pour �1(X?1 ). Ces derniers sont deplus de dimension moiti�e dans �1(X?1 ). En partiulier ils sont don maximaux. Prouvonsette relation sur les dimensions. L'isomorphisme musial [ induit l'isomorphisme : X1 [�!'(W=X?1 )�. Par et isomorphisme, pour tout j de J1;NK :(Ij \X1) ' h(W=X?1 )=(I?j =(I?j \X?1 ))i� = h(W=X?1 )=(Ij=(Ij \X?1 ))i� ;don : dim(Ij\X1) = dim(W=X?1 )�dim(Ij=(Ij \X?1 )) = dim(X1)�dim Ij+dim(Ij\X?1 ).On obtient alors : dim(�1(Ij \X?1 )) = dim(Ij \X?1 )� dim(Ij \X1)= dim Ij � dimX1= 12 dimW � dimX1= 12 (dimW � 2 dimX1)= 12 �dimX?1 � dimX1�= 12 �dim(�1(X?1 ))� :Par ons�equent, �1(X?1 ) est de dimension paire, engendr�e par ses sous-espaes totalementisotropes stables maximaux (�1(Ij \X?1 ))Nj=1, qui sont de dimension moiti�e. On peut alorsextraire de (�1(Ij \X?1 ))Nj=1 une sous-famille g�en�eratrie minimale (�1(Ij \X?1 ))j2E . Ellesera n�eessairement de ardinal � N � 1, par la deuxi�eme partie de l'aÆrmation liminaire.On onstruit alors par r�eurrene la famille (Xk)Lk=1 annon�ee dans le lemme en it�erant le114



raisonnement sur X?1 =X1 = �1(X?1 ) :8j 2 E ; �Ij = �1(Ij \X?1 ); �X2 = +F�E℄F=℄E�1�IF et X2 = ��11 ( �X2) : : :Plus pr�eis�ement, le raisonnement est it�er�e jusqu'�a obtention d'un XL, soit tel que X?L =XLest trivial, soit tel que la base de sous-espaes totalement isotropes stables maximaux qu'onen obtient est de ardinal 2. Comme le ardinal de la nouvelle base de sous-espaes tota-lement isotropes maximaux d�erô�t d'au moins un �a haque �etape, on a omme annon�e :L � N � 2 et la partie direte est prouv�ee.Pour la partie r�eiproque, il suÆt de remarquer que, si �I est un sous-espae totalementisotrope stable de X?L =XL et si on note �L la projetion anonique W ! W=XL, alors��1L (�I) est dans W totalement isotrope, stable, de dimension 12 dimW . 2Matriiellement.Notons pour tout k de J1;LK, dk = dimXk=Xk�1 et dL+1 = 12 dimX?L+1=XL+1 2N ; notons g l'alg�ebre de Lie de �. On peut trouver une base de W , respetant la suite deomposition ((Xk)Lk=0;(X?k )0k=L) dans laquelle :
Mat(< � ; � >) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
Id1�0 ��IdL+1IdL+1�� 0�Id1
1CCCCCCCCCCCCCCA et :

g 2 g) Mat(g) = 0BBBBBBBBBB�
A1 � � � � � � � � � � �0 . . . � � � � � ...... . . . AL+1 0 ... ...... . . . �tAL+1 � ...... . . . . . . �0 � � � � � � � � � 0 �tA1

1CCCCCCCCCCA :
Remarque : On peut être plus pr�eis dans l'exploitation du raisonnement e�etu�e pourd�emontrer le lemme. Notamment, les espaes X1 et W=X?1 sont somme direte de fateursstables : X1 = �Nj=1Ifjg par onstrution et (W=X?1 ) = �Nj=1�1(Ij) o�u �1 d�esigne la pro-jetion anonique W ! E=X?1 . Il en est de même, pour tout indie k, ave Xk=Xk�1 etX?k�1=Xk. A es sous-d�eompositions orrespond une suite de omposition de W , plus �neque ((Xk)Lk=0;(X?k )0k=L). 115



Il est d'autre part �a noter que tous les Xk, et tous les espaes de la suite de ompositionplus �ne mise en �evidene i-dessus, s'expriment omme sommes et intersetions des sous-espaes stables (Ij)Nj=1. La matrie g�en�erique d'un �el�ement de l'alg�ebre de Lie de �, exprim�eedans une base respetant ette suite de omposition plus �ne, poss�ede alors un jeu omplexede blos nuls dans sa partie triangulaire blo-sup�erieure strite. L�a enore, la poursuite del'investigation n'est pas en rapport ave les moyens et le temps dont nous disposons, etsurtout ave l'exploitation, tr�es sommaire, qui est faite de es r�esultats dans la onstrutionde oordonn�ees loales qui suit.I.4 Le r�esultat prinipalIntroduisons un r�esultat pr�eliminaire jouant un rôle essentiel dans la d�emonstration dulemme prinipal, et int�eressant �a exposer pour lui-même.Sous-lemme 7 Soit F un sous-espae stable de W , dont le quotient non d�eg�en�er�e est ir-r�edutible, et minimal pour ette propri�et�e, i.e. tel que :� � agit irr�edutiblement sur F=K, o�u K = ker< � ; � >jF = F \ F?,� tout sous-espae strit stable de F est inlus dans K.Alors il existe deux sous-espaes totalement isotropes stables I et J deW tels que : F � I+J ,F\I? � K et F\J? � K. De plus, si I est une famille de sous-espaes totalement isotropesengendrant W , I peut être hoisi parmi les �el�ements de I.Un petit ommentaire : Introduisons une situation simple o�u apparaissent dans W dessous-espaes dont le quotient non d�eg�en�er�e est irr�edutible. Soient I et J deux sous-espaestotalement isotropes stables deW . On peut alors trouver une base � = ((fi)ni=1;(ei)mi=1;(f�i )ni=1)de I + J telle que I = vet((fi)ni=1;(ei)m1i=1) et J = vet((ei)mi=m2 ;(f�i )ni=1) ave m1 et m2deux ertains entiers de J1;mK t.q. m1 � m2 � 1, et o�u la forme < � ; � > a pour matrie :Mat�(< � ; � >) = 0� 0 0 In0 0 0In 0 0 1A ;Dans ette base �, la matrie d'un �el�ement g de g l'alg�ebre de Lie de � est du type :Mat(g) = 0� Ag 0 0Cg Bg Dg0 0 �tAg 1A :Si alors de plus fAg = g 2 gg est une sous-alg�ebre de son(R) dont la repr�esentation naturelledans Rn est simple, on v�eri�e que l'espae F = vet((fi + f�i )ni=1;(ei)mi=1) est stable, dequotient non d�eg�en�er�e F=K irr�edutible (K = vet((ei)mi=1)), de signature (n;0). Notons aupassage que si K = f0g, i.e. si m = 0, F est simplement non d�eg�en�er�e, irr�edutible. Dansla base �0 = ( 1p2(fi + f�i )ni=1;(ei)mi=1); 1p2(fi � f�i )ni=1) :Mat�0(< � ; � >) = 0� In 0 00 0 00 0 In 1A et Mat�0(g) = 0� Ag 0 0C 0g Bg D0g0 0 �tAg 1A :116



Le même raisonnement peut s'e�etuer ave une base � dans laquelle :Mat�(< � ; � >) = 0� 0 0 Ip;q0 0 0Ip;q 0 0 1A ;ave p et q deux entiers t.q. p+ q = n. La matrie g�en�erique d'un �el�ement g de g est alors :Mat(g) = 0� Ag 0 0Cg Bg Dg0 0 �Itp;qAgIp;q 1A :Si alors fAg = g 2 gg est une sous-alg�ebre de sop;q(R) dont la repr�esentation naturelle dansRn est simple, on v�eri�e que l'espae F = vet((fi + f�i )ni=1;(ei)mi=1) est stable, de quotientnon d�eg�en�er�e F=K irr�edutible (K = vet((ei)mi=1)). Ce quotient est ette fois de signature(p;q).Du sous-lemme 7 d�eoule en fait que tous les sous-espaes stables de W dont le quo-tient non d�eg�en�er�e est irr�edutible s'obtiennent de ette fa�on. En e�et, si I et J sont deuxsous-espaes totalement isotropes stables, on v�eri�e manuellement que I + J admet dessous-espaes de quotient non d�eg�en�er�e irr�edutible ssi il existe une ertaine base � de I+J ,dans laquelle se produit le ph�enom�ene d�erit i-dessus. (Ou plutôt, � est une ertaine basede I 0+J 0, ou I 0 et J 0 sont deux ertains sous-espaes stables de I et J respetivement.) Onv�eri�e alors que tous les sous-espaes de I 0+J 0 dont le quotient non-d�eg�en�er�e est irr�edutiblepeuvent s'obtenir omme les espaes F onstruits plus haut, pour une base � bien hoisie.D�emonstration. AÆrmation : Si I est un sous-espae totalement isotrope stable et si Fest un sous-espae de E omme dans l'�enon�e, alors :8<: (I + F?) \ F = K et alors I � F?ouF � I + F?:Montrons ette aÆrmation. Soit I un sous-espae totalement isotrope stable. Alors I +F?est stable don par hypoth�ese sur F : F � I + F? ou (I + F?) \ F � K. Si on est dans edernier as, K + (I + F?) = F . En e�et, (I + F?) \ F � K don les orthogonaux v�eri�entl'inlusion inverse : F? + F = K? � F? + (I? \ F ). Soit � la projetion anonique de Edans E=K, alors : �(F?) � �(F ) � �(F?) � �(I? \ F ) ; omme �(I? \ F ) � �(F ), parprojetion sur �(F ) parall�element �a �(F?) : �(F ) = �(I? \F ), i.e. F +K = (I? \F ) +Ki.e. F = (I? \ F ) +K. L'inlusion r�eiproque est imm�ediate. Or, I? \ F est stable, inlusdans F , don I? \ F � K ouI? \ F = F . Par ons�equent, I? \ F = F i.e. F � I? i.e.I � F?. L'aÆrmation est d�emontr�ee.Si tous les sous-espaes totalement isotropes stables de E sont dans le premier as del'alternative pr�esent�ee par l'aÆrmation, alors W � F? par d�e�nition de W . Ce n'est pasle as, don on trouve un sous-espae totalement isotrope stable I tel que : F � I + F?.En�n si I est une famille de sous-espaes totalement isotropes stables engendrant W , ene�etuant e raisonnement pour les �el�ements de I, on peut supposer que I 2 I. Dans lasuite de la d�emonstration, on supposera de plus I inlus dans F + F?, quitte �a remplaerI par I \ (F + F?). La onlusion, valable ave I \ (F + F?), le sera aussi ave I.117



Pour la suite, on note G = F + F? et on surmonte d'un theth les objets quotientmudulo K = F \ F? : �G = �F � �F? = (F + F?)=(F \ F?), muni de la forme bilin�eaireinduite toujours not�ee < � ; � >, est non d�eg�en�er�e. Notons �egalement dans �G, �1 la projetionsur �F parall�element �a �F?, �2 la projetion sur �F? parall�element �a �F et �F 0 = �2(�I). Comme�F et �F? sont stables par H, �1 et �2 ommutent ave l'ation de H. Comme �I \ �F = f0g,(�2)j�I est inversible, soit alors � la ompos�ee :� : �F 0 (�2)�1j�I�!' �I �1�! �FLa deuxi�eme �ehe est surjetive ar �F � �I + �F?. Remarquons que :�I = ff + �(f) = f 2 �F 0g:En e�et, si f 2 �F 0, notons i = (�2)�1j�I (f) 2 �I, alors i = �1(i) + �2(i) = (�1 Æ (�2)�1j�I )(f) +f = �(f) + f don �(f) + f 2 �I. R�eiproquement, si i 2 �I, en notant f = �2(i) 2 �F 0,i = �1(i) + �2(i) = (�1 Æ (�2)�1j�I )(f) + f = �(f) + f . Introduisons l'espae�J = ff � �(f) = f 2 �F 0g;�J est totalement isotrope, soit en e�et f1 et f2 dans �F 0 :< �(f1)� f1;�(f2)� f2 > =< f1;f2 > + < �(f1);�(f2) > �< f1|{z}2 �F? ; �(f2)| {z }2 �F >| {z }=0 �< f2|{z}2 �F? ; �(f1)| {z }2 �F >| {z }=0=< f1;f2 > + < �(f1);�(f2) > + < f1;�(f2) > + < f2;�(f1) >=< �(f1) + f1| {z }2�I ; �(f2) + f2| {z }2�I >= 0D'autre part, �J est stable sousl'ation de H, ar �F 0 l'est et ar � ommute ave l'ation deH. En�n, par onstrution, � �etant surjetive de �F 0 sur �F , �F + �F 0 = �I + �J , don F � I +Jo�u I et J sont les images r�eiproques,enore totalement isotropes, stables, de �I et �J dansG. Par onstrution en�n, F � F?+ I, don F +F? � F?+ I, d'o�u l'inlusion inverse surles orthogonaux : F \ I? � K. Le même raisonnement s'e�etue pour J . 2On peut �a pr�esent �enoner le r�esultat prinipal de ette partie. On rappelle qu'on supposeX r�eduit �a f0g ; dans e as, E =W �W?.Lemme 2 Notons S le plus grand sous-espae semi-simple de E et R sont plus petit sous-espae de quotient semi-simple. Comme S est semi-simple, S \R admet au moins un sup-pl�ementaire S0 stable dans S. Soit S0 l'un quelonque de es suppl�ementaires ; on note W 0 =S0?. Alors :� S0 est non d�eg�en�er�e, don E = S0 ?� W 0, et R � W 0 � W i.e. W? � S0 � S.Autrement dit, tout suppl�ementaire stable S0 de S \ S? dans S ontient W?.� R et W 0 sont haun engendr�es par leurs propres sous-espaes totalement isotropesstables.� R n'admet pas de sous-espae stable F dont le quotient non d�eg�en�er�e est irr�edutible,i.e. tel que F=(F \ F?) est irr�edutible. 118



� W 0 est de dimension paire 2d0I, o�u d0I est la dimension de ses sous-espaes totalementisotropes stables maximaux.D�emonstration. Le premier point.Par le sous-lemme 3 page 109, S\R = S\S? don S0 est non d�eg�en�er�e et E = S0 ?�W 0.D'autre part, R = S? � S0? = W 0. Il reste �a montrer que W 0 � W . Montrons en fait queW? � S0.Par le sous-lemme 6 page 111, � agit de fa�on semi-simple sur W? don W? � S, deplusW? est non d�eg�en�er�e, don W?\(S\S?) = f0g. Il existe un suppl�ementaire stable S00de S \S? dans S, ontenant W? : soit T un suppl�ementaire stable de W?+(S \S?) dansS semi-simple, il suÆt de poser S00 = W?�T . Soit � la projetion anonique S ! (S\S?)et � d�e�nie sur S par : �jS\S? = IdS\S? et : �jS00 = (�jS0)�1 Æ �. Comme S \ S?, S00 et S0sont stables sous l'ation de � et que � ommute ave ette ation, il en est de même pour�. D'autre part, S0? \ S00 = (S0? \ S) \ S00 = (S? \ S) \ S00 = f0g, don S0? + S00 = Eet on peut introduire p0 la projetion de E, sur S0? parall�element �a S00. On prolonge � �aE par : �jS0?0 = (�0)jS0?0 (ei red�e�nit, de fa�on oh�erente, �jS\S? = IdS\S?). Comme S0?et S00 sont stables sous l'ation de �, �0 ommute ave ette ation et il en est de mêmede � ; � est de plus orthogonale par onstrution, don � envoie les sous-espaes totale-ment isotropes stables les uns sur les autres, et don �(W ) = W . Or �(S00) = S0, donW? = �(W?) � �(S00) = S0, 'est le r�esultat reherh�e.Le deuxi�eme point, pour l'espae R.Montrons que R est engendr�e par ses propres sous-espaes totalement isotropes stables.AÆrmation. Soit T un suppl�ementaire de R dans W 0 et T le plus petit sous-espae �-stableontenant T , alors : R � T . Par ons�equent, si G sous-espae de W 0 v�eri�e �(G) = �(W 0),alors G = W 0.Montrons l'aÆrmation par l'absurde ; posons R0 = T \ R (R0 est alors un sous-espaestable de E) et supposons que R0 ( R. Soit � la projetion anonique W 0 ! W 0=R0 etx 2 �(T ) \ �(R). On prend alors t dans T tel que �(t) = x et r dans R tel que �(r) = x ;alors t � r [R0℄, don t 2 R + R0 = R, don t 2 R \ T = R0 et don en�n x = 0.Comme d'autre part T + R = W 0, on a : �(T ) � �(R) = �(W 0). Mais �(T ) � �(T ) et�(T ) + �(R) = �(W 0), don en�n �(T ) = �(T ).D'autre part � ommute ave l'ation de �, don �(T ) = �(T ) o�u �(T ) est le plus petitsous-espae �-stable de �(W 0) ontenant �(T ). Par ons�equent, �(T ) = �(T ) i.e. �(T ) est�-stable dans �(W 0) ; �(T ) est de plus semi-simple ar �equivalent �a T : � est bijetive de Tsur �(T ) ar T \R0 = f0g.Soit alors f0g ( �R1 ( �R2 ( : : : ( �Rk�1 ( �Rk = �(R) (k � 1 ar R0 ( R) unesuite de Jordan-H�older pour l'ation de � sur �(R) = R=R0 et �0 la projetion anonique(W 0=R0) = �(W 0) ! �(W 0)= �Rk�1. Par le même raisonnement que plus haut, appliqu�e �a�0, on a enore : �0(�(T )) � �0(�(R)) = �0(�(W 0)). Le premier terme �0(�(T )) est stable,omme �(T ), il est �equivalent �a �(T ) don semi-simple ar �0 est invetive sur �(T ). Ledeuxi�eme terme est �0(�(R)) = �(R)= �Rk�1, simple par d�e�nition de �Rk�1. Par ons�equent,�0(�(W 0)) = W 0=(�0)�1( �Rk�1) est semi-simple ; or E = S0 �W 0 o�u S0 est semi-simple don119



E=(�0)�1( �Rk�1) ' S0 � (W 0=(�0)�1( �Rk�1)) est �egalement semi-simple. Par d�e�nition de Ralors : R � (�0)�1( �Rk�1). C'est absurde, don R = R0, 'est la premi�ere partie de l'aÆrma-tion. La ons�equne mentionn�ee ensuite est imm�ediate.On note d�esormais � la projetion anonique E ! E=(R+S). CommeW 0 �W , il existeune famille (qu'on peut prendre �nie) (I 0j)qj=1 de sous-espaes totalement isotropes stablestelle que W 0 � (+qj=1I 0j) ; es I 0j v�eri�ent : �(+qj=1I 0j) = �(W 0) = �(E), en e�et, ommeW 0 + (R + S) = E, �(W 0) = �(E), don �(+qj=1I 0j) � �(E) = �(W 0) � �(+qj=1I 0j). Ond�e�nit alors par r�eurrene la famille de sous-espaes totalement isotropes stables (Ij)qj=1de la fa�on suivante :� I1 = I 01.� Supposons le k-uplet (Ij)kj=1 d�e�ni. L'ation de � sur E=(R+ S) est semi-simple pard�e�nition de R, on prend alors un suppl�ementaire stable Ik+1 de �(+kj=1I 0j)\ �(I 0k+1) dans�(I 0k+1) et on pose Ik+1 = ��1(Ik+1)\ I 0k+1 ; 'est un sous-espae stable de I 0k+1 totalementisotrope, don un sous-espae totalement isotrope stable.Les (Ij)qj=1 v�eri�ent : 8k � q; �(+kj=1Ij) \ �(Ik+1) = f0g| les (�(Ij))qj=1 sont don en somme direte | et :�(+kj=1Ij) = �(+kj=1I 0j);don en partiulier : �qj=1�(Ij) = �(+qj=1Ij) = �(E) = �(W 0):Soient alors :� p1 la projetion de E sur W 0, parall�element �a S0,� p2 la projetion de E sur S0, parall�element �a W 0.Ces deux projetions ommutent ave l'ation de �, elles d�e�nissent don une �equivalenede repr�esentations, pour tout j de J1;qK, respetivement entre Ij=(S0 \ Ij) et p1(Ij) et entreIj=(W 0 \ Ij) et p2(Ij). Sont don enore �equivalentes les repr�esentations p1(Ij)=(W 0 \ Ij) etIj=[(S0 \ Ij)� (W 0 \ Ij)℄ d'une part et p2(Ij)=(S0 \ Ij) et Ij=[(W 0 \ Ij)� (S0 \ Ij)℄ d'autrepart don en�n : p1(Ij)=(W 0 \ Ij) ' p2(Ij)=(S0 \ Ij):Or p2(Ij) � S0 don p2(Ij) est semi-simple, de même don p2(Ij)=(S0\Ij) et en�n p1(Ij)=(W 0\Ij). Notons en�n, pour tout j, �j la projetion anonique p1(Ij)! p1(Ij)=(W 0 \ Ij).On peut alors hoisir pour tout j de J1;qK un suppl�ementaire stable Fj de �j(p1(Ij) \R) dans �j(p1(Ij)) ; on note Gj = ��1j (Fj) l'image r�eiproque de Fj dans p1(Ij), et Rjl'intersetion R \Gj. Ces objets v�eri�ent deux propri�et�es :� Pour tout j de J1;qK et par onstrution de Gj, Gj + (p2(Ij) \ R) = p2(Ij), don :�(Gj) = �(Gj + (p2(Ij) \ R)) = �(p2(Ij)) = �(Ij) et don : �qj=1�(Gj) = �qj=1�(Ij) =�(E) = �(W 0). Alors, par l'aÆrmation �enon�ee en d�ebut de d�emonstration, et �qj=1Gj�etant un sous-espae de W 0 : �qj=1Gj = W 0, o�u �qj=1Gj est le plus petit sous-espae �-120



stable ontenant �qj=1Gj. Les Gj �etant �-stables on obtient :�qj=1Gj = W 0:� Par onstrution, pour tout j de J1;qK : �j(Gj) � �j(p1(Ij) \ R) = �j(p1(Ij)), don :Rj = Gj \R = [Gj \ (R \ �1(Ij))℄ �j�! f0g, don Rj � Ij \W 0. Par ons�equent :Rj � Gj \G?j :En e�et, soient r 2 Rj et g 2 Gj ; il suÆt de v�eri�er : Rj � G?j . Comme Gj � p1(Ij), ontrouve i 2 Ij et s 2 S0 tels que g = i + s. Alors : < r;g >=< r;i > + < r;s > ; s 2 S0 ? Rdon < r;s >= 0 ; en�n r 2 Rj � Ij et Ij est totalement isotrope, d'o�u < r;i >= 0 et ler�esultat heh�e.On peut maintenant montrer que R est engendr�e par ses propres sous-espaes totalementisotropes stables. Choisissons pour tout j un suppl�ementaire qualonque Sj de Rj dans Gj :Gj = Rj � Sj. Alors : (+qj=1Sj) \R = f0g:Soit en e�et x 2 (+qj=1Sj) \ R ; on peut �erire x = Pqj=1 xj ave 8j; xj 2 Sj. Commex 2 R, �(x) = 0 ; mais par onstrution des Ij, �qj=1�(Ij) = �(W 0) et pour tout j, Sj � Ij ,don : 8j; �(xj) = 0 i.e. 8j; xj 2 R + S. Comme 8j; xj 2 Sj � Gj � W 0, on a en�n :8j; xj 2 (R+S)\W 0 = R. D'autre part : 8j;R\Sj = Rj \Sj = f0g, don 8j; xj = 0, 'estle r�esultat reherh�e.Rassemblons les r�esultats.W 0 = +qj=1Gj = (+qj=1Rj) + (+qj=1Sj) ave : +qj=1 Rj � R et : (+qj=1Sj) \R = f0g:Par ons�equent, +qj=1Rj = R i.e. R est engendr�e par ses sous-espaes stables Rj . Pourterminer, omme 8j 2 J1;qK; Rj � Gj \ G?j , les Rj sont totalement isotropes. L'espae Rest engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropes �-stables.Le deuxi�eme point, pour l'espae W .Montrons que l'espaeW 0 est engendr�e par ses propres sous-espaes totalement isotropesstables.On utilise ii les r�esultats et notations du point pr�e�edent. Comme montr�e au d�ebut deelui-i, pour tout j de J1;qK, la repr�esentation de � dans �j(p1(Ij)) = p1(Ij)=(Ij \W 0) estsemi-simple. Il en est don de même pour elle dans �j(Gj) ' Gj=(Ij \W 0 \ Gj), donenore pour elle dans Gj=Rj ar Rj = Gj \ R � Ij \W 0 \ Gj. Par ons�equent, Sj \ S?jadmet dans Sj un suppl�ementaire S0j stable modulo Rj. On notera :G0j = Rj � S0j; alors : G0j \G0?j = Rj:Remarquons �egalement que pour tout j, S0?j \ (R \ S) est �-stable. Soit en e�ets 2 S0?j \ (R \ S), s0 2 S0j et  2 � : < (s);s0 >=< s;�1(s0) >. On hoisit es0 2 S0jet r 2 Rj tels que �1(s0) = es0+r, alors : < (s);s0 >=< s;es0+r >=< s;es0 > + < s;r >= 0.Le premier terme est nul ar s 2 S0?j , le deuxi�eme ar s 2 S = R ? et r 2 Rj � R. On a121



montr�e : �:s � S0?j . Comme R et S sont stables, �:s � (R \ S), don en�n S0?j \ (R \ S)est �-stable.D'autre part, par d�e�nition de S, l'ation de � sur R \ S est semi-simple ; on peutalors hoisir, pour tout j de J1;qK, un suppl�ementaire stable Kj de S0j \ (R \ S) dansR \ S. L'isomorphisme musial [ : v 7!< v; � > fournit alors un morphisme ano-nique de Kj sur S0�j . Ce morphisme est injetif ar Kj \ S0?j = f0g ; il est surjetif arKj + S0?j = R \ S et S0j \ (R \ S)? = S0j \ (R+ S) = S0j \ (Gj \ (R+ S)) � S0j \Rj = f0g.Les repr�esentations de � dans Kj et S0?j sont don ontrag�edientes. D'autre part, S0?j et[(S0j +Rj)=Rj ℄� sont anoniquement isomorphes ar Rj ? S0j. Les repr�esentations de � dansKj et [(S0j +Rj)=Rj ℄� sont don ontrag�edientes, elles dans Kj et (S0j +Rj)=Rj sont don�equivalentes, i.e. il existe ' orthogonal dans L(Kj ;(S0j +Rj)=Rj), ommutant ave l'ationde �. En omposant ' ave l'isomorphisme anonique S0j ! (S0j + Rj)=Rj), on obtient'0 2 L(Kj ;S0j), orthogonal, ommutant modulo R ave l'ation de �. Par onstrution :8v;w 2 K j ; < v;'0(w) >=< '0(v);'0(w) >. En e�et, si on note '1 le premier isomorphismeKj ! [(S0j +Rj)=Rj ℄ et '1 elui [(S0j +Rj)=Rj ℄! [(S0j +Rj)=Rj ℄�, la propri�et�e est v�eri��eepar ' : < v;'(w) >= ['1(v)℄('(w)) =< ['1(v)℄℄;'(w) >=< '(v);'(w) >. On a don lemême r�esultat ave '0.Le graphe fv � 2'0(v) = v 2 Kj ;  2 �g de 2'0 est alors stable modulo R sous l'ationde �. De plus, Jj est totalement isotrope ; soit en e�et v 2 Jj et  2 �, alors :< v � 2'0(v);v � 2'0(v) > = < v;v >| {z }=0 ar Kj est tot. isotrope.�4 < '0(v);v > +4 < '0(v);'0(v) >= �4 < '0(v);'0(v) > +4 < '0(v);'0(v) >= 0Ce même espae Jj est orthogonal �a Rj ar Kj � (R \ S) � R? � R?j et S0j � R?j .Finalement :Jj +Rj est totalemet isotrope, stable et : Jj +Rj � (Kj + S0j) +Rj �W 0:D'autre part introduisons, pour tout j de J1;qK, J 0j = Gj\G?j . C'est un espae totalementisotrope, �-stable et :�(J 0j) + �(Jj) = �(Gj \G?j ) + �(fv � 2'0(v) = v 2 Kj;  2 �g)= �(Rj � (Sj \ S?j )) + f�(v)|{z}=0 �2�( '0(v)| {z }d�erit S0j) = v 2 Kj ;  2 �g= �(Sj \ S?j ) + �(S0j)= �((Sj \ S?j )� S0j)= �(Sj)= �(Rj � Sj)= �(Gj)= �(Ij): 122



Par ons�equent : +j(�(J 0j) + �(J 0j)) = +j�(Ij) = �(W 0):De nouveau par l'aÆrmation pos�ee en d�ebut de d�emonstration, ei implique : +j(J 0j+Jj) =W 0. L'espae W 0 est engendr�e par ses propres sous-espaes totalement isotropes stables.Le troisi�eme point.Pr�eliminaire. L'espae R est engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropes stables(Rj)qj=1 introduits plus haut. On peut en fait, en onservant ette propri�et�e, remplaer les(Rj)qj=1 par des espaes ( eRj)qj=1 plus petits ; ette substitution sera utile dans la suite.On a introduit, pour tout j, le sous-espae Gj de W 0 et la d�eomposition : Gj = Rj�Sjo�u Rj = Gj \ R. Notons alors eGj le plus petit sous-espae �-stable ontenant Sj ; 'estun sous-espae totalement isotrope stable, inlus dans Gj. On onstate failement que les( eGj)qj=1 v�eri�ent, omme les (Gj)qj=1 : �(+j eGj) = �(W 0). Il suit, par le même raisonnementque elui e�etu�e sur les Gj, que R est engendr�e par les ( eGj \ R)qj=1. On pose don pourtout j, eRj = eGj \ R � Rj ; e sont des sous-espaes isotropes stables de R, engendrant R.De plus ils v�eri�ent :eGj = eRj � Sj ; (H stable et H � eGj)) H = eGj ou H � eRj :Preuve du deuxi�eme point, par l'absurde.Avertissement : on travaille ii dans R. Notamment, si A � R, A? d�esigne l'orthogonalde A dans R.Soit F un sous-espae de R tel que F=(F \ F? est irr�edutible ; prenons F 0 un suppl�e-mentaire quelonque de K = F \ F? dans F . D'apr�es le sous-lemme 7 page 116, on trouveI et J deux sous-espaes totalement isotropes stables tels que F � I + J et K � I \ J .On peut de plus hoisir I dans une famille de sous-espaes totalement isotropes stables,g�en�eratrie, quelonque ; on peut don supposer que I est l'un des eRj , j 2 J1;qK. Quitte �apermuter les indies, on supposera que I = eR1. Toujours d'apr�es le sous-lemme 7, I = eR1v�eri�e : F \ eR?1 = F \ I? � K, par ons�equent : F 0 \ eR?1 = f0g et don : F 0? + eR1 = R.En�n, omme eR1 � eG1 : (F 0? \ eG1) + eR1 = eG1. On peut don hoisir un sous-espae eS1 deF 0?, suppl�ementaire de eR1 dans eG1. On a alors, omme ave le triplet ( eG1; eR1;S1) :� eG1 = eR1 � eS1,� par ons�equent, eG1 est le plus petit sous-espae stable ontenant eS1,� eR1 � eG1 \ eG?1 .Supposons que F 0 n'est pas r�eduit �a f0g. Alors eR1 = I 6? F 0 don eG1 6? F 0 ; ommed'autre part eG1 est le plus petit sous-espae stable ontenant eS1, on trouve  dans �, s danseS1 et f dans F 0 tels que : < :s;f >6= 0. Alors : < s;:f >6= 0 ; or on peut �erire :f = f 0+ko�u f 0 2 F 0 et k 2 K, don, ave es veteurs : < s;f 0 > + < s;k >6= 0. Mais < s;f 0 >= 0ar eS1 ? F 0 et < s;k >= 0 ar K � I = eR1 ? eS1. C'est absurde, don F 0 = f0g, i.e.F = F \ F?, i.e. F est totalement isotrope. C'est le r�esultat reherh�e.Le quatri�eme point.Soit I un sous-espae totalement isotrope stable maximal de R et �I son image dansR=(R\S). Comme R\S = R\R? est stable et que I est maximal, I ontient n�eessairementR \ S. On note ii d = dim I. Comme R n'a pas de sous-espae F tel que F=(F \ F?) est123



irr�edutible non trivial, et par le sous-lemme 6 page 111 :dim[R=(R \ S)℄ = 2 dim �I = 2d� 2 dim(R \ S):Par ons�equent, dimR = 2d� dim(R \ S) et en�n :2d = dimR+ dim(R \ S) = dimR+ dim(W 0=R) = dimW 0:D'autre part, I est un sous-espae totalement isotrope stable de dimension d de R, donde W 0. Comme W 0 est non d�eg�en�er�e, ses sous-espaes totalement isotropes sont de dimen-sion au plus moiti�e, i.e. au plus d. L'espae I est don n�eessairement totalement isotropestable, maximal. La dimension, ommune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaestotalement isotropes stables maximaux de W 0 est don d = 12 dimW 0, 'est le quatri�emepoint. 2I.5 R�eapitulation : une d�eomposition de ECombin�e ave un rappel de r�esultats lassiques sur les repr�esentations r�eelles semi-simples de groupes de Lie, le lemme 2 fournit une d�eomposition remarquable de E | dansle as X = f0g |, don de X?=X dans le as g�en�eral. C'est sur elle que se fondera laonstrution de oordonn�ees loales des parties suivantes.I.5.1 Rappel de r�esultats lassiquesOn rassemble ii sous forme d'une proposition-euve des r�esultats lassiques de la th�eoriedes groupes de Lie. Cette proposition lassi�e les omposantes isotypiques de la repr�esenta-tion naturelle dans E d'un sous-groupe � de SO(E;< � ; � >), o�u E est un espae vetorielr�eel muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee < � ; � >, quand ette repr�esen-tation naturelle est semi-simple. Attention, il s'agit enore d'un expos�e ad ho ; d'une partil n'est que largement partiel, d'autre part il e�etue des regroupements arbitraires, utilesseulement pour l'exploitation qu'on veut en faire et sans justi�ation intrins�eque.La proposition est pr�esent�ee sans d�emonstration. Elle repose sur la lassi�ation desations semi-simples d'un groupe de Lie sur un espae vetoriel omplexe, int�egralemente�etu�ee par J.Tits : f [T67℄. Sur la base de ette lassi�ation, il ((suÆt)) de omplexi�er Eet d'utiliser le fait qu'une forme non d�eg�en�er�ee < � ; � > est pr�eserv�ee pour obtenir la pr�esentelassi�ation. Celle-i peut �egalement s'obtenir de mani�ere direte, par des raisonnements�el�ementaires mais un peu longs.Proposition 2 Soit (E;< � ; � >;�) un R-espae vetoriel E de dimension �nie muni d'uneforme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee < � ; � > et d'un sous-groupe � de SO(E;< � ; � >)dont la repr�esentation naturelle dans E est semi-simple. Soit G une omposante isotypiquede E et W le sous-espae de E engendr�e par les sous-espaes totalement isotropes stables,alors :� G est non d�eg�en�er�e ou G est totalement isotrope,� G �W ou G �W?, 124



� G est de l'un des inq types suivants :types 1a et 1b G = ?�1�i�NGi, ave les propri�et�es suivantes :� les Gi sont haun stables, irr�edutibles, non d�eg�en�er�es, de signature (p;q) ou (q;p)ave (p;q) la signature de G1� il existe un N -uplet ('i)Ni=1 2 QNi=1 L(G1;Gi) de morphismes orthogonaux | ouantiorthogonaux, selon la signature de haque Gi |, qui ommutent ave l'ationde �,� en�n l'ation de � sur G1 stabilise < � ; � >jG1, et �eventuellement d'autres formesbilin�eaires r�eexives, i.e. sym�etriques ou altern�ees, non d�eg�en�er�ees.La omposante sera dite du type 1a si l'ation de � sur G1 ne stabilise que lesformes proportionnelles �a < � ; � >jG1.Dans e as : Il existe alors un unique ouple (P;Q) d'entiers tels que : G = � P�i=1Gi��� P+Q�i=P+1Gi� o�u : i 2 J1;P K , 'i est orthogonal (et don Gi est de signature (p;q)) eti 2 JP +1;P +QK , 'i est antiorthogonal (et don Gi est de signature (q;p)). Commerepr�esentation de � :(G;< � ; � >) ' (G1;< � ; � >jG1)
 (RN ;< � ; � >P;Q);o�u (RN ;< � ; � >P;Q) est la repr�esentation triviale de � dans RN muni de la formequadratique < � ; � >P;Q = PPi=1 dx2i �PP+Qi=P+1 dx2i . La paire fP;Qg est la signature,d�e�nie �a l'ordre pr�es de P et Q, du fateur tensoriel trivial de la omposante isotypiqueG.En partiulier : G ontient des sous-espaes totalement isotropes stables ssi fP;Qg 6=fN;0g ; dans e as, G est engendr�e par eux.La omposante sera dite du type type 1b si l'ation de � sur G1 stabilise des formesr�eexives non proportionnelles �a < � ; � >jG1. Dans e as, la signature de G1 estn�eessairement (p;p) et l'ation de � sur G1 ommute alors ave une ou plusieursstrutures suppl�ementaires.Par exemple, elle stabilise, outre < � ; � >jG1 , une forme bilin�eaire sym�etrique nond�eg�en�er�ee ind�ependante de < � ; � >jG1 ssi elle ommute ave une struture omplexeJ : J; 2 L(G1;G1), J2 = � Id, telle qu'il existe une base � de G1 o�u : Mat�(< � ; � >) =� 0 11 0 �, Mat�(J) = � 0 �11 0 �. [voir �a e sujet, outre la r�ef�erene de J.Tits donn�eeplus haut, dans le hapitre 2 de ette th�ese, le th�eor�eme 2 page 62 et la d�e�nition 4page 65.℄Si elle stabilise, outre < � ; � >jG1, une forme altern�ee non d�eg�en�er�ee !, alors elle om-mute, selon les as, ave une ertaine struture omplexe J ou paraomplexe J+. [voirenore �a e sujet, au hapitre 2, le th�eor�eme 6 page 88 et les d�e�nitions 11 page 86,14 page 92 et 16 page 94.℄Dans e as : Pour tout ouple (P;Q) tel que P +Q = N , omme repr�esentation de � :(G;< � ; � >) ' (G1;< � ; � >jG1)
 (RN ;< � ; � >P;Q):En e�et, haque morphisme 'i peut être hang�e en 'i Æ J2 ou 'i Æ J+ selon les as125



et hanger de nature vis-�a-vis de < � ; � >. Le fateur tensoriel trivial peut don êtrehoisi de signature quelonque.En partiulier : G est engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropes stables.types 2a et 2b G = ?�1�i�N(Gi �G0i), ave les propri�et�es suivantes :� les Gi et G0i sont de même dimension, haun stables, irr�edutibles, totalementisotropes, de somme Gi �G0i non d�eg�en�er�ee,� il existe un N -uplet ('i)Ni=1 2 QNi=1 L(G1;Gi) de morphismes orthogonaux | ouantiorthogonaux, selon la signature de haque Gi |, qui ommutent ave l'ationde �,� en�n l'ation de � sur G1 pr�eserve une ou plusieurs | au plus alors trois li-n�eairement ind�ependantes | formes altern�ees non d�eg�en�er�ees et auune formebilin�eaire ind�ependante de elles-i.Notons alors ! la, ou une des, formes altern�ees non d�eg�en�er�ees stables sur G1.Dans e as : L'isomorphisme  de G01 dans G1 d�e�ni par : G01 [<� ; �>�! G�1 ℄!�! G1ommute ave l'ation de � ; G1 et G01 sont don deux repr�esentations �equivalentes (etontrag�edientes �a la fois). Il en est de même, pour tout i, par omposition ave les 'ide Gi et G0i. Comme repr�esentation de � :(G;< � ; � >) ' �(G1;!)
 (R2N ; !an);! 
 !an� ;o�u (R2N ;!an) d�esigne la repr�esentation triviale de � dans R2N muni de sa formealtern�ee anonique !an). Notons qu'alors la forme produit tensoriel ! 
 !an estsym�etrique.En partiulier : G est engendr�e par ses sous-espae totalement isotropes stables.Notons en�n qu'on peut distinguer le type 2a o�u une seule forme altern�ee nond�eg�en�er�ee, �a proportionnalit�e pr�es, est pr�eserv�ee sur G1 et le type 2b o�u il y ena plusieurs |des strutures partiuli�eres ommutent alors ave l'ation de �.type 3 G est totalement isotrope et : G = �1�i�NGi, ave les propri�et�es suivantes :� les Gi sont tous de même dimension et sont haun stables, irr�edutibles� il existe un N -uplet ('i)Ni=1 2QNi=1 L(G1;Gi) d'isomorphismes qui ommutent avel'ation de �,� en�n l'ation de � sur G1 ne pr�eserve auune forme bilin�eaire r�eexive.Remarque : Dans e as, n�eessairement, E ontient une omposante isotypique G0v�eri�ant :dimG0 = dimG; G0 est totalement isotrope et G�G0 est non d�eg�en�er�e.Alors l'isomorphisme [ : G '�! G0� ommute ave l'ation de � et don la repr�esenta-tion de � sur G0 est la ontrag�ediente de elle sur G. Ces deux repr�esentations ne sontpas �equivalentes ar l'ation de � sur G1 ne pr�eserve auune forme bilin�eaire r�eexive.126



Donnons un aper�u matriiel des omposantes isotypique des di��erents types. Cet aper�une pr�etend pas restituer toute la substane de la proposition. On note ii s l'alg�ebre de Liede �.On peut trouver dans une omposante de type 1 une base dans laquelle :Mat(< � ; � >) = 0B� �Ip;q 0. . .0 �Ip;q 1CA et s 2 s) Mat(s) = 0B� S 0. . .0 S 1CA ;o�u la repr�esentation naturelle de fS(s) = s 2 sg � sop;q(R) dans Rp+q est simple.On peut trouver dans une omposante de type 2 une base dans laquelle :
Mat(< � ; � >) = 0BBBBBBBB�

In 00 . . .0 InIn 0. . . 00 In
1CCCCCCCCA et

s 2 s ) Mat(s) = 0BBBBBBBB�
S 0. . . 00 S �tS 00 . . .0 �tS

1CCCCCCCCA ;
o�u n = 2n0 est pair et o�u la repr�esentation naturelle de fS(s) = s 2 sg � sp(R2n0 ;!an) dansR2n0 est simple et ne pr�eserve auune forme bilin�eaire sym�etrique de R2n0 .Les omposantes de type 3, totalement isotropes, s'assoient par paires ((duales)). On peuttrouver une base d'une telle paire, onstitu�ee d'une base de haune des deux omposantesisotypiques, dans laquelle les matries de < � ; � > et de s 2 s ont la même forme que i-dessus. Cette fois ependant, la d�eomposition de l'espae en deux sous-espaes totalementisotropes est anonique (e sont les deux omposantes isotypiques) , n est quelonque et larepr�esentation naturelle de fS(s) = s 2 sg � gl(Rn ;!an) dans Rn est simple et ne pr�eserveauune forme bilin�eaire sym�etrique ou altern�ee de Rn .I.5.2 La d�eomposition annon�eeOn exploite les donn�ees de la pr�e�edente proposition-euve par l'interm�ediaire d'undernier r�esultat auxiliaire. On reprend les objets usuels (E;< � ; � >;�), X, W , R, S et onsuppose toujours X = f0g. Ce r�esultat est essentiellement une suite de remarques simples ;il est donn�e sans d�emonstration.Sous-lemme 8 Soit S = �qj=1Fj la d�eomposition de S en omposantes isotypiques. Alors :S \ R = �qj=1(Fj \ R). Par ons�equent, S0 est un suppl�ementaire stable de S \ R dans S127



ssi S0 = �qj=1F 0j, o�u pour tout j, F 0j est un suppl�ementaire stable de Fj \R dans Fj.Par ons�equent, si Fj est une omposante isotypique, soit Fj � R\ S, soit Fj=(Fj \R)est non trivial ; e quotient est alors d'un des inq types possibles donn�es par la proposition2 qui pr�e�ede.En�n, pour tout j, Fj �W ou Fj �W?, plus pr�eis�ement :� Fj � W? ssi Fj est non d�eg�en�er�ee, de type 1a, ave un fateur tensoriel trivial designature fN;0g,� Fj �W dans tous les autres as.R�eapitulation.Rappel : On suppose toujours X = f0g. Dans un espae E o�u e n'est pas le as, l'expos�es'applique don au quotient X?=X. Cette r�eapitulation est en outre un xpos�e ad ho, envue de la onstrution des oordonn�ees. Elle n'est pas n�eessairement l'expos�e alg�ebrique leplus anonique sur la situation.R�eapitulons la plupart des r�esultats dans un dernier lemme. Dans es derni�eres pages,les sous-espaes anoniques sont d�esign�es par les apitales simple, les sous-espaes nonn�eessairement anoniques sont aentu�es : rep�er�es par ((prime)) ou ((seonde)).Lemme 3 L'espae E sur lequel agit � est muni des sous-espaes anoniques W , W?, Set R = S?, et S de sa d�eomposition anonique S = �qj=1Fj en omposantes isotypiques.On hoisit alors un suppl�ementaire stable quelonque S0 = �qj=1F 0j de S \ R dans S, o�upour tout j, F 0j est un suppl�ementaire stable quelonque de Fj \ (S\R) dans Fj. S0 est nond�eg�en�er�e. On note W 0 = S0?. Alors E admet la d�eomposition, non n�eessairement unique,�-stable : E = S0 ?�W 0ave :� � W? � S0 � SR �W 0 �W� W 0 est de dimension paire, il est engendr�e par ses sous-espaes totalement isotropesstables, qui sont de dimension moiti�e,� le plus grand sous-espae semi-simple de W 0 est R \ S, totalement isotrope,� S0 est semi-simple, non d�eg�en�er�e et sa struture est don d�erite par la proposition 2page 124.Matriiellement. Notons g l'alg�ebre de Lie de � et dS\R la dimension de S \R. Il existepar exemple une base de E dans laquelle : 128



Mat(< � ; � >) = S0z }| { W 0z }| {0BBB� MS0 0 00 0 0 IdS\R0 0 MW 0 0IdS\R 0 0 1CCCA| {z }S | {z }R et :

g 2 g) Mat(g) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

GS0 0 0S1 00 . . . � �0 Sn0 0 GW 0 ��tS1 00 0 . . .0 �tSk

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

Les matries MS0 et GS0 sont diagonales par blos, ave des blos orrespondant �a uned�eomposition de S0 en omposantes irr�edutibles. La forme de es blos est alors donn�eeen �n de setion I.5.1 page 127. Le quotient R=(R \ S) est engendr�e par ses sous-espaestotalement isotropes stables maximaux et eux-i y sont de dimension moiti�e. La base deE peut don être telle que les matries MW 0 et GW 0 soient de la forme donn�ee en �n desetion I.3.3 page 115. (On aurait pu aussi proposer diretement de telles matries sur W 0entier.) En�n, la repr�esentation naturelle des alg�ebres de matries fSi(g) = g 2 gg dans Rdi(di = taille des matries) est semi-simple pour tout i.Naturellement, si E est un espae o�u X n'est pas r�eduit �a f0g, il existe une base de Edans laquelle : X?z }| {Xz}|{Mat(< � ; � >) = 0� 0 0 IdX0 M 0IdX 0 0 1A et : g 2 (g) ) Mat(g) = 0� � � �0 G �0 0 � 1A ;o�u M et G sont respetivement les matries de < � ; � > et de g sur X?=X ; elles sont dutype donn�e plus haut.Pr�eisions. On peut �egalement expliquer, ave les objets introduits, omment s'exprimentW et W?. Introduisons deux notations supl�ementaires.� Y 0 = vetfF 0j = F 0j de type 1a ou 1b selon les notations de la proposition 2 page124.g � S0 129



� W 00 = vetfF 0j = F 0j est de type 2a, 2b ou 3 selon les notations de la proposition 2page 124.g � S0Alors E admet la d�eomposition, non n�eessairement anonique, en sous-espae stables :E =W 0 ?�W 00 ?� Y 0;ave :8><>: Y 0 = (Y 0 \W )� (Y 0 \W?) (Cette d�eomposition de Y 0 est, elle, anonique.)W =W 0 ?�W 00 ?� (Y 0 \W )W? = Y 0 \W?Pr�eisons la premi�ere �egalit�e :Y 0 \W? = vetfF 0j = Fj est non d�eg�en�er�ee et F 0j est de type 1a, ave un fateurtensoriel trivial de signature fN;0g selon les notations de la proposition 2 page 124.gY 0 \W = vetfF 0j = F 0j est dans tout autre as.gDe plus :� W 00 est semi-simple, non d�eg�en�er�e, somme de omposantes isotypiques de deux types :� Des omposantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces omposantessont non d�eg�en�er�ees et admettent une d�eomposition, non unique, en somme dedeux sous-espaes totalement isotropes stables.� Des omposantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces omposantessont totalement isotropes. Elles s'assoient par paires de deux repr�esentationsontrag�edientes ; la somme des deux omposantes d'une telle paire est alors nond�eg�en�er�ee, orthogonale �a toutes les autres omposantes.C'est espae admet une d�eomposition W 00 = I 00 � J 00 en deux sous-espaes totalement iso-tropes stables semi-simples, les omposantes isotypiques totalement isotropes �etant onte-nues dans I 00 ou J 00, elles non d�eg�en�er�ees �etant ((�a heval)) sur les deux.� Y 0 est semi-simple, somme de omposantes isotypiques non d�eg�en�er�ees, du type ?�iGi,les Gi stables, irr�edutibles, non d�eg�en�er�es.N.B. Cette d�eomposition, partiellement arti�ielle, de S0 en W 00 ?� Y 0 est essentiellementdonn�ee en vue de la suite ; on le verra par exemple en d�ebut de partie II.I.5.3 Pour reprendre ette �etude : : :Comme r�ep�et�e plusieurs fois, le lemme alg�ebrique propos�e ii n'est qu'un premier �elairage,partiel d'une part et en partie arbitraire d'autre part, du probl�eme qu'il aborde. Nous ajou-tons ii quelques remarques en vue d'un �eventuel traitement plus anonique de la situation.� Un expos�e d�e�nitif devrait onsid�erer tout l'espae E et pas seulement le quotientX?=X, autrement dit, ne pas se restreindre au as X = f0g. Est-il souhaitable ou pas dansette perspetive de traiter d'abord le quotient X?=X, puis tout l'espae? Ce n'est pas�evident.� Dans le as o�u on hoisirait de garder le pr�esent expos�e omme �etape, une �etapesuivante naturelle est d'introduire le plus petit sous-espae �-stable X 0 de X? tel que130



�(X 0) = �(X?). On obtient alors le nouveau r�eseau :f0g � X 0 \X 0?� X 0X � X 0? � � X 0 +X 0? � Equi poss�ede quelques propri�et�es int�eressantes, permettant de poursuivre l'�etude.De fa�on g�en�erale dans l'�etude d'ations de groupes stabilisant des drapeaux, les espaesdu type de X 0 sont int�eressants �a exhiber. Si l'�etude fait alors apparâ�tre de nouveauxdrapeaux stables, on peut même alors it�erer le raisonnement (exhiber �a nouveau un espaedu type de X 0), pour esp�erer d�egager par r�eurrene la struture de la repr�esentation.� Un int�erêt du drapeau f0g � X � X? � E est li�e au fait que X? = W +W?. Lesveteurs hors de X? ne sont don, ni engendr�es par les espaes totalement isotropes stables,ni orthogonaux �a tous es derniers. Cei fournit des informations sur l'ation de � hors desquotients suessifs X=f0g, X?=X et E=X?. Par exemple, on obtient qu'en un sens, dansle as o�u X 6= f0g, la diagonale du blo sup�erieur droit de la matrie g�en�erique de g (voirpage 129) est ((pleine)).� L. B�erard Bergery m'a tout r�eemment propos�e une autre mani�ere de traiter leprobl�eme depuis le d�epart. on peut onsid�erer S et R respetivement le plus grand sous-espae semi-simple et le plus petit sous-espae de quotient semi-simple de l'espae E, puis re-ommener e travail dans le quotient, non d�eg�en�er�e, R=S. On it�ere le pro�ed�e par r�eurene,un nombre �ni de fois ar la dimension de E est �nie ; il se d�egage un drapeau anoniquef0g � eX � eX? � E. Il est remarquable alors de onstater que : X � eX. Quoi qu'il en soitla r�eexion sur e point est en hantier et nous ne la traiterons pas plus avant ii.� Sur un prinipe semblable, la bonne mani�ere, s'il y en a une, de traiter W 0 seraitsans doute d'e�etuer sur lui le raisonnement qui a �et�e tenu ii pour E. On obtient alorsune d�eomposition anonique de W 0 qui permet d'it�erer le raisonnement. Par r�eurrene,on d�egage ainsi la struture de la repr�esentation de � sur W 0. Le lemme 1 (f. page 113) esten e�et partiuli�erement insatisfaisant du point de vue de la th�eorie des repr�esentations.
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II Un lemme analytique
II.1 Introdution, notations, rappel sur le travail de Walkeret mise �a pro�t du lemme alg�ebriqueComme expos�e dans l'introdution g�en�erale, ette partie et la suivante sont diretementonsar�ees �a la onstrution des oordonn�ees annon�ees. La pr�esente introdution reprendles r�esultats fournis par le lemme alg�ebrique qui pr�e�ede ; elle les applique �a la situationg�eom�etrique qui nous oupe : les vari�et�es pseudo-riemanniennes loalement r�edutibles,ind�eomposables. Elle introduit notamment ainsi plusieurs familles de feuilletages de Mqui seront au �ur de la probl�ematique du reste du hapitre.Cette partie est ensuite onsar�ee �a un r�esultat interm�ediaire qui jouera un rôle-l�e dansla onstrution des oordonn�ees. Ce r�esultat a, formellement, une relative autonomie parrapport au th�eor�eme sur les oordonn�ees lui-même. Aussi en avons-nous fait, sous forme delemme, l'objet d'une partie propre.Commen�ons par introduire le syst�eme de notations qui sera elui du reste du hapitre.II.1.1 Quelques onventions g�en�eralesDe fa�on g�en�erale, sur une vari�et�e M, on d�esignera :� par des minusules latines, les point de M : m, p...� par des CAPITALES MAIGRES les veteurs ou les hamps de veteurs : X;Y;Z;A;V:::� par desminusules latines, �eventuellement index�ees, des fontions oordonn�ees : x;yi;z...� dans le as o�u on dispose d'un syst�eme omplet de oordonn�ees, par les CAPITALESMAIGRES CORRESPONDANTES les veteurs-oordonn�ees : �=�x = X, �=�y = Y ...� par des CAPITALES GRASSES les distributions de sous-espaes dans le �br�etangent ou les sous-espaes d'un espae tangent en un point : X, Y ; dans le as des distri-butions, la même lettre, index�ee par un pointm, d�esigne la �bre en m de ette distribution :Xm � TmM, Ym � TmM,� dans le as o�u une distribution A est int�egrable, par la CAPITALE CURSIVE or-respondante, le feuilletage int�egral, ii A ; la même lettre, index�ee par un pointm, d�esignantla feuille de e feuilletage passant par le point m : Am.� par des CAPITALES GOTHIQUES, diverses familles d'objets de même nature : S,R, E, F : : :� par des minusules gothiques, les alg�ebres de Lie des groupes de Lie not�es par lesapitales maigres orrespondantes : so, h : : :On d�esignera �egalement :� si A est un veteur ou un hamp de veteurs sur M, par le symbole LAf la d�eriv�eede Lie dans la diretion A d'une fontion f d�e�nie sur M : (LAf)jm = (df)jm:A,� si M est munie d'une m�etrique g, par D sa d�eriv�ee ovariante et par R son tenseurde ourbure, habituellement onsid�er�e ii omme un (1,3)-tenseur.132



II.1.2 Une onstrution des oordonn�ees de WalkerComme il est rappel�e dans l'introdution de e hapitre, le physiien anglais A. G.Walker avait d�ej�a propos�e un syst�eme partiulier de oordonn�ees sur des vari�et�es pseudo-riemanniennes dont l'holonomie restreinte stabilise un sous-espae totalement isotrope. Nousproposons ii une onstrution de es oordonn�ees | par un pro�ed�e di��erent de elui deWalker |, elle permettra une familiarisation ave les objets manipul�es tout au long duhapitre et fera aussi mieux omprendre la sp�ei�it�e des oordonn�ees de ette th�ese.Nous n'abordons que le plus simple des deux as trait�es par Walker : M est une vari�et�epseudo-riemannienne, m un de ses points, on suppose que TmM admet un sous-espae Xmtotalement isotrope, stable par holonomie restreinte ; les oordonn�ees onstruites veulentalors tenir ompte du drapeau stable :f0g � Xm � X?m � TmM:On notera d la dimension de M, d1 elle de Xm et d2 elle de X?m=Xm ; d = 2d1 + d2.Toujours omme rappel�e en introdution, Walker propose dans ette situation des oor-donn�ees, qu'on notera ii ((xi)d1i=1;(yj)d2j=1;(zk)d1k=1) telles que :� les oordonn�ees (xi)d1i=1 param�etrent les feuilles de X , le feuilletage int�egral de ladistribution parall�ele X,� les oordonn�ees ((xi)d1i=1;(yj)d2j=1) param�etrent les feuilles de X?, le feuilletage int�egralde la distribution parall�ele X?,� dans la matrie des veteurs-oordonn�ees, la m�etrique prend la forme :Mat(g) = 0� 0 0 Id10 A HId1 tH B 1A ;o�u les sous-matries A et B sont sym�etriques et o�u A et H ne d�ependent pas des oor-donn�ees (xi)d1i=1.Notons � la projetion anonique M ! M=X et surmontons d'un theth les objetsquotient : �M = �(M), �X �m = �(Xm) : : : Les oordonn�ees de Walker admettent la onstru-tion suivante, illustr�ee dans le as d1 = d2 = 1 par la �gure 1 page 134 :� On hoisit au voisinage de �m sur �M des oordonn�ees ((�yj)d2j=1;(�zk)d1k=1) induites parune arte quelonque de �M vue omme un feuillet�e en �X?. Les oordonn�ees (�yj)d2j=1 pa-ram�etrent les feuilles de �X?, les oordonn�ees (�zk)d1k=1 les ompl�etent en un syst�eme ompletde oordonn�ees.� On hoisit une setion � de �, envoyant �m surm, quelonque. Le reste de la onstru-tion est alors d�etermin�e par les deux hoix e�etu�es.� Les oordonn�ees ((�yj)d2j=1;(�zk)d1k=1) se rel�event alors par � en des oordonn�ees ((yj)d2j=1;(zk)d1k=1) de l'image S de �, au voisinage de m.� En tout point p de S, notons (Xi)d1i=1 la base de Xp, duale de (Zk)d1k=1 i.e. telle que :8(i;k) 2 J1;d1K2; g(Xi;Zk) = Æi;k. Une telle base est parall�ele le long des feuilles de X? \ S.Or on v�eri�e que, le long de haque feuille du feuilletage X?, la distributionX est point parpoint parall�ele ('est une des aÆrmations du sous-lemme9 page 137). Cei permet, le long133
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(�yj)d2j=1 param�etrent les feuilles de �X? de �M ; les oordonn�ees (yj)d2j=1 param�etrent don lesfeuilles de X? \ S dans S. Elles sont propag�ees par les ots des hamps Xi, don en�n lesoordonn�ees ((xi)d1i=1;(yj)d2j=1) param�etrent les feuilles de X?. La m�etrique est don de laforme : Mat(g) = 0� 0 0 C0 A HtC tH B 1A :La base (Xi)d1i=1 a �et�e hoisie duale de (Zk)d1k=1 le long de S, don le long de S : C = Id1 .On v�eri�e alors que le parall�elisme des Xi le long des feuilles de X implique que A, H et Csont ind�ependantes des oordonn�ees (xi)d1x=1. Le r�esultat attendu en d�eoule.Remarque. A haque hoix de oordonn�ees de feuillet�e quelonques ((�yj)d2j=1;(�zk)d1k=1) de�M et d'une setion quelonque � de �, orrespond de fa�on bi-univoque un syst�eme deoordonn�ees ((de Walker)) de M au voisinage de m. Le prinipe du travail e�etu�e ii serad'exhiber un hoix partiulier de oordonn�ees de �M et un hoix partiulier de setion �,induisant des propri�et�es plus ontraignantes sur les oordonn�ees orrespondantes. Il est �anoter que es deux hoix seront alors, dans le as g�en�eral (pr�eis�ement quand l'ation del'holonomie sur X n'est pas triviale), indissolublement li�es : on ne pourrait, pour obtenir lesoordonn�ees reherh�ees, les e�etuer ind�ependamment l'un de l'autre. C'est malhaureuse-ment une des raisons de la ompliation des raisonnements.II.1.3 La situation sur l'espae tangent en m : appliation du lemme al-g�ebrique et introdution des objets de baseDans ette partie, (M;g) est une vari�et�e pseudo-riemannienne loalement r�edutible, in-d�eomposable et H son groupe d'holonomie restreint. Soit m un point deM. L'appliationdu lemme alg�ebrique �a (TmM;gjm;H) va permettre de d�egager divers feuilletages dont Mest naturellement munie et sur lesquels s'appuiront les oordonn�ees onstruites en partie III.En reprenant les notations du lemme alg�ebrique, on note Xm l'intersetion des sous-espaestotalement isotropes de TmM stables sous l'ation de H, maximaux.notation : Partout, on notera �, indi��eremment la projetion anonique : X?m ! X?m=Xm,la projetion int�egrale : X?m ! X?m=X ou enore la projetion : U ! U=X , o�u U est un ou-vert de arte de M, ou enore toute restrition de es projetions. On surmontera d'untheth ((�)) les objets quotient modulo �, les lasses modulo � d'objets de TM ou de M,par exemple : �(X?m) = �X?�m, �(X?m ) = �X?�m et : : :La partie I fournit une d�eomposition H-stable, non n�eessairement anonique, deX?m=Xm : X?m=Xm = �W0�m ?� �W00�m ?� �Y0�m;o�u le sens des di��erents termes est donn�e dans le lemme 3 page 128.Pour des raisons tehniques d�etaill�ees �a la �n du hapitre (voir page 214), nous suppo-serons suessivement queM v�eri�e la premi�ere des deux propri�et�es suivantes, puis les deux :�W0�m admet une d�eomposition en deux sous-espaestotalement isotropes stables suppl�ementaires. (P1)dimXm = 1 (P2)135



Dans le as o�u M satisfait (P1), on peut alors �erire : �W0�m = �U0�m � �V0�m, o�u �U0�m et�V0�m sont totalement isotropes, stables par holonomie. L'isomorphisme musial [ fournitalors un isomorphisme anonique de �V0�m dans le dual de �U0�m : �V0�m [�!' �U0��m ; l'ation del'holonomie H ommute ave et isomorphisme. On peut alors hoisir une d�eomposition |non unique en g�en�eral !| de �U0�m en somme direte de sous-espaes stables ind�eomposables :�U0�m = �r �U0r�m. Il lui orrespond une d�eomposition duale de �U0��m, don de �V0�m ; �V0�m�r �V0r�m.�W0�m se d�eompose don en la somme direte orthogonale stable suivante :�W0�m = ?�r �W0r�m o�u : 8r; �W0r�m = �U0r�m � �V0r�m;ave �U0r�m et �V0r�m totalement isotropes, stables, ind�eomposables |mais non irr�edutiblesar, par onstrution, le plus grand sous-espae semi-simple de �W0�m est totalement isotrope.D'autre part, par d�e�nition, l'ation de H sur �W00�m est semi-simple et et espae peuts'�erire : �W00�m = ?�r �W00r�m o�u : 8r; �W0r�m = �U00r�m � �V00r�m ;ave �U0r�m et �V0r�m totalement isotropes, stables, irr�edutibles. (Une telle d�eomposition r�esultede deux suessives :� une premi�ere, anonique, en omposantes isotypiques,� une deuxi�eme, arbitraire, de haque omposante isotypique en somme direte de sous-espaes irr�edutibles.)En renum�erotant, on peut alors �erire :�W0�m � �W00�m = ?�1�r�N �Wr�m o�u : 8r; �Wr�m = �Ur�m � �Vr�m;ave �Ur�m et �Vr�m totalement isotropes, stables, ind�eomposables (irr�edutibles ou non : dansla onstrution de oordonn�ees loales qui va suivre, ils seront trait�es de la même mani�ere).On notera dr la dimension, ommune, de �Ur�m et de �VrmEn�n, haque espae �Ur�m admet, relativement �a l'ation de l'holonomie H, des suites deJordan-H�older. On note nr la longueur de es suites, qui est aussi elle des suites de �Vr�m,o�u H agit de fa�on ontrag�ediente. Si on hoisit une quelonque ( �Ur;k�m )nrk=0 des suites deJordan-H�older de �Ur�m : les �Ur;k�m sont stables par holonomie,f0g = �Ur;0�m ( �Ur;1�m ( : : : ( �Ur;nr�m = �Ur�m et : 8k; �Ur;k�m = �Ur;k�1�m est irr�edutible.On notera �egalement dkr la dimension de haque �Ur;k�m : 0 = d0r < d1r < : : : < dnrr = dr. Pourtout k, on introduit alors : �Vr;k�m = �Vr�m \ ( �Ur;k�m )? ; alors :les �Vr;k�m sont stables par holonomie,f0g = �Vr;nr�m ( �Vr;nr�1�m ( : : : ( �Vr;0�m = �Vr�m et : 8k; �Vr;k�1�m = �Vr;k�m est irr�edutible.i.e. ( �Vr;k�m )0k=nr est une suite de Jordan-H�older de �Vr�m ; 'est la suite duale de ( �Ur;k�m )k=nr0 .136



D'autre part, on notera d�esormais �Y0 �m simplement �Y �m, la raison de son aentuationdans la partie pr�e�edente n'ayant plus lieu ii. Par d�e�nition, �Y �m est semi-simple et peuts'�erire : �Y �m = ?�0�s�N 0 �Ys�mo�u pour tout s � 1, �Ys�m est non d�eg�en�er�e, stable et irr�edutible par holonomie et o�u�Y0�m = ker hj �Y �m est le noyau, �eventuellement r�eduit �a f0g, de l'ation de l'alg�ebre d'holonomiesur �Y �m. On notera d0s la dimension de haque �Ys�m. (De nouveau, une telle d�eompositionr�esulte de deux suessives :� une premi�ere, anonique, de �Y �m en omposantes isotypiques,� une deuxi�eme, arbitraire, de haque omposante isotypique, sauf elle orrespondant�a l'ation triviale, en somme direte de sous-espaes irr�edutibles. L'�eventuelle omposanteisotypique �Y0�m de l'ation triviale est ii singularis�ee ; elle fait en e�et l'objet d'un traite-ment partiulier dans la onstrution des oordonn�ees qui suit.)En�n, on notera F l'ensemble des feuilletages fUr;k, Vr;k, Ys = (r;s) 2 J1;NK�J0;N 0K et k �nr g. Ce sont les feuilletages int�egraux, �a feuilles totalement g�eod�esiques, engendr�es par lesdistributions Ur;k, Vr;k et Ys introduites plus haut.II.1.4 Le but vis�e dans ette partieLe but de ette partie est de onstruire une forme di��erentielle auxiliaire sur la feuilleX?m , qui jouera un rôle entral en partie III dans la onstrution des oordonn�ees loalesau voisinage de m. Plus exatement, �a tout ouple (Z;T ) de hamps de veteurs de TM lelong de X?m , on assoiera un forme di��erentielle �Z;T sur X?m ,� dont ertaines d�eriv�ees donnent des �el�ements du tenseur < R(Z; � )T; � >� v�eri�ant ertaines propri�et�es suppl�ementaires qui la rendent ((la plus unique)) possible.II.2 Trois r�esultats pr�eliminairesOn aura besoin pour montrer l'existene d'une telle forme �Z;T de trois premiers r�esultats.Le premier rassemble les remarques e�etuables de premier abors au sujet des divers feuille-tages introduits plus haut. Le deuxi�eme introduit un syst�eme partiulier de oordonn�eesloales de X?m au voisinage de m ; es oordonn�ees simpli�eront la d�emonstration du lemme4 et seront ensuite reprises dans la d�emontration du th�eor�eme III lui-même. Le troisi�emerappelle en�n un r�esultat lassique de alul di��erentiel.Sous-lemme 9 Soit (M;g) une vari�et�e pseudo-riemannienne loalement r�edutible, ind�e-omposable v�eri�ant la propri�et�e (P1). On reprend les notations introduites plus haut.Il orrespond �a la d�eomposition de T �m( �X?�m) une d�eomposition loale de la vari�et�e �X?�m enproduit riemannien : �X?�m est anoniquement isom�etrique, une fois hoisie la d�eomposition�X?�m = (?�r �Wr�m) ?� (?�s �Ys�m), au produit riemannien (Qr �Wr�m) � (Qs �Ys�m). De plus, unefois hoisie la d�eomposition �X?�m = (�r �Ur�m)� (�r �Vr�m)� (�s �Ys�m), �X?�m est anoniquementdi��eomorphe �a (Qr �Ur�m)� (Qr �Vr�m)� (Qs �Ys�m). Quelques remarques en�n :1. En un point p 2 X?m, si A 2 Ap et B 2 Bp ave Ap et Bp deux sous-espaes de X?pstables par holonomie, alors : Ap ? Bp ) R(A;B) = 0. De plus : R(X?p ;Y0p) = f0g.137



2. Si A et B sont deux distributions parmi les distributions �X, Ur, r 2 J1;NK, Vr,r 2 J1;NK et Ys, s 2 J0;N 0K alors, si (A 6= B ou A ? B ou A = Y0), la distributionA est point par point parall�ele le long des feuilles de B. En partiulier X et plusg�en�eralement Y0 sont des distributions parall�eles le long de X?m .D�emonstration : Il suÆt de montrer les deux remarques.1. Soient A et B omme dans l'�enon�e et Cet D deux veteurs quelonques de TpM. Parle th�eor�eme d'Ambrose-Singer, R(C;D) 2 h o�u h est l'alg�ebre d'holonomie restreinte deM.Par ons�equent, R(C;D):A 2 Ap et don < R(C;D):A;B >= 0. Mais < R(C;D):A;B >=<A;B):C;D > et les veteurs C et D sont quelonques don : R(A;B) = 0. Ave les mêmes Cet D et (Y;Y 0) 2 X?p �Y0p, omme l'holonomie agit trivialement moduloXp surY0p et enorepar le th�eor�eme d'Ambrose-Singer : < R(C;D):Y 0;X >= 0. Le r�esultat suit semblablement.2. Prenons p un point de X?m . Supposons d�ej�a A ? B et prenons A un veteur de Ap etB1 et B2 deux veteurs de Bp. Par la deuxi�eme identit�e de Bianhi, < R(B1;B2):A = � <R(B2;A):B1� < R(A;B1):B2 = 0 par le point pr�e�edent. C'est le r�esultat voulu : le veteurA peut être prolong�e par transport parall�ele le long des feuilles de B, le feuilletage int�egralde B. Supposons maintenant A 6? B et A 6= B. N�eessairement alors pour un ertain indier : A = Ur et B = Vr ou vie-versa. Alors B ? B et par le premier point : 8(B1;B2) 2(Bp)2; R(B1;B2) = 0 don tout veteur peut être prolong�e par transport parall�ele le longdes efuilles de B. Supposons en�n que A = Y0 et prenons A dans A et B1 et B2 dans Bp.Toujours par l'identit�e de Bianhi : < R(B1;B2):A = � < R(B2;A):B1� < R(A;B1):B2 = 0par le point pr�e�edent. Le veteur A peut être prolong�e par transport parall�ele le long desfeuilles de B. 2Construisons �a pr�esent des oordonn�ees partiuli�eres sur X?m . On reprend toujours lesmêmes notations.Pr�eision : Attention, la d�eomposition de X?m=Xm dont il est question n'est pas obte-nue sous l'ation de l'holonomie H 0 de la vari�et�e pseudo-riemannienne X?m=X , mais bienpar l'ation de H le groupe d'holonomie restreint de M, ation qui passe au quotient. Enpartiulier par exemple, l'�eventuel fateur �Y0 est ertes plat pour l'holonomie de X?m=X ,don inlus dans le fateur plat de T �m(X?m=X ), mais l'inlusion peut être strite. D'autrepart, en g�en�eral, l'ation de H sur T �m(X?m=X ) n'est pas l'ation d'une des holonomiespseudo-riemanniennes possibles de la vari�et�e X?m=X . En partiulier par exemple, elle ne sed�eompose pas en ation produit d�es qu'elle pr�eserve un sous-espae non d�eg�en�er�e.Sous-lemme 10 On se donne :� une setion �rU de haque �br�e Urm ! Urm=X , une setion �rV de haque �br�e Vrm !Vrm=X et une setion �rY de haque �br�e Yrm ! Yrm=X , les setions �rU , �rV (r 2 J1;NK) et�0Y des �br�es plats respetifs Urm, Vrm et Y0m �etant hoisies aÆnes,� en �m, pour tout r 2 J1;NK, f0g = �Ur;0�m � �Ur;1�m � �Ur;2�m � : : : � �Ur;nr�m = �Ur�m une suitede Jordan-H�older de �Ur�m pour l'ation de H et ( �Vr;k�m )0k=nr = (( �Ur;k�m )? \ �Vr�m)0k=nr la suitede Jordan-H�older assoi�ee de �Vr�m.Alors il existe un syst�eme loal de oordonn�ees ((xi)dXi=1;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;((yri )d0ri=1)N 0r=0) deX?m autour de m, nul en m, de lasse CR�2 si M est de lasse CR et tel que, en notant((Xi)dXi=1;((U ri )dri=1;(V ri )dri=1)Nr=1;((Y si )d0si=1)N 0r=0) les veteurs-oordonn�ees orrespondants :(a) Les oordonn�ees (xi)dXi=1 param�etrent les feuilles de X ; pour haque r de J1;NK etpour tout k de J1;nrK, les oordonn�ees ((xi)dXi=1;(uri )dkri=1) param�etrent les feuilles de Ur;k et138



les oordonn�ees ((xi)dXi=1;(vri )dri=dkr+1) elles de Vr;k ; pour haque s de J0;N 0K, les oordonn�ees((xi)dXi=1;(ysi )d0si=1) elles de Ys. Autrement dit, en tout point p :� (Xi)dXi=1 est une base de Xp.� Pour tout r de J1;NK, tout k de J1;nrK, ((Xi)dXi=1;(U ri )dkri=1) est une base de Ur;kp et((Xi)dXi=1;(V ri )dri=dkr+1) une base de Vr;kp .� Pour tout s de J0;N 0K, ((Xi)dXi=1;(Y si )dsi=1) est une base de Ysp.(b) En tout point p, si A est un veteur-oordonn�ee appartenant �a Ap l'un des espaesde E = fUrp;Vrp;Ysp = r 2 J1;NK et s 2 J0;N 0Kg, alors : 8Bp 2 E; (Bp 6= Ap ou Ap = Y0p))DBpA = f0g. De plus, pour tout r 2 J1;NK, les hamps (U ri )dri=1 sont parall�eles le long deUrm, i.e. : 8p 2 Urm;8i 2 J1;drK;DUpU ri = f0g.() En m, pour tout r, ( �V ri )dri=1 est une base de �Vrm, duale de la base ( �U ri )dri=1 de �Urm ;pour tout s, ( �Y si )d0si=1 est une base pseudo-orthonorm�ee de �Ys�m.Remarque : en partiulier, on tire de (b) que, pour tout veteur oordonn�ee A : 8i 2
J1;dXK;8j 2 J1;d00K;DAXi = DXiA = DAY 0j = DY 0j A = 0. Les hamps (Xi)dXi=1 et (Y 0j )d00j=1sont parall�eles, et toutes les oordonn�ees sont parall�eles le long des feuilles de Y0.D�emonstration : On onstruit d�ej�a des oordonn�ees au voisinage de �m sur le quotient�X?�m . La vari�et�e �X?�m �etant anoniquement isom�etrique au produit riemannien �QNr=1 �Wr�m���QN 0r=0 �Yr�m�, il suÆt de onstruire des ordonn�ees sur haque �Wr�m pour r 2 J1;NK et surhaque �Yr�m pour r 2 J0;N 0K. Sur haun de es derniers, et pour r 6= 0, on hoisit des oor-donn�ees (�yri )nri=1, nulles en �m et telles que, en �m, les veteurs oordonn�ees assoi�es ( �Y ri )d0ri=1onstituent une base pseudo-orthonorm�ee de �Yr�m : �gj �Yr�m( �m) = Pi "ri ( d�yri )2 ave "ri = �1.Pour le reste, le hoix est arbitraire. On hoisit sur �Y0�m, plat, des oordonn�ees aÆnes platespseudo-orthonorm�ees.Chaque �Wr�m est anoniquement di��eomorphe �a �Ur�m� �Vr�m, il suÆt don en�n de onstruiredes oordonn�ees sur les �Ur�m et les �Vr�m. Soit r 2 J1;NK et f0g = �Ur;0�m � �Ur;1�m � �Ur;2�m � : : : ��Ur;nr�m = �Ur�m la d�eomposition de Jordan-H�older hoisie de �Ur�m et ( �U ri )dri=1 une base de�Ur�m adapt�ee �a ette d�eomposition, i.e. t.q. : 9(dkr )nrk=1 : 8k 2 J1;nrK; �Ur;k�m = vet(( �U ri )dkri=1).La feuille �Ur�m �etant plate, ette base fournit sur elle, par transport parall�ele, un syst�emede oornonn�ees (�uri )dri=1 ; on notera enore ( �U ri )dri=1 les veteurs-oordonn�ees assoi�es. Onnote alors ( �V ri )dri=1 = (( �U ri )�℄)dri=1 la base de �Vr�m, duale de ( �U ri )dri=1. Il lui est assoi�e de lamême fa�on un syst�eme (�vri )dri=1 de oordonn�ees de la feuille, plate, �Vr�m. Le di��eomorphismeanonique �Wr�m ' �Ur�m� �Vr�m it�e plus haut permet alors de prolonger les (�uri )dri=1 et les (�vri )dri=1�a �Wr�m entier.Remarque : en �m, si on note �Vr;j�m = �Vr�m \ ( �Ur;j�m )?, alors f0g = �Vr;nr�m � �Vr;nr�1�m � : : : ��Vr;0�m = �Vr�m est une suite de Jordan-H�older de �Vr�m et en �m : 8j � nr; vet((V ri )dri=djr+1) =�Vr;j�m . La base (V ri )dri=1 est adapt�ee �a la suite ( �Vr;j�m )0j=nr . D'autre part, les suites de Jordan-H�older ( �Ur;j�m )nrj=0 et ( �Vr;j�m )0j=nr �etant parall�eles, les bases (U ri )dri=1 et (V ri )dri=1 respetivement,leur sont en tout point adapt�ees. 139



Notons alors respetivement U ri , V ri et Y ri les veteurs d� �U ri , d�e�nis pour haque r surl'image de �rU , d� �V ri , d�e�nis pour haque s sur l'image de �rV et d� �Y ri d�e�nis pour haque rsur l'image de �sY ; par transport parall�ele le long des feuilles de X , haque famille (U ri )dri=1,(V ri )dri=1 et (Y ri )d0ri=1 se polonge respetivement, �a toute la sous-vari�et�e Urm, Vrm ou Yrm. Partransport parall�ele le long des autres feuilles de e type, ils se prolongent �a X?m tout enti�ere.Remarquons au passage qu'alors en tout point : 8r;i; d�(U ri ) = �U ri ; d�(V ri ) = �V ri et d�(Y ri ) =�Y ri ar � est parall�ele. En�n, on hoisit une base quelonque (Xi)dXi=1 de Xm ; propag�ee partransport parall�ele, elle fournit une base de haque Xp pour p 2 X?m .Tous les hamps obtenus ommutent. En e�et, d�esignons dans la suite par A et B deuxfeuilletages di��erents parmi les Ur, Vr et Yr. En un point de X?, si A est un veteur-oordonn�ee de A | i.e. un Xi, un U ri , un V ri ou un Y ri | et B un veteur-oordonn�ee deB, alors : DAB = DBA = 0 par onstrution, don [A;B℄ = 0. D'autre part :� notons �A la setion (�rU , �rV ou �rY , selon qui est A), d�e�nie de �A �m dans Am. SoientA1 et A2 deux veteurs-oordonn�ees tangents en un point �a �A( �A �m), alors : [A1;A2℄ =[ d�A( �A1);d�A( �A2)℄ = d�A([ �A1; �A2℄) = d�A(0) = 0,� en�n si, en un point, A1 et A2 sont tangents �a une feuille de A et B �a une feuille de Balors : [B;A1℄ = �DA1B 2 B et don : DB [A1;A2℄ = DB(DA1A2 �DA2A1) = R(A1;B)A2 �R(A2;B)A1 �D[B;A1℄A2 +D[B;A2℄A1 +DA1(DBA2)�DA2(DBA1) = 0. Les quatre dernierstermes sont en e�et nuls par onstrution ; pour les deux premiers :� soit A ? B ; dans e as, par le sous-lemme 9, R(A1;B)A2 = R(A2;B)A1 = 0,� soit A = Ur et B = Vr, ou vie-versa, pour un ertain r. Dans e as, par la premi�ereidentit�e de Bianhi, puis le sous-lemme 9 : R(A1;B)A2�R(A2;B)A1 = R(A2;A1)B = 0.Ainsi, partout, [A1;A2℄ = [A1;A2℄jT�A( �A �m) = 0.Il suÆt alors de poser par onvention que toutes les oordonn�ees du point m sont nullespour obtenir des oordonn�ees ((xi)dXi=1;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;(yri )d0ri=1)N 0r=0) dont les veteurs o-ordonn�ees assoi�es sont les (Xi)dXi=1, les U ri , les V ri et les Y ri respetivement. Par onstrution,omme pour tout veteur-oordonn�ee A : d�(A) = �A, on obtient, pour haque oordonn�ee,ii not�ee a : a = �aÆ�. Vu la onstrution des oordonn�ees (((�uri )dri=1;(�vri )dri=1)Nr=1;(�yri )d0ri=1)N 0r=0),ela fournit le point (a) et le point () annon�es. De plus siM est de lasse CR, les di��erentshamps de veteurs-oordonn�ees sont onstruits par prolongation par transport parall�ele,ave une ondition initiale qu'on peut prendre de r�egularit�e maximale, i.e. CR�1. Ces hampssont don au moins CR�2 et il en est de même des oordonn�ees.Par onstrution en�n, si A et B sont deux veteurs-oordonn�ee tangents en un point,respetivement �a A et B deux feuilletages di��erents omme donn�es plus haut : DAB =DBA = 0. Les veteurs (Y 0i )d00i=1 v�eri�ent de surrô�t : 8i 2 J1;d00K;DX?Y 0j = f0g. En e�et,les �Y 0i sont hoisis parall�eles sur �Y0�m et la setion �0Y est aÆne ; les Y 0i sont don parall�elesle long de Y0m. Ils sont ensuite propag�es par tansport parall�ele le long des feuilles de Wret Ys, s 6= 0. Ils sont don parall�eles sur X?m . En�n, les �Uri sont hoisis parall�eles sur �Ur�met la setion �rU est aÆne ; les U ri sont don parall�eles le long de Ur�m. Le point (b) est v�eri��e.2Rappelons �egalement un r�esultat de alul di��erentiel.Sous-lemme 11 Soit E un espae vetoriel r�eel de dimension �nie et B un hamp deformes bilin�eaire sur E. Alors B est le hessien { i.e. ii la d�eriv�ee seonde | d'une fontion140



f : E ! R ssi :� B est un hamp de formes bilin�eaire sym�etriques� B est de di��erentielle nulle, i.e. :dB = ((V;V 0;V 00) 7! (DV B)(V 0;V 00)� (DV 0B)(V;V 00)) = 0D�emonstration : On notera (Vi)ni=1 un hamp parall�ele de bases de E. Supposons queB = Hess f ; B est sym�etrique par le lemme de Shwarz. Pour tout (i;j;k) de J1;nK3 :dB(Vi;Vj ;Vk) = �B(Vj ;Vk)�Vi � �B(Vi;Vk)�Vi = �3f�Vi�Vj�Vk � �3f�Vj�Vi�Vk = 0:D'o�u la partie direte. On suppose maintenent que B v�eri�e les prorpi�et�es expos�ees. Soit Vun hamp de veteurs parall�ele sur E. Par la deuxi�eme propri�et�e, le forme  V = B( � ;V )est ferm�ee, don on trouve une fontion gV nulle en 0 et t.q. :  V = dgV . La fontion � :V 7! gV est alors une forme lin�eaire sur E. Comme B est sym�etrique, elle est ferm�ee :8(i;j) 2 J1;nK2; ��(Vi)�Vj = B(vj ;vi) = B(vi;vi) = ��(Vj)�Vi :On trouve don une fontion f telle que df = � ; par onstrution, Hess f = B. 2II.3 Le lemme analytiqueNotation. Introduisons enore deux sous-vari�et�es de X?m qui interviennent dans le lemmeet dans la suite. Si p est un point de M, on notera eUp et eVp les sous-vari�et�es deM d�e�nies,au moins au voisinage de p, par :eUp = ��1 ( NYr=1 �Ur�p )� ( N 0Ys=0 �Ys�p)!et : eVp = ��1 ( NYr=1 �Vr�p)� ( N 0Ys=0 �Ys�p)! :Lemme 4 Soit (M;g) une vari�et�e pseudo-riemannienne de lasse CR ave R � 4, loa-lement r�edutible, ind�eomposable, v�eri�ant la propri�et�e (P1). On reprend les notationsintroduites plus haut.Soient Z et T deux hamps de veteurs de lasse CR�1 le long de X?m ;soit R = (((Ur;k)nrk=1)Nr=1;((Vr;k)nrk=1)Nr=1) une famille de relev�es des drapeaux (X;(Ur;km )nrk=0)et (X;(Vr;km )0k=nr), r 2 J1;NK, i.e. une famille de d�eompositionsUrm = Xm � ( �1�k�nrUr;k) et Vrm = Xm � ( �1�k�nrVr;k)telle que :8r 2 J1;NK;8k0 2 J0;nrK;Ur;k0m = Xm � ( �1�k�k0Ur;k) et Vr;k0m = Xm � ( �nr�k>k0Vr;k):141



Alors :(a) si p est un point de M et si (A;B) 2 Ap � Bp ave A et B dans F et (A ? B ouA = B = F0), si Z1 et Z2 sont dans TpM, R(A;Z1;B;Z2) = R(B;Z1;A;Z2)(b) il existe sur X?m au voisinage de m une forme lin�eaire �Z;T;m;R de lasse CR�2, nulleen m et telle que :� 8p 2 X?m ;8A;B 2 F; (A ? B ou A = B = F0))8(A;B) 2 Ap �Bp; R(Z;A;T;B) = (D�Z;T;m;R)(A;B) = (D�Z;T;m;R)(B;A):� en tout point de eUm [ eVm, �Z;T;m;R est de di��erentielle nulle. En partiulier, �Z;T;m;Rinduit par restrition une forme ferm�ee sur eUm et sur eVm.� 8k;l;Ur;k 6? Vr;l ) 8U 2 Ur;k;8V 2 Vr;l; � (D�Z;T;m;R)jm(U;V ) = 0(D�Z;T;m;R)jm(V;U) = 0() Une telle forme �Z;T;m;R est d�e�nie modulo �� �QN 0s=1 Z1(T� �Ys�m)�, i.e. modulo l'imager�eiproque par � d'une forme produit ferm�ee de �X?�m ' (Qr �Wr�m) � (Qs �Ys�m), nulle sur lefateur (Qr �Wr�m)� �Y0�m.(d) De plus,� Si l'holonomie agit trivialement sur X, �Z;T;m;R est alors image r�eiproque par � d'uneforme lin�eaire ��Z;T;m de la vari�et�e quotient �X?�m :�Z;T;m;R = ��(��Z;T;m):� bien sûr,�Z;T;m;R d�epend de (Z;T ) de fa�on bilin�eaire sym�etrique.Quelques matries. Pour failiter la ompr�ehension de l'objet R, donnons quelques ma-tries o�u et objet intervient : pour un r quelonque, la matrie de < � ; � > et la matrieg�en�erale de l'holonomie, en restrition �a Wrm. On suppose que nr = 3, alors d3r = dr. Unebase de Urm form�ee d'une base de Ur;1m ompl�et�ee en base de Ur;2m puis de Ur;3m , peut êtreompl�et�ee par sa base duale dansVm pour former une base deWrm. Notons ((uri )dri=1;(vri )dri=1)une telle base. Elle d�e�nit un n-uplet R omme dans l'�enon�e par :8k 2 J1;3K;Ur;k = vet �(uri )dkri=dk�1r +1� et Vr;k = vet �(vri )dkri=dk�1r +1� :(Attention e relev�e est partiulier ar : 8k 2 J1;3K;8l > k;Vr;k ? Ur;l.) Les matries dela m�etrique et de l'holonomie dans ette base sont pr�esent�ees dans le diagramme 4 pagesuivante.II.4 D�emonstration du lemmePrenons (A;B) dans Ap � Bp, ave A et B dans F et (A ? B ou A = B = Y0) ; onhoisit d'autre part Z1 et Z2 dans TpM. Alors :R(A;Z1;B;Z2) = �R(Z1;B;A;Z2)�R(B;A;Z1;Z2) (identit�e de Bianhi)= R(B;Z1;A;Z2)+ < R(Z1;Z2)A;B >L'espae Ap est stable par holonomie don R(Z1;Z2)A 2 Ap. Don, si A ? B, R(Z1;Z2)A 2Ap ? B. Si A = B = Y0, R(Z1;Z2)A 2 X? ? B. Dans tous les as, < R(Z1;Z2)A;B >= 0,142



Ur;3m =Urmz }| { Vr;0m =Vrmz }| {Ur;2mz }| { Vr;1mz }| {Ur;1mz }| { Vr;2mz }| {Mat(< � ; � >) = 0BBBBBBB� Id1r 0 00 0 Id2r�d1r 00 0 Id3r�d2rId1r 0 00 Id2r�d1r 0 00 0 Id3r�d2r
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1CCCCCCCA :

Diagramme 4 { Espae W rm, as nr = 3 : matries de la m�etrique et de l'holonomied'o�u le premier point du lemme.Constrution de oordonn�ees auxiliaires. Pour montrer le deuxi�eme point, on utilise desoordonn�ees de M au voisinage de m, respetant les feuilletages de F. Construisons un telsyst�eme.Soit d�ej�a (zi)dXi=1 un syst�eme quelonque de oordonn�ees d'un voisinage O de la lasse dem dans la vari�et�e quotient M=X?. Pour poursuivre, on a besoin du sous-lemme suivant :Sous-lemme 12 Si une vari�et�e M de lasse CR est munie d'une famille de feuilletages(Ar)Nr=1 de lasse CR, telle qu'en tout point p, A1p ( A2p ( : : : ( AN�1p ( ANp =M, alors ilexiste des oordonn�ees CR ((ari )dri=1)Nr=1 de M telles que, pout tout r, les ensembles du typef8k > r; aki = te g sont les feuilles de Ar. De plus, les (an�1i )dn�1i=1 sont alors un syst�eme deoordonn�ees de AN=An�1, qu'on peut hoisir quelonque.D�emonstration du sous-lemme. On le montre par r�eurrene sur N . Il est trivial pourN = 1. Supposons le vrai jusqu'au rang N�1. On trouve don des oordonn�ees ((�ari )dri=1)Nr=1de �M =M=A1 v�eri�ant la propri�et�e annon�ee, ave (an�1i )dn�1i=1 = (an�1i )dn�1i=1 , o�u (an�1i )dn�1i=1est un syst�eme de oordonn�ees arbitraire de AN=An�1. On hoisit alors un feuilletage B delasse CR transverse �a A1, m un point de M et des oordonn�ees CR quelonques (a1i ) deA1m. Si p 2M, on note ((ari )dri=1)Nr=1 ses oordonn�ees, o�u :� (ari )dri=1 sont les oordonn�ees, dans A1m, de l'unique point de Bp \ A1 (Ce point estune fontion CR du point p, par transversalit�e de B et A1.),� 8r > 1; (ari )dri=1 = (�ari )dri=1 o�u les (�ari )dri=1 sont les oordonn�ees de �p dans �M.143



Alors, si r > 1, les ensembles du type f8r; aki = te g sont les ensembles ��1(f8k > r; �aki =te g) o�u � : M! �M, don, par hypoth�ese de r�eurrene, les feuilles de ��1( �Ar), 'est-�a-dire en�n les feuilles Ar ar A1 � Ar. D'autre part, par onstrution, les ensembles typef8k > 1; aki = te g sont les feuilles de A1. En�n, les oordonn�ees (an�1i )dn�1i=1 restent in-hang�ees, �egales �a (an�1i )dn�1i=1 . Comme � est CR, les oordonn�ees obtenues le sont aussi. Lar�eurrene est propag�ee au rang N . C.Q.F.D.On hoisit alors une setion �1 de �1 : �M = (M=X )! (M=X?), telle que �1(�1( �m)) =�m. Remarquons alors que haque feuille �X?�1(p) de �M =M=X est anoniquement di��eomorpheau produit (Qr �Ur�1(p))� (Qr �Vr�1(p))� (Qs �Ys�1(p)). Construisons des oordonn�ees de �M. Onnote :� SrU = [p2O �Ur�1(p) � �M = M=X (Dans haque feuille �X?�1(p) de �M, SrU \ �X?�1(p) =�Ur�1(p)),� SrV = [p2O �Vr�1(p) � �M =M=X .� SsY = [p2O �Ys�1(p) � �M =M=X .Pour haque r, la vari�et�e SrU admet les feuilletages embô�t�es : �Ur;1 ( �Ur;2 ( : : : ( �Ur;nr ( SrU .Par le sous-lemme, on trouve don des oordonn�ees ((�euri )dri=1;(�ezi)dXi=1) de Sr, telles que lespour tout k de J1;nrK, les oordonn�ees (�euri )dkri=1 param�etrent les feuilles de �Ur;k, et ave :8i � dX; �ezi = �1 Æ zi. On onstruit des oordonn�ees semblables ((�evri )dri=1;(�ezi)dXi=1) sur les SrV ,qui admettent les feuilletages embô�t�es : �Vr;1 ( �Vr;2 ( : : : ( �Vr;nr ( SrV et ((�eysi )d0si=1;(�ezi)dXi=1)sur les SsY , qui admettent le feuilletage : �Ys;1 ( SsY .La famille de di��eomorphismes : �X?�1(p) ' (Qr �Ur�1(p)) � (Qr �Vr�1(p)) � (Qs �Ys�1(p)) re-marqu�ee plus haut permet de prolonger les oordonn�ees onstruites i-dessus en oor-donn�ees (((�euri )dri=1;(�evri )dri=1)Nr=1;((�eysi )d0si=1)N 0s=0;(�ezi)dXi=1) d'un voisinage de �m dans �M, respetantles feuilletages �Ur;k, �Vr;k, �Ys et �X?, et o�u : 8i � dX; �ezi = �1 Æ zi.En�n, on hoisit une setion loale � en �m de � : M ! �M = M=X et un hampde bases ( eXi)dXi=1 de X le long de l'image de �. Les feuilles du feuilletage X �etant plates,es bases fournissent un syst�eme loal de oordonn�ees aÆnes (exi)dXi=1 des Xp, pour p voisinde m sur l'image de �. Ces oordonn�ees ont sur M même r�egularit�e que le hamp debases (Xi)dXi=1. En�n, en posant : 8r 2 J1;NK;8i 2 J1;drK;euri = � Æ �euri et euri = � Æ �euri ,8s 2 J0;N 0K;8i 2 J1;dsK;eysi = � Æ �eysi , et : 8i 2 J1;dXK;ezi = � Æ �ezi, le syst�eme :((exi)dXi=1((euri )dri=1;(evri )dri=1)Nr=1;((eysi )d0si=1)N 0s=0;(ezi)dXi=1)est un syst�eme loal de oordonn�ees de M au voisinage de m, de lasse CR, respetant lesfeuilletages X , Ur;k, Vr;k, Ys et X?, i.e. tel que, au voisinage de m dans M :� les oordonn�ees (exi)dXi=1 param�etrent les feuilles de X .� Pour tout r de J1;NK et tout k de J1;nrK, les oordonn�ees (euri )dkri=1 param�etrent lesfeuilles de Ur;k et les oordonn�ees (evri )dkri=1 elles de Vr;k.� Pour tout s de J0;N 0K, les oordonn�ees (eysi )d0si=1 param�etrent les feuilles de Ys.� Les oordonn�ees ((exi)dXi=1((euri )dri=1;(evri )dri=1)Nr=1;((eysi )d0si=1)N 0s=0 param�etrent les feuilles deX?. 144



On notera O l'ouvert autour de m o�u es oordonn�ees sont d�e�nies.Il suÆt maintenant de montrer le r�esultat annon�e pour deux hamps eZk1 et eZk2 deveteurs-oordonn�ees le long de X?m . On les notera Z et T pour all�eger.AÆrmation 1. La forme � = (DZT )[jX? d�e�nie dans O le long de X?m est de lasse CR�2 etv�eri�e alors, pour tous A et B de F :(A ? B ou A = B = F0)) 8p 2 X?m ;8(A;B) 2 Ap �Bp; (DA�)(B) = (DB�)(A) = R(Z;A;T;B) : (�)Les hamps de veteurs-oordonn�ees ont un ordre de r�egularit�e de moins que les oor-donn�ees et sont don de lasse CR�1. Le hamp DZT et par l�a la forme � est sont don delasse CR�2. L'expression est tensorielle en A et B ; d'autre part, les oordonn�ees onstruitesplus haut fournissent en tout point p une base de veteurs-oordonn�ees de haque espae Appour A 2 F. Il suÆt don de v�eri�er la propri�et�e pour A et B de tels veteurs-oordonn�eesen p. On suppose don A et B de tels veteurs, alors :R(Z;A;T;B) =< DADZT;B > � < DZDAT;B > :ar les hamps de veteurs manipul�es sont assoi�es �a des oordonn�ees, don ommutent ; ilsommutent aussi ave les hamps T et Z, d'o�u : DAT = DTA. Or le hamp A est dans ladistribution parall�ele A, il en est don de même pour DTA, et de nouveau pour DZDTA. SiA ? B, B 2 Bp ? Ap, don le seond terme du membre de droite est nul. Si A = B = F0,et par onstrution des oordonn�ees, DTA 2 Xp. Xp est stable par holonomie, don denouveau DZDTA 2 Xp et B ? DZDTA. Dans tous les as le seond terme du membre dedroite est nul. D'autre part :(DA�)(B) = LA(�(B))� �(DAB)= LA < DZT;B > � < DZT;DAB >=< DADZT;B >D'o�u : (DA�)(B) = R(Z;A;T;B). Par le premier point du lemme en�n, R(Z;A;T;B) =R(Z;B;T;A), d'o�u la premi�ere aÆrmation.AÆrmation 2. Il existe alors au voisinage de m sur X?m une forme di��erentielle � delasse CR�2 qui v�eri�e :� au point m, �jm = �jm,� pour tout A et tout B de F :(A ? B ou A = B = F0)) 8p 2 X?m ;8(A;B) 2 Ap �Bp; (DA�)(B) = (DB�)(A) = 0 (�0)� en tout point de eUm [ eVm, d� = d� i.e. :8p 2 eUm [ eVm;8A;B 2 X?p ; d�(A;B) = d�(A;B): (��)Pour onstruire ette forme auxiliaire, on hoisit d�eja, pour haque r 2 J1;NK, une se-tion �rU de haque �br�e Urm ! Urm=X et une setion �rV de haque �br�e Vrm ! Vrm=X , etpour haque s 2 J0;N 0K, une setion �rY de haque �br�e Yrm ! Yrm=X . On hoisit aÆnes lessetions �rU , �rV (r 2 J1;NK) et �0Y des �br�es plats respetifs Urm, Vrm et Y0m. On hoisit de plus145



les �rU et les �rV telles que les relev�es (((Ur;k)nrk=1)Nr=1;((Vr;k)nrk=1)Nr=1) introduits dans l'�enon�esoient dans leur image, i.e. telles que : 8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK; ( d�rU)jm( �Ur;k) = Ur;k et( d�rV)jm( �Vr;k) = Vr;k. Toutes les setions sont en�n hoisies appliquantm sur �m. On noterapour tout r de J1;NK, SrU = �rU( �Ur�m) et SrV = �rV(�Vr�m), et pour tout s de J0;N 0K, SsY = �sY( �Ys�m).Le sous-lemme 10 fournit alors des oordonn�ees ((xi)dXi=1;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;(yri )d0ri=1)N 0r=0)de lasse CR de X?m au voisinage de m :� Adapt�ees aux feuilletages X , Ur;k, Vr;k et Ys, i.e. t.q. les oordonn�ees (xi)dXi=1 pa-ram�etrent les feuilles de X , les oordonn�ees ((xi)dXi=1(uri )dkri=1) elles de Ur;k et les oordonn�ees((xi)dXi=1(vri )dri=dkr+1) elles de Vr;k, pour tout r de J1;NK et tout k de J1;nrK et les oordonn�ees((xi)dXi=1(ysi )d0si=1) elles de Ys, pour tout s de J0;N 0K.� Telles que : 8r 2 J1;NK; fp =8i;xi = 0g \Urm = SrU , 8r 2 J1;NK; fp =8i;xi = 0g \Vrm =SrV et 8s 2 J0;N 0K; fp =8i;xi = 0g \ Ysm = SsY .� V�eri�ant toutes les autres propri�et�es annnon�ees dans le lemme.On notera alors en�n S = f8i;xi = 0 g et, pour tout r, SrW = S \Wrm. Alors, en parti-ulier : 8r;Urm \ S = SrU , 8r;Vrm \ S = SrV et 8s;Ysm \ S = SsY .On onstruit alors � :(I) On pose, pour haque feuilletage A parmi les Wr et les Ys : (D�)(A?;A) = f0g i.e.�jA parall�ele le long de A?m. C'est possible ar la distribution A est parall�ele le long desfeuilles de A?, f. sous-lemme 9. Il suÆt alors de d�e�nir �jA sur l'image d'une setion deA ! �A ; e sont les points (II) et (III).(II) On pose : �jXm = �jXm et (D�)(X?;X) = f0g, i.e. �jX parall�ele le long de X?m . C'estpossible ar la distributionX est parall�ele le long de X?m . Il reste alors �a d�e�nir la restritionde � au �br�e tangent d'une setion de haque A! �A.(III) Pour haque r, on d�e�nit la restrition �r de �jWr �a TSrW et pour haque s, la res-tition �0s de �jYs �a TSsY .Remarque : � est alors de lasse CR�2 ssi haque �r et haque �0s l'est. On le v�eri�erasimplement.Sur la feuille plate �Y0�m, on pose �00jm = �jTmS0Y et D�00 = 0, i.e. �00 est une forme parall�elede la sous-vari�et�e, plate, S0Y , �egale �a �jTmS0Y en m. Comme �, �00 est don CR�2.Sur haque SsY , s 2 J1;N 0K, on pose �0s = �jTSsY , i.e. pour tout Y de TSsY , �0s(Y ) = �(Y ).De la même fa�on,�0s est CR�2.Sur haque SrW , on d�e�nit �r par les trois points suivants :(i) les restritions �rjUr\TSrW et �rjVr\TSrW sont parall�eles, respetivement le long desfeuilles de Ur \ SrW et de Vr \ SrW , i.e. : 8p 2 SrW ;8U 2 Urp \ TpSrW ;DU�rjUrp\TpSrW = 0et 8V 2 Vrp \ TpSrW ;DV �rjVrp\TpSrW = 0. C'est possible ar en tout point p : R(Urp;Urp) =R(Vrp;Vrp) = f0g, 146



(ii) on d�e�nit �r et D�r en m,(iii) on d�e�nit, le long respetivement de SrU et SrV ,la d�eriv�ee seonde de �rjVr\TSrW et de�rjUr\TSrW .Ces trois points d�e�nissent sur SrW , d'une part �rjUr\TSrW , d'autre part �rjVr\TSrW , dond�e�nissent �r sur SrW . La forme �r est alors CR�2 ssi la d�eriv�ee seonde de �rjVr\TSrW et de�rjUr\TSrW dont il est question au point (iii) est CR�4. On le v�eri�era. Pr�eisons les �etapes(ii) et (iii).� L'�etape (ii). On pose :� �rjm = �jTmSrW ,� 8k 2 J1;nrK; (D�r)jm(Ur;km \TmSrW ;(Ur;km )?\TmSrW) = (D�r)jm(Vr;km \TmSrW ;(Vr;km )?\TmSrW) = f0g. En partiulier :� (D�r)jm(Urm\TmSrW ;(Urm)?\TmSrW) = (D�r)jm(Vrm\TmSrW ;(Vrm)?\TmSrW) =f0g (le point (ii) est don ompatible ave le point (i)) et :� 8k 2 J1;nrK; (D�r)jm(Ur;km \TmSrW ;(Vr;km )\TmSrW) = (D�r)jm(Vr;km \TmSrW ;(Ur;km )\TmSrW) = f0g.� 8k 2 J1;nrK;8l � k; ( (D�r)jm(Ur;k;Vr;l) = (D�)jm(Ur;k;Vr;l)(D�r)jm(Vr;k;Ur;l) = (D�)jm(Vr;k;Ur;l);'est-�a-dire :8k;l;Ur;k 6? Vr;l ) 8U 2 Ur;k;8V 2 Vr;l; � (D�r)jm(U;V ) = (D�)jm(U;V )(D�r)jm(V;U) = (D�)jm(V;U) :Comme le point qui pr�e�ede d�e�nit les (D�r)jm(Ur;k;Vr;l) et les (D�r)jm(Vr;k;Ur;l)pour Ur;k ? Vr;l, on a don d�e�ni :(D�r)jm(+r;kUr;k;+r;k Vr;l) et (D�r)jm(+r;kVr;k;+r;k Ur;l);'est-�a-dire, par d�e�nition des setions �rU et �rV :(D�r)jm(TmSrU ;TmSrV) et (D�r)jm(TmSrV ;TmSrU ):� L'�etape (iii). La forme �r est d�e�nie en m ; par le point (i), �rjUr\TSrW = �rjTSrU est dond�e�nie le long de la vari�et�e SrU . Par le point (I), 'est don �jUr qui est d�e�nie le long de SrU .D�e�nissons la d�eriv�ee seonde de �rjVr\TSrW le long de SrU . Il suÆt la d�e�nir sur les hampsde oordonn�ees (V ri )dri=1, qui en tout point forment une base de Vr \TSrW . Soit i 2 J1;drK ;le veteur-oordonn�ee V ri est un hamp de veteurs parall�ele le long de �Ur�m (f. lemme 10,(b)). On pose alors :8p 2 SrU ;8j;k 2 J1;drK; LUrj LUrk (�r(V ri )) = LUrj d�(U rk ;V ri ) + �(R(U rj ;V ri ):U rk ):Cela d�e�nit la d�eriv�ee seonde de �r(V ri ) le long de SrU . En e�et, d'une part R(U rj ;V ri ):U rk 2Urp don �(R(U;V ):U 0) est bien d�e�nie, d'autre part, par le sous-lemme 11, une formebilin�eaire B sur un espae plat est le hessien d'une fontion ssi :� B est sym�etrique, 147



� dB = ((U;U 0;U 00) 7! (DUB)(U 0;U 00)� (DU 0B)(U;U 00)) = 0,et on v�eri�e qu'e�etivement :� LUrj d�(U rk ;V ri ) et �(R(U rj ;V ri ):U rk ) sont sym�etriques en U rj et U rk ,� Pour tout l de J1;drK, LUrl LUrj d�(U rk ;V ri ) = LUrj LUrl d�(U rk ;V ri ) et LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) =LUrj (�(R(U rl ;V ri ):U rk )).(Partout, on pro�te du fait que les U rj , U rk , U rl et V ri ommutent et sont parall�eles le longde SrU plat pour remlaer les d�eriv�ees ovariantes D par des d�eriv�ees de Lie L. Cela all�egeles aluls qui suivent.)V�eri�ons don les propri�et�es annon�ees.� R(U;V ):U 0 est sym�etrique en U et U 0 par le premier point du lemme.� V�eri�ons la sym�etrie en j et k de LUrj d�(U rk ;V ri ).LUri d�(U rj ;V rk ) = LUri (LUrj �(V rk )� LV rk �(U rj ))= LUri LUrj �(V rk )� LV rk LUri �(U rj )= LUri LUrj �(V rk )� LV rk ((DUri �)(U rj )) + LV rk (�(DUri U rj ))= LUri LUrj �(V rk )� LV rk ((D d�:Uri �)( d�:U rj )) + LV rk (�(DUri U rj ))Le premier terme est sym�etrique en i et j par le lemme de Shwartz (U ri et U rj sontdes veteurs-oordonn�ees), le deuxi�eme par l'aÆrmation 1 et le troisi�eme enore pareque U ri et U rj sont des veteurs-oordonn�ees : DUri U rj � DUrj U ri = [U ri ;U rj ℄ = 0. Pourtout l de J1;drK, LUrl LUrj d�(U rk ;V ri ) = LUrj LUrl d�(U rk ;V ri ) et LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) =LUrj (�(R(U rl ;V ri ):U rk )).� Pour tout l de J1;drK, LUrl LUrj d�(U rk ;V ri ) = LUrj LUrl d�(U rk ;V ri ) : 'est le lemme deShwartz.� Pour tout l de J1;drK, LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) = LUrj (�(R(U rl ;V ri ):U rk )). Cela d�eoulede la deuxi�eme identit�e de Bianhi.LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) = (DUrl �)(R(U rj ;V ri ):U rk ) + �((DUrl R)(U rj ;V ri ):U rk )+ �(R(DUrl U rj ;V ri ):U rk ) + �(R(U rj ;DUrl V ri ):U rk )+ �(R(U rj ;V ri ):(DUrl U rk ))= �((DUrl R)(U rj ;V ri ):U rk ):En e�et, par le point (i) de la onstrution de �, D�(Ur;Ur) = f0g, or U rl 2 Ur etR(U rj ;V ri ):U rk 2 Ur, don le premier terme est nul. D'autre part, les oordonn�ees utilis�ees,fournies par le sous-lemme 10, sont telles que, le long de SrU ,DUrl U rj = DUrl U rk = DUrl V ri = 0,148



d'o�u la nullit�e des derniers termes. Alors, par la deuxi�eme identit�e de Bianhi :LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) = �((DUrl R)(U rj ;V ri ):U rk )= ��((DV ri R)(U rl ;U rj ):U rk )� �((DUrj R)(V ri ;U rl ):U rk )= ��(LV ri (R(U rl ;U rj )| {z }�0 sur X?m :U rk )�R(DV ri U rl ;U rj ):U rk �R(U rl ;DV ri U rj ):U rk�R(U rl ;U rj ):(DV ri U rk )) + �((DUrj R)(U rl ;V ri ):U rk )= �((DUrj R)(U rl ;V ri ):U rk )= LUrl (�(R(U rj ;V ri ):U rk )) par le même raisonnement,en sens ontraire.En�n, la forme � est CR�2 don LUrj d�(U rk ;V ri ) est de lasse CR�4 le long de SrU .La restrition �rjUr\TSrW est d�e�nie par les points (ii) et (ii) omme le prolongement partransport parall�ele de �jUrm\TmSrW le long de SrU , elle est don de lasse CR�2. Comme letenseur R est �egalement CR�2, l'expression �(R(U rj ;V ri ):U rk ) est enore CR�2. Finalementdon LUrj LUrk (�r(V ri )) est de lasse CR�4 le long de SrU et don �rjVr\TSrW est de lasse CR�4le long de SrU .La forme auxiliaire � est don onstruite au voisinage dem dans X?m . V�eri�ons �a pr�esentqu'elle satisfait (�0) : 8A;B 2 F; (A ? B ou A = B = F0))8p 2 X?m ;8(A;B) 2 Ap �Bp; (DA�)(B) = (DB�)(A) = 0 (�0)Par le point (I) de la onstrution de � et en reprenant les notations i-dessus, si A et Bsont deux distints des feuilletages ((Wr)Nr=1;(Ys)N 0s=0), D�(Ap;Bp) = D�(Bp;Ap) = 0, 'estle r�esultat voulu. Reste don �a prouver la propri�et�e :� pour A = B = Y0. Par onstrution, �jY0 est parall�ele le long de �Y0�m don en toutpoint de S0Y : (DY0�)(Y0) = (DY0�)(Y0) = 0. L'�egalit�e est alors vraie le long de X?m toutentier ar par (I), �jY0 est parall�ele le long des feuilles de (Y0)?.� pour A = B = Ur; r 2 J1;NK. �Ur �etant parall�ele le long des feuilles de (Wr)? (point(I)), il suÆt enore de v�eri�er la propri�et�e sur TSrW . Sur ette vari�et�e, elle est alors vraiepar le point (i) de la onstrution de �r.� pour A = Ur;k et B = Vr;k, r 2 J1;NK; k 2 J1;nrK. Il suÆt omme au point pr�e�edentde v�eri�er la propri�et�e pour �r sur TSrW .� Elle est vraie au point m par le point (ii) de la onstrution de �r.� Elle est vraie le long SrU . Vu le point pr�e�edent, il suÆt de le v�eri�er sur les d�eriv�eesde (D�)(Ur;k \TSrW ;Vr;k \TSrW) ; on le fait ave les veteurs-oordonn�ees (U ri )dri=1 et(V ri )dri=1. Soient i 2 J1;drK, j 2 J1;dkr K et l 2 Jdkr + 1;drK (i.e. i quelonque, j tel que149



U rj 2 Ur;k et l tel que V rl 2 Vr;k). Alors, par le point (iii) de la onstrution de � :LUri ((DUrj �r)(V rl )) = LUri LUrj (�r(V rl ))� LUri (�r( DUrj V rl| {z }=0 par le lemme 10, (b)))= LUri ( d�(U rj ;V rl )) + �(R(U rj ;V rl )U ri ):Mais d�(U rj ;V rl ) = (D�)(U rj ;V rl )�(D�)(V rl ;U rj ) � 0 par l'aÆrmation 1 et R(U rj ;V rl )U ri �0 par le sous-lemme 9.� Elle est vraie en�n sur TSrW . Il suÆt de montrer que pour tout p de SrW et pourtout i de J1;dkr K (i.e. i t.q. U ri 2 Ur;k) : (DUri �r)jVr;kp \TpSrW = 0. Or, si j 2 J1;drK etl 2 Jdkr + 1;drK (i.e. j quelonque et l t.q. V rl 2 �Vr;k) :LV rj ((DUri �r)(V rl )) = LV rj LUri (�(V rl ))� LV rj (�r(DUri V rl| {z }=0 ))= LUri LV rj (�r(V rl ))= LUri ((DV rj �r)(V rl )) + LUri (�r(DV rj V rl ))= (DUri �r)(DV rj V rl ) + �(DUri DV rj V rl )= (DUri �r)(DV rj V rl ) + �(DUri DV rl V rj )= (DUri �r)(DV rj V rl ) + �( R(V rl ;U ri )| {z }=0 par le ss-lemme 9.V rj ) + �r(DV rl DUri V rj| {z }=0 )= (DUri �r)(DV rj V rl ):Notons 	j = ((V rl )drl=dk+1 7! (DV rj V rl )drl=dk+1) 2 L(Vr;k\TSrW), alors le (dr�dk)-uplet(DUri �r)((V rl )drl=dk+1) satisfait le syst�eme di��erentiel lin�eaire (non autonome) d'ordreun suivant : LV rj ((DUri �r)((V rl )drl=dk+1)) = (DUri �r)(	j((V rl )drl=dk+1))= (t	j(DUri �r))((V rl )drl=dk+1):Par le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz, la solution nulle est l'unique solution pourune ondition initiale nulle. Or en�n, sur SrU , (DUri �r)((V rl )drl=dk+1) � 0 par le pointpr�e�edent. On montre alors par r�eurrene sur q que (DUri �r)((V rl )drl=dk+1) � 0 sur�q(�q�1(: : : (�1( �Ur�m)))), o�u �j(E) d�esigne l'orbite d'un sous-ensemble ensemble E deSrW sous le ot du hamp V rj . Pour q = dr, �dr(�dr�1(: : : (�1(SrU )))) = SrW , don :(DUri �r)((V rl )drl=dk+1) � (0)drl=dk+1, i.e. (DUri �r)j �Vr;k � 0, le long de SrW :La forme � satisfait don la propri�et�e vis�ee, et � satisfait don (�0).V�eri�ons en�n que � satisfait (��). Comme la propri�et�e (��) est tensorielle en A et B etque X? = (+rWr)+(+sYs), il suÆt de la v�eri�er pour les veteurs de es distributions, i.e.pour les ouples (A;B) de veteurs tangents respetivements �a A et B deux des feuilletages((Wr)r;(Ys)s). Comme � satisfait (�0) et � (�), alors si A ? B ou A = B = Y0 :d�(A;B) = (DA�)(B)� (DB�)(A) = 0 = (DA�)(B)� (DB�)(A) = d�(A;B):150



Il reste don �a v�eri�er (��) pour (A;B) 2 Ap �Bp ave A et B parmi ((Wr)r;(Ys)s), telsque A 6? B et Y0 62 fA;Bg i.e. ave A = B 6= Y0.Ajoutons quelques remarques pour restreindre enore l'�etude. A et B �etant toujoursdeux des feuilletages ((Wr)r;(Ys)s) :A 6= B ) 8p 2 X?m ;8A 2 Ap; (DA d�)(Bp;Bp) = f0g: (1)D'autre part, par l'aÆrmation 1 :8p 2 X?m ;Xp � ker d�jp: (2)En e�et, si X 2 Xp et Y 2 X?p : d�(X;Y ) = (DX�)(Y ) � (DY �)(X) = 0. V�eri�ons�a pr�esent (1). Soit p 2 X?m , A et B deux distints des feuilletages it�es, A 2 Ap et(B;B0) 2 Bp. On peut hoisir sans pr�ejudie A, B et B0 parmi les veteurs-oordonn�ees(((U ri )dri=1;(V ri )dri=1)Nr=1;((Y si )d0si=1)N 0s=0), dont on peut en tout point extraire une base de Ap etde Bp. Alors en partiulier, DAB = 0 et DAB0 = 0. De plus, A ? B.(DA d�)(B;B0) = LA((D�)(B;B0))�D�(DAB;B0)�D�(B;DAB0)= LA((D�)(B;B0))= LA(LB�(B0)� �(DBB0))= LBLA�(B0)� LA(�(DBB0))= LB(D�(A;B0)) + LB(�(DAB0))� LA(�(DBB0))= LB(D�(B0;A)) + LB(�(DAB0))� LA(�(DBB0)) par l'aÆrmation 1= LBLB0�(A)� LB(�(DAB0)) + LB(�(DAB0))� LA(�(DBB0))= LBLB0�(A)� LA(�(DBB0))qui est une expression sym�etrique en B et B0. Par ons�equent :(DA d�)(B;B0) = (DA(D�))(B;B0)� (DA(D�))(B0;B) = 0:C'est le r�esultat (1) reherh�e.En�n, il d�eoule respetivement du point (II) et du point (I) de la onstrution de �,appliqu�es �a la di��erentielle de � :8p 2 X?m ;Xp � ker d�jp: (2')A 6= B ) 8p 2 X?m ;8A 2 Ap; (DA d�)(Bp;Bp) = f0g: (1')Par (1) et (1'), la forme d(�� �) est en partiulier parall�ele le long des feuilles de X ;il suÆt don de v�eri�er (��) le long d'une setion de � : X?m ! X?m=X , par exemple lelong de S (S = fp 2 X?m = (xi(p))dXi=1 = 0g, f. p.146). Par (2) et (2'), il suÆt de v�eri�er(��) moduloX don, par exemple, sur les seuls veteurs de TS, i.e. de v�eri�er, pour haquefeuilletage A parmi ((Wr)r;(Ys)s) :8p 2 �eUm [ eVm� \ S;8A;B 2 Ap \TpS; d�(A;B) = d�(A;B):151



En�n par (1) et (1') �a nouveau, il suÆt, pour haque feuilletage A, de v�eri�er l'�egalit�ei-dessus le long de la feuille A \ S. Elle se propage �a X?m entier par transport parall�ele lelong de A?, par (1) et (1').V�eri�ons don :� 8s 2 J1;N 0K;8p 2 SsY ;8A;B 2 TpSsY ; d�(A;B) = d�(A;B):C'est imm�ediat : par d�e�nition de � : 8s 2 J1;N 0K; �jTSs=Y Y = �jTSs=Y Y .� 8r 2 J1;NK;8p 2 SrU [ SrV ;8A;B 2 TpSsW ; d�(A;B) = d�(A;B):Soit don r 2 J1;NK. Utilisons le syst�eme de oordonn�ees ((uri )i;(uri )i)) de la feuille SrW .Rappelons qu'entre autres, les veteurs-oordonn�ees v�eri�ent en tout point : 8i;j;DUri V rj =0, et en tout point de SrU : 8i;j;DUri U rj = 0. Pour tous i et j et en tout point de SrW :d�(U ri U rj ) = (DUri �)(U rj ) � (DUrj �)(U ri ) = 0 = (DUri �)(U rj ) � (DUrj �)(U ri ) = d�(U ri U rj ),par (�0) et (�) et ar Ur ? Ur. On obtient sym�etriquement le même r�esultat pour V ri etV rj . Reste don �a v�eri�er : 8p 2 SrU [ SrV ; d(� � �)jp(Urp \ TpSrW ;Vrp \ TpSrW) = f0g. C'estvrai en m par le point (ii) de la onstrution de � ; soient alors (i;j;k) 2 J1;drK3, en toutpoint de SrU on a, ave le point (iii) de la onstrution de � :LUri ( d�(U rj ;V rk )) = LUri (LUrj (�(V rk ))� LV rk (�(U rj )))= LUri ( d�(U rj ;V rk )) + �(R(U ri ;V rk )U rj )� LV rk LUri (�(U rj ))= LUri ( d�(U rj ;V rk )) + (�(DV rk DUri U rj )� �(DUri DV rk U rj| {z }�0 ))� (�(DV rk DUri U rj ) + (DV rk �)(DUri U rj| {z }=0 ))= LUri ( d�(U rj ;V rk )):Ainsi, pour tous j et k, d�(U rj ;V rk ) = d�(U rj ;V rk ) sur SrU et don, sur SrU : d(� � �)(Ur \TSrW ;Vrp\TSrW) = f0g, 'est le r�esultat herh�e. On l'obtient sym�etriquement le long de �Vs�m.Conlusion. Posons alors �Z;T;m;R = �� �. Il reste �a rassembler les r�esultats. Au pointm, �0jm = �jm � �jm :� sur Xm par le point (II),� sur haque TmSrW et haque TmSsY , don sur TmS par le point (III),don �Z;T;m;R est nulle en m.D'autre part, � v�eri�e (�) et � v�eri�e (�0) don :� 8p 2 X?m ;8A;B 2 F; (A ? B ou A = B = F0))8(A;B) 2 Ap �Bp; R(Z;A;T;B) = (D�Z;T;m;R)(A;B) = (D�Z;T;m;R)(B;A):Ensuite, � v�eri�e (��), don d�Z;T;m;R est nulle le long de eUm [ eVm.En�n, le point(ii) de la onstrution de � donne diretement :8k;l;Ur;k 6? Vr;l ) 8U 2 Ur;k;8V 2 Vr;l; � (D�Z;T;m;R)jm(U;V ) = 0(D�Z;T;m;R)jm(V;U) = 0Comme � et � sont de lasse CR�2, �Z;T;m;R l'est aussi et le deuxi�eme point du lemme152



est d�emontr�e.La lasse de �Z;T;m;R. Vu ses propri�et�es, �Z;T;m;R est d�e�nie �a une 1-forme Æ pr�es telleque :(i) 8p 2 X?m ;8A;B 2 F; (A ? B ou A = B = F0))8(A;B) 2 Ap �Bp; (DÆ)(A;B) = (DÆ)(B;A) = 0:En partiulier don : DXÆ = f0g et ÆjX = 0 ; Æ est don l'image r�eiproque par � d'uneforme sur X?m : Æ = ��(�Æ):Si ensuite �A et �B sont deux distints, don orthogonaux, parmi les feuilletages (( �Wr)r;( �Ys)s) :�B 2 �B�p ) D �B �A = f0g, don �Æj �A est parall�ele le long des feuilles de �B, i.e. �Æ est �egale�a une forme produit (Qr �Ær) � (Qs �Æ0s) o�u pour tout r, �Ær 2 �(T� �Wr�m) et pour tout s,�Æ0s 2 �(T� �Ys�m). Toujours par la même propri�et�e ave A = B = Y0, �Æ0s est parall�ele le longde la feuille (plate) �Y0�m et pour haque r, �Ærj �U est parall�ele le long de la feuille (plate) �Ur�m et�Ærj �V le long de la feuille (plate) �Vr�m. En�n, pour haque r, par la propri�et�e ave A = B = Urou A = B = Vr, �Æj �Ur est parall�ele le long de �Ur�m et �Æj �Vr le long de �Vr�m. De plus en �m :8k 2 J1;nrK;D�Æ( �Ur;k�m ; �Vr;k�m ) = D�Æ( �Vr;k�m ; �Ur;k�m ) = f0g.(ii) 8r;8k;l;Ur;k 6? Vr;l ) 8U 2 Ur;k;8V 2 Vr;l; � (DÆ)jm(U;V ) = 0(DÆ)jm(V;U) = 0Par ons�equent : 8r;8k;l; �Ur;k 6? �Vr;l ) 8 �U 2 �Ur;k;8 �V 2 �Vr;l; � (D�Æ)j �m( �U; �V ) = f0g(D�Æ)j �m( �V ; �U) = f0g Enombinant ave la derni�ere remarque du point pr�e�edent, on obtient :8r 2 J1;NK; (D�Æ)j �m( �Ur�m; �Vr�m) = (D�Æ)j �m( �Vr�m; �Ur�m)f0g et don : 8r 2 J1;NK; (D�Ær)j �m = 0:(iii) �Æ est nulle en �m.Notamment don, omme �Æ00 est parall�ele, elle est nulle. Semblablement, pour tout r de
J1;NK, �Æj �Ur est nulle sur �Ur�m et �Æj �Vr sur �Vr�m.(iv) 8p 2 eUm [ eVm;8Y;Y 0 2 TpM; dÆ(Y;Y 0) = 0:Par ons�equent, les formes �Æ0s; s 2 J1;N 0K sont ferm�ees. Par ons�equent �egalement, pourtout r, pour tout (i;j;k) de J1;nrK, le long de �Vr�m :L �V ri L �V rj (�Ær( �U rk )) = L �V ri L �Urk (�Ær( �V rj ))= L �UrkL �V ri (�Ær( �V rj ))= L �Urk ((D �V ri �Ær)( �V rj )| {z }�0 sur �Wr�m: +�Ær(D �V ri �V rj ))= (D �Urk �Ær)( D �V ri �V rj| {z }�0 sur �Vr�m:)� �Ær(D �UrkD �V ri �V rj )= �(�Ær(R( �V ri ; �U rk ): �V rj ) + �Ær(D �V ri D �Urk �V rj| {z }�0 sur �Wr�m:)= ��Ær(R( �V ri ; �U rk ): �V rj )153



Mais R( �V ri ; �U rk ): �V rj 2 Vr et par le point pr�e�edent, �Ærj �Vr est nulle le long de �Vr�m, don, le longde �Vr�m : L �V ri L �V rj (�Ær( �U rk )) = ��Ær(R( �V ri ; �U rk ): �V rj ) = 0. Or en �m, DÆr = 0, en partiulier, pourtous j et k, L �V rj (�Ær( �U rk ))j �m = 0. Par ons�equent, pour tout k, le long de �Vr�m : �Ær( �U rk ) = 0i.e. �Ærj �Ur = 0. Comme par ailleurs sur �Wr�m, D�Ær( �Ur; �Ur) = 0, �Ærj �Ur est nulle le long de �Wr�m.Sym�etriquement, �Ærj �Vr l'est aussi, et don : �Ær = 0.La forme �Z;T;m;R est don d�e�nie �a une forme Æ pr�es qui v�eri�e n�eessairement :Æ = �� �(Qr �Ær)� (Qs �Æ0s)� o�u pour tout r, �Ær est la fome nulle sur �Wr�m, o�u �Æ00 est lafome nulle sur �Y0�m et o�u pour tout s � 1, �Æ0s est une forme ferm�ee sur �Ys�m. R�eiproquement,si Æ satisfait es propri�et�es, on v�eri�e imm�ediatement que �Z;T;m;R + Æ a omme �Z;T;m;Rles propri�et�es requises par le lemme. C'est le troisi�eme point du lemme.Le as o�uXm � ker h. En�n, si l'holonomie de la vari�et�eM agit trivialement surX, alorsle long de X?m , DX�Z;T;m;R = f0g et D((�Z;T;m;R)jX = 0. Soit en e�et p 2 X?m , X 2 Xpet Y 2 X?p : (DX�Z;T;m;R)(Y ) = (DY �Z;T;m;R)(X) = R(Z;X;T;Y ) = 0. Comme de plus�Z;T;m;R est nulle en m, alors sur X?m , (�Z;T;m;R)jX = 0. Alors, quelle que soit la setion �de �X?m ! �X?�m : �Z;T;m;R = ��(��Z;T;m) o�u ��Z;T;m = ��(�Z;T;m;R) 2 T� �X?�m . 2II.5 Remarques, ommentaires et ompl�ementsQuelques remarques et orollaires sont n�eessaires pour permettre l'exploitation dulemme dans la partie suivante.Remarque : on n'obtient qu'une r�egularit�e de lasse CR�2 pour �Z;T;m;R, et pas CR�1,omme pourrait le faire attendre la relation8p 2 X?m ;8A;B 2 F; (A ? B ou A = B = F0))8(A;B) 2 Ap �Bp; R(Z;A;T;B) = (D�Z;T;m;R)(A;B) = (D�Z;T;m;R)(B;A):Cependant, de ette relation d�eoule par exemple que la restrition (�Z;T;m;R)jA de �Z;T;m;Rest de lasse CR�1 le long des feuilles de A?, si A est un feuilletage de F.Remarque : On aurait pu introduire les lasses plus larges de formes �Z;T;m | en suppri-mant la ondition relative aux relev�es R | ou �Z;T | en supprimant de plus la ontraintede nullit�e en m. Ces lasses introduisent moins d'objets arbitraires : la famille R ou le pointm, et sont don plus naturelles. Cependant, il s'agit dans tous les as d'espaes aÆnes,et leur espae vetoriel direteur ne s'exprime pas de fa�on aussi simple que pour la lasse�Z;T;m;R. On a don pr�ef�er�e ajouter les deux onditions en m. Dans tous les as, la propri�et�eint�eressante pour la suite est la suivante :Corollaire 1 Soit S = (�0s)N 0s=1 un N 0-uplet de setions des Ysm ! �Ys�m, dont on notera(S 0s)N 0s=1 les images. Alors il existe sur X?m au voisinage de m une et une seule forme dutype �Z;T;m;R telle que : 8s 2 J1;N 0K; (�Z;T;m;R)jTS0s = 0On la notera : �Z;T;m;R;S. Si de plus K est un voisinage ompat de m dans X?m , soit :� �K;CR�1(TM) l'espae des setions CR�1 de TM le long de K, muni de la norme154



sup de la topologie CR�1 sur le ompat K : jjZjj = R�1supi=0 jjDiZjj1,� �K;CR�2(T�X?m) est l'espae des setions CR�2 de T�X?m le long de K, muni de lanorme sup de la topologie CR�1 sur le ompat K : jj�jj = R�2supi=0 jjDi�jj1,� 	 la fontion : �K;CR�1(TM)2 �K;CR�2(T�X?m)(Z;T ) 	�! �Z;T;m;R;S :Alors, 	 est de lasse CR�2.Autrement dit, si S est omme dans l'�enon�e du orollaire, si R est une famille de relev�esdes drapeaux (X; (Ur;k�m )nrk=0) et (X; ((Vr;k�m )0k=nr) omme dans l'�enon�e du lemme, alors ilexiste sur X?m au voisinage de m une et une seule forme du type �Z;T , not�ee �Z;T;m;R;S, telleque :� (�Z;T )jm = 0,� 8k;l;Ur;k 6? Vr;l ) 8U 2 Ur;k;8V 2 Vr;l; � (D�Z;T )jm(U;V ) = 0(D�Z;T )jm(V;U) = 0� 8s 2 J1;N 0K; (�Z;T )jTS0s = 0, i.e. 8s 2 J1;N 0K;8 �Y 2 T �Ys�m; �Z;T;m;R( d�0s: �Y ) = 0:Cette forme est une fontion CR�2 des hamps Z et T , au sens donn�e plus haut.D�emonstration : Soit �0Z;T;m;R une forme donn�ee par le lemme, et (�0s)N 0s=1 un N 0-upletde setions des Ysm ! �Ys�m. Par le dernier point du lemme 4, �Z;T;m;R est omme exig�e dansl'�enon�e du orollaire ssi �Z;T;m;R = �0Z;T;m;R � Æ, o�u Æ est une 1-forme de T�X?m telle que :� Æ = �� �Qs �Æ0s�� 8s 2 J1;N 0K;8 �Y 2 T �Ys�m;Æ( d�0s: �Y ) = �0Z;T;m;R( d�0s: �Y ).Or Æ v�eri�e es propri�et�es ssi : 8s 2 J1;N 0K;8 �Y 2 T �Ys�m;�Æ0s( �Y ) = �0Z;T;m;R( d�0s: �Y ), e quid�e�nit une et une seule forme Æ. La forme �Z;T;m;R;S existe don et est unique.Nous ne d�emontrerons pas ii �a proprement parler la r�egularit�e de � en fontion de Z etT . Elle se v�eri�e, �a haque �etape de la onstrution, par des arguments relativement simplesmais lourds �a d�etailler de fa�on rigoureuse, dans les topologies assez omplexes des espaesqui entrent en jeu. Nous sommes onvainus que l'enjeu des d�emonstrations n'est pas l�a etavons manqu�e de temps pour proposer une r�edation propre de et aspet ; il est don trait�erapidement.Donnons ependant les deux points essentiels du raisonnement et d�etaillons, �a titred'exemple, la d�emonstration lors d'une des �etapes de la onstrution de �.La forme � est onstruite omme une di��erene : � = � � �. Il faut et il suÆt don demontrer que � et � sont fontions de lasse CR�2 de (Z;T ). La forme � est onstruite �apartir de � ; on montrera en fait qu'elle est fontion de lasse CR�2 de �.La forme �. � = (DZT )[. Les fontions (Z;T ) 7! DZT et V 7! V [ sont CR don � estfontion CR de (Z;T ).La forme �. La forme � est d�e�nie par onstrution de di��erentes de ses restritions�r et �0s. Ces restritions sont onstruites par �egalit�e ave � sur ertaines sous-vari�et�es,155



par transport parall�ele de ette pr�e�edente valeur le long de ertains feuilletages o�u 'estpossible et en�n, pour �rjVr le long de SrU par une �equation di��erentielle un peu plus lourde(f. page 147).L�a o�u � est �egale �a �, ette restrition de � est �evidemment fontion C1 de �. L�a o�uelle est d�e�nie par transport parall�ele, on v�eri�e qu'elle est fontion CR�2 de sa onditioninitiale (ette ondition initiale est une restrition le long d'une ertaine sous-vari�et�e), donfontion CR�2 de �. En�n, page 147, �rjVr est d�e�nie le long de la sous-vari�et�e plate SrU par :8<: �rjVrm = �jVrm [en fait, pas tout �a fait...℄ et (DUrm�r)jVrm = (DUrm�)jVrm8p 2 SrU ;8j;k 2 J1;drK; LUrj LUrk (�rjVr ) = LUrj d�(U rk ; � ) + �(R(U rj ; � ):U rk )o�u � est une forme �egale �a �jVr en m et prolong�ee par transport parall�ele le long de SrU .Elle est don fontion CR�2 de �. D'autre part d� est fontion lin�eaire CR de �.Ainsi, la d�eriv�ee seonde de �rjVr est fontion CR�2 de �. A ondition initiale �x�ee, �rjVrest fontion C1 de sa d�eriv�ee seonde ; elle est fontion CR�2 de sa d�eriv�ee seonde et deson 1-jet en m. Comme e 1-jet est fontion C1 de �, �rjVr est �nalement fontion CR�2de �. 2Corollaire 2 Soit s dans J1;N 0K et q 2 X?m ; Ysq est une feuille de Ys dans X?m . Alors ilexiste au voisinage de q une seule et une seule forme �sZ;T;q de (Ys?)�, nulle en q et telleque : 8p 2 Ysq ;8(Y;A) 2 Ysp �Ys?p ; R(Z;Y;T;A) = (D�sZ;T;m)(Y;A):Cette forme est la forme induite sur Ys? par l'une quelonque des formes du type �Z;T;m.Au même sens topologique que dans le orollaire pr�e�edent, �sZ;T;q est fontion CR�2 de(Z;T;q).D�emonstration : e r�esultat d�eoule d'une remarque et du troisi�eme point du lemme :� par onstrution, la restrition �a T(��1(QN 0s=0 �Ys�m)) d'une forme du type �Z;T;m;R ned�epend pas du hoix de la famille de relev�es R hoisie,� les formes �Z;T;m;R sont d�e�nies modulo �� �QN 0s=1 Z1(T� �Ys�q )�, or, pour tout s0 de
J1;N 0K, si Æ 2 �� �QN 0s=1 Z1(T� �Ys�m)�, la restrition de Æ �a (Qs6=s0 Ys)� (QrWr) est nulle lelong de Ys0q .Pour les raisons donn�ees plus haut, on admet ompl�etement ii la r�egularit�e de �sZ;T;q ommefontion de (Z;T;q). La forme �sZ;T;q est une int�egrale de fontionnelles CR de (Z;T ) aveune ondition initiale nulle en q ; le r�esultat s'obtient par un raisonnement semblable �a eluiexpos�e pour �rjVr dans la d�emonstration du orollaire 1. 2
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III Les oordonn�eesOn �etudie toujours une vari�et�e (M;g) une pseudo-riemannienne de lasse C1 loalementr�edutible, ind�eomposable ; H est son groupe d'holonomie restreint et m un de ses points.Le but de ette partie est de proposer un syst�eme de oordonn�ees loales le plus naturelet ((le plus unique)) possible deM au voisinage dem. On s'appuiera pour ela suessivementsur le lemme alg�ebrique et sur le lemme analytique qui pr�e�edent, 'est-�a-dire respetivementsur le lemme 3 page 128 et sur le lemme 4 page 141.III.1 Rappels et introdutionOn reprend ii int�egralement les notations introduites en d�ebut de partie pr�e�edente etl'appliation du lemme alg�ebrique �a l'espae tangent TmM qui y est faite : voir pour elales setions II.1.1 page 132 et II.1.3 page 135. On rappellera ependant ii pour failiter laleture les prinipaux objets introduits sur TmM dans ette derni�ere setion. On pr�esentera�egalement, toujours pour failiter la ompr�ehenion du th�eor�eme qui va suivre, une vuematriielle de la situation.III.1.1 Rappels : La situation sur l'espae tangent en mL'espae TmM est muni du drapeau anonique introduit dans la partie I, page 110 :f0g � Xm � X?m � TmM:Rappel de notation : Comme en partie II, partout, on notera alors �, indi��eremment laprojetion anonique : X?m ! X?m=Xm, la projetion int�egrale : X?m ! X?m=X ou enore laprojetion : U ! U=X , o�u U est un ouvert de arte de M, ou enore toute restrition dees projetions. On surmontera d'un theth ((�)) les objets quotient modulo �, les lassesmodulo � d'objets de TM ou de M, par exemple : �(X?m) = �X?�m, �(X?m ) = �X?�m et : : :La partie I fournit une d�eomposition H-stable, non n�eessairement anonique, deX?m=Xm : X?m=Xm = �W0�m ?� �W00�m ?� �Y �m:(f lemme 3 page 128.)Si en outre M v�eri�e les deux propri�et�es (P1) et (P2) introduites en d�ebut de partieII, page 135, et que l'on rappelle ii :�W0�m admet une d�eomposition en deux sous-espaestotalement isotropes stables suppl�ementaires. (P1)dimXm = 1; (P2)on peut alors �erire, omme expliqu�e en d�ebut de partie II :�X?�m = � ?�1�r�N �Wr�m� ?�� ?�0�s�N 0 �Ys�m� ; o�u :157



� 8r; �Wr�m = �Ur�m� �Vr�m ave �Ur�m et �Vr�m totalement isotropes, stables, ind�eomposables,� pour tout s de J0;N 0K, �Ys�m est stable par holonomie, non d�eg�en�er�e ; si s � 1, �Ys�m estirr�edutible et l'ation de l'holonomie sur �Y0�m, �eventuellement r�eduit �a f0g, est triviale.On note dr la dimension, ommune, de �Ur�m et de �Vrm, et d0s la dimension de haque �Ys�m.Chaque espae �Ur�m admet, relativement �a l'ation de l'holonomie H, des suites deJordan-H�older. On note nr la longueur de es suites, qui est aussi elle des suites de �Vr�m, o�uH agit de fa�on ontrag�ediente. On peut alors hoisir une quelonque ( �Ur;k�m )nrk=0 des suitesde Jordan-H�older de �Ur�m : les �Ur;k�m sont stables par holonomie,f0g = �Ur;0�m ( �Ur;1�m ( : : : ( �Ur;nr�m = �Ur�m et : 8k; �Ur;k�m = �Ur;k�1�m est irr�edutible.On notera �egalement dkr la dimension de haque �Ur;k�m : 0 = d0r < d1r < : : : < dnrr = dr. Pourtout k, on introduit : �Vr;k�m = �Vr�m \ ( �Ur;k�m )? ; alors :les �Vr;k�m sont stables par holonomie,f0g = �Vr;nr�m ( �Vr;nr�1�m ( : : : ( �Vr;0�m = �Vr�m et : 8k; �Vr;k�1�m = �Vr;k�m est irr�edutible.i.e. ( �Vr;k�m )0k=nr est une suite de Jordan-H�older de �Vr�m ; 'est la suite duale de ( �Ur;k�m )k=nr0 .III.1.2 Forme matriielle de l'holonomie deMPour �xer les id�ees, on donne ii l'aspet de la repr�esentation matriielle des �el�ements del'alg�ebre d'holonomie. On se restreint toutefois au as N = N 0 = 1, n1 = 3 (alors d1 = d31)et d00 6= 0. Le as g�en�eral se on�oit failement �a partir de lui. Soit une base � = (X; (U1i )d1i=1;(V ri )d1i=1; ((Y si )d0si=0)1s=0; Z) de TmM telle que :� X est une base de Xm ; pour tout k de J1;3K, (X;(U1i )dk1i=1) est une base de Ur;km et(X;(V 1i )dk1i=1) une base de Vr;km ; (X;(Y 0i )d00i=1) une base de Y0m et (X;(Y 1i )d01i=1) une base deY1m ;
� Mat�(g) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 10 0... 0 Id1 0 0 ...0 00 0... Id1 0 0 0 ...0 00 0... 0 0 Ip0;q0 0 ...0 00 0... 0 0 0 Ip1;q1 ...0 01 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
.
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Alors, dans �, et en notant h l'alg�ebre d'holonomie de H :h � ( h 2 L(TmM) = Mat�(h) =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

a(h) �a11(h) : : : �a1d1(h) â11(h) : : : â1d1(h) a01(h) : : : a0d00(h) a11(h) : : : a1d01(h) 00 A11;1(h) A11;2(h) A11;3(h) �â11(h)... 0 A12;2(h) A12;3(h) 0 0 0 ...0 0 0 A13;3(h) �â1d1(h)0 �tA11;1(h) 0 0 ��a11(h)... 0 �tA11;2(h) �tA12;2(h) 0 0 0 ...0 �tA11;3(h) �tA12;3(h) �tA13;3(h) ��a1d1(h)0 �"01a01(h)... 0 0 0 0 ...0 �"0d00a0d00(h)0 �"11a11(h)... 0 0 0 A01(h) ...0 �"1d01a1d01(h)0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 �a(h)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAet A01(h) 2 sop1;q1(R) )o�u 8s 2 f0;1g;8i 2 J1;d0sK; "si = 1 , i � ps et "si = �1 , i > ps et o�u la repr�esenta-tion de fA1k;k(h) = h 2 hg dans Rdk1�dk�11 (pour tout k de J1;3K) et la repr�esentation defA01(h) = h 2 hg dans Rd01 sont simples.III.2 Le th�eor�emeIII.2.1 Pr�eliminaires et notationsNotation : Si a et b sont deux formes lin�eaires sur un R-espae vetoriel E, on note ab leurproduit tensoriel sym�etris�e : ab = a s
 b = 12(a
 b+ b
 a).Les hypoth�eses. Vu les r�esultats alg�ebriques i-dessus r�esum�es, on s'attahe �a la situationsuivante. On suppose que l'espae tangent en m �a M admet un sous-espae totalementisotrope Xm stable par holonomie de dimension 1 et que �X �m = X?m=Xm admet la d�eom-position stable par holonomie :�X?�m = � ?�1�r�N �Wr�m� ?�� ?�0�s�N 0 �Ys�m� ave :� 8r 2 J1;NK; �Wr = �Ur�m � �Vr�m ave �Ur�m et �Vr�m totalement isotropes, stables,� ( �Ur;k�m )nrk=1 une suite de Jordan-H�older de �Ur�m sous l'ation de H,� ( �Vr;k�m )0k=nr�1 la suite de Jordan-H�older de �Vr�m sous l'ation deH, duale de la pr�e�edente,� l'ation de l'holonomie sur �Y0�m (de dimension �eventuellement nulle) est triviale.Ces sous-espaes induisent des feuilletages parall�eles (X ;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0).159



Rappels de notation : On note dr = dim �Ur�m, dkr = dim �Ur;k�m et d0s = dim �Ys�m. D'autrepart, si p est un point de M, on note eUp et eVp les sous-vari�et�es deM d�e�nies, au moins auvoisinage de p, par : eUp = ��1 ( NYr=1 �Ur�p)� ( N 0Ys=0 �Ys�p)!et : eVp = ��1 ( NYr=1 �Vr�p)� ( N 0Ys=0 �Ys�p)!D�e�nition 4 On dira qu'un syst�eme de oordonn�ees (x;(ur;vr)Nr=1;(ys)N 0s=0;z) = (x; ((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0s=0; z) est adapt�e aux feuilletages (X ; ((Ur;k)nrk=0)Nr=1; ((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0) (stables ou non par holonomie) si :� la oordonn�ee x param�etre les feuilles de X ,� les oordonn�ees (x;(uri )dkri=1) elles de Ur;k et les oordonn�ees (x;(vri )dri=dkr+1) elles deVr;k, pour tout r de J1;NK et tout k de J1;nrK,� les oordonn�ees (x;(ysi )d0si=1) elles de Ys, pour tout s de J0;N 0K,� les oordonn�ees (x;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;((ysi )d0si=0)N 0s=0) elles de X?.Remarque/notation. Dans un tel syst�eme, s'il en existe, vu les diverses relations d'ortho-gonalit�e des distributions (X;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0), la m�etrique prend laforme : g =  NXr=1 gr!+ N 0Xs=0 g0s!+ 2 dzo�u  est une 1-forme et o�u :� pour tout s de J0;N 0K, g0s =Pd0si;j=1 g0si;j dysi dysj ,� pour tout r de J1;NK, gr = 2Pnrk=1Pdkri=dk�1r +1Pdkrj=1 gri;j duri dvrj .Proposition 3 On note (X;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0) les distributions tan-gentes aux feuilletages (X ;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0). Ces distributions sontstables par transport parall�ele ssi la m�etrique g, dans des oordonn�ees adapt�ees aux feuille-tages, v�eri�e la propri�et�e suivante :Pour tout ouple (A;B) de feuilletages parmi (X ;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0),tout ouple (A;B) de veteurs-oordonn�ees de A�B et tout veteur-oordonn�ee C :A ? B) LBg(A;C) = LAg(B;C). (P)Par le alul, on v�eri�e que (P) admet la formulation matriielle suivante :� pour tout s de J0;N 0K, la matrie (g0si;j)d0si;j=1 ne d�epend que de ys et z ; pour tout r de
J1;NK, la matrie egr = (gri;j)dri;j=1 ne d�epend que de ur, vr et z. En outre, pour tout (k;l) de
J1;nrK2, la matrie (gri;j)dri=dkr+1dkrj=1 est ind�ependante des (uri )dkri=1 et des (vrj )drj=dlr+1.160



� 8r 2 J1;NK8i;j;k 2 J1;drK; �gri;j=�urk = �gri;k=�urj et �gri;j=�vrk = �grk;j=�vri .� la 1-forme  satisfait : 8A;B 2 F;A ? B ) d(A;B) = f0g.D�emonstration de la proposition.Le sens ) . On suppose les feuilletages stables par transport parall�ele. Soient A et Bdeux feuilletages orthogonaux de F et (A;B) un ouple de veteurs-oordonn�ees dans A�B,soit C un veteur-oordonn�ee quelonque. Alors :LB < A;C >=< DBA;C > + < B;DAC >=< DBA;C > + < B;DCA > :Le hamp A est dansA, distribution parall�ele, donDCA 2 A ? B et don< B;DCA >= 0.Comme DBA = DAB, LB < A;C > est don une expression sym�etrique en A et B, 'est ler�esultat.Le sens ( . Soit A un des feuilletages ; on veut don montrer que, pour tout veteur-oordonn�ee A tangent au feuilletage A :8p 2M;8C 2 TpM;DCA 2 A:Pour le montrer, prenons B un veteur-oordonn�ee tangent �a A?, quelonque ; il suÆt demontrer que pour tout veteur-oordonn�ee C : < DCA;B >= 0. Or :< DCA;B >= 12 (LC < A;B > +LA < B;C > �LB < A;C >) :Le veteur-oordonn�ee B est suppos�e orthogonal �a A don LC < A;B >= LC0 = 0. D'autrepart, par (P), LA < B;C >= LB < A;C >. Le r�esultat suit. 2Remarque. Le but vis�e est la onstrution de oordonn�ees adapt�ees aux divers feuilletagesparall�eles en pr�esene et ((suÆsamment uniques)) pour qu'il soit possible d'y lire les propri�et�esde l'holonomie loale. Cette uniit�e sera obtenue en ajoutant des ontraintes suppl�ementairesportant essentiellement sur la forme .La propri�et�e (P) satisfaite par tout syst�eme de oordonn�ees adapt�ees �a des feuilletagesstables par holonomie inite �a reherher une forme  ferm�ee. Ce n'est en g�en�eral pas to-talement possible ; on peut ependant s'en approher au maximum ; 'est e que fait, entreautres, le th�eor�eme qui suit. Introduisons en�n une derni�ere notation.Notation. Si M est muni de oordonn�ees, si p 2 M et si A, B et C sont trois veteurs-oordonn�ees de TmM, on notera �CA;B le oeÆient de Christo�el relatif �a A, B et C ; les�CA;B sont d�e�nis par : DAB = DBA = XCveteur-oordonn�ee �CA;BC:III.2.2 L'�enon�e et un r�esultat onnexe importantOn peut �a pr�esent introduire les oordonn�ees propos�ees.Th�eor�eme 1 Sous les hypoth�eses et ave les notations introduites dans la setion pr�e�edente :(a) Il existe, au voisinage de m, un syst�eme de oordonn�ees (x;(ur ;vr)Nr=1;(ys)N 0s=0;z) =(x; ((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0s=0; z) de lasse C1, entr�e en m et :161



(I) adapt�e aux feuilletages (X ;((Ur;k)nrk=0)Nr=1;((Vr;k)0k=nr)Nr=1;(Ys)N 0s=0),(II) v�eri�ant de plus les propri�et�es suivantes :(i) en tout point,� g00 =Pd00i=1 "0i ( dy0i )2 o�u 8i 2 J1;d00K; "0i = �1,� (Z) = 0 ;(ii) Pour tout r de J1;NK, la matrie gr v�eri�e :8p 2 X?m ; (�gr=�z)jp = 0 et : 8p 2 Urm [ Vrm; gr = 2 drXi=1 duri dvri ;En notant mz le point de oordonn�ees (0; : : : ;0;z), la forme  v�eri�e :� en tout point de X?m ,  = dx,� le long de la ourbe (mz)z,  = dx et :8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;8(i;j) 2 J1;dkr K2; � ��uri �jmz�(V rj )� =  ��vrj !jmz((U ri )) = 0;� pour tout z et en tout point p de [z � eUmz [ eVmz�, djX?p = 0,� en introduisant Ssz = fp 2 Ysmz= x(p) = 0g : 8s 2 J1;N 0K;8p 2 Ssz ; jTpSsz = 0 ;(iii) g(m) = �2PNr=1Pdri=1 duri dvri �+ �PN 0s=0Pd0si=1 "si ( dysi )2�+ 2dxdz o�u "si = �1.(b) Si deux tels syst�emes de oordonn�ees o��nident sur leurs sous-vari�et�es Ss0 pours 2 J1;N 0K et ont leurs veteurs-oordonn�ees assoi�es (X; (Y 0i )d00i=1; ((U ri )dri=1)Nr=1) �egaux enm, alors ils o��nident sur l'intersetion de leurs domaines de d�e�nition. C'est don enpartiulier le as s'ils o��nident sur X?m .() Les oordonn�ees sont adapt�ees aux feuilletages en pr�esene, la m�etrique v�eri�e alorsnaturellement la propri�et�e (P) �enon�ee page 160. En outre, la forme  est d�etermin�ee parles onditions du (II), (ii) et par les deux relations di��erentielles suivantes :� Pour tous A et B de F, tout point p deM et tout ouple (A;B) de veteurs-oordonn�eesde Ap �Bp :�(A ? B) ou (A = Y0)�) LALZ(B) =< R(Z;A)Z;B > + XCveteur-oordonn�ee �CA;BLZ(C):� Pour tout r de J1;NK, pour tout z,8>>>>>>><>>>>>>>:sur Umz : 8i;j;k 2 J1;drK; LUiLUjLZ(Vk) = LVk [< R(Z;Ui)Z;Uj > + XCveteur-oordonn�ee �CUi;UjLZ(C)℄sur Vmz : 8i;j;k 2 J1;drK; LViLVjLZ(Uk) = LUk [< R(Z;Vi)Z;Vj > + XCveteur-oordonn�ee �CVi;VjLZ(C)℄Remarque. Le r�esultat obtenu en () est d�eevant. Certes, les onditions impos�ees en (a)(II) �a la forme  la rendent d�etermin�ee, pour le reste, par la g�eom�etrie de la vari�et�e. Cette162



d�etermination, d�etaill�ee par le (), reste ependant ompliqu�ee et diÆilement utilisable.On n'a h�elas pas trouv�e, dans ette optique, de meilleurs hoix de ontraintes sur .Toutefois, le point () admet pour une part une expression plus simple, donn�ee parla proposition qui suit ; le premier point de elle-i permettra notamment en partie IV delassi�er loalement les vari�et�es lorentziennes �a holonomie r�edutible-ind�eomposable.Proposition 4 Le point () du th�eor�eme implique :� pour tous A et B de F, tout point p deM et tout ouple (A;B) de veteurs-oordonn�eesde Ap �Bp : �(A ? B et A\ B = X ) ou (A = Y0) �)(X):LZ �LA(B):(X)�1� =< R(Z;A):Z;B > :� pour tout r de J1;NK et en tout point p de X?m :8i;j 2 J1;drK; LUiLZ(Uj) =< R(Z;Ui)Z;Uj >=< R(Z;Uj)Z;Ui > :En�n, il est important de noter que la ((r�eiproque)) du th�eor�eme 1 est v�eri��ee : si unouvert de Rd est muni d'une m�etrique du type donn�e par e th�eor�eme, l'espae TmMadmet alors des sous-espaes stables par holonomie omme dans la situation d�erite page159 en d�ebut de setion III.2.2. C'est la ons�equene imm�ediate de la proposition 3 page 160.La d�emonstration du th�eor�eme et de la proposition 4 sont regroup�ees en �n de partie,setion III.5 page 174.III.2.3 La forme matriielle de la m�etriqueDonnons un aper�u matriiel de la situation, pour permettre la mise en rapport avela matrie g�en�erique de l'holonomie donn�ee page 159. On suppose de même N = N 0 = 1,n1 = 3 (alors d1 = d31) et d00 6= 0. Dans les oordonn�ees donn�ees par le th�eor�eme, la m�etriqueest alors de matrie :
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x u11 : : : u1d11 u1d11+1 : : : u1d21 u1d21+1 : : : u1d31 v11 : : : v1d11 v1d11+1 : : : v1d21 v1d21+1 : : : v1d31 y01 : : : y0d00 y11 : : : y1d01 z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 . . . . . 0 0 . . . . . 0 00 �11... 0 0 0 0 ...0 teg1(u1;v1;z) �1d310 eg1(u1;v1;z) ̂11... 0 0 0 0 ...0 ̂1d310 00... 0 0 Ip0;q0 0 ...0 0d000 11... 0 0 0 g01(y1;z) ...0 1d010 �11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �1d31 ̂11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ̂1d31 01 : : : 0d0011 : : : 1d01 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAo�u eg1 est la matrie (gi;j)d1i;j=1, repr�esent�ee par0� eg10 1A ar : 8k 2 J1;2K;8(i;j) 2 Jdk1 + 1;d31K� J1;dk1K; gi;j = 0:La matrie de la forme g1 du th�eor�eme est don : � 0 teg1eg1 0 �. La matrie eg1 d�epend desoordonn�ees ((u1i )d1i=1;(v1i )d1i=1;z) et est don not�ee eg1(u1;v1;z). De la même fa�on, g01 d�ependde ((y1i )d01i=1;z) et est don not�ee g01(y1;z). Les oeÆients de  d�ependent potentiellementde toutes les oordonn�ees.III.2.4 Remarques suppl�ementaires et ommentaireRemarque : La m�etrique g est une 2-forme en tout point non d�eg�en�er�ee don, dans lasituation et sous les notations du th�eor�eme, en tout point :� Les matries egr, pour tout r de J1;NK et les matries g0s, pour tout s de J1;N 0K, sontinversibles. Plus pr�eis�ement pour les premi�eres : pour tout r de J1;NK et tout k de J1;nrK,la matrie (gi;j)dkri;j=dk�1r +1 est inversible.� (X) 6= 0. 164



Une autre pr�esentation de la forme . On peut �egalement pr�esenter la forme  ommeelle apparâ�t dans la matrie expos�ee plus haut, i.e. omme une forme du type : =  NXr=1 drXi=1 �ri duri + ̂ri dvri!+0� N 0Xs=0 d0sXi=1 si dysi1A+ 0 dx:ave :� le long de X?m et de (mz)z, 8r 2 J1;NK;8i 2 J1;drK; �ri = ̂ri = 0, 8s 2 J0;N 0K;8i 2
J1;d0sK; si = 0, 0 = 1 et, le long de (mz)z :8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;8(i;j) 2 J1;dkr K2; �̂rj�uri = ��rj�vri = 0;� en tout point p de [z � eUmz [ eVmz� et pour tous les indies r;r0;s;s0 de J1;NK2�J0;N 0K2 :��ri�x = �0�uri ��ri�ur0j = ��r0j�uri�̂ri�x = �0�vri �̂ri�ur0j = ��r0j�vri �̂ri�vr0j = �̂r0j�vri�si�x = �0�ysi �si�urj = ��rj�ysi �si�vrj = �̂rj�ysi �si�ys0j = �s0j�ysi :� 8s 2 J1;N 0K;8i 2 J1;d0sK;8z;8p 2 Ssz ; si (p) = 0:Le deuxi�eme point du () devient :8r 6= r0; 0 ��z ��10 ��ri�ur0j � =< R(Z;U ri ):Z;U r0j > ; 0 ��z ��10 �̂ri�vr0j � =< R(Z;V ri ):Z;V r0j >et 0 ��z ��10 ��ri�vr0j � = 0 ��z ��10 �̂ri�ur0j � =< R(Z;U ri ):Z;V r0j >=< R(Z;V ri ):Z;U r0j > ;8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;8(i;j) 2 J1;dkr K� Jdkr + 1;drK;0 ��z ��10 ��ri�vrj � = 0 ��z ��10 �̂rj�uri � =< R(Z;U ri ):Z;V rj >=< R(Z;V rj ):Z;U ri > ;8r;8s; 0 ��z ��10 ��ri�ysj � = 0 ��z ��10 �sj�uri � =< R(Z;U ri ):Z;Y sj >=< R(Z;Y sj ):Z;U ri > et0 ��z ��10 �̂ri�ysj � = 0 ��z ��10 �sj�vri � =< R(Z;V ri ):Z;Y sj >=< R(Z;Y sj ):Z;V ri > ;8(s;s;0) 2 J0;N 0K2; s 6= s0 ou s = s0 = 0) 0 ��z ��10 �si�ys0j � =< R(Z;Y si ):Z;Y s0j > :Un ommentaire. Exiger seulement d'un syst�eme loal de oordonn�ees deM au voisinagede m qu'il param�etre, par ertains de ses sous-syst�emes, les feuilles de X , des Ur;k, desVr;k, des Ys et de X? est une ontrainte relativement ((molle)). Plus pr�eis�ement, auune((ondition initiale)) sur les oordonn�ees, �x�ee sur ertaines des feuilles de es feuilletages,ne peut d�eterminer un tel syst�eme de fa�on unique.Ce n'est pas la situation dans un produit riemannien. Soit en e�et (M;g) une vari�et�epseudo-riemannienne loalement isom�etrique �a un produit riemannienQNr=1(Ar;gr) et d�esi-gnons enore par (Ar)Nr=1 les feuilletages de M, transverses et suppl�ementaires, d�etermin�espar les submersionsM!M=Ar). Alors, un syst�eme de oordonn�ees ((ari )dri=1)Nr=1 dont lessous-syst�emes (ari )dri=1 param�etrent les feuilles des Ar, 'est-�a-dire un syst�eme de oordonn�eesproduit, est d�etermin�e de fa�on unique par la valeur de haque (ari )dri=1 sur haque Arm, o�u165



m est un point quelonque deM. Autrement dit, une ondition suÆsante d'�egalit�e de deuxsyst�emes de oordonn�ees produit, est leur �egalit�e sur les sous-vari�et�es fateurs.Dans le as qui nous oupe, la non-uniit�e plus aÆrm�ee des oordonn�ees adapt�ees auxfeuilletages vient bien sûr du fait que la ((somme)) de es feuilletages n'est pas la vari�et�e M :8p 2M; ( N+r=1Urp)+( N+r=1Vrp)+( N 0+s=1Ysp) ( TpM. Cependant, herher une famille partiuli�erede oordonn�ees loales de M munie d'une onditions suÆsante d'�egalit�e qui soit la plusfaible possible (ii le (b) du th�eor�eme) est potentiellement int�eressant. On peut en esp�ereren e�et :� une ertaine ompr�ehension de la g�eom�etrie loale de M, dans la mesure o�u ertainsinvariants peuvent se d�egager,� trouver quelles familles de vari�et�esM satisfont telle ou telle propri�et�e suppl�ementaire,portant par exemple sur l'holonomie, et se donner une id�ee de la ((taille)) de es familles ;prouver �eventuellement que ertaines propri�et�es ne peuvent pas être v�eri��ees par des vari�et�esompl�etes (dans les divers sens que ette notion peut revêtir dans le adre pseudo-riemannien)ar les oeÆients de la m�etrique divergent alors en temps �ni (enore en un sens �a pr�eiser).[Ces points sont du moins ii �a l'�etat d'espoir et nous ont motiv�e dans la reherhe de esoordonn�ees. Reste �a voir e qu'il en est e�etivement...℄ Aussi a-t-on ajout�e aux onditionsnaturelles (a), (I), les diverses onditions, plus arbitraires, du (a), (II) et du (a), (III).On pr�eisera au ours des setions suivantes dans quelles mesure elles sont partiellementnaturelles, et aussi quelle part d'arbitraire elles ontiennent. Mentionnons notamment laondition suppl�ementaire de base qui a guid�e la d�emarhe :exiger que < Z;Z >= 0; o�u Z est le veteur-oordonn�es transverse �a X?:C'est la premi�ere nouveaut�e par rapport aux oordonn�ees de Walker ([W50a℄, [W50b℄).Remarquons en�n une di��erene qui subsiste ave un produit riemannien. Dans e der-nier as, la propri�et�e d'uniit�e d'un syst�eme de oordonn�ees �x�e sur les fateurs, existeaussi pour la vari�et�e : deux produits riemanniens loaux, loalement isom�etriques sur leurssous-vari�et�es-fateurs, sont loalement isom�etriques. Ce n'est pas le as dans la situationdu pr�esent th�eor�eme. Si M est donn�ee et que deux syst�emes de oordonn�ees du type duth�eor�eme o��nident sur X?m , ils sont �egaux. Mais il existe une in�nit�e de vari�et�es M loa-lement isomorphes sur une de leurs feuilles X?m ( 'est-�a-dire, (M;g) et (M0;g0) sont deuxtelles vari�et�es, si : 9m 2 M;9m0 2 M0;9' : X?m ! X 0?m0 : '�g0jTX 0?m0 = gjTX?m et '�D0jTX 0?m0 =DjTX?m o�u D et D0 sont les onnexions respetives de M et M0).III.3 Quatre as partiuliersLe th�eor�eme aborde une situation d'une ertaine g�en�eralit�e ; 'est une des raisons dela ompliation de son �enon�e. Dans ertains as partiuliers, le r�esultat s'exprime plussimplement. On en onsid�ere quatre ii. Le premier indique omment se traduit dans lesoordonn�ees une ertaine propri�et�e suppl�ementaire de l'holonomie. Les deux suivants sup-posent partiuli�ere la situation alg�ebrique sur X?m. Les deux derniers sont des sous-as dudeuxi�eme.Le th�eor�eme aÆrme l'existene de oordonn�eres v�eri�ant des propri�et�es plus ou moinsnaturelles. L'examen du troisi�eme as partiulier �elaire le hoix de ertaines de es pro-pri�et�es. On s'attardera don �a quelques ommentaires �a son sujet (III.3.4)166



III.3.1 Quand l'holonomie agit-elle trivialement sur Xm?Proposition 5 Dans la situation et sous les notations du th�eor�eme, l'holonomie restreinteH agit trivialement sur Xm ssi  est de la forme : = dx+ ��� o�u � est une 1-forme sur �M:La m�etrique g est alors de la forme :g =  NXr=1 gr!+ g00 + N 0Xs=1 g0s!+ 2(���) dz + 2dxdz:Le premier point du (a) (II) (ii) devient : ���jT �X?�m = 0 et le deuxi�eme point du () :�(A ? B et A\ B = X ) ou (A = Y0) �) LZLA(B) =< R(Z;A):Z;B > :D�emonstration. D�eoule du point () du lemme 4 page 141. 2Remarque : La d�emonstration du th�eor�eme dans e as partiulier est notoirement plussimple. On n'a en un sens pas �a onstruire au pr�ealable la famille de setions (Sz)z (voirpage 182 et suivantes).Remarque : Dans e as, pour tout s de J1;N 0K, le long de [zYsmz , pour tout i de J1;d0sK,(Y si ) = 0 i.e. < Z;Y si >= 0.III.3.2 Le as o�u N = 0 : pas de fateur de type ((�U �m � �V �m)) dans lad�eomposition de �X?�mSi la vari�et�e M est lorentzienne, on est notamment n�eessairement dans e as ; TmMn'admet en e�et pas de sous-espae totalement isotrope de dimension sup�erieure ou �egale �adeux. Pour ette raison, itons la forme que prend l'�enon�e dans e as.Th�eor�eme 1 (Cas o�u N = 0) Dans la situation pr�esent�ee en III.1 :(a) Il existe, au voisinage de m, un syst�eme de oordonn�ees (x;(ys)N 0s=0;z) = (x;((ysi )d0si=1)N 0s=0;z) de lasse C1, entr�e en m et :(I) adapt�e aux feuilletages (X ;(Ys)N 0s=0), ( f. def. 4 p. 160)(II) v�eri�ant de plus les propri�et�es suivantes :(i) en tout point,� g00 =Pd00i=1 "0i ( dy0i )2 o�u 8i 2 J1;d00K; "0i = �1,� (Z) = 0 ;(ii) en notant mz le point de oordonn�ees (0; : : : ;0;z), la forme  v�eri�e :� en tout point de X?m ,  = dx,� le long de la ourbe (mz)z,  = dx,� pour tout z, jTX?mz est ferm�ee,� en introduisant Ssz = fp 2 Ysmz= x(p) = 0g : 8s 2 J1;N 0K;8p 2 Ssz ; jTpS0sz = 0 ;(iii) g(m) = �PN 0s=0Pd0si=1 "si ( dysi )2�+ 2dxdz o�u "si = �1.167



(b) Si deux tels syst�emes de oordonn�ees o��nident sur leurs sous-vari�et�es Ss0 pours 2 J1;N 0K et ont leurs veteurs-oordonn�ees assoi�es (X; (Y 0i )d00i=1) �egaux en m, alors ilso��nident sur l'intersetion de leurs domaines de d�e�nition. C'est don en partiulier leas s'ils o��nident sur X?m .() Alors, de plus :� Pour tout s de J1;N 0K, la matrie (g0si;j)d0si;j=1 ne d�epend que de ys et z.� la forme  est d�etermin�ee par les onditions du (II), (ii) et par la relation suivante :Pour tous A et B parmi (X ; (Ys)N 0s=0), tout point p de M et tout ouple (A;B) deveteurs-oordonn�ees de Ap �Bp :�(A ? B) ou (A = Y0) �) (X):LZ �LA(B):(X)�1� =< R(Z;A):Z;B > :Remarque. Les deux points du () impliquent dans e as que g v�eri�e la propri�et�e (P)introduite page 160.III.3.3 Le as o�u la repr�esentation de H dans �X?�m est irr�edutible (et nontriviale de dimension 1) et elle dans Xm, trivialeC'est le as le plus simple. Les seuls feuilletages strits de M, stables par holonomie,sont X et X? = Ys et il existe un veteur X non nul de X, globalement parall�ele.Dans une telle situation, la premi�ere propri�et�e reherh�ee de la part d'un syst�eme deoordonn�ees ((adapt�ees)) est qu'il respete les feuilletages anoniques X et X?, i.e. qu'il soitde la forme (x; (yi)d0i=1; z) o�u :� la oordonn�ee x param�etre les feuilles de X ,� les oordonn�ees (x; (yi)d0i=1) param�etrent elles de X?.Dans la base de veteurs-oordonn�ees assoi�ee �a un tel syst�eme, la m�etrique est alors de laforme : g = g0 + 2 dzo�u  est une 1-forme quelonque et o�u g0 n'a pas de terme fateur de dx ou de dz. Matri-iellement : Mat(X;(Yi)d0i=1;Z)(g) = 0BBBBB� 0 0 : : : 0 �0 �... g0 ...0 �� � : : : � �
1CCCCCALa forme la plus simple �a laquelle on puisse souhaiter ramener  est alors :  = dx.En e�et Z est n�eessairement non orthogonal �a X, on souhaite don < Z;X >= 1 ; elainvite �a reherher Z isotrope et tel que : 8i 2 J1;d0K; < Z;Yi >= 0. Si un tel syst�eme deoordonn�ees existe : Mat(X;(Yi)d0i=1;Z)(g) = 0BBBBB� 0 0 : : : 0 10 0... g0 ...0 01 0 : : : 0 0
1CCCCCA168



ave g0 = g0((yi)d0i=1;z) (la d�ependane en z est alors e�etive, sinon la distribution vet(z)serait parall�ele, e qui est suppos�e ne pas être le as). Or, un tel souhait est r�ealisable. C'estpr�eis�ement l'existene d'un tel syst�eme qu'aÆrme le th�eor�eme.Th�eor�eme 1 (Cas o�u la repr�esentation de H dans �X?�m est irr�edutible et o�u ellede H dans Xm, triviale.) Dans la situation pr�esent�ee en III.1 :(a) Il existe, au voisinage de m, un syst�eme de oordonn�ees (x;y;z) = (x; (yi)d0si=1; z) delasse C1, entr�e en m et :(I) adapt�e aux feuilletages X et X?, ( f. def. 4 p. 160)(II) o�u g s'�erit alors g = g0 + 2dxdz ave :� en tout point, g0 =Pd0i;j=1 g0i;j dyi dyj, (g0i;j)d0i;j=1 2 Md0(R) ;� en m, (g0i;j)d0i;j=1 = ("iÆi;j)d0i;j=1 o�u "i = �1.(b) Si deux tels syst�emes de oordonn�ees o��nident sur leur sous-vari�et�e S0 = fp 2X?m = x(p) = 0g et ont leurs veteurs-oordonn�ees assoi�es X �egaux en m, alors ils o��nidentsur l'intersetion de leurs domaines de d�e�nition.C'est don en partiulier le as s'ils o��nident sur X?m .() Alors, de plus, la matrie (g0i;j)d0i;j=1 ne d�epend pas de x.Remarque : N�eessairement, un tel syst�eme de oordonn�ees poss�ede de plus la propri�et�eremarquable suivante : en tout point, DZZ = 0:Il existe don une d�emonstration de e as partiulier, beauoup plus simple que ellede l'�enon�e g�en�eral. Il suÆt :(i) de onstruire les oordonn�ees et le veteur Z le long de X?m , 'est-�a-dire :� de hoisir des oordonn�ees, issues d'une base pseudo-orthonorm�ee, quelonques, de �X?�m ,� de hoisir une setion passant par m quelonque de X?m ! �X?�m et de relever sur elleles oordonn�ees du point pr�e�edent,� de hoisir un veteur X non nul de Xm et de le propager par transport parall�ele lelong de X?m ; le ot de X propage alors les oordonn�ees du point pr�e�edent �a la feuilleX?m enti�ere,� de d�e�nir le long de X?m le veteur Z par : < Z;X >= 1, 8i 2 J1;d0K; < Z;Yi >= 0 et< Z;Z >= 0 ;(ii) de propager es oordonn�ees par le ot g�eod�esique issu de Z, 'est-�a-dire :� de propager le hamp Z �a un voisinage de m par le ot g�eod�esique (DZZ = 0),� en�n, de propager les oordonn�ees (x;(yi)d0i=1) de X?m par le ot de Z.On v�eri�e alors | e n'est pas totalement imm�ediat! | que le ot �z de Z au temps zenvoie, pour tout p, Xp sur X�z(p), X?m sur X?�z(m) et qu'en tout point,< Z;X >= 0 et8i 2 J1;d0K; < Z;Yi >= 0. C'est le r�esultat herh�e.169



III.3.4 Un �elairage des motivations de l'�enon�e g�en�eralL'entreprise qu'on s'�etait ii propos�ee est don un su�es et les syst�emes obtenus,v�eri�ant DZZ = 0, sont relativement anoniques : leur valeur sur X?m les d�etermine.Cei invite �a tenter de bâtir des syst�emes de oordonn�ees selon la même philosophie,dans des as plus g�en�eraux. On est alors ontraint de ompliquer . Le hoix, arbitraire, quia �et�e e�etu�e ii, est de herher en priorit�e �a :� onserver la propri�et�e : < Z;Z >= 0, i.e. (Z) = 0,� onserver ((autant que possible)) la propri�et�e : < Z;Y >= 0, i.e. (Y ) = 0, o�u ond�esigne ii par Y les veteurs-oordonn�ees distints de X et Z.D'autre part, on veut imposer assez de ontrainte pour que le syst�eme de oordonn�ees soitdans tous les as d�etermin�e par sa valeur le long de X?m .Si N = 0, d00 = 0, N 0 = 1 mais que la repr�esentation de H dans Xm n'est pas triviale.On parvient dans e as �a un syst�eme (x; ((ysi )d0si=1)N 0s=1; z) o�u :� (Z) = 0� le long de X?m et le long de x�1(0) : 8i 2 J1;d0K; (Yi) = 0.Remarque : pour tout z, l'holonomie de la feuille X?mz agit trivialement sur Xmz ; on peutdon propager le veteurX au pointmz, par transport parall�ele, sur la feuilleX?mz . Ce hampn'est pas le hamp de veteur-oordonn�ee X. En e�et, ave les hoix e�etu�es, DYiX 6= 0en g�en�eral | sauf le long des hypersurfaes X?m et x�1(0). Il existe d'autres syst�emes deoordonn�ees, v�eri�ant ette fois les ontraintes :� (X) = 1� 8i 2 J1;d0K; (Yi) = 0.� le long de X?m et de x�1(0) : (Z) = 0.Dans de tels syst�emes, le veteur-oordonn�ee X est parall�ele le long de haque feuille X?mz .En revanhe, on n'a plus, omme ave les hoix pr�e�edents : DZX = 0.Une fois onstruites les oordonn�ees (x;(yi)d0i=1) sur X?m , les deux types de propagationsont en fait tr�es prohes. Ils fournissent des syst�emes qui o��nident le long de x�1(0) ; ene�et dans les deux as, le long de ette hypersurfae, DZZ = 0. Seule la propagation desoordonn�ees dans la diretion du feuilletage X di��ere ensuite. Il est �egalement �a noter que,dans les deux as, g0 = (g(Yi;Yj))d0i;j=1 ne d�epend pas de la oordonn�ee x. Comme les deuxsyst�emes o��nident le long de x�1(0), leur fontion g0((yi)d0i=1;z) est la même.Par ons�equent : Une fois impos�ee la ontrainte :le long de x�1(0); (Z) = 0 et (X) = 1;auun des deux types de hoix :[(Z) = 0 et (X) variable℄ ou [(X) = 1 et (Z)variable℄,n'est plus naturel que l'autre. Seules sont vraiment naturelles, apr�es le hoix arbitraire dela surfae x�1(0) \ X?m (i.e. d'une setion de X?m ! �X?�m ) :� la surfae x�1(0) et les oordonn�ees ((yi)d0i=1;z) sur elle,� la fontion g0((yi)d0i=1;z). 170



Dans les deux as, le long de x�1(0), DZZ = 0 et 8i; (Z) = (Yi) = 0 (i.e. g n'a pas determe en dz2 et en dyi dz).C'est arbitrairement qu'on a ii hoisi de privil�egier, hors de x�1(0), la ontrainte :< Z;Z >= 0. Ce hoix n'est peut-être pas le meilleur mais dans le as, ii abord�e, o�udimX = 1, il prête peu �a ons�equene et est diÆile �a �evaluer. Le point () du th�eor�eme(d�ependane de  par rapport �a la ourbure) semble seulement plus simple ave le hoix((< Z;Z >= 0)). Dans le as g�en�eral sur dimX, un hoix de même nature serait �a e�etuer.C'est sans doute alors en dimension dimX > 1 qu'un des deux hoix se r�ev�elera, peut-être,plus naturel et signi�atif que l'autre.Retenons qu'en tout �etat de ause, 'est la ontrainte sur les oordonn�ees le long dex�1(0), 'est-�a-dire le long d'une setion de M ! �M, qui fore leur uniit�e �a onditioninitiale donn�ee sur X?m .Si N = 0, d00 = 0 et si la repr�esentation de H dans Xm est triviale mais que N 0 > 1.On parvient dans e as (voir proposition 5 page 167) �a un syst�eme (x; ((ysi )d0si=1)N 0s=1; z) o�u :� (Z) = 0� pour tout s, le long de [zYsmz : 8i 2 J1;d0sK; (Y si ) = 0.Autrement dit, le long de haque [zYsmz , la m�etrique �a la même forme que dans le asN = 1 : 8s 2 J1;N 0K;8z;8p 2 Ysmz ;Mat(X;(Y si )d0si=1;Z)(gjp) = 0BBBBB� 0 0 : : : 0 10 0... g0s ...0 01 0 : : : 0 0
1CCCCCA :Puisqu'une telle ontrainte est r�ealisable, elle semble la mani�ere la plus naturelle de om-pliquer . D'apr�es le th�eor�eme, elle est alors suÆsante pour �xer partout la valeur de .Remarque : mise en �evidene d'un invariant? On peut onstruire failement desvari�et�es dont l'holonomie v�eri�e (P2) et dont l'ation sur �X?�m ne stabilise auun sous-espae totalement isotrope non inlus dans ker h (�.e. ave les notation ambiantes : N = 0).Il suÆt de munir un ouvert de Rd d'une m�etrique qui, dans les oordonn�ees naturelles,not�ees (x;(ys)N 0s=1;z) prend la forme :Mat(g)(X;(Y s)N0s=1;Z) = 0BBBBB� 0 0 0 0 10 g01 0 0 00 0 . . . 0 00 0 0 g0N 0 01 0 0 0 0

1CCCCCA ;o�u les g0s sont fontion de (ys;z). Cei revient, loalement, �a onstruire la vari�et�e M ommeune �bration riemannienne : QN 0s=1(Ms;g0s(z))#B171



o�u la base B est la sous vari�et�e issue de m et param�etr�ee par (x;z) et o�u les vari�et�es(Ms;g0s(z)) sont isom�etriques aux ( �Ys�mz ;�gj �Ys�mz ). B est une vari�et�e de signature (1,1), etles vari�et�es Ms sont de m�etrique variable, ette variation d�ependant uniquement de laoordonn�ee z de la base.N�eammoins, d'apr�es le th�eor�eme, toutes les vari�et�es ne sont pas loalement de e type.Pour obtenir tous les types loaux de telles vari�et�es, il faut remplaer les z�eros en gras pardes oeÆients variables, les d�eriv�ees de (� dx). Ces oeÆients sont li�es, si les oordonn�eessont du type donn�e par le th�eor�eme, aux < R(Y si ;Z)Y s0j ;Z >. La 1-forme ( � dx) ex-prime don le ((d�efaut)) de M �a être une �bration riemannienne omme d�eritplus haut. Cei reste vrai dans le as g�en�eral du th�eor�eme 1. Notons ependant que (� dx)est une int�egrale seonde selon la oordonn�ee z du d�efaut introduit i-dessus ; elle d�ependaussi de hoix arbitraires d'ordre z�ero et un e�etu�es sur X?m .Si N = 0, d00 = 0, que la repr�esentation de H dans Xm est quelonque et que N 0 > 1.Ce as est l'addition des deux pr�e�edents. Pour haque s, les propri�et�es :� (X) = 1,� 8i 2 J1;d0sK; (Y si ) = 0,ne sont onserv�ees que le long de �[zYsmz� [ x�1(0) = [zSsz . Enore d'apr�es le th�eor�eme,ette ontrainte suÆt �a d�eterminer .Le as g�en�eral.Les ommentaires ii seront plus brefs. Les hoix e�etu�es onernant les d�eriv�ees de  dansla diretions des feuilletages Ur;k et Vr;k proviennent des propri�et�es, relativement naturelles,des mêmes d�eriv�ees de la forme �Z;Z;m;R;S donn�ee par le lemme 4 page 141. Ces propri�et�esde �Z;Z;m;R;S le long des feuilles de Ur;k et Vr;k sont notablement di��erentes de elles surles feuilles des Ys. En ons�equene, pour tout r, sur [zWrmz , la d�eomposition en unepropagation des oordonn�ees :� naturelle le long de l'hypersurfae x�1(0),� plus arbitraire le long des feuilles de X ,n'a plus lieu d'être. Proposons ependant deux remarques.Remarque. La tehnique de onstrution des oordonn�ees dans le as partiulier ((la re-pr�esentation de H dans �X?�m est irr�edutible et elle de H dans Xm est triviale)) repose surla propagation g�eod�esique du hamp Z : DZZ = 0 (voir page 169). Par le même moyen,dans le as o�u on suppose seulement la repr�esentation de H dans Xm triviale, on obtientfailement des oordonn�ees du même type, i.e. o�u la m�etrique est de la forme :g = g0 + 2dxdz:o�u g0 n'a pas de terme fateur de dx ou de dz. Dans le as vraiment g�en�eral (ationquelonque de H sur Xm), ette propri�et�e peut être maintenue le long de x�1(0).Cependant, es oordonn�ees semblent pr�esenter peu d'int�erêt ar elles ne pr�eservent pas(du tout!) les feuilletages Ur;k, Vr;k et Ys.Remarque. Comme rappel�e i-dessus, dans le as partiulier o�u la repr�esentation de Hdans �X?�m est irr�edutible et elle de H dans Xm est triviale, les oordonn�ees se onstruisentpar propagation g�eod�esique de Z. Il s'agit don de l'int�egration d'une �equation di��erentielleordinaire d'ordre deux dansM : DZZ = 0. Grosso modo, dans les divers as, plus g�en�eraux,172



o�u N est toujours suppos�e nul et l'ation de H sur Xm triviale, les oordonn�ees peuvent�egalement se onstruire par int�egration d'un syst�eme di��erentiel d'ordre deux dans M. IlsuÆt en un sens d'alt�erer la propagation g�eod�esique.Cependant, la d�emonstration du as g�en�eral (voir elle-i) utilise un syst�eme di��erentiel,d'ordre deux, �a variable dans l'ensemble des param�etrages des feuilles de X?. La vari�et�esupport est don de dimension in�nie. Cei engendre quelques ompliations, mais indiqueaussi que quelque hose de nouveau apparâ�t ave les �br�es Ur;k et Vr;k et ave l'ation nontriviale de H sur Xm. La valeur de DZZ en un point p de X?mz d�epend alors e�etivementde la valeur des oordonn�ees le long de toute ette même feuille, et pas seulement de leur1-jet ou 2-jet en p. Voir notamment �a e sujet la onstrution de �r dans la d�emonstrationdu lemme 4, page 147. La forme �r sert diretement �a d�e�nir �Z;Z;m;R;S. Une forme du typede �Z;Z;m;R;S est ensuite utilis�ee, dans la d�emonstration du th�eor�eme, pour onstruire  :elle est une int�egrale de . Or, ette forme �r est d�e�nie le long d'une feuille Urm par son1-jet en m et par une �equation di��erentielle d�ependant d'�el�ements de la ourbure de M lelong de Urm.III.3.5 Le as o�u la repr�esentation de H dans �X?�m est trivialeDisons quelques mots de e as, essentiellement pour remarquer que, ontrairement �al'apparene, il n'est pas trait�e foni�erement diff�eremment du as III.3.3 o�u ette repr�esenta-tion est irr�edutible. Ii don, Y0 = X? et dans les oordonn�ees (x;(yi)d0i=1;z) du th�eor�eme,la m�etrique g est de la forme :g = d0Xi=1 "i( dyi)2 + 2 dz; "i = �1o�u (Z) = 0. Les lignes de hamp de Z ne sont pas g�eod�esiques, ontrairement au asIII.3.3 (voir page 169). La matrie g0 = g(Yi;Yj)d0i;j=1 est onstante et toute l'information estontenue dans .On aurait pu interpr�eter �X?�m omme somme direte de d0 omposantes simples sousl'ation de H, ar triviales de dimension 1 : �X?�m = �d0s=1 �Ys�m, puis appliquer le th�eor�emeave N 0 = d0 et d00 = 0. On remarque ependant alors failement que les oordonn�eesobtenues sont les mêmes que par appliation du th�eor�eme ave N 0 = 0, d00 = d0.III.4 Le as lorentzien est don totalement trait�eConvention : une vari�et�e lorentzienne de dimension n est ii de signature (n� 1;1).Il s'agit ii d'une remarque simple : toutes les vari�et�es lorentziennes admettent un syst�emeprivil�egi�e de oordonn�ees loales.Soit en e�et M une vari�et�e lorentzienne, loalement irr�edutible, ind�eomposable, nev�eri�ant pas n�eessairement les propri�et�es (P1) et (P2). On hoisit m un point de M, eton note omme toujours Xm l'intersetion des sous-espaes totalement isotropes H-stablesmaximaux de TmM. La vari�et�eM est lorentzienne, TmM n'admet don pas de sous-espaetotalement isotrope de dimension � 2 et don :� soit Xm = f0g, i.e. l'intersetion des sous-espaes totalement isotropes H-stables173



maximaux de TmM est nulle ;� soit dimXm = 1 (don M v�eri�e (P2)) et sous les notations du th�eor�eme, N = 0 etles g0s, s 2 J1;N 0K sont d�e�nies positives (M v�eri�e alors (P1), devenue vide ar N = 0).Le premier as est onstitu�e des vari�et�es lorentziennes de dimension 2. En e�et, M estr�edutible, ind�eomposable, don TmM admet au moins un sous-espae totalement isotropestable non trivial. Mais X = f0g, TmM en admet don plusieurs ; prenons-en deux distintsIm et Jm. CommeM est lorentzienne, ils sont n�eessairement de dimension un, et Im�Jmest n�eessairement non d�eg�en�er�e. Mais M est ind�eomposable et don Im � Jm, stablenon d�eg�en�er�e, est �egal �a TmM ; ainsi dimM = 2. R�eiproquement, si dimM = 2, TmMse d�eompose anoniquement en somme de ses deux droites isotropes : TmM = Im � Jmet haune est n�eessairement H-stable : H pr�eserve la m�etrique et est onnexe (H estl'holonomie loale) don est inlus dans SO(TmM;g). Par ons�equent, Xm = Im\Jm = f0g.Dans e as, M admet des oordonn�ees (x;z) dans lesquelles la m�etrique g est de laforme g = 2 dxdz. M est plate ssi H = f0g ssi  est de la forme 1(x)2(z) ; alors il existedes oordonn�ees pour lesquelles  est onstant. M n'est pas plate ssi H = SO(TmM;g).Le deuxi�eme as est don onstitu�e des autres vari�et�es lorentziennes. Elles v�eri�ent (P1)et (P2), don admettent des oordonn�ees loales donn�ees par le th�eor�eme.III.5 D�emonstrationsIII.5.1 D�emonstration du th�eor�eme1) Constrution de oordonn�ees sur X?m.Dans la feuille X?m , on se donne une setion �rU de haque �br�e Urm ! Urm=X , unesetion �rV de haque �br�e Vrm ! Vrm=X et une setion �sY de haque �br�e Ysm ! Ysm=X ,les setions �rU , �rV (r 2 J1;NK) et �0Y des �br�es plats respetifs Urm, Vrm et Y0m �etant hoi-sies aÆnes. On a �egalement hoisi, dans les rappels qui pr�e�edent le th�eor�eme, une suitede Jordan-H�older f0g = �Ur;0�m � �Ur;1�m � �Ur;2�m � : : : � �Ur;nr�m = �Ur�m du H-module �Ur�m,pour haque r de J1;NK. Une suite de Jordan-H�older ( �Vr;k�m )0k=nr = (( �Ur;k�m )? \ �Vr�m)0k=nrdu H-module �Vr�m lui est assoi�ee. Le sous-lemme 10 page 138 fournit alors un syst�emede oordonn�ees loales (x; ((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0sm=0) au voisinage de m dans X?m ,entr�e en m, param�etrant les feuilletages de F et v�eri�ant quelques autres propri�et�es. Defa�on imm�ediate, on onstate que e syst�eme v�eri�e, en restrition �a X?m , les propri�et�es dessyst�emes de oordonn�ees dont le th�eor�eme annone l'existene. Il est en outre, omme Mde lasse C1. Reste don �a onstruire la oordonn�ee z et �a prolonger les oordonn�ees (x;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0s=0) �a un voisinage de m dans M. Cela revient �a onstruireau voisinage de m le hamp de veteur-oordonn�ee Z.Remarque. On verra dans la suite que tous les hoix arbitraires ont �et�e e�etu�es dansette �etape 1) : le reste de la onstrution des oordonn�ees est d�etermin�e par une �equationdi��erentielle et ne d�epend d'auun autre hoix.On vient de hoisir (voir le sous-lemme 10 page 138) une base de Jordan ( �U ri )dri=1 dehaque �Ur�m, (la base de Jordan ( �V ri )dri=1 de haque �Vr�m est hoisie duale), une base pseudo-orthonorm�ee ( �Y 0i )d00i=1 de �Y0, des setions d�rU de d�jUrm , d�rV de d�jVrm et d�0Y de d�jY0m ;des oordonn�ees (�ysi )d0si=1 de haque �Ys�m et une setion �sY de haque �jYsm , pour s > 1 ; en�n174
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2) Constrution du veteur-oordonn�ee Z le long de X?m.D�e�nissons d�ej�a Z le long de X?m par :{ Z 2 [ (+r;iU ri ) + (+r;iV ri ) + (+s;iY si ) ℄? (et espae est un 2-plan de signature (1;1)),{ Z est isotrope et < Z;X >= 1.Ces onditions d�e�nissent un hamp de veteurs C1, parall�ele le long des feuilles de X :si A est un veteur-oordonn�ee de X?m , < DXZ;A >= LX < Z;A > � < Z;DXA >=LX < Z;A >= 0 et : < DXZ;Z >= 12LX < Z;Z >= 0. Par ons�equent : DXZ = 0.Il v�eri�e �egalement, si A et B sont deux veteurs-oordonn�ees tangents respetivement�a deux feuilletages A et B de F ave A 6= B ou A = B = Y0 : DAZ ? B. En e�et :< DAZ;B >= LA < Z;B > � < Z;DAB >= LA0 = 0.3) Prolongement des oordonn�ees �a un voisinage de m dans M : plan duraisonnement.Consid�eration pr�eliminaire.Un syst�eme loal de oordonn�ees (x; ((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0s=0; z), respetant lesfeuilletages de F, d�e�nit, pour haque z pour lequel il est d�e�ni :� un point mz de oordonn�ees (0; : : : ;0;z),� un N 0-uplet (�sY)N 0s=1 de setions loales des �br�es (Ysmz ! �Ys�mz)N 0s=1, dont les imagessont les hypersurfaes fp 2 Ysmz = x(p) = 0g de Ysmz . Loalement, les (�sY)N 0s=1 sont d�e�niespar : 8s 2 J1;N 0K; �sY( �Ys�mz) = fp 2 Ysmz = x(p) = 0g:Pour haque z, on notera Sz= (�sY)N 0s=1 ette famille de setions.� une famille (((Ur;kmz )nrk=1)Nr=1;((Vr;kmz)nrk=1)Nr=1) de relev�es des drapeaux (Ur;kmz )nrk=0 et(Vr;kmz )0k=nr , r 2 J1;NK. On pose en e�et, dans haque TmzM :8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;Ur;kmz = vet((U ri )dkri=dk�1r +1) et Vr;kmz = vet((V ri )dkri=dk�1r +1):Pour haque z, on notera Rz ette famille de sous-espaes de TmzM.On va �a pr�esent :� Prouver l'existene et l'uniit�e loales au voisinage dem d'un syst�eme de oordonn�ees(x; ((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1; ((ysi )d0si=1)N 0s=0; z) satisfaisant les deux propri�et�es :(F) � Il respete les feuilletages ((Ur;k)nrk=1)Nr=1, ((Vr;k)nrk=1)Nr=1 et (Ys)N 0r=0 de F, i.e. ilv�eri�e le point (a), (I) du th�eor�eme ;� les oordonn�ees sont �egales sur X?m �a un syst�eme du type onstruit en 1), avez = 0.(Z) Le hamp de veteur-oordonn�ee Z satisfait� le syst�eme di��erentiel (E) :( DZZ � �℄Z;Z;mz;Rz;Sz [X℄< DZZ;Z >= 0 (E)� ave pour ondition initiale le long de X?m le hamp Z onstruit en 2).176



On rappelle que �Z;Z;mz;Rz;Sz est la forme sur X?mz d�e�nie de mani�ere unique par le orollaire1 page 154 et que �℄Z;Z;mz;Rz;Sz est le hamp de veteurs tel que : 8Y 2 TX?mz ; �Z;Z;mz;Rz;Sz(Y )= < �℄Z;Z;mz;Rz;Sz ;Y >. Il est d�e�ni modulo (X?)? = X, i.e. d�e�ni dans TM=X.� V�eri�er qu'un syst�eme de oordonn�ees de M au voisinage de m satisfait les pro-pri�et�es �enum�er�ees dans le (a) du th�eor�eme ssi il satisfait les propri�et�es (F) et (Z) du pointpr�e�edent. Cei prouvera le (a) et le (b) du th�eor�eme.� V�eri�er alors le point ().(Voir page 180 la �gure 3 qui illustre le prinipe de onstrution de fa�on tr�es simpli��ee.)Une reformulation du probl�eme.Donnons un sens rigoureux au syst�eme di��erentiel (E) introduit i-dessus. Soit R unentier sup�erieur ou �egal �a 2. La suite prouvera alors l'existene d'un syst�eme de oordonn�eesde lasse CR�1 v�eri�ant les propri�et�es du th�eor�eme. Le raisonnement peut être e�etu�epour tout R ; l'uniit�e de la solution des �equations di��erentielles ordinaires de onditioninitiale �x�ee donne alors l'�egalit�e des syst�emes de oordonn�ees onstruits pour les di��erentesvaleurs de R. Le syst�eme onstruit est don de lasse C1. Construisons don un syst�emede oordonn�ees de lasse CR�1.Soit C = (z)z2R une ourbe transverse au feuilletage X?, passant par m en z = 0. Pourtout Æ > 0, introduisons l'espaeFÆ = [z2Rff 2 CR�1(BÆ;X?z ) = f(0) = zgo�u BÆ est la boule ferm�ee de rayon Æ de Rd�1 (on rappelle que d = dimM), muni d'unenorme jj jj quelonque hoisie une fois pour toutes (les normes sont toutes �equivalentes surRd�1 , de dimension �nie). Quitte �a remplaer ((z 2 R)) par ((z 2℄ � ";"[)) ave " > 0 assezpetit, FÆ est une vari�et�e banahique. En e�et, soit ' une arte loale de �br�e de M, vueomme �br�e en X?. L'appliation ' est une arte CR d'un voisinage ouvert O de m dansun voisinage de 0 2 Rd qui envoie les feuilles de X? sur les hyperplans Rd�1 � fxdg de Rd .Notons p1 et p2 les projetions respetives sur haque fateur de Rd = Rd�1 � R. On peuten outre hoisir l'appliation ' telle que : p1 Æ'Æ = 0 et p2Æ'Æ = IdR. Alors, l'appliatione' : f ! (p1 Æ ' Æ f; p2 Æ ' Æ f)est une arte loale de FÆ , donnant �a FÆ la struture de vari�et�e :FÆ e'' ff 2 CR�1(BÆ;Rd�1 ) = f(0) = 0g| {z }espae de Banah pour la norme sup jj jjCR�1 induite par jj jj sur le ompat BÆ :jjf jjCR�1=R�1supk=0jjdkf jj1: �R
Les �el�ements de FÆ qui sont des param�etrages de leur image (dans une des feuilles deX?), forment un ouvert GÆ de FÆ.Soit en e�et f 2 FÆ ; on notera f̂ = p1 Æ ' Æ f et z(f) la valeur, onstante, de p2 Æ ' Æ f .L'appliation f est alors un param�etrage de son image dans X?z(f) ssi f̂ est injetive et dedi��erentielle df̂ de rang maximal, i.e. bijetive, en tout point de BÆ. Supposons f dans e177



as. Notons D l'ensemble des appliations d�eg�en�er�ees de L(Rd�1 ) et "1 = infp2BÆdist(( df̂)jp;D)o�u dist d�esigne ii la distane induite par la norme jj jj sur L(Rd�1 ). Comme BÆ est om-pate et dist(( df̂)jp;D) toujours non nulle, "1 > 0.Soit par ailleurs �Æ = f(p;p) 2 B2Æg ; introduisons "2 = inf(p;q)2B2Æn�Æ jjf̂(p)�f̂(q)jjjjp�qjj ; montronsque "2 > 0. La fontion f̂ est inversible et f̂(BÆ) est ompat don "3 = supp2f̂(BÆ) jjdf̂�1jp jj 2R+ . D'autre part si u 2 Rd�1 , en tout point de BÆ :jjujj = jjdf̂�1:df̂ :ujj � jjdf̂�1jj:jjdf̂ :ujj don jjdf̂ :ujj � 1jjdf̂�1jj jjujj � 1"3 jjujj:Soit alors (p;q) 2 B2Æ et p0 = p+q2 .f̂(p)� f̂(q) = f̂(p)� f̂(p0)� (f̂(q)� f̂(p0))= df̂(p0):(p� p0) + o(p� p0)� ( df̂(p0):(q � p0) + o(q � p0))= df̂(p0):(p� q) + o(p� p0) + o(q � p0)= df̂(p0):(p� q) + o(p� q) ar p0 = p+ q2 :et don, si (p;q) 2 B2Æ n�Æ :jjf̂(p)� f̂(q)jjjjp� qjj = jjdf̂(p0):(p� q) + o(p� q)jjjjp� qjj� jjdf̂(p0):(p� q)jjjjp� qjj � jjo(p� q)jjjjp� qjj� 1"3 � jjo(1)jjo�u le terme jjo(1)jj tend vers z�ero quand jjp� qjj tend vers z�ero, 'est-�a-dire au voisinage dela diagonale �Æ de B2Æ . Par ompait�e �Æ, on trouve alors un ouvert UÆ de B2Æ , ontenant�Æ et tel que : 8(p;q) 2 UÆ n�Æ; jjf̂(p)� f̂(q)jjjjp� qjj � 12"3 > 0:Alors : "2 = inf(p;q)2B2Æn�Æ jjf̂(p)� f̂(q)jjjjp� qjj= min0BBBBB� inf(p;q)2B2ÆnUÆ jjf̂(p)� f̂(q)jjjjp� qjj| {z }>0 par ompait�e de B2ÆnUÆ ; inf(p;q)2UÆn�Æ jjf̂(p)� f̂(q)jjjjp� qjj| {z }>0 omme vu i-dessus.
1CCCCCA> 0:Soit alors g 2 FÆ t.q. jjf̂ � ĝjjCR�1 < min("1;"2). Rappel : jjf̂ jjCR�1 = R�1supk=0 jjdkf̂ jj1 o�u178



((1)) d�esigne le sup sur le ompat BÆ. La di��erentielle dĝ de ĝ est partout de rang maximal,en e�et : infp2BÆdist(( dĝ)jp;D) � infp2BÆdist(( df̂)jp;D)� supp2BÆdist(( df̂)jp;( dĝ)jp)� infp2BÆdist(( df̂)jp;D)� jjf̂ � ĝjjC1� infp2BÆdist(( df̂)jp;D)� jjf̂ � ĝjjCR�1> "1 �min("1;"22 ) � 0:L'appliation ĝ est injetive ; soient en e�et p et q dans BÆ n�Æ :jjĝ(p)� ĝ(q)jj � jjf̂(p)� f̂(q)jj � jj(f̂ � ĝ)(p)� (f̂ � ĝ)(q)jj� "2jjp� qjj � jjĝ � f̂ jjC1 jjp� qjj� ("2 � jjĝ � f̂ jjCR�1)| {z }>0 jjp� qjj> 0Don g est un param�etrage de son image dans X?z(g) et GÆ est ouvert dans FÆ.Derni�ere remarque : si (x;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;((ysi )d0si=0)N 0s=1;z) est un syst�eme de oor-donn�ees omme on le reherhe, alors la ourbe (mz)z2℄�";"[ = (0; : : : ;0;z)z2℄�";"[ est uneportion de g�eod�esique. En e�et le long de (mz)z2℄�";"[ :� DZZ � �℄Z;Z;mz;Rz;Sz � 0 [X℄ ar (�Z;Z;mz;Rz;Sz)jmz = 0 et < DZZ;Z >= 0, don :DZZ = 0,� par sa d�e�nition, Z est tangent �a la ourbe (mz)z2℄�";"[.On prend alors pour ourbe (z)z2℄�";"[ la g�eod�esique not�ee (mz)z2℄�";"[ issue de (m;Z(m)),o�u Z(m) est le veteur onstruit en 2) ('est une g�eod�esique nulle). Si (ft)t est une ourbedans GÆ, son veteur d�eriv�e ( dft=dt)jt=t0 s'identi�e �a un hamp de veteurs Z(f)jt0 de TMle long de X?ft0 (0). La d�eriv�ee seonde (Ddf=dt2)jt=t0 , | d�ependante de la onnexion D deM |, s'identi�e au hamp �D(Z(f))t(Z(f))t�jt0 de TM le long de X?ft0 (0).Si f 2 GÆ, la r�eiproque de f est un syst�eme de oordonn�ees loales au voisinage def(0) dans X?f(0) ; on assoie don �a f une famille R(f) de relev�es des drapeaux (Ur;kmz )nrk=0 et(Vr;kmz )0k=nr et une familleS(f) de setions loales des �br�es Ysz ! �Ys�z (voir la onsid�erationpr�eliminaire page 176). Trouver un syst�eme de oordonn�ees omme d�erit au d�ebut dansette onsid�eration pr�eliminaire �equivaut alors �a trouver une ourbe (ft)t de lasse CR dansl'ouvert GÆ du Banah FÆ, v�eri�ant l'�equation di��erentielle ordinaire d'ordre deux :( �D(Z(f))t(Z(f))t�jt = �℄(Z(f))t;(Z(f))t;ft(0);R(ft);S(ft) [X℄< D(Z(f))t(Z(f))t;(Z(f))t >= 0 (E)ave la ondition initiale en t = 0 :� f0 est le param�etrage de X?m donn�e par le syst�eme de oordonn�ees onstruit en 1);( dft=dt)jt=0 = (Z(f))0 est le hamp Z onstruit en 2) le long de X?m :179
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((D2fz=�z2 =  (fz;Dfz=�z)))Figure 3 { Les oordonn�ees onstruites sur X?msont propag�ees par une �equation di��erentielle �a un voisinage de m.Remarque. Le fait que la ourbe (ft)t soit de lasse CR garantit que ette ourbe est biend�e�nie omme ourbe dans GÆ. En e�et, le hamp Z identi��e �a la d�eriv�ee dft=dt de (ft)test alors de lasse CR et assure par th�eor�eme de sensibilit�e aux onditions initiales quepour tout t, ft est un param�etrage CR�1 de X?ft(0). Notamment, une �equation di��erentielled'ordre deux Ddft=dt2 =  (ft;dft=dt) n'est bien d�e�nie dans GÆ que si  est CR�2 aumoins. Dans le as ontraire, il faudrait s'assurer par d'autres moyens que  d�e�nit bienune d�eriv�ee seonde dans GÆ.Les deux �etapes de la r�esolution du syst�eme di��erentiel (E).Tehniquement, il est plus simple de pro�eder en deux temps pour r�esoudre (E). Soit(ft)t une solution de (E). Une remarque d�ej�a : la arte de �br�e ' de M permet d'indexerles feuilles de X? par leur oordonn�ee p2 Æ ' ; on notera X?z = X?mz ; la fontion p2 Æ 'onstitue la oordonn�ee z reherh�ee ; fz param�etre la feuille X?z , la oordonn�ee z est �egaleau param�etre t de la famille (ft)t. On montre alors que, si (ft)t est solution de (E), la famille180



de relev�es R(fz) est n�eessairement �egale �a un ertaine famille de relev�es Rz des drapeaux(Ur;kmz )nrk=0 et (Vr;kmz )0k=nr . La famille de setions S(fz) est �egalement n�eessairement �egale �aun ertaine famille de setions Sz des �br�es Ysmz ! �Ys�mz . On peut d�eterminer es familles(Rz)z et (Sz)z sans r�esoudre (E). On va don suessivement :� montrer l'aÆrmation i-dessus et d�eterminer (Rz)z et (Sz)z,� r�esoudre (E') :( �D(Z(f))t(Z(f))t�jt = �℄(Z(f))t;(Z(f))t;mt;Rt;St [X℄< D(Z(f))t(Z(f))t;(Z(f))t >= 0 (E')ave, bien sûr, la même ondition initiale que pour (E). En�n on prouvera que la solu-tion de (E') v�eri�e (E).4) La premi�ere �etape : r�edution de (E) �a (E').On suppose don (fz)z solution de (E) et on note (x;((uri )dri=1;(vri )dri=1)Nr=1;((ysi )d0si=0)N 0s=1;z)le syst�eme de oordonn�ees d�e�ni par (fz)z. Pour all�eger les notations, on notera d�esormaisZ le hamp Z(f)t.D�etermination de (Rz)z.Soit U ri un veteur-oordonn�ee appartenant �a Ur;k nUr;k�1 pour un r de J1;NK et un kde J1;nrK (i.e. drk�1 < i � dkr , i.e. U ri 2 Ur;k, f. page 176). Alors, le long de la g�eod�esique(mz)z :� si V rj est un veteur-oordonn�ee appartenant �a Vr;k = Vr\Ur;k? (i.e. j > dkr ), alors :< DZDZU ri ;V rj > =< R(U ri ;Z):Z;V ri > + < DUri DZZ;V rj >=< R(U ri ;Z):Z;V ri > +(DUri �Z;Z;mz;R(fz);S(fz))(V rj )=< R(U ri ;Z):Z;V ri > � < R(U ri ;Z):Z;V ri > ar Ur;k ? Vr;k= 0:� de la même fa�on, si Y est un veteur oordonn�ee n'appartenant pas �a Vr :< DZDZU ri ;Y > = 0:� si V rj est un veteur-oordonn�ee de Vr, n'appartenant pas �a Vr;k (i.e. j � dkr ), alorsV rj 2 Vr;l pour un ertain l de J1;kK et :< DZDZU ri ;V rj > =< R(U ri ;Z):Z;V ri > +(DUri �Z;Z;mz;R(fz);S(fz))(V rj )=< R(U ri ;Z):Z;V ri > +0ar U ri 2 Ur;k et V rj 2 Vr;l ave l 2 J1;kK, et par d�e�nition de �Z;Z;mz;R(fz);S(fz).181



� le hamp U ri ommute ave Z et Z est un hamp totalement isotrope don :< DZDZU ri ;Z > =< DZDUri Z;Z >= LZ < DUri Z;Z > � < DUri Z; DZZ| {z }=0 ar (mz)z est une g�eod�esique.>= 12LZLUri < Z;Z >= 0:Par ons�equent, le long de (mz)z, le hamp U ri v�eri�e le syst�eme dif�erentiel d'ordre deux :8>><>>: pour tout vet.-oordonn�ee Y 62 Vr; < DZDZU ri ;Y >= 08i > drk; < DZDZU ri ;V rj >= 08i � drk; < DZDZU ri ;V rj >=< R(U ri ;Z):Z;V ri >< DZDZU ri ;Z >= 0i.e., pour tout U ri de Ur;k :8>><>>: DZDZU ri � 0 [(Ur;k)?℄DZDZU ri � R(U ri ;Z):Z [( k�l=1Vr;l)?℄< DZDZU ri ;Z >= 0 (EUr;k)Sym�etriquement, un syst�eme semblable (EVr;k) est v�eri��e par les V ri deVr;k. Ce syst�eme(EUr;k) est lin�eaire en U ri don, dans la grassmannienne Gdkr�dk�1r (TmzM), il d�e�nit lad�eriv�ee seondeDdUr;k=dz2 deUr;k, ind�ependamment de la base (U ri )dk�1<i�drk . Le syst�emeomplet (((EUr;k);(EVr;k))nrk=1)Nr=1 est alors un syst�eme du type :DdR(fz)=dz2 =  (R(fz));ave  de lasse CR�2 (le tenseur R est en e�et de lasse CR�2). En�n, R(f0) est d�etermin�epar f0 onnu et ( dR(fz)=dz)jz=0 est d�etermin�e par le hoix du hamp Z le long de X?0e�etu�e en 2). En e�et en m = m0, pour tout r, tout i 2 J1;drK, il d�eoule des propri�et�es duhamp Z d�e�ni en 2) et de la nullit�e de [Z;U ri ℄ que : DZU ri = 0. Semblablement : DZV ri = 0.On note alors Rz la solution, qui existe et est unique, du syst�eme (((EUr;k);(EVr;k))nrk=1)Nr=1ave es onditions initiales.D�etermination de (Sz)z.Rappelons qu'on note Ss(fz) = fp 2 Ysmz = x(p) = 0g 3 mz = fz(0). Par d�e�nition desoordonn�ees induites par (fz)z, le long de de Ur;kle hamp Z est tangent �a ette surfae.D'autre part, par hypoth�ese sur (fz)z :( DZZ � �℄Z;Z;fz(0);R(fz);S(fz) [X℄< DZZ;Z >= 0Le long de Ur;k, e syst�eme est �equivalent �a un autre qu'on notera (Es). C'est e derniersyst�eme qu'on r�esoudra. Montrons tout d'abord l'�equivalene annon�ee.N�eessairement d�ej�a, en tout point, < Z;Z >= 0. En e�et, Z est isotrope par onstru-182



tion en tout point de X?m (f. 2)) et ensuite : LZ < Z;Z >= 2 < DZZ;Z >= 0.Soit i 2 J1;N 0K. Le long de [zSs(fz) : < DZZ;Y si >jz= �Z;Z;fz(0);R(fz);S(fz)(Y si ) = 0 arY si est tangent �a Ss(fz). Par ons�equent :LZ < Z;Y si >=< DZZ| {z }=0 le lg. de (mz)z;Y si > + < Z;DZY si >=< Z;DY si Z >= 12LY si < Z;Z >= 0et don pour tout z, < Z;Y si >jz= 0, ar 'est le as en z = 0. Ainsi, TSs(fz) = Ys \Z? etdon (TSs(fz))? = Ys? + vet(Z).D'autre part :DZZ � �℄Z;Z;fz(0);R(fz);S(fz) [X℄, DZZ � �s℄Z;Z;fz(0) [Ys℄ et DZZ � 0 [(TSs(f))?℄o�u la forme �sZ;Z;fz(0) �a variable dans le �br�e Ys?, est d�e�nie le long de haque Ss(fz) parle orollaire 2 page 156, en �n de partie pr�e�edente. Don, le long de [zSs(fz), le syst�emedi��erentiel satisfait par (fz)z est �equivalent �a :8<: DZZ � �s℄Z;Z;mz [Ys℄DZZ � 0 [(TSs(fz))? = Ys? + vet(Z)℄< DZZ;Z >= 0 (Es)En notant BsÆ la boule ferm�ee de rayon Æ de Rd0s pour une norme quelonque jj jj, unesolution de e syst�eme est une ourbe (fz)z dans FsÆ = [zff 2 CR�2(BsÆ;X?z ) = f(0) =mz et f(BsÆ) est transverse au feuilletage Xg v�eri�ant une �equation du type :Ddfz=dz2 =  (fz;dfz=dz)ave  de lasse CR�2, omme (Z 7! �sZ;Z;mz (voir le orollaire 2 page 156). Mais  (fz ;dfz=dz)n'est d�e�nie que si fz est �a valeurs dans Ysmz , feuille le long de laquelle est d�e�nie �sZ;Z;mz .Don :� s'il y a une solution, elle est unique une fois �x�e (f0;( dfz=dz)jz=0),� reste �a prouver l'existene d'une telle solution.Il reste don �a prouver l'existene d'une famille (�sz)z de setions des Ysmz ! �Ys�mz dontle hamp de veteur d�eriv�e v�eri�e (Es). Pour e faire, on utilise une setion auxiliaire CRloale � s de M ! M=Ys au voisinage de m telle que, si on note [Ysmz ℄ la lasse de Ysmzdans M=Ys, � s([Ysmz ℄) = mz. On d�e�nit alors au voisinage de m un hamp de veteurs T sde lasse CR�2 dans TM=Ys par :le long de haque Ys�s(p) pour p 2M=Ys; T s = �s℄Z;Z;�s(p):Si (fz)z est une ourbe dans GÆ, on note toujours Z son hamp de veteurs d�eriv�e. Lesyst�eme di��erentiel ordinaire8>><>>: DZZ � �T s [Ys℄ ave � 2 RDZZ � 0 [vet(Z) +Ys?℄dz(Z) = 1< DZZ;Z >= 0est du type Ddf=dt2 =  s(fz;( df=dz)z) ave  r de lasse CR�2 par le orollaire 2 page183



156. Il admet alors une et une seule solution (fz)z dans GÆ telle que f0 est donn�ee par lesoordonn�ees du 1) et Zjz=0 est le hamp onstruit en 2). De plus alors :(i) Comme dz(Z) = 1, fz param�etre (un ouvert de) la feuille X?z .(ii) Le fateur de proportionnalit�e � vaut 1 pour tout z. Notons(iii) Le ot de Z stabilise la distribution Ys.(on le v�eri�e plus loin). Pour tout s de J1;N 0K, le hamp Z est de plus tangent �a [zYsmz lelong de ette sous-vari�et�e don, le long de [zYsmz :8<: DZZ � �s℄Z;Z;mz [Ys℄ ar T s = �s℄Z;Z;mz sur [z Ysmz ;DZZ � 0 [vet(Z) +Ys?℄< DZZ;Z >= 0:En notant x la oordonn�ee d�e�nie au 1) sur X?m , puis propag�ee par le ot de Z sur [zYsmz ,on d�e�nit pour tout z : Ssz = fp 2 Ysmz = x(p) = 0g. (Si �z est le ot de Z au temps z,Ssz = �z(Ss0).)Cette surfae est alors l'image de la setion loale reherh�ee �sz de Ysmz ! �Ys�mz . En e�et,le long de [zSsz , le hamp Z est par d�e�nition tangent �a ette surfae, et par onstrutionv�eri�e (Es). On a don onstruit (Sz)z = ((�sz)N 0s=1)z.Remarque : par uniit�e de la famille (Sz)z, la onstrution e�etu�ee ne d�epend pas dela setion � s de M!M=Ys hoisie.Restent �a montrer les points (ii) et (iii) annon�es plus haut.(ii) Le fateur de proportionnalit�e � vaut 1 pour tout z. Notons (X; ((U ri )dri=1; (V ri )dri=1)Nr=1;((Y si )d0si=0)N 0s=1) les images par le ot de Z des veteurs-ordonn�ees onstruits sur TX?0 etnotons X et Y si les veteurs-oordonn�ees d�e�nis sur X?m , prolong�es par transport parall�elele long des lignes de hamp de Z : DZX = 0, DZY si = 0. Comme X et les Yr sont desdistributions parall�eles, en tout point : X 2 X et : 8i � ns; Y si 2 Ys. Montrons que � � 1.Soit Y un veteur oordonn�ee distint des Y si , quelonque (il en existe, par exemple Y = X).Pour tout z, par onstrution, le ot de Z = dfz=dz respete le feuilletage X? don partout,Y 2 X?. Ainsi :0 = LZ < DZY;X > =< DZDZY;X > +0=< DZDY Z;X >=< R(Y;Z):Z;X > + < DYDZZ;X >=< R(Y;Z):Z;X > +�(DY �s℄Z;Z;�s(p))(X ) pour un ertain p=< R(Y;Z):Z;X > +� < R(Z;Y ):Z;X > ar Y est distint des Y si= 0et don � = 1 (d�es qu'il y a un Y tel que < R(Y;Z):Z;X >6= 0. Sinon, alors T s = 0 et onpeut de toute fa�on onsid�erer que � = 1).(iii) Le ot de Z stabilise la distribution Ys. N.B. : On pourrait s'attendre ii �a unev�eri�ation essentiellement formelle. Il s'agit en fait d'un point d�eterminant du raisonne-ment. Montrons d�ej�a l' 184



AÆrmation pr�eliminaire : 8i � ds;DY riZ 2 Ys.Si A est un veteur de TpM, on notera [A℄ sa lasse dans TpM=Yrp. Exeptionnellementjusqu'�a la �n de e 4) et pour all�eger l'�eriture, on notera Y s0 le veteur X ; ainsi (Y si )dsi=0est une base de Ys. Pour tout veteur oordonn�ee Y distint des (Y si )dsi=0 :LZ < DY siZ;Y > = < DZDY siZ;Y > + < DZY si ;DZY| {z }=0 >= R(Y si ;Z;Z;Y )+ < DY siDZZ;Y > � < DDY si ZZ;Y >= R(Y si ;Z;Z;Y )+ < DY siT s;Y > � < DDY si ZZ;Y >= R(Y si ;Z;Z;Y ) + (DY si �sZ;Z;�s(p))(Y )� < DDYsi ZZ;Y >= R(Y si ;Z;Z;Y ) +R(Z;Y si ;Z;Y )� < DDYsi ZZ;Y >= � < DDYsi ZZ;Y >D'autre part, notons en tout point Y0s l'espae vetoriel engendr�e par les veteurs Y telsque sur X?0 , Y est un veteur-oordonn�ee distint des (Y si )d0si=0. La projetion anonique�s : Y0s ! X?=Ys est alors un isomorphisme. On �erire : DY siZ = P0�k�d0s ai;kY rk +(�s)�1([DY siZ℄) o�u les ai;k sont des oeÆients qui d�ependent de la m�etrique au pointonsid�er�e et, lin�eairement, de DY siZ. On peut alors �erire, dans (X?=Ys)d0s+1 :LZ �[DY siZ℄�d0s+1i=0 = ��[DDY si ZZ℄�d0s+1i=0= � Xk ak;i[DY siZ℄!d0s+1i=0 ��[D(�s)�1([DYsi ZZ℄�d0s+1i=0 ;notamment, ([DY siZ℄)d0s+1i=0 v�eri�e omme fontion de z une �equation di��erentielle lin�eaire| �a oeÆients non onstants. Or, par onstrution (f. 2)), sur X?0 , pour tout i 2 J0;d0sK,DY si Z 2 Ys ; i.e., en z = 0, ([DY siZ℄)d0si=0 est le veteur nul. Ainsi, pour tout z et tout1 � i � d0s : [DY siZ℄ = 0, 'est l'aÆrmation pr�eliminaire.On en d�eduit que le ot de Z stabilise la distribution Ys. Notons enore Y si les images,par la di��erentielle d�sz du ot de Z, des veteurs Y si d�e�nis sur X?m . Il suÆt de prouver que :81 � i � d0s;DZY si 2 Ys. Comme vu plus haut, Y si est tangent aux feuilles de X?, pour toutz. De la même fa�on qu'au-dessus, on peut don �erire : Y si =P0�k�d0s bi;kY sk+(�s)�1([Y si ℄)D'o�u : DZ [Y si ℄ = [DZY si ℄= [DY si Z℄ | par onstrution, Z et Y si ommutent |= X0�k�d0s bi;k[DY skZ℄ + (�s)�1([Y si ℄):185



Par le paragraphe pr�e�edent, pour tout k, [DY skZ℄ = 0. Chaque [Y si ℄ v�eri�e don ommefontion de z une �equation di��erentielle lin�eaire ; �etant nul par d�e�nition sur X?m , 'est-�a-dire en z = 0, il est partout nul. C'est le r�esultat voulu : le ot de Z pr�eserve la distributionYs et don aussi le feuilletage Ys : �sz(Ysm) = Ysmz .5) Deuxi�eme �etape : int�egration de (E') et retour �a (E).Le syst�eme : 8<: DZZ � ��℄Z;Z;mz;Rz;Sz [X℄ ave � 2 Rdz(Z) = 1< DZZ;Z >= 0 ;est du type Ddfz=dz2 =  (fz;dfz=dz);ave  de lasse CR�2 d'apr�es le orollaire 1 page 154. Par la remarque de la page 180,  d�e�nit bien une d�eriv�ee seonde dans GÆ. Par le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz, e syst�emeadmet don une seule solution (fz)z ave la ondition initiale (f0;( dfz=dz)j0) �x�ee par lespoints 1) et 2). De la même fa�on qu'au point 4), on v�eri�e qu'alors n�eessairement � estonstant �egal �a 1, i.e. que (fz)z est la solution, unique, de (E'). Reste �a v�eri�er que (fz)zsatisfait (E), i.e. que :� pour tout z, la famille d'espaes Rz, d�e�nie au 4), et la famille R(fz) d�eduite, ommeindiqu�e page au 3) 176, des veteurs-oordonn�ees ((U ri )dri=1;(V ri )dri=1)Nr=1 le long de (mz)z,o��nident,� pour tout s de J1;N 0K et tout z, les sous-vari�et�es Ssz , d�e�nies au 4), et Ss(fz) = fp 2Ysmz = x(p) = 0g o��nident.C'est une simple v�eri�ation. Pour le premier point, en notant pour tout r de J1;NK,((Û ri )dri=1;(V̂ ri )dri=1) la famille de veteurs propag�ee le long de (mz)z au point 4), on v�eri�eque : ((Û ri )dri=1;(V̂ ri )dri=1) = ((U ri )dri=1;(V ri )dri=1). Les deux familles satisfont en e�et le mêmesyst�eme di��erentiel (ave les mêmes onditions initiales �a l'ordre 2 en z = 0). Pour les(Û ri )dkri=1 et les (U ri )dkri=1, respetivement :8>><>>: DZDZÛ ri ' 0 [(Ur;k)?℄DZDZÛ ri ' R(Û ri ;Z):Z [( dkr�j=1V̂ rj )?℄< DZDZÛ ri ;Z >= 0 (EUr;k)et : 8>><>>: DZDZU ri ' 0 [(Ur;k)?℄DZDZU ri ' R(U ri ;Z):Z [( dkr�j=1V̂ rj )?℄< DZDZU ri ;Z >= 0Pour le deuxi�eme point, notons (f sz )z la ourbe de GÆ onstruite au point 4) pour un sde J1;N 0K, et (gsz)z la restrition de f sz �a (f s0 )�1(Ssm). Notons �egalement (gz)z la restritionde (fz)z �a f�10 (Ssm). Alors (gsz)z v�eri�e le syst�eme di��erentiel :186



8<: DZsZs � �s℄Zs;Zs;mz [Ys℄DZsZs � 0 [(TSs(gsz))? = Ys? + vet(Zs)℄< DZsZs;Zs >= 0 (Es)o�u le hamp Zs est le hamp identi��e �a la d�eriv�ee dgs=dz. Or e syst�eme, on l'a vu, est�equivalent �a : ( DZZ � �℄Z;Z;fz(0);R(fz);S(fz) [X℄< DZZ;Z >= 0v�eri��e par (fz)z , don par (gz)z. Comme (gsz)z et (gz)z satisfont les mêmes onditionsinitiales �a l'ordre un en z = 0, (gsz)z = (gz)z et don 8z;Ssz = Ss(fz).6) Les oordonn�ees v�eri�ent les propri�et�es voulues ssi elles sont induites par(fz)z v�eri�ant (E).Le sens h (fz)z induit les oordonn�ees voulues i ) h (fz)z v�eri�e (E) i est une v�e-ri�ation un peu longue mais faile. Prouvons l'autre sens. On note enore (X; ((U ri )dri=1;(V ri )dri=1)Nr=1; ((Y si )d0si=0)N 0s=1; Z) les veteurs-oordonn�ees induits par (fz)z . Le hamp Z estle hamp d�eriv�e dfz=dz, les autres sont les images, par (la di��erentielle du) ot de Z,des hamps de veteurs-oordonn�ees onstruits sur TX?0 en 1). On note d'autre part (X;((Uri )dri=1; (V ri )dri=1)Nr=1; ((Y si )d0si=0)N 0s=1) les prolongements par transport parall�ele le long deslignes de hamp de Z de es mêmes veteurs oordonn�ees de TX?0 . De la même fa�on qu'aupoint 4),� on montre que : 8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;8i 2 J1;dkr K;DUri 2 Us;k et 8i 2 Jdkr +1;drK;DV ri 2 Vs;k et que 8s 2 J1;N 0K;8i 2 J1;d0sK;DY si 2 Ys,� on en d�eduit que le ot de Z stabilise les distributions Ur;k, Vr;k et Ys et don queles oordonn�ees v�eri�ent le point (a), (I) du th�eor�eme ; la m�etrique est don de la forme :g =  NXr=1 grz!+ N 0Xs=0 g0sz !+ 2 dz;les gr et g0s �etant omme d�erites page 160 et g v�eri�ant la propri�et�e (P) introduite dansla proposition 3 page 160.La deuxi�eme relation du syst�eme (E) implique de plus que Z est en tout point isotrope.La m�etrique g n'a don, dans la base des veteurs-oordonn�ees, pas de terme en dz2 et ledeuxi�eme point du (a), (II), (i) : (Z) = 0, est satisfait. Le (a), (II), (iii), les propri�et�esdes gr et la premi�ere propri�et�e de  du point (a), (II), (ii) d�eoulent de la ondition initialesur (f0;( df=dz)jz=0)) donn�ee aux points 1) et 2) de la d�emonstration. C'est imm�ediat pour, v�eri�ons : 8r 2 J1;NK;8p 2 X?m ; (�gr=�z)jp = 0 et : 8p 2 Urm [ Vrm; gr = 2Pdri=1 duri dvri :Par onstrution, en tout point de X?m : 8i;j 2 J1;drK;DUri V rj = 0 (voir le (b) du sous-lemme 10 page 138 et le 1) de ette d�emonstration). Par ons�equent, pour tous i;j de
J1;drK :<DZU ri ;V rj > = <DUri Z;V rj > = LUri <Z;V rj >�<Z;DUri V rj > = LUri 0�<Z;0> = 0187



et sym�etriquement < DZV rj ;U ri >= 0. En�n don :(�gr=�z)(U ri ;V rj ) = LZ < U ri ;V rj >=< DZU ri ;V rj > + < U ri ;DZV rj >= 0:D'autre part, en m, gr = 2Pdri=1 duri dvri et le long de Um, par onstrution : 8i;j 2
J1;drK;DUri U rj = 0 (voir enore le (b) du sous-lemme 10 page 138). D'o�u :LUri grj;k = LUri < U rj ;V rk >=< DUri U rj ;V rk > + < U rj ;DUri V rk >= 0et la deuxi�eme �egalit�e herh�ee.Restent �a montrer le premier point du (a), (II), (i) et les trois derniers points du (a),(II), (ii).Le premier point du (a), (II), (i). La forme g00 est partout �egale �a Pd00i=1 "0i ( dy0i )2.C'est vrai sur X?m , par onstrution des oordonn�ees en 1) sur ette feuille. Il suÆt don demontrer que les veteurs-oordonn�ees (Y 0i )d00i=1 sont parall�eles le long des lignes de hamp deZ. En e�et alors :8i;j 2 J1;d00K; LZ < Y 0i ;Y 0j >=< DZY 0i ;Y 0j > + < Y 0i ;DZY 0j >= 0;e qui donne le r�esultat voulu. Montrons don : 8i 2 J1;d00K;DZY 0i = 0. Cela revient �amontrer que le hamp Y 0i ommute ave Z. En e�et si [Y 0i ;Z℄ = 0 alors Y 0i = Y 0i et donDZY i0 = DZY 0i = 0. Or :DZDY 0iZ = R(Y 0i ;Z)Z +DY 0iDZZ �DDY 0i ZZ= R(Y 0i ;Z)Z +DY 0i �z �DDY0i ZZ= R(Y 0i ;Z)Z +R(Z;Y 0i )Z �DDY 0i ZZ= �DDY0i ZZLe veteur DY 0iZ v�eri�e don l'�equation di��erentielle lin�eaire en l'inonnue A : DZA =�DAZ. D'autre part, il est nul, par onstrution des oordonn�ees de X?m , en z = 0. Il estdon partout nul, don DY 0iZ = 0 = DZY 0i et Y 0i ommute ave Z.Les trois derniers points du (a), (II), (ii). Remarquons que pour tout z,  = Z[. Lespropri�et�es de TX?m d�eoulent imm�ediatement de elles de f0 et (dfz=dz)jz=0 d�etermin�eesen 1) et 2). D'autre part, si Y et Y 0 sont deux veteurs-oordonn�ees di��erents de Z, alors :
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LZ(Y ) = LZ < Z;Y >=< DZZ;Y > + < Z;DZY >=< �℄Z;Z;mz;R(fz);S(fz);Y > + < Z;DY Z >= �Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y ) + 12LY < Z;Z >= �Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y ) + 12LY 0= �Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y )et don : LZ( d(Y;Y 0)) = LZLY (Y 0)� LZLY 0(Y )= LY LZ(Y 0)� LY 0LZ(Y )= LY [�Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y 0)℄� LY 0 [�Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y )℄= d�Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y;Y 0):Alors :� jTX?m = dxjTX?m d'apr�es la onstrution de Z en 2) le long de X?m .� Pour tout z, jmz = dx. En e�et, le long de (mz)z, si on note Y un veteur oordonn�eedi��erent de Z, quelonque :LZ < Z;Y >=< DZZ;Y > + < Z;DZY >= 0 + 12LZ < Z;Z >= 0;la ligne de hamp mz de Z issue de m �etant une g�eod�esique. Or en m = m0 : (<Z;Y >= 0) , (Y 6= X) et : < Z;X >= 1, don le long de (mz)z, jX?mz = dxjX?mz .Comme de plus (Z) = 0,  = dx.Toujours le long de (mz)z, par d�e�nition de R(fz) et de �Z;Z;mz;R(fz);S(fz) :8r 2 J1;NK;8k 2 J1;nrK;8i;j 2 J1;dkr K;� ��uri �jmz ��Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(V rj )� =  ��vrj !jmz ��Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(U ri )� = 0:Comme jX?m v�eri�e ette même propri�et�e (ela d�eoule imm�ediatement de la onstru-tion de Z au 2)) et omme, pour tout vet.-oordonn�ee Y di��erent de Z, LZ(Y ) =�Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y ), alors  v�eri�e ette propri�et�e pour tout z.� Par le premier point, djTX?m = 0 en tout point de X?m ; en partiulier don en toutpoint de eUm [ eVm. Soit �z le ot de Z au temps z, alors :�z(eUm [ eVm) = eUmz [ eVmzpar le (a), (I) du th�eor�eme. Le long d'une ourbe int�egrale du hamp Z inluse dans[z �eUmz [ eVmz�, et ave Y et Y 0 deux hamps de veteurs-oordonn�ees di��erents de189



Z, quelonques :ddz (d(Y;Y 0)) = d�Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y;Y 0) omme vu plus haut= 0 par d�e�nition de �Z;Z;mz;R(fz);S(fz):Don, en tout point de [z � eUmz [ eVmz�, djTX? = 0.� Par onstrution du veteur Z en 2), pour tout s de J1;N 0K, ()jTSs(f0) = 0, o�uSs0 = fp 2 Ysm = x(p) = 0g. Or 8z;�z(Ss0) = Ssz par le (a), (I) du th�eor�eme, don8z; d�z(TSs0) = TSsz . Pour tout i de J1;d0sK, le long de Ss0 , Y si 2 TSs0 don, le longd'une ourbe int�egrale de Z inluse dans [zSsmz :ddz ((Y si )) = �Z;Z;mz;R(fz);S(fz)(Y si ) omme vu plus haut= 0 par d�e�nition de �Z;Z;mz;R(fz);S(fz):Don : 8z; jTSsz = 0.Le point (a) du th�eor�eme est don prouv�e. Le point (b) d�eoule aussi de la d�emarheadopt�ee. En e�et, deux syst�emes de oordonn�ees sont omme dans le th�eor�eme ssi ils pro-viennent de deux ourbes (fz)z et (f 0z)z de GÆ v�eri�ant (E) et v�eri�ant une ondition initialedu type donn�e aux points 1) et 2).Par uniit�e des solution de (E), ils sont �egaux d�es que (f0;( dfz=dz)jz=0) = (f 00;( df 0z=dz)jz=0).Comme le veteur Z onstruit en 2) et identi��e �a ( dfz=dz)jz=0), est totalement d�etermin�epar le hoix de f0 e�etu�e en 1), (fz)z = (f 0z)z d�es que f0 = f 00.Or, le syst�eme de oordonn�ees onstruit en 1) est donn�e par le sous-lemme 10 page 138, �apartir du hoix d'une base (X; ((U ri )dri=1; (V ri )dri=1)Nr=1; ((Y si )d0si=0)N 0s=1) de X?m, des sous-vari�et�esfp 2 Ysm = x(p) = 0g et des oordonn�ees (x;(ysi )d0si=1 sur es sous-vari�et�es. (On traduit iidans le langage des oordonn�ees les diverses setions arbitraire �a partir desquelles le sous-lemme fournit les oordonn�ees.) En�n, la famille ((V ri )dri=1)Nr=1 est hoisie, en m, duale de((U ri )dri=1)Nr=1 (point (a), (II), (iii)). Celle-i d�etermine don elle-l�a. C'est le point (b)reherh�e.7) Le point () du th�eor�eme.Montrons les deux relations d�eterminant . Soient A et B dans F tels que A ? B ouA = Y0 ; soit (A;B) un ouple de veteurs-oordonn�ees de A�B. Alors :LALZ(B) = LA < DZZ;B > +LA < Z;DZB >| {z }= 12LB<Z;Z>=0=< DADZZ;B > + < DZZ;DAB >= (DA�z)(B) + XCveteur-oordonn�ee �CA;B < DZZ;C >Or, pour tout hamp de veteurs C,< DZZ;C >= LZ < Z;C > � < Z;DZC >= LZ < Z;C > �12LC < Z;Z >= LZ(C);190



d'o�u la premi�ere relation.Soit z r�eel, r dans J1;NK et i, j et k dans J1;drK. Alors, le long de Urm :LUri LUri LZ(V rk ) = LV rk LZLUri (U rj ) ar d = 0 le long de Urm:La deuxi�eme relation suit ar Ur ? Ur. 2III.5.2 D�emonstration de la proposition 4Soient A et B deux feuilletages de F tels que (A ? B et A\ B = X ) ou (A = Y0) et etp un point de M. Soient alors Y et Y 0 deux hamps de veteurs-oordonn�ees de A�B.Par onstrution des oordonn�ees, DY Y 0 2 A\B. Par hypoth�ese, soit A\B = X, soitA = Y0 ; dans e dernier as, par onstrution des oordonn�ees, pour tout veteur A et entout point : 8i 2 J1;d00K;DAY 0i 2 X. Par ons�equent : DY Y 0 = DY 0Y 2 X et don, d'apr�esla formule du () du th�eor�eme :LZLY < Z;Y 0 >= LZLY (Y 0)= < R(Z;Y )Z;Y 0 > + < DY Y 0;Z >< X;Z >�1 LZ(X)= < R(Z;Y )Z;Y 0 > + < DY Y 0;Z >< Z;X >�1 LZ < Z;X >= < R(Z;Y )Z;Y 0 > + < DY Y 0;Z >< Z;X >�1< DZZ;X > ar < Z;DZ ;X >= 0:Alors : ��z h LY (Y 0):(X)�1 i= LZ h (LY<Z;Y 0>)<Z;X>�1 i= <Z;X>�1 h LZLY<Z;Y 0>�<Z;X>�1LY<Z;Y 0>LZ<Z;X> i= <Z;X>�1 h <R(Z;Y )Z;Y 0>+<DY Y 0;Z><Z;X>�1<DZZ;X>�<Z;X>�1( <DY Z;Y 0>| {z }=0 ar A?B ou A=Y0 +<Z;DY Y 0>)(<Z;DZX>| {z }=12LX<Z;Z>=0+<DZZ;X>) i= <Z;X>�1 h <R(Z;Y )Z;Y 0>: iC'est le r�esultat. 2
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IV Une lassi�ation loale des vari�et�eslorentziennes, selon leur holonomieIV.1 IntrodutionCette setion IV onstitue une appliation du th�eor�eme 1 : utilisant les oordonn�eesloales propos�ees par e th�eor�eme d'une part, et un th�eor�eme alg�ebrique d'Ikemakhen-B�erard Bergery d'autre part (voir [BBI93℄), elle lassi�e loalement les vari�et�es lorent-ziennes r�edutibles mais ind�eomposables, selon leur holonomie. Ce faisant, elle aomplitune des motivations initiales de la reherhe de oordonn�ees loales privil�egi�ees sur lesvari�et�es pseudo-riemanniennes r�edutibles ind�eomposables.D'autre part, ette setion onstitue �egalement une tentative pour d�egager des invariantsrelatifs aux �br�es du type Ysp ! �Ys�p = (Ysp=X ), qui apparaissent dans les vari�et�es pseudo-riemanniennes r�edutibles ind�eomposables, et dont l'�etude est importante pour omprendrela ourbure et l'holonomie de es vari�et�es.Ces deux questions se sont r�ev�el�ees li�ees ; nous les traitons don ii ensemble. La setionIV.2 est onsar�ee aux �br�es Ysp ! �Ys�p ; la suivante IV.3 expose le th�eor�eme d'Ikemakhen-B�erard Bergery et les deux dermi�eres IV.4 et IV.5 �enonent et d�emontrent la lassi�ationannon�ee.IV.2 Le d�efaut des �br�es Ysp ! �Ys�p �a être des produits aÆnesIV.2.1 Position du probl�emeSi p est un point de M et s 2 J0;N 0K, le �br�e loal au voisinage de p : Ysp ! �Ys�p est un�br�e de �bres les feuilles de X , totalement isotropes, sur une base �Ys�p non d�eg�en�er�ee. Onsait de plus que la onnexion D sur Ysp est telle que Dg = 0 et que tout veteur X de Xppeut être prolong�e �a Ysp par transport parall�ele en un hamp dans la distribution X.Une famille remarquable de �br�es de e type est onstitu�ee des produits aÆnes d'unevari�et�e riemannienne Y par une vari�et�e aÆne onnet�ee X de dimension un :(Y;gY;DY)� (X ;DX) p1�! (Y;gY;DY)ave p1 la projetion sur le premier fateur du produit et DY la onnexion de Levi-Civitade Y. La m�etrique produit est gY 
 0, d�eg�en�er�ee. Il existe pour tout x de X une setionprivil�egi�ee �x : p ! (p;x) de p1. La onnexion produit est alors telle que es setions sontd'image totalement g�eod�esique : pour tout p de Y et tout hamp Y de veteurs de Y auvoisinage de p : 8V 2 TpY;D d�x(V ) d�x(Y ) 2 d�(TpY):Les images de es setions onstituent un feuilletage de (Y;gY ;DY) � (X ;DX), stable parholonomie, suppl�ementaire de X .Un tel feuilletage stable suppl�ementaire | ou, 'est �equivalent, une setion � de �, dontl'image est totalement g�eod�esique |, n'existe ependant pas n�eessairement dans le asg�en�eral (voir �gure 4 page 193). La m�etrique produit �etant d�eg�en�er�ee, d'autres onnexions192



que la onnexion produit sont ompatibles ave elle. Les �br�es du type Ysp ! �Ys�p pr�esententdon en g�en�eral un ((d�efaut)) �a être un produit aÆne, par exemple elui de �Ys�p par Xp. Ontente dans ette setion de arat�eriser e d�efaut et de le lire dans les oeÆients de lam�etrique exprim�ee dans les oordonn�ees fournies par le th�eor�eme 1.
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feuille X?mfeuille X?mzm = m0 = f0(0)mz = fz(0)param�etrage f0 de X?mparam�etrage fz de X?mzg�eod�esique (mz)z2℄�";"[f0(p)fz(p)p0Z(m)Rd�1Figure 4 { Ysp ! �Ys�p est-il un produit aÆne :existe-t-il une setion � d'image totalement g�eod�esique?IV.2.2 Deux outilsSoit don un �br�e Ysp ! �Ys�p . On hoisit de plus un hamp X non nul dans X, parall�elele long de Ysp ; un tel hoix revient au hoix d'un veteur non nul de Xp et deux tels hampssont n�eessairement proportionnels.Remarque : struture de �br�e aÆne. Le hoix d'un tel hamp X d�e�nit une ation de(C1( �Ys�p ;R);+) dans l'espae �(Ysp ! �Ys�p) des setions de Ysp ! �Ys�p . Soit en e�et �t le otde X au temps t. Si f 2 C1( �Ys�p ;R) et � 2 �(Ysp ! �Ys�p), on pose :f:� : �Ys�p Yspq �! �f(q)(�(q)):On v�eri�e que ette ation est simple et transitive ; on la notera additivement : f:� = �+f .Notation. Si � est une setion de Ysp ! �Ys�p , elle d�e�nit en tout point q de Ysp une onnexion193



du �br�e aÆne Ysp ! �Ys�p , i.e. un suppl�ementaire de Xq. Pour tout q tel que q = �(�q) :TqYsp = Xq � d�( �Ys�q):Cette d�eomposition se propage alors par transport parall�ele le long de Xq �a tous les pointsde Xq et fournit don en tout point le suppl�ementaire annon�e. Remarque : deux onnexions� et �0 ont même onnexion assoi�ee ssi �0 = � + f o�u f est une fontion onstante.On note alors V� 2 T�Ysp 
 TYsp la projetion vertiale assoi�ee �a ette onnexion,'est-�a-dire la projetion, dans haque espae tangent TqYsp , sur le premier fateur de lad�eomposition, parall�element au deuxi�eme.Proposons une premi�ere mesure du d�efaut de Ysp ! �Ys�p �a être produit aÆne. Attention,la onnexion assoi�ee �a � introduite i-dessus est par d�e�nition int�egrable d'int�egrale �,don de ourbure nulle. Les objets introduits plus bas ne sont pas relatifs �a ette ourbure.Proposition 6 Soient �Y et �Y 0 deux hamps de veteurs de �Ys�p. L'op�erateur :H� : ( �Y ; �Y 0)! V�(D d�( �Y ) d�( �Y 0))est alors tensoriel et sym�etrique en �Y et �Y 0 et le �br�e Ysp ! �Ys�p est un produit aÆne ssi :9� 2 �(Ysp ! �Ys�p) : H� = 0.De plus : 8f 2 C1( �Ys�p ;R);H�+f = H� +Hess fet le �br�e Ysp ! �Ys�p est un produit aÆne ssi : 8� 2 �(Ysp ! �Ys�p);9f 2 C1( �Ys�p ;R) : H� =Hess f:L'op�erateur � ! H� traduit alors le d�efaut de Ysp ! �Ys�p �a être un produit aÆne. Ce�br�e est produit ssi pour toute (ou pour une quelonque) setion �, H� est dans l'image deHess.D�emonstration. La premi�ere aÆrmation n'est que la tradution du fait que la distributionIm( d�) est par onstrution int�egrable. Si on prolonge �Y et �Y 0 en des hamps qui om-mutent, d�( �Y ) et d�( �Y 0) ommutent alors �egalement et don H�( �Y ; �Y 0) est sym�etrique. Ilest de plus par onstrution tensoriel en sa premi�ere variable, il est don tensoriel en sesdeux variables.Reste �a montrer que : 8f 2 C1( �Ys�p ;R);H�+f = H� + Hess f . Soit f 2 C1( �Ys�p ;R). SiY est un hamp de veteurs de Yp, V�+f (Y ) = V�(Y ) � df( �Y ). C'est �evidemment vrai siY = X. Il suÆt don de le v�eri�er pour Y = d�( �Y ). Pour un tel Y :V�(Y ) = 0 = V�+f ( d(� + f)( �Y )) = V�+f (Y + (df: �Y )):X = V�+f (Y ) + df: �Y :d'o�u le r�esultat. Soient alors �Y et �Y 0 deux hamps de �Ys�p qui ommutent. Notons Y et Y 0les prolongements par tranport parall�ele le long des feuilles de X des hamps d�( �Y ) etd�( �Y 0) ; Y et Y 0 sont deux hamps d�e�nis dans un voisinage de p dans Yp, ils ommutent.194



Alors : H�+f ( �Y ; �Y 0) = V�+f (D d(�+f) �Y d(� + f)( �Y 0))= V�+f (DY +(df: �Y ):X(Y 0 + (df: �Y 0):X))= V�+f (DY Y 0 +DY ( df: �Y 0):X))= V�+f (DY Y 0) + L �Y ( df: �Y 0)= V�(DY Y 0) + L �Y ( df: �Y 0)� df:(�(DY Y 0))= H�( �Y ; �Y 0) + L �Y ( df: �Y 0)� df:(D �Y �Y 0))= H�( �Y ; �Y 0) + (D �Y df)( �Y 0))= H�( �Y ; �Y 0) + Hess f( �Y ; �Y 0)C'est le r�esultat. 2Remarque : des setions privil�egi�ees. Tout �br�e du type Ysp ! �Ys�p admet don dessetions loales � privil�egi�ees, ((harmoniques)), au sens suivant :trH� = 0:Si � est une setion quelonque, on d�e�nit f dans C1( �Ys�p ;R) par sa di��erentielle en �p etpar la relation �f = � trH�. (Rappelons qu'on note ii �f = trHess f .) La setion � + fest alors ((harmonique)). L'ensemble de es setions est l'orbite de l'une d'elles sous l'ationdes fontions harmoniques de C1( �Ys�p ;R).Cette remarque peut être ins�er�ee dans le th�eor�eme 1. On peut en e�et exiger que lessetions d'image x�1(0) \ Ysm des Ysm ! �Ys�m, pour s 2 J1;N 0K, soient ((harmoniques)).Le point (b) du th�eor�eme devient plus pr�eis : deux syst�emes de oordonn�ees v�eri�antette ondition suppl�ementaire sont �egaux ssi leur 1-jets en m sont �egaux.Un autre point de vue, plus pr�eis, sur le d�efaut de Ysp ! �Ys�p �a être produit aÆne peutenore être propos�e.Notation. On notera repetivement �D et �R la onnexion de Levi-Civita de �g sur �Ys�p et sontenseur de ourbure.Proposition 7 Soit � 2 �(Ysp ! �Ys�p), q 2 Ysp et (Y;Y 0;Y 00) 2 TqYsp. L'op�erateur (Y;Y 0;Y 00) 7!V�(R(Y;Y 0):Y 00) est invariant par transport parall�ele le long de Xq et sa valeur ne d�ependque des lasses �Y , �Y 0 et �Y 00 de Y , Y 0 et Y 00 modulo X. On d�e�nit don :R� : �Y ; �Y 0; �Y 00 7! V�(R(Y;Y 0):Y 00)o�u Y , Y 0 et Y 00 sont des relev�es quelonques de �Y , �Y 0 et �Y 00. De plus :8f 2 C1( �Ys�p ;R); R�+f = R� + df( �R( � ; � ) �):En�n, le �br�e Ysp ! �Ys�p est un produit aÆnessi : 9� 2 �(Ysp ! �Ys�p) : R� = 0ssi : 8� 2 �(Ysp ! �Ys�p);9f 2 C1( �Ys�p ;R) : R� = df( �R( � ; � ) �):195



Pour mener le travail au bout, il resterait �a arat�eriser les 3-formes de �Ys�p qui se fa-torisent en la ompos�ee d'une 1-forme ferm�ee et de �R, i.e. de la forme �( �R( � ; � ) �) aved� = 0.Pour expliiter le lien entre H� et R�, introduisons :D�e�nition 5 Soit B un hamp de formes bilin�eaires sym�etriques sur (M;D) une vari�et�emunie d'une onnexion aÆne. La di��erentielle dDB de B est la 3-forme d�e�nie par :dDB(V;V 0;V 00) = DVB(V 0;V 00)�DV 0B(V;V 00):Alors :Proposition 8 8� 2 �(Ysp ! �Ys�p); R� = �d �DH�:D�emonstration. Soient � 2 �(Ysp ! �Ys�p), �Y , �Y 0 et �Y 00 trois hamps de veteurs sur �Ys�pet Y , Y 0 et Y 00 les hamps d�( �Y ), d�( �Y 0), d�( �Y 00), prolong�es �a un voisinage de p dansYsp par transport parall�ele le long des feuilles de X . Remarquons que, par d�e�nition de V�et pare que la onnexion D de Ysp se projette sur la onnexion �D de �Ys�p : d�( �D �Y �Y 0) =DY Y 0 � V�(DY Y 0), et de même pour tout ouple de veteurs parmi Y , Y 0 et Y 00. Lesop�erateurs H� et R� �etant tensoriels, on peut supposer de plus sans pr�ejudie que leshamps �Y , �Y 0 et �Y 00 ommutent : �D �Y �Y 0 = �D �Y 0 �Y : : : Alors :d �DH�( �Y ; �Y 0; �Y 00) = ( �D �YH�)( �Y 0; �Y 00)� ( �D �Y 0H�)( �Y ; �Y 00)= �D �Y (H�( �Y 0; �Y 00))�H�( �D �Y �Y 0; �Y 00)�H�( �Y 0; �D �Y �Y 00)� [ �D �Y 0(H�( �Y ; �Y 00))�H�( �D �Y 0 �Y ; �Y 00)�H�( �Y ; �D �Y 0 �Y 00)℄= DY (V�(DY 0Y 00))� V�(D d�( �D �Y �Y 0)Y 00)� V�(DY 0 d�( �D �Y �Y 00))� [DY 0(V�(DY Y 00))� V�(D d�( �D �Y 0 �Y )Y 00)� V�(DY d�( �D �Y 0 �Y 00))℄= DY (V�(DY 0Y 00))� V�(DY 0(DY Y 00 � V�(DY Y 00)))� [DY 0(V�(DY Y 00))� V�(DY (DY 0Y 00 � V�(DY 0Y 00)))℄= DY (V�(DY 0Y 00))� V�(DY 0DY Y 00)�DY 0(V�(DY Y 00)))� [DY 0(V�(DY Y 00))� V�(DY (DY 0Y 00))�DY (V�(DY 0Y 00))℄= �V�(DY 0DY Y 00) + V�(DYDY 0Y 00)= �R�( �Y ; �Y 0; �Y 00)par d�e�nition de R� et enore pare que les hamps �Y et �Y 0, don �egalement les hamps Yet Y 0, ommutent. 2IV.2.3 Lien ave la m�etrique dans les oordonn�ees du th�eor�eme 1Quand l'holonomie agit trivialement sur �X?�m. Sous les notations du th�eor�eme 1, N =N 0 = 0. Le �br�e Y0m ! �Y0�m est plat, don produit aÆne de �Y0�m plat par Xm.Quand l'holonomie agit irr�edutiblement sur �X?�m et trivialement sur Xm. Sous les no-tations du th�eor�eme 1, N = d00 = 0, N 0 = 1. Notons (x; (yi)d0i=1; z) les oordonn�ees duth�eor�eme ; la m�etrique se met sous la forme g = g0 + 2dxdz o�u g0 n'a pas de terme fateurde dx ou dz et ne d�epend pas de la oordonn�ee x.196



Une m�etrique variable sur �X?�m. La famille �a un param�etre de m�etriques d�eg�en�er�ees(g0jX?mz )z d'un ouvert des (X?mz )z passe au quotient en une famille de m�etriques non d�eg�en�er�ees(�g0j �X?�mz )z d'un ouvert des ( �X?�mz )z. Cette famille peut être trait�ee, par image r�eiproque parle ot � �Zz de �Z au temps z, omme une famille �a un param�etre de m�etriques d'un ouvertde �X?�m . On notera : �gz = (� �Zz )�(�g0jX?�mz ):De fa�on �equivalente, on aurait pu prendre l'image r�eiproque de �g0jX?�mz par le syst�eme deoordonn�ees (yi)d0i=1 et obtenir �gz = ((yi)d0i=1)�(�g0jX?�mz ) une m�etrique variable sur un ouvertde Rd0 . Notons alors : �hz = ddz �gzla d�eriv�ee en z de la forme variable �gz.Le d�efaut de X?mz ! �X?�mz �a être produit aÆne se lit alors sur �hz.Proposition 9 Notons �z la setion de X?mz ! �X?�mz d'image x�1(0) \ X?mz et �Dz laonnexion de Levi-Civita assoi�ee �a �gz sur �X?�mz . On identi�e les veteurs de T �Ys�m et leurimage dans T �Ys�mz par � �Zz . Alors :H�z = �12�hz:X et : R�z = 12 d �Dz�hz:X:D�emonstration. Il suÆt de montrer la premi�ere �egalit�e, la seonde d�eoulant alors de laproposition 8 page 196. Le veteur-oordonn�ee Z v�eri�e : 8i 2 J1;d0K; < Z;Yi >= 0 et :< Z;X >= 0, don : 8p 2 X?mz ;8Y 2 X?p ; V�z(Y ) =< Z;Y >:X:Soient i et j dans J1;d0K :H�z( �Yi; �Yj) = V�z(DYiYj)=< DYiYj;Z >:X= 12(LYi < Yj;Z >| {z }�0 +LYj < Yi;Z >| {z }�0 �LZ < Yi;Yj >):X= 12 ddz gz(Yi;Yj):Xo�u on note enore Yi et Yj les veteurs d�Z�z(Yi) et d�Z�z(Yj)= 12 ddz �gz( �Yi; �Yj):X= 12�hz( �Yi; �Yj):Xd'o�u le r�esultat ar H�z et �hz sont tensoriels. 2La d�eriv�ee �hz de �gz se d�eompose anoniquement en deux omposantes. Introduisonsd�ej�a deux op�erateurs lassiques. Nous reprenons ii le syst�eme de notations introduit dans197



[Bes87℄ au hapitre 1.D�e�nition 6 Si A est un (p,q)-tenseur sym�etrique sur (M;g) une vari�et�e riemannienneou pseudo-riemannienne, on note Æ�A le sym�etris�e de DA, 'est-�a-dire :(X1; : : : ;Xp+1) Æ�A�! SX1;::: ;Xp+1DX1A(X2; : : : ;Xp+1):L'op�erateur Æ� admet un adjoint formel not�e Æ et nomm�e divergene. Si p � 1 :(X1; : : : ;Xp�1) ÆA�! � trg[(Y;Z) 7! Æ�A(Y;Z;X1; : : : ;Xp�1)℄:On notera ii respetivement �Æ�z et �Æz es deux op�erateurs, relatifs �a la m�etrique �gz, deparam�etre z, sur �Ys�m.Rappelons �egalement un r�esultat lassique sur l'espae des m�etriques d'une vari�et�e.Proposition 10 Soit (M;g) une vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannienne. Une lassepartiuli�ere de m�etriques deM est l'orbite ('�g)'2Di�(M) de g sous l'ation des di��eomorphismesdeM. Soit (gt)t = ('�t g)t une ourbe issue de g (i.e. g0 = g) dans ette orbite et v le hampde veteurs ( ddt't)jt=0, alors : � ddtgt�jt=0 = Æ�v[:L'espae S2(T�M) des d�eformations in�nit�esimales de g, i.e. des formes bilin�eaires surM,se d�eompose alors : S2(T�M) = Im Æ� � ker Æ:Par ons�equent, pour toute ourbe (gt)t issue de g dans l'espae des m�etriques sur M,il existe une famille de di��eomorphismes ('t)t deM telle que :gt = '�t ~gt et : Æ � ddt~gt�jt=0! = 0:Autrement dit, on trouve un hamp de veteurs v = ( ddt')jt=0 tel que :� ddtgt�jt=0 = Æ�v[ + � ddt~gt�jt=0| {z }de divergene nulle.:La famille ('t)t est unique �a omposition pr�es par une famille d'isom�etries. Le hamp v estdon unique �a omposition pr�es par une isom�etrie in�nit�esimale, n�eessairement nulle parexemple si g n'admet pas d'isom�etries.D�emonstration de la proposition. Montrons le premier point. Soit p 2 M et X;Y 2198



TpM. � ddtgt�jt=0 (X;Y ) = � ddt'�t g�jt=0 (X;Y )= � ddt�jt=0 g( d'tX;d'tY )= g(( Ddt)jt=0 d'tX;d'0Y ) + g('0X;d( Ddt)jt=0 d'tY )= g(DX (( ddt)jt=0'(p));Y ) + g(X;DY (( ddt)jt=0'(p)))= g(DXv;Y ) + g(X;DY v)= LXg(v;Y )� g(v;DXY ) + LY g(v;X) � g(v;DYX)ave des prolongements quelonques de X et Y= LXv[(Y )� v[(DXY ) + LY v[(X) � v[(DYX)= DXv[(Y ) +DY v[(X)= Æ�v[(X;Y ):La deuxi�eme aÆrmation est la version in�nit�esimale du ((Slie theorem)) de D.Ebin (voirBesse [Bes87℄, hapitre 4 pp. 117 et 118 ainsi que le paragraphe 32 de l'appendie, ou [E68℄).2 Pour haque valeur du param�etre z, on note alors vz un hamp de veteurs de �X?�m telque : hz = �Æ�zv[zz + ~�hz et : �Æz(~�hz) = 0;o�u [z est l'isomorphisme musial induit par �gz. Le hamp vz est d�e�ni �a addition pr�es d'une�gz-isom�etrie in�nit�esimale.Rappelons en�n un op�erateur lassique sur les hamps de veteurs.D�e�nition 7 Soit v un hamp de veteur sur (M;g) vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannienne. Le rotationnel de v est la 2-forme altern�ee d�e�nie par :rot v = dv[:Remarque. En dimension 3, le rotationnel de v d�esigne aussi le hamp de veteur dual deette 2-forme et en dimension deux, le salaire dual de ette 2-forme.On peut maintenant �enoner :Proposition 11 Soit (M;g) une vari�et�e riemannienne ou pseudo-riemannienne, v un hampde veteurs sur M et h la forme bilin�eaire sym�etrique Æ�v[. Alors :dDh = D(rot v) + 2v[ Æ R:Par ons�equent, pour tout z, en identi�ant les veteurs de �X?�m et leurs tranport�es sur�X?�mz par la di��erentielle du ot de �Z et en notant rotz l'op�erateur rotationnel sur �X?�m assoi�e�a la m�etrique �gz : 2R�z = d �Dz�hz = �Dz(rotz vz) + 2v[zz Æ �Rz + d �Dz ~�hz:199



Remarque. Si v est une isom�etrie in�nit�esimale, Æ�v = 0. On v�eri�e don bien que la quan-tit�e : �Dz(rotz vz)+2v[zz Æ �Rz et don aussi : d �Dz~�hz ne d�ependent pas du hoix du veteur vz,d�e�ni �a addition pr�es d'une isom�etrie in�nit�esimale. Elles sont intrins�equement assoi�ees �a�hz.D�emonstration de la proposition. Soient p un point de M et Y , Y 0 et Y 00 trois ve-teurs de TpM. Tous les op�erateurs manipul�es sont tensoriels ; on peut don prolonger sanspr�ejudie Y , Y 0 et Y 00 en des hamps de veteurs quelonques. Pour all�eger le alul, onles prolonge omme les veteurs-oordonn�ees de oordonn�ees normales de entre p, ainsi :(DY Y 0)jp = (DY 0Y )jp = 0 et de même pour toute paire de veteurs parmi Y , Y 0 et Y 00.Alors :dDh(Y;Y 0;Y 00) = ( dDÆ�v[)(Y;Y 0;Y 00)= (DY Æ�v[)(Y 0;Y 00)� (DY 0Æ�v[)(Y;Y 00)= LY (Æ�v[)(Y 0;Y 00))� LY 0(Æ�v[)(Y;Y 00))ar DY Y 0 = DY Y 00 = DY 0Y = DY 0Y 00 = 0 en p= LY (g(DY 0v;Y 00 + g(Y 0;DY 00v))� LY 0(g(DY v;Y 00) + g(Y;DY 00v))= g(DYDY 0v;Y 00) + g(Y 0;DYDY 00v)� (g(DY 0DY v;Y 00)� g(Y;DY 0DY 00v)par le même argument= �g(R(Y;Y 0)v;Y 00) + g(DYDY 00v;Y 0))� g(DY 0DY 00v;Y ):Or : v[(R(Y;Y 0)Y 00) = �g(R(Y;Y 0)v;Y 00)et :(DY 00 rot v)(Y;Y 0) = LY 00(rot v(Y;Y 0)) ar DY 00Y = DY 00Y = 0 en p= LY 00(LY g(v;Y 0)� LY 0g(v;Y ))= LY LY 00g(v;Y 0)� LY 0LY 00g(v;Y )= LY (g(DY 00v;Y 0) + g(v;DY 00Y 0))� LY 0(g(DY 00v;Y ) + g(v;DY 00Y ))= g(DYDY 00v;Y 0) + g(DY 00v;DY Y 0| {z }=0 en p) + g(DY v;DY 00Y 0| {z }=0 en p) + g(v;DYDY 00Y 0)� g(DY 0DY 00v;Y )� g(DY 00v;DY 0Y| {z }=0 en p)� g(DY 0v;DY 00Y| {z }=0 en p)� g(v;DY 0DY 00Y )= g(DYDY 00v;Y 0))� g(DY 0DY 00v;Y ) + g(v;DYDY 0Y 00)� g(v;DY 0DY Y 00)ar Y , Y 0 d'une part et Y 00 d'autre part, ommutent= g(DYDY 00v;Y 0))� g(DY 0DY 00v;Y )� v[(R(Y;Y 0)Y 00)d'o�u le r�esultat. 2Dans le as g�en�eral. Il est alors remarquable que pour tout s 2 J1;N 0K, la m�etrique gszdes feuilles Ysmz est ind�ependante des oordonn�ees x et ((ys0i )d0s0i=1)s0 6=s. Les raisonnementse�etu�es dans e qui pr�e�ede pour le as o�u N 0 = 1 s'e�etuent de la même fa�on pour200



haque s, dans le as g�en�eral, le long de la sous-vari�et�e [zYsmz . En e�et, le long de ettevari�et�e, 8i 2 J1;d0sK; Z ? Y si . Les mêmes r�esultats s'obtiennent alors, et restent vrais en toutp de M par l'ind�ependane it�ee plus haut. Pour tout s, le long de toute feuille Ysp :H�sz = �12�hsz:X; R�sz = 12 d �Dz�hsz:X et : d �Dz�hsz = �Dz(rot vsz) + 2(vsz)[�gsz Æ �Rs:IV.3 Les andidats-holonomies lorentziens : le th�eor�emed'Ikemakhen { B�erard BergeryIntroduisons d�ej�a une d�e�nition tr�es utile ii.D�e�nition 8 On dira ii qu'une repr�esentation d'une alg�ebre de Lie k dans un espae veto-riel E ((v�eri�e la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz)) si k admet une d�eomposition k = �1�i�nkien id�eaux ki ommutant deux �a deux et si E admet une d�eomposition E = �0�i�nEi telleque pour tout i, la repr�esentation de ki dans Ei est simple et, pour j 6= i, la repr�esentationde ki dans Ej est triviale.Proposition 12 (A.Ikemakhen, L.B�erard Bergery) Soit (M;g) une vari�et�e lorent-zienne et m 2M, on note h l'alg�ebre d'holonomie restreinte de M. Alors la repr�esentationde h dans �X?�m satisfait la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz.Rappel de la d�emonstration, disponible dans [BBI93℄. La d�eomposition de �X?�m en om-posantes irr�edutibles est �0�s�N 0 �Ys�m (la proposition prouve alors qu'une telle d�eomposition�etait unique, ar les omposantes isotypiques de �X?�m sont alors simples). Il suÆt de mon-trer que, pour tout h dans h, si h agit e�etivement sur �Ys�m, h agit trivialement sur les�Ys0�m pour s0 6= s. D'apr�es le th�eor�eme d'Ambrose-Singer, h est engendr�e par les images desR(TpM;TpM) par transport parall�ele � le long des hemins  de m aux autres pointsp de M. Comme la distribution X? est de odimension 1, les ��R(TpM;X?p ) suÆsent�a engendrer h, don enore les ��R(TpM;Ysp) pour tous les s. Or, parmi eux, seuls les��R(TpM;Ysp) peuvent agir e�etivement sur �Ys�m. Mais l'ation de ��R(TpM;Ysp) sur �Ys0�mpour s0 6= s est triviale (f le sous-lemme 9 page 137). C'est le r�esultat. 2Remarque. Cette d�emonstration repose sur le fait que X? est de odimension un et que�X?�m n'admet pas de sous-espae totalement isotrope stable, don utilise profond�ement lefait que M est lorentzienne. Le r�esultat reste vrai, sous les notations du th�eor�eme 1 page161, d�es que dimX = 1 et N = 0, mais n'est pas vrai en g�en�eral pour une vari�et�e pseudo-riemannienne non lorentzienne.Remarque. La d�eomposition �X?�m = ?�N 0s=0 �Ys�m de �X?�m en omposantes triviale et irr�edutiblesqui apparâ�t dans le th�eor�eme 1 page 167 est don aussi sa d�eomposition en omposantesisotypiques. En partiulier elle est unique.Enon�ons en�n les prinipaux r�esultats de [BBI93℄, ii rassembl�es en un seul �enon�e.Th�eor�eme 2 (A.Ikemakhen, L.B�erard Bergery) Soit (M;g) une vari�et�e lorentziennede dimension d, loalement r�edutible, ind�eomposable, h son alg�ebre d'holonomie restreinteet m 2 M. La vari�et�e est ind�eomposable, r�edutible, don n�eessairement dimXm = 1 etXm ( X?m. Soit � une base de TmM onstitu�ee d'un veteur non nul de Xm, ompl�et�e en201



base de X?m par des veteurs orthonorm�es, puis en base de TmM par un veteur dual dupremier, orthogonal aux suivants et isotrope. Dans une telle base :Mat�(g) = 0� 0 0 10 Id�2 01 0 0 1A :L'holonomie restreinte h peut alors être de quatre types.type 1 h 2 h ssi Mat�(h) = 0� a L 00 K �tL0 0 �a 1A ave a 2 R, L 2 Md�2;1(R) et K 2 k o�uk est une sous-alg�ebre de sod�2(R) dont la repr�esentation naturelle v�eri�e la propri�et�e deBorel-Lihn�erowiz.type 2 h 2 h ssi Mat�(h) = 0� 0 L 00 K �tL0 0 0 1A ave L 2 Md�2;1(R) et K 2 k o�u k estune sous-alg�ebre de sod�2(R) dont la repr�esentation naturelle v�eri�e la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz.type 3 h 2 h ssi Mat�(h) = 0�  (A) L 00 A+ S �tL0 0 � (A) 1A ave L 2 Md�2;1(R), A 2 a,S 2 s o�u a et s sont deux sous-alg�ebres de sod�2(R) qui ommutent, a �etant ab�elienne ets semi-simple, leur somme k v�eri�ant la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz ;  est une formelin�eaire non nulle de a dans R.type 4 h 2 h ssi il existe une base du type de � telle que :Mat�(h) = 0BB� 0  (A) L 00 0 0 �t (A)0 0 A+ S �tL0 0 0 0 1CCAave L 2 M1;dII (R), A 2 a, S 2 s o�u a et s sont deux sous-alg�ebres de sodII (R) quiommutent, a �etant ab�elienne et s semi-simple, leur somme k v�eri�ant la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz ;  est une appliation lin�eaire surjetive de a dans 2 M1;dI (R) et dI + dII =d� 2.IV.4 Deux lemmesLemme 5 Soit k une sous-alg�ebre de son(R) dont la repr�esentation naturelle dans (Rn ;< � ; � >an)v�eri�e la propri�et�e de Borel-Lihn�erowiz. L'alg�ebre k � son(R) est r�edutive don k = a� so�u a, entre de k, et s sont des id�eaux respetivement ab�elien et semi-simple de k, qui om-mutent.Alors Rn admet la d�eomposition anonique(Rn ;< � ; � >an) = E0 ?�E1 ?�E2 ?�E3o�u E0 ?�E3 sont les points �xes de a et E0 ?�E1 eux de s. Les id�eaux a et s admettent alors202



des d�eompositions : a = a1 � a2s = s2 � s3o�u : � i 6= j ) ai et si agissent trivialement sur Ej,� E1 = ?�1�i�n1Ei1, les Ei1 �etant de dimension 2, et : a1 =Q1�i�n1 so(Ei1) ' so2(R)n1 ,� E2 admet la d�eomposition k-stable E2 = ?�1�i�n2Ei2, et E2 est muni d'une strutureomplexe J 2 so(E2) t.q. J2 = � Id, ommutant ave l'ation de k (haque Ei2 est don dedimension paire). On d�e�nit alors le produit hermitien < � ; � >C = < � ; � > � i < � ;J � >et : a2 = Q1�i�n2 vetR(i IdEi2) ' Rn2 ' so2(R)n2 , s2 = Q1�i�n2 si2 o�u haque si2 est unesous-alg�ebre semi-simple de su(Ei2;< � ; � >C ), dont la repr�esentation naturelle dans Ei2 estsimple,� E3 admet la d�eomposition k-stable E3 = ?�1�i�n3Ei3 et s3 = Q1�i�n3 si3 o�u haque si3est une alg�ebre semi-simple de so(Ei3), dont la repr�esentation naturelle dans Ei3 est simple.D�emonstration. Le lemme repose sur les faits suivants :� Si k0 est une sous-alg�ebre ab�elienne de sop(R), k0 = Qi so(Ei;< � ; � >an) o�u les Eisont des 2-plans deux �a deux orthogonaux de Rp .� Si k0 est une sous-alg�ebre de sop(R) dont la partie entrale a0 et la partie semi-simples0 agissent haune sans noyau sur Rp , alors p est pair, k0 pr�eserve une struture omplexeJ sur Rp et : Rp = ?�iEi et : k0 �Yi u(Ei;J):La partie entrale a0 est alors inluse dans le produit des parties entrales et la partie semi-simple a0 dans le produit des parties semi-simples Qi su(Ei;J). 2Reprenons ii les notations du th�eor�eme 2 page 201. L'appliation lin�eaire  qui apparâ�tdans l'�enon�e des types 3 et 4 d'holonomie, est la leture dans la base � d'une appliationlin�eaire, qu'on notera enore  , de la nature suivante :� Dans le type 3,  est une appliation lin�eaire d'une ertaine sous-alg�ebre ab�eliennea de so( �X?�m;�gj �m) dans L(Xm),� Dans le type 4, �X?�m se d�eompose en deux sous-espaes de dimensions respetivesdI et dII : �X?m = �YI�m ?� �YII�m ;  est une appliation lin�eaire d'une ertaine sous-alg�ebreab�elienne de so( �YII�m ;�g) dans L( �YI�m;Xm).Ainsi onsid�er�ee, l'appliation lin�eaire  v�eri�e le lemme suivant.Lemme 6 � Cette appliation lin�eaire  | don en partiulier ses ensembles de d�epartet d'arriv�ee | est stable par holonomie restreinte ; elle se prolonge par transport parall�ele�a un voisinage de m dans M ; on note toujours  e prolongement.� une vari�et�e lorentzienne ind�eomposable (M;g) est du type 3 ssi203



{ l'image de l'holonomie restreinte h dans so( �X?�m;�gj �m) est la somme de deux alg�ebres aet s omme dans l'�enon�e du th�eor�eme 2,{ en tout point p de M, pour tous A et B dans TpM, R(A;B)jXp =  [(R(A;B)j �X?�p )a℄o�u (R(A;B)j �X?�p )a d�esigne le projet�e de R(A;B)j �X?�p sur la omposante a de l'ation del'holonomie sur �X?�p .� une vari�et�e lorentzienne ind�eomposable (M;g) est du type 4 ssi{ l'holonomie agit trivialement sur X,{ �X?�m = �YI�m ?� �YII�m et l'image de l'holonomie restreinte h dans so( �X?�m;�gj �m) est la sommede deux sous-alg�ebres a et s de so( �YII�m ;�gj �YII�m ) omme dans l'�enon�e du th�eor�eme 2,{ en tout point p de M, pour tous A et B dans TpM, R(A;B)jYIp =  [(R(A;B)j �YII�p )a℄o�u (R(A;B)j �YII�p )a d�esigne le projet�e de R(A;B)j �YII�p sur la omposante a de l'ation del'holonomie sur �YII�p .D�emonstration. L'appliation lin�eaire  est stable par holonomie, i.e. l'holonomie agittrivialement sur ses ensembles de d�epart et d'arriv�ee. Ces espaes sont eux-mêmes desespaes d'appliations lin�eaires du type L � L(A;B) ; ela revient don �a dire que A et Bsont stables par holonomie et que l'holonomie ommute ave L. C'est justement le as :� siM est de type 3,Xm etX?m sont stables par holonomie, don l'ation de l'holonomiedur �X?�m est bien d�e�nie. Comme dimX = 1, L(Xm) est ab�elien. D'autre part, par d�e�nition, est �a variables dans a � so( �X?�m;�gjm) qui ommute ave a� s l'ation de h sur �X?�m.� si M est de type 4, par d�e�nition, Xm, YIm et YIIm sont stables par holonomie,l'ation de l'holonomie sur �YI�m et �YII�m est don aussi bien d�e�nie. Comme l'holonomieagit trivialement sur �YI�m, sa repr�esentation dans L(YIm;YIm) est en fait dans L(YIm;Xm)et est ab�elienne. D'autre part, de la même fa�on que plus haut,  est �a variables dansa � so( �YII�m ;�gjm) qui ommute ave a� s l'ation de h sur �YII�m .Les deux autres points r�esultent alors diretement du th�eor�eme d'Ambrose-Singer : l'ho-lonomie restreinte est engendr�ee par les transport�es parall�eles le long de tous les heminsde m �a tout point p de M, des R(A;B) pour tous A et B de TpM. 2Un hoix plus pr�eis de oordonn�ees pour les vari�et�es de type 4. Si (M;g) est detype 4, �X?�m se d�eompose anoniquement en deux sous-espaes �YI�m et �YII�m . Le premier estn�eessairement inlus dans �Y0�m. On notera alors, dans e as :�Y0;I�m = �YI�m et : �Y0;II�m = ( �YI�m)? \ �Y0�m = �YII�m \ �Y0�m:Les oordonn�ees (y0i )d00i=1 du th�eor�eme 1 page 161 peuvent alors être hoisies telles que lesdI premi�eres oordonn�ees param�etrent, ave x, les feuilles int�egrales Y0;Ip de la distribution�Y0;I . Les d00 � dI derni�eres param�etrent alors n�eessairement les feuilles int�egrales Y0;IIp ,orthogonales, de la distribution �Y0;II .IV.5 Classi�ation loale des vari�et�es lorentziennes suivantleur holonomieTh�eor�eme 3 Soit (M;g) un ouvert d'une vari�et�e lorentzienne loalement r�edutible etind�eomposable, sur lequel sont d�e�nies des oordonn�ees du type donn�e par le th�eor�eme204



1 page 161. Alors :(a) (M;g) est de type 1 ou 3 ssi ( � dx) n'est pas image r�eiproque par � d'une formedi��erentielle � de �M.(b) (M;g) est de type 2 ou 4 ssi ( � dx) est image r�eiproque par � d'une formedi��erentielle � de �M.() (M;g) est de type 3 ssi elle est de type 1 ou 3 et que les omposantes isotypiques(irr�edutibles sauf �Y0�m par la proposition 12) sont de trois types :�X?�m = �Y0�m ?� ?�1�s�N 01 �Ys�m! ?� ?�N 01+1�s�N 0 �Ys�m!ave N 01 � 1 et :� �Y0�m est la omposante triviale de l'ation de h sur �X?�m,� pour s 2 J1;N 01K, pour tout point �p de �M, les feuilles �Ys�p sont k�ahleriennes Rii-platesde dimension r�eelle paire d0s et l'ation induite de l'holonomie restreinte de M sur�Ys�m est vet(Js) � s0s o�u Js d�esigne la struture omplexe de �Ys�m et o�u s0s est unesous-alg�ebre de su( �Ys�m;�gj �Ys�m ;Js) dont la repr�esentation dans �Ys�m est simple.� il existe un N 01 uplet de r�eels non nuls (�s)N 01s=1 tel que en tt point p :8s 2 J1;N 01K;8i 2 J1;d0sK; (X)� ��z � 1(X) � �(X)�ysi �� = �s �tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ; �Y si ))�et telle que pour haque s de J1;N 01K, ette expression n'est pas identiquement nulleomme fontion de p.� 8s 2 JN 01 + 1;N 0K;8i 2 J1;d0sK; �(X)�ysi = 0 et : �(X)�x = 0.(d) (M;g) est de type 4 ssi elle est de type 2 ou 4 et que les omposantes isotypiques(irr�edutibles sauf �Y0�m par la proposition 12) sont de trois types :�X?�m = �Y0�m ?� ?�1�s�N 01 �Ys�m! ?� ?�N 01+1�s�N 0 �Ys�m!ave les mêmes propri�et�es qu'au point () et, en reprenant le hoix de la page 204 :� il existe un N 01 uplet (�s)N 01s=1 d'�el�ements non nuls de ( �Y0;I)� tel qu'en tt point p :8s 2 J1;N 01K;8i 2 J1;d0sK;8l 2 J1;dIK; �2(Y 0l )�ysi �z = �s �tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ; �Y si ))�et l'appliation �a variable dans Y0;Ip :Y 0l 7! ��2(Y 0l )�ysi �z �1�s�N 01; 1�i�d0sest de noyau Xp,� 8s 2 JN 01 + 1;N 0K;8i 2 J1;d0sK;8l 2 J1;dIK; �(Y 0l )�ysi = 0 et :205



8i 2 JdI + 1;d00K;8l 2 J1;dIK; �(Y 0l )�y0i = 0.(e) De plus, la quantit�e tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ; �Y si )) s'exprime de fa�on plus pr�eise en fon-tion de vsz et de ~�hsz :tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ; �Y si )) = L �Y si (tr�g(rot vsz( � ;Js � ))) � LJ �Y si (tr�g ~�hsz):Cas partiulier. Le dernier point du th�eor�eme s'exprime de fa�on partiuli�ere pour lesindies s de J1;N 01K tels que d0s = dim �Ys = 2, s'il y en a. En e�et, dans e as :� Pour tout p de M, la vari�et�e �Ys�p , Rii-plate de dimension deux, est plate.� En partiulier, toutes les feuilles �Ys�mz sont plates et la d�eformation de gsz est purementle produit de l'ation d'un di��eomorphisme :9('sz)z : �gz = '�z�g0 ; si vsz = ��z'z ; �hsz = �Æ��gv[�gz ; ~�hsz = 0:Don en tout point �p : tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ; �Y si )) = 12L �Y si (rot vsz);o�u rot vsz est le oeÆient de proportionnalit�e entre rot vsz( � ; � ) et la forme volume de �Ys�p .En e�et, si Y est un veteur �g-norm�e de �Ys�p, (Y;J:Y ) est une base �g-orthonorm�ee de �Ys�p et :tr�g(rot vsz( � ;Js � )) = rot vsz(Y;JsY ) + rot vsz(Js:Y;(Js)2Y )= rot vsz(Y;JsY )� rot vsz(Js:Y;Y )= rot vsz(Y;JsY ) + rot vsz(Y;Js:Y )= 2 rot vsz(Y;Js:Y ) = 2 rot vsz:La quantit�e rot vsz s'appelle �egalement vortiit�e de l'�eoulement 'z au temps z.Remarque. Une vari�et�e lorentzienne (M;g) munie de oordonn�ees du type du th�eor�eme 1est don de type 3 ou 4 ssi il existe un ertain lien entre sa forme  d'une part, don sond�efaut �a être une �bration riemannienne en QN 0s=0(( �Ys�mz);�gj �Ys�mz ) sur une base de signature(1;1), et le d�efaut de ertains �br�es Ysp ! �Ys�p �a être produit. En e�et, d'apr�es la proposition9 page 197 : tr�gz( d �Dz�hz( � ;Js � ; �Y si )):X = 12 tr�gz(R�z(( � ;Js� ) �Y si )):Le point (e) du th�eor�eme d�eoule du lemme suivant :Lemme 7 Soit (M;g;J) une vari�et�e k�ahlerienne munie de g sa m�etrique r�eelle et de J sastruture omplexe et soit h une forme bilin�eaire sym�etrique sur M. On pose v un hampde veteurs tel que : h = Æ�v[ + ~h et : Æ~h = 0:Alors, en tout point p de M et pour tout A 2 TpM :trg( dDh( � ;J � ;A)) = LA(trg(rot v( � ;J � )))� 2 tr(R(A;v) Æ J)� LJ:A(trg(~h)):206



D�emonstration.Remarque 1. Nous n'utiliserons pas ii toute la rihesse du alul k�ahlerien ; introdui-sons seulement la remarque �el�ementaire suivante, qui suÆt ii. Si (E;g;J) est un R-espaevetoriel de dimension 2d muni de g forme bilin�eaire sym�etrique d�e�nie positive et de Jstruture omplexe (i.e. J est g-antiautoadjoint et J2 = Id) et si a est une forme bilin�eaireantisym�etrique sur E alors, pour toute base (Yi)di=1 orthonorm�ee de E vu omme espaeomplexe hermitien : trg(a( � ;J � )) = 2 dXi=1 a(Yi;J:Yi):Soit en e�et (Yi)di=1 une telle base, alors notamment (Yi;J:Yi)di=1 est une base r�eelle de E,g-orthonorm�ee et don trg(a( � ;J � )) =Pdi=1 a(Yi;J:Yi) + a(J:Yi;J2:Yi) =Pdi=1 a(Yi;J:Yi)�a(J:Yi;Yi). D'autre part, a se d�eompose anoniquement en deux formes antisym�etriques :a = a++a�, telles que J est a+-autoadjoint et a�-antiautoadjoint. Alors a+( � ;J � ) est anti-sym�etrique : a+(A;J:B) = a+(J:A;B) = �a+(B;J:A) et de même a�( � ;J � ) est sym�etrique.Alors : 2 dXi=1 a(Yi;J:Yi) = 2 dXi=1 a+(Yi;J:Yi)| {z }=0 +a�(Yi;J:Yi)= dXi=1 a�(Yi;J:Yi)� dXi=1 a�(J:Yi;Yi)= trg(a�( � ;J � )) = trg(a( � ;J � ))ar a+ est antisym�etrique, don de trae nulle.Remarque 2. Soit (M;g) une vari�et�e riemannienne, m un point de M, (Yi)di=1 une baseorthonorm�ee de (TmM;gjm) et h 2 S2(T�M). Alors :8A 2 TmM; (Æh(A))jm = �13  dXi=1 2(DYih)(Yi;A) + LA(trg h)! :C'est une simple v�eri�ation.(Æh(A))jm = � trg(B;C 7! Æ�h(B;C;A))= � trg �B;C 7! 13 (DBh(C;A) +DCh(A;B) +DAh(B;C))�= �13  dXi=1 DYih(Yi;A) +DYih(A;Yi) +DAh(Yi;Yi)! :D'o�u le r�esultat annon�e par sym�etrie de h.Montrons don le lemme. Soit 2d la dimension r�eelle deM, (Yi)di=1 une base orthonorm�eede TpM vu omme espae hermitien. La 2-forme dDh( � ;J � ;A) est antisym�etrique don207



par la remarque 1 : trg( dDh( � ;J � ;A)) = 2 dXi=1 dDh(Yi;J:Yi;A):Puis, par la proposition 11 page 199 :2 dXi=1 dDh(Yi;J:Yi;A) = 2 dXi=1(DA rot v)(Yi;J:Yi) + 2g(R(Yi;J:Yi):A;v) + dD~h(Yi;J:Yi;A):Alors, enore par la remarque 1 : 2 dXi=1(DA rot v)(Yi;J:Yi) = LA(trg(rot v( � ;J � ))) et :dXi=1 4g(R(Yi;J:Yi):A;v) = �4 dXi=1 g(R(A;v):J:Yi;Yi)= �2 trg[g(R(A;v) Æ J � ; � )℄ (Remarque 1)= �2 tr(R(A;v) Æ J):Reste �a examiner le dernier terme. La forme bilin�eaire sym�etrique ~h se d�eompose anoni-quement en deux formes bilin�eaires sym�etriques, sa partie hermitienne ~hH et antihermitienne~hA : ~h = ~hH + ~hA o�u J est ~hH-antiautoadjoint et ~hA-autoadjoint.D'autre part, par onstrution, Æ~h = 0. D'apr�es le lemme 12.94 de [Bes87℄, on a alors�egalement : Æ~hH = Æ~hA = 0. La famille (Y j)2dj=1 = (Yi;J:Yi)di=1 est une base g-orthonorm�eer�eelle de TpM et :dXi=1 dD~h(Yi;J:Yi;A)= dXi=1 dD~hH(Yi;J:Yi;A) + dD~hA(Yi;J:Yi;A)= dXi=1(DYi~hH)(J:Yi;A)� (DJ:Yi~hH)(Yi;A) + (DYi~hA)(J:Yi;A)� (DJ:Yi~hA)(Yi;A)= dXi=1 �(DYi~hH)(Yi;J:A)� (DJ:Yi~hH)(J:Yi;J:A) + (DYi~hA)(Yi;J:A) + (DJ:Yi~hA)(J:Yi;J:A)= 2dXj=1�(DY j~hH)(Y j;J:A) + (DY j~hA)(Y j ;J:A)=32(Æ~hH)(J:A) � 12LA(trg ~hH)� 32(Æ~hA)(J:A) + 12LA(trg ~hA) par la Remarque 2=� 12LA(trg ~hH) + 12LA(trg ~hA) ar Æ~hH = Æ~hA = 0:
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En�n : trg ~hA = 2dXj=1 ~hA(Y j;Y j)= dXi=1 ~hA(Yi;Yi) + ~hA(J:Yi;J:Yi)= dXi=1 ~hA(Yi;Yi)� ~hA(Yi;Yi) = 0;don trg ~h = trg ~hH et le r�esultat suit. 2D�emonstration du th�eor�eme.Les points (a) et (b) sont l'expression direte de la proposition 5 page 167. Le point(e) provient du lemme 7. En e�et, haque vari�et�e �Ys�p pour s 2 J1;N 01K est k�ahlerienne, Riiplate ; son holonomie est don dans su( �Ys�p) et est don de trae omplexe nulle :tr( �Rz(Y si ;vsz) Æ Js) = 0L'appliation du lemme 7 donne alors la relation (e). Les points () et (d) d�eoulent dequelques remarques et du lemme 6 page 203.Supposons (M;g) de type 1 ou 3. Soit k � so( �X?�m;�gj �m) la repr�esentation de l'holonomierestreinte h dans �X?�m. Cette derni�ere v�eri�e, par la proposition 12 page 201, la propri�et�e deBorel-Lihn�erowiz. Alors : �X?�m = ?�0�s�N 0 �Ys�m et : k = �1�s�N 0ks o�u l'ation de ks sur �Ys0�m estirr�edutible ssi s0 = s, triviale sinon. On note pour tout s ks = as � ss la d�eomposition deks en son entre as et sa partie semi-simple ss.Par le lemme 6 page 203, l'ation de l'holonomie par onjugaison sur �sas et L(Xm)est triviale et (M;g) est de type 3 ssi il existe une appliation lin�eaire lin�eaire non nulle de �sas dans L(Xm) telle que, en tout point p de M, pour tous A et B dans TpM,R(A;B)jXp =  [(R(A;B)j �X?�p )a℄ o�u (R(A;B)j �X?�p )a d�esigne le projet�e de R(A;B)j �X?�p sur laomposante a = �N 0s=1as de l'ation de l'holonomie sur �X?�p .Si une telle appliation lin�eaire  existe, on renum�erote les indies s de J1;N 0K de sortequ'il existe N 01 2 J1;N 0K t.q. : as � ker , s > N 01. Comme  6= 0, N 01 est e�etivementnon nul. N�eessairement alors par le lemme 5 page 202, pour tout s de J1;N 01K, �Ys�m poss�edeune struture omplexe Js stable par holonomie, ks � u( �Ys�m;�gsj �m;Js), as = vet(J) et ssest une sous-alg�ebre de su( �Ys�m;�gsj �m;Js) dont la repr�esentation dans �Ys�m est semi-simple. Onhoisit alors en tout point �p de �M une base orthonorm�ee (Y si )d0s=2i=1 de �Ys�p vu omme espaehermitien. Alors pour tout s de J1;N 01K et tous A et B de TpM :(R(A;B)j �Ys�p)as) = 0�d0s=2Xi=1 �g( �R( �A; �B)Y si ;J:Y si )1A| {z }ind�ependant du hoix de (Ysi )d0s=2i=1 :Js:
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Alors :(M;g) est de type 3ssi il existe  lin�eaire non nulle t.q. pour tout p de M et tous A et B de TpM,R(A;B)jXp =  [(R(A;B)j �X?�p )a℄ et pour tout s de J1;N 01K, (R( � ; � )j �Ys�p)as est surjetif suras ssi il existe N 01 dans J1;N 0K et (�s)N 01s=1 2 (R�)N 01 t.q pour tout p de M et tous A et B deTpM : g(R(A;B)X;Z) = N 01Xs=1 �s 24d0s=2Xi=1 �g( �R( �A; �B)Y si ;J:Y si )35et que la ondition de surjetivit�e �enon�ee plus haut est v�eri��ee.Remarquons alors que :� Si (A;B) 2 (X?p )2, g(R(A;B)X;Z) = 0, (voir sous-lemme 9 page 137)� Si A 2 �s0 6=sYs0p , alors : 8C 2 TpM; 8i 2 J1;d0s=2K; �g( �R( �A; �C)Y si ;J:Y si ) = 0 (idem).Par ons�equent :(M;g) est de type 3ssi il existe N 01 dans J1;N 0K et (�s)N 01s=1 2 (R� )N 01 t.q pour tout p de M et tout s de
J1;N 01K :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

8A;B 2 Ys; Pd0s=2i=1 �g( �R( �A; �B)Y si ;J:Y si ) = 1�s g(R(A;B)X;Z) = 08s0 > N 01;8A 2 Ys0p ; g(R(A;Z)X;Z) =PN 01s=1 �s hPd0s=2i=1 �g( �R( �A; �Z)Y si ;J:Y si )i = N 01:0 = 08A 2 Ysp; g(R(A;Z)X;Z) =Pd0s=2i=1 �g( �R( �A; �Z)Y si ;J:Y si )(R( � ; � )j �Ys�p )as est surjetif sur asOr en�n, par la proposition 4 163, qui suit le th�eor�eme 1 :8A 2 TpM; g(R(A;Z)X;Z) = (X):LZ �LA(X):(X)�1�et d'autre part par la proposition 9 page 197 puis par la remarque 1 e�etu�ee page 207 dansla d�emonstration du lemme 7 :d0s=2Xi=1 �g( �R(Y si ;J:Y si ) �A; �Z) = d0s=2Xi=1 12 d �D�hs(Y si ;J:Y si ; �A)= �s4 tr�gs( d �D�hs)( � ;Js � ; �A):Par ons�equent en�n, (M;g) est de type 3 ssi il existe N 01 dans J1;N 0K et (�s)N 01s=1 2 (R�)N 01t.q pour tout p de M et tout s de J1;N 01K :
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8>>>>>><>>>>>>: l'ation de l'holonomie de �Ysp sur �Ysp est dans su( �Ysp;�gsj�p;Js);i.e. �Ysp est k�ahlerienne, Rii-plate,8s0 > N 01;8A 2 Ys0p ; (X):LZ �LA(X):(X)�1� = 08A 2 Ysp; (X):LZ �LA(X):(X)�1� = �s4 tr�gs( d �D�hs)( � ;Js � ; �A) 6= te. nulleLe long de X?m ,  = dx don la deuxi�eme ondition est �equivalente �a : LA(ln(X)) = 0.Le r�esultat suit, quitte �a remplaer les �s par 4�s. Le as ((type 4)) est semblable. 2A. Ikemakhen a �egalement propos�e dans [I96℄ des exemples de m�etriques lorentziennesloales engendrant une holonomie de type 3 ou 4. Les oordonn�ees du th�eor�eme 1 et ler�esultat du th�eor�eme 3 permettent de d�erire exatement toutes es m�etriques.Corollaire 3 En toute dimension d o�u ela a un sens, des m�etriques lorentziennes loalesexistent sur Rd , engendrant des holonomies des quatre types annon�es par le th�eor�eme 2.Plus pr�eis�ement, si une m�etrique de la forme qui apparâ�t dans le th�eor�eme 1 admet aumoins un indie s � 1 pour lequel l'ation de l'holonomie sur �Ys�m est dans u( �Ys�m;�gsj �m;Js)et en ontient le entre vet(Js), et pour lequel de plus toutes les feuilles du feuilletage �Yssont k�ahleriennes Rii-plates, alors il existe pour haque N 01-uplet de r�eels non nuls un etun seul hoix de fontion (X) tel que la vari�et�e obtenue soit de type 3.Un r�esultat d'existene semblable est r�ealis�e pour des vari�et�es de type 4 ; il faut ettefois de plus que d00 = dimY0 ne soit pas nul et que N 01 � dI pour permettre la surjetivit�ede  .D�emonstration. Il suÆt de prouver que la ondition di��erentielle sur (X) s'int�egre, 'est-�a-dire que pour tout s de J1;N 01K :A 7! tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ;A))est une forme di��erentielle ferm�ee. C'est le as par la deuxi�eme identit�e de Bianhi. SoientA et B deux veteurs de �Ys�p, prolong�es en hamps loaux dans la distribution �Ys.LA �tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ;B))�� LB �tr�gz( d �Dz�hsz( � ;Js � ;A))�=12LA [tr�gz(R�( � ;Js � ;B))℄� 12LB [tr�gz(R�( � ;Js � ;A))℄=12LA [tr�gz(gz(R( � ;Js � )B;Z))℄ � 12LB [tr�gz(gz(R( � ;Js � )A;Z)))℄es expressions ont un sens : voir la def. de R� ds la prop. 7 page 195.=12LA [tr((R(Z;B) Æ Js))℄� 12LB [tr((R(Z;A) Æ Js))℄=12LA [tr((R(Z;B) Æ Js))℄ + 12LB [tr((R(A;Z) Æ Js))℄=12LZ [tr((R(A;B) Æ Js))℄ :Mais pour tout z, R(A;B) est dans l'alg�ebre d'holonomie de la feuille �Ys�mz qui est Rii-plate,don en tout point q voisin de p, R(A;B) 2 su( �Ys�q ;�gj�q;Js) et don tr((R(A;B) Æ Js)) = 0.2211



Remarque. On a par ons�equent d�emontr�e que n�eessairement, pour tout s de J1;N 01K, la1-forme A 7! LJ:A(tr�gz ~�hsz) est ferm�ee.Remarque. Il est de plus remarquable que, dans le th�eor�eme 3 de la page 204, e sontdes onditions sur les d�eriv�ees d'ordre trois de la m�etrique qui entrâ�nent les propri�et�es par-tiuli�eres de l'holonomie. Ce ph�enom�ene, nouveau par rapport au as riemannien, semblearat�eristique de l'holonomie pseudo-riemannienne quand elle-i stabilise des sous-espaestotalement isotropes. Les d�emonstration du lemme 4 et du th�eor�eme 1 semblent aussin�eessiter des raisonnements sur les d�eriv�ees du tenseur R, 'est-�a-dire sur les d�eriv�eestroisi�emes de la m�etrique, d�es qu'entre en jeu une propagation dans une diretion isotrope.
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Conlusion du hapitre 3Comme annon�e dans le pr�eambule, la onstrution de oordonn�ees propos�ee dans ehapitre pose sans doute plus de questions qu'elle n'apporte de r�eponses. Cette onlusionn'en est don pas une, mais reense plutôt rapidement quelques-unes de es questions.Tout d'abord, il reste �a v�eri�er la pertinene et l'utilit�e des oordonn�ees propos�ees. Leorollaire obtenu en IV en onstitue un fruit onret, mais 'est pour l'instant le seul.� � �D'autre part, les tehniques de d�emonstration utilis�ees pour le lemme analytique et leth�eor�eme 1 lui-même, tr�es ((manuelles)), se r�ev�elent relativement p�enibles, bien que l'id�eede base | une �equation di��erentielle ordinaire d'ordre 2, relativement naturelle dans sonprinipe | soit simple. Peut-être existe-t-il un point de vue ou des outils plus adapt�es ; ilsseraient en tout as les bienvenus dans l'optique d'une g�en�eralisation des oordonn�ees auxvari�et�es ne v�eri�ant pas (P1) ou (P2). � � �Ensuite, et on rejoint le premier soui mentionn�e, on peut tenter d'examiner plusieursquestions sur l'holonomie pseudo-riemannienne �a l'aide des oordonn�ees du th�eor�eme 1. Parmanque de temps, nous ne l'avons pas fait ii. Citons quelques �etudes possibles :� Que deviennent les oordonn�ees du th�eor�eme 1 sur des espaes sym�etriques? Quellespropri�et�es di��erentielles suppl�ementaires v�eri�ent-elles et peut-on y lire ertains invariantsde l'espae onsid�er�e?� Dans le même ordre d'id�ees, omment se lit la ourbure de Rii dans es oordonn�eeset notamment, en lien ave le hapitre 1, omment se traduit l'�eventuel parall�elisme de ri?Peut-être peut-on alors onstruire des exemples de m�etriques loales pseudo-riemanniennesRii-parall�eles, non sym�etriques, du type ((Ri nilpotent d'indie 2)) qui apparâ�t dans leth�eor�eme 1 du hapitre 1.� La repr�esentation de l'holonomie h dans l'espae tangent en un point m �a une vari�et�epseudo-riemannienne ne peut être n'importe quelle sous-alg�ebre de so(TmM;gjm). Maisquelles sont les alg�ebres possibles? La même question se pose pour la repr�esentation de hdans so( �X?�m;�gj �m). La proposition 12 �xe d�ej�a une obstrution �a ela dans le as lorentzien.Est-e la seule et sinon quelles sont les autres? Mieux omprendre le lien entre les oeÆ-ients de la m�etrique dans les oordonn�ees du th�eor�eme 1 et l'holonomie, peut ontribuer �ar�epondre �a ette question.Par exemple, la proposition 2 page 124 indique les diverses formes que peuvent prendreles omposantes isotypiques de l'ation sur E d'un sous-groupe de GL(E), lorsque elle-iest semi-simple et pr�eserve une forme bilin�eaire sym�etrique non-d�eg�en�er�ee. Parmi elles, les-quelles se r�ealisent omme repr�esentation de l'holonomie h d'une vari�et�e (M;g) sur l'espae�S0�m � �X?�m introduit �a la �n de la setion I? A quelle ondition di��erentielle sur les oeÆ-ients de la m�etrique dans les oordonn�ees ela orrespond-il alors? Dans le as lorentzien,ette question revient �a se demander si les alg�ebres k qui apparaissent dans l'�enon�e duth�eor�eme 2 page 201 peuvent être n'importe quelles sous-alg�ebres de sod�2(R), et �a quelleondition di��erentielle haque alg�ebre k possible orrespond.213



� Une m�etrique pseudo-riemannienne loale de la forme qui apparâ�t dans le th�eor�eme 1ne produit pas n�eessairement une vari�et�e ind�eomposable : elle peut admettre une distribu-tion parall�ele de sous-espaes non d�eg�en�er�es, et don se d�eomposer en produit riemannienloal. A quelle ondition la vari�et�e produite est-elle don e�etivement ind�eomposable?� On a propos�e ii une lassi�ation loale des vari�et�es lorentziennes, suivant leur holo-nomie. L'uniit�e des oordonn�ees, une fois e�etu�e un hoix arbitraire sur une hypersurfae,permet peut-être de reherher dans quelle mesure es vari�et�es peuvent être ((prolong�ees))en vari�et�es ompates ou ompl�etes de même holonomie, ou s'il y a au ontraire des obs-trutions �a ela.Cette liste n'est bien entendu auunement limitative.� � �Une autre reherhe demande �a être poursuivie et g�en�eralis�ee : la ompr�ehension du((d�efaut)) des �br�es Ysp ! �Ys�p �a être des produits aÆnes, introduit page 192 et suivantes. Ced�efaut reste �a mieux omprendre, ainsi que ses liens ave l'holonomie de la vari�et�e. On ade plus suppos�e partout ii que dimX = 1, en partiulier don aussi pour l'�etude de etobjet. Cependant, le formalisme propos�e dans la setion IV.2 pages 192 et suivantes devraits'adapter �a toute dimension sur X ; reste �a e�etuer ette g�en�eralisation. En�n, une �etudesemblable serait �a entreprendre pour les �br�es Wrp ! �Wr�p , qui semblent sur e point seomporter assez di��eremment.D'autre part, la forme ( � dx) est li�ee, on l'a vu en remarque page 171, au ((d�efaut))de la vari�et�e M �a être loalement une �bration riemannienne sur une base param�etr�ee par(x;z) et dont la m�etrique des �bres est fontion de z. Ce ((d�efaut)) aussi m�erite omme lepremier d'être mieux ompris.En outre, les holonomies partiuli�eres trait�ees dans le IV apparaissent lorsque, dansles oordonn�ees donn�ees par le th�eor�eme 1, un ertain lien di��erentiel existe entre laforme  et ertaines matries gs (voir le th�eor�eme 3 page 204). Ind�ependamment des oor-donn�ees et don plus intrins�equement, il s'agit en fait d'un lien di��erentiel entre les deux((d�efauts)) mentionn�es i-dessus. Bien isoler es derniers permettrait alors, sans l'aide desoordonn�ees, d'avaner vers une lassi�ation globale des vari�et�es lorentziennes r�edutibles-ind�eomposables.Plus g�en�eralement, on l'a vu dans la remarque de la page 162, les diverses d�eriv�eesdes oeÆients de la m�etrique sont li�ees �a la ourbure d'une fa�on remarquable, mais quireste enore tr�es ompliqu�ee, sans doute trop. Les oordonn�ees sont en ela d�eevantes,notamment dans la perspetive d'une g�en�eralisation au as dimX quelonque. Peut-être laompr�ehension direte de es deux ((d�efauts)) est-elle potentiellement plus frutueuse?� � �En�n, les oordonn�ees propos�ees elles-mêmes demandent �a être g�en�eralis�ees, si du moinselles se r�ev�elent int�eressantes. Les deux hypoth�eses tehniques (P1) et (P2) l'ont �et�e enun sens pour la même raison : le pro�ed�e de onstrution des oordonn�ees employ�e estla propagation, par une �equation di��erentielle ordinaire, du param�etrage de la feuille X?m�a toutes les feuilles X?mz . Quand la odimension de e feuilletage est sup�erieure ou �egale �adeux, 'est plusieurs �equations di��erentielles suessives qu'il faudrait alors utiliser. R�edig�eeave le même formalisme, une telle d�emonstration est devient tr�es lourde. Il faut alors deplus prendre en onsid�eration la repr�esentation de h dans TmM=X?m, qui n'est plus eng�en�eral une alg�ebre de Lie de dimension 1, et adapter sans doute les oordonn�ees aux sous-espaes invariants de ette repr�esentation : un autre travail en perspetive : : : Pour es214



deux raisons, on a don ii suppos�e dimX = 1, 'est (P2). De la même fa�on, une vari�et�e(M;g) qui ne v�eri�e pas (P1) requiert en g�en�eral, pour la onstrution de oordonn�ees d�ej�asur �X?�m , l'int�egration de plusieurs �equations di��erentielles ordinaires sur le même prinipequ'expos�e plus haut. Ainsi nous avons �egalement suppos�e (P1). Il semble que la forme �Z;Tonstruite dans le lemme analytique puisse l'être dans le as g�en�eral, i.e. sans supposer(P1). Cependant, ei am�ene des ompliations sans repr�esenter d'utilit�e direte, d'o�u lehoix de supposer (P1) d�es le II.Notons ependant que les deux grands types de sous-espaes stables de �X?�m, les �Ur�met �Vr�m d'une part et les �Ys�m d'autre part, donnent lieu �a deux types de propagation as-sez di��erents pour les oordonn�ees : la forme �Z;T du lemme analytique se onstruit demani�ere tr�es di��erente le long des Urm et le long des Ysm. La restrition aport�ee par (P1)permet don toujours d'aborder deux types essentiels de sous-espaes stables possibles de�X?�m | non d�eg�en�er�es ou totalement isotropes | et don d'aborder le type de propagationde oordonn�ees qui leur orrespond.Dans une perspetive de g�en�eralisation des oordonn�ees, la premi�ere tâhe est peut-être ependant de progresser d�ej�a dans la ompr�ehension alg�ebrique de so(TmM;gjm). Lelemme alg�ebrique de la setion I est sans doute en e�et le point le plus inahev�e de e travail.Pour �nir, un autre type possible de prolongement de e travail est de s'int�eresser globale-ment �a la vari�et�e M. Les oordonn�ees du th�eor�eme 1 ne semblent pas exister sur n'importequel ouvert r�etratile autour de m. Ont-elles une ((fronti�ere naturelle)), pourquoi et querepr�esente-t-elle si elle existe? Comment deux ouverts de oordonn�ees qui s'intersetent sereollent-ils? Que deviennent globalement les di��erents feuilletages introduits, ainsi que lesdeux ((d�efauts)) it�es plus haut? Ces questions, sans doute tr�es ompliqu�ees, sont globaleset don d'essene di��erente de tous les probl�emes loaux trait�es ii.� � �
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