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R�esum�e

Ce travail porte sur l'�etude th�eorique et num�erique des splines de Chebyshev. Ces

fontions g�en�eralisent les splines polynomiales tout en pr�eservant l'essentiel de leurs pro-

pri�et�es. Elles o�rent de plus un int�erêt partiulier pour le design g�eom�etrique grâe aux

param�etres de forme qu'elles fournissent.

Dans un premier temps, nous �etudions les splines bas�ees sur un espae de Chebyshev

invariant par translations, et les propri�et�es de la B-spline orrespondante.

Dans un deuxi�eme temps, nous montrons, sous ertaines hypoth�eses, que la base des

B-splines de Chebyshev est orthonormale dans un espae de Sobolev pond�er�e par une

suite unique de nombres positifs. La meilleure approximation dans l'espae de splines

de Chebyshev au sens de la norme assoi�e au produit salaire pr�e�edent est alors un

projeteur loal.

En�n, pour l'impl�ementation num�erique des r�esultats pr�e�edents, nous utilisons une

m�ethode de quadratures adapt�ees. Quelques exemples illustrant les e�ets de forme obtenus

sont pr�esent�es.

Ces r�esultats g�en�eralisent un r�esultat prouv�e r�eemment par Ulrih Reif dans le as

partiulier des splines polynomiales.

Mots l�es : B-spline, splines de Chebyshev, espaes de Sobolev, orthogonalit�e, meilleure

approximation

Abstrat

This work onerns the theoretial and numerial study of Chebyshevian splines. These

funtions generalize the polynomial splines and preserve most of their properties. Moreo-

ver, Chebyshevian splines have turned out to be useful in geometri design due to the

shape parameters they provide.

Firstly, we study the splines based on translation invariant Chebyshevian spaes. Then

we show, under some onditions, that the Chebyshevian B-spline bases are orthonormal in

a weighted Sobolev spae assoiated with unique sequene of positive real numbers. Due

to the properties of the B-splines, the best approximation in the spae of Chebyshevian

splines with respet to the assoiated norm is then a loal projetor.

Finally, for the numerial implementation of the previous results, we use an adapted

quadrature method. Some examples illustrating the possible shape e�ets are presented.

These results extend the results reently obtained by Ulrih Reif in the partiular ase

of polynomial splines.

Key words : B-splines, Chebyshevian splines, Sobolev spaes, orthogonality, best ap-

proximation.
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Introdution

En design g�eom�etrique aussi bien qu'en th�eorie de l'approximation, il est important

de hoisir, dans un espae de fontions donn�e, une base bien adapt�ee au probl�eme trait�e.

Par bien adapt�ee, on entend g�en�eralement le fait que les propri�et�es de la fontion ou

de la ourbe peuvent se d�eduire failement de sa repr�esentation dans ette base. A titre

d'exemple, il est diÆile, voire impossible, de pr�evoir les arat�eristiques g�eom�etriques

d'une ourbe param�etrique plane, polynomiale de degr�e inf�erieur ou �egal �a n (telles

que loalisation, onvexit�e, monotonie dans une diretion donn�ee, : : : ) �a partir de sa

repr�esentation dans la base anonique

P (t) =
nX

k=0

tkak; t 2 [0; 1℄;

'est-�a-dire �a partir des points a0; : : : ; an 2 R2. Au ontraire, si l'on �erit P dans la base

de Bernstein:

P (t) =
nX

k=0

�
n
k

�
tk(1� t)n�kbk; t 2 [0; 1℄;

l'allure de la ourbe assoi�ee et ses arat�eristiques g�eom�etriques se d�eduisent de elles

du polygone d�e�ni par les points b0; : : : ; bn 2 R2, appel�es points de ontrôle de la ourbe.

De la même fa�on, la base des B-splines est fr�equemment utilis�ee dans de nombreux

domaines des Math�ematiques Appliqu�ees. Le polygone de ontrôle d�e�ni par les oeÆients

dans ette base donne ii enore une bonne id�ee intuitive de l'allure de la ourbe et de ses

arat�eristiques g�eom�etriques. De plus, la ompait�e du support des B-splines entrâ�ne

une inuene loale de es oeÆients (ou points de ontrôle).

Les tehniques utilis�ees pour approher une fontion par une spline sont les quasi-

interpolants ou la meilleure approximation au sens d'une norme. Les quasi-interpolants

standards sont tr�es eÆaes puisque les points de ontrôle de la spline sont alul�es di-

retement �a partir d'un nombre �ni de valeurs de la fontion. Cependant ette m�ethode

n'est en g�en�eral pas optimale au sens o�u elle n'exprime pas une meilleure approximation

par rapport �a une norme dans un espae fontionnel [28℄.

Si l'on herhe la meilleure approximation d'une fontion au sens d'une norme assoi�ee

�a un produit salaire, on est onduit �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire de grande
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dimension. On pert en g�en�eral la propri�et�e de loalit�e de la repr�esentation. C'est le as

en partiulier de la meilleure approximation au sens de la norme de L2.

R�eemment,Ulrih Reif [27℄ a montr�e qu'il existe un produit salaire pond�er�e unique de

type Sobolev pour lequel la base des B-splines ardinales est orthonorm�ee. Par ons�equent,

on peut dans e as e�etuer plus failement le alul de la meilleure approximation

puisque elui-i se r�eduit en fait �a la d�etermination des oeÆients de Fourier. De plus la

repr�esentation pr�eserve le arat�ere loal des B-splines.

Ce que nous venons d'exposer onerne les B-splines polynomiales. Or, pour ertaines

appliations, il peut être utile de remplaer l'espae des polynômes par un espae de

Chebyshev appropri�e. Cette op�eration fournit en partiulier des param�etres de forme.

L'int�erêt de es param�etres est notamment de permettre de modi�er l�eg�erement la forme

de la ourbe tout en gardant son allure g�en�erale.

Les splines de Chebyshev ont �et�e largement �etudi�ees dans les ann�ees r�eentes (L.L.

Shumaker, T. Lyhe, N. Dyn, A. Ron, P.J. Barry, H. Pottmann, P.-J. Laurent, M.-L.

Mazure, : : : ). Les B-splines de Chebyshev poss�edent essentiellement les mêmes propri�et�es

que les B-splines polynomiales (ompait�e du support, positivit�e sur l'int�erieur du support,

: : : ). L'objet de e travail est la g�en�eralisation du th�eor�eme d'U. Reif aux B-splines de

Chebyshev, e qui permettra d'�etendre �a e adre plus large les avantages de la relation

d'orthogonalit�e.

Apr�es une pr�esentation g�en�erale des espaes de Chebyshev, nous montrons dans le Cha-

pitre 1 que tout espae de Chebyshev invariant par translation est le noyau d'un op�erateur

di��erentiel �a oeÆients onstants. Cette invariane par translation est essentielle pour

pouvoir onsid�erer des B-splines uniformes.

Le Chapitre 2 est onsar�e �a l'�etude des espaes de splines uniformes bas�ees sur un

espae de Chebyshev invariant par translation. A partir d'un op�erateur di��erentiel �a

oeÆients r�eels et onstants qui s'�erit

mY
k=1

(D � �kI);

o�u D d�esigne l'op�erateur de d�erivation et �1; : : : ; �m des nombres r�eels ou omplexes,

nous pr�esentons une onstrution de la B-spline de Chebyshev, ainsi que ses propri�et�es.

Nous montrons en partiulier que ses valeurs s'expriment omme di��erenes divis�ees de

fontions exponentielles.

Au Chapitre 3 nous prouvons que dans le as o�u tous les nombres �k sont r�eels, il existe

un unique produit salaire pond�er�e de type Sobolev par rapport auquel les translat�ees de

la B-spline de Chebyshev sont orthonorm�ees.

Le Chapitre 4 traite le as o�u les nombres �k sont omplexes. Une �etude partiuli�ere

est faite dans le as d'imaginaires purs.
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Une appliation num�erique est pr�esent�ee dans le Chapitre 5. Nous proposons une ap-

prohe num�erique pour le alul de la meilleure approximation d'une fontion dans l'espae

des splines de Chebyshev assoi�ees au noyau d'un op�erateur di��erentiel �a oeÆients r�eels

et onstants. Des exp�erimentations num�eriques illustrent l'e�et des param�etres de forme.
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Chapitre 1

Espaes de Chebyshev

Ce hapitre est onsar�e �a un rappel sur la th�eorie des espaes de Chebyshev. Nous

ommen�ons par les d�e�nitions et les propri�et�es des syst�emes de Chebyshev, de Cheby-

shev g�en�eralis�es et de Chebyshev g�en�eralis�es omplets, que nous noterons respetivement

C-syst�emes, EC-syst�emes et ECC-syst�emes (suivant la litt�erature anglo-saxonne : Cheby-

shevian, Extended Chebyshevian et Extended Complete Chebyshevian system).

Pour une �etude d�etaill�ee des syst�emes et espaes de Chebyshev nous renvoyons �a [9℄,

[32℄, [20℄.

1.1 Syst�emes et espaes de Chebyshev

Dans e paragraphe I d�esigne un intervalle r�eel d'int�erieur non vide. Nous travaillerons

d�es le d�epart ave des fontions ind�e�niment d�erivables sur I, bien que ette hypoth�ese

simpli�atrie puisse �a l'�evidene être largement a�aiblie.
�Etant donn�e n + 1 fontions g0; : : : ; gn 2 C1(I), pour toute suite t0 < t1 < : : : < tn

de points de I, nous introduisons la notation suivante :

M

�
t0; : : : ; tn
g0; : : : ; gn

�
:= (gi(tj))i;j=0;::: ;n (1.1)

(olloation matrix dans la litt�erature anglo-saxonne). Plus g�en�eralement, partant d'une

suite t0 � t1 � : : : � tn de points de I, ette suite peut s'�erire sous la forme :

(t0; t1; : : : ; tn) = (�1
[�1℄; : : : ; �r

[�r℄);

o�u les points �i satisfont : �1 < �2 < : : : < �r, et les entiers �1; : : : ; �r sont stritement

positifs et satisfont �1 + � � � + �r = n + 1. La notation �i
[�i℄ signi�e que le point �i est

r�ep�et�e exatement �i fois. Dans e as nous d�e�nissons la matrieM

�
t0; : : : ; tn
g0; : : : ; gn

�
omme
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suit :

M

�
t0; : : : ; tn
g0; : : : ; gn

�
:=

0B� g0(�1) g00(�1) : : : g
(�1�1)
0 (�1) : : : g

(�r�1)
0 (�r)

...
...

. . .
...

...
...

gn(�1) g0n(�1) : : : g
(�1�1)
n (�1) : : : g

(�r�1)
n (�r)

1CA : (1.2)

D�e�nition 1.1. Soient g0; : : : ; gn des fontions C1 sur l'intervalle I.

1. On dit que le syst�eme (g0; : : : ; gn) est un syst�eme de Chebyshev (C-syst�eme) sur I

si, quelle que soit la suite t0 < t1 < : : : < tn de points de I

detM

�
t0; : : : ; tn
g0; : : : ; gn

�
6= 0:

2. On dit que le syst�eme (g0; : : : ; gn) est un syst�eme de Chebyshev g�en�eralis�e (EC-

syst�eme) sur I si, quelle que soit la suite t0 � t1 � : : : � tn de points de I,

detM

�
t0; : : : ; tn
g0; : : : ; gn

�
6= 0: (1.3)

3. On dit que le syst�eme (g0; : : : ; gn) est un syst�eme de Chebyshev g�en�eralis�e omplet

(ECC-syst�eme) sur I si, pour tout entier k = 0; : : : ; n, (g0; : : : ; gk) est un syst�eme

de Chebyshev g�en�eralis�e sur I.

On a de fa�on �evidente les impliations suivantes :

ECC-syst�eme sur I =) EC-syst�eme sur I =) C-syst�eme sur I:

Si (g0; : : : ; gn) est un C-syst�eme sur I, alors les fontions g0; : : : ; gn sont lin�eairement

ind�ependantes sur I. Notons Gn le sous-espae vetoriel (de dimension n + 1 ) de C1(I)

que es fontions engendrent. Il est faile de v�eri�er que toute autre base de Gn est �a son

tour un C-syst�eme sur I. De la même fa�on, si (g0; : : : ; gn) est un EC-syst�eme sur I, toute

autre base de Gn est un EC-syst�eme. Par ontre, en e qui onerne les ECC-syst�emes, il

n'en sera pas de même, ne serait-e que pare que l'ordre intervient de fa�on essentielle

dans la d�e�nition. Nous illustrerons ei de fa�on plus pr�eise plus loin. Ces remarques

justi�ent les d�e�nitions suivantes.

D�e�nition 1.2. Soit Gn un sous-espae vetoriel de dimension n+1 de C1. On dit que

1. Gn est un espae de Chebyshev (C-espae) sur I si toute base (g0; : : : ; gn) de Gn est

un syst�eme de Chebyshev sur I.

2. Gn est un espae de Chebyshev g�en�eralis�e (EC-espae) sur I si toute base (g0; : : : ; gn)

de Gn est un syst�eme de Chebyshev g�en�eralis�e sur I.

3. Gn est un espae de Chebyshev g�en�eralis�e omplet (ECC-espae) sur I s'il existe une

base (g0; : : : ; gn) de Gn qui soit un syst�eme de Chebyshev g�en�eralis�e et omplet sur

I.
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De fa�on �evidente, nous avons �a nouveau :

ECC-espae sur I =) EC-espae sur I =) C-espae sur I:

Bien sûr, si Gn est un C-espae (ou EC-espae, ou ECC-espae) sur I, 'est un C-espae

(ou EC-espae, ou ECC-espae) sur tout intervalle J � I.

Des d�e�nitions 1.1 et 1.2, on peut d�eduire failement les r�esultats bien onnus suivants.

Proposition 1.3. Soit Gn un sous-espae vetoriel de dimension n+1 de C1. Alors Gn
est un ECC-espae sur I si et seulement s'il existe une suite embô�t�ee

G0 � G1 � : : : � Gn�1 � Gn

de sous-espaes de Gn telle que, pour i = 0; : : : ; n, Gi soit un EC-espae de dimension

i+ 1 sur I.

Proposition 1.4. Soit Gn un sous-espae vetoriel de dimension n + 1 de C1(I).

(i) L'espae Gn est C-espae sur I si et seulement si tout �el�ement non nul de Gn admet

au plus n z�eros distints dans I.

(ii) L'espae Gn est un EC-espae sur I si et seulement si tout �el�ement non nul de Gn
admet au plus n z�eros (ompt�es ave leur multipliit�es) dans I.

En partiulier une fontion g 2 C1(I) est un EC-syst�eme (ou C-syst�eme) si et seulement

si elle ne s'annule pas sur I.

Exemples 1.5.

1.5.1. Soit Pn l'espae des fontions polynômiales de degr�e inf�erieur ou �egal �a n sur R.

De la proposition 1.4 on peut d�eduire que Pn est un EC-espae sur R tout entier, et, par

ons�equent, via la proposition 1.3, que Pn est un ECC-espae sur R.

1.5.2. Pour n = 1, soit g0(x) = sin�x, g1(x) = � os�x, o�u � > 0 est un r�eel donn�e.

Pour t0 < t1,

det M

�
t0 t1
g0 g1

�
=

���� sin�t0 sin�t1
� os�t0 � os�t1

���� = sin [�(t1 � t0)℄;

tandis que

det M

�
t0 t0
g0 g1

�
=

���� sin�t0 � os�t0
� os�t0 � os�t0

���� = �:

Par ons�equent, il est lair que l'espae G1 engendr�e par g0; g1 est EC-espae de dimension

2 sur tout intervalle stritement ontenu dans [a; a+
�

�
℄, a 2 R. Par ontre, e n'est pas
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un EC-espae sur [a; a+
�

�
℄, puisque

det M

 
a a+

�

�
g0 g1

!
= sin� = 0

1.5.3. Pour n = 2, onsid�erons les fontions

g0(x) = 1; g1(x) = osx; g2(x) = sinx;

et G2 l'espae engendr�e par es fontions. On remarque que

detM

�
t0 t0 t0
g0 g1 g2

�
=

������
1 0 0
os t0 � sin t0 � os t0
sin t0 os t0 � sin t0

������ = 1; t0 2 R:

Par ailleurs pour t0 < t1 < t2, on peut v�eri�er que

detM

�
t0 t1 t2
g0 g1 g2

�
=

������
1 1 1
os t0 os t1 os t2
sin t0 sin t1 sin t2

������
= �4 sin

�
t0 � t1

2

�
sin

�
t1 � t2

2

�
sin

�
t2 � t0

2

�
;

detM

�
t0 t0 t1
g0 g1 g2

�
= 1 � os (t1 � t0):

Par ons�equent, G2 est un EC-espae sur tout intervalle stritement ontenu dans [a; a+

2�℄, mais pas sur [a; a+ 2�℄.

1.5.4. Pour n = 2, onsid�erons les fontions

g0(x) = 1; g1(x) = hx; g2(x) = shx;

On montrera de la même fa�on que l'espae G2 engendr�e par es 3 fontions est un EC-

espae sur R tout entier.

Partant �a nouveau de n+1 fontions g0; : : : ; gn 2 C1(I) quelonques, pour tout x 2 I,

nous pouvons onsid�erer la matrie arr�ee d'ordre n+ 1 suivante :

W(g0; : : : ; gn)(x) :=
�
g
(j)
i (x)

�
i;j=0;::: ;n

: (1.4)
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Le d�eterminant de ette matrie, �a savoir la fontion d�e�nie sur I par :

W (g0; : : : ; gn)(x) := detW(g0; : : : ; gn)(x); x 2 I; (1.5)

est appel�e le Wronskien des fontions g0; : : : ; gn.

Supposons que (g0; : : : ; gn) soit un EC-syst�eme sur I. Alors, omme as partiulier de

(1.3), nous obtenons

W (g0; : : : ; gn)(x) 6= 0 pour tout x 2 I:

La r�eiproque n'est bien sûr pas vraie omme le prouve l'exemple 1.5.3. Par ontre, les

ECC-syst�emes peuvent être arat�eris�es en termes de Wronskien omme suit :

Proposition 1.6. Consid�erons n+1 fontions g0; : : : ; gn 2 C1(I). Le syst�eme (g0; : : : ; gn)

est un ECC-syst�eme sur I si et seulement si pour tout k = 0; : : : ; n, W (g0; : : : ; gk)(x) ne

s'annule pas sur I.

Pour la preuve de e r�esultat nous renvoyons �a [20℄ et [9℄. Illustrons ette arat�erisation

int�eressante par les exemples suivants :

Exemples 1.7.

1.7.1. Soit gi(x) = xi, i = 0; : : : ; n. Le syst�eme (g0; : : : ; gn) est un ECC-syst�eme sur R.

Cei r�esulte du fait que, pour tout k = 0; : : : ; n,

W (g0; : : : ; gn)(x) =

���������
1 0 : : : 0
x 1 : : : 0
...

...
. . .

...
xk kxk�1 : : : k!

��������� = 0!1! : : : k!

Remarquons que, par ontre, le syst�eme (gn; gn�1; : : : ; g0) n'est pas un ECC-syst�eme sur

R puisque gn s'annule en 0. Cet exemple simple met en �evidene le fait que, dans un

ECC-espae, une base donn�ee n'est pas n�eessairement un ECC-syst�eme.

1.7.2. Consid�erons les fontions g0(x) = 1, g1(x) = shx et g2(x) = hx. D'apr�es

l'exemple 1.5.4. le syst�eme (g0; g1; g2) est un EC-syst�eme sur R. C'est en fait un ECC-

syst�eme sur R, puisque, pour tout x 2 R

W (g0)(x) = 1; W (g0; g1)(x) = hx; W (g0; g1; g3)(x) = 1:

La proposition 1.6 aboutit failement au r�esultat suivant :

Corollaire 1.8. Soient g0; : : : ; gn, n + 1 �el�ements de C1(I). Les propri�et�es suivantes

sont �equivalentes :
(i) (g0; : : : ; gn) est ECC-syst�eme sur I.
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(ii) g0 ne s'annule pas sur I et ��
g1
g0

�0
; : : : ;

�
gn
g0

�0�
est un ECC-syst�eme sur I.

Preuve.

L'hypoth�ese (i) implique que la fontion g0 est un EC-syst�eme sur I, don ne s'annule

pas sur I.

Inversement, soit g0 2 C1(I) une fontion qui ne s'annule pas sur I. Alors en �erivant

pour tout k � n, gk = g0 � gk
g0

et en alulant g(i)k par la formule de Leibniz, on prouve

failement que

W (g0; : : : ; gn) = g0
k+1W (I;

g1
g0
; : : : ;

gn
g0
)

= g0
k+1W

��
g1
g0

�0
; : : : ;

�
gn
g0

�0�
:

(1.6)

D'o�u le r�esultat annon�e, grâe �a la proposition 1.6.

1.2 ECC-espaes et fontions-poids

Donnons-nous n+1 fontions w0; : : :wn 2 C1(I) et supposons que haune d'elles n'a

pas de z�ero dans I. Notons D l'op�erateur de d�erivation sur C1(I). On peut alors assoier

aux fontions w0; : : : ; wn, que nous appellerons fontions-poids sur I, les op�erateurs

di��erentiels d�e�nis sur C1(I) omme suit :

D0u := u; Dku := D

�
u

wk�1

�
; k = 1; : : : ; n+ 1: (1.7)

Introduisons �egalement les op�erateurs di��erentiels L0; : : : ; Ln+1 d�e�nis par :

Lk = Dk ÆDk�1 Æ : : : ÆD0; k = 0; : : : ; n+ 1: (1.8)

Proposition 1.9. L'espae vetoriel Gn = Ker Ln+1 est un ECC-espae de dimension

n+ 1 sur I.

Preuve.

Pour k = 0; : : : ; n notons Gk := Ker Lk+1. D'apr�es (1.7) et (1.8), Lk est un op�erateur

di��erentiel lin�eaire d'ordre k exatement. En e�et, on peut v�eri�er failement que :

Lku =
1

w0w1 : : :wk�1
u(k) +

k�1X
j=0

aju
(j); (1.9)
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o�u les aj, j = 0; : : : ; k � 1, sont des �el�ements de C1(I). La suite embô�t�ee

f0g � G0 � G1 � : : : � Gn�1 � Gn;

est don telle que haque Gi est de dimension i + 1, i = 0; : : : ; n. Pour haque entier

i = 0; : : : ; n, hoisissons une fontion gi telle que gi 2 Gi n Gi�1. Le syst�eme (g0; : : : ; gn)

ainsi obtenu est alors un ECC-syst�eme sur I. En e�et, utilisant la proposition 1.6 il suÆt

de prouver que pour k � n, le Wronskien W (g0; : : : ; gk) ne s'annule pas sur I.

Introduisons la matrie

L(g0; : : : ; gn)(x) := (Ljgi(x))i;j=0;::: ;n : (1.10)

Selon (1.9),

detL(g0; : : : ; gn) = W (g0; : : : ; gn)
nY

i=0

1

w0w1 : : : wi�1
: (1.11)

Or, puisque gi 2 Gi = Ker Li+1, nous savons que Ljgi = 0 pour j � i + 1. Par ailleurs

gi 62 Gi�1 = Ker Li, en sorte que Ligi 6= 0. De plus, d'apr�es (1.8), Li+1gi = Di+1(Ligi).

Par ons�equent la fontion gi satisfait

D

�
Ligi
wi

�
= 0;

'est-�a-dire,

Ligi = �iwi; (1.12)

o�u �i est un nombre r�eel non nul.

En r�esum�e, pour x 2 I, la matrie L(g0; : : : ; gn)(x) est triangulaire inf�erieure de

diagonale (�0w0(x); : : : ; �nwn(x)), o�u les nombres �0; : : : ; �n sont des r�eels non nuls. Si

bien que

detL(g0; : : : ; gn)(x) =
nY

i=0

�iwi(x); x 2 I: (1.13)

De (1.11) et (1.13), on d�eduit que, pour tout x 2 I :

W (g0; : : : ; gn)(x) =
nY

i=0

�iwi(x)
n+1�i 6= 0: (1.14)

On montre de même que W (g0; : : : ; gk)(x) 6= 0 pour tout x 2 I et tout k � n.
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Nous dirons que l'espae Gn = Ker Ln+1 est l'espae ECC assoi�e �a w0; : : : ; wn et

noterons :

Gn = ECC(w0; : : : ; wn): (1.15)

Dans la preuve pr�e�edente, nous pouvons hoisir g0; : : : ; gn de fa�on �a e que �0 = � � � =
�n = 1. Le syst�eme ECC (g0; : : : ; gn) satisfait alors les onditions suivantes :

Ljgi(x) = 0; pour j � i+ 1; Ligi(x) = wi(x); x 2 I (1.16)

Pour a �x�e dans I, 'est en partiulier le as pour le syst�eme suivant :

g0(x) = w0(x)

g1(x) = w0(x)

Z x

a

w1(s)ds

...
...

gn(x) = w0(x)

Z x

a

w1(s1)

Z s1

a

: : :

Z sn�1

a

wn(sn)dsn : : : ds1

(1.17)

traditionnellement appel�e syst�eme ECC anonique au point a.

Proposition 1.10. Soit Gn un espae ECC de dimension n+1 sur I. Alors il existe (au

moins) un syst�eme (w0; : : : ; wn) de fontions-poids tel que Gn = ECC(w0; : : : ; wn).

Preuve.

Soit (g0; : : : ; gn) une base de Gn qui soit un ECC-syst�eme sur I. Si n = 0, le r�esultat

�evident, il suÆt de prendre w0 = g0.

�Etant donn�e un entier n � 1, supposons le r�esultat vrai pour n�1. D'apr�es le orollaire

1.8, nous savons d'une part la fontion g0 ne s'annule pas sur I, d'autre part que le syst�eme��
g1
g0

�0
; : : : ;

�
gn
g0

�0�
est un ECC sur I. D�e�nissons la fontion-poids w0 par w0 := g0 et l'op�erateur di��erentiel

d'ordre 1 assoi�e sur C1(I)

D1u :=

�
u

w0

�0

:

Le syst�eme (D1g1; : : : ;D1gn) �etant un ECC sur I d'apr�es le orollaire 1.8, l'hypoth�ese

de r�eurrene nous permet d'aÆrmer l'existene des fontions poids w1; : : : ; wn telles

que l'espae engendr�e par D1g1; : : : ;D1gn ('est-�a-dire l'espae D1Gn) soit assoi�e �a es

fontions-poids, i.e :

D1Gn = ECC(w1; : : : ; wn):



1.2 ECC-espaes et fontions-poids 23

Cela signi�e que D1Gn = Ker (Dn+1 Æ : : : ; ÆD2), o�u

Diu = D

�
u

wi�1

�
; i = 2; : : : ; n+ 1:

Il en r�esulte ais�ement que :

Gn = ECC(w0; : : : ; wn):

Exemples 1.11.

1.11.1. L'espae Pn des polynômes de degr�e � n est le noyau de l'op�erateur di��erentiel

d'ordre n+ 1, Dn+1. Par ons�equent

Pn = ECC(I; : : : ;I| {z }
(n+1)fois

)

1.11.2. Soit Gn un ECC-espae de dimension n + 1 sur I, et (g0; : : : ; gn) une base de

Gn telle que (g0; : : : ; gn) soit un ECC syst�eme sur I. Il est possible de d�eterminer des

fontions-poids w0; : : : ; wn telles que Gn = ECC(w0; : : : ; wn) grâe �a la formule (1.14). Il

suÆt de prendre par exemple

w0 = g0; wj :=
1

w0 : : : wj�1
� W (g0; : : : ; gj)

W (g0; : : : ; uj�1)
; j = 1; : : : ; n: (1.18)

A un même espae ECC il peut être possible d'assoier ainsi plusieurs syst�emes de fon-

tions poids, en partant de di��erents ECC-syst�emes de et espae. Par exemple, multiplier

haque �el�ement d'un syst�eme de poids par une onstante non nulle ne hange pas l'espae

ECC assoi�e. Voir aussi l'exemple 1.11.3. i-dessous.

1.11.3. L'espae G2 engendr�e par les fontions g0(x) = 1; g1(x) = shx; g2(x) = hx;

est un ECC-espae de dimension 3 sur R. Nous savons d'apr�es l'exemple 1.5.4. que

(g0; g1; g2) est un ECC-syst�eme sur R. A partir de et ECC-syst�eme, la formule (1.18)

onduit aux fontions-poids :

w0(x) = 1; w1(x) = hx; w2(x) =
1

(hx)2
; x 2 R: (1.19)

On peut v�eri�er, que:

W (g2)(x) = hx; W (g2; g1)(x) = 1 et W (g2; g1;�g0)(x) = 1;
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pour tout x 2 R. Grâe �a la proposition 1.6, ei prouve que le syst�eme (g2; g1;�g0) est
�egalement un ECC-syst�eme sur R, auquel orrespondent les fontions-poids

w0(x) = hx; w1(x) =
1

(hx)2
; w2(x) = hx; x 2 R: (1.20)

1.11.4. Soit w;w0; : : : ; wn 2 C1(I) des fontions qui ne s'annulent pas sur I. Si Gn =

ECC(w0; : : : ; wn), l'espae Fn := fwu; u 2 Gng est un ECC-espae sur I et

Fn = ECC(ww0; w1; : : : ; wn):

En fait si (g0; : : : ; gn) est un ECC-syst�eme sur I, (wg0; : : : ; wgn) est aussi un ECC-syst�eme

sur I omme le prouve l'�egalit�e

W (wg0; : : : ; wgn) = wn+1W (g0; : : : ; gn):

Grâe aux propositions 1.9 et 1.10, nous voyons que les fontions-poids permettent

de fabriquer tous les ECC-espaes possibles, don des EC-espaes partiuliers sur un

intervalle I donn�e. Le r�esultat suivant, pour la preuve duquel nous r�ef�erons �a [20℄, montre

que si l'intervalle I est ferm�e born�e, tout EC-espae sur I peut inversement être obtenu

�a partir de fontions-poids.

Proposition 1.12 Si l'intervalle I est ferm�e born�e, tout EC-espae sur I est un ECC-

espae sur I.

1.3 Espaes invariants par translation

Nous onsid�erons ii un sous-espae Gn de C1(R). Cet espae est dit invariant par

translation si, pour tout �el�ement u 2 Gn, et tout a 2 R, la fontion v d�e�nie sur R par

v(x) := u(x+ a) appartient enore �a Gn.

Proposition 1.13. Supposons l'espae Gn invariant par translation. Supposons �egalement

qu'il existe un intervalle I = [�; �℄, � < �, tel que la restrition GnjI de Gn �a I soit un

EC-espae de dimension n + 1. Alors Gn est le noyau d'un op�erateur di��erentiel lin�eaire

d'ordre n+ 1 �a oeÆients onstants.

Preuve.

Puisque l'intervalle I est ferm�e born�e GnjI est aussi un ECC-espae sur I. Par ons�equent,

il existe des fontions poids w0; : : : ; wn 2 C1(I) telles que :

GnjI = ECC(w0; : : : ; wn);

'est-�a-dire GnjI = Ker Ln+1, o�u Ln+1 est l'op�erateur assoi�e �a es poids, d�e�ni sur C1(I)

omme en (1.8). D'apr�es (1.9), pour tout u 2 C1(I),

Ln+1u(x) =

n+1X
j=0

aj(x)u
(j)(x); x 2 I; (1.21)



1.3 Espaes invariants par translation 25

o�u an+1(x) =
1

w0(x) : : : wn(x)
. Don GnjI est l'ensemble des fontions u 2 C1(I) qui

satisfont l'�egalit�e :

n+1X
j=0

aj(x)u
(j)(x) = 0; x 2 I: (1.22)

Fixons un �el�ement u 2 Gn et un r�eel a quelonque. La fontion v(x) := u(x+ a), x 2 R,
�etant un �el�ement de Gn, vjI 2 GnjI . Par ons�equent vjI satisfait l'�equation (1.22), i.e :

n+1X
j=0

aj(x)v
(j)(x) = 0; x 2 I;

ou enore :

n+1X
j=0

aj(x)u
(j)(x+ a) = 0; x 2 I: (1.23)

Choisissons un point  2 I. L'�egalit�e i-dessus nous montre que l'on a en partiulier :

n+1X
j=0

aj()u
(j)( + a) = 0: (1.24)

L'�egalit�e (1.24) est valide quel que soit le nombre r�eel a �x�e �a l'avane, e qui signi�e que

n+1X
j=0

aj()u
(j)(x) = 0; x 2 R: (1.25)

Soit �n+1 l'op�erateur di��erentiel lin�eaire d'ordre n+1 �a oeÆients onstants d�e�ni par :

�n+1u := u(n+1) +
nX

j=0

aj()w0() : : :wn()u
(j): (1.26)

D'apr�es (1.25) nous venons de montrer que Gn � Ker �n+1. Or l'espae Gn est de dimension

au moins �egale �a n+ 1 puisque sa restrition �a l'intervalle I est de dimension n + 1. Par

ons�equent, Gn = Ker �n+1.

Remarques 1.14.

L'op�erateur di��erentiel �n+1 auquel nous avons abouti en (1.26) a �et�e obtenu �a partir

d'un point  hoisi dans l'intervalle I. Puisque son oeÆient dominant est �egal �a 1, nous

pouvons en d�eduire que les fontions ajw0w1 : : : wn, j = 0; : : : ; n, sont onstantes sur

l'intervalle I. Illustrons la proposition 1.13 par quelques exemples simples.
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1.14.1. Consid�erons tout d'abord l'espae G2 engendr�e par les fontions 1; shx; hx.

Nous avons vu en 1. 11. 3. que, sur R, G2 = ECC(w0; w1; w2), o�u w0(x) = 1; w1(x) =

hx; w2(x) =
1

(hx)2 . Don G2 = Ker L3, o�u l'op�erateur L3 est d�e�ni onform�ement aux

formules (1.7) et (1.8). On onstate don que

L1u(x) = u
0
(x); L2u(x) =

u
00
(x)

hx
� u

0
(x)shx

(hx)2
;

L3 = hx
h
u

000

(x)� u
0

(x)
i
=

1

w0(x)w1(x)w2(x)
�3u(x);

o�u �3u = u
000 � u.

1.14.2. Sur [0; 3�2 [ onsid�erons les fontions-poinds w0(x) = 1 + sinx; w1(x) = w2(x) =
1

w0(x)
et l'espae assoi�e EC(w0; w1; w2) = Ker L3, o�u, d'apr�es la d�e�nition (1.7),

L3u(x) = (1 + sin x)
h
u

00

(x) + u
0

(x)
i
=

1

w0(x)w1(x)w2(x)

�
u

000

(x) + u
0

(x)
�
:

Don l'espae EC(w0; w1; w2) est la restrition �a l'intervalle [0; 2�2 [ du noyau G2 = Ker �3,

o�u �3u = u
000
+ u

0
, 'est-�a-dire, de l'espae G2 engendr�e par les fontions 1; osx; sinx

(f. exemple 1.5.3 ).

Int�eressons-nous maintenant �a la r�eiproque : est-e que le noyau d'un op�erateur di��erentiel

lin�eaire �a oeÆients onstants est un EC-espae, au moins sur un ertain intervalle?

Proposition 1.15. Soit �n+1 un op�erateur di��erentiel lin�eaire �a oeÆients r�eels onstants,

d'ordre n+ 1, d�e�ni par :

�n+1u = u(n+1) +

nX
j=0

aju
(j) =

nY
s=0

(D � �sI); (1.27)

o�u a0; : : : ; an 2 R et �0; : : : ; �n+1 2 C . Soit Gn := Ker �n+1 le noyau de et op�erateur

di��erentiel. Alors

1. Si �0; : : : ; �n+1 2 R, Gn est un ECC-espae sur R.

2. Sinon, Gn est un ECC-espae sur tout intervalle stritement ontenu dans un inter-

valle de la forme 24a; a+ �

max
j2Jn

jIm(�j)j

35 ;
o�u a 2 R et Jn est le sous-ensemble de f0; : : : ; ng onstitu�e des indies j pour

lesquels �j 62 R.
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Preuve.

1. Supposons que �0; : : : ; �n 2 R. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

(�0; : : : ; �n) = (`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r℄)

o�u les `i sont des nombres r�eels deux �a deux distints et o�u les entiers stritement positifs

�1; : : : ; �r satisfont �1 + � � �+ �r = n+ 1. Dans e as, Gn admet pour base les fontions

e`1x; xe`1x; : : : ; x�1�1e`1x; e`2x; : : : ; e`rx; xe rx; : : : ; x�r�1e`rx:

V�eri�ons que ette base est un ECC-syst�eme surR.D'apr�es l'exemple 1.11.4, nous pouvons

(quitte �a diviser par e`1x ) supposer que `1 = 0. En appliquant (�eventuellement plusieurs

fois) le orollaire 1.8 ((ii) =) (i)), il suÆt de prouver que

(e`2x; : : : ; x�2�1e`2x; e`rx; xe`rx; : : : ; x�r�1e`rx)

est ECC-syst�eme sur R. Quitte �a tout multiplier par e�`2x (exemple 1.11.4), on peut

it�erer. A terme, il suÆt de v�eri�er que tout syst�eme de la forme (1; x; : : : ; x�r�1) est un

ECC-syst�eme sur R, e que nous savons d'apr�es l'exemple 1.11.1.

2. Supposons que ertains �i ne sont pas r�eels. On peut supposer que �0; : : : ; �p 2 R,
�p+1; : : : ; �n 62 R. Comme pr�e�edemment, en utilisant le fait que la multipliation par

une fontion non nulle transforme un syst�eme ECC en un syst�eme ECC (exemple 1.11.4)

et le orollaire 1.8 ((ii) =) (i)), il suÆt de se ramener au as o�u auun �i n'est r�eel.

L'op�erateur �n+1 �etant �a oeÆients r�eels, les �i sont deux �a deux onjugu�es et n+1 = 2m.

Supposons que

(�0; : : : ; �n) = (`1
[m1℄; `1

[m1℄
: : : ; `r

[mr ℄; `r
[mr℄

); (1.28)

o�u mi > 0, m1 + � � � + mr = m et `k 6= `j ; `j pour k 6= j. Dans un premier temps, nous

supposons que r = 1, auquel as :

�n+1 = (D � `1I)
m1(D � `1I)

m1 = M1
m1;

o�u M1 d�esigne l'op�erateur d'ordre 2 d�e�ni par :

M1 = D2 � Re(`1)D + j`1j2I:

Consid�erons la suite embô�t�ee d'espaes :

f0g � Ker M1 � Ker M1
2 � : : : � Ker M1

m1 = Gn:

Si l1 = �1 + i1, (1 6= 0), l'espae M1
k est de dimension 2k et a pour base les fontions

e�1x os 1x; e�1x sin 1x; xe�1x os 1x; xe�1x sin 1x; : : :
: : : ; xk�1e�1x os 1x; xk�1e�1x sin 1x:
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Fixons un intervalle ferm�e I stritement ontenu dans [a; a+
�

j1j ℄. Nous savons, grâe �a

exemple 1.5.2, que Ker M1 est ECC-espae sur I. Choisissons une base u1; v1 de Ker M1

qui soit un ECC-syst�eme sur I. Cei signi�e que la matrie A1(x), de type 2 � 2, d�e�nie

par :

A1(x) :=

�
u1(x) Du1(x)
v1(x) Dv1(x)

�
;

satisfait detA1(x) 6= 0, pour tout x 2 I, et que, d'autre part u1(x) 6= 0 pour tout x 2
I. Puis hoisissons u2; v2 de fa�on �a e que M1u2 = u1 et M1v2 = v1. Les fontions

u1; v1; u2 et v2 forment une base de Ker M1
2. Plus g�en�eralement, d�e�nissons uk et vk par :

M1uk = uk�1; M1vk = vk�1; k = 2; : : : ;m1: (1.29)

La famille fu1; v1; : : : ; um1 ; vm1g forme alors une base de l'espae Gn = Ker Mm1
1 . Nous

allons v�eri�er que 'est un ECC-syst�eme sur I. Si, pour k = 1; : : : ;m1 :

M1
2k = D2k + ak1D

2k�1 + � � �+ ak2kI; (1.30)

introduisons la matrie arr�ee d'ordre 2m suivante :

Q :=

0BBBBBBBBBB�

1 0 a12 0 a24 0 : : : am1�1
2m1�2

0
0 1 a11 a12 a23 a24 : : : am1�1

2m1�3
am1�1
2m1�2

0 0 1 a11 a22 a23 : : : am1�1
2m1�4

am1�1
2m1�3

. . .
...

...
. . .

...
...

... : : :
...

. . .
...

...
...

. . .
...

... : : :
...

0 0 0 0 0 0 : : :
. . . am1�1

1

0 0 0 0 0 0 : : : : : : 1

1CCCCCCCCCCA
:

Appelons Cj, j = 1; : : : ; 2m1 , les olonnes de la matrie produit

R :=W(u1; v1; : : : ; um1; vm1) : Q: (1.31)

La matrie Q a �et�e d�e�nie de sorte que, pour tout k = 0; : : : ;m1 � 1 :

C2k+1 =
�
M1

ku1;M1
kv1; : : : ;M1

kum1;M1
kvm1

�T
;

C2k+2 =
�
DM1

ku1;DM1
kv1; : : : ;DM1

kum1;DM1
kvm1

�T
:

(1.32)

La relation (1.29) de d�e�nition des fontions uk et vk montre lairement que :

Mk
1 uj =Mk

1 vj = 0 pour k � j; M j�1
1 uj = u1; M j�1

1 vj = v1: (1.33)

Par ons�equent la matrie R d�e�nie en (1.31) est triangulaire inf�erieure par blos 2� 2 :

R =

0BBBB�
A1 0 : : : 0
... A1 : : : 0
...

...
. . .

...
... : : : : : : A1

1CCCCA : (1.34)
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Par ons�equent, detR = (detA1)
m1 , e qui, grâe �a (1.31), montre que:

W (u1; v1; : : : ; um1; vm1)(x) 6= 0; pour tout x 2 I:

Du fait de la struture de Q, nous obtiendrons un r�esultat similaire pour tout sous mi-

neur prinipal de la matrieW(u1; v1; : : : ; um1; vm1). Nous avons don ainsi v�eri��e, par la

proposition 1.6, que (u1; v1; : : : ; um1 ; vm1) est un ECC-syst�eme sur I.

Pour omprendre le as g�en�eral (1.28), il suÆt de onsid�erer le as r = 2, pour lequel :

Gn = Ker M1
m1 �Ker M2

m2;

aveM2 = (D�`2I)(D�`2I). Si l2 = �2+i2, 2 6= 0, I sera ii un intervalle ferm�e ontenu

stritement dans [a; a+ �
maxfj1j;j2jg

℄. Remarquons tout d'abord que pour i; j = 1; 2, i 6= j.

Mj(Ker Mi
mi) = Ker Mmi

i :

Choisissons d'abord des fontions eu1;ev1 en sorte que le syst�eme (Mm1
1 eu1;Mm1

1 ev1) soit un
ECC-syst�eme sur I, ensuite des fontions euk et evk telles que :

M2euk = euk�1; M2evk = evk�1; k = 2; : : :m2:

Le syst�eme (u1; v1; : : : ; um1; vm1; eu1;ev1; : : : ; eum2; evm2) est une base de Gn. On v�eri�era

que 'est un ECC-syst�eme sur I en multipliant la matrieW(u1; v1; : : : ; eum2;evm2) �a droite

par une matrie Q triangulaire sup�erieure �a diagonale unit�e, dont les olonnes 2m1 +

1; : : : ; 2m1+2m2 seront fabriqu�ees grâe aux oeÆients des op�erateurs M1
m1 , M2M1

m1,

: : : , M2
m2�1M1

m1.

1.4 Splines de Chebyshev

Nous supposons ii que l'espae Gn � C1(I) est un EC-espae de dimension n+1 sur I.

Supposons donn�es r points distints �1; : : : ; �r dans I et r entiers �1; : : : ; �r � 1 tels

que �1+ � � �+�r = n+1. Alors, d'apr�es la d�e�nition même d'un EC-espae, nous pouvons

aÆrmer que tout probl�eme d'interpolation d'Hermite :

Trouver G 2 Gn satisfaisant :

G(k)(�i) = �k
i ; k = 0; : : : ; �i � 1; i = 1; : : : ; r;

admet une solution unique, quelles que soient les donn�ees �k
i du probl�eme. Comme as

partiulier,

1. �etant donn�e a 2 I, il existe une et une seule fontion G 2 Gn telle que

G(k)(a) = �k; k = 0; : : : ; n
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o�u �0; : : : ; �n sont donn�es �a l'avane,

2. �etant donn�es deux points distints a; b 2 I, et deux entiers naturel K et L tels que

K + L = n� 1, il existe une et une seule fontion G 2 Gn telle que :

G(k)(a) = �k; 0 � k � K;
G(`)(b) = �`; 0 � ` � L;

o�u �0; : : : ; �K et �0; : : : ; �L sont donn�es.

Consid�erons maintenant une suite de points de l'intervalle I :

t0 < t1 < : : : < tq < tq+1;

et une suite m1; : : : ;mq d'entiers tels que 0 � mi � n pour tout i = 1; : : : ; q. Nous

d�e�nissons l'espae S des splines orrespondant omme l'ensemble des fontions (onti-

nues) S : [t0; tq+1℄ �! R telles que :

(i) pour i = 1; : : : ; q, S est Cn�mi au point ti,

(ii) pour i = 0; : : : ; q, il existe une fontion Gi 2 Gn telle que :

S(x) = Gi(x); x 2 [ti; ti+1℄:

D�eterminer une fontion S 2 S est don �equivalent �a d�eterminer une suite (G0; : : : ; Gq)

d'�el�ements de Gn satisfaisant pour i = 1; : : : ; q, les n�mi + 1 onditions :

G
(k)
i (ti) = G

(k)
i�1(ti); k = 0; : : : ; n�mi:

D'apr�es les remarques i-dessus sur l'uniit�e de la solution de tout probl�eme d'interpola-

tion, supposant onnue la fontion Gi�1, la fontion Gi 2 Gn peut être d�etermin�ee par la

donn�ee de

G
(n�mi+1)
i (ti); : : : ; G

(n)
i (ti): (1.35)

La fontion G0 quant �a elle peut être d�etermin�ee par la donn�ee de G0(t0); : : : ; G
(n)
0 (t0), e

qui orrespond �a (1.35) pour i = 0, ave la onvention m0 := n+ 1. En onlusion, toute

spline S 2 S est parfaitement d�etermin�ee par les donn�ees :

S(n�mi+1)(t+i ); : : : ; S
(n)(t+i ); i = 0; : : : ; q:

Par ons�equent la dimension de l'espae S est �egale �a

qX
i=0

mi = n+m+ 1; o�u m := m1 + � � �+mq:



Chapitre 2

Splines ardinales bas�ees sur un
espae de Chebyshev invariant par
translations

Dans e hapitre nous �etudierons des espaes de splines bas�ees sur des espaes de

Chebyshev, ei en vue de l'extension du r�esultat d'Ulrih Reif. Ce r�esultat utilise de

fa�on essentielle l'invariane par translation des espaes des polynômes. C'est pourquoi

nous nous limiterons �a des espaes de Chebyshev invariants par translation, 'est-�a-dire,

d'apr�es le hapitre pr�e�edent, �a des noyaux d'op�erateurs di��erentiels lin�eaires �a oeÆ-

ients onstants. Nous nous foaliserons partiuli�erement sur les propri�et�es des B-splines

des espaes de splines orrespondants.

Comme nous l'avons signal�e dans l'introdution, de nombreux auteurs se sont int�eress�es

aux splines de Chebyshev. Citons notamment S. Karlin et Z. Zeigler [10℄, T. Lyhe

[12, 17, 19℄, L. L. Shumaker [33, 34, 32℄, N. Dyn et A. Ron [7, 6℄ et, plus r�eemment

H. Pottmann [25, 26℄, P.-J. Laurent et M. -L. Mazure ([21, 22℄). L'ouvrage de base auquel

nous renvoyons le leteur est le livre de L. L. Shumaker [32℄. Le fait de onsid�erer uni-

quement des noyaux d'op�erateurs di��erentiels lin�eaires �a oeÆients onstants permet ii

une pr�esentation de la B-spline assoi�ee plus l�eg�ere que dans [32℄. Dans e adre, signalons

que ertains r�esultats �enon�es dans e hapitre se trouvent dans [7℄.

2.1 B-splines de Chebyshev

�Etant donn�e un entierm 2 N� et un m-uplet � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, nous noterons de
fa�on syst�ematique Lm� l'op�erateur di��erentiel lin�eaire d'ordre m, �a oeÆients onstants,
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d�e�ni sur C1(R) par :

Lm
� :=

mY
k=1

(D � �kI); (2.1)

o�u, omme dans le hapitre pr�e�edent, D est l'op�erateur de d�erivation et I est l'identit�e.

Nous savons que le noyau de et op�erateur di��erentiel,

Nm
� := Ker Lm

� ;

est un espae EC sur R tout entier. Il est possible de trouver une permutation � de

f1; : : : ;mg telle que

(��(1); : : : ; ��(m)) = (`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r℄);

o�u `1; : : : ; `r sont des r�eels distints et �1; : : : ; �r des entiers� 1 tels que �1+� � �+�r = m.

Nous savons alors que la famille des fontions

e`ix; xe`ix; : : : ; x�i�1e`ix; i = 1; : : : ; r; (2.2)

forme une base de Nm
� . Cependant, Il peut être judiieux d'adopter de nouveaux hoix

de bases dans et espae. Cei est l'objet des deux lemmes i-dessous.

Lemme 2.1. Pour i = 1; : : : ;m, d�esignons par ui l'�el�ement de N i
(�1;::: ;�i)

= Ker Li
(�1;::: ;�i)

qui satisfait les onditions initiales :

u
(j)
i (0) =

�
0 si j = 0; : : : ; i� 2;
1 si j = i� 1:

(2.3)

Les fontion u1; : : : ; um ainsi d�e�nies forment une base de Nm
� .

Preuve.

Remarquons tout d'abord que les �egalit�es

Li
(�1;::: ;�i)

ui = Li�1
(�1;::: ;�i�1)

�
L1
�i
ui
�
= 0;

L1
�i
ui = ui

0 � e�iui;

nous permettent failement de onstater que :

L1
�i
ui = ui�1; i = 2; : : : ;m: (2.4)

Par ailleurs, puisque Li
(�1;::: ;�i)

=
Qi

k=1(D � �kI), l'op�erateur Li
(�1;::: ;�i)

s'�erit omme

une ombinaison lin�eaire des op�erateurs I; D; : : : ;Di, dont le oeÆient de Di est �egal �a

1. Par ons�equent, les onditions (2.3) peuvent être rempla�ees par :

Lj
(�1;::: ;�j)

ui(0) =

�
0 si j = 0; : : : ; i� 2;
1 si j = i� 1;

(2.5)
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ei pour tout i = 1; : : : ;m.

Supposons donn�es m r�eels a1; : : : ; am tels que a1u1 + � � � + amum = 0. Appliquons

l'op�erateur Lm�1
(�1;::: ;�m�1)

aux deux membres de ette �egalit�e, e qui donne :

a1L
m�1
(�1;::: ;�m�1)

u1 + � � �+ amL
m�1
(�1;::: ;�m�1)

um = 0: (2.6)

Or, pour i = 1; : : : ;m� 1,

Lm�1
(�1;::: ;�m�1)

ui = Lm�1�i
(�i+1;::: ;�m�1)

�
Li

(�1;::: ;�i)
ui

�
= 0:

Don la relation (2.6) se r�eduit simplement :

amL
m�1
(�1;::: ;�m�1)

um(x) = 0; x 2 R:
Pour x = 0, d'apr�es (2.5) on obtient am = 0. Nous obtenons don

a1u1 + � � � + am�1um�1 = 0:

L'�egalit�e

Lm�2
(�1;::: ;�m�2)

(a1u1 + � � � + am�1um�1) = 0

permettra de monter de la même fa�on que am�1 = 0 et ainsi de suite. De prohe en

prohe, on obtient :

a1 = a2 = � � � = am = 0:

Par exemple, lorsque �1 = �2 = � � � = �m = 0, la base introduite dans le lemme 2.1

est la base (u1; : : : ; um) de Pm�1 d�e�nie par ui(x) =
xi�1

(i� 1)!
, i = 1; : : : ;m.

Lemme 2.2. Les fontions um; um(� + 1); : : : ; um(� +m � 1) forment �egalement une

base de l'espae Nm
� .

Preuve.

Donnons-nous m r�eels a0; : : : ; am�1 et onsid�erons l'op�erateur lin�eaire � qui, �a toute

fontion r�eelle u de la variable r�eelle x assoie la fontion �u d�e�nie par :

�u(x) := a0u(x) + a1u(x+ 1) + � � �+ am�1u(x+m� 1); x 2 R: (2.7)

Supposons que �um = 0, soit :

a0um(x) + a1um(x+ 1) + � � �+ am�1um(x+m� 1) = 0; x 2 R;
et montrons que ela implique a0 = a1 = � � � = am�1 = 0. De fa�on �evidente, l'op�erateur �

ommute ave tout op�erateur di��erentiel lin�eaire �a oeÆients onstants. On aura alors,

en utilisant (2.4)

L1
�m (�um) = 0 = �

�
L1
�mum

�
= �um�1 = 0:
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De prohe en prohe, on pourra ainsi montrer que

�ui = 0; i = 1; : : : ;m: (2.8)

Expliitons les relations (2.8) au point x = 0. On obtient :

8>>><>>>:
a0u1(0) + a1u1(1) + � � � + am�1u1(m� 1) = 0;
a0u2(0) + a1u2(1) + � � � + am�1u2(m� 1) = 0;
...

...
a0um(0) + a1um(1) + � � �+ am�1um(m� 1) = 0;

(2.9)

La matrie de e syst�eme onsid�er�e omme un syst�eme lin�eaire en a0; a1; : : : ; am�1 est la

matrie M

�
0; 1; : : : ; m� 1
u1; u2; : : : ; um

�
. Or nous savons que l'espae Nm

� est un ECC-espae sur

R. Don toute base de Nm
� est un C-syst�eme sur R. C'est en partiulier le as de la base

(u1; : : : ; um). Par suite, le d�eterminant du syst�eme (2.9) est non nul et a0 = a1 = � � � =
am�1 = 0.

D�e�nition 2.3. On d�e�nit l'espae des splines ardinales de Chebyshev assoi�e �a l'op�erateur

Lm
� , par :

Sm
� = fS 2 Cm�2(R) telles que Sj[k;k+1[ 2 Nm

� j[k;k+1[; k 2Zg:
Exemple 2.4.

Supposons ii que m = 1, auquel as � = �1 2 R. On d�e�nit la fontion N1
� par:

N1
�(x) := e�x�[0;1[(x); x 2 R: (2.10)

Il est possible d'exprimer les �el�ements de S1
� �a partir des translat�ees enti�eres de la fontion

N1
�. En e�et, si S est un �el�ement de S1

�, nous onnaissons une suite (ak)k2Ztelle que, pour

tout k 2Z:

S(x) = ake
�x; x 2 [k; k + 1[:

Par ons�equent, nous pouvons �erire S sous la forme :

S(x) =
X
k2Z

kN
1
�(x� k); x 2 R; (2.11)

o�u, pour tout k 2Z, k = ake
�k.

On peut remarquer que la fontion N1
� d�e�nie en (2.10) s'�erit aussi :

N1
� = G1

�(x)�G1
�(x� 1); x 2 R; (2.12)

o�u la fontion G1
� est d�e�nie par :

G1
�(x) = e�x�[0;+1[(x): (2.13)
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Sur [0;+1[ ette fontion satisfait L1
�G

1
� = 0 (o�u, onform�ement �a (2.1) : L1

� = D � �I),

et la ondition initiale G1
�(0) = 1. Par ons�equent, 'est la fontion de Green assoi�ee �a

l'op�erateur L1
�.

Revenons au as g�en�eralm 2 N�, � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm. Pour g�en�eraliser les relations

(2.10) et (2.12) de l'exemple 2.4, nous allons onsid�erer la fontion de Green Gm
� assoi�e

�a l'op�erateur Lm
� d�e�ni en (2.1).

Cette fontion est d�e�nie par :

Gm
� (x) =

�
0 si x < 0;
um(x) si x � 0;

(2.14)

o�u um est l'�el�ement de l'espae Nm
� dont les onditions initiales sont donn�ees par (2.3).

Ainsi, pour �1 = � � � = �m = 0,

Gm
� (x) =

xm�1+

(m� 1)!
; x 2 R;

o�u x+ = maxfx; 0g. D'apr�es (2.4), la fontion de Green satisfait sur [0;+1[ la relation :

L1
�mG

m
(�1;::: ;�m)

(x) = Gm�1
(�1;::: ;�m�1)

(x); x 2 [0;+1[; (2.15)

e qui permet de d�e�nir aussi la fontion de Green par r�eurrene sous la forme

Gm
(�1;::: ;�m)

(x) =

8<:
Z x

0

e�myGm�1
(�1;::: ;�m�1)

(x� y)dy si x 2 [0;+1[;

0 sinon.
(2.16)

La fontion de Green permet d'exprimer les disontinuit�es de la d�eriv�ee d'ordre m� 1

dans l'espae Sm
� . Plus pr�eis�ement, �etant donn�e un point a 2 R et deux �el�ements f; g

appartenant �a Nm
� , si les onditions suivantes sont satisfaites :

f (`)(a) = g(`)(a); ` = 0; : : : ;m� 2;
f (m�1)(a) = g(m�1)(a) + �;

alors nous pouvons �erire :

f(x) = g(x) + �Gm
� (x� a); pour tout x � a; (2.17)

et r�eiproquement. Pour m � 2, la fontion s 2 Cm�2(R) d�e�nie par

s(x) =

�
g(x) si x � a;
f(x) si x > a;

peut s'�erire :

s(x) = g(x) + �Gm
� (x� a); x 2 R:



36 Chapitre 2 Splines de Chebyshev ardinales

Remarquons que pour haque k 2 Z, la fontion Gm
� (� � k) est un �el�ement partiulier de

l'espae Sm
� .

Partant d'une spline S 2 Sm
� donn�ee, pour tout k 2Z, notons sk l'�el�ement de Nm

� tel

que :

S(x) = sk(x); x 2 [k; k + 1[: (2.18)

Nous savons que S est Cm�2 sur R et pr�esente des disontinuit�es de sa d�eriv�ee (m�1)�eme

aux points entiers. Notons �k, k 2Z, es disontinuit�es, i.e,
�k := S(m�1)(k+)� S(m�1)(k�);

= s
(m�1)
k (k)� s

(m�1)
k�1 (k):

(2.19)

Nous pouvons appliquer (2.17) aux fontions sk�1; sk, e qui donne :

sk(x) = sk�1(x) + �kG
m
� (x� k); x 2 [k;+1[; (2.20)

d'o�u, puisque Gm
� (x� k) = 0 pour tout x < k :

S(x) = sk�1(x) + �kG
m
� (x� k); x 2 [k � 1; k + 1℄: (2.21)

En utilisant (2.17) de prohe en prohe, on obtient d'une part :

sk+j(x) = sk�1(x) +

k+jX
`=k

�`G
m
� (x� `); x 2 [k + j;+1[;

et d'autre part :

S(x) = sk�1(x) +

k+jX
`=k

�`G
m
� (x� `); x 2 [k; k + j + 1℄: (2.22)

D�e�nition 2.5. Pour tout m 2 N�, et tout � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, on d�e�nit l'op�erateur

aux di��erenes �m
� d'ordre m assoi�e �a � par :

�m
� := �1

�m Æ�m�1
(�1;::: ;�m�1)

; (2.23)

o�u, pour � 2 R et f : R! R,

�1
�f(x) := f(x)� e�f(x� 1); x 2 R: (2.24)

La d�e�nition i-dessus g�en�eralise la notion lassique d'op�erateur aux di��erenes qui

orrespond au as partiulier �1 = � � � = �m = 0. Le r�esultat bien onnu que toute

di��erene d'ordre m d'un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a m � 1 est nulle s'�etend

sous la forme suivante :

Proposition 2.6. Pour tout m 2 N� et tout � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, l'op�erateur aux

di��erenes �m
� s'annule sur Nm

� .
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Preuve.

1. On peut remarquer que, pour tout (�; �) 2 R2,

�1
� Æ�1

� = �1
� Æ�1

�:

En e�et, pour haque fontion f , on a:

�1
�(�

1
�f)(x) = �1

�f(x)� e��1
�f(x� 1))

= f(x)� e�f(x� 1)� e�(f(x� 1) � e�f(x� 2))
= f(x)� (e� + e�)f(x � 1) + e�+�f(x� 2)
= �1

�(�
1
�f)(x):

(2.25)

Par ons�equent, pour haque permutation � de f1; : : : ;mg, on a

�m
(�1;::: ;�m) = �m

(��(1);::: ;��(m))
: (2.26)

2. L'op�erateur aux di��erenes �m
� �etant de fa�on �evidente lin�eaire, pour montrer qu'il

est nul sur l'espae Nm
� , il suÆt de v�eri�er qu'il est nul sur une base de Nm

� . Par

ailleurs, du fait de la ommutativit�e montr�ee i-dessus, l'op�erateur �m
� ne d�epend pas de

l'ordre des �i. Nous pouvons don, sans perte de g�en�eralit�e, supposer que (�1; : : : ; �m) =

(`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r ℄), o�u `1; : : : ; `r sont des r�eels distints et o�u les entiers �i � 1 satisfont

�1 : : :+ �r = m. Nous utiliserons la base de Nm
� rappel�ee en (2.2). Puisque,

�m
� = ��1

`1
[�1℄

Æ : : : Æ��r

`r [�r ℄
;

il suÆt en fait, toujours grâe �a la ommutativit�e, de v�eri�er que, pour tout entier � 2 N�
et pour tout nombre r�eel `, l'op�erateur ��

` s'annule sur les fontions

e`x; xe`x; : : : ; x��1e`x:

Notons vk(x) = xke`x. Il suÆt de montrer, que �k+1
`[k+1℄vk = 0 pour tout k 2 N. Or,

l'�egalit�e

�1
`vk(x) = vk(x)� e`vk(x� 1)

= e`x
�
xk � (x� 1)k

�
montre, d'une part que �1

`v0 = 0, d'autre part que pour tout k � 1, �1
`vk s'�erit omme

ombinaison lin�eaire des fontions v0; : : : ; vk�1. Puisque

�k+1
`[k+1℄ = �k

`[k℄ Æ�1
` ;

on peut ais�ement onlure par r�eurrene sur k.
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Il est faile de v�eri�er qu'en fait, pour tout fontion f : R! R

�m
� f(x) =

mX
k=0

(�1)k
 X
1�i1<:::<ik�m

e�i1+���+�ik

!
f(x� k); x 2 R; (2.27)

ave la onvention
X

i1<:::<ik

e�i1+���+�ik = 1 si k = 0. Cette formule se prouve par r�eurrene

sur m et g�en�eralise la formule (2.25) i-dessus.

Les op�erateurs aux di��erenes introduits i-dessus permettent de g�en�eraliser la notion

de B-spline omme suit (voir aussi [32℄, [7℄).

Proposition 2.7. Pour tout entier m � 1 et tout � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, la fontion

Nm
� := �m

� G
m
� (2.28)

appartient �a l'espae Sm
� des splines assoi�ees �a l'espae Nm

� .

Preuve.

Par d�e�nition même de l'op�erateur aux di��erenes �m
� , N

m
� est une ombinaison

lin�eaire des m + 1 fontions Gm
� (� � k); k = 0; : : : ;m. L'invariane par translation de

l'espae Nm
� et le fait que la fontion de Green soit Cm�2 sur R, nulle �a gauhe de 0 et

satisfasse Lm
� G

m
� (x) = 0 pour x � 0 permettent de onlure.

D�e�nition 2.8. La fontion Nm
� est appel�ee la B-spline de Chebyshev d'ordrem assoi�ee

�a l'op�erateur Lm
� .

Remarques 2.9.

2.9.1. La B-spline d'ordre 1 assoi�ee �a l'op�erateur L1� = D��I, � 2 R est don la fontion

N1
� d�e�nie en (2.10).

2.9.2. D'apr�es (2.27), on peut �erire plus pr�eis�ement Nm
� sous la forme :

Nm
� (x) =

mX
k=0

(�1)k
 X
i1<:::<ik

e�i1+���+�ik

!
Gm
� (x� k) x 2 R: (2.29)

Par ailleurs l'expression (2.29) montre lairement que Nm
� (x) = 0 pour x < 0. D'autre

part, si x � m, haune des quantit�es x�k, k = 0; : : : ;m est positive. Le alul de Nm
� (x)

revient don �a appliquer l'op�erateur �m
� �a une fontion de l'espae Nm

� . La proposition

2.6 prouve alors que Nm
� (x) = 0. Le support de toute B-spline de Chebyshev d'ordrem est

don ontenu dans l'intervalle [0;m℄. Nous verrons plus loin qu'il est en fait exatement
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�egal �a [0;m℄.

2.9.3. Sahant que Nm
� (x) = 0 pour x � 0, par omparaison ave (2.22), l'�egalit�e (2.29)

nous renseigne sur les disontinuit�es de la d�eriv�ee (m� 1)�eme de la B-spline :

(Nm
� )(m�1) (k+)� (Nm

� )(m�1) (k�) = (�1)k
X

i1<:::<ik

e�i1+���+�ik ; 0 � k � m: (2.30)

Par exemple, les disontinuit�es de la B-spline polynomiale d'ordre m, Nm := Nm
(0[m℄)

, sont

donn�ees par :

(Nm)(m�1)(k+)� (Nm)(m�1)(k�) = (�1)k
�
m
k

�
; 0 � k � m:

2.9.4. L'op�erateur aux di��erenes �m
� ne d�ependant pas de l'ordre des �i, il en est de même

pour la B-spline Nm
� . On pourra don si besoin, supposer dans la suite que (�1; : : : ; �m) =

(`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r ℄) ave `1; : : : ; `r distints et �1; : : : ; �r � 1.

Le r�esultat suivant est lassique dans le as polynomial.

Proposition 2.10. ( [36℄) Pour tout � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, la B-spline Nm
� s'obtient

omme onvolution des m B-splines d'ordre 1, N1
�i
, i = 1; : : : ;m, 'est-�a-dire :

Nm
� = N1

�1
� : : : �N1

�m; (2.31)

ou enore, pour m � 2,

Nm
� (x) =

Z 1

0

e�mtNm�1
(�1;::: ;�m�1)

(x� t)dt: (2.32)

Preuve.

Supposons m � 2 et notons e� = (�1; : : : ; �m�1). Par d�e�nition de la B-spline d'ordre

m :

Nm
� = �m�1

e�
�
�1

�m
Gm

�

�
: (2.33)

Calulons tout d'abord �1
�m

Gm
� :

�1
�m

Gm
� (x) = Gm

� (x)� e�mGm
� (x� 1)

=

Z x

0

e�muGm�1
e� (x� u)du�

Z x�1

0

e�m(u+1)Gm�1
e� (x� 1 � u)du

Le hangement de variable t = u+ 1 transforme la deuxi�eme int�egrale enZ x

1

e�mtGm�1
e� (x� t)dt;
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e qui permet d'�erire :

�1
�mG

m
� (x) =

Z 1

0

e�mtGm�1
e� (x� t)dt;

'est-�a-dire :

�1
�m
Gm

� (x) = N1
�m
�Gm�1

e� : (2.34)

Il est faile de v�eri�er que, pour tout r�eel �, et toutes fontions f , g telles que le produit

de onvolution soit d�e�ni,

�1
� (f � g) = f � ��1

�f
�
:

Compte tenu de ette remarque, il r�esulte de (2.33) et (2.34) que :

Nm
� = N1

�m ��m�1
~�

�
Gm�1

~�

�
:

Si l'on suppose �etabli que

�m�1
~�

�
Gm�1

~�

�
=

m

�
i=1

N1
�i
;

le r�esultat herh�e en d�eoule.

Chaune des B-splines d'ordre 1 �etant stritement positive sur l'intervalle [0; 1[, on

obtient le r�esultat suivant :

Corollaire 2.11. Le support de toute B-spline de Chebyshev Nm
� d'ordre m est �egal �a

[0;m℄. De plus Nm
� est stritement positive sur l'int�erieur de son support.

La proposition 2.10 onduit �egalement au r�esultat suivant :

Corollaire 2.12 �Etant donn�e m r�eels �1; : : : ; �m et un entier i tel que 1 � i � m� 2,

on a :

Li
(�1;::: ;�i)

Nm
(�1;::: ;�m) = �i

(�1;::: ;�i)
Nm�i

(�i+1;::: ;�m): (2.35)

Preuve.

Pour toute fontion ontinue f de R dans R, grâe �a un hangement de variable, le

produit de onvolution de f et N1
�1
, s'�erit :

�
N1

�1
� f� (x) = Z 1

0

e�1tf(x� t)dt = e�1x
Z x

x�1

e��1yf(y)dy:

Par d�erivation, on obtient don :�
N1

�1
� f�0 (x) = �1e

�1x

Z x

x�1

e��1yf(y)dy + e�1x
�
e��1xf(x)� e��1(x�1)f(x� 1)

�
= �1

�
N1

�1
� f� (x) + f(x)� e�1f(x� 1); x 2 R
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'est-�a-dire :

L1
�1

�
N1

�1
� f� = �1

�1
f(x): (2.36)

Nous pouvons appliquer la formule (2.36) ave f = Nm�1
(�2;::: ;�m) �a ondition que la B-

spline d'ordre m� 1 soit ontinue, 'est-�a-dire si m � 3. On obtient alors l'�egalit�e (2.35)

orrespondant au as i = 1. Le as g�en�eral s'obtiendra failement par r�eurrene, en

utilisant le fait que les op�erateurs L1
� et �1

� ommutent.

La proposition suivante g�en�eralise la relation (2.11).

Proposition 2.13. ([32℄) Pour tout spline S 2 Sm
� , il existe une unique suite (k)k2Zde

nombres r�eels telle que :

S(x) =
X
k2Z

kN
m
� (x� k); x 2 R: (2.37)

Preuve.

Fixons deux entiers quelonques j 2 Z, ` 2 N, et onsid�erons la restrition Sj;` de

l'espae Sm
� �a l'intervalle [j; j + ` + 1℄. Du paragraphe 1.4, nous d�eduisons que

dim Sj;` = m+ `: (2.38)

Chaque fontion Nm
� (� � k) �etant un �el�ement de Sm

� , sa restrition �a [j; j + ` + 1℄ est un

�el�ement de l'espae Sj;`. Compte tenu du fait que suppNm
� (� � k) = [k; k +m℄, seules les

m+ ` fontions Nm
� (� � k)j[j;j+`+1℄, k = j�m+1; : : : ; j+ `, sont des �el�ements non nuls de

Sj;`. Il nous suÆt en fait de prouver que es fontions forment une base de Sj;`. En e�et,

si nous supposons ei montr�e, il existera une unique suite (k)j�m+1�k�j+` telle que

S(x) =

j+`X
k=j�m+1

kN
m
� (x� k); x 2 [j; j + `+ 1℄: (2.39)

Consid�erons maintenant l'intervalle [j � 1; j + ` + 2℄, (ou tout autre intervalle ontenant

[j; j+`+1℄). Du fait que les restritions des fontions Nm
� (��k), k = j�m; : : : ; j+`+1,

�a [j � 1; j + ` + 2℄ forment une base de l'espae Sj�1;`+1, il existera une unique suite

(k)j�m�k�j+`+1 telle que

S(x) =

j+`+1X
k=j�m

kN
m
� (x� k); x 2 [j � 1; j + `+ 2℄: (2.40)

Si l'on se limite �a des �el�ements x de l'intervalle 2 [j; j + ` + 1℄, pour k = j � m et

k = j + `+ 1, nous avons Nm
� (x� k) = 0. Par ons�equent, l'�egalit�e (2.40) onduit �a :

S(x) =

j+`X
k=j�m+1

kN
m
� (x� k); x 2 [j; j + `+ 1℄;
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e qui, par omparaison �a (2.39), prouvera que k = k pour tout k = j�m+1; : : : ; j+`.

Le r�esultat annon�e sera alors prouv�e.

Pour montrer que les m + ` fontions Nm
� (� � k)j[j;j+`+1℄, k = j � m + 1; : : : ; j + k,

forment une base de l'espae Sj;`, en vertu de l'�egalit�e (2.38), il suÆt de v�eri�er qu'elles

sont lin�eairement ind�ependantes. Supposons don que

j+X̀
k=j�m+1

�kN
m
� (x� k) = 0 pour tout x 2 [j; j + `+ 1℄: (2.41)

Consid�erant s�epar�ement l'intervalle [j; j + 1℄ et l'intervalle [j + 1; j + `+ 1℄, ompte tenu

du support de haque Nm
� (� � k), la relation (2.41) peut s'�erire :

jX
k=j�m+1

�kN
m
� (x� k) = 0; x 2 [j; j + 1℄; (2.42)

j+`X
k=j�m+2

�kN
m
� (x� k) = 0; x 2 [j + 1; j + ` + 1℄:

Une r�eurrene sur l'entier ` permet de voir qu'il suÆt de montrer que l'hypoth�ese (2.42)

implique �k = 0 pour k = j �m + 1; : : : ; j. Nous sommes don ramen�es �a prouver que

les m fontions Nm
� (� � k)j[0;1℄, k = �m + 1; : : : ; 0, forment une base pour la restrition

de l'espae Nm
� �a l'intervalle [0; 1℄.

�Erivons l'�egalit�e (2.29), sous la forme simpli��ee :

Nm
� (x) = Gm

� (x) + a1G
1
�(x+ 1) + � � �+ amG

m
� (x�m); x 2 R; (2.43)

o�u ak := (�1)k
X

i1<:::<ik

e�i1+���+�ik . Regardons e que la relation (2.43) donne pour x 2 [0; 1℄

et pour les fontions Nm
� (� � k), k = �m + 1; : : : ; 0. Du fait que Gm

� est nulle �a gauhe

de 0, nous obtenons pour tout x 2 [0; 1℄,

0BBB�
Nm

� (x)
Nm

� (x+ 1)
...
Nm

� (x+m� 1)

1CCCA =

0BBBBB�
1 0 : : : 0
a1 1 : : : 0

a2 a1
. . .

...
...

... : : :
...

am�1 am�2 : : : 1

1CCCCCA
0BBB�

Gm
� (x)

Gm
� (x+ 1)

...
Gm

� (x+m� 1)

1CCCA : (2.44)

L'�egalit�e (2.44) montre que le probl�eme onsiste �a prouver que les fontions Gm
� ; G

m
� (�+

1); : : : ; Gm
� (�+m�1) sont lin�eairement ind�ependants sur [0; 1℄. De par la d�e�nition (2.14)
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de la fontion de Green, ela revient �a prouver que les fontions um; um(�+1); : : : ; um(�+
m� 1) sont lin�eairement ind�ependantes sur [0; 1℄. Le lemme 2.2 nous dit qu'elles forment

une base de l'espae Nm
� , don un EC-syst�eme sur R tout entier, par ons�equent un

EC-syst�eme sur [0; 1℄. Don en partiulier umj[0;1℄; um(�+ 1)j[0;1℄; : : : ; um(�+m� 1)j[0;1℄
forment une base de l'espae Nm

� j[0;1℄.

2.2 B-spline adjointe

L'adjoint de l'op�erateur Lm
� d�e�ni en (2.1) est l'op�erateur Lm�

� tel que :Z +1

�1

Lm
� f(t)g(t)dt =

Z +1

�1

f(t)Lm�
� g(t)dt; f; g 2 Hm�1(R): (2.45)

Cet op�erateur est donn�e par :

Lm�
� = (�1)m

mY
k=1

(D + �kI): (2.46)

D�e�nition 2.14. Soit Lm
� l'op�erateur di��erentiel d�e�nie en (2.1).

1. On d�e�nit l'espae adjoint des splines de Chebyshev Sm�
� assoi�e �a l'op�erateur Lm

� ,

omme l'espae des splines ardinales assoi�ees �a l'op�erateur adjoint Lm�
� .

2. La B-spline adjointe de Nm
� est d�e�nie omme la B-spline Nm�

� assoi�ee �a l'op�erateur

Lm�
� .

Par ons�equent, si Nm�
� := Ker Lm�

� ,

Sm�
� = ff 2 Cm�2(R) : fj[k;k+1[ 2 Nm�

� ; k 2Zg;
et d'apr�es (2.46),

Nm�
� = Nm

��; (2.47)

soit

N1�
�1

= e��1x�[0;1[; (2.48)

et, en utilisant (2.32) :

Nm�
� (x) =

Z 1

0

e��mtNm�1
(�1;::: ;�m�1)

�
(x� t)dt; x 2 R: (2.49)

La proposition suivante nous explique le lien exat entre Nm�
� et Nm

� .

Proposition 2.15. Pour tout m � 2 et tout � 2 Rm, on a la relation suivante :

Nm�
� (x) = e�

Pm
k=1 �kNm

� (m� x); x 2 R: (2.50)

Pour m = 1 l'�egalit�e (2.50) est v�eri��ee seulement sur R n f0; 1g.
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Preuve.

On montre ette propri�et�e par r�eurrene sur m. Pour m = 1, on a, pour tout x 2 R,

N1�
�1
(x) = e��1x�[0;1[(x)

= e��1e�1(1�x)�[0;1[(x);

'est-�a-dire, pour x 6= 0; 1, N1�
�1
(x) = e��1e�1(1�x) = e��1N1

�1
(1�x). Etant donn�e un entier

m � 2, supposons que l'on ait :

Nm�1 �
(�1;::: ;�m�1)

(x)
pp
= e�

Pm�1
k=1 �kNm�1

(�1;::: ;�m�1)
(m� 1 � x):

En utilisons (2.32) et la relation pr�e�edente, on peut �erire :

Nm�
� (x) =

Z 1

0

e��mtNm�1 �
(�1;::: ;�m�1)

(x� t)dt

= e�
Pm�1

k=1 �k

Z 1

0

e��mtNm�1
(�1;::: ;�m�1)

(m� 1 � x+ t)dt;

'est-�a-dire, ave le hangement de variable s = 1 � t,

Nm�
� (x) = e�

Pm�1
k=1 �k

Z 1

0

e��me�msNm�1
(�1;::: ;�m�1)

(m� x� s)ds

= e�
Pm

k=1 �kNm
� (m� x);

d'o�u le r�esultat annon�e.

La relation (2.50) nous montre que si
Pm

k=1 �k = 0, la fontion Nm�
� est l'image de la

fontion Nm
� par la sym�etrie par rapport �a l'axe x = m

2 . Dans le as polynomial, on sait

que la B-spline est sym�etrique par rapport �a l'axe x = m
2 . La relation (2.50) on�rme ette

propri�et�e pour �k = 0, k = 1; : : : ;m, puisque dans e as, Nm
� = Nm

�
�. Elle nous donne

de plus une ondition n�eessaire et suÆsante sur l'op�erateur Lm
� , pour que la B-spline

assoi�ee soit sym�etrique.

Corollaire 2.16. Les op�erateurs di��erentiels d'ordre m �a oeÆients r�eels onstants

dont la B-spline assoi�ee est sym�etrique, (par rapport �a l'axe x = m
2
), sont les op�erateurs

de la forme suivante :

D�0

rY
i=1

(D2 � `i
2)�i; (2.51)

o�u les nombres `1; : : : ; `r 2 R� satisfont `i
2 6= `j

2 pour i 6= j, et o�u les entiers �0 2 N,
�1 : : : ; �r 2 N� satisfont �0 + 2

Pr
k=1 �k = m.
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Preuve.

L'op�erateur di��erentiel d�e�ni en (2.51) est l'op�erateur Lm
� orrespondant �a

� := (�1; : : : ; �m) = (0[�0℄; `1
[�1℄; (�`1)[�1℄; : : : ; `r [�r℄; (�`r)[�r℄):

Don
mX
i=1

�k = 0 et de fa�on �evidente, � et �� o��nident �a une permutation pr�es, si bien

que Nm�
� = Nm

�� = Nm
� . Par ons�equent la formule (2.50) montre que Nm

� est sym�etrique

par rapport �a l'axe x = m
2
.

Inversement, supposons que Nm
� soit sym�etrique par rapport �a l'axe x = m

2
. La relation

(2.50) s'�erit alors

Nm�
� = e�

Pm
k=1 �kNm

� :

Compte tenu de la Proposition 2.13, l'�egalit�e pr�e�edente prouve que les espaes de splines

Sm
� et Sm�

� sont aussi �egaux, et par ons�equent les espaes Nm�
� = Ker Lm�

� et Nm
� =

Ker Lm
� sont �egaux. Cei ne peut se produire que si (�1; : : : ; �m) et (��1; : : : ;��m)

o��nident �a une permutation pr�es, don si l'op�erateur Lm
� orrespondant est de type

(2.51).

2.3 Transform�ee de Fourier d'une B-spline de Che-

byshev

Dans ette setion, nous allons �etudier un ertain nombre de propri�et�es des B-splines

de Chebyshev li�ees �a leur transform�ee de Fourier.

Proposition 2.17. ([36, 7℄) La transform�ee de Fourier de la B-spline Nm
� est donn�ee

par :

dNm
� (w) =

mY
s=1

g(�s � iw); (2.52)

o�u g est la fontion d�e�nie sur C par :

g(x) =

(
ex � 1

x
si x 6= 0;

1 si x = 0:
(2.53)

Preuve.

En utilisant la proposition 2.10 et la propri�et�e bien onnue [f � g = bfbg, il suÆt de

v�eri�er que pour s = 1; : : : ;m, dN1
�s

= g(�s � iw):
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Fig. 2.1 { La B-spline de Chebyshev N3
�, (de gauhe �a droite et de haut en bas) ave

� = (1:5;�4; 4), � = (1;�4; 4), � = (0:5;�4; 4), � = (0;�4; 4), � = (�0:5;�4; 4) et
� = (�1;�4; 4)
.
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Cei r�esulte de mani�ere �evidente de l'�egalit�e :

dN1
�s

=

Z +1

�1

N1
�s
(x)e�iwxdx

=

Z 1

0

e(�s�iw)xdx:

Dans le as polynomial, il est bien onnu que la somme des B-splines est �egale �a 1,

'est-�a-dire : X
j2Z

Nm(x� j) = 1; x 2 R:

Cette identit�e est un as partiulier du r�esultat suivant :

Proposition 2.18. Soit m 2 N� et � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm. Pour tout k = 1; : : : ;m, et

tout x 2 R, X
j2Z

e��k(x�j)Nm
� (x� j) =

Z +1

�1

e��ktNm
� (t)dt =dNm

� (�i�k): (2.54)

Preuve.

Consid�erons la fontion 1-p�eriodique ' d�e�nie sur R par :

'(x) =
X
j2Z

e��k(x�j)Nm
� (x� j): (2.55)

Pour x 2 [0; 1℄, la somme dans (2.55) se r�eduit �a :

'(x) =
0X

j=�m+1

e��k(x�j)Nm
� (x� j);

don ' satisfait lairement les onditions de Dirihlet pour tout m 2 N�, si bien que, pour

tout x 2 R,
1

2
('(x+) + '(x�)) =

X
n2Z

ne
2in�x;

o�u les n sont les oeÆients de Fourier de la fontion '. Pour m � 2, la B-spline Nm
�

�etant ontinue sur R, il en est de même de '. Pour m = 1, bien que la B-spline N1
� ne soit

pas ontinue, la fontion ' l'est. Elle est en fait onstante. En e�et, pour x 2 [k; k + 1[

'(x) = e��1(x�k)e�1(x�k) = 1, don ' = I. Par ons�equent, quelle que soit la valeur de m

nous avons �nalement :

'(x) =
X
n2Z

ne
2in�x; x 2 R: (2.56)
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Calulons les oeÆients de Fourier n :

n =

Z 1

0

'(u)e�2in�udu

=

Z 1

0

X
j2Z

e��k(u�j)Nm
� (u� j)e�2in�udu

=
X
j2Z

Z 1

0

e��k(u�j)Nm
� (u� j)e�2in�udu;

puisqu'il s'agit en fait d'une somme �nie. Don :

n =
X
j2Z

Z �j+1

�j

e��ktNm
� (t)e�2in�tdt;

=

Z +1

�1

e��ktNm
�k
(t)e�2in�tdt:

On obtient �nalement :

n =

Z +1

�1

Nm
�k
(t)e�i(2n��i�k)tdt;

= dNm
� (2n� � i�k):

D'apr�es (2.52), nous avons don

n =

mY
s=1

g(�s � �k � 2in�): (2.57)

En partiulier pour s = k, d'apr�es (2.53) :

g(�s � �k � 2in�) = g(�2in�) = 0 si n 6= 0;

et l'�egalit�e (2.57) montre que

n = 0 pour tout n 6= 0:

De (2.56) et (2.57) on d�eduit don que si m � 2,

'(x) = 0 =dNm
� (�i�k) pour tout x 2 R;

qui n'est autre que l'�egalit�e (2.54).

Dans le as o�u l'un au moins des nombres �1; : : : ; �m est �egale �a 0, 'est-�a-dire, dans

le as o�u la fontion onstante I appartient �a l'espae des splines Sm
� , la formule (2.54)

onduit �a la d�eomposition suivante de ette fontion dans la base des B-splines :

I =
1R +1
�1

X
j2Z

Nm
� (� � j);

=
Q

k2K
�k

e�k�1

P
j2ZN

m
� (� � j);
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o�u K est l'ensemble des indies k 2 f1; : : : ;mg tels que �k 6= 0.

La proposition pr�e�edente se g�en�eralise sous la forme suivante :

Proposition 2.19. Supposons m � 2. Soient `1; : : : ; `r des nombres r�eels distints et

�1; : : : ; �r des entiers stritement positifs. tels que �1 + � � � + �r = m. Consid�erons le

m-uplet � := (`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r℄). Alors, pour tout k = 1; : : : ; r , et tout p = 0; : : : ; �r � 1,

et pour tout x 2 R,X
j2Z

(x� j)pe�`k(x�j)Nm
� (x� j) = ipDpdNm

� (�i`k): (2.58)

Preuve.

D�esignons par  (x) la quantit�e qui apparâ�t dans le premier membre de (2.58). La

fontion  est 1-p�eriodique et on peut montrer omme pour ' que

 (x) =
X
n2Z

Cne
2in�x; x 2 R: (2.59)

On peut aluler les oeÆients de Fourier (Cn)n2Zde  omme pr�e�edemment eux de

', e qui donne :

Cn =

Z +1

�1

xpNm
� (x)e�i(2n��i`k)xdx;

'est-�a-dire:

Cn = Mp(2n� � i`k); (2.60)

o�u Mp est la fontion d�e�nie par :

Mp(x) = xpNm
� (x):

Les propri�et�es lassiques de la transformation de Fourier nous indiquent que :Mp(w) = ipDpdNm
� (w): (2.61)

D'apr�es la proposition 2.17, ii :

dNm
� (w) =

rY
s=1

g(`s � iw)�s:

Par ons�equent, puisque p � �k � 1, le alul de DpdNm
� (w) montre que

DpdNm
� (2n� � i`k) = 0 pour n 6= 0:

Des �egalit�es (2.60) et (2.61) il r�esulte don que

Cn = 0; pour n 6= 0;

et par suite l'�egalit�e (2.59) se r�eduit �a (2.58).
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Corollaire 2.20. Les donn�ees sont les mêmes que dans la proposition 2.19. Pour haque

k = 1; : : : ; r et tout p = 0; : : : ; �k � 1, il existe un polynôme �k
p de degr�e exat p, tel que :X

j2Z

jpe`kjNm
� (x� j) = �k

p (x)e
`kx; x 2 R: (2.62)

Preuve.

La d�emonstration, pour k �x�e, se fait par r�eurrene sur p. Pour tout p � �k � 1,

d�esignons par Ap le seond membre de l'�egalit�e (2.58), i.e, Ap := ipDpdNm
� (�i`k). Le as

p = 0 orrespond diretement �a la Proposition 2.18, qui nous dit que :X
j2Z

e`kjNm
� (x� j) = A0e

`kx; x 2 R:

Don �k
0(x) = A0 et il nous reste seulement �a v�eri�er queA0 6= 0. Or, d'apr�es la proposition

2.17,

A0 =dNm
� (�i`k) =

rY
s=1

g(`s � `k)
�s;

et la fontion g d�e�nie en (2.53) ne s'annule pas sur R. Par ons�equent A0 6= 0.

Supposons la propri�et�e �etablie pour tout r < p, 1 � p � �r � 1. La relation (2.58)

s'�erit : X
j2Z

pX
r=0

(�1)r
�
p
r

�
xp�rjre`kjNm

� (x� j) = Ape
`kx; x 2 R;

o�u Ap est une onstante (r�eelle). Pour x �x�e, la somme in�nie se r�eduit en fait �a une

somme �nie, don on peut intervertir les signes somme, e qui donne :

X
j2Z

(�1)pjpe`kjNm
� (x� j) +

p�1X
r=0

(�1)rxp�r
�
p
r

�X
j2Z

jre`kjNm
� (x� j) = Ape

`kx; x 2 R:

L'hypoth�ese de r�eurrene nous dit que, pour r = 0; : : : ; p� 1, il existe un polynôme �k
r ,

de degr�e exat r, tel que :X
j2Z

jre`kjNm
� (x� j) = �k

r (x)e
`kx; x 2 R:

De la relation pr�e�edente on d�eduit alors :

X
j2Z

jpe`kjNm
� (x� j) = (�1)pe`kx

"
Ap �

p�1X
r=0

(�1)r
�
p
r

�
xp�r�k

r (x)

#
; x 2 R;
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qui est l'�egalit�e (2.62) annon�ee, o�u �p est le polynôme de degr�e � p d�e�ni par :

�k
p (x) := (�1)p

"
Ap �

p�1X
r=0

(�1)r
�
p
r

�
xp�r�k

r (x)

#
: (2.63)

Il reste seulement �a v�eri�er que le degr�e de e polynôme �k
p est exatement �egal �a p. Nous

allons en fait montrer, par r�eurrene sur p, que son oeÆient dominant est �egal �a A0,

e qui assurera le fait qu'il soit non nul.

Pour p = 0, �k
0 (x) = A0. Supposons que le r�esultat vrai pour tout r � p � 1. Alors,

d'apr�es (2.63), le oeÆient A du terme xp dans �k
p vaut :

A = (�1)p+1A0

p�1X
r=0

(�1)r
�
p
r

�
:

L'�egalit�e

pX
r=0

(�1)r
�
p
r

�
= (1� 1)p = 0 permet de remplaer la somme

p�1X
r=0

(�1)r
�
p
r

�
par

(�1)p+1, d'o�u alors le r�esultat attendu A = A0.

2.4 La B-spline Nm
� omme fontion de �

Nous nous int�eressons ii au omportement de la B-spline Nm
� par rapport �a �. Puis-

qu'elle est d�e�nie �a partir de la fontion de Green Gm
� , il est naturel de revenir �a ette

fontion de Green.

�Etant donn�e des r�eels x1; : : : ; xi+1 et une fontion f d�e�nie sur un intervalle ontenant

es points (�eventuellement di��erentiable) nous d�esignerons par Æix1;::: ;xi+1f la di��erene

divis�ee d'ordre i de la fontion f , bas�ee sur les points x1; : : : ; xi+1.

En partiulier si les points x1; : : : ; xi+1 sont tous distints, il est bien onnu que ette

di��erene divis�ee s'exprime sous la forme

Æix1;::: ;xi+1f =

i+1X
p=1

f(xp)
i+1Y
j=1
j 6=p

(xp � xj)

: (2.64)

Lorsque les points ne sont pas suppos�ees distints, le alul de Æ1x1;::: ;xi+1f fait appel aux

d�eriv�ees de f . Nous renvoyons le leteur non averti de e domaine �a l'annexe situ�ee en �n

de doument.

Proposition 2.21 Pour x � 0, d�e�nissons la fontion fx : R �! R par fx(t) := etx:

Alors pour tout m � 1 et tout (�1; : : : ; �m) 2 Rm, la fontion de Green de l'op�erateur
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Lm
(�1;::: ;�m) satisfait :

Gm
(�1;::: ;�m)(x) = Æm�1

�1;::: ;�m
fx; x 2 [0;+1[: (2.65)

Preuve.

Revenons aux fontion ui introduites dans le lemme 2.1. Puisque nous sommes amen�es

�a bouger �, nous hangeons ii de notation et d�e�nissons, pour i � m, la fontion ui
(�1;::: ;�i)

par d'une part la ondition :

Li
(�1;::: ;�i)

ui
(�1;::: ;�i)

= 0; (2.66)

d'autre part les onditions initiales (f. (2.3)) :

ui
(�1;::: ;�i)

(j)
(0) =

�
0 si j = 0; : : : ; i� 2;
1 si j = i� 1:

(2.67)

Il est lair que ette fontion ne d�epend pas de l'ordre de �1; : : : ; �i.

a. Supposons que �1; : : : ; �m soient tous distints.

La relation (2.4) s'�erit :

Dui
(�1;::: ;�i)

(x) = �iu
i
(�1;::: ;�i)

(x) + ui�1
(�1;::: ;�i�1)

(x); x 2 R: (2.68)

Mais du fait de l'ind�ependene de la fontion ui
(�1;::: ;�i)

de l'ordre des nombres �1; : : : ; �i,

nous avons aussi :

Dui
(�1;::: ;�i)

(x) = �1u
i
(�1;::: ;�i)

(x) + ui�1
(�2;::: ;�i)

(x); x 2 R: (2.69)

Des �egalit�es (2.68) et (2.69) nous tirons :

ui
(�1;::: ;�i)

(x) =
ui�1
(�2;::: ;�i)

(x)� ui�1
(�1;::: ;�i�1)

(x)

�i � �1
; x 2 R: (2.70)

Par ons�equent, les quantit�es ui
(�1;::: ;�i)

(x) peuvent être alul�ees de fa�on progressive

suivant un sh�ema analogue au sh�ema de alul des di��erenes divis�ees par rapport �a des

points distints. De plus u1
�1

est la fontion de N 1
�1

qui satisfait u1
�1
(0) = 1, don

u1
�1
(x) = e�1x = fx(�1) = Æ0�1fx: (2.71)

Les relations (2.70) et (2.71) montrent don que pour tout x 2 R

ui
(�1;::: ;�i)(x) = Æi�1

�1;::: ;�i
fx; i = 1; : : : ;m: (2.72)
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L'�egalit�e (2.65) s'en d�eduit puisque Gm
(�1;::: ;�m)(x) = um(�1;::: ;�m)(x) pour x � 0 (f. (2.14)).

b. Supposons que �1 = �2 = � � � = �m = a.

On a toujours u1
a(x) = eax et, d'apr�es (2.4) :

L1
au

i
(a[i℄) = ui�1

(a[i�1℄)
; i = 2; : : : ;m: (2.73)

Supposons que, pour i � 2, ui�1
(a[i�1℄)

(x) =
xi�2

(i� 2)!
eax. R�esolvons l'�equation (2.73) par

variation de la onstante. Nous herhons ui
(a[i℄)

(x) sous la forme :

ui(a[i℄)(x) = C(x)eax;

et l'�equation (2.73) montre que C 0(x) =
xi�2

(i� 2)!
, don C(x) =

xi�1

(i� 1)!
+K, K 2 R. La

ondition ui
(a[i℄)

(0) = 0 montre que K = 0. On a don prouv�e par r�eurrene que :

ui(a[i℄)(x) =
xi�1

(i� 1)!
eax; i = 1; : : : ;m: (2.74)

Or, la di��erene divis�ee d'ordre i�1 de la fontion fx en les points �1 = �2 = � � � = �i = a

vaut :

Æi�1
a; : : : ; a| {z }

i fois

fx =
f

(i�1)
x (a)

(i� 1)!
;

'est-�a-dire,

Æi�1
a; : : : ; a| {z }

i fois

fx =
xi�1

(i� 1)!
eax; i =; : : : ;m: (2.75)

Par omparaison de (2.75) et (2.74), nous avons don montr�e �a nouveau que :

ui(�1;::: ;�i)
(x) = Æi�1

�1;::: ;�i
fx; x 2 R; i = 1; : : : ;m: (2.76)

La formule (2.65) se d�eduit �a nouveau par (2.14).

. Cas g�en�eral

Puisque la fontion um(�1;::: ;�m) ne d�epend pas de l'ordre des �i on peut supposer que

(�1; : : : ; �m) = (`1
[�1℄; : : : ; `r

[�r ℄).

En rassemblant les deux as partiuliers pr�e�edents, nous voyons, �a partir de (2.70)

et (2.76), que le sh�ema de alul progressif de um(�1;::: ;�m)(x) se fait suivant le sh�ema

lassique de alul de la di��erene divis�ee Æm�1
�1;::: ;�m

fx dans le as o�u les �i ne sont pas tous

distints (f. annexe).
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Par exemple, lorsque �1; : : : ; �m sont tous distints nous pouvons d�eduire de (2.65)

que

Gm
(�1;::: ;�m)(x) =

mX
k=1

e�kx

mY
j=1
j 6=k

(�k � �j)

; x � 0:

Corollaire 2.22. Soit �℄ = (�℄1; : : : ; �
℄
m) 2 Rm. Alors, pour tout x 2 R,

lim
�!�℄

Nm
� (x) = Nm

�℄(x): (2.77)

Preuve.

De la relation (2.65) et du Corollaire A.3 (annexe), nous pouvons d�eduire, pour un

x 2 R �x�e :

lim
�!�℄

Gm
� (x) = Gm

�℄(x): (2.78)

La B-spline Nm
� est d�e�nie par �m

� G
m
� , 'est-�a-dire, omme expliit�e en (2.29) :

Nm
� (x) =

mX
k=0

(�1)k
 X

i1<:::<ik

e�i1+���+�ik

!
Gm

� (x� k); x 2 R:

Pour x 2 R �x�e, quel que soit l'entier k = 0; : : : ;m, d'apr�es (2.78) lim
�!�℄

Gm
� (x � k) =

Gm
�℄(x� k). L'�egalit�e pr�e�edente onduit de fa�on �evidente �a (2.77).

2.5 Le as omplexe

Ce que nous venons d'exposer onerne les op�erateurs di��erentiels �a oeÆients onstants

Dm +

m�1X
k=0

akx
k

dont le polynôme arat�eristique assoi�e xm +
Pm�1

k=0 akx
k n'a que des raines r�eelles

�1; : : : ; �m. Or, dans les appliations, on peut renontrer des espaes assoi�es �a des

op�erateurs qui ne v�eri�ent pas ette ondition. En fait, g�en�eralement, on autorise er-

taines des raines �1; : : : ; �m �a être omplexes, sahant quelles seront alors deux �a deux

onjugu�ees. Si ei est r�ealis�e, �a une permutation pr�es

(�1; : : : ; �m) = (`1
[�1℄; : : : ; `p

[�p℄; `p+1
[�p+1℄; `p+1

[�p+1℄
; : : : ; `r

[�r℄; `r
[�r℄

);
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o�u `1; : : : ; `p 2 R et sont distints, `p+1; `p+1; : : : ; `r; `r 2 C n R et sont tous distints, et

�1+ � � �+ �p +2(�p+1 + � � �+�r) = m. Alors l'espae Nm
� = Ker Lm

� admet pour base les

fontions :
xje`sx; s = 1; : : : ; p; j = 0; : : : ; �s � 1
xje�sx os sx; s = p + 1; : : : ; r; j = 0; : : : ; �s � 1
xje�sx sin sx; s = p + 1; : : : ; r; j = 0; : : : ; �s � 1;

o�u, pour s = p + 1; : : : ; r, `s = �s + is, ave s 6= 0.

N�eanmoins, rien n'empêhe de onsid�erer l'espae Nm
� = Ker Lm

� même dans le as o�u

l'op�erateur Lm
� n'est pas �a oeÆients r�eels. On peut alors d�e�nir l'espae des splines Sm

�

assoi�e �a l'op�erateur Lm
� omme dans la d�e�nition 2.3 et la B-splineNm

� par l'interm�ediaire

de la fontion de Green omme en (2.28).

L'expression des valeurs de la fontion de Green ommedi��erenes divis�ees de fontions

exponentielles donn�ee en (2.65) est enore valable ii. Chaque fontion fx(t) = etx �etant

analytique sur C , nous pouvons d�eduire du orollaire A.5 (annexe) que, pour tout r�eel x,

et tout �℄ 2 Cm :

lim
�!�℄

Gm
� (x) = Gm

�℄(x): (2.79)

Comme ons�equene imm�ediate, nous obtiendrons, omme dans le orollaire 2.22

lim
�!�℄

Nm
� (x) = Nm

�℄(x): (2.80)

Proposition 2.23. Si l'op�erateur di��erentiel Lm
� =

Qm
s=1(D��sI), �1; : : : ; �m 2 C , est

�a oeÆients r�eels, la B-spline assoi�ee Nm
� est une fontion r�eelle.

Preuve.

Puisque l'op�erateur est �a oeÆients r�eels, la fontion de GreenGm
� est �a valeurs r�eelles.

Il suÆt de v�eri�er que, pour tout fontion f r�eelle et tout z 2 C , (�1
z Æ�1

z)f(x) 2 R pour

tout x 2 R. Or nous avons vu dans la preuve de la Proposition 2.6 que :

(�1
z Æ�1

�z) = f(x)� (ez + ez)f(x� 1) + ez+zf(x� 2):

Il suÆt don de remarquer que z + z 2 R et ez + ez 2 R.

Si l'on d�e�nit omme pr�e�edemment, la fontion N1
�k

par :

N1
�k
(x) = e�kx�[0;1[(x); x 2 R;

on peut montrer �a nouveau que

Nm
� = N1

�1
� : : : ; �N1

�m: (2.81)
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Pour z1; z2 2 C , z1 6= z2,

N1
z1
�N1

z2
(x) =

Z 1

0

ez1tez2(x�t)�[0;1℄(x� t)dt

= ez1x
Z x

0

e(z2�z1)ydy:

On en d�eduit :

N2
(z1;z2)

(x) =

8>>><>>>:
ez2x � ez1x

z2 � z1
si x 2 [0; 1℄;

ez2ez1(x�1) � ez1ez2(x�1)

z2 � z1
si x 2 [1; 2℄;

0 sinon.

(2.82)

En partiulier, si z1 = z := �+ i et z2 = �z, ave  6= 0, les r�esultats pr�e�edents prouvent

que :

N1
z1
�N1

z2
(x) = N2

(z;z)(x) =

8>>>><>>>>:
sin(x)


e�x si x 2 [0; 1℄;

sin (2� x)


e�x si x 2 [1; 2℄;

0 sinon.

(2.83)

Don N2
(z;z) > 0 sur ℄0; 2[ si et seulement si j  j< �. En regroupant les termes deux �a

deux onjugu�es dans la formule (2.31), on obtient le r�esultat suivant :

Proposition 2.24. Soit Lm
� =

Qm
s=1(D � �sI) un op�erateur di��erentiel �a oeÆients

r�eels, o�u �1; : : : ; �m 2 C . Pour que la B-spline assoi�ee Nm
� soit positive sur ℄0;m[ il

suÆt que jIm(�s)j < � pour s = 1; : : : ;m.

La ondition pr�e�edente n'est qu'une ondition suÆsante, pas n�eessaire (sauf lorsque

m = 2 ), omme le prouvent les illustrations donn�ees en Figure 2.2.

Dans le as omplexe, les propositions 2.18 et 2.19 restent valides telles quelles. Le

orollaire 2.20 �egalement �a ei pr�es que les polynômes �k
p intervenant dans (2.62) sont

seulement de degr�e inf�erieur ou �egal �a p. En e�et, omme nous l'avions vu dans la preuve

du orollaire 2.20, le degr�e exat �egal �a p r�esultait du fait que lorsque �1; : : : ; �m sont

tous r�eels, alors :

dNm
� (�i�k) 6= 0; k = 1; : : : ;m: (2.84)

Or ette propri�et�e n'est plus garantie lorsque l'on autorise �1; : : : ; �m �a être omplexes.

En e�et, si x 2 C , la fontion g d�e�nie en (2.53) satisfait :

g(x) = 0() x 2 2i�Z�;
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Fig. 2.2 { La positivit�e ou non positivit�e des B-splines de Chebyshev, de gauhe �a droite
et de haut en bas : N3

� ave � = (0;�6:5i; 6:5i), � = (0;�6i; 6i), � = (0;�5i; 5i), � =
(0;�4i; 4i), � = (0;�3:5i; 3:5i) et � = (0;�3i; 3i).
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si bien que, pour w 2 C , d'apr�es (2.52) :
dNm
� (w) 6= 0() �s � iw 62 2i�Z�; s = 1; : : : ;m: (2.85)

Par ons�equent, les onditions (2.84) sont r�ealis�ees si et seulement si :

�s � �k 62 2i�Z�; k; s = 1; : : : ;m: (2.86)

Nous pouvons don aÆrmer que les polynômes �k
p , qui interviennent dans le orollaire

2.20, sont de degr�e exat �egal �a p si et seulement si la ondition (2.86) est satisfaite. Cette

ondition de degr�e exat �egal �a p est est essentielle dans la preuve des r�esultats enon�es

dans les hapitres qui suivent.

Supposons que la ondition (2.86) ne soit pas satisfaite. Il existe alors un entier k 2
f1; : : : ; ng tel quedNm

� (�i�k) = 0. L'�egalit�e (2.54) donne alors :X
j2Z

e�kjNm
� (x� j) = 0; x 2 R:

Nous avons don exhib�e une suite (j)j2Z, �a savoir, j = e�kj, qui est non nulle, et telle

que X
j2Z

e�kjNm
� (� � j) = 0:

Il est important d'�eviter e genre d' "aident" lorsqu'on s'int�eresse �a l'approximation de

fontions par des �el�ement de Sm
� omme nous le ferons au hapitre 5.

Pour terminer, nous devons don nous assurer de la validit�e de la proposition 2.13

lorsque les �i sont �eventuellement omplexes. Il est n�eessaire de modi�er leg�erement la

preuve . Si nous reprenons les fontions ui d�e�nies en (2.3), on peut aluler leur Wronskien

grâe �a (2.4) :

W (u1; : : : ; um)(x) = e�1x : : : e�mx;

don il ne s'annule pas sur R. Par ons�equent, il en r�esulte failement que la ondition

(2.38) est ii enore satisfaite quels que soient �1; : : : ; �m. Comme pr�e�edemment, le

r�esultat de la proposition 2.13 sera montr�e si et seulement si nous pouvons prouver que

les fontions um; um(�+ 1); um(�+m� 1) sont lin�eairement ind�ependantes sur [0; 1℄.

Reprenons pour ela l'op�erateur � d�e�ni par :

�u = a0u+ a1u(�+ 1) + � � �+ u(�+m� 1);

introduit en (2.7) et supposons que

�um(x) = 0; x 2 [0; 1℄: (2.87)
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Comme pr�e�edemment, on d�eduira de (2.87) que �ui(x) = 0 pour tout i � m et tout

x 2 [0; 1℄, et , en ons�equene, que �u(x) = 0 pour tout x 2 [0; 1℄ et tout fontion

omplexe u solution de Lm
� u = 0. Supposant que (�1; : : : �m) = (`1

�1; : : : ; `r
�r ) o�u les `j

sont deux �a deux distints, �erivons ette propri�et�e pour u(x) = xke`jx, pour un entier

j donn�e, 1 � j � r, et pour 0 � k � �j � 1. Apr�es des ombinaisons simples de es �j
�egalit�es et simpli�ation par e`jx, on obtient :8>>><>>>:

a0+ a1e
`j + a2e

2`j + � � �+ am�1e
(m�1)`j = 0;

a1e
`j + 2a2e2`j + � � � + (m� 1)e(m�1)`j = 0;

...
a1e

`j + 2�j�1a2e
2`j + � � �+ (m� 1)�j�1e(�j�1)`j = 0:

Nous avons don en fait montr�e que la ondition (2.87) est satisfaite si et seulement si la

fontion f(x) = a0 + a1e
x + � � �+ am�1e

(m�1)x satisfait :

f (k)(`j) = 0; k = 0; : : : ; �j � 1; j = 1; : : : ; r;

ou enore si et seulement si le polynôme a0+a1x+ � � �+am�1x
m�1 admet haque e`j pour

raine d'ordre �j. Si e`1; : : : ; e`r sont deux �a deux distints, 'est-�a-dire si

`k � `s 62 2i�Z�; k; s = 1; : : : ; r; (2.88)

ei n'est possible que si a0 = a1 = � � � = am�1 = 0. Mais ei n'est plus vrai lorsque la

ondition (2.88) n'est pas satisfaite. Ainsi, la proposition 2.13 est �nalement valide si et

seulement si les nombres �1; : : : ; �m satisfont (2.86).

Citons le r�esultat suivant, dû �a Amos Ron [29℄ :
�Etant donn�e une fontion ontinue  d�e�nie sur R, �a support ompat, les propri�et�es

suivantes sont �equivalentes :

(i) la ondition
X
j2Z

j (x� j) = 0 pour tout x 2 R implique j = 0 pour tout j 2Z,

(ii) pour tout w 2 C , il existe un entier n 2Ztel que :

b (w + 2n�) 6= 0: (2.89)

Appliqu�e �a la fontion  := Nm
� , m � 2, e r�esultat fournit une alternative �a la

preuve des onditions de validit�e de la proposition 2.13. En e�et, supposons que  = Nm
�

satisfasse (ii). En partiulier, si nous �xons un entier r 2 f1; : : : ;mg, il existe un entier

n 2Ztel quedNm
� (�i�r + 2n�) 6= 0, 'est-�a-dire, d'apr�es (2.85), tel que :

�s � �r � 2ni� 62Z�; s = 1; : : : ;m: (2.90)
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Le as partiulier s = r s'�erit �2in� 62 Z�, e qui prouve que n = 0. Par ons�equent les

onditions (2.90), vraies pour tout r, ne sont autres que la ondition (2.86).

R�eiproquement, supposons la ondition (2.86) satisfaite et onsid�erons un w 2 C

quelonque. Si, pour s = 1; : : : ;m, nous avons �s�iw 62 2i�Z�, d'apr�es (2.85) la ondition

(2.89) est r�ealis�ee ave n = 0. Si, au ontraire, il existe un entier s0 2 f1; : : : ;mg tel que

�s0 � iw 2 2i�Z�, 'est-�a-dire,

�s0 � iw = 2i�k0; k0 2Z�;

alors, pour s = 1; : : : ;m,

�s � i(w + 2k0�) = �s � �s0 62 2i�Z�:

Par ons�equent d'apr�es (2.85), dNm
� (w + 2k0�) 6= 0. Nous onstatons don bien que la

fontion Nm
� satisfait (i) si et seulement si �1; : : : ; �m v�eri�ent (2.86).

Une fa�on simple d'assurer (2.86) est d'imposer que les nombres �1; : : : ; �m satis-

fassent:

jIm�kj < �; k = 1; : : : ;m: (2.91)

Supposons maintenant que le m-uplet � = (�1; : : : ; �m) 2 Cm soit tel que l'op�erateur

Lm� soit �a oeÆients r�eels. Observons tout d'abord que la ondition (2.91) est aussi la

ondition suÆsante �enon�ee dans la proposition 1.15 pour obtenir que l'espae Nm
� soit

un EC-espae sur haque intervalle [k; k+1℄, k 2Z. Nous savons aussi, par la proposition

2.24, que ette ondition assure la positivit�e de la B-spline Nm
� sur l'int�erieur de son

support. En onlusion, l'ensemble des r�esultats �enon�es dans le as r�eel est valide d�es

que la ondition (2.91) est satisfaite, e nous supposerons d�esormais.



Chapitre 3

Orthonormalit�e des splines de
Chebyshev (Premi�ere partie)

Dans e hapitre, nous allons g�en�eraliser le r�esultat d'Ulrih Reif aux B-splines de

Chebyshev. Partant d'un � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm �x�e une fois pour toutes, nous nous

int�eressons �a la B-spline Nm
� orrespondante, assoi�ee �a l'op�erateur di��erentiel

Lm
� =

mY
s=1

(D � �sI);

d�e�ni omme au hapitre pr�e�edent. Pour i = 0; : : : ;m, nous noterons pour simpli�er Li

l'op�erateur di��erentiel Li
(�1;::: ;�i)

, soit :

L0 := I; Li :=
iY

s=1

(D � �sI); i = 1; : : :m: (3.1)

�Etant donn�e une suite ! = (!0; : : : ; !m�1) de nombres r�eels, nous pouvons alors d�e�nir,

pour deux fontions f; g quelonques de l'espae de Sobolev Hm�1(R), la quantit�e

(f; g)! :=

m�1X
i=0

!i

Z +1

�1

Lif(x)Lig(x)dx: (3.2)

Nous obtenons ainsi une forme bilin�eaire sur Hm�1(R)�Hm�1(R). Dans le as partiulier

o�u !0; : : : ; !m�1 sont stritement positifs, ette forme bilin�eaire est un produit salaire sur

Hm�1(R). Dans un premier temps, 'est par rapport �a un tel produit salaire pond�er�e que

nous onsid�ererons notre probl�eme d'orthogonalit�e des translat�ees enti�eres de la B-spline

Nm
� . Cei nous permettra dans un deuxi�eme temps de r�esoudre le probl�eme d'orthogo-

nalit�e par rapport au produit salaire pond�er�e utilisant les d�eriv�ees ordinaires et non les

op�erateurs Li, 'est-�a-dire, omme dans le as polynomial onsid�er�e par Ulrih Reif.
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3.1 Un r�esultat fondamental

Le but de e paragraphe est de d�emontrer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.1. Supposons que les nombres �1; : : : ; �m soient tels que les arr�es �21, �
2
2,

: : : ; �2m soient deux �a deux distints. Alors, il existe une unique suite ! = (!0; : : : ; !m�1)

de nombres r�eels stritement positifs telle que les translat�ees enti�eres de la B-spline Nm
�

soient orthonormales par rapport au produit salaire pond�er�e (�; �)! orrespondant d�e�ni

sur Hm�1(R) par (3.2), 'est-�a-dire, une suite unique ! = (!0; : : : ; !m�1) de r�eels stri-

tement positifs telle que

(Nm
� (� � j); Nm

� (� � n))! = Æj;n; j; n 2Z: (3.3)

Nous aurons besoin du r�esultat suivant

Lemme 3.2. Pour tout entier i = 0; : : : ;m� 1 et tout n 2Z,Z +1

�1

LiN
m
� (x)LiN

m
� (x� n)dx = e

Pm
s=1 �sLiL

�
iN

2m
(�;��)(m+ n): (3.4)

Preuve.

D'apr�es la proposition 2.15, la B-spline Nm
� est li�ee �a son adjointe par la relation :

Nm
� (x� n) = e

Pm
s=1 �sNm�

� (m+ n� x); x 2 R; (3.5)

ette �egalit�e ayant lieu seulement sur R n fn; n + 1g dans le as partiulier m = 1. Par

ailleurs la B-spline Nm
� et son adjointe Nm�

� sont C1 sur R nZ, et Cm�2 sur R, tandis

que les op�erateurs di��erentiels Li et L�i sont d'ordre i, 'est-�a-dire, d'ordre au plus �egal �a

m� 1. Par ons�equent, l'�egalit�e (3.5) onduit dans tous les as �a :

LiN
m
� (x� n)

pp
= e

Pm
s=1 �sL�iN

m�
� (m+ n� x): (3.6)

La relation (3.6) implique :Z +1

�1

LiN
m
� (x)LiN

m
� (x� n)dx = e

Pm
s=1 �s(LiN

m
� ) � (L�iNm�

� )(m+ n): (3.7)

Par omparaison des seonds membres de (3.7) et (3.4), on onstate que, pour obtenir

(3.4), il suÆt de prouver l'�egalit�e

(LiN
m
� ) � (L�iNm�

� )(x) = LiL
�
iN

2m
(�;��)(x); x 2 R: (3.8)

Les deux B-splines Nm
� et Nm�

� �etant �el�ements de Hm�1(R), le produit de onvolution

(LiN
m
� ) � (L�iN

m�
� ) est non seulement bien d�e�ni mais aussi ontinu sur R. Par ailleurs,

la B-spline d'ordre 2m, N2m
(�;��) �etant C

2m�2 sur R, la fontion LiL
�
iN

2m
(�;��) est elle aussi
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ontinue sur R. C'est pourquoi, pour montrer l'�egalit�e (3.8), il suÆt de montrer que les

deux fontions (LiN
m
� ) � (L�iNm�

� ) et LiL
�
iN

2m
(�;��) sont �egales presque partout, ou enore,

de prouver l'�egalit�e (3.8) au sens des distributions. Cei s'obtient omme ons�equene de

l'�egalit�e :

N2m
(�;��) = Nm

� �Nm
�� = Nm

� �Nm�
� ;

qui r�esulte failement de la proposition 2.10.

Preuve du Th�eor�eme 3.1.

Nous pro�ederons en deux �etapes. Tout d'abord nous montrerons l'existene et l'uni-

it�e d'une unique suite ! = (!0; : : : ; !m�1) de r�eels satisfaisant (3.3). Dans un deuxi�eme

temps, nous prouverons que les r�eels !0; : : : ; !m�1 sont stritement positifs. Pour l'instant,

nous ne faisons auune hypoth�ese sur les r�eels �1; : : : ; �m. Nous en introduirons quand

ela sera n�eessaire.

1. Existene et uniit�e de ! = (!0; : : : ; !m�1).

Pour tout ! = (!0; : : : ; !m�1) 2 Rm, et tous entiers j; n 2Z, il est lair que

(Nm
� (� � j); Nm

� (� � n))! = (Nm
� ; N

m
� (� � (j � n)))! :

Par ailleurs, le support de la B-spline,Nm
� est �egal �a [0;m℄. Il r�esulte de es deux remarques

que ! satisfera (3.3) si et seulement si

(Nm
� ; N

m
� (� � n))! = Æ0;n; n = 0; : : : ;m� 1: (3.9)

D'apr�es la d�e�nition (3.2) de la forme bilin�eaire (�; �)!, en utilisant l'�egalit�e (3.4) nous

pouvons remplaer (3.9) par :

m�1X
i=0

!iLiL
�
iN

2m
(�;��)(n +m) = e�

Pm
s=1 �sÆ0;n; n = 0; : : : ;m� 1: (3.10)

En notant A la matrie arr�ee d'ordre m d�e�nie par A = (An;i)0�i;n�m�1, o�u :

An;i := LiL
�
iN

2m
(�;��)(n +m); n; i = 0; : : : ;m� 1; (3.11)

le syst�eme (3.10) s'�erit :

A:

0B� !0
...
!m�1

1CA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
0
...
0

1CCCA : (3.12)
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Si l'on applique la relation (2.54) �a la B-spline N2m
(�;��) d'ordre 2m, on obtient, pour

un entier k �x�e, k = 1; : : : ;m :X
n2Z

e�knN2m
(�;��)(x� n) = Mkek(x); x 2 R; (3.13)

o�u la fontion ek est d�e�nie sur R par ek(x) = e�kx, et Mk est le nombre r�eel non nul :

Mk := \N2m
(�;��)(�i�k) =

Z +1

�1

e��ktN2m
(�;��)(t)dt: (3.14)

L'op�erateur di��erentiel LiL
�
i est d'ordre 2i, 'est-�a-dire, d'ordre au plus �egal �a 2m� 2, et

la B-spline N2m
(�;��) est C

2m�2 sur R. Par suite, en appliquant LiL
�
i aux deux membres de

(3.13), on obtient :X
n2Z

e�knLiL
�
iN

2m
(�;��)(x� n) = MkLiL

�
i (ek)(x); x 2 R: (3.15)

�Erivons l'�egalit�e (3.15) pour x = m. Puisque N2m
(�;��) est nulle en dehors de ℄0; 2m[, on

obtient :

m�1X
n=�m+1

e�knLiL
�
iN

2m
(�;��)(m� n) = MkLiL

�
i (ek)(m): (3.16)

Selon le orollaire 2.16, la B-spline N2m
(�;��) pr�esente une sym�etrie par rapport au entre

de son support, 'est-�a-dire, par rapport �a l'axe x = m. En d'autres termes :

N2m
(�;��)(m+ x) = N2m

(�;��)(m� x); x 2 R: (3.17)

En appliquant suessivement les op�erateur Li et L�i aux deux membres de (3.17), nous

obtenons :

L�iLiN
2m
(�;��)(m+ x) = LiL

�
iN

2m
(�;��)(m� x); x 2 R:

Les op�erateurs Li et L
�
i ommutant, on peut �erire aussi bien :

LiL
�
iN

2m
(�;��)(m+ x) = LiL

�
iN

2m
(�;��)(m� x); x 2 R: (3.18)

En utilisant la relation (3.18) pour x = n, n = 1; : : : ;m� 1, l'�egalit�e (3.16) devient :

LiL
�
iN

2m
(�;��)(m) +

m�1X
n=1

(e�kn + e��kn)LiL
�
iN

2m
(�;��)(m+ n) = MkLiL

�
i ek(m): (3.19)

D�e�nissons maintenant la matrie B = (Bkn)0�k;n�m�1 par :

Bkn := e�k+1n + e��k+1n � Æ0n; n; k = 0; : : : ;m� 1; (3.20)
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et posons C = (Ck;i)0�k;i�m�1 := BA. Pour tous entiers k; i = 0; : : : ;m� 1, on a :

Cki =

m�1X
n=0

BknAni

= A0;i +
Pm�1

n=1 (e
�k+1n + e���k+1n)Ani;

'est-�a-dire, d'apr�es (3.11) :

Cki = LiL
�
iN

2m
(�;��)(m) +

m�1X
n=1

(e�k+1n + e��k+1n)LiL
�
iN

2m
(�;��)(m+ n):

L'�egalit�e (3.19) prouve don que :

Cki = Mk+1LiL
�
i ek+1(m); k; i = 0; : : : ;m� 1: (3.21)

Puisque

LiL
�
i = (�1)i

iY
s=1

(D � �sI)(D + �sI) = (�1)i
iY

s=1

(D2 � �s
2I);

nous avons notamment :

LiL
�
i ek+1(x) = (�1)i

iY
s=1

(�k+1
2 � �s

2)e�k+1x; x 2 R;

d'o�u l'on d�eduit, d'apr�es (3.21) :

Cki = (�1)iMk+1e
�k+1m

iY
s=1

(�k+1
2 � �s

2); k; i = 0; : : : ;m� 1: (3.22)

Supposons d�esormais que �1
2; : : : ; �m

2 sont deux �a deux distints.

Puisque les r�eels M1; : : : ;Mm sont non nuls, les relations (3.22) montrent en partiulier

que :

Cki = 0; i > k; Cii 6= 0:

Par ons�equent la matrie C est triangulaire inf�erieure �a �el�ements diagonaux non nuls.

Revenons �a la d�etermination de ! = (!0; : : : ; !m�1), autrement dit �a la r�esolution du

syst�eme (3.12). Par multipliation �a gauhe de ses deux membres par la matrie B, le

syst�eme (3.12) est transform�e en :

C:

0B� !0
...
!m�1

1CA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
1
...
1

1CCCA : (3.23)
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Compte tenu de la nature de la matrie C, e nouveau syst�eme admet une solution unique

! = (!0; : : : ; !m�1) et est don �equivalent �a (3.12). Nous avons ainsi montr�e l'existene

et l'uniit�e des oeÆients !0; : : : ; !m�1.

2. Strite positivit�e de !0; : : : ; !m�1 .

D'apr�es (3.21), le nouveau syst�eme (3.23) que nous avons d�esormais �a r�esoudre se

pr�esente sous la forme expliite suivante :

m�1X
i=0

(�1)i!iMk+1e
�k+1m

iY
s=1

(�k+1
2 � �s

2) = e�
Pm
s=1 �s; k = 0; : : : ;m� 1;

'est-�a-dire en fait :
m�1X
i=0

(�1)i!i

iY
s=1

(�k
2 � �s

2) =
e�
Pm
s=1 �s

Mke�km
; k = 1; : : : ;m: (3.24)

Introduisons le polynôme P d�e�ni par :

P (x) :=
m�1X
i=0

(�1)i!i

iY
s=1

(x� �s
2): (3.25)

Nous pouvons alors remplaer le syst�eme (3.24) par les relations :

P (�k
2) =

e�
Pm
s=1 �s

Mke�km
; k = 1; : : : ;m: (3.26)

Calulons les quantit�es apparaissant au seond membre de (3.26). D'apr�es (3.14),

le alul de Mk fait intervenir la transform�ee de Fourier de la B-spline N2m
(�;��). Or, la

proposition 2.17 nous dit que :

\N2m
(�;��)(w) =

mY
s=1

g(�s � iw)g(��s � iw);

o�u g(x) =
ex � 1

x
si x 6= 0, et g(0) = 1. Don, pour k = 1; : : : ;m :

Mk =\N2m
(�;��)(�i�k) =

mY
s=1

g(�s � �k)g(��s � �k): (3.27)

Pour s 6= k, l'hypoth�ese faite sur les �i
2 implique �s � �k 6= 0. Don

g(�s � �k)g(��s � �k) =
(e�s��k � 1)(e��s��k � 1)

�k
2 � �s

2

=
e2�k � e�s��k � e��s��k + 1

�k
2 � �s

2

= 2e��k
h�k � h�s

�k
2 � �s

2 :
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Pour s = k, nous obtenons g(0)g(�2�k), 'est-�a-dire, si �k 6= 0

e�2�k � 1

�2�k = e��k
sh�k
�k

;

et dans le as o�u �k = 0, g(0)2 = 1, qui est la limite de la quantit�e pr�e�edente lorsque

�k ! 0.

Consid�erons les fontions 'a d�e�nies sur R+ par

'a(x
2) =

8><>:
hx� ha

x2 � a2
si x2 6= a2;

sha

2a
si x2 = a2:

(3.28)

ave, une fois pour toute, la onvention
shx

x
= 1 si x = 0. Les aluls pr�e�edents et la

formule (3.27) montrent que :

Mk = 2me��km
mY
s=1

'�s(�k
2); k = 1; : : : ;m: (3.29)

Les relations (3.26) deviennent don :

P (�k
2) = f�(�k

2); k = 1; : : : ;m; (3.30)

o�u la fontion f est d�e�nie sur R+ par :

f� :=
e�
Pm

s=1 �s

2m

mY
s=1

1

'�s

: (3.31)

De (3.30), on peut onlure que P est le polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a m� 1

qui interpole la fontion f� aux m points distints �21; : : : ; �
2
m. Par ailleurs e polynôme

P est donn�e en (3.25) par son expression dans la base de Newton

1; x� �1
2; (x� �1

2)(x� �2
2); : : : ; (x� �1

2) : : : (x� �m�1
2):

On sait que les oeÆients d'un polynôme d'interpolation dans une base de Newton s'ex-

priment omme di��erenes divis�ees de la fontion �a interpoler. Plus pr�eis�ement, on peut

d�eduire de (3.25) et (3.30) que :

(�1)i!i = Æi
�1
2;::: ;�i+1

2f�; i = 0; : : :m� 1: (3.32)



68 Chapitre 3 Orthonormalit�e des splines de Chebyshev (Premi�ere partie)

a. Strite positivit�e de !0.

D'apr�es (3.32) et (3.31), nous savons que :

!0 = Æ0�21
f� = f�(�

2
1) =

e�
Pm

s=1 �s

2m

mY
s=1

1

'�s(�
2
1)
:

Chaque fontion '�s d�e�nie en (3.28) est stritement positive sur R+. Don !0 > 0.

b. Strite positivit�e de !m�1.

Compte tenu de (3.32), il existe un point � � 0 tel que

!m�1 = (�1)m�1 f
(m�1)(�)

(m� 1)!
:

La premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit pour montrer la positivit�e de !m�1 onsiste don �a

prouver que la d�eriv�ee (m � 1)�eme de f� a pour signe (�1)m�1. Cependant e r�esultat

semble impossible �a atteindre . Nous allons don �erire !m�1 omme une di��erene divis�ee

d'ordre m� 1 d'une autre fontion pour laquelle nous serons en mesure d'aÆrmer que sa

d�eriv�ee (m� 1)�eme a le signe appropri�e pour nous permettre de onlure.

Puisque les points �1
2; : : : ; �m

2 sont distints, d'apr�es l'�egalit�e (2.64),

Æm�1
�1

2;::: ;�m2f� =

mX
p=1

f�(�p
2)

mY
j=1
j 6=p

(�p
2 � �j

2)

;

e qui, grâe �a (3.31) et (3.28), onduit �a :

Æm�1
�1

2;::: ;�m
2f� =

e�
Pm

s=1 �s

2m�1

mX
p=1

�p

sh�p
mY
j=1
j 6=p

(h�p � h�j)

:

Autrement dit, toujours en utilisant (2.64) :

Æm�1
�1

2;::: ;�m2f� =
e�
Pm

s=1 �s

2m�1
Æm�1h�1;::: ;h�m

h; (3.33)

o�u la fontion h satisfait h(hx) =
x

shx
, i. e. :

h(t) =

8<:
Arghtp
t2 � 1

si t > 1;

1 si t = 1:
(3.34)



3.1 Un r�esultat fondamental 69

Des �egalit�es (3.33) et (3.32) on d�eduit don l'existene d'un r�eel � 2℄1;+1[ tel que :

!m�1 = (�1)m�1 e
�
Pm

s=1 �s

2m�1
h(m�1)(�):

Le lemme 3.3 i-apr�es nous permet d'aÆrmer que (�1)m�1h(m�1)(�) > 0. Par suite

!m�1 > 0.

. Strite positivit�e de !i; 0 < i < m� 1.

Fixons un entier i, 0 < i < m � 1. La relation (2.64) et la d�e�nition (3.31) de la

fontion f� permettent d'�erire

Æi�12;::: ;�i+12f� =
e�
Pm

s=1 �s

2m�1

i+1X
p=1

�p

sh�p

mY
s=i+2

�p
2 � �s

2

h�p � h�s

i+1Y
j=1
j 6=p

(h�p � h�j)

;

'est-�a-dire,

Æi
�1
2;::: ;�i+1

2f� =
e�
Pm

s=1 �s

2m�1
Æih�1;::: ;h�i+1

eh; (3.35)

o�u ~h est la fontion d�e�nie par :

eh(hx) = x

shx

mY
s=i+2

x2 � �s
2

hx� h�s
;

soit,

eh(x) = h(x)

mY
s=i+2

(Arghx)2 � �s
2

x� h�s
; x 2 [1;+1[: (3.36)

La fontion eh introduite en (3.36) est alors bien d�e�nie sur l'intervalle [1;+1[ et les

points h�1; : : : ; h�i+1 sont des points distints de et intervalle. Par ailleurs, en utilisant

les lemmes 3.3 et 3.4 i-apr�es, eh est C1 sur [1;+1[. Par ons�equent, les relations (3.32)

et (3.35) impliquent l'existene d'un r�eel � 2 [1;+1[ tel que

!i =
e�
Pm

s=1 �s

2m�1
(�1)ieh(i)(�):

La strite positivit�e de !i r�esultera du fait que (�1)ieh(i)(x) > 0 pour x 2 [1;+1[. La

fontion eh se pr�esentant omme un produit de fontions d�e�nies sur [1; h�i+2[ et C1

sur [1;+1[, ette propri�et�e sera une ons�equene imm�ediate des Lemmes 3.3, 3.4 et 3.5

i-dessous.
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Dans tout la suite, nous ferons de fa�on r�ep�et�ee appel au r�esultat lassique suivant : si

une fontion f est ontinue sur ℄a; b℄ (ave a < b) et si f
0
(x) tend vers une limite ` quand

x tend vers a+, la fontion f est d�erivable (�a droite) au point a et f
0
(a) = `.

Lemme 3.3. La fontion h d�e�nie en (3.34) est C1 sur [1;+1[ et satisfait, pour tout

i 2 N :

(�1)ih(i)(x) > 0; x � 1: (3.37)

Preuve.

La fontion h est ontinue sur [1;+1[ et est �evidemment C1 sur ℄1;+1[. �Erivons

h(x) sous la forme :

h(x) = (x2 � 1)�
1
2h0(x); h0(x) := Arghx; x > 1: (3.38)

La fontion h0 est don d�e�nie sur [1;+1[. Par d�erivation de (3.38) on obtient, pour

x > 1 :
h0(x) = (x2 � 1)�

1
2h

0

0(x)� x(x2 � 1)�
3
2h0(x)

= (x2 � 1)�
3
2h1(x);

ave

h1(x) = (x2 � 1)h
0

0(x)� xh0(x)

= (x2 � 1)�
1
2 � x Arghx:

(3.39)

Don la fontion h1 est d�e�nie sur [1;+1[. On pourra �erire de même :

h
00

(x) = (x2 � 1)�
5
2h2(x); x > 1;

o�u

h2(x) := (x2 � 1)h
0

1(x)� 3xh1(x)

:= (2x2 + 1) Arghx� 3x
p
x2 � 1:

(3.40)

Plus g�en�eralement, une simple v�eri�ation prouve que, pour tout i � 0 ,

h(i)(x) = (x2 � 1)�i� 1
2hi(x); x 2℄1;+1[; (3.41)

o�u le passage de hi �a hi+1 se fait de la fa�on suivante :

hi+1(x) := (x2 � 1)h
0

i(x)� (2i+ 1)xhi(x): (3.42)

Les fontions hi sont d�e�nies sur [1;+1[ et sont C1 sur ℄1;1[. Les premi�eres �etapes, �a

savoir les �egalit�es (3.38),(3.39) et (3.40), ainsi que les suivantes :

h
0

1(x) = Arghx; h
0

2(x) = �4x Arghx� 4
p
x2 � 1; h

00

2(x) = 4 Arghx;

sugg�erent que les fontions hi satisfont les propri�et�es i-dessous :

(i) hi est C i sur [1;+1[,
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(ii) il existe un r�eel Ai > 0 tel que (�1)ih(i)i (x) = Ai Arghx pour x � 1,

(iii) h(j)i (1) = 0, pour tout j = 0; : : : ; i.

Supposons es trois propri�et�es satisfaites par hi. La relation de r�eurrene (3.42) per-

met de aluler les d�eriv�ees de hi+1. Pour k � 2 nous avons :

h
(k)
i+1(x) = (x2 � 1)h

(k+1)
i (x) + 2kxh

(k)
i (x) + k(k � 1)h

(k�1)
i (x)

�(1 + 2i)
h
xh

(k)
i (x) + kh

(k�1)
i (x)

i
= (x2 � 1)h(k+1)i (x) + (2k � 1� 2i)xh(k)i (x) + kh

(k�1)
i (x); (3.43)

es �egalit�es �etant valides sur [1;+1[ lorsque k � i� 1, et, a priori, seulement sur ℄1;+1[

pour k = i; i+ 1. Par ailleurs, l'hypoth�ese (ii) implique que, pour x > 1 :

h
(i+1)
i (x) = (�1)iAi(x

2 � 1)�
1
2 ; h

(i+2)
i (x) = (�1)(i+1)Aix(x

2 � 1)�
3
2 :

Par ons�equent, la formule (3.43) donne, pour x > 1 :

h
(i)
i+1(x) = (�1)iAi

p
x2 � 1 + (�1)i+1AixArghx� i(i+ 2)h(i�1)i (x)

h
(i+1)
i+1 (x) = �(i+ 1)2h

(i)
i (x);

'est-�a-dire (�1)i+1h(i+1)i+1 (x) = Ai+1Arghx, o�u Ai+1 = Ai(i + 1)2. Il est alors faile de

onlure que hi+1 v�eri�e (i), (ii), (iii).

En�n, de la propri�et�e (ii), nous d�eduisons que (�1)ih(i)i (x) > 0 sur ℄1;+1[, e qui im-

plique que la fontion (�1)ih(i�1)i est stritement roissante sur [1;+1[. Puisque, d'apr�es

(iii), h
(i�1)
i (1) = 0, nous pouvons en d�eduire que (�1)ih(i�1)i (x) > 0 sur ℄1;+1[. De prohe

en prohe, nous arriverons ainsi �a :

(�1)ihi(x) > 0 pour x 2℄1;+1[;

e qui permet, grâe �a (3.41), de onlure que

(�1)ih(i)(x) > 0; x 2 [1;+1[:

Il nous reste de montrer, de prohe en prohe, que h est i fois d�erivable en 1 et que

(�1)ih(i)(1) > 0. Pour ela, il suÆt en fait de v�eri�er que, pour tout i � 0, (�1)ih(i)(x)
tend vers une limite stritement positive quand x tend vers 1+. Nous savons d�ej�a que h

est ontinue en 1+ et que h(1) = 1 > 0.

Nous ferons pour ela appel �a un r�esultat onnu sur la fontion g(x) =
x

shx
. ette

fontion se d�eveloppe en s�erie enti�ere sous la forme [1℄ :

g(x) = 1 +
+1X
k=1

Akx
2k; jxj < �; (3.44)
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o�u les oeÆients Ak satisfont (�1)kAk > 0. Ces oeÆients font intervenir les nombres

de Bernoulli Bn; n � 0. Plus pr�eis�ement

Ak = (�1)k 2(2
2k�1 � 1)B2k

(2k)!
; k � 1: (3.45)

Rappelons que les nombres de Bernoulli sont d�e�nis �a l'aide du d�eveloppement en s�erie

enti�ere de la fontion � d�e�nie par :

�(x) =
x

ex � 1
; x 2 R

(ave omme toujours la onvention que �(0) = 1), appel�ee fontion g�en�eratrie des

nombres de Bernoulli [5℄ :

�(x) = 1 � x

2
�

+1X
k=0

(�1)k B2k

(2k)!
x2k; x 2 R:

Puisque h(hx) = g(x), l'�egalit�e (3.44) nous permet don d'�erire la fontion h sous la

forme :

h(hx) = 1 +
+1X
k=1

Akx
2k; jxj < �: (3.46)

La fontion h �etant ind�e�niment d�erivable sur ℄1;+1[, nous pouvons, pour x 2℄0; �[,
d�eriver les deux membres de (3.46), e qui donne :

h
0

(hx)shx = 2
+1X
k=1

kAkx
2k�1; x 2℄0; �[:

Divisant les deux membres de ette �egalit�e par shx 6= 0, nous aboutissons �a :

h
0

(hx) = h(hx)g1(x); x 2℄0; �[; (3.47)

o�u la fontion g1 est d�e�nie par :

g1(x) := 2
+1X
k=0

(k + 1)Ak+1x
2k; jxj < �:

Sahant que h est ontinue sur [1;+1[, en faisant tendre x vers 0 dans les deux membres

de (3.47) on obtient :

lim
x!0

h
0

(x) = h(1)g1(0);

soit :

lim
x!1+

h
0

(x) = g1(0) = 2A1:
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Nous avons don prouv�e que h est d�erivable en 1 et que (�1)1h
0
(1) = �2A1 > 0. Par

ailleurs, l'�egalit�e (3.47) est d�esormais vraie sur [0; �[ tout entier.

Par d�erivation de l'�egalit�e (3.47) sur ℄0; �[, puis division par shx, nous aboutirons de

même �a :

h
00

(hx) = h
0

(hx)g1(x) + [h(hx)℄2 g2(x); x 2℄0; �[; (3.48)

La fontion g2 �etant d�e�nie par :

g2(x) = 22
+1X
k=0

(k + 1)(k + 2)Ak+2x
2k; jxj < �:

Par passage �a la limite en 0, la relation (3.48) onduit �a :

lim
x!1

h
00

= h
0
(1)g1(0) + [h(1)℄2 g2(0);

= g1(0)2 + g2(0):

Or, g2(0) = 22A2 > 0, e qui nous permet de onlure que h est deux fois d�erivable en

1 et que h
00
(1) > 0. De plus l'�egalit�e (3.48) est vraie sur [0; �[.

D�e�nissons plus g�en�eralement, les fontions gi, i � 1, par :

gi(x) := 2i
+1X
k=0

(k + 1)(k + 2) : : : (k + i)Ak+ix
2k; jxj < �;

si bien que, d'une part :

(�1)igi(0) = 2ii!(�1)iAi > 0; i � 1; (3.49)

et d'autre part

1

shx
g

0

i(x) = h(hx)gi+1(x); x 2℄0; �[: (3.50)

Supposons que, pour un entier N � 1 donn�e, nous ayons montr�e les trois propri�et�es

i-dessous :

(1) h est N fois d�erivable sur [1;+1[,

(2) (�1)ih(i)(1) > 0 pour tout i � N ,

(3) pour tout x 2 [0; �[ la quantit�e h(N)(hx) s'�erit omme ombinaison lin�eaire �a

oeÆients stritement positifs d'un ertain nombre (� 1) de termes de la forme :

h(i1)(hx) : : : h(ik)(hx)gr(x); (3.51)

ave 1 � r � N et i1 + � � � + ik + r = N .
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Pro�edant omme pr�e�edemment, nous d�eriverons h(N)(hx) sur ℄0; �[, puis diviserons

par shx les deux membres de l'�egalit�e obtenue, pour x 2℄0; �[. A la suite de es deux

op�erations, en tenant ompte de l'�egalit�e (3.50), la quantit�e (3.51) aura donn�e naissane

aux termes suivants :

gr(x)
kX

s=1

h(is+1)(hx)
kY

j=1
j 6=s

h(ij)h(hx) + h(hx)gr+1(x)
kY

j=1

h(ij)(hx); x 2℄0; �[:

Dans haque terme i-dessus, la somme des ordres de d�erivation est �egale �a i1+ � � �+ ik +

r+1 = N+1. Par ons�equent, la propri�et�e (3) est vraie au rang N+1. De plus, en faisant

tendre x vers 0, nous obtiendrons lim
x!0

(�1)N+1h(N+1)(hx) omme ombinaison lin�eaire �a

oeÆients stritement positifs des quantit�es :

(�1)rgr(0)
kX

s=1

(�1)is+1h(is+1)(1)
kY

j=1
j 6=s

(�1)ijh(ij)(1)

+h(1)(�1)r+1gr+1gr+1(0)
kY

j=1

(�1)ijh(ij)(1);

qui, d'apr�es (3.49) et l'hypoth�ese de r�eurrene (2), sont toutes stritement positives. Nous

avons ainsi montr�e que les trois propri�et�es (1) , (2) et (3) sont vraies au rang N +1. Don

elles sont vraies pour tout N 2 N. En partiulier (�1)ih(i)(1) > 0 pour tout i 2 N.

Lemme 3.4. Soit a � 0 et � est la fontion d�e�nie sur [1;+1[ par

�(x) :=

8><>:
(Arghx)2 � a2

x� ha
pour x 6= ha;

2a

sha
pour x = ha:

Cette fontion est C1 sur [1;+1[ et satisfait pour tout i 2 N :

(�1)i�(i)(x) > 0; x 2 [1;+1[:

Preuve.
�Erivons �(x), pour x 6= ha, sous la forme :

�(x) = (x� ha)�1�0(x); �0(x) := (Arghx)2 � a2:

La fontion �0 est d�e�nie sur [1;+1[ et, a priori, ind�e�niment d�erivable sur ℄1;+1[. Elle

satisfait

�
0

0(x) = 2
Arghxp
x2 � 1

= 2h(x); x 2℄1;+1[; (3.52)
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don de fait, grâe au lemme 3.3, nous pouvons aÆrmer que �0 est C1 sur [1;+1[. Plus

g�en�eralement, supposant que la fontion � soit i fois d�erivable sur [1;+1[nfhag, ave :

�(i)(x) = (x� ha)�(i+1)�i(x); x 2 [1;+1[nfhag; (3.53)

o�u �i est d�e�nie et C1 sur [1;+1[ , nous en d�eduisons que � est (i+1) fois d�erivable sur

[1;+1[nfhag et que :

�(i+1)(x) = (x� ha)�(i+2)�i+1(x); x 2 [1;+1[nfhag;

ave

�i+1(x) := (x� ha)�
0

i(x)� (i+ 1)�i(x): (3.54)

L'hypoth�ese sur �i fait que nous pouvons d�e�nir �i+1 sur [1;+1[, et que �i+1 est �a son

tour C1 sur [1;+1[. Par d�erivation de (3.54) nous obtenons :

�i+1
0

(x) = �i
00

(x)(x� ha)� i�i
0

(x); x 2 [1;+1[: (3.55)

Supposant que :

�i
0

(x) = 2(x� ha)ih(i)(x); x 2 [1;+1[; (3.56)

nous aurons :

�i
00

(x) = 2i(x� ha)i�1h(i)(x) + 2(x� ha)ih(i+1)(x);

et l'�egalit�e (3.55) donnera :

�i+1
0

(x) = 2(x� ha)i+1h(i+1)(x); x 2 [1;+1[

Par ons�equent, l'�egalit�e (3.56), vraie pour i = 0 d'apr�es (3.52), est vraie pour tout i � 0.

Du lemme 3.3 et de (3.56) il r�esulte que :

�
0

i(x) > 0; pour tout x 2 [1; ha[;
(�1)i�

0

i(x) > 0 pour tout x 2℄ha;+1[
(3.57)

Si l'on suppose par ailleurs que �i(ha) = 0 (e qui est vrai pour i = 0), les relations (3.54)

et (3.56) montrent que �i+1(ha) = 0. Par ons�equent �i(ha) = 0 pour tout i � 0. Cei,

ajout�e �a (3.57), prouve que :

�i(x) < 0; pour tout x 2℄1; ha[
(�1)i�i(x) > 0; pour tout x 2℄ha;+1[:

(3.58)

La propri�et�e (3.58) et l'�egalit�e (3.53) prouvent alors que

(�1)i�(i)(x) > 0; x 2 [1;+1[� n fhag:
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Il reste maintenant �a montrer que � est C1 en ha et que (�1)i�(i)(ha) > 0. Il

suÆt don de v�eri�er que lim
x!ha

(�1)i�(i)(x) > 0, ette limite �etant entendue omme

lim
x!1+

(�1)i�(i)(x) > 0 dans le as a = 0.

De l'�egalit�e (3.56) nous d�eduisons

�i
0

(ha) = �i
00

(ha) = � � � = �i
(i)(ha) = 0;

�i
(i+1)(ha) = 2i!h(i)(ha):

Comme de plus �i(ha) = 0, nous pouvons �erire :

�i(x) =
(x� ha)i+1

(i+ 1)!
�(i+1)(ha) + (x� ha)i+1"(x);

=
2(x� ha)i+1h(i)(ha)

i+ 1
+ (x� ha)i+1"(x);

o�u lim
x!ha

"(x) = 0. Revenant �a la relation (3.53), nous obtenons don

�(i)(x) =
2h(i)(a)

i+ 1
+ "(x);

e qui prouve don :

lim
x!ha

(�1)i�(i)(x) =
2(�1)ih(i)(ha)

i+ 1
;

quantit�e qui est stritement positive d'apr�es le lemme 3.3. Cei permet de montrer de

prohe en prohe, que � est ind�e�niment d�erivable au point ha et que (�1)i�(i)(ha) > 0

pour tout i � 0.

Lemme 3.5. Soit I un intervalle d'int�erieur non vide, et f1; : : : ; fp, p fontions sup-

pos�ees Cr sur I et qui satisfont

(�1)if
(i)
k (x) > 0; x 2 I; i = 0; : : : ; r; k = 1; : : : ; p:

Alors la fontion produit f =

pY
k=1

fk satisfait �a son tour

(�1)if (i)(x) > 0 x 2 I; i = 0; : : : ; r:

Preuve.

Il suÆt de montrer le r�esultat pour p = 2. Cei d�eoule de fa�on imm�ediate de fait

que, pour i � r, et x 2 I :

(�1)if (i)(x) = (�1)i(f1f2)(i)(x) = (�1)(i)
iX

k=0

�
i
k

�
f
(k)
1 (x)f

(i�k)
2 (x)

=

iX
k=0

�
i
k

�h
(�1)kf

(k)
1 (x)

i
| {z }

>0

h
(�1)(i�k)f

(i�k)
2 (x)

i
| {z }

>0

:



3.2 Orthogonalit�e par rapport �a un produit salaire de Sobolev pond�er�e 77

3.2 Orthogonalit�e par rapport �a un produit salaire

de Sobolev pond�er�e

Pour tout suite � = (�0; : : : ; �m�1) 2 Rm, l'expression

< f; g >�:=

m�1X
i=0

�i

Z +1

�1

f (i)(x)g(i)(x)dx; (3.59)

d�e�nit �egalement une forme bilin�eaire sur Hm�1(R)�Hm�1(R), pond�er�ee par �, qui est

le même type de produit salaire pond�er�e que elui utilis�e par Ulrih Reif dans le as o�u

�0; : : : ; �m�1 sont stritement positifs. Nous nous int�eressons maintenant au probl�eme de

l'orthogonalit�e des translat�ees enti�eres par rapport �a un tel produit salaire.

Th�eor�eme 3.6. Soit � = (�1; : : : ; �m) 2 Rm, tel que �1
2; : : : ; �m

2 soient deux �a deux

distints. Alors il existe une unique suite � = (�0; : : : ; �m�1) de nombres r�eels strite-

ment positifs telle que les translat�ees enti�eres de la B-spline Nm
� soient orthonormales par

rapport au produit salaire pond�er�e < �; � >� orrespondant, 'est-�a-dire telle que :

< Nm
� (� � j); Nm

� (� � n) >�= Æj;n; j; n 2Z: (3.60)

Preuve.

Reprenant pas �a pas la d�emonstration du lemme 3.2 en rempla�ant l'op�erateur Li par

l'op�erateurDi de d�erivation d'ordre i, il est faile de v�eri�er que, pour tout i = 0; : : : ;m�1

et tout n 2 Z,Z +1

�1

Nm
�

(i)(x)Nm
�
(i)(x� n)dx = (�1)ie

Pm
s=1 �sN2m

(�;��)
(2i)

(m+ n): (3.61)

1. Existene et uniit�e de �.

La d�emarhe est exatement la même que dans le as de !.

On onstate d'abord que pour obtenir (3.60) on peut se ontenter de r�esoudre

< Nm
� ; N

m
� (� � n) >�= Æ0;n; n = 0; : : : ;m� 1; (3.62)

'est-�a-dire, en utilisant (3.61), de r�esoudre le syst�eme :

A:

0B� �0
...
�m�1

1CA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
0
...
0

1CCCA : (3.63)

o�u A = (Ani)0�n;i�m�1 est donn�ee par :

Ani := (�1)iN2m
(�;��)

(2i)
(m+ n); n; i = 0; : : : ;m� 1:
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Pour k = 1; : : : ;m �x�e, partons �a nouveau de la relation (3.13), et appliquons �a ses

deux membres l'op�erateur di��erentiel (�1)iD2i. On obtient, toujours en tenant ompte

du support de la B-spline N2m
(�;��) et de sa sym�etrie :

(�1)iD2iN2m
(�;��)(m) +

m�1X
n=1

(e�kn + e��kn)(�1)iD2iN2m
(�;��)(m+ n)

= (�1)iMkD
2iek(m):

(3.64)

Par ons�equent, par multipliation �a gauhe des deux membres de (3.63) par la matrie

B d�e�nie par (3.20), on obtient

C:

0B� �0
...
�m�1

1CA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
1
...
1

1CCCA ; (3.65)

o�u, d'apr�es (3.64), la matrie C = (Ck;i)0�k;i�m�1 est donn�ee par :

Cki = (�1)iMk+1e
(2i)
k (m) = (�1)iMk+1�k+1

2ie�k+1m; k; i = 0; : : : ;m� 1: (3.66)

De fa�on expliite, le syst�eme (3.66) s'�erit :

m�1X
i=0

(�1)i�i�k
2i =

e�
Pm
s=1 �s

Mke�km
; k = 1; : : : ;m: (3.67)

Introduisons le polynôme Q, de degr�e inf�erieur ou �egal �a m � 1, d�e�ni dans la base

anonique par :

Q(x) :=

m�1X
i=0

(�1)i�ix
i; x 2 R: (3.68)

Nous pouvons alors remplaer les �egalit�es (3.67) par :

Q(�k
2) =

e�
Pm
s=1 �s

Mke�km
; k = 1; : : : ;m: (3.69)

Les seonds membres de (3.69) �etant identiques �a eux des �egalit�es (3.26) obtenues

pr�e�edemment, le syst�eme (3.63) est �nalement �equivalent aux m �egalit�es :

Q(�k
2) = f�(�k

2); k = 1; : : : ;m;

o�u f� est la fontion d�e�nie en (3.31). Il apparâ�t don que Q est le polynôme de degr�e

inf�erieur o�u �egal �a m�1 qui interpole la fontion f� en lesm points distints �1
2; : : : ; �m

2.
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L'existene et l'uniit�e de e polynôme d'interpolation prouve l'existene et l'uniit�e de

la suite � = (�0; : : : ; �m�1) satisfaisant (3.60).

2. Strite positivit�e des �i.

Le polynôme Q n'est autre que le polynôme P renontr�e au ours de la preuve du

Th�eor�eme 3.1. Il est donn�e en (3.68) dans la base anonique alors que le polynôme P �etait

�erit pr�e�edemment dans la base de Newton.

Le th�eor�eme 3.1 nous dit en fait que, si l'on �erit le polynôme Q dans la base de

Newton

1; (x� �1
2); : : : ; (x� �1

2) : : : (x� �m�1
2);

'est-�a-dire, si

Q(x) =
mX
i=0

�i

iY
k=1

(x� �k
2);

alors les oeÆients �i satisfont :

(�1)i�i > 0; i = 0; : : : ;m� 1: (3.70)

La strite positivit�e des oeÆients �0; : : : ; �m�1 se d�eduit imm�ediatement de (3.70) grâe

au Lemme 3.7 i-dessous.

Lemme 3.7. �Etant donn�e n nombres r�eels a1; a2; : : : ; an � 0, onsid�erons l'�eriture d'un

polynôme Q de degr�e inf�erieur ou �egal �a n, d'une part dans la base anonique, d'autre

part dans la base de Newton 1; (x� a1); : : : ; (x� a1) : : : (x� an), �a savoir :

Q(x) =
nX
i=0

�ix
i; Q(x) =

nX
i=0

�i

iY
k=1

(x� ak):

Si les oeÆients �0; : : : ; �n satisfont :

(�1)i�i > 0; i = 0; : : : ; n;

les oeÆients �0; : : : ; �n satisfont �a leur tour :

(�1)i�i > 0; i = 0; : : : ; n;

Preuve.

Pour tout entier k 2 N et tout r � k, d�esignons par �kr la fontion sym�etrique de degr�e r

en (x1; : : : ; xk) :

�kr (x1; : : : xk) :=
X
jJj=r

J�f1;::: ;kg

Y
j2J

xj; pour r � 1;
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et, par onvention, �k0(x1; : : : xk) := 1. De l'�egalit�e :

(x� a1)(x� a2) : : : (x� ak) = xk +
kX

r=1

(�1)k�r�kk�r(a1; : : : ; ak)xr;

on d�eduit failement l'expression des oeÆients �i en fontion des �i, �a savoir :

(�1)s�s =
nX
i=s

(�1)i�i�ii�s(a1; : : : ; ai);

= (�1)s�s +
nX

i=s+1

(�1)i�i| {z }
>0

�ii�s(a1; : : : ; ai)| {z }
�0

; s = 0; : : : ; n;

d'o�u il r�esulte que

(�1)s�s � (�1)s�s > 0; s = 0; : : : ; n:

Nous avons travaill�e ave deux types de formes bilin�eaires pond�er�ees, les premi�eres par

rapport aux op�erateurs Li, les deuxi�emes par rapport aux d�eriv�ees ordinaires. Dans haun

des as nous avons mis en �evidene l'existene et l'uniit�e d'une telle forme bilin�eaire (qui

est alors un produit salaire) rendant orthonorm�ees les translat�ees enti�eres de la B-spline.

Il est naturel de s'interroger sur les liens entre es deux produits salaires. C'est l'objet

du th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.8. Si ! = (!0; : : : ; !m�1) et � = (�0; : : : ; �m�1) sont les deux m-uplets

obtenus dans les th�eor�emes 3.1 et 3.6 respetivement, les produits salaires pond�er�es or-

respondants, d�e�nis en (3.2) et (3.59) sont identiques. Autrement dit, pour toutes fontions

u; v 2 Hm�1(R),

(u; v)! =< u; v >� :

Preuve.
�Etant donn�e deux �el�ement f; g de Hm�1(R), si m � 2, on peut aluler :Z +1

�1

L1fL1g =

Z +1

�1

�
f 0g0 � �1(f

0g + fg0) + �1
2fg

�
=

Z +1

�1

f 0g0 + �1
2

Z +1

�1

fg: (3.71)

De même, si m � 3, on peut appliquer le r�esultat pr�e�edent �a F := L1�2f , G := L1�2g, e

qui donne : Z +1

�1

L2fL2g =

Z +1

�1

F 0G0 + �1
2

Z +1

�1

FG: (3.72)
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Puisque l'on a F 0 = (f 0), G0 = L1
�2

(g0), on peut appliquer deux fois (3.71) ave l'op�erateur

L1
�2

au lieu de L1 :Z +1

�1

F 0G0 =

Z +1

�1

L1
�2
(f 0)L1

�2
(g0) =

Z +1

�1

f 00g00 + �2
2

Z +1

�1

f 0g0 (3.73)

Z +1

�1

FG =

Z +1

�1

L1
�2
fL1

�2
g =

Z +1

�1

f 0g0 + �2
2

Z +1

�1

fg: (3.74)

Les relations (3.72), (3.73) et (3.74) onduisent �nalement �a :Z +1

�1

L2fL2g =

Z +1

�1

f 00g00 + (�1
2 + �2

2)

Z +1

�1

f 0g0 + �1
2�1

2

Z +1

�1

fg: (3.75)

Consid�erons plus g�en�eralement un entier k, 1 � k < m� 1, et supposons que :Z +1

�1

LkfLkg =
kX

j=0

�k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2)

Z +1

�1

f (j)g(j): (3.76)

En posant F := L1
�k+1

f , G := L1
�k+1

g, on obtient :Z +1

�1

Lk+1fLk+1g =

Z +1

�1

LkFLkG =

kX
j=0

�k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2)

Z +1

�1

F (j)G(j) (3.77)

De fait que l'on peut �erire F (j) = L�k+1

�
f (j)

�
; G(j) = L�k+1

�
g(j)

�
, on peut appliquer

(3.71) : Z +1

�1

F (j)G(j) =

Z +1

�1

L�k+1

�
f (j)

�
L�k+1

�
g(j)

�
=

Z +1

�1

f (j+1)g(j+1) + �k+1
2

Z +1

�1

f (j)g(j):

L'�egalit�e (3.77) devient alors :Z +1

�1

Lk+1fLk+1g =
kX

j=0

�k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2)

Z +1

�1

f (j+1)g(j+1)

+
kX

j=0

�k+1
2�k

k�j(�1
2; : : : ; �k

2)

Z +1

�1

f (j)g(j)

=

Z +1

�1

f (k+1)g(k+1) + �k+1
2�k

k�j(�1
2; : : : ; �k

2)

Z +1

�1

fg

+

kX
j=1

�
�k
k�j+1(�1

2; : : : ; �k
2) + �k+1

2�k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2)
� Z +1

�1

f (j)g(j)

=

k+1X
j=0

�k+1
k+1�j(�1

2; : : : ; �k+1
2)

Z +1

�1

f (j)g(j):
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Don l'�egalit�e (3.76) est vraie au rang k + 1, par ons�equent elle est vraie pour tout

k = 0; : : : ;m� 1.

En tenant ompte de la relation (3.76), nous pouvons don �erire le produit salaire

(�; �)! sous la forme :

(f; g)! =

m�1X
k=0

!k

kX
j=0

�kk�j(�1
2; : : : ; �k

2)

Z +1

�1

f (j)g(j)

=
m�1X
k=0

kX
j=0

!k�
k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2)

Z +1

�1

f (j)g(j): (3.78)

Or d'apr�es l'�egalit�e :

m�1X
k=0

(�1)k!k

kY
s=1

(x� �2s) =
m�1X
k=0

(�1)k�kx
k;

nous savons que

m�1X
k=j

!k�
k
k�j(�1

2; : : : ; �k
2) = �j ; j = 0; : : : ;m� 1:

Par ons�equent, la relation (3.78) s'�erit en fait (f; g)! =< f; g >�

Remarques 3.9.

3.9.1. Consid�erons �a nouveau des r�eels �1; : : : ; �m, tels que les points �21; : : : ; �
2
m soient

tous distints. La m�ethode utilis�ee pour montrer l'existene et l'uniit�e des r�eels !0; : : : ,

!m�1 ou de �0; : : : ; �m�1 rentre en fait dans le adre g�en�eral suivant.

�Etant donn�e m� 1 r�eels �1; : : : ; �m�1, onsid�erons les op�erateurs di��erentiels assoi�es

T0 := I; Ti =
iY

s=1

(D � �sI); i = 1; : : : ;m� 1: (3.79)

Partant de l'�egalit�e (3.13), on peut appliquer l'op�erateur TiT �i �a ses deux membres, e qui

donne, pour i = 0; : : : ;m� 1 et x = m,

TiT
�
i N

2m
(�;��)(m) +

m�1X
n=1

(e�kn + e��kn)TiT
�
i N

2m
(�;��)(m+ n) = MkTiT

�
i ek(m): (3.80)

Par ailleurs, si l'on introduit, pour � = (�0; : : : ; �m�1) 2 Rm, la forme bilin�eaire [�; �℄� sur

Hm�1(R) :

[f; g℄� :=
m�1X
k=0

�i

Z +1

�1

Tif(x)Tig(x)dx;
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r�esoudre [Nm
� (� � `); Nm

� (� � n)℄� = Æ`;n, pour `; n 2Z, onsiste �a r�esoudre

[Nm
� ; N

m
� (� � n)℄� = Æ0;n; n = 0; : : : ;m� 1;

ou enore, en g�en�eralisant le Lemme 3.2, �a r�esoudre :

A:

0BBB�
�0
�1
...
�m�1

1CCCA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
0
...
0

1CCCA ; (3.81)

o�u A est maintenant d�e�nie par :

An;i := TiT
�
i N

2m
(�;��)(m+ n); i; n = 0; : : : ;m� 1:

Par multipliation �a gauhe des deux membres de (3.81) par la matrieB d�e�nie en (3.20),

on onstate , grâe �a (3.80), que le syst�eme (3.81) est transform�e en :

C:

0BBB�
�0
�1
...
�m�1

1CCCA = e�
Pm
s=1 �s

0BBB�
1
1
...
1

1CCCA ; (3.82)

o�u la matrie A est d�e�nie par :

Ak;i := Mk+1TiT
�
i ek+1(m); k; i = 0; : : : ;m� 1:

Puisque TiT �
i = (�1)i

iY
s=1

(D2 � �s
2); nous avons en fait

Ak;i := (�1)iMk+1e
�k+1m

iY
s=1

(�k+1
2 � �s

2); k; i = 0; : : : ;m� 1:

Cei nous permet d'expliiter le syst�eme (3.82) sous la forme

m�1X
i=0

(�1)i�i

iY
s=1

(�k
2 � �s

2) =
e�
Pm
s=0 �s

Mke�km
; k = 1; : : : ;m;

'est-�a-dire �nalement, sous la forme

R(�k
2) = f�(�k

2); k = 1; : : : ;m; (3.83)

o�u R est le polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a m� 1 d�e�ni par :

R(x) :=
m�1X
i=0

(�1)i�i

iY
s=1

(x� �s
2): (3.84)
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et o�u la fontion f� est la fontion introduite en (3.34).

Les relations (3.83) prouvent que le syst�eme (3.82) est satisfait si et seulement si le

polynômeR d�e�ni en (3.84) est le polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �am�1 qui interpole

la fontion f� aux m points distints �1
2; : : : ; �m

2. Cei prouve �a nouveau l'existene et

l'uniit�e de la solution � = (�0; : : : ; �m�1) du syst�eme (3.81). De plus, le polynôme R

n'est autre que le polynôme Q ou le polynôme P obtenus pr�e�edemment. Les oeÆients

(�1)i�i sont ii ses oeÆients dans la base

1; (x� �1
2); (x� �1

2)(x� �2
2); : : : ; (x� �1

2) : : : (x� �m�1
2):

Les Th�eor�emes 3.1 et 3.6 aÆrment que haun des as partiuliers (1) et (2) i-dessous :

(1) �1 = � � � = �m = 0,
(2) (�12; : : : ; �m�12) = (��(1)

2; : : : ; ��(m�1)
2) o�u � est n'importe quelle

permutation de f1; : : : ;mg .

onduisent �a des oeÆients �0; : : : ; �m�1 stritement positifs.

3.9.2. Partant d'une suite T = (�1; : : : ; �m�1) de nombres r�eels, nous savons lui assoier

une unique suite �(T ) = (�0(T ); : : : ; �m�1(T )) pour laquelle les translat�ees enti�eres

de Nm
� sont orthonorm�ees par rapport au produit salaire [�; �℄�(T ), d�e�ni �a partir des

op�erateurs Ti introduits en (3.79). Exatement omme dans la preuve du Th�eor�eme 3.8,

il est faile de v�eri�er que :

[�; �℄�(T ) = (�; �)! =< �; � >� : (3.85)

Par suite, même si les oeÆients �i(T ) ne sont pas tous positifs, la forme bilin�eaire

assoi�ee [�; �℄�(T ) est un produit salaire, et e produit salaire est ind�ependant de T .

Pour aluler e produit salaire, on peut don faire appel �a n'importe quelle suite T
partiuli�ere, par exemple T = (��(1); : : : ; ��(m�1)), o�u � est une permutation quelonque

de f1; : : : ;mg. Une fois alul�es les oeÆients �i(T ), la suite �(eT ) assoi�ee �a une autre

suite eT = (e�1; : : : ;e�m�1), pourra être obtenue �a partir de l'�egalit�e :

m�1X
i=0

(�1)i�i(eT )
iY

s=0

(x� e�s2) = m�1X
i=0

(�1)i�i(T )
iY

s=0

(x� �s
2):

3.3 Cas g�en�eral

Nous avons montr�e le th�eor�eme 3.1 et 3.6 sous l'hypoth�ese que les nombres �1
2; : : : ; �m

2

sont deux �a deux distints. Dans e paragraphe, nous allons essayer de lever ette hy-

poth�ese.

Th�eor�eme 3.10. Quels que soient les nombres r�eels �1; : : : ; �m, il existe une unique

suite � = (�0; : : : ; �m�1) de nombres r�eels stritement positifs telle que la famille des
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B-spline Nm
� (� � k); k 2 Z, soit orthonormale par rapport au produit salaire pond�er�e

< �; � >� orrespondant, 'est-�a-dire telle que :

< Nm
� (� � j); Nm

� (� � n) >�= Æj;n; j; n 2Z: (3.86)

Preuve.

Appelons tout d'abord � : Rm! Rm la bijetion qui, �a unm-uplet � = (�0; : : : ; �m�1) 2
Rm assoie le m-uplet ! = (!0; : : : ; !m�1) = �(�) tel que :

m�1X
i=0

(�1)i�ix2i =
m�1X
i=0

(�1)i!i

iY
k=1

(x2 � �k
2): (3.87)

Comme observ�e dans le th�eor�eme 3.8, nous avons :

< �; � >�= (�; �)�(�); � 2 Rm:

Par ons�equent, montrer l'existene et l'uniit�e d'unm-uplet � satisfaisant (3.86), �equivaut

�a montrer l'existene et l'uniit�e de �(�) = ! tel que :

(Nm
� (� � j); Nm

� (� � n))! = Æj;n; j; n 2Z: (3.88)

De plus si nous �etablissons la positivit�e de !0; : : : ; !m�1, la positivit�e de �0; : : : ; �m�1 s'en

d�eduira imm�ediatement grâe �a (3.87) et au lemme 3.7.

1. Existene et uniit�e de !.

Supposons pour simpli�er l'expos�e que �1
2 � �2

2 � � � � � �m
2. Il existe alors un entier

r � 0, des entiers �0 � 0, �1; : : : ; �r > 0 tels que �0 + � � �+ �r = m, et des nombres r�eels

`1; : : : ; `r tels que :

`0 := 0 < `1 < : : : < `r; �1 = � � � = ��0 = 0;

et pour i = 1; : : : ; r :

�j = �`i pour �0 + � � �+ �i�1 + 1 � j � �0 + � � �+ �i:

A une permutation pr�es, nous avons don :

(�;��) = (0[2�0℄; `1
[�1℄; (�`1)[�1℄; : : : ; `r [�r ℄; (�`r)[�r℄):

Appliquons le orollaire 2.20 �a la B-spline N2m
(�;��). Pour q = 0; : : : ; �0 � 1, il existe un

polynôme �0
2q de degr�e exat 2q , tel queX

n2Z

n2qN2m
(�;��)(x� n) = �0

2q(x); x 2 R: (3.89)
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Pour k = 1; : : : ; r, et q = 0; : : : ; �k � 1, il existe un polynôme �k
q de degr�e q tel que :

qX
n2Z

nqe`kN2m
(�;��)(x� n) = �k

q (x)e
`kx; x 2 R: (3.90)

Comme dans la premi�ere partie de la preuve du Th�eor�eme 3.1, nous prendrons les images

de (3.89) et (3.90) par les op�erateurs LiL
�
i . Utilisant �a nouveau le fait que le support de la

B-spline N2m
(�;��) est �egal �a [0; 2m℄ et que ette B-spline pr�esente une sym�etrie par rapport

�a l'axe x = m, nous aboutirons �a :

LiL
�
iN

2m
(�;��)(m) + 2

m�1X
n=1

n2qLiL
�
iN

2m
(�;��)(m+ n) =

�
LiL

�
i�

0
2q

�
(m); q = 0; : : : ; �0; (3.91)

et pour k = 1; : : : ; r; q = 0; : : : ; �r � 1 :

LiL
�
iN

2m
(�;��)(m) + 2

m�1X
n=1

n2qLiL
�
iN

2m
(�;��)(m+ n) =

�
LiL

�
i�

k
q ek
�
(m); (3.92)

o�u ek(x) = e`kx. Pour s = 0; : : : ; r, l'op�erateur (D � `sI) laisse \invariante" haque

fontion �k
q ek, k > s, q = 0; : : : ; �k � 1, en e sens qu'elle la transforme en une fontion

du même type. Autrement dit :

(D � `sI)(�
k
q ek) = e�k

q ek;

o�u e�k
q est un polynôme de degr�e exat q. Par ontre, pour s = 1; : : : ; r, et q = 0; : : : ; �s�1,

(D � `sI)(D + `sI)(�
k
q ek) =

e�k
q�1ek;

o�u le degr�e exat de e�k
q�1 est q � 1. En�n pour s = 0, et q = 0; : : : ; �0 :

(D � `sI)(D + `sI)(�
0
2q) = D2�0

2q = e�0
2q�2;

o�u le degr�e exat de e�0
2q�2 est 2q � 2. D�e�nissons les fontions E0; : : : ; Em�1 par

(E0; : : : ; Em�1) :=
�
�0
0; �

0
2; : : : ; �

0
2�0�2; �

1
0e1; : : : ; �

1
�1�1e1; : : : ; �

r
0er; : : : ; �

r
�r�1er

�
:

Les remarques pr�e�edentes montrent que, pour i; j = 0; : : : ;m� 1 :

LiL
�
iEj = 0 pour i > j; LiL

�
iEi(m) 6= 0: (3.93)

Reprenons la r�esolution du syst�eme (3.12) que nous avons ii enore �a r�esoudre.

Nous multiplierons ette fois-i les deux membres de (3.12) �a gauhe par la matrieeB = ( eBqn)0�q;n�m�1, o�u, pour q = 0; : : : �0 � 1

eBq0 := 1; eBqn := 2n2q; n = 1; : : : ;m� 1;
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et pour q = 0; : : : ; �k�1 � 1, k = 1; : : : ; r :

eBq0 := 0; eBn;q := nqe`kn + (�n)qe�`kn; n = 1; : : : ;m� 1:

Le syst�eme (3.12) est alors transform�e en le syst�eme :

eC :

0B� !0
...
!m�1

1CA = e�
Pm

s=1 �s

0B� 1
...
1

1CA ; (3.94)

o�u, d'apr�es les �egalit�es (3.91) et (3.92),

eCqi = LiL
�
iEq(m); q; i = 0; : : : ;m� 1:

Les relations (3.93) prouvent que la matrie eC est triangulaire inf�erieure �a �el�ements dia-

gonaux non nuls, e qui prouve l'existene et l'uniit�e de ! = (!0; : : : ; !m�1).

Si l'on supprime l'hypoth�ese �1
2 � �2

2 � � � � � �m
2, le même raisonnement trans-

formera le syst�eme (3.12) initial en un syst�eme dont la matrie est non pas diretement

triangulaire inf�erieure �a �el�ements diagonaux non nuls, mais seulement apr�es une permu-

tation de ses olonnes, don le r�esultat reste inhang�e.

2. Strite positivit�e des !i.

Revenons au syst�eme initial que nous avions �a r�esoudre, �erit sous les di��erentes formes

(3.9), (3.10) ou (3.12). D�esignons d�esormais la matrie A introduite en (3.12) par A(�).

Son terme g�en�eral An;i(�) d�e�ni en (3.11) est don

An;i(�) := LiL
�
iN

2m
(�;��)(n+m); n; i = 0; : : : ;m� 1; (3.95)

D'apr�es le Corollaire 2.12, puisque 2i � 2m � 2i, e terme g�en�eral s'�erit aussi

An;i(�) = (�1)i�2i
(�1;��1;::: ;�i;��i)

N2m�2i
(�i+1;��i+1;::: ;�m;��m)(m+ n); (3.96)

ave la onvention �j
(�1;::: ;�j)

= I, si j = 0.

Nous savons don que, quel que soit � 2 Rm, il existe un unique m-uplet !(�) =

(!0(�); : : : ; !0(�)) tel que :

A(�) :

0B� !0(�)
...
!m�1(�)

1CA = e�
Pm

s=1 �s

0B� 1
...
1

1CA : (3.97)

Par ailleurs, nous savons aussi que, si

� 2 � := f(�1; : : : ; �m) 2 Rm; �i
2 6= �j

2; pour tout i; j = 1; : : : ;m; i 6= jg;
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!i(�) > 0 pour i = 0; : : : ;m� 1.

Fixons un �el�ement �℄ = (�℄0; : : : ; �
℄
m) 2 Rm. Le Corollaire 2.22 nous dit que

lim
�!�℄

N2m�2i
(�i+1;��i+1;::: ;�m;��m)(x) = N2m�2i

(�℄i+1;��
℄
i+1;::: ;�

℄
m;��℄m)

(x);

et par suite, en tenant ompte de (3.96)

lim
�!�℄

An;i(�) = An;i(�
℄):

Le seond membre de (3.97) �etant de fa�on �evidente ontinu par rapport �a �, les formules

de Cramer pour la r�esolution du syst�eme (3.97) nous montrent que :

lim
�!�℄

�2�

!(�) = !(�℄): (3.98)

Faisons tendre � = (�1; : : : ; �m) vers �℄ tout en imposant que � reste dans l'ensemble

�. Du fait que !i(�) > 0 pour i � m� 1, l'�egalit�e (3.98) nous permet de onlure que :

!(�℄) � 0; i = 0; : : : ;m� 1: (3.99)

Les translat�ees enti�eres de la B-spline Nm
�℄

sont don orthonormales par rapport �a la

forme bilin�eaire (�; �)!(�℄) d�e�nie onform�ement �a la formule (3.2). D'apr�es (3.99) ette

forme bilin�eaire est un semi-produit salaire. Pour prouver que 'est un produit salaire

sur Hm�1(R), il nous suÆt de v�eri�er que !0(�℄) > 0. Nous allons en fait montrer ii

enore que !i(�℄) > 0 pour i = 0; : : : ;m� 1.

a. Strite positivit�e de !0(�℄).

La premi�ere ligne du syst�eme (3.94) s'�erit ii :

!0(�
℄) = 2�me�

Pm
s=1 �s

 
2�℄1
sh�1

!k mY
s=k+1

�℄1
2 � �℄s

2

h�℄1 � h�℄s
;

e qui prouve omme pr�e�edemment que !0(�℄) > 0.

b. Strite positivit�e de !m�1.

D'apr�es les formules (3.32) et (3.35) , nous savons que, pour tout � 2 �,

!m�1(�) =
e�
Pm

s=0 �s

2m�1
Æm�1h�1;::: ;h�m

h:
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Faisant tendre � vers �℄ tout en respetant � 2 �, nous savons que le premier membre

tend vers !m�1(�℄), tandis que le seond membre tend vers

e�
Pm

s=0 �
℄
s

2m�1
Æm�1
h�℄1;::: ;h�

℄
m

h;

di��erene divis�ee de la fontion h en des points non n�eessairement distints. Dans

tous les as, nous pouvons enore onlure �a l'existene d'un point �℄ de l'intervalle

[min(h�℄
1; : : : ; h�

℄
m);max(h�℄

1; : : : ; h�
℄
m)℄ tel que

Æm�1
h�℄1;::: ;h�

℄
m

h =
h(m�1)(�℄)

(m� 1)!
:

Nous pouvons don enore onlure, grâe au lemme 3.3, que !m�1(�
℄) > 0.

. Strite positivit�e de !i, 1 � i � m� 2.

Fixons un entier i, 1 � i � m � 2. Grâe aux formules (3.32) et (3.35), le alul de

!i(�), pour � 2 �, fait intervenir la di��erene divis�ee d'ordre i

Æih�1;::: ;h�i+1
eh; (3.100)

o�u malheureusement eh d�e�nie en (3.36) d�epend de h�i+1; : : : ; h�m. Utilisant la propri�et�e

(3.98) nous allons don faire tendre � vers �℄ en faisant ii attention �a ette diÆult�e

partiuli�ere.

Fixons les nombres �1; : : : ; �i+1, de fa�on �a e que h�1; : : : ; h�i+1 soient deux �a deux

distints et distints de h�℄
i+2; : : : ; h�

℄
m. Faisons tendre �i+2; : : : ; �m vers �℄

i+2; : : : ; �
℄
m,

tout en respetant la ontrainte � 2 �. Le alul de la di��erene divis�ee (3.100) est ii

purement alg�ebrique, et e passage �a la limite fait don onverger ette di��erene divis�ee

vers

Æih�1;::: ;h�i+1
eh℄; (3.101)

o�u eh℄ est prolong�ee par ontinuit�e sur [1;+1[ �a partir de

eh℄(x) := h(x)
mY

s=i+2

(Arghx)2 � �℄
s
2

x� h�℄
s

; x 6= h�℄
i+2; : : : ; h�

℄
m:

Cette fontion eh℄, ind�ependante de �1; : : : ; �i+1, est, d'apr�es les lemmes 3.3 et 3.4, C1

sur [1;+1[. Dans un deuxi�eme temps, nous ferons onverger �1; : : : ; �i+1 vers �
℄
1; : : : �

℄
i+1.

Ce deuxi�eme passage �a la limite fait tendre la di��erene divis�ee (3.101) vers

Æi
h�℄1;::: ;h�

℄
i+1

eh℄;
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di��erene divis�ee en des points non n�eessairement distints (f. annexe orollaire A.3).

Dans tous les as, nous avons enore :

Æi
h�℄

1;::: ;h�
℄
i+1

eh℄ =

�eh℄
�(i)

(�)

i!
;

o�u � 2 [min(h�℄
1; : : : ; h�

℄
i+1);max(h�℄

1; : : : ; h�
℄
i+1)℄, et nous pouvons en d�eduire grâe

aux lemmes 3.3, 3.4 et 3.5 que !i(�℄) > 0.



Chapitre 4

Orthonormalit�e des B-splines de
Chebyshev (deuxi�eme partie)

Nous allons dans e hapitre examiner e qui se passe dans le as omplexe. Nous par-

tons d'un � = (�1; : : : ; �m) 2 Cm �x�e tel que l'op�erateur di��erentiel Lm
� soit �a oeÆients

r�eels, 'est-�a-dire, un � pour lequel il existe une permutation � de f1; : : : ; ng telle que :

(�1; : : : ; �m) = (��(1); : : : ; ��(m)): (4.1)

Nous pouvons toujours introduire les op�erateurs di��erentiels Li, i = 0; : : : ;m, omme

en (3.1), mais, pour i = 1; : : : ;m� 1, es op�erateurs ne sont plus n�eessairement tous �a

oeÆients r�eels. Rien n'empêhe ependant de d�e�nir, pour ! = (!0; : : : ; !m�1) 2 Cm et

pour f; g 2 Hm�1(R), l'expression :

(f; g)! :=
m�1X
i=0

!i

Z +1

�1

Lif(x)Lig(x)dx;

=

Z +1

�1

f(x)

 
m�1X
i=0

(�1)i!iL
�
iLig(x)

!
dx: (4.2)

C'est ii enore une forme bilin�eaire sur Hm�1(R)�Hm�1(R), mais ette fois-i �a valeurs

dans C , sauf as partiulier, même lorsque ! 2 Rm.

De même, pour � = (�0; : : : ; �m�1) 2 Cm , l'expression

< f; g >� :=
m�1X
i=0

�i

Z +1

�1

f (i)(x)g(i)(x)dx;

=

Z +1

�1

f(x)

 
m�1X
i=0

(�1)i�ig
(2i)(x)

!
dx; (4.3)



92 Chapitre 4 Orthonormalit�e des B-splines de Chebyshev (deuxi�eme partie)

d�e�nie aussi une forme bilin�eaire sur Hm�1(R)� Hm�1, �a valeurs dans C , et �a valeurs

dans R dans le as o�u � 2 Rm.

Th�eor�eme 4.1. Consid�erons un m-uplet � = (�1; : : : ; �m) 2 Cm tel que l'op�erateur Lm
�

assoi�e soit �a oeÆients r�eels et supposons que :

jIm�kj < �; k = 1; : : : ;m: (4.4)

1. Il existe une unique suite � = (�0; : : : ; �m�1) rendant orthonormales les translat�ees de

la B-spline Nm
� par rapport �a la forme bilin�eaire < �; � >� d�e�nie en (4.3). C'est une suite

r�eelle.

2. Si, pour tout k = 1; : : : ;m, la partie imaginaire de �k est suÆsamment petite, alors

�k > 0 pour k = 0; : : : ;m� 1.

Preuve.

1. Sous l'hypoth�ese (4.4) nous savons que tous les r�esultats obtenus dans le hapitre 2

pour le as r�eel sont maintenus. Par ons�equent, le probl�eme de l'existene et de l'uniit�e

de la suite de � se traite omme dans le as r�eel. Il nous reste �a montrer que ette suite

est r�eelle. Rappelons que, dans les as, nous avons �a r�esoudre le syst�eme (3.63) , i.e :

A(�):

0B� �0
...
�m�1

1CA = e�
Pm

s=1 �s

0BBB�
1
0
...
0

1CCCA ; (4.5)

o�u les oeÆients de la matrie A(�) sont :

A(�) := (�1)iN2m
(�;��)

(2i)
(m+ n); n; i = 0; : : : ;m� 1:

La matrie A(�) est don r�eelle, ainsi que le seond membre du syst�eme (4.5). Le fait que

l'unique solution (�0; : : : ; �m�1) de (4.5) soit r�eelle en d�eoule de fa�on im�ediate.

2. Ii enore, grâe au orollaire 2.22, nous onstatons que

A(�℄) = lim
�!�℄

A(�); n; i = 0; : : : ;m� 1: (4.6)

Notons �a nouveau �(�) = (�0(�); : : : ; �m�1(�)) l'unique solution de (4.5). De (4.6) nous

pouvons onlure que :

�(�℄) = lim
�!�℄

�(�): (4.7)

�Erivons , pour s = 1; : : : ;m, �s = �s + is, o�u �s et s sont r�eels. Soit � :=

(�1; : : : ; �m). De (4.7) nous d�eduisons en partiulier :

lim
�!�

�(�) = �(�):
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Or, puisque �1; : : : ; �m sont r�eels, les r�esultats obtenus au hapitre pr�e�edent nous assurent

que :

�i(�) > 0; i = 0; : : : ;m� 1:

Don pour � suÆsamment pr�es de �, 'est-�a-dire, lorsque les parties imaginaires s; s =

1; : : : ;m sont suÆsamment petites, nous aurons enore :

�i(�) > 0; i = 0; : : : ;m� 1:

Nous allons examiner un as partiulier o�u nous donnerons des onditions suÆsantes

assurant la positivit�e des �i. Partant d�esormais de nombres r�eels �1; : : : ; �m tels que

j�kj < �, k = 1; : : : ;m, et �1; : : :+ �m = 0, onsid�erons les nombres omplexes �k = i�k,

k = 1; : : : ;m. Même si l'op�erateur Lm
� n'est pas �a oeÆients r�eels, on peut montrer

l'existene et l'uniit�e d'une unique suite ! = (!; : : : ; !m�1) 2 Cm telle que les fontions

Nm
� (��k) (non n�eessairement r�eelles) soient orthonormales pour la forme bilin�eaire (�; �)!

assoi�ee. Dans un premier temps, supposons que les points �12; : : : ; �m2 sont deux �a deux

distints. Reprenant l'expression des !k donn�ees en (3.32), en tenant ompte du fait que

hix = os x, et shix = sinx, nous pouvons ii �erire :

(�1)k!k =
1

2m�1

k+1X
p=1

�p
sin�p

mY
s=k+2

�s
2 � �p

2

os �p � os�s

k+1Y
j=1
j 6=p

(os �p � os�j)

; k = 0; : : : ;m� 1; (4.8)

'est-�a-dire,

(�1)k!k =
1

2m�1
Ækos�1;::: ;os�k+1

fHk(x); k = 0; : : : ;m� 1; (4.9)

o�u ii la fontion ontinue fHk est d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ par :

fHk(osx) :=
x

sin x

mY
s=k+2

�s
2 � x2

os x� os �s
; osx 6= os�k+2; : : : ; os�m;

soit

fHk(x) :=
Arosxp
1� x2

mY
s=k+2

�s
2 � (Arosx)2

x� os �s
; x 2℄� 1; 1℄ n fos�k+2 ; : : : ; os �mg:

Comme dans le hapitre pr�e�edent, nous �etablirons, les lemmes suivants :
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Lemme 4.2. La fontion H d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ par

H(x) :=

8<:
Arosxp
1 � x2

si x 2℄� 1; 1[;

1 si x = 1;

est C1 sur ℄� 1; 1℄ et satisfait :

(�1)iH(i)(x) > 0; x 2℄� 1; 1℄:

Preuve.

La fontion H est lairement C1 sur ℄ � 1; 1[. Nous montrerons tout d'abord que H

est ind�e�niment d�erivable en 1� et que (�1)kH(k)(1) > 0. Il suÆt pour ela de v�eri�er

que lim
x!1�

(�1)iH(i)(x) > 0. Comme dans le lemme 3.3, la d�emonstration se fera grâe au

d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fontion
x

sinx
, qui s'obtient �a partir de elui de

x

shx
par le fait que x 2 C , shx = i sin ix. Nous aurons don ii :

H(os x) =
x

sinx
= 1 +

+1X
k=1

(�1)kAkx
2k; [0; �[; (4.10)

les oeÆientsAk �etant eux que nous avons renontr�es en (3.45). Par d�erivation de (4.10)

pour os x 6= 1 :

�H 0(os x) sinx = 2
+1X
k=1

(�1)kkAkx
2k�1; x 2℄0; �[;

soit

H 0(os x) = 2H(os x)G1(x); x 2℄0; �[;
o�u

G1(x) = 2
+1X
k=0

(�1)k(k + 1)Ak+1x
2k; x 2℄� �; �[:

Par ons�equent :

lim
x!1�

H 0(x) = 2H(1)G1(0) = 2A1 < 0:

On poursuivra omme dans le lemme 3.3.

Comme dans le lemme 3.3, ette m�ethode ne permet pas failement d'atteindre le fait

que (�1)kH(k)(x) > 0 sur ℄ � 1; 1[. La d�emonstration sera l�a enore alqu�ee sur elle du

lemme 3.3. Nous �erivons don H(x) sous la forme :

H(x) = (1 � x2)�1=2H0(x); H0(x) = Arosx; x 2℄� 1; 1[:
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Par d�erivation, on a �egalement

H 0(x) = (1� x2)�3=2H1(x); x 2℄� 1; 1[;

o�u H1(x) = xArosx � p1 � x2 est ontinue sur [�1; 1℄, d�erivable sur ℄ � 1; 1[, ave

H 0
1(x) = Arosx. Par ons�equent H1 est C1 sur ℄� 1; 1℄ et H1(1) = H 0

1(1) = 0.

Plus g�en�eralement, on montrera failement par r�eurrene que

H(i)(x) = (1 � x2)�1=2�iHi(x); x 2℄� 1; 1[; (4.11)

o�u la fontion Hi est d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ et satisfait :

{ Hi est C i sur ℄� 1; 1℄,

{ Hi
(i) = AiArosx; x 2℄� 1; 1℄, o�u Ai > 0,

{ Hi
(j)(1) = 0, pour j = 0; : : : ; i.

La relation de r�eurrene qui lie Hi et Hi+1 est la suivante :

Hi+1(x) = (1 + 2i)xHi(x) + (1� x2)H 0
i(x); x 2℄� 1; 1℄;

Des trois propri�et�es pr�e�edentes, nous pouvons d�eduire suessivement que H
(i)
i (x) > 0

sur ℄� 1; 1[, H(i�1)
i (x) < 0 sur ℄� 1; 1[, : : : et �nalement

(�1)iHi(x) > 0; x 2℄� 1; 1[:

En revenant �a (4.11), on d�eduit don que

(�1)iH(i)(x) > 0; x 2℄� 1; 1[:

Lemme 4.3. Soit a un nombre r�eel et � la fontion d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ par :

�(x) =

8><>:
a2 � (Arosx)2

x� os a
si x 6= os a;

2a

sin a
si x = os a;

ave la onvention
x

sinx
= 1 si x = 0. Cette fontion est C1 sur ℄� 1; 1℄ et satisfait

(�1)i�(x) > 0; x 2℄� 1; 1℄:

Preuve.
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Pour x 6= os a, nous pouvons �erire �(x) = (1 � os a)�1�0(x), o�u �0(x) = a2 �
(Arosx)2. La fontion �0 est d�e�nie sur [�1; 1℄, C1 sur ℄�1; 1[ a priori. Cependant pour

x 2℄� 1; 1[

�00(x) = 2
Arosxp
1� x2

= 2H(x): (4.12)

Par ons�equent �0 est en fait C1 sur ℄� 1; 1℄. Supposons que

�(i)(x) = (x� os a)�i�1�i(x); (4.13)

o�u �i est d�e�nie et C1 sur ℄�1; 1℄, nous aurons, par d�erivation de (4.12) sur ℄�1; 1℄nfos ag :

�(i+1)(x) = (x� os a)�i�1�i+1(x); x 2℄� 1; 1℄ n fos ag;

o�u

�i+1(x) := �(i+ 1)�i(x) + (x� os a)�0i(x): (4.14)

La fontion �i+1 est don d�e�nie et C1 sur ℄�1; 1℄. De plus �i+1(os a) = �(i+1)�i(os a).

Puisque �0(os a) = 0, nous avons prouv�e que �i(os a) = 0 pour tout i � 0.

Par ailleurs, par d�erivation de (4.14), nous obtenons :

�i+1
0(x) = �i�i

0(x) + (x� os a)�i
00(x); x 2℄� 1; 1℄:

Si nous supposons que

�i
0(x) = 2(x� os a)iH(i)(x); x 2℄� 1; 1℄; (4.15)

nous pouvons en d�eduire que :

�i
00

(x) = 2i(x� os a)i�1H(i)(x) + 2(x� os a)iH(i+1)(x);

et l'�egalit�e (4.14) donne :

�i+1(x) = 2(x� os a)i+1H(i+1)(x):

Par ons�equent, en tenant ompte de (4.11), l'�egalit�e (4.15) est prouv�ee pour tout i � 0.

D'apr�es le lemme 4.2, nous pouvons don aÆrmer que

�i
0

(x) > 0; pour tout x 2℄� 1; os a[;

(�1)i�i
0

(x) > 0; pour tout x 2℄ os a; 1℄:
Sahant par ailleurs que �i(os a) = 0, nous obtenons :

�i(x) < 0 pour tout x 2℄� 1; os a[;
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(�1)i�i(x) > 0; pour tout x 2℄ os a; 1℄:
Revenant �a (4.13), les propri�et�es pr�e�edentes nous permettent de d�eduire que :

(�1)i�i(x) > 0; x 2℄� 1; 1℄ n fos ag:

Par ailleurs, du fait que �i(os a) = 0, la relation (4.15) montre que os a est un z�ero

d'ordre i+ 1 de la fontion �i. De plus nous avons aussi :

�
(i+1)
i (os a) = i!2H(i)(os a):

En utilisant le d�eveloppement limit�e de la fontion �i au point os a et la relation (4.13),

on en d�eduira failement que, pour tout i � 0 :

lim
x�!osa

(�1)i�(i)(x) =
2(�1)iH(i)(os a)

i+ 1
;

e qui prouvera �a la fois que � est C1 en os a et que :

(�1)i�(i)(os a) =
2(�1)iH(i)(os a)

i+ 1
> 0:

Les lemmes pr�e�edents ainsi que le lemme 3.5 montrent que la fontion fHk satisfait

(�1)kfHk

(k)
(x) > 0; x 2℄� 1; 1℄:

D'autre part de l'�egalit�e (4.9) nous d�eduisons l'existene d'un point �k 2℄� 1; 1℄ tel que

(�1)k!k =
1

2m�1

fHk

(k)
(�k)

k!
;

et par ons�equent !k > 0, pour k = 1; : : : ;m� 1.

Le passage de !0; : : : ; !m�1 �a �0; : : : ; �m�1 se fait maintenant grâe �a l'�egalit�e :

!0 � !1(x+ �1
2) + !2(x+ �1

2)(x+ �2
2) + � � �+ (�1)m�1!m�1(x+ �1

2) : : : (x+ �m�1
2)

= �0 � �1x+ � � �+ (�1)m�1�m�1xm�1 (4.16)

Nous avons don :8>>><>>>:
(�1)m�1�m�1 = (�1)m�1!m�1;
(�1)m�2�m�2 = (�1)m�2!m�2 + (�1)m�1!m�1�

m�1
1 (�1

2; : : : ; �m�1
2);

...
�0 = !0 � !1�1

2 + !2�1
2�2

2 + � � �+ (�1)m�1!m�1�1
2 : : : �m�1

2:

(4.17)
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On voit don �m�1 est stritement positif. Par ontre, la positivit�e des !k n'implique

don pas de fa�on automatique elle des oeÆients �0; : : : ; �m�1. Nous allons �etablir des

onditions suÆsantes pour assurer ette positivit�e.

�Erivons les �egalit�es (4.9) sous la forme :

(�1)k!k =
1

2m�1

k+1X
p=1

Ap

mY
s=k+2

(�s
2 � �p

2); k = 0; : : : ;m� 1: (4.18)

o�u pour p = 1; : : : ;m,

Ap :=
�p

sin �p

1
mY
j=1
j 6=p

(os �p � os �j)

: (4.19)

Des relations (4.18) et (4.19), nous d�eduisons alors :

(�1)m�1�m�12
m�1 = (�1)m�1!m�12

m�1 =
mX
p=1

Ap; (4.20)

(�1)m�2�m�22
m�1 =

m�1X
p=1

Ap(�m
2 � �p

2) + (�1
2 + � � �+ �m�1

2)

mX
p=1

Ap

= (�1
2 + � � �+ �m

2)
mX
p=1

Ap �
mX
p=1

Ap�p
2:

D'une fa�on g�en�erale, nous pourrons �erire :

(�1)m�1�j�m�1�j2
m�1 =

m�1X
p=1

ApB
j
p; (4.21)

o�u l'expression du seond membre ne d�epend pas de l'ordre de �1; : : : ; �m. Nous pouvons

don nous ontenter du alul du terme Bj
n. Or, dans l'�egalit�e

(�1)m�1�j�m�1�j =

jX
k=0

(�1)m�1�j+k!m�1�j+k �
m�1�j+k
k (�1

2; : : : ; �m�1�j+k
2)

obtenue en (4.17), le terme Am n'est pr�esent que dans le dernier terme de la somme , e

qui, �a ause de l'�egalit�e (4.20) onduit �a :

Bj
m = �m�1j (�1

2; : : : ; �m�1
2): (4.22)
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Pour tout entier s � 1, de fa�on �evidente :

�m�1
s (�1

2; : : : ; �m�1
2) = �m

s (�1
2; : : : ; �m

2)� �m
2�m�1

s�1 (�1
2; : : : ; �m�1

2):

En it�erant ette relation, l'�egalit�e (4.22) devient :

Bj
m =

jX
r=0

(�1)r�m
j�r(�1

2; : : : ; �m
2)�m

2r:

Par ons�equent, l'�egalit�e (4.21) peut s'�erire :

(�1)m�1�j�m�1�j2m�1 =
mX
p=1

jX
r=0

(�1)r�m
j�r(�1

2; : : : ; �m
2)Ap�p

2r;

ou enore, en tenant ompte de (4.19) et (2.64) :

�m�1�j2
m�1 = (�1)m�1Æm�1os�1;::: ;os�m

�j ; (4.23)

o�u la fontion ontinue �j est d�e�nie sur ℄-1,1℄ par :

�j(x) :=

jX
r=0

(�1)j�r�m
j�r(�1

2; : : : ; �m
2)(Arosx)2r+1(1 � x2)�1=2; x 2℄� 1; 1[: (4.24)

G�en�eralisant le lemme 4.2, nous allons tout d'abord �etudier la fontion

(Arosx)2r+1(1 � x2)�1=2:

Lemme 4.4. �Etant donn�e un entier r � 0, la fontion 'r d�e�nie par

'r(x) := (Arosx)2r+1(1� x2)�1=2; x 2℄� 1; 1[;

et prolong�ee par ontinuit�e en 1 ('0(1) := 1; 'r(1) := 0 si r � 1) est C1 sur ℄� 1; 1℄. De

plus, pour tout i � 0, sa d�eriv�ee i-�eme s'�erit :

'r
(i)(x) = (1 � x2)�1=2�i�ri (x); x 2℄� 1; 1[; (4.25)

o�u la fontion �ri est C i sur ℄� 1; 1℄ et satisfait :

�ri
(j)(1) = 0; j = 0; : : : ; i; (4.26)

�ri
(i)(x) =

rX
k=0

Ar;i
k (Arosx)2k+1; x 2℄� 1; 1℄; (4.27)

les oeÆients Ar;i
k pouvant être alul�es par :

Ar;i
r = (i!)2;

Ar;i+1
k = (i+ 1)2Ar;i

k + (2k + 2)(2k + 3)Ar;i
k+1; k = 0; : : : ; r � 1;

Ar;0
k = Æk;r; 0 � k � r:

(4.28)
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Preuve.

Pour r = 0 nous avons '0 = H don les r�esultats d�eoulent du lemme 4.2. Supposons

don r � 1. Nous pouvons alors �erire :

'r(x) = F (x)rH(x); x 2℄� 1; 1℄; (4.29)

o�u la fontion F est d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ par

F (x) := (Arosx)2:

On onstate don que la fontion F est d�erivable sur ℄� 1; 1℄ et satisfait :

F 0(x) = �2H(x); x 2℄� 1; 1℄: (4.30)

Il r�esulte don du lemme 4.2 que 'r est ind�e�niment d�erivable sur ℄�1; 1℄ omme produit

de fontions ind�e�niment d�erivables sur ℄� 1; 1℄. Pour i = 0, nous avons e�etivement :

'r(x) = (1 � x2)�1=2�r0(x); x 2℄� 1; 1℄;

o�u �r0 est la fontion ontinue sur ℄� 1; 1℄ d�e�nie par :

�r0(x) := (Arosx)2r+1 =
rX

k=0

Ar;0
k (Arosx)2k+1;

les oeÆients Ar;0
k v�eri�ant la troisi�eme ligne de (4.28). De plus, on peut v�eri�er que :

(1� x2)�r0
00

(x)� x�r0
0

(x) = 2r(r + 1)�r�10 (x); x 2℄� 1; 1[: (4.31)

Les fontion �ri ob�eissent �a la relation de r�eurrene d�ej�a obtenue dans la preuve du lemme

4.2, �a savoir :

�ri+1(x) = (1 + 2i)x�ri (x) + (1� x2)�ri
0

(x); x 2℄� 1; 1[: (4.32)

Supposant la fontion �ri C
i sur ℄� 1; 1℄ et satisfaisant (4.27) la fontion �ri+1 est C

i�1 sur

℄� 1; 1℄, et par d�erivation de (4.32) �a l'ordre (i+ 1) sur ℄� 1; 1[, nous avons :

�ri+1
(i+1)(x) = (1 + 2i)

h
x�ri

(i+1)(x) + (i+ 1)�ri
(i)(x)

i
+ (1� x2)�ri

(i+2)(x)

�2x(i+ 1)�ri
(i+1)(x)� i(i+ 1)�ri

(i)(x); x 2℄� 1; 1[;

'est-�a-dire :

�ri+1
(i+1)(x) = (1� x2)�ri

(i+2)(x)� x�ri
(i+1)(x) + (i+ 1)2�ri

(i)(x); x 2℄� 1; 1[: (4.33)

L'hypoth�ese (4.27) s'�erit en fait :

�ri
(i)(x) =

rX
k=0

Ar;i
k �k0(x); x 2℄� 1; 1℄;
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et onduit don �a :

�ri
(i+1)(x) =

rX
k=0

Ar;i
k �k0

0

(x); �ri
(i+2)(x) =

rX
k=0

Ar;i
k �k0

00

(x); x 2℄� 1; 1[:

Si bien que l'�egalit�e (4.33) devient :

�ri+1
(i+1)(x) =

rX
k=0

Ar;i
k

h
(1 � x2)�k0

00

(x)� x�k0
0

(x)
i
+ (i+ 1)2

rX
k=0

Ar;i
k �k0(x); x 2℄� 1; 1[;

ou enore, en utilisant (4.31) :

�ri+1
(i+1)(x) =

rX
k=1

Ar;i
k 2k(2k + 1)�k�10 (x) + (i+ 1)2

rX
k=0

Ar;i
k �k0(x);

=
rX

k=0

Ar;i+1
k �k0(x); x 2℄� 1; 1[; (4.34)

o�u les Ar;i+1
k satisfont Ar;i+1

k = (i+1)2Ar;i
r , et la deuxi�eme ligne de (4.28). La premi�ere ligne

de (4.28) r�esulte alors de Ar;0
r = 1. En�n l'�egalit�e (4.34) prouve que lim

x!1�
�ri+1

(i+1)(x) = 0.

Supposant que �ri
(j)(1) = 0 pour tout j � i, par d�erivation de (4.32) �a tout ordre

k � i, on v�eri�erait de même d'une part que �ri+1
(k)(1) = 0 pour k � i � 1, et d'autre

part que lim
x!1�

�ri+1
(i)(x) = 0. Cei prouve don que la fontion �ri+1 est C i+1 sur ℄ � 1; 1℄

et satisfait �ri+1
(k)(1) = 0 pour tout k � i+ 1. Cei termine la preuve du lemme.

Chaque fontion 'r satisfait (�1)r'r(x) > 0 pour x 2℄ � 1; 1℄. En e�et, ei r�esulte

du lemme 3.3, puisque, d'apr�es (4.29) et (4.30), 'r s'�erit omme un produit de fontions

qui satisfont ette propri�et�e sur ℄� 1; 1[. Le r�esultat peut �egalement se d�eduire du lemme

4.4. En e�et, d'apr�es (4.27) et (4.28), les oeÆients Ar;i
k �etant � 0 et Ar;i

r > 0, nous

avons �ri
(i)(x) > 0 pour x 2℄ � 1; 1℄. Du fait que, d'apr�es (4.26), la fontion �ri satisfait

�ri
(j)(1) = 0 pour j � i, nous pouvons en d�eduire suessivement que �ri

(i�1)(x) < 0 pour

x 2℄� 1; 1[, puis �ri
(i�2)(x) > 0 et... jusqu'�a (�1)i�ri (x) > 0 pour x 2℄� 1; 1[. Nous allons

appliquer une propri�et�e similaire �a la fontion �j d�e�nie en (4.24).

La fontion �j s'�erivant :

�j(x) =

jX
r=0

(�1)j�r�m
j�r(�1

2; : : : ; �m
2)'r(x); x 2℄� 1; 1℄; (4.35)

l'�egalit�e (4.23) devient :

�m�1�j2
m�1 = (�1)m�1

jX
r=0

(�1)j�r�m
j�r(�1

2; : : : ; �m
2)Æm�1os�1;::: ;os�m'r: (4.36)
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Les deux membres de (4.36) �etant des fontions ontinues du m-uplet (�1; : : : ; �m) 2
Rm, la relation (4.36) est enore vraie si l'hypoth�ese �k

2 6= �`
2 pour k 6= ` n'est plus

satisfaite. Par suite l'�egalit�e (4.23) est vraie quels que soient les r�eels �1; : : : ; �m tels que

�1; : : :+ �m = 0. Nous nous plaerons d�esormais dans e adre plus large.

De l'�egalit�e (4.23) nous d�eduisons l'existene d'un �j 2 [ min
1�i�m

os �i; max
1�i�m

os �i℄ tel

que

�m�1�j2
m�1 = (�1)m�1�

(m�1)
j (�j)

(m� 1)!
: (4.37)

Pour assurer la positivit�e de �m�1�j il suÆt don de hoisir �1; : : : ; �m de fa�on �a e que :

(�1)m�1�j
(m�1)(x) > 0; x 2℄� 1; 1℄: (4.38)

Or, �a partir de (4.35) et du lemme 4.4, nous obtenons :

�j
(m�1)(x) = (1 � x2)�

1
2�i�j(x); (4.39)

la fontion �j �etant d�e�nie sur ℄� 1; 1℄ par :

�j(x) :=

jX
r=0

(�1)j�r�m
j�r�

r
m�1(x); (4.40)

o�u, pour simpli�er, nous posons �m
j�r := �m

j�r(�1
2; : : : ; �m

2). Par ons�equent, l'�egalit�e

(4.27) onduit �a :

�j
(m�1)(x) =

jX
r=0

(�1)j�r�m
j�r

rX
k=0

Ar;m�1
k (Arosx)2k+1;

=

jX
k=0

Bj
k(Arosx)

2k+1; x 2℄� 1; 1℄; (4.41)

les oeÆients Bj
k �etant donn�es par :

Bj
k :=

jX
r=k

(�1)j�r�m
j�rA

r;m�1
k ; k = 0; : : : ; j: (4.42)

D'apr�es (4.40) et (4.27), �(k)
j (1) = 0 pour tout k � m � 1. Par ons�equent la propri�et�e

(4.38) sera assur�ee d�es que

�
(m�1)
j (x) > 0; x 2℄� 1; 1℄: (4.43)

L'�egalit�e (4.41) montre que la ondition (4.43) est automatiquement satisfaite d�es que

haque oeÆient Bj
k, k � j � 1, est � 0, �etant entendu que le oeÆient Bj

j = Aj;i
j est

stritement positif puisqu'il vaut (i!)2.



103

Compte tenu de l'�egalit�e (4.42) nous pouvons don �enoner le r�esultat suivant :

Proposition 4.5. Pour que le oeÆient �m�1�j soit stritement positif, il suÆt que les

j onditions suivantes soient satisfaites :

jX
r=k

(�1)j�r�m
j�rA

r;m�1
k � 0; k = 0; : : : ; j � 1; (4.44)

o�u les oeÆients Ar;i
k sont d�e�nis par (4.28).

Exemples 4.6. Illustrons es r�esultats dans le as qui nous int�eresse, �a savoir, lorsque

les nombres �k = i�k, k = 1; : : : ;m, satisfont (4.1). Rappelons que le oeÆient �m�1 est

toujours stritement positif.

4.7.1. Supposons m = 2, �1 = i� et �2 = �i�, � 2 R. Le oeÆient �0 est stritement

positif d�es que

�21(�
2; �2)A0;1

0 � A1;1
0 ;

'est-�a-dire, 2�2 � 6 o�u �2 � 3.

4.7.2. Supposons m = 3, � = 0, �2 = i�, �3 = �i�, � 2 R. Appelons !0; !1; !2 les

oeÆients relatifs aux nombres �1; �2; �3 dans et ordre. De l'�egalit�e:

!0 � !1x+ !2(x+ �2) = �0 � �1x+ �2x
2;

on d�eduit en partiulier que �0 = !0. Par ons�equent, �0 > 0.
�Erivons l'unique ondition suÆsante (4.44) assurant la positivit�e de �1 :

�31(0; �
2; �2)A0;2

0 � A1;2
0 ;

'est-�a-dire 8�2 � 30, ou �2 � 15
4
.

4.7.3. Supposons m = 4, �1 = �2 = 0, �3 = i�, �4 = �i�, � 2 R. Si !0; !1; !2; !3 sont

les oeÆients alul�es �a partir de �1; �2; �3; �4. dans et ordre, nous avons :

!0 � !1x+ !2x(x+ �2)� !3x
2(x+ �2) = �0 � �1x+ �2x

2 � �3x
3;

don en partiulier, �0 = !0 > 0, �1 = !1 > 0. D'apr�es (4.44) le oeÆient �2 est

stritement positif d�es que :

�41(0; 0; �
2; �2)A0;3

0 � A1;3
0 ;

soit 72�2 � 294 ou �2 � 49
12.
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Remarquons pour �nir qu'une formule analogue �a (4.21) existe d�es que les nombres

�1
2; : : : ; �m

2 sont distints. On peut en e�et �erire :

�m�1�j = (�1)m�1 e
�
Pm

s=0 �s

2m�1

mX
p=1

Ap

jX
r=0

(�1)r�mj�r(�12; : : : ; �m2)�p
2r; j = 0; : : : ;m� 1;

o�u

Ap :=
�p

sh�p

1
mY
j=1
j 6=p

(h�p � h�j)

; p = 1; : : : ;m:

La formule i-dessus permet de retrouver le fait que �0; : : : ; �m�1 sont r�eels quand �1; : : : ; �m
satisfont (4.1).
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Fig. 4.1 { Pour � = (0; i�;�i�), les oeÆients �0(en haut �a gauhe), �1 (en haut �a
droite), �2, en fontion de �.
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droite), �2 et �3 en fontion de �.
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Chapitre 5

Approximation par des splines de
Chebyshev uniformes

Nous pr�esentons ii une appliation direte des hapitres pr�e�edents. En e�et, la pro-

pri�et�e d'orthonormalit�e d'une base est tr�es importante pour les aluls. Lorsque l'on dis-

pose d'une base orthonorm�ee d'un sous-espae vetoriel, le alul de la meilleure approxi-

mation d'une fontion f dans et espae se r�eduit au aluls des produits salaires de la

fontion f ave les fontions de bases.

5.1 Formule de Taylor g�en�eralis�ee

Dans ette setion, on �etudie l'approximation de l'espae des fontions Cm([a; b℄) par

l'espae Nm
� . Pour simpli�er, nous noterons par Li l'op�erateur Li

(�1;::: ;�i)
et par Gi la

fontion Gi
(�1;::: ;�i)

.

Le th�eor�eme suivant nous donne la formule de Taylor g�en�eralis�ee [32℄:

Th�eor�eme 5.1. Soit f une fontion de lasse Cm sur un intervalle [a; b℄. Alors pour

tout x 2 [a; b℄, on a

f(x) =
mX
k=1

Lk�1f(a)Gk(x� a) +

Z b

a

Gm(x� t)Lmf(t)dt: (5.1)

Preuve.

Fixons un point x 2 [a; b℄ et montrons les relations (5.1) par r�eurrene sur m. Suppo-

sons m = 1, 'est-�a-dire, � = �1 2 R. Puisque G1(t) = 0 pour t < 0 et G1(t) = e�1t pour

t � 0, nous avons alors :

Z b

a

G1
�1
(x� t)L1

�1
f(t)dt =

Z x

a

e�1(x�t)f
0

(t)dt� �1

Z x

a

e�1(x�t)f(t)dt: (5.2)
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L'int�egration par partie de la premi�ere int�egrale nous donne :Z x

a

e�1(x�t)f
0

(t)dt =
�
f(t)e�1(x�t)

�t=x

t=a
+ �1

Z x

a

e�1(x�t)f(t)dt

= f(x)� f(a)e�1(x�a) + �1

Z x

a

e�1(x�t)f(t)dt:
(5.3)

Les relations (5.2) et (5.3) aboutissent �a :

f(x) = f(a)e�1(x�a) +

Z b

a

G1
�1
(x� t)L1

�1
f(t)dt; (5.4)

e qui n'est autre que la formule (5.1) puisque L0 = I.

Supposons que la relation (5.1) soit v�eri��ee pour m� 1, 'est-�a-dire que :

f(x) =
m�1X
k=1

Lk�1f(a)Gk(x� a) +

Z b

a

Gm�1(x� t)Lm�1f(t)dt: (5.5)

En posant g = Lm�1f , on aZ b

a

Gm(x� t)Lmf(t)dt =

Z x

a

Gm(x� t)g
0

(t)dt� �m

Z x

a

Gm(x� t)g(t)dt

= [g(t)Gm(x� t)℄t=x
t=a +

Z x

a

G
0

m(x� t)g(t)dt

��m
Z x

a

Gm(x� t)g(t)dt:

Puisque m � 2, Gm est ontinue en 0. et Gm(0). On obtient don :Z b

a

Gm(x� t)Lmf(t)dt = �Lm�1f(a)Gm(x� a) +

Z x

a

L1
�m

Gm(x� t)Lm�1f(t)dt:

De l'�egalit�e (2.15), il r�esulte que L�mGm(x� t) = Gm�1(x� t) pour tout t � x, don :Z b

a

Gm�1(x� t)Lm�1f(t)dt = Lm�1f(a)Gm(x� a) +

Z b

a

Gm(x� t)Lmf(t)dt: (5.6)

Par suite, l'�egalit�e (5.1) se d�eduit ais�ement de (5.5) et (5.6).

Pour toute fontion f , on note uf la fontion de Nm
� j[a;b℄ d�e�nie par :

uf(x) :=
mX
k=1

Lk�1f(a)Gk(x� a); x 2 [a; b℄: (5.7)
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Puisque LkGj(t) = 0 pour tout j � k et pour tout t � 0, et LkGk+1(0) = G�k+1(0) = 1,

ette fontion satisfait :

Lkuf (a) = Lkf(a); k = 0; : : : ;m� 1:

Par ons�equent, de la d�e�nition des op�erateurs Lk, on d�eduit que :

Dkuf (a) = Dkf(a); k = 0; : : : ;m� 1:

Si l'on approhe la fontion f 2 Cm�1([a; b℄) par uf 2 Nm
� j[a;b℄ d�e�nie par (5.7), alors

nous obtenons l'estimation suivante [32℄ :

Th�eor�eme 5.2. Pour toute fontion f de Cm[a; b℄, on a :

kLk(f � uf )k1 � C(b� a)m�kkLmfk1; k = 0; : : : ;m� 1; (5.8)

o�u C est une onstante ne d�ependant que de m;k et f .

Pour montrer e th�eor�eme, on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3. Il existe un r�eel M > 0 tel que :

jGm
� (x� y)j �M

(x� y)m�1+

(m� 1)!
; 8x; y 2 [a; b℄: (5.9)

Preuve.

La relation (5.9) est triviale lorsque x < y. Supposons don x� y � 0. Notons �min :=

min
1�i�m

�i et �max := max
1�i�m

�i. D'apr�es (2.65), pour x � 0,

Gm
(�1;::: ;�m)(x) = Æm�1�1;::: ;�m

fx;

o�u fx(t) = etx, pour tout t 2 R. Il existe alors � 2 [�min; �max℄ tel que :

Gm
� (x� y) =

1

(m� 1)!
fx�y

(m�1)(�)

=
(x� y)m�1

(m� 1)!
e�(x�y):

En posant M = max
x2[0;b�a℄

max
t2[�min;�max℄

ext, on obtient (5.9). (Voir [32℄ pour la d�emonstration

dans le as g�en�erale des espaes de Chebyshev.)

Preuve du th�eor�eme 5.2.
�Etant donn�e une fontion u 2 C1([a; b℄) et une fontion g ontinue sur [a; b℄, la fontion

' d�e�nie par :

'(x) :=

Z x

a

u(x� t)g(t)dt; x 2 [a; b℄;
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a pour d�eriv�ee :

'
0

(x) = u(0)g(x) +

Z x

a

u
0

(x� t)g(t)dt; x 2 [a; b℄:

Par ons�equent :

L1'(x) = u(0)g(x) +

Z x

a

L1u(x� t)g(t)dt; x 2 [a; b℄:

En it�erant, si u est suppos�ee Ck sur [a; b℄, nous aurons, pour k � m :

Lk'(x) = g(x)
k�1X
i=0

u(i)(0) +

Z x

a

Lku(x� t)g(t)dt; x 2 [a; b℄: (5.10)

Appliquons ei �a la fontion

' :=

Z b

a

Gm
� (� � t)g(t)dt:

Puisque, d'apr�es (2.15) LkG
m
(�1;::: ;�m) = Gm�k

(�k+1;::: ;�m), l'�egalit�e (5.10) donne dans e as,

pour tout k � m� 1 :

Lk'(x) =

Z b

a

Gm�k
(�k+1;::: ;�m)(x� t)g(t)dt: (5.11)

Consid�erons maintenant une fontion ' 2 Cm[a; b℄. La formule de Taylor g�en�eralis�ee

(5.1) s'�erit :

f(x) = uf(x) +

Z b

a

Gm(x� t)Lmf(t)dt; x 2 [a; b℄;

o�u uf est d�e�nie par (5.7). De (5.11) nous pouvons d�eduire que :

Lkf(x)� Lkuf (x) =

Z b

a

Gm�k
(�k+1;::: ;�m)

(x� t)Lmf(t)dt; x 2 [a; b℄: (5.12)

En appliquant le r�esultat du lemme 5.3 �a la fontion de Green Gm�k
(�k+1;::: ;�m), on obtient

l'existene d'un M > 0 tel que :

0 � Gm�k
(�k+1;::: ;�m)(x� t) � M

(x� t)m�k�1+

(m� k � 1)!
; x; t 2 [a; b℄:

Par ons�equent, de (5.12) nous tirons :

jLkf(x)� Lkuf (x)j �
Z b

a

jGm�k
(�k+1;::: ;�m)(x� t)j:jLm

� f(t)jdt

� M

(m� k � 1)!
kLm

� fk1
Z x

a

(x� t)m�k�1dt

= C(x� a)m�kkLm
� fk1; x 2 [a; b℄:

o�u C := M
(m�k)!

, d'o�u l'in�egalit�e (5.8).
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5.2 Approximation par des splines de Chebyshev dans

un espae de Sobolev

Dans ette setion, nous nous int�eressons �a l'approximation d'une fontion donn�ee par

une spline de Chebyshev. Pour tout h > 0, notons Sm
�;h l'espae des splines de Chebyshev

assoi�e �a l'op�erateur Lm
� et la subdivision hZ:

Sm
�;h = fS 2 Cm�2(R) = Sj[hk;h(k+1)[ 2 Nm

� ; k 2Zg: (5.13)

Cet espae peut être arat�eris�e par la proposition suivante.

Proposition 5.4. Pour toute fontion S, on a :

S 2 Sm
�;h () S(h �) 2 Sm

h�: (5.14)

Preuve.

Il est faile de v�eri�er l'�equivalene :

v 2 Nm
� () v(h�) 2 Nm

� :

Une fontion S appartient �a Sm
�;k si et seulement si elle est Cm�2, pour tout k 2 Z, il

existe une fontion vk 2 Nm
� telle que :

S(t) = vk(t); t 2 [hk; h(k + 1)[;

'est-�a-dire,

S(hu) = vk(hu); u 2 [k; k + 1[:

L'�equivalene pr�e�edente prouve don (5.13).

Corollaire 5.5. Supposons que jIm(�k)j < � pour tout k = 1; : : : ;m. Alors pour tout

h 2℄0; 1℄ et pour tout S 2 Sm
�;h, il existe des oeÆients (k)k2Zuniques tels que :

S(x) =
X
k2Z

kN
m
h�(

x

h
� k); x 2 R: (5.15)

Preuve.

En utilisant la proposition 5.4, il suÆt de v�eri�er que tout �el�ement S 2 Sm
h� se

d�eompose de mani�ere unique sous la forme

S(x) =
X
k2Z

kN
m
h�(x� k); x 2 R:

Cei a e�etivement lieu puisque l'hypoth�ese sur les parties imaginaires fait que, pour

tout h 2℄0; 1℄, h�s � h�k 62 2i�Z�, s; k = 1; : : : ;m.
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On d�e�nit la fontion Nm
�;h par

Nm
�;h(x) = Nm

h�(
x

h
); x 2 R: (5.16)

La famille fNm
�;h(� � kh); k 2 Zg est alors une base de Sm

�;h. Par ons�equent, le th�eor�eme

3.6 d'orthogonalit�e des B-splines nous donne le r�esultat suivant :

Proposition 5.6. On note �(�) = (�0(�); : : : ; �m�1(�)), la suite de nombres positifs

telle que :

< Nm
� (� � i); Nm

� (� � j) >�(�)= Æi;j i; j 2Z:
La famille fNm

�;h(� � jh); j 2 Zg est orthonorm�ee par rapport au produit salaire pond�er�e

< �; � >�(h;�), si et seulement si

�k(h; �) = h2k�1�(h�); k = 0; : : : ;m� 1: (5.17)

Preuve.

Par un hangement de variable, on obtient pour tout k = 0; : : : ;m� 1Z
R

DkNm
�;h(x� ih)DkNm

�;h(x� jh)dx =
1

h2k�1

Z
R

DkNm
h�(x� i)DkNm

h�(x� j)dx:

Par ons�equent :

< Nm
�;h(� � ih); Nm

�;h(� � jh) >�(h;�) =
m�1X
k=0

�k(h; �)

Z
R

DkNm
h�(x� ih)DkNm

h�(x� jh)dx;

=
m�1X
k=0

�k(h; �)

h2k�1

Z
R

DkNm
h�(x� i)DkNm

h�(x� j)dx:

Du fait de l'uniit�e de la suite �(�), ette quantit�e sera �egale �a Æj;j pour tout i; j 2 Zsi

et seulement si l�egalit�e (5.17) est satisfaite.

Pour une fontion f 2 Hm�1(R) donn�e et un nombre h > 0 donn�e, on onsid�ere le

probl�eme d'approximation suivant :

Trouver une fontion �g 2 Sm
�;h telle que : kf � �gk�(h;�) = min

g2Sm
�;h

kf � gk�(h;�): (5.18)

o�u k:k� est la norme de Sobolev pond�er�ee assoi�ee au produit salaire < �; � >�, 'est-�a-

dire :

kfk� =
p
< f; f >� :

Notons que ette norme est �equivalente �a la norme de Sobolev standard kfkm, puisque�
min
i
�i

�
kfkm � kfk� �

�
max

i
�i

�
kfkm:
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Une ons�equene de l'orthonormalit�e de la base des B-splines est le th�eor�eme lassique

suivant.

Th�eor�eme 5.7. La solution du probl�eme (5.18) est donn�ee par

�g(x) =
X
j2Z

< f;Nm
�;h(� � hj) >�(h;�) N

m
�;h(x� hj); pour tout x 2 R: (5.19)

De plus, la norme de l'erreur est donn�ee par

kf � �gk2�(h;�) = kfk2�(h;�) �
X
j2Z

�
< f;Nm

�;h(� � jh) >�(h;�)

�2
:

Notons P�;h l'op�erateur de projetion orthogonale sur Sm
�;h par rapport au produit

salaire < �; � >�(h;�), 'est-�a-dire, l'op�erateur tel que :

�g = P�;hf:

Il est important de remarquer que et op�erateur P�;h est loal. En e�et, pour un x 2 R
�x�e, (P�;hf)(x) ne d�epend que de la restrition de f sur l'intervalle [x�mh; x+mh℄. Cei

est dû �a la ompait�e du support de la B-spline Nm
� .

De plus, le th�eor�eme suivant nous donne une estimation de l'erreur d'approximation,

en montrant que l'ordre de onvergene de h tends vers 0 .

Th�eor�eme 5.8. On note Hm
1(R) l'espae des fontions born�ees ainsi que leur d�eriv�ees

suessives jusqu'�a l'ordrem. Pour toute fontion f 2 Hm
1(R)\Hm�1(R) et k 2 f1; : : : ;m�

1g il existe une onstante positive C (d�epend seulement de m, k et �) telle que

kDk(P�;hf � f)k1 � Chm�kkDmfk1: (5.20)

Preuve.

Soit Q�;h : Hm
1(R)�! S�;h le standard quasi-interpolant assoi�e �a L� (Voir[32℄, page

393). On a alors

kDk��;hk1 � C1h
m�kkDmfk1; (5.21)

ave la notation ��;h = P�;hf � f et la onstante C1 ne d�epend que de m, k et �.

Comme S�;h est invariant par P�;h, 'est-�a-dire, P�;hQ�;h = Q�;h, alors

kDk(f � P�;hf)k1 = kDk(��;h � P�;h��;h)k1
� C1h

m�kkDmfk1 + kDkP�;h��;hk1: (5.22)
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En utilisant l'�egalit�e
R
R
DnNm

�;h(x� jh)dx = h1�n
R
R
DnNm

h�(x)dx, on obtient pour le

seond membre :

kDkP�;h��;hk1 �
X
j2Z

j < ��;h; N
m
�;h(� � jh) >�(�;h) j kNm

�;h(� � jh)k1
� h�kkDkNm

h�k1 sup
j2Z

j < ��;h; N
m
�;h(� � jh) >�(�;h) j

� kDkNm
h�k1

m�1X
n=0

h2n�1�k�n(h�) sup
j2Z

jhDn�(�; h);DnNm
�;h(� � jh)ij

� C2h
m�kkDmfk1;

o�u C2 est une onstante qui d�epend seulement de m, k et �. L'in�egalit�e (5.20) en d�eoule

ave C = C1 + C2.

Comme l'op�erateur P�;h est loal, on peut l'appliquer �a des fontions non born�ees tout

en pr�eservant l'optimalit�e de l'ordre de onvergene.

Corollaire 5.9. Soit la fontion f 2 Cm(R). Alors P�;h est bien d�e�ni loalement et il

existe une onstante positive C telle que

jDk(P�;hf � f)(x)j � Chm�kkDmfj[x�mh;x+mh℄k1: (5.23)

Preuve.

Appliation direte du th�eor�eme pr�e�edent.

5.3 Approhe Num�erique

Le Th�eor�eme 5.7 nous montre l'int�erêt de l'orthonormalit�e des B-splines. En e�et,

le alul de la meilleure approximation d'une fontion au sens de la norme de Sobolev

pond�er�ee se r�eduit au alul des oeÆients de type Fourier :

j =< f;Nm
h�(� � kh) >�(h;�); k 2Z: (5.24)

Cependant, en pratique, on ne peut pas aluler es quantit�es (5.24) exatement. Par

ons�equent, nous avons besoin de onstruire un algorithme pour les approher num�eriquement.

De fa�on lassique, une m�ethode de quadrature approhe l'int�egrale d'une fontion,

multipli�ee �eventuellement par une fontion-poids, par une ombinaison lin�eaire des valeurs

de ette fontion en des points partiuliers appel�es noeuds.

L'id�ee de la m�ethode de quadrature est don de trouver des poids �k et des noeuds xk
tels que : Z b

a

f(x)w(x)dx �
rX

k=0

�kf(xk): (5.25)
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Les questions prinipales qui se posent sont le hoix des noeuds et la d�etermination des

poids �k. Pour les noeuds, on a deux options. On peut, d'une part �xer les absisses et

on d�etermine les poids �a partir d'un syst�eme lin�eaire �a r�esoudre. D'autre part, on peut

onsid�erer que les noeuds sont aussi des inonnues. Le premier as est plus faile �a r�esoudre

mais le seond est plus pr�eis. Les noeuds doivent souvent être hoisis �equidistants pour

deux raisons. Premi�erement, dans de nombreuses appliations, la fontion f est donn�ee

seulement par ses valeurs en des points �equidistants. La deuxi�eme raison provient des

propri�et�es de translation de l'espae des splines.

Consid�erons le probl�eme de la d�etermination des poids �k. La tehnique lassique

onsiste �a hoisir les poids de fa�on �a e que la formule (5.25) soit exate pour les po-

lynômes. On peut g�en�eraliser ette tehnique en rempla�ant l'espae des polynômes par

un espae de Chebyshev. Cei m�ene �a la d�e�nition suivante.

D�e�nition 5.10. L'ordre de la m�ethode de quadrature est le plus grand entier q tel qu'il

existe un espae de Chebyshev Eq de dimension q v�eri�ant :Z b

a

f(x)w(x)dx =
rX

k=0

�kf(xk); pour tout f 2 Eq:

Dans ette setion, on propose une m�ethode num�erique pour aluler les oeÆients k
d�e�nis en (5.24). Il s'agit d'approher le produit salaire < �; � >� par une forme bilin�eaire

disr�ete.

Soit m > 1 et d = 0; : : : ;m�1 �x�es. Pour toutes fontions f; g 2 Hm�1(R), on d�e�nit

la forme bilin�eaire suivante :

Qd(f; g) :=
m�1X
i=0

m�1X
j=0

Ad
i;jf

�
i

m� 1

�
g

�
j

m� 1

�
; (5.26)

Ad = (Ad
ij)0�i;j�m�1 �etant une matrie sym�etrique d'ordre m. Cette matrie Ad est

d�etermin�ee de sorte que :Z 1

0

f (d)(x)g(d)(x)dx = Qd(f; g); 8f; g 2 Nm
� : (5.27)

En tenant ompte de la sym�etrie de Ad, ela revient �a r�esoudre un syst�eme lin�eaire
m(m+1)

2 � m(m+1)
2 .

On �evalue alors l'int�egrale

Z 1

0

f (d)(x)g(d)(x)dx par la formule approh�ee

Z 1

0

f (d)(x)g(d)(x)dx � Qd(f; g); f; g 2 Hm�1(R): (5.28)

Exemples 5.11.
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5.10.1. Fixons m = 3 et (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Il faut v�eri�er l'exatitude de l'approxima-

tion pour tous les polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2. Pour d = 0, on a les �equations

suivantes :

f(x) = 1; g(x) = 1 :
2X

i=0

2X
j=0

A0
ij = 1

f(x) = 1; g(x) = x :
2X

i=0

2X
j=0

j

2
A0

ij =
1

2

f(x) = 1; g(x) = x2 :
2X

i=0

2X
j=0

(
j

2
)2A0

ij =
1

3

f(x) = x; g(x) = x :

2X
i=0

2X
j=0

j

2

i

2
A0

ij =
1

3

f(x) = x; g(x) = x2 :
2X

i=0

2X
j=0

j

2
(
i

2
)2A0

ij =
1

4

f(x) = x2; g(x) = x2 :
2X

i=0

2X
j=0

(
j

2
)2(

i

2
)2A0

ij =
1

5

La solution de e syst�eme est la matrie A0 donn�ee par :

A0 =

0BBBB�
2
15

1
15 � 1

30

1
15

8
15

1
15

� 1
30

1
15

2
15

1CCCCA :

On obtiendrait de même :

A1 =

0BBBB�
7
3 �8

3
1
3

�8
3

16
3 �8

3

1
3 �8

3
7
3

1CCCCA ; A2 =

0BBBB�
16 �32 16

�32 64 �32

16 �32 16

1CCCCA :

5.10.2. Soit m = 2, et � = (�1; �2) 2 R2, ave �1 6= �2. Conform�ement �a (5.27) et (5.26),

la d�etermination de A0 se fait par les onditions

Z 1

0

e(�`+�k)xdx =
X

i;j=0;1

e�ki+�`j; `; k = 1; 2;



5.3 Approhe Num�erique 119

'est-�a-dire en r�esolvant le syst�eme :

24 1 2e�1 e2�1

1 e�1 + e�2 e�1+�2

1 2e�2 e2�2

3524 A0
00

A0
10

A0
11

35 =

2666664
e2�1 � 1

2�1
e�1+�2 � 1

�1 + �2
e2�2 � 1

2�2

3777775 ;

le quotient
e� � 1

�
�etant par onvention �egal �a 1 si � = 0.

On applique le même raisonnement pour approher

Z b

a

f (d)(x)g(d)(x)dx. En e�et, si

l'on d�e�nit les fontions ~f; ~g sur [0; 1℄ par

~f(x) = f(a+ x
h
); x 2 [0; 1℄

~g(x) = g(a+ x
h
); x 2 [0; 1℄;

(5.29)

ave b� a = h > 0, alors :Z b

a

f (d)(x)g(d)(x)dx =
1

h2d�1

Z 1

0

~f (d)(x)~g(d)(x)dx: (5.30)

En approhant le seond membre de ette �egalit�e par (5.28), on obtient la formule sui-

vante : Z b

a

f (d)(x)g(d)(x)dx � 1

h2d�1
Qd( ~f ; ~g): (5.31)

Pour aluler num�eriquement la projetion d'une fontion f sur Sm
�;h au sens du produit

salaire de type Sobolev, il suÆt d'approher les oeÆients

k = f < Nm
�;h(� � k) >�(h;�) :

On a

k =

m�1X
d=0

�d(h; �)

m�1X
`=0

Z (`+1)h

`h

f (d)(x)Nm
�;h

(d)(x� kh)dx; k 2Z: (5.32)

Les �gures i-dessous nous montrent la meilleure approximation au sens du produit

salaire < �; � >�(h;�) (ligne ontinue), et la fontion approh�ee (pointill�ees). Nous remar-

quons lairement l'e�et de forme, suivant les param�etres �k.



120 Chapitre 5 Approximation par des splines de Chebyshev uniformes

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Fig. 5.1 { Approximation par des splines de Chebyshev ave (de gauhe �a droite de
haut en bas ) � = (0; 0;�100; 100), � = (1;�1; 100;�100), � = (2;�2; 100;�100),
� = (3;�3;�100; 100), � = (�2; 2;�80; 80) , � = (0; 0; 70;�70) et � = (0; 0; 0; 0)
(h = 1

12
)
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Fig. 5.2 { Approximation par des splines de Chebyshev ave (de gauhe �a droite de haut
en bas ) � = (0;�100; 100), � = (0;�50; 50), � = (0;�25; 25) et � = (0; 0; 0) (h = 1

12).
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Fig. 5.3 { Approximation par des splines de Chebyshev ave (de gauhe �a droite de haut
en bas ) � = (�30; 30), � = (�20; 20), � = (�1; 1) et � = (0; 0) (h = 1

20
).



Annexe A

Les di��erenes divis�ees

Nos d�emonstrations s'appuient de fa�on essentielle sur la notion de di��erenes divis�ees.

C'est pourquoi, pour en failiter la leture, nous avons rassembl�e dans ette annexe des

propri�et�es basiques autour de ette notion, auxquelles nous avons fait appel tout au long

e travail.

A.1 Interpolation de Lagrange et di��erenes divis�ees

Soit x0; : : : :xn (n+1) points distints r�eels ou omplexes et f une fontion d�e�nie sur

un sous-ensemble 
 de R ou de C ontenant x0; : : : ; xn. On sait qu'il existe un unique

polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n, qui interpole f en x0; : : : ; xn, 'est-�a-dire, qui

prend les même valeurs que f en es points. Nous appellerons polynôme d'interpolation

en x0; : : : ; xn et noterons P [f; x0; : : : ; xn℄ e polynôme. Il est don arat�eris�e par :

� P [f; x0; : : : ; xn℄ 2 Pn; (A.1)

� P [f; x0; : : : ; xn℄(xi) = f(xi); i = 0; : : : ; n: (A.2)

D�e�nition A.1 On appelle di��erene divis�ee d'ordre n de f , bas�ee sur les points x0; : : : ; xn,

et on note Ænx0;::: ;xnf , le oeÆient du terme de degr�e n de P [f; x0; : : : ; xn℄.

Le polynôme d'interpolation de f en x0; : : : ; xn est �evidemment ind�ependant de l'ordre

des points. il en r�esulte imm�ediatement que le nombre Ænx0;::: ;xnf lui non plus ne d�epend

pas de l'ordre de x0; : : : ; xn.

Consid�erons le polynôme Q d�e�ni par :

Q := P [f ;x0; : : : ; xn℄� P [f ;x0; : : : ; xn�1℄: (A.3)

Ce polynôme appartient �a Pn et il satisfait :

Q(xi) = 0; i = 0; : : : ; n� 1:
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Par ons�equent il existe une onstante C telle que

Q(x) = C(x� x0) : : : (x� xn�1):

Il en r�esulte que :

P [f ;x0; : : : ; xn℄(x) = P [f ;x0; : : : ; xn�1℄(x) + C(x� x0) : : : (x� xn�1);

et puisque P [f ;x0; : : : ; xn�1℄ 2 Pn�1, la onstante C est le terme le plus haut degr�e de

P [f ;x0; : : : ; xn℄, don C = Ænx0;::: ;xnf . Nous obtenons ainsi les di��erentes �egalit�es :

P [f ;x0; : : : ; xn℄(x) = P [f ;x0; : : : ; xn�1℄(x) + Ænx0;::: ;xnf(x � x0) : : : (x� xn�1) (A.4)

P [f ;x0; : : : ; xn�1℄(x) = P [f ;x0; : : : ; xn�2℄(x) + Æn�1x0;::: ;xn�1
f(x� x0) : : : (x� xn�2)

...
...

P [f ;x0; x1; x2℄(x) = P [f ;x0; x1℄ + Æ2x0;x1;x2f(x� x0)(x� x1)

P [f ;x0; x1℄(x) = P [f ;x0℄ + Æ1x0;x1f(x� x0)

P [f ;x0℄ = f(x0) =: Æ0x0f:

En additionnant membre �a membre es �egalit�es, il vient :

P [f ;x0; : : : ; xn℄(x) = Æ0x0f+ Æ1x0;x1f(x � x0) + � � �
+Æn�1x0;::: ;xn�1

f(x� x0) : : : (x� xn�1): (A.5)

Les di��erenes divis�ees suessives Æ0x0f; Æ
1
x0;x1

f; : : : ; Æn�1x0;::: ;xn�1
f sont don les oordonn�ees

du polynôme d'interpolation de f en x0; : : : ; xn dans la base

1; (x� x0); : : : ; (x� x0) : : : (x� xn�1)

appel�ee la base de Newton assoi�ee aux points x0; : : : ; xn (dans l'ordre).

Le polynôme P [f ;x0; : : : ; xn℄ ne d�ependant pas de l'ordre des xi, nous pouvons le

onstruire �a partir de x0; : : : ; xn�2; xn�1; xn omme dans (A.5) ou bien �a partir de x0; : : : ,

xn�2, xn, xn�1, e qui donne :

P [f ;x0; : : : ; xn℄(x) = P [f ;x0; : : : ; xn�2℄(x) + Æn�1x0;::: ;xn�2;xn�1
f(x� x0) : : : (x� xn�2)

+Ænx0;::: ;xn�2;xn�1;xnf(x� x0) : : : (x� xn�2)(x� xn�1);

P [f ;x0; : : : ; xn℄(x) = P [f ;x0; : : : ; xn�2℄(x) + Æn�1x0;::: ;xn�2;xn
f(x � x0) : : : (x� xn�2)

+Ænx0;::: ;xn�2;xn;xn�1f(x� x0) : : : (x� xn�2)(x� xn):

(A.6)
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En retranhant membre �a membre les deux �egalit�es i-dessus �erites pour x = xn, nous

en d�eduirons apr�es simpli�ation par (xn � x0) � � � (xn � xn�2) :

Ænx0;::: ;xnf =
Æn�1x0;::: ;xn�2;xn

f � Æn�1x0;::: ;xn�2;xn�1
f

xn � xn�1
: (A.7)

Supposons que pour un ordre n donn�e, quels que soient les points x0; : : : ; xn�1 :

Æn�1x0;::: ;xn�1
f =

n�1X
k=0

f(xk)

(xk � x0) : : : (xk � xk�1)(xk � xk+1) : : : (xk � xn�1)
: (A.8)

Appliquant la formule (A.8) �a la fois �a Ænx0;::: ;xn�2;xn
f et Ænx0;::: ;xn�2;xn�1

f , l'�egalit�e (A.7)

aboutira �a :

Ænx0;::: ;xnf =

nX
k=0

f(xk)

(xk � x0) : : : (xk � xk�1)(xk � xk+1) : : : (xk � xn)
:

L'�egalit�e (A.8) est �evidemment satisfaite pour l'ordre 0 puisque Æ0x0f = f(x0). Don la

relation (A.8) est valable quel que soit l'ordre et quels que les points x0; : : : ; xn.

En r�esum�e, les di��erenes divis�ees d'ordre inf�erieur ou �egal �a n en des points distints

de 
 d'une fontion f d�e�nie sur 
 satisfont les propri�et�es suivantes :

(i) pour tout k � n, tous points distints x0; : : : xk 2 
, et toute permutation � de

f1; : : : ; kg,
Ækx�(0);::: ;x�(k)f = Ækx0;::: ;xkf;

(ii) pour tout x0 2 
, Æ0x0f = f(x0),

(iii) pour tout k = 1; : : : ; n, et tout points distints x0; : : : ; xk de 
,

Ækx0;::: ;xkf =
Æk�1x1;::: ;xk

f � Æk�1x0;::: ;xk�1
f

xk � x0
:

De plus, on peut v�eri�er failement que es trois propri�et�es arat�erisent les di��erenes

divis�ees de f .

A.2 Interpolation d'Hermite et di��erenes divis�ees

Supposons d�esormais les points x0; : : : ; xn non n�eessairement distints. Il existe alors

une permutation � de l'ensemble f0; : : : ; ng telle que

(x�(0); : : : ; x�(n)) = (�0
[�0℄; : : : ; �r

[�r℄);

o�u r 2 N, �0; : : : ; �r 2 N�, et o�u �0; : : : ; �r sont deux �a deux distints. Si f est suÆ-

samment d�erivable sur un ouvert ontenant les points x0; : : : ; xm, il existe �a nouveau un
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unique polynôme P [f ;x0; : : : ; xn℄ qui interpole f en les points x0; : : : ; xn (interpolation

d'Hermite) au sens suivant :

� P [f ;x0; : : : ; xn℄ 2 Pn;

� P [f ;x0; : : : ; xn℄
(k)(�j) = f (k)(�j); k = 0; : : : �j � 1; j = 0; : : : ; r:

La di��erene divis�ee Ænx0;::: ;xnf est d�e�nie omme pr�e�edemment omme le oeÆient

du terme xn de polynôme P [f ;x0; : : : ; xn℄, et �a nouveau ne d�epend don pas de l'ordre

des points x0; : : : ; xn.

D�e�nissons le polynôme Q omme en (A.3). Distinguant deux as suivant que xn est

ou n'est pas �egal �a l'un des points x0; : : : ; xn�1, on obtient ii enore failement la relation

(A.4) qui, it�er�ee, onduit enore �a (A.5).

Par exemple si f est d�erivable n fois et si x0 = � � � = xn, le polynôme qui interpole f

en x0; : : : ; xn est son polynôme de Taylor d'ordre n en x0, i.e :

P [f ;x0; : : : ; x0| {z }
n+1 fois

℄(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + � � �+ f (n)(x0)

n!
(x� x0)

n;

don

Ænx0;::: ;x0f =
f (n)(x0)

n!
; n 2 N: (A.9)

A partir de l'�egalit�e (A.6), on obtient enore pour tout x 62 fx0; : : : ; xn�2g :

Æn�1
x0;::: ;xn�2;xn�1

f + (x� xn�1)Æ
n
x0;::: ;xn�1;xn

= Æn�1
x0;::: ;xn�2;xn

f + (x� xn)Æ
n
x0;::: ;xn�1;xn

: (A.10)

Par ontinuit�e de l'�egalit�e (A.10) de fait valable sur R. En l'�erivant pour x = xn, si l'on

suppose xn 6= xn�1, on obtient ii enore l'�egalit�e (A.7)

En r�esum�e, les di��erenes divis�ees d'ordre � n en des points quelonques d'un ouvert


 sur lequel la fontion f est Cn, satisfont les propri�et�es suivantes :

(1) pour tout k � n, tout (x0; : : : xk) 2 
k+1, et toute permutation � de f1; : : : ; kg,

Ækx�(0);::: ;x�(k)f = Ækx0;::: ;xkf;

(2) pour tout x0 2 
, et tout k � n, Ækx0;::: ;x0f =
f (k)(x0)

k!
,

(3) pour tout k = 1; : : : ; n, et tout (x0; : : : ; xk) 2 
k+1 tel que x0 6= xk,

Ækx0;::: ;xkf =
Æk�1
x1;::: ;xk

f � Æk�1
x0;::: ;xk�1

f

xk � x0
:
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Ces propri�et�es arat�erisent les di��erenes divis�ees de f .

Dans le as partiulier o�u les points x0; : : : ; xn sont tous r�eels, on obtient le r�esultat

lassique suivant :

Th�eor�eme A.2 Soit x0; : : : ; xn, (n+ 1) points d'un intervalle [a; b℄. Si la fontion f est

Cn sur [a; b℄, il existe un point de l'intervalle [a; b℄ tel que :

Ænx0;::: ;xn
f =

f (n)(�)

n!
: (A.11)

Preuve.

Consid�erons la fontion ' d�e�nie sur [a; b℄ par :

'(x) := f(x)� P [f ;x0; : : : ; xn℄(x):

Elle est Cn sur [a; b℄. De plus, par d�e�nition même du polynôme P [f ;x0; : : : ; xn℄, si �a une

permutation pr�es (x0; : : : ; xn) = (�0
[�0℄; : : : ; �r

[�r ℄), ave �i 6= �j pour i 6= j, la fontion '

v�eri�e :

'(k)(�j) = 0; k = 0; : : : �j � 1; k = 0; : : : ; r:

Par ons�equent ' admet n+1 z�eros (ompt�es ave leur multipliit�e) dans l'intervalle [a; b℄.

En appliquant le th�eor�eme de Rolle �eventuellement de fa�on r�ep�et�ee, on obtient l'existene

d'un point � 2 [a; b℄ tel que '(n)(�) = 0. Or, pour d�eriver P [f ;x0; : : : ; xn℄ �a l'ordre n il

suÆt de d�eriver son terme de degr�e n dont le oeÆient est, par d�e�nition, Ænx0;::: ;xn
f . On

a don

'(n)(�) = f (n)(�) � n!Ænx0;::: ;xn
f;

d'o�u le r�esultat.

La d�emonstration de e th�eor�eme utilise de fa�on essentielle l'hypoth�ese que les points

x0; : : : ; xn sont r�eels. En e�et, sous ette hypoth�ese seulement on peut utiliser le th�eor�eme

de Rolle. Don e r�esultat ne se prolonge pas tel quel au as o�u les xi ne sont pas tous

r�eels.

Corollaire A.3 Sous les mêmes hypoth�eses, si y0; : : : ; yn sont des points donn�es de l'in-

tervalle [a; b℄ :

Æny0;::: ;ynf = lim
(x0;::: ;xn )!(y0;::: ;yn)

x0 ;::: ;xn2[a;b℄

Ænx0;::: ;xn
f: (A.12)

Preuve.

La d�emonstration se fait par r�eurrene sur n. Pour n = 0, Ænx0
f = f(x0) onverge vers

f(y0) = Æ0
y0
f quand x0 tend vers y0 du fait que f est C0.

Supposons le r�esultat vrai pour l'ordre n � 1, o�u n 2 N�. Nous pouvons supposer

y0 � : : : � yn.
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1o as : Supposons y0 = yn, auquel as y0 = � � � = yn. Les points x0; : : : ; xn onvergent

vers y0. Le th�eor�eme pr�e�edent montre que

lim
x0;::: ;xn!y0

Ænx0;::: ;xnf =
f (n)(y0)

n!
= Æny0;::: ;y0f:

2o as : Supposons y0 6= yn. Nous savons dans e as que

Æny0;::: ;ynf =
Æn�1y1;::: ;yn

f � Æn�1y0;::: ;yn�1
f

yn � y0
: (A.13)

L'hypoth�ese de r�eurrene nous dit que :

Æn�1y0;::: ;yn�1
f = lim

(x0;::: ;xn�1)!(y0;::: ;yn�1)
Æn�1x0;::: ;xn�1

f;

Æn�1y1;::: ;yn
f = lim

(x1;::: ;xn)!(y1;::: ;yn)
Æn�1x1;::: ;xn

f:

De (A.13) nous d�eduisons don que

Æny0;::: ;ynf = lim
(x0;::: ;xn)!(y0;::: ;yn)

Æn�1x1;::: ;xn
f � Æn�1x0;::: ;xn�1

f

xn � x0
;

= lim
(x0;::: ;xn)!(y0;::: ;yn)

Ænx0;::: ;xnf:

A.3 Di��erenes divis�ees et fontions analytiques

Le as des fontions analytiques onduit �a une expression int�eressante des di��erenes

divis�ees.

Th�eor�eme A.4 Supposons la fontion f analytique sur un ouvert du plan omplexe

ontenant une ourbe simple ferm�ee C et son int�erieur 
. Alors, quels que soient les

points x0; : : : ; xn 2 
,

Ænx0;::: ;xnf =
1

2i�

Z
C

f(z)

(z � x0) : : : (z � xn)
dz: (A.14)

Preuve.

Notons pour un instant, quels que soient l'entier n et les points x0; : : : ; xn 2 


[x0; : : : ; xn℄ :=
1

2i�

Z
C

f(z)

(z � x0) : : : (z � xn)
dz;

expression �evidemment ind�ependante de l'ordre des points x0; : : : ; xn. Pour montrer que

[x0; : : : ; xn℄ = Ænx0;::: ;xnf , il suÆt don de v�eri�er les propri�et�es (2) et (3) i-dessus.
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�Etant donn�e un entier k positif et un point x0 2 
, l'analytiit�e de f onduit �a :

1

2i�

Z
C

f(z)

(z � x0)n+1
dz =

f (n)(x0)

n!
:

On a don bien

[x0; : : : ; x0| {z }
n+1 fois

℄ =
f (n)(x0)

n!
:

Par ailleurs, pour tout k > 0 et tous points x0; : : : ; xk 2 
 :

[x0; : : : ; xk�1℄� [x1; : : : ; xk℄ =
1

2i�

Z
C

�
f(z)

(z � x0) : : : (z � xk�1)
� f(z)

(z � x1) : : : (z � xk)

�
dz;

=
1

2i�

Z
C

f(z) [(z � xk)� (z � x0)℄

(z � x0) : : : (z � xk)
dz;

= (x0 � xn)[x0; : : : ; xn℄;

d'o�u, si x0 6= xn :

[x0; : : : ; xn℄ =
[x0; : : : ; xn�1℄� [x1; : : : ; xn℄

x0 � xn

:

L'�egalit�e (A.14) est don montr�ee.

L'�egalit�e (A.14) onduit imm�ediatement au r�esultat suivant :

Corollaire A.5 Sous les mêmes hypoth�eses, la fontion

(x0; : : : ; xn) 7! Ænx0;::: ;xnf

est ontinue dans 
n+1.

Preuve.
�Etant donn�e un �el�ement �x�e x = (x0; : : : ; xn) 2 
n+1, on peut trouver des nombres

r0; : : : ; rn > 0 tels que les boules ferm�ees B(xi; ri) de entre xi et de rayon ri satisfassent :

B(xi; ri) � 
; i = 0; : : : ; n: (A.15)

D�esignons par K le sous ensemble de C n+2 d�e�ni par :

K := C �B(x0; r0)� � � � �B(xn; rn);

et sur K d�e�nissons la fontion ' par :

'(z; y0; : : : ; yn) :=
f(z)

(z � y0) : : : (z � yn)
; (z; y0; : : : ; yn) 2 K: (A.16)



130 Annexe A Les di��erenes divis�ees

Du fait des inlusions (A.15) et de l'analytiit�e de f , la fontion ' est ontinue sur K,

don uniform�ement ontinue sur K puisque K est un ompat de C n+2. Don, " > 0 �etant

donn�e, il est possible de trouver un � > 0 tel que, en partiulier, quels que soient les

�el�ements y = (y0; : : : ; yn) et y
0
= (y

0

0; : : : ; y
0

n) du produit

nY
i=0

B(xi; ri) :

ky � y
0k < � =)

���'(z; y)� '(z; y
0

)
��� < " pour tout z 2 C: (A.17)

Choisissons y = (y0; : : : ; yn) 2
nY

i=0

B(xi; ri) de fa�on �a e que ky � xk < �. Nous aurons

alors, d'apr�es (A.17) : ���'(z; y)� '(z; y
0

)
��� < " pour tout z 2 C:

Par suite, de (A.14) nous d�eduisons :

��Æny0;::: ;ynf � Ænx0;::: ;xnf
�� =

���� 1

2i�

Z
C

'(z; y)dz � 1

2i�

Z
C

'(z; x)dz

����
� 1

2�

Z
C

j'(z; y)� '(z; x)j dz

� L"

2�
:

Nous avons ainsi montr�e la ontinuit�e de la fontion (y0; : : : ; yn) 7! Æny0;::: ;ynf au point

(x0; : : : ; xn).
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