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Introduction

Dans ce m�emoire, nous pr�esenterons notre contribution au d�eveloppement d'un forma-

lisme math�ematique pour la thermodynamique ph�enom�enologique et la mise en oeuvre,

dans ce cadre, d'une nouvelle m�ethode pour engendrer des �equations d'�etat.

Cette recherche pourrait trouver son origine dans la th�eorie de J.W. Gibbs lui-même

[30] qui a invent�e, �a la �n du si�ecle dernier, la thermodynamique moderne. Son �ecriture

de la thermodynamique, dont Callen [15] dit qu'elle n'est pas r�eput�ee pour sa clart�e, et

les concepts d�evelopp�es sont proches des id�ees que l'on trouve en th�eorie des structures

de contact. Ce lien a �et�e mis en �evidence et d�evelopp�e par R. Hermann [36] en 1973.
�A la suite des travaux de Hermann, plusieurs ouvrages [14] [57], publi�es dans les ann�ees

80 traitant des structures de contact, font r�ef�erence �a la thermodynamique. L'espace des

phases thermodynamiques et sa structure de contact (d�e�nie par le premier principe de la

thermodynamique) a �et�e particuli�erement �etudi�e par R. Mruga la [51] [54] [52].

La th�ese se situe dans la continuit�e des articles de R. Mruga la et, particuli�erement,

de l'article \Contact structure in thermodynamic theory" [54]. Cet article ainsi que des

commentaires e�ectu�es sur ce sujet par P. Valentin en 1994 [68] ont �et�e le point de d�epart

de ce travail.

Dans [54], R. Mruga la et al. proposent d'appliquer des transformations, dites transfor-

mations de contact, �a la thermodynamique. R. Mruga la montre que ces transformations

peuvent avoir deux interpr�etations : soit d�ecrire, pour une substance thermodynamique

donn�ee, un processus quasi-statique ; soit construire un nouveau mod�ele thermodynamique

�a partir d'un mod�ele connu. Ceci �etait une m�ethode nouvelle pour engendrer des �equations

d'�etat. Ces transformations sont d�e�nies uniquement par la d�etermination d'une fonction,

appel�ee hamiltonien de contact, f(U; S; V;N i; T; p; �i), d�ependant des variables thermo-

dynamiques. Dans [54], un exemple de fonction f permettant la transformation du gaz

parfait en un gaz quali��e de \quasi-Van der Waals" est donn�e.

Dans le pr�esent travail, nous avons essay�e de r�epondre aux questions suivantes, laiss�ees

sans r�eponse par R. Mrugala :

{ Pour deux mod�eles thermodynamiques donn�es, est-il possible de construire un ou

plusieurs hamiltoniens de contact engendrant une transformation de contact permet-

tant de passer de l'un �a l'autre?

{ Si oui, comment les construire?

13



La r�eponse �a cette derni�ere question repr�esente l'essentiel de notre travail de recherche.

Nous exposerons des r�esultats d�ecoulant de ces questions tant sur leurs aspects math�ema-

tiques que physiques.

Dans la premi�ere partie, nous pr�esenterons la th�eorie des structures de contact qui

sont le pendant, en dimension impaire, des structures symplectiques. Nous commencerons

par des rappels au chapitre 1 sur les structures symplectiques. En e�et celles-ci ont �et�e

largement �etudi�ees, notamment grâce �a leurs applications �a la m�ecanique.

De nombreux r�esultats sur les structures de contact sont �etablis �a partir des r�esultats

sur les structures symplectiques. Nous d�e�nissons ainsi les sous-vari�et�es de Legendre, sous-

vari�et�es int�egrales de dimension maximale d'une forme de contact, par analogie avec les

sous-vari�et�es Lagrangienne.

Dans le chapitre 2, nous nous int�eresserons aux transformations de contact. Ce sont

des transformations in�nit�esimales qui ont pour caract�eristique de conserver la structure

de contact d'une vari�et�e de contact M2n+1. Nous construirons donc un champ de vecteurs

Xf qui engendre une transformation de contact. Il est d�e�ni de mani�ere unique par une

fonction f , appel�ee hamiltonien de contact. Le calcul de la transformation se fait par

int�egration de Xf .

Nous avons �etabli que la di��erence entre les fonctions g�en�eratrices de deux sous-vari�et�es

de Legendre S0 et S1 d'une forme de contact ! est un hamiltonien de contact f , associ�e �a

une transformation de contact �t qui fait passer de de S0 �a S1.
Nous �etudierons �egalement le cas de hamiltoniens de contact d�ependant du \temps"

(param�etre d'int�egration) en plongeant la transformation dans un espace de dimension

sup�erieure ; �etant soulign�e que cela sera utile au chapitre 6.

La deuxi�eme partie est consacr�ee �a la formalisation de la thermodynamique dans le

cadre math�ematique d�evelopp�e pr�ec�edemment.

Dans le chapitre 3, nous rappellerons des notions de thermodynamique. Cette pr�esen-

tation est orient�ee vers la thermodynamique des �equations d'�etat.

Dans le chapitre 4, nous montrerons comment la thermodynamique peut être �ecrite

dans le cadre des structures de contact. Ainsi, la forme fondamentale de Gibbs s'interpr�ete

comme une forme de contact, un mod�ele thermodynamique comme une sous-vari�et�e de

Legendre de cette forme et plusieurs aspects de la thermodynamique de Gibbs s'expliquent

naturellement dans cette th�eorie.

Des r�esultats pr�ec�edents, nous pouvons �etablir une m�ethode de construction de nou-

veaux mod�eles thermodynamiques (c'est-�a-dire un ensemble d'�equations d'�etat caract�eri-

sant une substance S1) par application d'une transformation de contact sur un mod�ele S0.

14



Nous appliquerons cette m�ethode pour compl�eter un mod�ele connu partiellement. Nous

montrerons comment d�eterminer le hamiltonien de contact dans un certain nombre de cas,

ce qui sera l'objet du chapitre 5.

Dans le chapitre 6, nous particulariserons ce probl�eme aux �equations d'�etat dites pV T

qui lient la pression, le volume, la temp�erature et le nombre de moles. Ces �equations ont,

en e�et, un int�erêt pratique dans la mesure o�u elles relient des grandeurs mesurables.

Souvent le nom d'un mod�ele vient du nom de son �equation pV T ; ainsi on appelle mod�ele

de Van der Waals, un mod�ele qui a pour �equation pV T :�
p+

N2a

V 2

�
(V �Nb) = NRT

Pour ce type d'�equations, nous avons �etabli des constructions sp�eci�ques de hamiltoniens

de contact.

Dans la derni�ere partie ( chapitre 7), nous pr�esenterons le logiciel ����!� , programm�e

en MAPLE. Celui-ci permet, �a partir d'un hamiltonien de contact f(U; S; V;N i; T; p; �i; t)

donn�e et d'un mod�ele initial, d'engendrer un nouveau mod�ele thermodynamique. De plus,

il calcule d'autres quantit�es associ�ees au mod�ele tels les potentiels thermodynamiques ou

les coe�cients de r�eponse.

L'int�egration symbolique du champ Xf �etant pratiquement impossible �a faire �a la

main, il est indispensable d'utiliser un syst�eme de calcul formel.

Le d�eveloppement de ����!� nous a �et�e utile pour tester la validit�e et l'int�erêt pratique

de la m�ethode propos�ee dans la partie II. Notamment, la simplicit�e des fonctions �etablies

au chapitre 6 permet d'int�egrer symboliquement un syst�eme di��erentiel de 2n+1 variables.

Nous donnerons dans l'annexe B un formulaire de mod�eles thermodynamiques obtenues

par ����!� .

L'annexe A est un r�esum�e des notions de g�eom�etrie di��erentielle et d'alg�ebre di��eren-

tielle ext�erieure utilis�ees dans la th�ese �a l'intention du lecteur qui souhaiterait approfondir

certaines questions.

Le pr�esent travail est pluridisciplinaire et se situe au carrefour de la g�eom�etrie di��eren-

tielle, de la physique math�ematique, des math�ematiques appliqu�ees et de la thermodyna-

mique fondamentale et appliqu�ee. Nous avons tent�e de n'exiger du lecteur qu'un minimum

de connaissances dans chacune de ces disciplines, ce qui a entrâ�n�e un allongement et un

caract�ere relativement �el�ementaire de certains d�eveloppements.
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Premi�ere partie

�Etude des structures

symplectiques et de contact





Introduction

Dans le premier chapitre, nous pr�esentons la th�eorie des structures de contact, qui est

le cadre math�ematique de notre �etude. La th�eorie trouve ses origines dans les travaux de

Frobenius, Darboux et E. Cartan qui ont permis de d�e�nir la notion g�en�erale de structure

de contact sur une vari�et�e di��erentiable. L'�etude des vari�et�es de contact s'est d�evelopp�ee

ensuite avec les travaux de G. Reeb, J. Gray, P. Libermann, A. Lichnerowicz et V. Ar-

nold. Ces travaux d'un grand int�erêt th�eorique sont malheureusement tr�es di�cile d'acc�es

aux non-sp�ecialistes. Nous avons essay�e d'�ecrire un document accessible sur les structures

de contact et les transformations de contact en d�egageant les points utiles en g�eom�etrie

di��erentielle et en alg�ebre di��erentielle ext�erieure.

Nous pouvons pr�esenter les structures de contact �a partir de la th�eorie symplectique.

En e�et, si une vari�et�e de dimension paire peut être munie d'une structure symplectique,

une vari�et�e M2n+1 de dimension impaire peut être munie d'une structure de contact. Nous

verrons que les deux structures sont li�ees. En fait, il est tr�es di�cile d'�etudier les structures

de contact sans une bonne connaissance des structures symplectiques. Ces derni�eres ont

largement �et�e �etudi�ees, notamment grâce �a leurs applications en m�ecanique et de nom-

breux r�esultats sur les structures de contact ont �et�e �etablies �a partir des r�esultats sur les

structures symplectiques.

Nous nous sommes parfois aid�e du passage d�ej�a �etabli entre les structures de contact

et les structures symplectiques. En e�et, les th�eories symplectiques sont \incompl�etes" et

n�ecessite de savoir passer du pair �a l'impair et inversement.

Il faut noter que ces g�eom�etries sont di��erentes des g�eom�etries Euclidiennes ou Rie-

manniennes.

Dans le deuxi�eme chapitre, nous d�e�nirons les transformations de contact, c'est �a dire

des transformations qui pr�eservent la structure de contact d�e�nie par une forme de contact

sur une vari�et�e de contact.

Les transformation de contact sont importantes en optique et en m�ecanique (syst�emes

d�ependant du temps).

Cette transformation est obtenue par int�egration le long d'un champ de vecteurs, le

champ de contact. Nous construirons ce champ et nous verrons qu'il est d�etermin�e par

une fonction, le hamiltonien de contact.

Nous �etudierons cette fonction et comment la choisir. Nous d�emontrerons que le ha-

miltonien de contact d'une transformation d'une sous-vari�et�e de Legendre en une autre

est la di��erence des fonctions g�en�eratrices des deux sous-vari�et�es.
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Nous �etudierons aussi le cas des hamiltoniens de contact d�ependant du temps.
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Chapitre 1

Structure de contact sur une

vari�et�e

Dans ce chapitre, nous allons red�e�nir les structures de contact en mettant en avant

les notions n�ecessaires pour la suite. Une mani�ere classique d'introduire les structures

de contact est de voir celles-ci comme le pendant en dimension impaire des structures

symplectiques. L'int�erêt d'une telle approche est que l'�etude des structures symplectiques

a �et�e tr�es d�evelopp�ee, notamment grâce �a sa simplicit�e (sym�etrie) et ses applications �a la

m�ecanique.

Remarque : dans la th�ese, les r�ef�erences dont la num�erotation commence par A ren-

voient �a l'annexe A.

1.1 Rappel sur les structures symplectiques

Dans cette partie, on d�e�nira succinctement les structures symplectiques [23] [58], puis

on verra les principaux th�eor�emes li�es aux structures symplectiques et particuli�erement

ceux dont la correspondance a �et�e �etablie pour les structures de contact.

Structures symplectiques

Espaces vectoriels symplectiques de dimension �nie

D�e�nition 1.1 (forme symplectique lin�eaire) Une forme symplectique lin�eaire sur

un espace vectoriel r�eel E est une 2-forme (voir d�e�nition A.13 page 195) �, antisy-

m�etrique, non d�eg�en�er�ee.

{ bilin�eaire : � est une forme lin�eaire par rapport �a chacune des variables �a valeurs

r�eelles : � : E �E ! IR.

{ Antisym�etrique, pour tous vecteurs u et v de E,

�(u; v) = ��(v; u)
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{ Non-d�eg�en�er�ee : Si pour tout v 2 E, �(u; v) = 0 alors u = 0.

Soit �̂ l'application de l'espace vectoriel E dans son dual E�, telle que

�̂(u) = �u

o�u �u = [v ! �(u; v)] 2 E�. La forme est non-d�eg�en�er�ee si le noyau de �̂ est r�eduit �a z�ero,

ker(�̂) = 0.

D�e�nition 1.2 Un espace vectoriel symplectique est un couple (E; �) form�e d'un espace

vectoriel r�eel E de dimension �nie et d'une forme symplectique �.

En particulier, on montre que E ne peut être que de dimension paire.

Exemple 1.1 1. Si F est un espace vectoriel symplectique de dimension �nie et F �

son dual, alors E = F � F � muni de la forme

�((x; �); (x0; �0)) = �0(x)� �(x0)

est un espace vectoriel symplectique.

2. Soit IR2n, muni d'un syst�eme de coordonn�ees (p1; : : : ; pn; q
1; : : : ; qn) et � une 2-

forme d�e�nie par :

� = p1 ^ q1 + : : :+ pn ^ qn

Cette forme d�e�nit une structure symplectique sur IR2n dite standard. 3

Quelques propri�et�es

1. Un espace vectoriel de dimension impaire ne peut pas être muni d'une structure

symplectique.

Preuve : Soit E2n+1 un espace vectoriel de dimension impaire 2n + 1. Soit �, une

2-forme d�e�nie sur E2n+1 � E2n+1. Soit (e1; : : : ; e2n+1) une base de E2n+1. L'anti-

sym�etrie donne :

�(u; v) = ��(v; u)

o�u u et v sont 2 vecteurs quelconques de E2n+1, tel que

u =
2n+1X
i=1

uiei et v =
2n+1X
i=1

viei

En utilisant la condition de bilin�earit�e, Nous avons

�(u; v) = (u1; : : : ; u2n+1)

0
B@ �(e1; e1) : : : �(e1; e2n+1)

...
...

...

�(e2n+1; e1) : : : �(e2n+1; e2n+1)

1
CA
0
B@ v1

...

v2n+1

1
CA
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Or, par antisym�etrie, nous avons

�(ei; ei) = 0 et �(ei; ej) = ��(ej ; ei) 8i; j

Donc

�(u; v) = (u1; : : : ; u2n+1)

0
BBBB@

0 : : : �(ei; ej) : : :
...

...
...

...

��(ei; ej) : : : : : : : : :
... : : : : : : : : :

1
CCCCA
0
B@

v1
...

v2n+1

1
CA

La matrice A ainsi construite est antisym�etrique impaire, donc elle est singuli�ere :

en e�et, nous avons det(A) = det(At) et det(�At) = (�1)2n+1 det(A), or A = �At,

donc det(A) = 0.

Donc pour tout v 2 E, il existe u 6= 0 tel que �(u; v) = 0 et la forme est d�eg�en�er�ee.

Nous venons donc de montrer que sur un espace vectoriel de dimension impaire

E2n+1 toute forme bilin�eaire antisym�etrique est d�eg�en�er�ee et qu'il ne peut pas exister

de structures symplectiques. Nous verrons que ces espaces peuvent �egalement être

munies d'une structure particuli�ere, la structure de contact.

2. Orthogonal d'un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel symplectique

Pour les formes symplectiques comme pour toute forme bilin�eaire on sait associer

un orthogonal �a un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel symplectique.

D�e�nition 1.3 Soit V un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel symplectique E,

on appelle orthogonal symplectique de V (ou simplement orthogonal de V), l'ensemble

V ? des vecteurs u de E tels que �(u; v) = 0 pour tout v dans V :

V ? = fu 2 Ej�(u; v) = 0; 8v 2 V g

L'ensemble V ? est un sous-espace vectoriel de E : en e�et soit �v = �(:; v) 2 E� alors

nous pouvons d�ecrire V ? comme l'intersection de tous les sous-espaces ker �v =

fuj �(u; v) = 0g, o�u v parcourt V :

V ? =
\
v2V

ker �v

Proposition 1.1 Soit V un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel symplectique

(E; �) alors :

dim V + dimV ? = dimE

Remarque 1.1 Il ne faut pas en conclure que V et V ? sont suppl�ementaires. En

e�et si V est le sous espace vectoriel engendr�e par le vecteur v, on d�eduit simplement

de la formule pr�ec�edente que, dans ce cas, V ? est un hyperplan : dimV ? = dimE�1.
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Exemple 1.2 Soit IR2 muni de la forme symplectique �, d�e�nie par

�(u; v) = u1v2 � u2v1

o�u (u1; u2), respectivement (v1; v2), sont les coordonn�ees de u, respectivement v. En

notant e1 = (1; 0); e2 = (0; 1) les vecteurs de la base canonique de IR2.

Soit le sous-espace vectoriel V = IRe1, alors un vecteur u = (a; b) 2 V ? si et

seulement si �(u; e1) = 0, soit b = 0, donc V ? = IRe1 = V . 3

Proposition 1.2 : �Etant donn�e un sous-espace vectoriel V d'un espace vectoriel

symplectique (E; �), V est compl�ementaire �a son orthogonal V ? si et seulement si il

est symplectique, c'est-�a-dire si et seulement si la restriction de la forme symplectique

� �a V est non d�eg�en�er�ee :

kerV �jV = f0g , V � V ? = E

D�e�nition 1.4 On dit qu'un sous-espace vectoriel V d'un espace vectoriel symplec-

tique E est Lagrangien s'il co��ncide avec son orthogonal :

V Lagrangien , V ? = V

Les sous-espace Lagrangiens sont de dimension moiti�e de celle de l'espace E, grâce

�a l'identit�e dimE = dim V + dimV ? = 2 dimV = 2 dimV ?

Th�eor�eme 1.1 (de la base symplectique) Si � est une forme symplectique d�e-

�nie sur un espace vectoriel E, alors E est de dimension paire. De plus il existe une

base S de E, S = (e1; f1; :::; en; fn); telle que :

�(ei; ej) = 0 ; �(fi; fj) = 0 et �(ei; fj) = �ij 8i; j = 1; : : : ; n

Une telle base est appel�ee base symplectique.

La matrice J2n de la forme symplectique s'�ecrit dans cette base sous la forme0
BBBBBB@

0 1 0 : : : 0

�1 0 : : : 0
. . .

0 : : : 0 1

0 : : : 0 �1 0

1
CCCCCCA

Exemple 1.3 Dans IR4, soient les vecteurs e1 = (1; 0; 0; 0) ; f1 = (0;�1; 0; 0) ; e2 =

(0; 0; 0; 1) ; f2 = (0; 0;�1; 0) et soit la forme symplectique associ�e �a la matrice J4 :

J4 =

0
BBB@

0 1 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 �1 0

1
CCCA
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�(u; v) = u1v2 � u2v1 + u3v4 � u4v3

Alors les plans engendr�es par les vecteurs (e1; e2), (e1; f2) , (f1; f2) et (e2; f1) sont

des sous-espaces Lagrangiens, les plans �1 = (e1; f1) et �2 = (e2; f2) ne le sont pas :

�?1 = �2. 3

Proposition 1.3 Tous les espaces symplectiques de même dimension sont isomorphes.

Structures symplectiques sur les vari�et�es de dimension paire

D�e�nition 1.5 Une vari�et�e di��erentielle V de dimension paire (voir d�e�nition A.1 page

187)est munie d'une structure symplectique si elle munie d'une 2-forme � qui donne �a

chaque espace tangent Tx0V une structure d'espace vectoriel symplectique et de plus � est

ferm�ee (d� = 0).

Proposition 1.4 Soit � une 2-forme di��erentielle ferm�ee sur une vari�et�e V de dimension

2n, pour que � soit une forme symplectique il faut et il su�t que �n = � ^ : : :^ � 6= 0, �n

est appel�ee forme volume.

Cette derni�ere condition est souvent utilis�ee pour d�e�nir la condition de non-d�eg�en�erescence.

Remarque 1.2 Pour un espace vectoriel symplectique (E; �), le �br�e tangent de E est

identi��e au �br�e E�E, et c'est pour cela que l'on d�e�nit directement la 2-forme symplec-

tique sur E � E (voir d�e�nition 1.1 page 21). 3

Proposition 1.5 Si V est une vari�et�e de dimension n, alors le �br�e cotangent T �V (voir

d�e�nition A.1.2 page 191) peut être muni d'une structure de vari�et�e symplectique,

D�emonstration Arnold [3, p201] propose une construction d'une forme symplectique sur

le �br�e cotangent d'une vari�et�e.

Si V est une vari�et�e de dimension n, alors son �br�e cotangent T �V a une structure

de vari�et�e di��erentiable de dimension 2n. Un point de T �V est une 1-forme sur l'espace

tangent �a V en l'un de ces points. Si q = (q1; : : : ; qn) est un syst�eme de coordonn�ees locales

de l'un de ces points, alors une telle forme est d�e�nie par la donn�ee de ses n composantes

p = (p1; : : : ; pn). L'ensemble (p1; : : : ; pn; q1; : : : ; qn) est un syst�eme de coordonn�ees locales

d'un point de T �V . La 2-forme

� = dp1 ^ dq1 + : : :+ dpn ^ dqn

d�e�nit une structure symplectique sur T �V . 2

Si (p1; : : : ; pn; q
1; : : : ; qn) sont des fonctions coordonn�ees au voisinage d'un point x

d'une vari�et�e V 2n de dimension 2n, alors (dp1; : : : ; dpn; dq
1; : : : ; dqn) sont des fonctions

coordonn�ees de l'espace cotangent en x et la forme :

� = dp1 ^ dq1 + : : :+ dpn ^ dqn
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d�e�nit une structure symplectique au voisinage du point x, dite standard.

Exemple 1.4 (Les structures symplectiques en m�ecanique) En m�ecanique hamil-

tonienne, dans un espace de dimension n, q = q1; : : : ; qn repr�esente la position d'une

particule et p = (p1; : : : ; pn) sa quantit�e de mouvement. L'espace des positions est appel�e

espace de con�guration et son cotangent espace des impulsions. 3

Ce r�esultat se g�en�eralise :

Th�eor�eme 1.2 (de Darboux) Soit � d�e�nissant une structure symplectique sur une va-

ri�et�e V 2n, alors pour tout point x, il existe un voisinage ouvert ayant un syst�eme de co-

ordonn�ees locales (p1; : : : ; pn; q
1; : : : ; qn) tel que la forme � prenne la forme standard ( ou

canonique) :

� = dp1 ^ dq1 + : : :+ dpn ^ dqn (1.1)

Ce th�eor�eme est important car il dit que toute vari�et�e symplectique poss�ede des coor-

donn�ees locales dans lesquelles la structure symplectique prend une forme tr�es simple. En

e�et dans un espace de dimension 2n, nous pouvons former
n(n � 1)

2
termes produits entre

les 1-formes de base, or avec le th�eor�eme de Darboux, nous voyons que pour un certain

choix de coordonn�ees , n termes produit su�sent pour repr�esenter localement une forme

symplectique.

D�emonstration Ce th�eor�eme peut être d�emontr�e de plusieurs fa�cons (voir par exemple

[3, page 228] [29, page 89] [32, page 118]) 2

1.1.1 Champ de vecteurs hamiltoniens et syst�emes hamiltoniens

Notation 1.1 [47] Soit (V; �) une vari�et�e symplectique; �a la forme � est associ�ee un iso-

morphisme �[ du �br�e tangent TV de V sur son dual le �br�e cotangentT �V ; l'isomorphisme

inverse sera not�e �] ; �a chaque point x 2 V et �a chaque vx 2 TxV , nous avons :
�[ : TV �! T �V

(x; vx) 7! �[(x; vx)

avec �[(vx) = ��x(v; :) = �iv�x
et r�eciproquement, nous avons pour x 2 V , � 2 T �xV un vecteur �](�) :

i�](�)�x = �� (1.2)

Pour simpli�er, nous noterons en omettant les x :

[v = �[(v) ; ]� = �](�)

De la même mani�ere, nous noterons pour un champ de vecteurs X et une forme de Pfa�

� :

[X = �iX� ; i]�� = ��
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D�e�nition 1.6 Soit (V; �) une vari�et�e symplectique ; le crochet de Poisson de deux fonc-

tions di��erentiables sur V est une fonction d�e�nie sur V par :

ff; gg = �x(]df; ]dg) = df(]dg) = �dg(]df)

Proposition 1.6 Le crochet de Poisson, dans l'anneau des fonctions di��erentiables sur

V , a les propri�et�es suivantes :

1. ff; g + hg = ff; gg+ ff; hg 8f; g; h 2 C1(V; IR);

2. ff; �gg= �ff; gg � 2 IR 8f; g 2 C1(V; IR);

3. fg; fg= �ff; gg 8f; g 2 C1(V; IR);

4. ff; fg; hgg+fg; fh; fgg+fh; ff; ggg= 0 (Identit�e de Jacobi) 8f; g; h 2 C1(V; IR);

5. ff; ghg = hff; gg+ gff; hg 8f; g; h 2 C1(V; IR).

D�e�nition 1.7 Les fonctions f et g d�e�nies sur des ouverts U1 et U2 d'une vari�et�e sym-

plectique (V; �) sont dit en involution au point x 2 U1 \ U2 si leur crochet de Poisson

s'annule en x, ff; gg(x) = 0.

D�e�nition 1.8 Un champ de vecteurs X sur une vari�et�e symplectique (V; �) est dit locale-

ment hamiltonien ou est appel�e automorphisme in�nit�esimale de la structure symplectique

d�e�nie par � si son ot �t v�eri�e , pour tout t 2 IR :

��t� = �

Proposition 1.7 [47] Soit X un champ de vecteurs sur une vari�et�e symplectique (V; �),

alors les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

1. X est localement hamiltonien

2. LX� = 0 o�u L est la d�eriv�ee de Lie (d�e�nition A.22 page 203).

3. La 1-forme [X associ�e �a X est ferm�ee :

d([X) = d(�iX�) = 0

D�emonstration { 1 , 2 :

LX� = lim
t!0

�
��t ��t � �

t

�
= 0

{ 2 , 3 :

LX� = d(iX�) = 0

2

27



D�e�nition 1.9 Un champ de vecteurs X sur une vari�et�e symplectique (V; �) est dit globa-

lement hamiltonien si la 1-forme [X = �iX� associ�ee �a X est exacte. Alors toute fonction

di��erentiable H : V ! IR v�eri�ant :

[X = �iX� = dH;

est appel�ee hamiltonien associ�e �a X.

Avec les notations (1.1) :

X = ]dH

Note : Quand un champ est globalement hamiltonien, on dira qu'il est hamiltonien.

D�e�nition 1.10 Un syst�eme hamiltonien est un triplet (V; �;H) o�u (V; �) est une vari�et�e

symplectique et H un hamiltonien. �A la fonction H est associ�e un champ de vecteurs, not�e

XH (ou ]dH) tel que :

iXH
� = �dH (1.3)

Interpr�etation m�ecanique : la vari�et�e symplectique (V; �) est appel�ee espace des phases

du syst�eme. Les �equations di��erentielles sur V associ�ees �a XH sont appel�ees�equations de

Hamilton, les courbes int�egrales maximales du champ de vecteurs XH sont les mouvements

du syst�eme hamiltonien (V; �;H).

Dans les coordonn�ees canoniques, si � =
nX
i=1

dpi ^ dqi et XH =
nX
i=1

Xpi
@

@pi
+ Xqi @

@qi

en tenant compte de iXH
� = �dH , nous avons en calculant :

iXH
� =

nX
i=1

�Xpidqi +Xqidpi = �
nX
i=1

(
@H

@qi
dqi +

@H

@pi
dpi)

Donc

XH =
nX
i=1

@H

@qi
@

@pi
� @H

@pi

@

@qi

Les trajectoires de XH v�eri�ent le syst�eme di��erentiel :8>>><
>>>:

dpi
dt

=
@H

@qi
i = 1 : : :n

dqi

dt
= �@H

@pi
i = 1 : : :n

Ces �equations s'appellent �equations de Hamilton ; H s'appelle l'hamiltonien du syst�eme.

Proposition 1.8 [1, p.110] Pour une vari�et�e symplectique, il existe une relation biuni-

voque entre l'espace vectoriel des champs hamiltoniens et l'espace vectoriel des 1-formes

exactes.
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Remarque 1.3 Le hamiltonien H est d�e�ni �a une constante pr�es. 3

Exemple 1.5 Soit un oscillateur harmonique r�egit par une �equation

�q + !2q = 0 ; ! 6= 0

Alors si nous �ecrivons p =
_q

!
, nous obtenons

_q = !p _p = �!q

En posant H(q; p) =
!

2
(q2 + p2), nous voyons que

_q =
@H

@p
_p = �@H

@q

Propri�et�e 1.1 Si 't est le ot de XH , on a les deux propri�et�es de conservation sur la

vari�et�e V :

{ '�t (�) = � et donc '�t (�) = � si � = 1
n! � ^ : : :^ �| {z }

n fois

.

{ H � 't = H

D�emonstration

d

dt
'�t (�)

��
t=0

= LXH
� = iXH

d� + d(iXH
�) = 0

d

dt
H('�t)

��
t=0

= �(XH ; XH) = 0

2

D�e�nition 1.11 Une fonction di��erentiable f sur une vari�et�e V est appel�ee int�egrale

premi�ere d'un champ de vecteurs X sur la vari�et�e V si la fonction est constante le long

de toutes les trajectoires int�egrales de X, c'est �a dire si la d�eriv�e de f le long de X est

nulle, iXdf = LXf = 0.

Proposition 1.9 Soit un champ de vecteurs XH hamiltonien sur une vari�et�e sur V , H

le hamiltonien associ�e et f une fonction di��erentiable sur V , alors si ff;Hg = 0 sur V ,

f est une int�egrale premi�ere de XH, o�u f g est le crochet de Poisson.

Le crochet de Poisson de deux int�egrales premi�eres d'un champ de vecteurs hamiltonien

est une int�egrale premi�ere du champ.

Nous reviendrons sur les syst�emes hamiltoniens, lors de la g�en�eralisation de la th�eorie aux

syst�emes hamiltoniens d�ependant du temps au paragraphe (2.6.3)
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1.1.2 Sous-vari�et�es Lagrangiennes

D�e�nition 1.12 Soit (V; �) une vari�et�e symplectique, W � V une sous-vari�et�e et � :

W ! V l'injection canonique. W est dite Lagrangienne si ��(�) = 0 et si elle est de

dimension maximale = 1
2 dimension de V . �� d�esigne la forme induite par � (d�e�nition

A.4 page 201).

Si la structure symplectique est d�e�nie par la 2-forme (th�eor�eme de Darboux (1.2) page

26) :

� =
nX
i=1

dpi ^ dqi

alors une sous-vari�et�e W de V est Lagrangienne si et seulement si la restriction de la forme

di��erentiel
Pn

i=1 dpi ^ dqi �a W est identiquement nulle.

Exemple 1.6 Soit une 2-forme symplectique � =
Pn

i=1 dpi^ dqi sur une vari�et�e symplec-

tique V , (p1; : : : ; pn; q1; : : : ; qn) �etant un syst�eme de coordonn�ees canoniques de V .

Alors pour chaque fonction di��erentiable S(q1; : : : ; qn), le graphe p = p(q) de son

gradient

pi =
@S

@qi
; i = 1 : : :n

d�e�nit une sous-vari�et�e W Lagrangienne.

La fonction S est appel�ee fonction g�en�eratrice.

D�emonstration [29] Calculons la restriction de � �a la sous-vari�et�e W de V d�e�nie par :

pi =
@S

@qi
1 � i � n

Dans les coordonn�ees q1; : : : ; qn nous obtenons :

�

����
W

=
X
k�i

@2S

@qi@qk
(dqk ^ dqi + dqi ^ dqk) = 0

2

L'exemple se g�en�eralise :

Th�eor�eme 1.3 1. Soit W une sous-vari�et�e Lagrangienne d'une vari�et�e symplectique

(V; �), alors au voisinage de chaque point x de W il existe une fonction di��erentiable

S = S(pJ ; qI), o�u I et J forment une partition disjointe de l'ensemble des indices

(1; : : : ; n), tel que W soit d�e�nie, dans ce voisinage, par

pi(pJ ; q
I) =

@S

@qi
; i = 1 : : :n ; qj(pJ ; q

I) = � @S
@pj

; j = 1 : : :n (1.4)

2. La fonction S est unique �a une constante additive pr�es.
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3. Inversement, pour toute fonction S(pJ ; q
I), la sous-vari�et�e d�e�nie par (1.4) est une

sous-vari�et�e Lagrangienne.

D�emonstration Nous renvoyons le lecteur �a [69] pour une d�emonstration compl�ete du

th�eor�eme.

Nous allons d�emontrer le premier point en nous inspirant de [29, page 53].

Dans la d�emonstration, nous utiliserons la convention d'Einstein (voir page 33) : dans

toutes les formules on somme par rapport �a tout indice r�ep�et�e deux fois, un en position

inf�erieure et l'autre en position sup�erieure, sans �ecrire le signe somme.

Consid�erons un point x de W et une carte U de coordonn�ees pJ et qI . Nous pouvons

r�e�ecrire la 2-forme � =
Pn

i=1 dpi ^ dqi :

� = dpI ^ dqI � dqJ ^ dpJ
= d(�qJ) ^ dpJ + dpI ^ dqI

Ainsi la forme � devient canonique dans les coordonn�ees �qJ ; pJ ; pI ; qI . Comme nous vou-

lons repr�esenter localement W comme le graphe du gradient d'une fonction S = S(pJ ; q
I),

nous devons r�esoudre le syst�eme d'�equations :

pi(pJ ; q
I) =

@S

@qi
; i = 1 : : :n ; qj(pJ ; q

I) = � @S

@pj
; j = 1 : : :n

La fonction S est solution du syst�eme si et seulement s'il satisfait l'�equation suivante :

dS =
X
i2I

pidq
i �
X
j2J

qjdpj

comme

dS =
X
i2I

@S

@qi
dqi +

X
j2J

@S

@pj
dpj

Une condition su�sante pour que l'�equation di��erentielle de la forme ci-dessus soit r�eso-

luble est que la 1-forme :

� =
X
i2I

pidq
i �
X
j2J

qjdpj

soit ferm�ee sur la carte U de W . �Etudions cette condition :

d� = d

�X
i2I

pidq
i �
X
j2J

qjdpj

�

=
X
i2I

dpi ^ dqi �
X
j2J

dqj ^ dpj = �

Donc d� = �, comme nous cherchons �a r�esoudre � = dS sur W , nous devons restreindre

l'�equation d� = � �a la sous-vari�et�e W . Or W est Lagrangienne, donc la restriction de � �a

W est nulle. Comme la forme � est ferm�ee sur W dans un voisinage de U (d� = 0, alors
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elle est exacte, d'apr�es le lemme de Poincar�e (A.2 page 200), dans un voisinage de U et il

existe une fonction

S = S(pJ ; q
I)

telle que :

dS =
X
i2I

pidq
i �
X
j2J

qjdpj

et un voisinage d'un point x de W peut être repr�esent�e par le graphe du gradient d'une

fonction S :

pi(pJ ; q
I) =

@S

@qi
; i = 1 : : :n ; qj(pJ ; q

I) = � @S

@pj
; j = 1 : : :n

2

Exemple 1.7 Soit n int�egrales premi�eres ind�ependantes f1; : : : ; fn en involution (c'est �a

dire tel que ffi; fjg = 0 [29, page87]) d'un syst�eme hamiltonien, alors l'ensemble des n

relations fi = constante d�e�nit une sous-vari�et�e Lagrangienne. Inversement, toute sous-

vari�et�e Lagrangienne est d�etermin�e localement par un syst�eme d'int�egrales premi�eres [69].

3

1.2 Structure de contact

Nous avons vu au paragraphe 1.1 qu'il n'existe pas de structure symplectique sur les va-

ri�et�es de dimension impaire. De plus, l'imparit�e de la dimension entrâ�ne que nous n'avons

plus de sym�etrie. Cependant, nous pouvons munir les vari�et�es de dimension impaire, 2n+1,

d'une structure remarquable : la structure de contact. Celle-ci a des propri�et�es analogues �a

celles d'une structure symplectique sur une vari�et�e de dimension paire. Nous verrons que

certains r�esultats sur les structures de contact s'�etablissent en projetant la vari�et�e sur une

sous-vari�et�e de dimension paire 2n et en munissant celle-ci d'une structure symplectique.

Soit une vari�et�e di��erentiable M2n+1 munie d'un champ d'hyperplans tangents. Un

tel champ peut être caract�eris�e dans un voisinage de chaque point de la vari�et�e comme

le champ du noyau d'une 1-forme di��erentielle qui ne s'annule pas sur ce voisinage. Il est

clair que si deux 1-formes sont multiples l'une de l'autre, alors elles d�e�nissent le même

champ d'hyperplans.

D�e�nition 1.13 Un champ d'hyperplans sur une vari�et�e M2n+1 de dimension 2n+ 1 est

dit de non-int�egrabilit�e maximale si une 1-forme ! qui d�e�nit localement ce champ v�eri�e

la condition :

! ^ (d!)n 6= 0 (1.5)
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Remarque 1.4 Si la condition de non-int�egrabilit�e maximale est v�eri��ee pour une 1-

forme d�e�nissant le champ, alors elle est v�eri��ee pour toutes les 1-formes d�e�nissant ce

champ, celles-ci ne di��erant que d'un facteur multiplicatif � 2 �0(M2n+1) ne s'annulant

pas sur M2n+1 :

�! ^ (d(�!))n = (�)n+1! ^ (d!)n 6= 0

Exemple 1.8 Pour tout n, il existe un champ d'hyperplans de non-int�egrabilit�e maximale

sur IR2n+1. Soit (x0; p1; : : : ; pn; x
1; : : : ; xn) un syst�eme de coordonn�ees sur IR2n+1, alors

un tel champ est d�etermin�e par la 1-forme :

! � dx0 +
nX
i=1

pidx
i

D�e�nition 1.14 Une vari�et�e de dimension impaire munie d'un champ d'hyperplans tan-

gents de non-int�egrabilit�e maximale est appel�ee vari�et�e de contact. Un tel champ est appel�e

structure de contact de la vari�et�e de contact et ses hyperplans sont appel�es hyperplans de

contact.

D�e�nition 1.15 (Forme de contact) Une 1-forme d�eterminant un champ d'hyperplans

de contact associ�e �a une vari�et�e de contact est appel�ee forme de contact.

La condition de non-int�egrabilit�e maximale d'une forme de contact est appel�ee aussi

condition de non-d�eg�en�erescence.

Un champ d'hyperplans est non-d�eg�en�er�e en un point si le rang de la 2-forme d!,

d�e�nie sur le plan du champ passant par ce point, est �egal �a la dimension du plan.

Nous allons voir avec le th�eor�eme de Darboux que la condition de non-d�eg�en�erescence

signi�e en fait que la forme est de classe 2n+ 1 (voir d�e�nition A.28 page 206) .

Th�eor�eme 1.4 (Darboux) Toute 1-forme di��erentielle d�e�nissant un champ d'hyper-

plans non d�eg�en�er�e sur une vari�et�e M2n+1 de dimension (2n+ 1) s'�ecrit dans un syst�eme

de coordonn�ees locales sous la forme canonique:

! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i (1.6)

o�u x1; : : : ; xn, p1; : : : ; pn et x0 sont les coordonn�ees locales.

Notation 1.2 (Notation d'Einstein) Pour all�eger l'�ecriture, nous emploierons parfois

la convention d'Einstein : dans toutes les formules on somme par rapport �a tout indice

r�ep�et�e deux fois, un en position inf�erieure et l'autre en position sup�erieure, sans �ecrire le

signe somme.

Par exemple, nous �ecrirons

! = dx0 + pidx
i = dx0 +

nX
i=1

pidx
i
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Soit I un sous-ensemble de f1; : : : ; ng, alors nous noterons :

pIdq
I =

X
i2I

pidx
i

Remarque 1.5 Nous avons choisi comme convention de travailler avec

! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i

mais il est possible de choisir un syst�eme de coordonn�ees tel que :

! = dx0 �
nX
i=1

pidx
i

. 3

1.3 Sous-vari�et�es de Legendre

L'annulation d'une forme de contact ! revient �a r�esoudre une �equation de Pfa� du

type (d�e�nition A.5.2 page 210) :

! � dx0 +
nX
i=1

pidx
i = 0

sur une vari�et�e M2n+1 de dimension 2n+ 1.

C'est �a dire trouver des sous-vari�et�es (Ni;�i) tel que

��i (!) = 0

Exemple 1.9 Soit ! une 1-forme sur IR5

! = dx0 + p1dx
1 + p2dx

2

Alors �1 :

(u; v) 7! �
x0(u; v); x1(u; v); x2(u; v); p1(u; v); p2(u; v)

�
avec :

x0(u; v) = u2v + uv2 ; x1(u; v) = �uv ; p1(u; v) = u+ v ;

x2(u; v) = u+ v ; p2(u; v) = uv

est une sous-vari�et�e int�egrale de ! de dimension 2 :

��1! = (uv � uv)du+ (uv � uv)dv = 0

Et �2 :

t 7! �
x0(t); x1(t); x2(t); p1(t); p2(t)

�
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avec :

x0(t) = 2
3 t

3 � 3
4 t

4 ; x1(t) = t2 ; x2(t) = t3 ;

p1(t) = �t ; p2(t) = t

est une sous-vari�et�e int�egrale de ! de dimension 1 :

��2! = (2t2 � 3t3 � t(2t) + t(3t2)dt = 0

3

1.3.1 D�e�nitions

D�e�nition 1.16 Soit M une vari�et�e de contact et N une sous-vari�et�e di��erentiable de

M . N est appel�ee sous-vari�et�e int�egrale d'une structure de contact si l'espace tangent TxN

�a N en chaque point x de N appartient �a l'hyperplan de contact passant par ce point.

D�e�nition 1.17 (Sous-vari�et�e de Legendre) Une sous-vari�et�e N est dite de Legendre (as-

soci�ee �a la forme de contact ! sur une vari�et�e de contact M2n+1 non-d�eg�en�er�ee) si elle

est une sous-vari�et�e int�egrale de l'�equation ! = 0 de dimension maximale.

Propri�et�e 1.2 La dimension de toute sous-vari�et�e int�egrale de dimension maximale d'un

champ de plans de contact sur (M2n+1; !), appel�ee sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a

une forme de contact de classe 2n+ 1 est n.

Exemple 1.10 �A une forme de contact, est associ�e une in�nit�e de sous-vari�et�es de Le-

gendre, ainsi la sous-vari�et�e de l'exemple pr�ec�edent associ�e �a ! = dx0+p1dx
1+p2dx

2 une

1-forme sur IR5 d�e�nie par �1 de l'exemple (1.9) est une sous-vari�et�e de Legendre, mais

la sous-vari�et�e d�e�nie par �3 :

(u; v) 7! �
x0(u; v); x1(u; v); x2(u; v); p1(u; v); p2(u; v)

�
avec :

x0(u; v) = 3
2u ; x

1(u; v) = �3
2 ln(32u)� ln(v) ; p1(u; v) = u ;

x2(u; v) = v ; p2(u; v) = u
v

est �egalement une sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a ! :

��3! = (
3

2
� u

3

2u
)du + (�u1

v
+
u

v
)dv = 0

3

D�emonstration �Etudions la restriction de ! [7] au plan de contact

Hx : fX j !x(X) = 0g

au point x. La 2-forme d! sur Hx est symplectique (non d�eg�en�er�ee).
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Nous rappelons qu'une sous-vari�et�e N est de M int�egrale s'il existe un plongement �

de N dans M tel que ��! = 0:

Alors la forme d! restreinte au plan tangent TxN � Hx est identiquement nulle car

��! = 0 ) d (��!) = 0 ) ��d! = 0 ) d!x(X; Y ) = 0; pour X; Y 2 TxN:

Donc 2 vecteursX; Y tangents �a la sous-vari�et�e int�egrale en x sont pseudo-orthogonaux (c'est

�a dire tel que d!x(X; Y ) = 0 ).

Or dans un espace vectoriel Hx de dimension 2n, la dimension maximale d'un sous-

espace pseudo-orthogonal �a lui-même, dit Lagrangien est de dimension maximale la moiti�e

de la dimension de l'espace, soit n (voir d�e�nition 1.12 page 30).

D�e�nition 1.18 (Transformation de Legendre) Une transformation de Legendre (voir

[47, page 332]) est une transformation � telle que :

� : IRn � IRn� � IR �! IRn� � IRn � IR

(pi; xi; x0) 7! (xi;�pi; z + pix
i)

Nous allons g�en�eraliser cette d�e�nition.

Soit une partition disjointes K et L de l'ensemble des indices (1; : : : ; n), alors en d�e-

composant IRn, respectivement IRn�, espace vectoriel de dimension n comme produit cart�e-

sien de deux sous-espaces vectoriels IRK et IRL de dimension K et L, respectivement IR
K�

et IRL� : IRn = IRK � IRL et IRn� = IRK� � IRL�. Nous appellerons aussi transformation

de Legendre une transformation telle que

� : IRK � IRL � IRK� � IRL� � IR �! IRK� � IRL � IRK � IRL� � IR

(pK ; pL; xK; xL; x0) 7! (xK ; pL;�pK; xL; z + pKx
K)

D'une mani�ere g�en�erale, soient deux sous-vari�et�es de dimension 2n+ 1, nous appellerons

transformation de Legendre une transformation � de M2n+1 dans N2n+1 telle que :

� : (pK ; pL; x
K ; xL; x0) 7! (xK ; pL;�pK ; xL; z + pKx

K)

o�u K et L forment une partition de l'ensemble des indices (1; : : : ; n).

Nous renvoyons �a [47] pour une extension de la notion de transformations de Legendre

aux vari�et�es.

Remarques 1.1 Il est couramment admis que les sous-vari�et�es de Legendre sont nom-

m�ees ainsi car elles se transforment en elle-même par application d'une transformation

de Legendre. Nous expliquerons plus loin comment il faut interpr�eter l'expression \ se

transforment en elle-même".

Une transformation de Legendre est en fait un changement de syst�eme de coordonn�ees.

Nous verrons au paragraphe (2.4) qu'il existe un lien entre les transformations de Legendre

et les transformations de contact. 3
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1.3.2 Les fonctions g�en�eratrices

Soit ! une 1-forme sur M2n+1

! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i

Th�eor�eme 1.5 [9] [69] Pour toute partition I+J de l'ensemble des indices (1; : : : ; n) en

deux sous-ensembles disjoints et pour toute fonction di��erentiable F (xI ; pJ) de n variables

xi; i 2 I et pj ; j 2 J, les formules

pi(x
I ; pJ) = �@F

@xi
(xI ; pJ) i 2 I

xj(xI ; pJ) =
@F

@pj
(xI ; pJ) j 2 J

x0(xI ; pJ) = F (xI ; pJ)�
X
j2J

pj
@F

@pj
(xI ; pJ)

(1.7)

d�e�nissent une sous-vari�et�e de Legendre dans M2n+1. Inversement, toute sous-vari�et�e de

Legendre de M2n+1 est d�e�nie au voisinage de chacun de ses points par les formules

pr�ec�edentes au moins pour l'un des 2n choix possibles de la partition I; J.

D�e�nition 1.19 (Fonctions g�en�eratrices d'une sous-vari�et�e de Legendre) La fonc-

tion F du th�eor�eme (1.5) est appel�ee fonction g�en�eratrice d'une sous-vari�et�e de Legendre

D�emonstration Le sens direct du th�eor�eme est imm�ediat et se d�emontre en calculant

��! o�u � est l'application qui �a (xI ; pJ) associe

pI = � @F

@xI
; xJ =

@F

@pJ
; x0 = F �

X
j2J

pj
@F

@pj

Un simple calcul donne ��! = 0 (pour all�eger le calcul, nous omettons les symboles de

sommation):

��(dx0 + pIdx
I + pJdxJ)

= ��
�

d

�
F � pJ @F

@pJ

�
� @F

@xI
dxI + pJd

�
@F

@pJ

��

= ��
�
@F

@pJ
dpJ +

@F

@xI
dxI � @F

@pJ
dpJ � pJ

�
@2F

@pJ@pK
dpK +

@2F

@pJ@xI
dxI
��

+��
�
� @F

@xI
dxI + pJ

�
@2F

@pJ@pK
dpK +

@2F

@pJ@xI
dxI
��

= 0
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R�eciproque : �Etant donn�ee la forme de contact !, Sn est une sous-vari�et�e de Legendre si

elle est de dimension n et si !jSn = 0 c'est �a dire s'il existe un plongement � : Sn !M2n+1

tel que : ��! = 0 .

Localement, d'apr�es Darboux, ! = dx0 +
Pn

i=1 pidx
i et si nous pouvons choisir une

partition I; J telle que

��

 
dx0

nX
i=1

pidx
i

!
= ��

�
dx0 + pIdx

I + pJdxJ
�

= 0

Or

d(pJx
J) = xJdpJ + pJdxJ

Nous avons donc

��
�
dx0 + pIdx

I + d(pJx
J )� xJdpJ

�
= 0

Soit

��
�
d(x0 + pJx

J )
�

= ��
�
xJdpJ � pIdxI

�
Il s'ensuit que le second membre est une forme ferm�ee sur M . En appliquant le lemme

de Poincar�e, nous en d�eduisons que, localement, (en fait dans tout ouvert �etoil�e de M) il

existe une fonction F sur M telle que, �a une constante additive pr�es,

��(dF ) = ��
�
xJdpJ � pIdx

I
�

Si cette fonction peut être projet�ee sur S par �� elle s'�ecrit alors:

d��F = xJdpJ � pIdxI

Soit (xI ; pJ) un syst�eme de coordonn�ees admissible sur S , l'existence de F (xI ; pJ) im-

plique les n �equations pour les coordonn�ees xI ; pJ :

��xJ =
@F

@pJ
; ��pI = � @F

@xI

Autrement dit cela est possible si ces n fonctions sont ind�ependantes, c'est �a dire si le

d�eterminant de la Hessienne de F est non nul, det
�

@2F
@(pJ ;xI)

�
6= 0.

La coordonn�ee x0 se calcule alors par

d
�
��(x0 + pJx

J)
�

= d��F

��(x0 + pJx
J) = ��F

D'o�u le plongement d�e�ni par les �equations:

x0 = F (xI ; pJ) + pJx
J
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Soit

� :

�
x0 = � @F

@xJ
pJ + F (xI ; pJ); xJ =

@F

@pJ
; xI ; pJ ; pI = � @F

@xI
;

�
2

Remarque 1.6 Arnold [9] g�en�eralise la notion de fonctions g�en�eratrices de sous-vari�et�es

de Legendre �a des familles g�en�eratrices de la forme :

F(x; pJ) = F (xI ; pJ) + pJx
J

La sous-vari�et�e de Legendre est alors d�e�nie localement par :

x0 = F(x; pJ) ;
@F
@pJ

= 0 ; pI =
@F
@xI

Nous retrouvons alors les relations (1.7) 3

Exemple En reprenant l'exemple (1.10), la fonction

F (x2; p1) =
3

2
p1 � 3

2
p1 ln(

3

2
p1)� p1 ln(x2)

est une fonction g�en�eratrice de la sous-vari�et�e de Legendre d�e�nie pr�ec�edemment :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

p2 = � @F

@x2
=
p1
x2

x1 =
@F

@p1
= �3

2
ln(

3

2
p1)� ln(x2)

x0 = F � p1
@F

@p1
=

3

2
p1

Proposition 1.10 Soit une transformation de Legendre �L d�e�nie par (1.18) Soit une

sous-vari�et�e de Legendre S d'une forme de de contact ! � dx0 +
Pn

i=1 pidx
i, alors �L

transforme une fonction g�en�eratrice de S exprim�ee dans un syst�eme de coordonn�ees en

une autre fonction g�en�eratrice exprim�ee dans un autre syst�eme.

D�emonstration Nous supposons qu'il existe, localement , des fonctions g�en�eratrices,

dans les syst�emes de coordonn�ees choisies.

Soit F (xI ; pJ) une fonction g�en�eratrice de S o�u I; J est une partition disjointe de

l'ensemble des indices. Localement, S est d�e�nie par (1.7) :

pI(x
I ; pJ) = � @F

@xI
(xI ; pJ)

xJ (xI ; pJ) =
@F

@pJ
(xI ; pJ)

x0(xI ; pJ) = F (xI ; pJ)� pJ @F
@pJ

(xI ; pJ)

(1.8)
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Soit la transformation de Legendre �L :

�L : (x0; x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pn) 7! (x0 +
X
k2K

pkx
k ;�pK; xL; xK ; pL)

o�u K;L partition disjointe de 1; : : : ; n.

Alors la fonction F (xI ; pJ) est transform�ee en la fonction F 0(xI
0

; pJ 0) = F ��L(xI ; pJ),

o�u I 0; J 0 est une nouvelles partition des indices tel que pour i0 2 I 0 et j0 2 J 0

xi
0

=

(
xi si i0 2 L
�pi si j0 2 K et pj0 =

(
pj si j0 2 L
xj si j0 2 K

Nous avons donc :

I 0 = (I \ L) [ (J \K) et J 0 = (I \K) [ (J \ L)

Regardons maintenant comment se transforme le syst�eme (1.8) et comparons le nou-

veau syst�eme au syst�eme d�e�nissant localement une sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a

F 0(xI
0

; pJ 0).

Nous allons partitionner l'ensemble des indices (1; : : : ; n) en 4 sous-ensembles disjoints

I1; I2J1; J2 :

I1 = I \K ; I2 = I \ L ; J1 = J \K ; J2 = J \ L

La transformation de Legendre �L va constituer �a remplacer pI1 par xI1 , xJ1 par �pJ1 ,

xI1 par �pI1 , pJ1 par xJ1 , x0 par x0 + pKx
K et laisser invariant pI2 et xJ2 .

R�e�ecrivons le syst�eme (1.8) :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

pI1(x
I1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2) = � @F

@xI1
(xI1 ; xI2 ; pJ1; pJ2)

pI2(x
I1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2) = � @F

@xI2
(xI1 ; xI2 ; pJ1; pJ2)

xJ1(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2) =
@F

@pJ1
(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2)

xJ2(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2) =
@F

@pJ2
(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2)

x0(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2) = F (xI1 ; xI2 ; pJ1; pJ2)� pJ1
@F

@pJ1
(xI1 ; xI2 ; pJ1 ; pJ2)� pJ2

@F

@pJ2
(xI1 ; xI2 ; pJ1; pJ2)

Par application de �L, en notant F = F � �L la fonction obtenue par remplacement des

variables, en remarquant que pKx
K = pI1x

I1 + pJ1x
J1 et en posant

I = I2 [ J1 et J = I1 [ J2
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nous obtenons :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xI1(xI ; pJ ) =
@F
@pI1

(xI ; pJ )

pI2(x
I ; pJ ) = � @F

@xI2
(xI ; pJ )

�pJ1(xI ; pJ ) =
@F
@xJ1

(xI ; pJ )

xJ2(xI ; pJ ) =
@F
@pJ2

(xI ; pJ )

x0(xI ; pJ ) + pI1x
I1(xI ; pJ ) + pJ1(x

I ; pJ )xJ1 = F(xI ; pJ ) + xJ1
@F
@xJ1

(xI ; pJ )� pJ2
@F
@pJ2

(xI ; pJ )

Ce qui est �equivalent �a :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

pI(xI ; pJ ) = � @F
@xI

(xI ; pJ )

xJ (xI ; pJ ) =
@F
@pJ

(xI ; pJ )

x0(xI ; pJ ) = F(xI ; pJ )� pJ @F
@pJ

(xI ; pJ )

(1.9)

Cet ensemble d'�equations d�e�ni une sous-vari�et�e de Legendre S0 de fonctions g�en�eratrice

F(xI ; pJ ) .

Or, nous avons I = I 0 et J = J 0 et donc F = F 0.

Donc S et S0repr�esente la même sous-vari�et�e de Legendre, exprim�ee dans deux syst�emes

de coordonn�ees di��erents. 2

1.3.3 Int�egrales premi�eres

Nous rappelons (d�e�nition 1.11) qu'une fonction di��erentiable f sur un vari�et�e M est

une int�egrale premi�ere d'un champ de vecteurs X d�e�ni sur M si f est constante le long

des trajectoires de X . Cette d�e�nition est �equivalente �a

X:f = iXdf = 0

Nous allons g�en�eraliser la notion d'int�egrales premi�eres :

D�e�nition 1.20 Nous appellerons int�egrale premi�ere d'une sous-vari�et�e S d'une vari�et�e

M , toute fonction f d�e�nie sur M tel que sa restriction �a S soit constante :

f jS = cste

Ce qui est �equivalent �a ce que f soit constant le long des trajectoires de tous champs de

vecteurs sur S :

iXdf = 0 8X 2 TS
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Remarque 1.7 Comme toute sous-vari�et�e de Legendre, S, de dimension n, d'une forme

de contact ! dans une vari�et�e de contact M2n+1 de dimension 2n + 1 peut être d�e�nie

localement par la donn�ee de n + 1 fonctions di��erentiables ind�ependantes (leurs di��eren-

tielles sont lin�eairement ind�ependantes), alors un syst�eme de n + 1 int�egrales premi�eres

ind�ependantes de S d�e�nira localement S. 3

Nous utiliserons au chapitre 4, la notion d'int�egrales premi�eres d'une sous-vari�et�e de Le-

gendre pour d�e�nir les �equations d'�etat en thermodynamique.

Symplectisation et contactisation

Arnold dans [3] d�e�nit une vari�et�e symplectique �a partir d'une vari�et�e de contact, il

appelle ce passage la symplectisation. Il montre que l'ensemble des formes de contact sur

une vari�et�e de dimension impaire 2n+ 1 est une vari�et�e de dimension paire, appel�ee sym-

plectis�ee. Il munit cette vari�et�e d'une structure symplectique. R�eciproquement, il d�e�nit

la vari�et�e contactis�ee d'une vari�et�e symplectique. Nous n'avons pas utilis�e cette approche

dans la th�ese et nous ne la d�evelopperons pas plus ici.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�e�ni les structures de contact �a partir des structures

symplectiques. Les outils math�ematiques n�ecessaires pour d�e�nir la thermodynamique de

Gibbs ont �et�e �etablis. Ceux-ci sont la notion de forme de contact, les sous-vari�et�es de

Legendre , les fonctions g�en�eratrices et en�n les int�egrales premi�eres d'une sous-vari�et�e de

Legendre.
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Chapitre 2

Transformations de contact

Dans ce chapitre, nous d�e�nissons les transformations de contact sur une vari�et�e de

contact (M2n+1; !). Nous allons nous int�eresser �a des transformations in�nit�esimales, d�e-

�nies comme ot d'un champ de vecteurs Xf , le champ de contact. Nous allons rappeler

une construction en coordonn�ees de ce champ et nous verrons qu'il est d�e�ni par la donn�ee

d'une fonction f sur M2n+1, le hamiltonien de contact. Nous verrons qu'une transforma-

tion de contact peut soit pr�eserver une sous-vari�et�e de Legendre S0 de !, soit engendrer

une nouvelle sous-vari�et�e de Legendre. Nous �etablirons dans ce dernier cas, un lien entre

le hamiltonien de contact de la transformation et les fonctions g�en�eratrices des deux sous-

vari�et�es. Nous �etudions aussi dans ce chapitre le cas de hamiltoniens de contact d�ependant

du temps t, nous plongerons alors notre probl�eme dans un espace de dimension sup�erieur

M2n+1 � IR, nous �etablirons dans celui-ci une nouvelle 1-forme et une nouvelle transfor-

mation; notre d�emarche a �et�e proche de la d�emarche classique pour passer de la g�eom�etrie

hamiltonienne ind�ependant du temps �a la g�eom�etrie hamiltonienne d�ependant du temps.

2.1 Introduction

Les transformations de contact �etaient originellement des \transformations" qui �a tout

�el�ement de contact de IR3 associaient un autre �el�ement de contact. Les �el�ements de contact

�etant alors le couple form�e par un point de IR3 et un plan passant par ce point.

Puis les transformations de contact ont d�esign�e des applications qui reproduisaient �a

un facteur pr�es la forme di��erentielle :

! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i

En�n les transformations de contact ont �et�e d�e�nies comme ceci : [20]

D�e�nition 2.1 Soit une �equation de Pfa� (voir paragraphe A.5.2 page 205) �a 2n + 1

variables sur une vari�et�e M2n+1, de dimension 2n+ 1

! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i (2.1)
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Une formule de changement de variables sur un ouvert U de M2n+1,8><
>:

Xk = Xk(x1; : : : ; xn; x0; p1; : : : ; pn)

X0 = X0(x1; : : : ; xn; x0; p1; : : : ; pn)

Pk = Pk(x
1; : : : ; xn; x0; p1; : : : ; pn)

(2.2)

d�e�nit une transformation de contact si elle permet de d�eduire de l'�equation (2.1), l'�equa-

tion


 = dX0 +
nX
i=1

PidX
i (2.3)

c'est �a dire s'il existe une fonction � ne s'annulant pas sur M2n+1 telle que :


 = �! (2.4)

 

Transformée de
hyperplan de contact l’hyperplan

variété  (espace de dimension 2n+1) en  
 préservant la structure de contact

IR2n+1 qui ne pr�eserve pas la structure de contact
Une transformation g�en�erale de IR2n+1 dans

Une transformation de contact agit sur une

Fig. 2.1 { Transformation de contact

L'image d'une sous-vari�et�e int�egrale S0 associ�ee �a une forme de contact ! par une

transformation de contact � est une sous-vari�et�e int�egrale S1 de l'image induite de la

forme ��(!).

Exemple 2.1 (Transformation de Legendre dans IR3) Soit la 1-forme ! = dx0 +

pdx sur IR3 et consid�erons la transformation de IR3 dans IR3 :

K : (x; x0; p) ! (X;X0; P ) = (p; px+ x0;�x)

Si l'on �ecrit la forme de contact, dans ces nouvelles coordonn�ees, sous la forme :


 = dX0 + PdX
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On a

K�
 = K�dX0 + PK�dX

Or K�dX = dp et K�dX0 = xdp+ pdx+ dx0. On en d�eduit que :

K�
 = pdx+ dx0 = !

Donc K est une transformation de contact au sens de la d�e�nition 2.1. Nous remar-

quons qu'elle est reli�ee �a la transformation de Legendre (voir d�e�nition 1.18 page 36), nous

reviendrons au paragraphe (2.4) sur ce lien. 3

2.1.1 Formulation g�eom�etrique des transformations de contact

Parmi les multiples approches des transformations de contact, Mrugala et al. [54]

propose une vision, que nous quali�erons de g�eom�etrique et dont nous allons r�esumer

ici les principaux points.

D�e�nition 2.2 Soit une vari�et�e (M2n+1; !) de contact, alors la 1-forme ! d�e�nit sur M

une distribution D de dimension 2n, c'est �a dire un champ d'hyperplans Dm de dimension

2n de l'espace tangent, tel que

D =
[

m2M

Dm ; Dm = fX 2 TmM : iX! = 0g

o�u X est un champ de vecteurs sur M , TmM l'espace tangent �a M en m 2M .

La distribution D est appel�ee distribution de contact.

Nous avons

D = ker!

Les sous-vari�et�es de Legendre sont d�e�nies comme les sous-vari�et�es int�egrales de di-

mension maximale de la distribution de contact D.

Un di��eomorphisme � : M ! M est une transformation de contact s'il conserve la

distribution de contact D.

La d�e�nition d'une transformation de contact est �equivalente �a

��! = �!

o�u � est une fonction di��erentiable positive d�e�nie sur M .

En e�et, les formes ! et �! d�e�nissent le même champ d'hyperplans .

Il existe une distribution � de dimension 1 duale de D d�e�nie par le champ de vecteur

caract�eristique � tel que :

i�d! = 0 ; i�! = 1 (2.5)
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Le champ � est aussi appel�e champ de Reeb[47], il est �egalement d�e�ni par

i�(! ^ (d!)n) = (d!)n (2.6)

La forme ! peut être interpr�et�ee comme une forme de connexion[22][42] et les distributions

D et � respectivement comme distributions horizontales et verticales.

Tout champ X peut être d�ecompos�e selon une composante horizontale hX et une

composante verticale vX :

X = vX + hX o�u vX = (iX!)� ; hX = X � vX

Nous pouvons d�e�nir la di��erentielle covariante Df par :

Df(X) = df(hX)

Un champ de vecteur de contact est alors d�e�ni par

iX! = f ; iXd! = �Df

2.2 Di��eomorphisme et champs de vecteurs dans M2n+1

Formulation di��erentielle et int�egrale des transformations de contact

D�e�nition 2.3 Soit une vari�et�e de contact (M2n+1; !), un automorphisme � sur M2n+1

est une transformation de contact si

��t (! (�t(x))) = �(t; x)! (x) (2.7)

o�u � est une fonction di��erentiable positive d�e�nie sur M2n+1.

D�e�nition 2.4 Soit ! une forme de contact sur une vari�et�e M2n+1. X est dit automor-

phisme in�nit�esimale de contact de ! sur M si pour tout �el�ement (t; x) du domaine D(X)

du ot � de X :

��t (! (�t(x))) = �(t; x)! (x) (2.8)

o�u � est une fonction di��erentiable positive d�e�nie sur D(X). Le champ de vecteurs X est

alors appel�e champ de vecteurs de contact.

Proposition 2.1 [47, page 352] Un champ de vecteurs X sur une vari�et�e de contact

(M2n+1; !) est un automorphisme in�nit�esimale de contact s'il existe une fonction di��e-

rentiable sur M2n+1, � tel que :

LX!(x) = �(x)!(x) ; 8x 2M2n+1 (2.9)

Les facteurs multiplicatifs � de ! par d�erivation au sens de Lie et � par transformation

in�nit�esimale � sont reli�es par :

�(t; x) = e
R t
0 �(�� (x))d� > 0 (2.10)
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Cette formule importante semble peu connue, elle n'est pas �evidente, aussi nous en donnons

une d�emonstration d�etaill�ee.

Nous avons fait l'hypoth�ese � ind�ependante de t, donc f �egalement. D'autre part, ! est

une forme de degr�e quelconque ( y compris pour une forme de degr�e 0, i.e. une fonction).

D�emonstration Nous ne savons pas comparer des objets en des point di��erents, nous

allons donc utiliser le champ engendrant la transformation pour tout ramener au même

point : nous prenons l'objet au point image et nous le ramenons en utilisant l'action du

ot inverse (application r�eciproque) sur cet objet.

Appliquons l'�equation (2.9) en un point y transform�e de x par le ot �t, y = �t(x). Le

vecteur tangent en ce point peut s'�ecrire �t�X . D'o�u

L�t�X!(y) = �(y)!(y)

nous ramenons au point x de d�epart, par action de ��t ; cette �equation entre formes :

��tL�t�X!(�t(x)) = (��t�(�t(x))) (��t !(�t(x)))

Nous avons l'identit�e (A.11) :

��t (L�t�X!) = LX (��t!)

En tenant compte de l'interpr�etation de la d�eriv�ee de Lie en termes de d�eriv�ee direction-

nelle de la 1-forme ! ,

d!

dt

����
t=0

= LX!

et de

��(�(�(x)) = �(x) pour toutes les p-formes.

nous avons :

d

dt
(��t!) (�t(x)) = (� � �t) (�t(x))��t ! (�t(x))

En posant !t(x) = ��t ! (�t(x)) qui est une 1-forme di��erentielle prise en x �x�e , mais

dont les coe�cients coordonn�ees d�ependent aussi du temps via le ot, nous obtenons le

syst�eme di��erentiel, lin�eaire non autonome :

d

dt
!t(x) = (� � �t) (x)!t(x) (2.11)

Par int�egration, en tenant compte de la condition "initiale", !0(x) = !(x), nous obtenons

!t(x) = e
R t
0 �(�� (x))d�!(x)
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Par identi�cation, avec la d�e�nition int�egrale :

!t(x) = �(t; x)!(x) (2.12)

Nous avons donc obtenue la d�e�nition int�egrale (2.4) �a partir de la d�e�nition di��eren-

tielle (2.9) avec :

�(t; x) = e
R t
0 �(�� (x))d� (2.13)

et nous avons bien � > 0: Toutes les op�erations ci-dessus sont r�eversibles, il y a donc

bien �equivalence entre les deux d�e�nitions, si nous partons de (2.12) et de (2.13) avec la

condition (2.11) remplie, nous retrouvons (2.9). 2

Remarques 2.1 Cette d�emonstration repose sur l'identit�e [47, page 351]

d

dt
((��t �) (x))jt=t0 =

�
��t0 (LX�)

�
(x)

et les d�e�nitions et r�esultats s'appliquent quelque soit la p-forme � [47, page 352].

Ainsi pour les fonctions, la th�eorie s'applique aussi puisque les fonctions sont des 0-

formes.

LXf = iXdf =
df

dt

s'interpr�ete comme variation de la fonction f dans la direction du champ X .

Donc une transformation de contact pour une 0-forme est telle que LXf = �f soit

� = 1
f iXdf , expression qui est d�e�nie pour tout X et toute f non nulle : autrement dit

tout champ X est de contact pour les fonctions.

Nous avons aussi :

ft(x) = ��t f (�t(x)) = f (�t(x))

ft(x) assigne au point x la valeur de la fonction au point image par le ot au temps t. 3

2.3 Champ de contact

2.3.1 Construction d'un champ g�en�erateur d'une transformation de contact

Soit une forme de contact ! d�e�nie sur M2n+1

Une transformation de contact est un di��eomorphisme � de M2n+1 dans M2n+1 qui

pr�eserve la structure de contact, associ�ee �a la forme, c'est �a dire tel que

��(!) = �! (2.14)

o�u � est une fonction d�e�nies sur M2n+1 qui ne s'annule en aucun point, donc de signe

constant, nous supposerons, sans restrictions de g�en�eralit�e, que � est positif.
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Nous pouvons montrer facilement que l'image d'une sous-vari�et�e int�egrale associ�ee �a !

est �egalement une sous-vari�et�e int�egrale. En e�et, si (N; ), avec  : N !M2n+1 est une

sous-vari�et�e int�egrale de ! , donc si

 �! = 0

alors

(� �  )�! =  �(��!) = (� � �) �! = 0

L'ensemble des di��eomorphismes v�eri�ant 2.14 forme un groupe, dont l'alg�ebre de lie

est form�ee de champs de vecteurs X tel que

LX! = �! (2.15)

o�u � est une fonction sur M2n+1.

Nous allons nous int�eresser par la suite �a d�eterminer des champs de vecteurs engendrant

une transformation de contact en utilisant pour cela une fonctionf . Pour simpli�er, nous

allons travailler en coordonn�ees de contact.

Proposition 2.2 Le champ de vecteur Xf = Xx0

f
@
@x0

+ Xpi
f

@
@pi

+Xxi

f
@
@xi

avec8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

Xx0

f =

�
f � pi @f

@pi

�

Xpi
f = �

�
@f

@xi
� pi @f

@x0

�
i = 1 : : :n

Xxi

f =
@f

@pi
i = 1 : : :n

(2.16)

o�u f est une fonction di��erentiable sur M2n+1 engendre une transformation de contact

associ�ee �a la forme de contact ! = dx0 + pidx
i sur M2n+1 tel que

LXf
! = �! (2.17)

o�u � est une fonction sur M2n+1.

De plus, � =
@f

@x0
dans les coordonn�ees de contact.

La construction du champ de contact peut être r�ealis�ee de plusieurs mani�eres, Arnold

[3, annexe 4] propose une construction par symplectisation, Hermann [36] propose une

construction en coordonn�ees mais qui est complexe, nous pr�esentons ici une construction

en coordonn�ees, adapt�ee de Hermann [36], que nous estimons plus simple par rapport �a

l'utilisation que nous allons avoir ult�erieurement.

D�emonstration La d�emonstration va consister �a construire ce champ de vecteurs.

Soit la forme de contact non-d�eg�en�er�ee

! = dz + pidx
i

49



d�e�nissant des coordonn�ees dans la base canonique de l'espace tangent TxM
2n+1. Nous

allons construire un champ de vecteurs de contact X , engendrant une transformation de

contact, donc tel que

LX! = �! (2.18)

Nous �ecrivons X sous la forme

X = Xx0 @

@x0
+ Xpi

@

@pi
+Xxi @

@xi

D'apr�es la formule d'homotopie (A.3 page 203), nous avons

LX! = iXd! + d(iX!) (2.19)

Nous allons calculer les deux termes d(iX!) et iXd!.

Or iX! est une 0-forme, nous pouvons supposer qu'elle est �egale �a une fonction f

d�e�nie sur �0(M2n+1)

iX! = f f 2 �0(M2n+1) (2.20)

Nous allons construire notre champ X �a partir de cette fonction f et pour montrer la

d�ependance de X en f , nous le noterons Xf .

D'apr�es l'�equation 2.18 et la formule d'homotopie, nous avons

iXf
d! + d(iXf

!) = �! (2.21)

Soit en r�earrangeant, l'�equation

iXf
d! = �! � d(iXf

!) (2.22)

En tenant compte de iX! = f

iXf
d! = �! � df (2.23)

De plus, nous avons

d! = dpi ^ dxi

Un simple calcul nous donne que

iXf
d! = Xpi

f dxi �Xxi

f dpi (2.24)

Nous d�ecomposons cette �egalit�e sous les formes di��erentielles de base, en �ecrivant que :

df =
@f

@x0
dx0 +

@f

@pi
dpi +

@f

@xi
dxi
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pour le second membre de (2.23)

�! � df =

�
�� @f

@x0

�
dx0 � @f

@pi
dpi +

�
�pi � @f

@xi

�
dxi (2.25)

soit en regroupant les �equations (2.24) et (2.25), en reportant dans (2.23) et en annulant

les coe�cients de dx0; dxi; dpi, nous obtenons 2n coordonn�ees de Xf :8>>><
>>>:

Xpi
f = �

�
@f

@xi
� pi @f

@x0

�
i = 1 : : :n

Xxi

f =
@f

@pi
i = 1 : : :n

(2.26)

et

� =
@f

@x0
(2.27)

De plus, en prenant en compte que

iXf
! = Xx0

f +Xxi

f pi = f ; (2.28)

nous obtenons la premi�ere composante :

Xx0

f = f � pi
@f

@pi
(2.29)

Nous obtenons donc bien le champ annonc�e :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

Xx0

f =

�
f � pi @f

@pi

�

Xpi
f = �

�
@f

@xi
� pi @f

@x0

�
i = 1 : : :n

Xxi

f =
@f

@pi
i = 1 : : :n

(2.30)

Nous avons de plus que la fonction �, qui est la fonction multiplicateur de ! par la

transformation d�epend �egalement de la fonction f et vaut

� =
@f

@x0

L'�equation (2.23) est ind�ependante des coordonn�ees. Nous pouvons aussi donner pour

� une expression ind�ependante des coordonn�ees :

� = i�df

o�u � est le vecteur caract�eristique d�e�ni par l'�equation (2.5). 2
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D�e�nition 2.5 La fonction f introduite lors de la construction du champ de vecteurs de

contact Xf est appel�ee hamiltonien de contact associ�e �a Xf .

Remarque 2.1 La transformation de contact �t de M2n+1 dans M2n+1, engendr�ee par

l'int�egration le long du champ de vecteur de contact Xf est d�e�nie par

�t : (x00; pi0; x
i
0) 7! (x0(t); pi(t); x

i(t))

o�u les (x0(t); pi(t); xi(t)) sont obtenues par int�egration du syst�eme :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

dx0(t)

dt
= f � pi(t) @f

@pi

dpi(t)

dt
= pi(t)

@f

@x0
� @f

@xi
i = 1 : : :n

dxi(t)

dt
=
@f

@pi
i = 1 : : :n

(2.31)

qui a pour condition initiale x0(0) = x00 ; pi(0) = pi0 ; x
i(0) = xi0

Exemple 2.2 Maintenant, que nous savons calculer une transformation de contact, pour

un hamiltonien de contact choisi, calculons, sur un exemple, les fonctions � et � de la

proposition (2.1 page 46).

Soit la forme de contact ! � dx0 + p1dx
1 + p2dx

2 d�e�ni sur M5 et soit le hamiltonien

de contact f = x0x2 + p2, calculons la transformation associ�ee par le champ de contact

Xf du point x0 = (x00; x
1
0; x

2
0; p10; p20).

Xf =
�
x0x2

� @

@x0
+ (0)

@

@x1
+ (1)

@

@x2
+
�
p1x

2
� @

@p1
+
�
p2x

2 � x0� @

@p2

La transformation de contact associe �a :

�t : x0 = (x00; x
1
0; x

2
0; p10; p20) 7! xt = (x0t; x

1
t; x

2
t; p1t; p2t)

avec

x0t = x00e
1=2t2+x20t ; x1t = x10 ; x

2
t = x20 + t

p1t = p10e
1=2t2+x20t ; p2t =

�
p20 � x00t

�
e1=2t

2+x20t

Calculons le terme �(x) facteur multiplicatif de ! lorsque nous d�erivons au sens de la

d�erivation de Lie :

�(x) =
@f

@x0
= x2 = x20 + t au point �t (x0)
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Calculons maintenant �(t; x0) le facteur multiplicatif de ! par la transformation de

contact �t ;

��t!(�t(x0)) = d
�
x00e

1=2t2+x20t
�

+ p10e
1=2t2+x20tdx10 +

�
p20 � x00t

�
e1=2t

2+x20td
�
x20 + t

�
= e1=2t

2+x20tdx00 + p10e
1=2t2+x20tdx10 +

�
p20 � x00t + x00t

�
e1=2t

2+x20tdx20

=
�
e1=2t

2+x20t
� �

dx00 + p10dx
1
0 + p20dx

2
0

�
= e1=2t

2+x20t!(x0)

soit

�(t; x0) = e1=2t
2+x20t

et nous v�eri�ons que nous avons bien ( proposition 2.1) :

�(t; x0) = e1=2t
2+x20t = e

R t
0 �(�� (x))d� = e

R t
0 (x20+�)d�

3

Construction d'une nouvelle sous-vari�et�e de Legendre

Pour un hamiltonien de contact f donn�e, construire une nouvelle sous-vari�et�e de Le-

gendre St, en connaissant une, S0, par transformation de contact va se faire en plusieurs

�etapes

{ Supposer que la sous-vari�et�e de Legendre initiale S0 est d�e�nie localement par un

syst�eme d'�equations

Fk(x00; pi0; x
j
0) = 0 (2.32)

nous mettrons l'indice 0 aux variables de S0.

{ Int�egrer le syst�eme (2.31 page 52)

{ Calculer la transformation inverse ��1t qui �a (x0(t); pi(t); xi(t)) associe (x00; pi0 ; x
j
0)

{ Remplacer dans le syst�eme (2.32), (x00; pi0 ; x
j
0) par rapport �a leur valeur en fonction

de z(t); pi(t) et xi(t) par ��1.

{ Le nouveau syst�eme obtenu

Fk(�
�1
t (x0(t); pi(t); x

i(t)))

d�e�nie localement une sous-vari�et�e de Legendre St.
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Cette transformation va donc nous permettre, connaissant une vari�et�e int�egrale de !,

de construire de nouvelles vari�et�es int�egrales en int�egrant dans l'espace M2n+1 selon la

direction du champ Xf construit pr�ec�edemment selon un param�etre t, que nous appellerons

temps, bien que cette d�enomination soit abusive, car il ne s'agit pas d'un temps physique.

C'est �a dire qu'il y aura deux choix �a faire, un directionnel, le choix de la fonction f ,

et un temporel, lors de l'int�egration, pour chaque instant t �x�e, nous aurons une vari�et�e

int�egrale.

Nous avons associ�e Xf �a f , maintenant se pose le probl�eme de la r�eciproque.

2.3.2 Relations entre champs de vecteurs de contact et hamiltoniens de

contact

1. Nous allons voir dans la proposition suivante qu'il existe une relation biunivoque

entre les champs de vecteurs de contact et les hamiltoniens de contact.

Proposition 2.3 [47] Soit une vari�et�e, M , munie d'une structure de contact. Pour

chaque forme de contact ! surM , il existe un isomorphisme � de l'espace vectoriel L

des automorphismes in�nit�esimaux de contact sur l'espace vectoriel L0 des fonctions

num�eriques di��erentiables sur M .

D�emonstration Nous rappelons les principaux points de la d�emonstration donn�ee

dans [47, page 319] Soit X un automorphisme in�nit�esimal de contact, alors � est

d�e�ni par

�(X) = iX(!)

et son inverse ��1 par :

��1(f) = fE + !#[df � (iEdf)!]

o�u E est le champ de Reeb de la forme ! d�e�ni par :

iE! = 1 ; iEd! = 0

Et !# (voir notation (1.1 page 26))l'isomorphisme inverse de l'application qui associe

�a un champ de vecteur X la forme iXd!. La fonction � telle que LX! = �! est �egale

�a

� = iEdf

2. La construction du champ de vecteurs Xf est proche de la construction en dimension

paire d'un champ de vecteurs hamiltonien g�en�erateur d'une transformation symplec-

tique et donc, par analogie, nous appellerons la fonction f hamiltonien de contact.

De plus si f est ind�ependant de x0, alors le champ Xf est aussi ind�ependant de x0 et

nous pouvons les projeter dans l'espace �a 2n variables (x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pn) et en
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notant �f la projection de f et �X �f le champ de vecteurs d�e�ni en projetant le champs

Xf , nous obtenons :

�X �f = � @ �f

@xi
@

@pi
+
@ �f

@pi

@

@xi

est le champ de vecteur hamiltonien classique associ�ee �a une forme symplectique

� = d! = dpi ^ dxi de rang 2n, de hamiltonien �f(pi; x
i).

3. Proposition 2.4 Le champ de contact Xf a les propri�et�es suivantes [53] :

(a) Xc = c @
@x0

(b) X�f = �Xf

(c) Xf+g = Xf +Xg

(d) Xfg = fXg + gXf � fg @

@x0

(e) Xf(f) = f
@f

@x0

(f) Xf(fn) = nfn @f
@x0

4. Th�eor�eme 2.1 (Mrugala) Soit S une sous-vari�et�e de Legendre d'une forme de

contact ! et Xf un champ de vecteur de contact associ�e �a une fonction f ; alors Xf

est tangent �a S si et seulement si f s'annule sur S, c'est �a dire si S � f�1(0).

D�emonstration Ce th�eor�eme important pour ses applications a �et�e d�emontr�e dans

[44] et �etudi�e dans [54]. Nous rappelons ici les principaux points de cette d�emons-

tration.

Supposons d'abord que Xf est tangent S, alors �a partir des d�e�nitions de S et de

Xf , nous avons iXf
! = f = 0, d'o�u le r�esultat.

Inversement, si S � f�1(0), alors iXf
! = 0 sur S. Nous savons que S est de dimen-

sion n, alors soit v1; : : : ; vn une base de n champs de vecteurs lin�eairement ind�epen-

dants tangents �a S. Nous pouvons montrer [54] que Xf est combinaison lin�eaire de

v1; : : : ; vn et est donc tangent �a S. 2

Conclusion

Nous avons donc construit un champ de vecteur de contact associ�e �a une forme de

contact !, engendrant une transformation de contact. Il est d�etermin�e uniquement par une

fonction di��erentiable f appel�ee hamiltonien de contact. Nous avons vu, que grâce �a ce

champ, si nous connaissons une sous-vari�et�e de Legendre de !, nous pouvons construire de

nouvelles sous-vari�et�es de Legendre par di��erents choix de fonctions f . Nous allons dans

la suite, nous int�eresser au probl�eme inverse, qui est connaissant deux sous-vari�et�es de

Legendre de !, pouvons nous trouver un ou plusieurs hamiltoniens de contact permettant

de transformer la premi�ere sous-vari�et�e en la deuxi�eme?
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2.4 Lien entre transformation de Legendre et transforma-

tion de contact

Une transformation de Legendre est un di��eomorphisme �L d'une vari�et�e de contact

(M2n+1; !) dans une vari�et�e de contact (N2n+1; $) tel que

��L$ = !

De cette propri�et�e, nous avions d�eduit �a l'exemple 2.1 qu'une transformation de Legendre

�L �etait une transformation de contact. Cependant, une transformation de contact est

un automorphisme, nous devons consid�erer que les transformations de Legendre sont de

contact quand elles vont d'un espace M2n+1 dans lui-même; dans ce cas, nous allons voir

dans ce paragraphe qu'il existe un champ de vecteurs de contact et donc un hamiltonien

de contact fL, permettant de d�e�nir cette transformation.

Cependant, nous verrons qu'alors l'interpr�etation classique d'une transformation de

Legendre pose un probl�eme.

En e�et, d'un cot�e, il est couramment admis qu'une transformation de Legendre

conserve toute sous-vari�et�e de Legendre, nous avons même dit que c'est cette propri�et�e

qui avait donn�ee leur nom �a ces sous-vari�et�es. De l'autre cot�e, nous savons, par le th�eo-

r�eme (2.1 page 55) quelle condition doit v�eri�er un hamiltonien de contact pour que la

transformation associ�ee pr�eserve une sous-vari�et�e de Legendre et cette condition n'est pas

v�eri��ee par fL.

Rappelons d'abord la d�e�nition :

D�e�nition 2.6 (Transformation de Legendre) Une transformation de Legendre �L
est une transformation d'un espace M2n+1 dans un espace de même dimension tel que :

�L : (x0; x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pn) 7! (x0 +
X
k2K

pkx
k ;�pK; xL; xK ; pL) (2.33)

o�u K et L forment une partition disjointe de l'ensemble des indices (1; : : : ; n).

Proposition 2.5 La transformation �L d�e�nie par (2.33) de M2n+1 dans lui-même est

une transformation de contact associ�ee �a une forme de contact ! � dx0 +
nX
i=1

pidx
i sur

M2n+1 au sens de :

��L! = �!

o�u � est une fonction di��erentiable non-nulle sur M2n+1.

D�emonstration Nous pouvons v�eri�er que

��L(d
�
x0 +

X
k2K

pkx
k) +

X
k2K

xkd(�pk) +
X
l2L

pldx
l) = dx0 +

X
k2K

pkdx
k +

X
l2L

pldx
L

nous avons donc une transformation de contact. 2
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Proposition 2.6 Une transformation de Legendre est un point particulier d'une trans-

formation de contact in�nit�esimale �t associ�ee �a l'hamiltonien de contact suivant :

fL =
1

2

X
k2K

�
p2k + (xk)2

�

D�emonstration Soit le champ de contact XfL associ�e �a fL.

La transformation � est obtenue par int�egration du syst�eme de contact associ�e �a Xf :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dx0

dt
=

1

2

X
k2K

(xk)2 � p2k

dxk

dt
= pk k 2 K

dxl

dt
= 0 l 2 L

dpk
dt

= �xk k 2 K

dpl
dt

= 0 l 2 L

(2.34)

Nous pouvons d�e�nir alors la transformation par :

�t : (x00; x
K
0 ; x

L
0 ; pK0; pL0) 7! (x0(t); xK(t); xL(t); pK(t); pL(t))

avec

x0(t) = x00 + 1
4((xK0 )2 � (pK0)

2) sin(2t)� 1
2pK0x

K
0 cos(2t) + 1

2pK0x
K
0

xK(t) = xK0 cos(t) + pK0 sin(t)

xL(t) = xL0

pK(t) = pK0 cos(t)� xK0 sin(t)

pL(t) = pL0

Nous retrouvons la transformation de Legendre �L pour t = �
2 . 2

Remarques 2.2 1. La fonction fL =
1

2

X
k2K

p2k + (xk)2 d�e�nie comme �etant le hamilto-

nien de contact de la transformation de Legendre n'est nulle sur aucune sous-vari�et�e.

Or cette condition est n�ecessaire et su�sante pour que la transformation de contact

associ�ee pr�eserve une sous-vari�et�e de Legendre (th�eor�eme 2.1 page 55). Par appli-

cation de la transformation de contact �t sur une sous-vari�et�e de Legendre S, nous
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avons donc une nouvelle une sous-vari�et�e de Legendre. Cependant, cela n'est pas

contradictoire avec le r�esultat classique qu'une transformation de Legendre pr�eserve

une sous-vari�et�e de Legendre; en e�et, nous avons une nouvelle sous-vari�et�e de Le-

gendre si nous consid�erons celle-ci comme appartenant au même espace et avec le

même syst�eme de coordonn�ees que S; or la transformation de Legendre correspond

�a une \rotation" du syst�eme de coordonn�ees en ne changeant pas la sous-vari�et�e S :

La �gure 2.2 repr�esente la trajectoire d'un point de IR3 par application de la trans-

formation �t : les + repr�esente la trajectoire pour t 2 [0;
�

2
], les � pour t 2 [

�

2
; �] les

} pour t 2 [�;
3�

4
] les 2 pour t 2 [

3�

4
; 2�]. En fait, les transformations de Legendre

-1
-0.5

0
0.5

1
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Fig. 2.2 { Trajectoire d'un point par transformation de Legendre dans IR3

et de contact correspondent �a deux points de vue di��erents du même ph�enom�ene :

soit nous consid�erons que l'objet ne se modi�e pas, mais que les axes oui, soit au

contraire, nous travaillons avec des axes �xes et alors la sous-vari�et�e change.

2. La transformation de Legendre transforme une fonction g�en�eratrice d'une sous-

vari�et�e de Legendre dans le syst�eme de coordonn�ees associ�e en une fonction g�e-

n�eratrice de la même sous-vari�et�e dans le syst�eme de coordonn�ees associ�e. 3
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Fig. 2.3 { Projection d'une transformation de Legendre sur le plan (p; q)

2.5 Fonctions g�en�eratrices et hamiltoniens de contact

Probl�eme : Nous avons deux sous-vari�et�es Legendriennes de la forme !, S0 et S1, nous

cherchons �a trouver une transformation de contact qui va nous permettre de transformer

S0 en S1 connaissant une fonction g�en�eratrice F0(x
I ; pJ) de S0 et F1(x

I ; pJ) de S1.
Th�eor�eme 2.2 Soient deux sous-vari�et�es de Legendre S0 et S1 dans M2n+1 d�e�nies res-

pectivement par des fonctions g�en�eratrices F0(xI ; pJ) et F1(xI ; pJ) avec I; J partition dis-

jointe de (1; : : : ; n), alors le hamiltonien de contact d�e�ni par

f(xI ; pJ) = F1(x
I ; pJ)� F0(xI ; pJ)

engendre une transformation de contact qui transforme continûment S0 en S1.

Remarque 2.2 Si les fonctions g�en�eratrices ne sont pas dans le même syst�eme de coor-

donn�ees, nous pouvons soit, si possible, transformer une des deux fonctions en l'autre par

une transformation de Legendre (transformation de contact particuli�ere), soit ramener la

premi�ere sous-vari�et�e de Legendre sur la sous-vari�et�e nulle (de fonction g�en�eratrice nulle)

et ensuite transformer la sous-vari�et�e nulle en la sous-vari�et�e recherch�ee. 3

Th�eor�eme 2.3 Soient deux sous-vari�et�es de Legendre S0 et S1 d'une même forme de

contact ! = dz +
nX
i=1

pidx
i dans M2n+1, et soient deux points q0 2 S0 et q1 2 S1. Alors
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Si parmi les 2n choix possibles de partition disjointe I; J de (1; : : : ; n), il existe un

syst�eme de coordonn�ees (xI ; pJ) tel qu'il existe une fonction g�en�eratrice F0(x
I ; pJ) de S0

dans un voisinage de q0 et une fonction g�en�eratrice F1(x
I ; pJ) de S1 dans un voisinage de

q1, alors le hamiltonien de contact d�e�ni par

f(xI ; pJ) = F1(x
I ; pJ)� F0(xI ; pJ)

engendre une transformation de contact qui transforme continûment un voisinage de q0
en un voisinage de q1.

Corollaire 2.1 Les r�esultats de la proposition et du corollaire restent valables pour des

familles g�en�eratrices (voir remarque 1.6 page 39) F0(pI ; x) d'une sous-vari�et�e de Legendre

S0 et F1(pI ; x) d'une sous-vari�et�e de Legendre S1. Le hamiltonien de contact d�e�ni par

f(pI ; x) = F1(pI ; x)� F0(pI ; x)

engendre une transformation de contact qui transforme continûment S0 en S1.

D�emonstration La d�emonstration se fait par v�eri�cation.

Les fonctions g�en�eratrices F0 et F1 sont choisies d�ependantes des mêmes variables

(xI ; pJ).

Par application du th�eor�eme 1.5 page 37, nous avons pour S0

p0I(x
I ; pJ) = �@F0

@xI
; x0

J (xI ; pJ) =
@F0
@pJ

; x00(x
I ; pJ) = F0 � pJ @F0

@pJ

et pour S1

p1I(x
I ; pJ) = �@F1

@xI
; q1

J (xI ; pJ) =
@F1
@pJ

; x01(x
I ; pJ) = F1 � pJ @F1

@pJ

Soit

f(xI ; pJ) = F1(x
I ; pJ)� F0(xI ; pJ)

Le champ �a int�egrer est :8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

Xx0

f =

�
f � pJ

@f

@pJ

�

XpI
f = �

�
@f

@xI
� pI @f

@x0

�
= � @f

@xI

XpJ
f = 0

XxJ

f =
@f

@pJ

XxI

f = 0

(2.35)
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Dont la solution nous donne :

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =

�
f � pJ @f

@pJ

�
t + x00

pI(t) = �
�
@f

@xI

�
t + p0I

pJ(t) = p0J

xJ(t) =
@f

@pJ
t+ x0

J

xI(t) = x0
I

(2.36)

Soit

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =

�
�
�
F0(x

I ; pJ)� pJ
@F0
@pJ

�
+

�
F1(x

I ; pJ)� pJ @F1
@pJ

��
t+ x00

pI(t) = �
�
�@F0
@xI

+
@F1
@xI

�
t + p0I

pJ (t) = p0J

xJ (t) =

�
�@F0
@pJ

+
@F0
@pJ

�
t+ x0

J

xI(t) = x0
I

(2.37)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =
��x00(xI ; pJ) + x01(x

I ; pJ))
�
t + x00

pI(t) =
��p0I (xI ; pJ) + p1I(x

I ; pJ)
�
t + p0I

pJ(t) = p0J

xJ(t) =
��x0J(xI ; pJ) + q1

J(xI ; pJ)
�
t + x0

J

xI(t) = x0
I

(2.38)

Pour chaque instant t, nous avons ainsi une sous-vari�et�e de Legendre de fonction g�e-

n�eratrice

Ft = (1� t)F0(xI ; pJ) + tF1(x
I ; pJ)

La sous-vari�et�e est en faite construite par une combinaison lin�eaire entre les deux sous-

vari�et�es S0 et S1 au dessus des points (xI ; pJ), nous parlerons alors de combinaison lin�eaire
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verticale �a (xI ; pJ) �x�es. Nous noterons la combinaison verticale �a (xI ; pJ) �x�es de deux

sous-vari�et�es :

S(t) =
�

(1� t)S0
���(xI;pJ) +

�
tS1
���(xI ;pJ)

2

Remarque 2.3 Nous savons qu'il existe plusieurs hamiltoniens de contact permettant de

transformer une sous-vari�et�e de Legendre en une autre, mais lorsque le hamiltonien de

contact est construit �a partir des fonctions g�en�eratrices des deux sous-vari�et�es, la seule

fonction possible est-elle la di��erence de ces deux fonctions?, c'est �a dire pouvons nous

seulement faire une combinaison lin�eaire verticale? ou ne pouvons-nous pas pond�erer les

termes de f , c'est �a dire les fonctions g�en�eratrices, ce qui permettrait de contrôler l'in-

uence des deux sous-vari�et�es. Deux cas vont être �etudi�es, lorsque les poids sont ind�epen-

dants du param�etre t et lorsqu'ils sont d�ependants.

1. Coe�cients ind�ependants de t Soit

f(xI ; pJ) = �F0(x
I ; pJ) + �F1(x

I ; pJ)

Alors le champ �a int�egrer est :8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

Xx0

f =

�
f � pJ @f

@pJ

�

XpI
f = �

�
@f

@xI
� pI @f

@x0

�
= � @f

@xI

X
pJ
f = 0

XxJ

f =
@f

@pJ

XxI

f = 0

(2.39)

Dont la solution nous donne :

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =

�
f � pJ

@f

@pJ

�
t + x00

pI(t) = �
�
@f

@xI

�
t+ p0I

pJ(t) = p0J

xJ(t) =
@f

@pJ
t + x0

J

xI(t) = x0
I

(2.40)
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Soit

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =

�
�

�
F0(x

I ; pJ)� pJ
@F0
@pJ

�
+ �

�
F1(x

I ; pJ)� pJ @F1
@pJ

��
t+ x00

pI(t) = �
�
�
@F0
@xI

+ �
@F1
@xI

�
t + p0I

pJ(t) = p0J

xJ (t) =

�
�
@F0
@pJ

+ �
@F0
@pJ

�
t + x0

J

xI(t) = x0
I

(2.41)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

x0(t) =
�
�x00(x

I ; pJ) + �x01(x
I ; pJ))

�
t + x00

pI(t) =
�
�p0I(x

I ; pJ) + �p1I(x
I ; pJ)

�
t+ p0I

pJ(t) = p0J

xJ(t) =
�
�x0

J (xI ; pJ) + �q1
J(xI ; pJ)

�
t + x0

J

xI(t) = x0
I

(2.42)

Si nous voulons que :

S(0) = S0 et S(1) = S1

nous avons alors

� = �1 et � = 1

Un autre choix de � et � nous am�enerait �a un autre choix de t .

2. Coe�cients d�ependants de t

la deuxi�eme id�ee est de faire en plus d�ependre f du temps Soit

f(xI ; pJ ; t) = �(t)F0(x
I ; pJ) + �(t)F1(x

I ; pJ)

Alors nous obtenons

S(t) =

�Z t

0
�(�)d�

�
S0 +

�Z t

0
(�(�)d�

�
S1 + �

Les choix de �(t), �(t) et � doivent être tel que

S(0) = S0 et S(1) = S1
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Les choix simples sont tels que8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�Z t

0
�(�)d�

� ����
t=0

=

�Z t

0
�(�)d�

� ����
t=0

= 0

�Z t

0
�(�)d�

� ����
t=1

= �1

�Z t

0
�(�)d�

� ����
t=1

= 1

� = S0

(2.43)

Lemme 2.1 Soit sous-vari�et�e de Legendre S dans M2n+1, au voisinage de chacun de ses

points, pour un des 2n choix possibles, de partition de l'ensemble des indices (1; : : : ; n) en

deux sous-ensembles disjoints I et J , S est d�e�nie par n+ 1 �equations de la forme :

pI = pI(x
I ; pJ)

xJ = xJ(xI ; pJ)

x0 = x0(xI ; pJ)

(2.44)

D�emonstration Le lemme se d�emontre en appliquant la r�eciproque du th�eor�eme 1.5 page

37. 2

Corollaire 2.2 Soient deux sous-vari�et�es de Legendre S0 et S1 dans M2n+1, supposons

que, pour chaque sous-vari�et�e, nous connaissons une des n premi�eres fonctions de la for-

mule (2.44) d�e�nies dans les mêmes variables; Alors les hamiltoniens de contact suivant

f1(x
I ; pJ) =

Z �
p1k(x

I ; pJ)� p0k(x
I ; pJ)

�
dxk + �1

o�u �1 = �1(pJ ; x
1; : : : ; xk�1; xk+1; : : : ; xI) est une fonction arbitraire ind�ependante de xk.

f2(x
I ; pJ) =

Z �
x1l(x

I ; pJ)� x0l(xI ; pJ)
�
dpl + �2

o�u �2 = �2(p1; : : : ; pl�1; pl+1; : : : ; pJ ; x
I) est une fonction arbitraire ind�ependante de pl

transforment la fonction associ�ee �a la premi�ere sous-vari�et�e en celle associ�ee �a la deuxi�eme.

D�emonstration En remarquant que les fonctions 2.44 peuvent être �ecrites soit sous la

forme

pk(x
I ; pJ) = �@F (xI ; pJ)

@xk

, o�u I + J est une partition de l'ensemble des indices (1; :::; n) et k 2 I
soit sous la forme

ql(x
I ; pJ) =

@F (xI ; pJ)

@pl
; avec l 2 J;
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la d�emonstration est imm�ediate et se fait en calculant la composante du champ de contact

correspondant �a la fonction recherch�ee. Ainsi si nous voulons montrer que f1 transforme

la fonction p0k(x
I ; pJ), qui est une fonction associ�ee �a S0 en la fonction associ�ee �a S1,

p1k(x
I ; pJ), il su�t de calculer la composante de pk dans le champ de contact, soit8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

dpJ
dt

= pJ
@f1
@x0

� @f1
@xJ

= 0

dxI

dt
=
@f1
@pI

= 0

dpk
dt

= pk
@f1
@x0

� @f1
@xk

= p1k(xI ; pJ)� p0k(x
I ; pJ)

(2.45)

Soit en tenant compte que pk(t) = p0k,

pk(t) = (1� t)p0k + tp1k

ce qui est le r�esultat souhait�e pour la premi�ere �equation, la d�emonstration est identique

pour la deuxi�eme.

La fonction arbitraire �1 ind�ependante de xk et de z, n'intervient pas dans le calcul

de cette composante, elle intervient dans le calcul des autres composantes.

Ce corollaire sera utile lors des applications �a la thermodynamique au chapitre 5

D�e�nition 2.7 Nous appellerons sous-vari�et�es nulles de M2n+1 munie d'un syst�eme de

coordonn�ees x0; xi; pi, les sous-vari�et�es de Legendre obtenues en annulant n+1 coordonn�ees

par les 2n+ 1.

Proposition 2.7 Soit la sous-vari�et�e nulle O de M2n+1, munie d'un syst�eme de coor-

donn�ees x0; xi; pi, i = 1 : : :n, d�e�nie par

x0 = 0 ; xJ = 0 ; pI = 0

o�u (I; J) forment une partition disjointe de l'ensemble des indices.

Alors la fonction F (xI ; pJ) = 0 est une fonction g�en�eratrice de O.

Corollaire 2.3 La fonction g�en�eratrice d'une sous-vari�et�e de Legendre S est le hamilto-

nien de contact permettant de transformer une sous-vari�et�e nulle en la sous-vari�et�e S.

D�emonstration Soit F ((xI ; pJ) une fonction g�en�eratrice de S, alors le corollaire se d�e-

montre en appliquant le th�eor�eme, avec comme sous-vari�et�e de Legendre initiale la sous-

vari�et�e nulle, de fonction g�en�eratrice F0(xI ; pJ) = 0. 2

Proposition 2.8 Soit une sous-vari�et�e de Legendre Sr dite de r�ef�erence et soit f0 et f1
les hamiltoniens de contact permettant de transformer respectivement Sr en S0 et S1, alors
le hamiltonien de contact f = f1 � f0 transforme S0 en S1. De plus, cette di��erence est
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�egale �a la di��erence des fonctions g�en�eratrices, lorsque toutes ces fonctions sont exprim�ees

dans les mêmes variables.

SO S1-
f1 � f0

Sr

f0

�
�
�
�	

f1

@
@
@
@R

D�emonstration Le hamiltonien de contact f0(x
I ; pJ) qui transforme Sr en S0 est d�e�nie

par

f0(x
I ; pJ) = F0(x

I ; pJ)� Fr(x
I ; pJ)

o�u F0(x
I ; pJ), respectivement Fr(x

I ; pJ), est une fonction g�en�eratrice de S0, respecti-

vement de Sr. Le hamiltonien de contact f1(x
I ; pJ) qui transforme Sr en S1 est d�e�nie

par

f1(x
I ; pJ) = F1(x

I ; pJ)� Fr(x
I ; pJ)

o�u F1(x
I ; pJ) est une fonction g�en�eratrice de S1. Alors la fonction f(xI ; pJ)

f(xI ; pJ) = f1(x
I ; pJ)� f0(xI ; pJ)

est la di��erence d'une fonction de g�en�eratrice de S1 est d'une fonction g�en�eratrice de S0,
c'est donc un hamiltonien de contact qui permet de transformer S0 en S1. 2

2.6 Hamiltonien de contact d�ependant du temps

Introduction

Lorsque nous avons cherch�e un hamiltonien de contact f engendrant une transforma-

tion de contact permettant de passer d'une sous-vari�et�e de Legendre S0 d'une 1-forme !

�a une autre sous-vari�et�e de Legendre S1, nous avons �et�e amen�e �a supposer pour certaines

�equations d'�etat particuli�eres (voir chapitre 6) que f d�ependait �egalement du param�etre

d'int�egration, c'est �a dire que f 2M2n+1 � IR. La construction en coordonn�ees du champ

de vecteurs engendrant la transformation de contact n'�etait alors plus valable, il nous a

fallu alors reconstruire une transformation dans l'espace �elargi M2n+1 � IR. Nous allons

pr�esenter ici cette g�en�eralisation et expliquer les choix que nous avons �et�e amen�e �a faire.

Comme nous sommes alors en dimension paire, nous ne pourrons plus parler de vari�et�e

de contact, de forme de contact ou de transformation de contact.

En plongeant notre probl�eme dans un espace qui a une dimension suppl�ementaire,

nous sommes oblig�es de travailler avec des nouvelles formes, des nouveaux champ de

vecteurs, une nouvelle transformation. Nous avons du reconstruire tous ces objets, pour

cette construction et notre �etude dans M2n+1 � IR, nous allons imposer comme unique

contrainte qu'�a t �x�e, nous retrouvons notre structure de contact.
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La construction se fera de la mani�ere la plus g�en�erale possible dans un premier temps,

puis nous verrons que par rapport �a notre probl�eme initial certains choix sont plus judi-

cieux; ceux-ci seront �etablis par observation de la transformation de contact dans M2n+1,

nous verrons par exemple que le champ de contact d�e�nit une 1-forme dans M2n+1 � IR

convenable et nous avons d�ecid�e de travailler avec celle-ci.

Lorsque nous travaillons dans M2n+1 � IR, les objets math�ematiques (champ, formes)

seront distingu�es par un tilde.

2.6.1 Plongement de la forme de contact dans M2n+1
� IR

La premi�ere question que nous avons eu �a r�esoudre �etait de construire �a partir de la

forme de contact ! sur M2n+1, une nouvelle forme ~! sur M2n+1� IR telle que son projet�e

sur M2n+1 soit !, le choix le plus simple est d'ajouter un terme F (x0; pi; x
i; t)dt o�u F est

�a priori une fonction arbitraire.

~! = ��! � Fdt

o�u � : M2n+1 � IR !M2n+1 est la projection de M2n+1 � IR sur M2n+1 parall�element �a

IR.

��! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i

Nous verrons plus loin comment choisir F .

2.6.2 Construction de la transformation

Nous devons construire un champ de vecteurs engendrant une transformation tel que

pour t �x�e, la projection de ce champ sur M2n+1 soit �egal au champ XF engendrant une

transformation de contact sur M2n+1.

En fait, nous voulons un champ tel que

L ~XF
~! = ~���! + ~�Fdt

Le champ ~XF = ~Xz
F

@

@x0
+

nX
i=1

�
~Xpi
F

@

@pi
+ ~Xxi

F

@

@xi

�
+ ~X t

F

@

@t
est d�e�nie sur M2n+1 �

IR, donc avons donc une composante suppl�ementaire, ~X t, par rapport au champ XF , mais

en remarquant qu'int�egrer le long de cette composante revient �a int�egrer dt
dt , nous pouvons

poser ~X t
F = 1.

La construction du nouveau champ va être la même que la construction du champ XF

au paragraphe 2.3.1. Ainsi de la même fa�con que nous avons introduit la fonction f = iX!,

nous allons introduire une fonction g sur M2n+1 � IR qui sera �a d�eterminer.
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Proposition 2.9 Le champ de vecteurs ~XF = ~Xz
F

@

@x0
+

nX
i=1

�
~Xpi
F

@

@pi
+ ~Xxi

F

@

@xi

�
+ ~X t

F

@

@t
avec 8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

~Xz
F = Xz

F+g = Xz
F +Xz

g

~Xpi
F = Xpi

F+g = Xpi
F + Xpi

g ; i = 1 : : :n

~Xxi

F = Xxi

F+g = Xxi

F +Xxi
g ; i = 1 : : :n

~X t
F = 1

(2.46)

o�u F; g sont des fonctions sur M2n+1 � IR, g�en�ere une transformation sur M2n+1 � IR

associ�ee �a la forme ~! � dx0 +
Pn

i=1 pidx
i � Fdt tel que

L ~XF
~! = ~���! + ~�Fdt

Xz
F ; X

pi
F ; X

xi

F , respectivement Xz
g ; X

pi
g ; Xxi

g , sont les composantes d'un champ de contact

sur M2n+1 associ�ee �a l'hamiltonien de contact F , respectivement g et �a la forme ! �
dx0 +

Pn
i=1 pidx

i. De plus,nous avons ~� = �F+g = �f + �g

L'�ecriture d�evelopp�ee du champ donne :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

~Xz
F =

 
(F + g)�

nX
i=1

pi
@(F + g)

@pi

!
=

 
F �

nX
i=1

pi
@F

@pi

!
+

 
g �

nX
i=1

pi
@g

@pi

!

~Xpi
F =

�
pi
@(F + g)

@x0
� @(F + g)

@xi

�
=

�
pi
@F

@x0
� @F

@xi

�
+

�
pi
@g

@x0
� @g

@xi

�
; i = 1 : : :n

~Xxi

F =
@(F + g)

@pi
=
@F

@pi
+
@g

@pi
; i = 1 : : :n

~X t
F = 1

(2.47)

et pour la fonction multiplicatrice

~� =
@(F + g)

@x0
=
@F

@x0
+

@g

@x0

De plus nous avons une relation entre F et g :

F

�
~�� @F

@x0

�
� @F

@x0

�
g � pi @g

@x0

�
+

�
pi
@g

@x0
� @g

@xi

�
@F

@pi
+
@g

@pi

@F

@xi
� @g

@t
= 0 (2.48)

D�emonstration Nous nous int�eressons �a la construction d'un champ dans M2n+1 � IR

associ�e �a la forme ~! = ��!�Fdt tel que sa projection dans M2n+1 soit le champ g�en�erateur

d'une transformation de contact.
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L'id�ee est de calquer la construction du champ dans M2n+1 � IR sur celle faite dans

M2n+1, c'est �a dire un champ ~XF tel que

L ~XF
~! = ~���! + ~�Fdt

avec

~XF = ~Xx0
F

@

@x0
+

nX
i=1

�
~Xpi
F

@

@pi
+ ~Xxi

F

@

@xi

�
+ ~X t

F

@

@t

et

~! = dx0 +
nX
i=1

pidx
i � Fdt

i ~XF
~! est une 0-forme,on peut donc poser

i ~XF
~! = ~g; ~g 2 �0(M2n+1 � IR)

Or

d~! =
nX
i=1

�
dpi ^ dxi +

@F

@pi
dpi ^ dt +

@F

@xi
dxi ^ dt

�
+
@F

@x0
dx0 ^ dt

En tenant compte de

8><
>:

L ~XF
~! = i ~XF

~d! + d
�
i ~XF

~!
�

L ~XF
~! = ~���! + ~�Fdt

i ~XF
~! = ~g

(2.49)

Nous avons donc (
i ~XF

~d! = ~�~! � d~g

i ~XF
~! = ~g

(2.50)

avec

i ~XF
~! = ~Xx0

F + pi ~Xxi

F � F

Donc

i ~XF

~d! =
@F

@x0
dx0 +

nX
i=1

�
~Xpi
F +

@F

@xi

�
dxi +

�
� ~Xxi

F +
@F

@pi

�
dpi �

�
@F

@x0
~Xz
F +

@F

@xi
~Xxi

F +
@F

@pi
~Xpi
F

�
dt
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Soit

@F

@x0
dx0 +

nX
i=1

�
~Xpi
F +

@F

@xi

�
dxi +

�
� ~Xxi

F +
@F

@pi

�
dpi �

�
@F

@x0
~Xz
F +

@F

@xi
~Xxi
F +

@F

@pi
~Xpi
F

�
dt

= ~�
�
dx0 + pidx

i
�

+ ~�Fdt�
�
@g

@x0
dx0 +

@g

@xi
dxi +

@g

@pi
dpi +

@g

@t
dt

�

En tenant compte aussi de i ~XF
~! = ~Xz

F +
Pn

i=1 pi
~Xxi

F � F , nous obtenons les r�esultat

souhait�es :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

~Xz
F =

 
(F + g)�

nX
i=1

pi
@(F + g)

@pi

!

~Xpi
F =

�
pi
@(F + g)

@x0
� @(F + g)

@xi

�
; i = 1 : : :n

~Xxi

F =
@(F + g)

@pi
; i = 1 : : :n

~X t
F = 1

~� =
@(F + g)

@x0

F

�
~�� @F

@x0

�
� @F

@x0

�
g � pi @g

@x0

�
+

�
pi
@g

@x0
� @g

@xi

�
@F

@pi
+
@g

@pi

@F

@xi
� @g

@t
= 0

(2.51)

2

Remarques 2.3 1. La fonction F est-elle bien arbitraire ou est-ce que certains choix

de ne seraient pas plus judicieux? Nous remarquons que lors de la construction d'un

champ de contact, nous avons

iX! = f

Soit

Xz + pXq = f

ce qui se traduit par la relation di��erentielle :

dx0

dt
+

nX
i=1

pi
dxi

dt
= f

Soit en \multipliant" par dt :

dx0 = fdt �
nX
i=1

pidx
i
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Nous voyons que lors d'une transformation de contact, nous devons annuler la 1-

forme dx0 +
Pn

i=1 pidx
i � fdt. Nous voyons que notre probl�eme initial nous d�e�ni

une forme sur M2n+1 � IR, qui doit être nul lors d'une transformation de contact et

nous d�ecidons de la choisir comme ~! et donc de poser F = f . Nous allons donc nous

int�eresser �a construire une transformation associ�ee �a la forme

~! � dx0 +
nX
i=1

pidx
i � fdt (2.52)

2. Les fonctions f et g jouent un rôle sym�etrique et apparaissent dans le champ associ�e

par la relation f + g, lorsqu'il faudra d�eterminer �a la fois ces deux fonctions, cela

reviendra au même de choisir une seule fonction h = f + g, ou alors de poser g = 0

et de s'int�eresser au choix uniquement de f .

3. Par rapport �a notre probl�eme de d�epart, un cas de fonction g va être int�eressant,

c'est g = 0. En e�et dans ce cas, nous avons bien le même champ projet�e sur M2n+1

que celui construit pour la transformation de contact classique.

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

~Xz
f =

 
f �

nX
i=1

pi
@f

@pi

!

~Xpi
f =

�
pi
@f

@x0
� @f

@xi

�
; i = 1 : : :n

~Xxi

f =
@f

@pi
; i = 1 : : :n

~� =
@f

@x0

(2.53)

4. Dans le cas g = 0, nous avons de plus

iXf
~! = iXf

! � f ~X t
f = iXf

! � f = 0

Donc

iXf
! = f

On retrouve l'hypoth�ese de la d�emonstration f ind�ependant de t.

iXf
d~! = iXf

d! + iXf
(df ^ dt) = iXf

d! + df = �!

Donc

iXf
d! = �! � df (2.54)
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On a donc, dans ce cas (g=0) les mêmes relations que pour f ind�ependante de t, ce

qui justi�e �a posteriori les choix e�ectu�es.

5. Proposition 2.10 �A la forme ~! = dx0 + pidq
i � fdt, nous pouvons associer un

champ tel que :

iX(dx0 ^ dx1 ^ : : :dxn ^ dp1 ^ : : :^ dpn ^ dt) =
1

n
~! ^ (d~!)n

Ce champ est �egal au champ ~Xf d�e�ni par :

L ~Xf
~! = ~�~!

D�emonstration La d�emonstration se fait en coordonn�ees :

1

n
~! ^ (d~!)n =

1 dx0 ^ dp1 ^ : : :^ dpndx1 ^ : : :dxn

+
nX
i=1

� @f
@pi

dx0 ^ dp1 ^ : : : ^ dpndx1 ^ : : :^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ dt

+
nX
i=1

�
� @f

@xi
+ pi

@f

@x0

�
dx0 ^ dp1 ^ : : :^ dpi�1 ^ dpi+1 ^ : : :dpndx1 ^ : : :dxn ^ dt

+

 
�f +

nX
i=1

pi
@f

@pi

!
+ dp1 ^ : : :^ dpndx1 ^ : : :dxn ^ dt

(2.55)

Soient Xx0; Xxi; Xpi; X t les composantes de X :

X = Xx0 @

@x0
+

nX
i=1

�
Xxi @

@xi
+ Xpi

@

@pi

�
+X t @

@t

Alors

iX(dx0 ^ dx1 ^ : : :dxn ^ dp1 ^ : : :^ dpn ^ dt) =

Xx0(dx1 ^ : : :dxn ^ dp1 ^ : : :^ dpn ^ dt ^ dt)

�
nX
i=1

�
Xxidx0 ^ dp1 ^ : : :^ dpndx1 ^ : : :^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ dt

�

+
nX
i=1

�
Xpidx0 ^ dp1 ^ : : :^ dpi�1 ^ dpi+1 ^ : : :dpndx1 ^ : : :dxn ^ dt

�
+X t(dx0 ^ dp1 ^ : : : ^ dpndx1 ^ : : :dxn)

(2.56)

En �egalant (2.55) et (2.56), nous obtenons le r�esultat annonc�e, c'est �a dire que ce

champ est �egal au champ d�e�ni par (2.53). 2
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Par cette construction, nous retrouvons le champ de contact, �a partir de la forme

volume 
 = dx0 ^ dxi ^ dpi ^ dt. Nous ne savons pas encore interpr�eter ce r�esultat,

nous pensons qu'il est �a rapprocher du champ de Reeb (voir l'�equation 2.6 page 46) :

i�(! ^ (d!)n) = (d!)n

6. Lorsque ~� = ~�, la relation 2.48 devient :

@f

@x0

�
g � pi

@g

@pi

�
� @g

@x0

�
f � pi @f

@pi

�
+
@f

@pi

@g

@xi
� @g

@pi

@f

@xi
� @g

@t
= 0

Conclusion Nous allons pouvoir utiliser le champ Xf engendrant une transformation

de contact pour des fonctions d�ependantes ou ind�ependantes du param�etre d'int�egration.

Dans le cas g = 0, le champ ~Xf a des propri�et�es �equivalentes au champ Xf (proposition

2.4 55)

Propri�et�es 2.1 Le champ ~Xf =

 
f �

nX
i=1

pi
@f

@pi

!
@

@x0
+

nX
i=1

��
pi
@f

@x0
� @f

@xi

�
@

@pi
+
@f

@pi

@

@xi

�
+
@

@t

a les propri�et�es suivantes :

1. ~Xc = c
@

@x0
+
@

@t
+
@

@t
+
@

@t

2. ~X�f = � ~Xf +2
@

@t
+2

@

@t
+2

@

@t

3. ~Xf+g = ~Xf + ~Xg� @

@t
� @

@t
� @

@t

4. ~Xfg = f ~Xg + g ~Xf � fg @

@x0
�(f + g � 1)

@

@t
�(f + g � 1)

@

@t
�(f + g � 1)

@

@t

5. ~Xf(f) = f
@f

@x0
+
@

@t
+
@

@t
+
@

@t

6. ~Xf(fn) = nfn
@f

@x0
+
@

@t
+
@

@t
+
@

@t

7. Si f =
X
i

�(t)fi, alors Xf =
P

i �(t)Xfi

Les termes en gras sont les termes qui se rajoutent au champ Xf (proposition 2.4 page

55), ils proviennent de l'ajout du terme
@

@t
au champ et ainsi lorsque de la projection du

champ ~Xf sur M2n+1, les propri�et�es du champ Xf sont conserv�ees.

D�emonstration Pour d�emontrer les propri�et�es du champ ~Xf , il faut tenir compte des

propri�et�es du champ Xf et de la relation entre ~Xf et Xf

~Xf = ��Xf +
@

@t
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Ainsi pour la propri�et�e 2 :

~X�f = ��X�f +
@

@t

= ���Xf +
@

@t

= �
�

~Xf � @

@t

�
+
@

@t

= � ~Xf + 2
@

@t
2

2.6.3 Lien avec les syst�emes hamiltoniens d�ependant du temps

Nous allons voir que notre d�emarche est proche de la d�emarche symplectique lorsque le

hamiltonien d�epend du temps. Nous allons commencer par rappeler ce qu'est une transfor-

mation symplectique et comment ensuite a �et�e r�esolu le probl�eme d'hamiltonien d�ependant

du temps.

Transformation symplectique

1. hamiltonien ind�ependant du temps

Soit une 1-forme � =
nX
i=1

pidx
isur une vari�et�e symplectique M de dimension 2n.

Nous allons nous int�eresser �a �a la 2-forme symplectique! = d� =
nX
i=1

dpi ^ dxi (voir

le paragraphe 1.1.1), Un champ X =
nX
i=1

Xpi
@

@pi
+Xxi @

@xi
est dit hamiltonien s'il

existe une fonction H sur M tel que :

iX! = �dH

iX! = iX(
nX
i=1

dpi ^ dxi)

=
nX
i=1

�
Xpidxi �Xxidpi

�
=

nX
i=1

�
�@H
@xi

dxi � @H

@pi
dpi

� (2.57)

74



Donc 8>><
>>:

Xxi = _xi =
@H

@pi
; i = 1 : : :n

Xpi = _pi = �@H
@xi

; i = 1 : : :n

(2.58)

La fonction H s'appelle le hamiltonien du syst�eme (2.58).

2. hamiltonien d�ependant du temps

En g�eom�etrie symplectique est apparu �egalement un probl�eme lorsqu'il fallu travailler

avec une fonction hamiltonienne d�ependant du temps. Nous nous sommes inspir�es

de la solution classiquement propos�ee lors de notre construction de transformation

associ�ee �a un hamiltonien de contact d�ependant du temps. Nous allons pr�esenter ici

les principaux points de cette solution.

Proposition 2.11 [18] Soit (M2n; !) une vari�et�e symplectique et soit H une fonc-

tion di��erentiable sur M2n � IR. Il existe un champ de vecteur et un seul ~X sur

M2n � IR ayant les propri�et�es suivantes :

(a)

~X(x; t) = Xt(x) +
@

@t
dans T(x;t)(M

2n � IR) = Tx(M)� Tt(IR)

(b)

i ~X(��! � dH ^ dt) = 0

D�emonstration Nous reprenons la d�emonstration de [32].

Soit Ht la restriction de H �a M2n � t. L'�equation (2b) devient

iXt! � (Xt; Ht)dt + dHt = 0

ou

iXt! = �dHt et Xt:Ht = 0

Le champ Xt est donc le syst�eme hamiltonien sur M2n� t associ�e �a Ht. L'expression

en coordonn�ees de Xt montre alors :

~X(x; t) = Xt(x) +
@

@t

2

Remarque 2.4 Lorsque H est ind�ependant de t, Xt est aussi ind�ependant de t et

est �egal au syst�eme hamiltonien X associ�e �a H . 3
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Nous allons voir que notre construction est parall�ele �a la construction de Cartan.

Nous avons d'abord l'introduction d'une nouvelle 1-forme ~� = ��(pdq)� ~Hdt o�u ~H

est une fonction de p; q; t, c'est �a dire l'ajout d'un terme � ~Hdt �a la 1-forme �, de la

même fa�con, nous avons ajout�e le terme fdt �a notre forme de contact.

�Etudions la transformation associ�ee.

Soit ~! = d~� = dp ^ dq � d ~H ^ dt. Nous avons

L ~X ~! = d(i ~X ~!)

Or

i ~X ~! = i ~X(dp ^ dq)� i ~X(d ~H ^ dt) (2.59)

= ~Xpdq � ~Xqdp� i ~X(d ~H ^ dt) (2.60)

i ~X(d ~H ^ dt) = i ~X(
@ ~H

@p
dp^ dt) + i ~X(

@ ~H

@q
dq ^ dt) (2.61)

=
@ ~H

@p
( ~Xpdt� ~X tdp) +

@ ~H

@q
( ~Xqdt � ~X tdq) (2.62)

Donc

i ~X ~! = (
@ ~H

@p
~X t � ~Xq)dp+ (

@ ~H

@q
~X t + ~Xp)dq � (

@ ~H

@p
~Xp +

@ ~H

@q
~Xq)dt

Nous avons de plus :

i ~X ~! = iX ~! + i ~Xt ~! (2.63)

= iX! + ~X tdHt (2.64)

= ( ~X t� 1)dHt (2.65)

2.7 Transformation de fonctions, de champs de vecteurs et

des formes di��erentielles

Nous avons vu qu'une transformation de contact transforme une sous-vari�et�e de Le-

gendre en une autre. Nous allons nous int�eresser ici �a regarder comment sont transport�es

des fonctions, des champs de vecteurs ou des formes di��erentielles d�e�nis sur la sous-vari�et�e

initiale.
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2.7.1 Transformation des fonctions

Soit une fonction F (x0; pI ; xJ) d�e�nie sur une sous-vari�et�e de Legendre S0 d'une forme

de contact ! = dx0 +
Pn

i=1 pidx
i

Nous allons d�eterminer comment se transporte la fonction lorsque nous appliquons sur

S0 une transformation de contact.

Pour cela, il faut transporter la fonction le long du ot du champ de contact (2.31 page

52) auquel nous avons ajout�e la composante :

dF

dt
=

@F

@x0
dx0

dt
+
@F

@pI

dpI
dt

+
@F

@xJ
dxJ

dt
(2.66)

=
@F

@x0

 
f �

nX
i=1

pi
@f

@pi

!
+
@F

@pI

�
pi
@f

@x0
� @f

@xi

�
+
@F

@xJ

�
@f

@pi

�

Il faut l'int�egrer ensuite, en ayant d�ej�a int�egrer les autres �equations du champ.

2.7.2 Transformation in�nit�esimale conforme de champs de vecteurs

Proposition 2.12 le transform�e d'un champ horizontal par une transformation de contact

est horizontal

D�emonstration h!;Xi = 0 donc h� !;Xi= h!t; Xi= h��t ! (�t(x)) ; Xi= h! ; �t�Xi =

0

Nous pouvons d�e�nir la transformation in�nit�esimale conforme d'un champ de vec-

teurs :

D�e�nition 2.8 Soit Y un champ di��erentiable sur M , une transformation in�nit�esimale

conforme de Y , est un champ de vecteurs X tel que:

��t (Y (�t(x))) = �(t; x) Y (x) , � > 0

2.7.3 Transport des formes di��erentielles

Certaines fonctions sont d�e�nies par d�eriv�ees de fonction d�e�nies sur la sous-vari�et�e

de Legendre, si nous voulons transporter ces fonctions en conservant le fait qu'elles sont

d�e�nies par d�eriv�ees de fonctions, nous ne pouvons pas appliquer la même m�ethode, en

revanche, une transformation de contact transportant les formes di��erentielles, nous allons

consid�erer que ces fonctions sont des coe�cients des formes di��erentielles.

Soit une sous vari�et�e de Legendre S0 de la forme de contact ! = dx0 +
P
pidxi et soit

� une transformation de contact

Nous rappelons que si

� : (x0
0
; p0i ; x

0
i ) 7!

�
x0

1
(x0

0
; p0i ; x

0
i ); p

1
i (x

00; p0i ; x
0
i ); x

1
i (x

00; p0i ; x
0
i )
�

et que s'il existe un syst�eme d'int�egrales premi�eres de S0 (voir d�e�nition 1.20 page 41)

F 0
i (x0

0
; p0I ; x

0
J) = 0
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Alors � transforme S0 en une sous-vari�et�e S1 qui a comme int�egrales premi�eres :

F 0
i � ��1(x00; p0I ; x0J) = 0

o�u ��1 est la transformation inverse :

��1 : (x0
1
; p1i ; x

1
i ) 7! (z0(x0

1
; p1i ; x

1
i ); p

0
i (x

01; p1i ; x
1
i ); x

0
i (x

01; p1i ; x
1
i ))

Nous cherchons �a transporter des fonctions d�e�nies comme d�eriv�ees partielles de cer-

taines de ces int�egrales premi�eres, nous voulons les transformer de mani�ere qu'elles soient

d�eriv�ees partielles des nouvelles int�egrales premi�eres.

Ces fonctions peuvent être d�e�nies comme coe�cient de forme di��erentielle obtenue

par di��erentiation des �equations d'�etat :

dF 0
i ((x0

0
; p0i ; x

0
i ) =

@F 0
i

@x00
dz0 +

@F 0
i

@p0i
dp0i +

@F 0
i

@q0i
dq0i = 0

Une transformation de contact est construite de mani�ere �a transporter des formes

di��erentielles,nous n'avons pas de probl�emes pour calculer l'image par �� = (��1)� des

quantit�es dx0
0
; dp0i ; dqi, soit8>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

��(dx
00) =

@x0
0

@x01
dz1 +

@x0
0

@p1i
dp1i +

@x0
0

@q1i
dq1i

��(dp
0
i ) =

@p0i
@x01

dz1 +
@p0i
@p1i

dp1i +
@p0i
@q1i

dq1i

��(dq
0
i ) =

@q0i
@x01

dz1 +
@q0i
@p1i

dp1i +
@q0i
@q1i

dq1i

(2.67)

Les coe�cients sont des fonctions des variables initiales, par application de ��1 :

@F 0
i

@x00
� ��1 ;

@F 0
i

@p0i
� ��1 ;

@F 0
i

@q0i
� ��1 (2.68)

nous obtenons des fonctions de (x0
1
; p1i ; x

1
i )

En reportant les r�esultats des deux op�erations pr�ec�edentes, nous obtenons ��(dF
0
i ((x0

0
; p0i ; x

0
i ))

qui est un syst�eme lin�eaire de forme di��erentielle sur S1.
En regroupant les coe�cients des dx0

1
; dp1i ; dq

1
i , nous pouvons ainsi obtenir les images

des d�eriv�ees recherch�ees.

2.8 Conclusion

Dans cette premi�ere partie, nous avons mis en place le cadre math�ematique, dans lequel

nous allons pouvoir �etudier la thermodynamique.

Nous avons construit un champ de contact, engendrant une transformation de contact,

en mettant en avant le rôle essentiel du hamiltonien de contact pour d�e�nir ce champ : il
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existe une relation biunivoque entre l'espace vectoriel des champs de contact et l'espace

des fonctions di��erentiables.

Nous avons �etabli le lien entre le hamiltonien de contact d�e�nissant une transformation

de contact entre deux sous-vari�et�es de Legendre et les fonctions g�en�eratrices de celles-ci.

Ce r�esultat va nous être tr�es utile au chapitre 5.

Nous avons g�en�eralis�e la th�eorie au cas de hamiltoniens de contact d�ependant du temps.

Cette g�en�eralisation m�eriterait d'être encore approfondie, notamment \la construction"

du champ de contact �a partir de la nouvelle forme et de la forme volume sur l'espace

�elargi M2n+1 � IR. Nous verrons au chapitre 4 une interpr�etation physique du terme

suppl�ementaire fdt.

En�n, Nous avons �etabli comment, en plus de transformer une sous-vari�et�e de Legendre

en une autre, nous pouvons transporter certains objets math�ematiques d�e�nis dessus.
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Deuxi�eme partie

Formalisation de la

thermodynamique classique





Introduction

Dans cette partie, nous allons d�ecrire comment le formalisme des structures de contact

s'adapte �a la thermodynamique dite de Gibbs.

Nous verrons que les outils math�ematiques introduits dans la partie pr�ec�edente per-

mettent de mod�eliser, dans un tel cadre, les objets classiques de la thermodynamique.

Nous allons pouvoir y d�e�nir les mod�eles thermodynamiques, les �equations fondamentales

et d'�etat. Nous verrons que certaines m�ethodes de calcul classiques en thermodynamique

trouvent leur justi�cation.

De plus, nous montrerons que l'utilisation des transformations de contact est une

nouvelle m�ethode math�ematique pour g�en�erer des mod�eles thermodynamiques complets,

c'est �a dire �a la fois :

{ L'ensemble des �equations d'�etat d'un mod�ele.

{ Des fonctions thermodynamiques caract�erisant ce mod�ele.

{ Les coe�cients de r�eponse de ce mod�ele.

Nous avons vu au chapitre 2 qu'une transformation de contact �etait d�e�nie de mani�ere

unique par la donn�ee d'une fonction, le hamiltonien de contact. Aux chapitres 5 et 6, nous

verrons comment choisir ces fonctions en thermodynamique. En fait, nous allons nous

int�eresser �a un probl�eme particulier, que nous pourrions quali�er de probl�eme inverse :

Connaissant l'ensemble des �equations d'�etat d'un mod�ele, que nous quali�erons d'initial

et une seule �equation d'�etat d'un autre mod�ele, pouvons nous trouver une transformation

de contact et donc un hamiltonien de contact, transformant une des �equations d'�etat du

mod�ele initial en l'�equation connue du mod�ele �nal?

L'int�erêt d'une telle d�emarche est qu'en appliquant alors la transformation de contact

ainsi construite aux autres �equations d'�etat du mod�ele initial nous obtenons des nouvelles

�equations d'�etat pour le mod�ele �nal.

Selon le type de l'�equation d'�etat connue du mod�ele �nal, nous verrons comment

construire ce hamiltonien de contact. Dans le chapitre 5, nous pr�esentons des hamilto-

niens de contact obtenus �a partir d'�equations d'�etat de forme g�en�erale. Dans le chapitre

6, nous nous sommes int�eress�e �a un probl�eme particulier : le probl�eme pV T , c'est �a dire

lorsque l'�equation d'�etat connue est l'�equation reliant la pression, le volume et la tem-

p�erature. Dans ce cas, nous montrons comment nous avons construit les hamiltoniens de

contact propos�es.
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Chapitre 3

Rappels et notions de

thermodynamique classique

Dans ce chapitre, nous allons faire des rappels de thermodynamique classique. Notre

pr�esentation est orient�ee vers la thermodynamique des �equations d'�etat, qui est importante

pour ses applications, notamment p�etroli�eres.

Nous introduisons les notions de thermodynamique que nous allons utiliser par la suite.

Dans le chapitre 4, nous red�e�nirons ces notions dans le cadre de la th�eorie des structures

de contact.

Compte tenu des d�eveloppements pr�ec�edents, le lecteur pourra retrouver en �ligrane

l'introduction d'une structure de contact.

Pour une �etude plus pr�ecise des notions thermodynamiques pr�esent�ees ici, on se r�ef�era

�a [15] .

3.1 �Etats d'�equilibre d'un syst�eme et coordonn�ees thermo-

dynamiques

La thermodynamique [10] [13][15] �etudie des ensembles mat�eriels de taille macrosco-

pique, appel�es syst�emes. L'�etat thermodynamique d'un syst�eme est l'ensemble des propri�e-

t�es qui le caract�erisent; un syst�eme thermodynamique homog�ene est un syst�eme simple,

appel�e aussi phase.

L'�etat thermodynamique d'une phase en �equilibre est d�ecrit par sa composition

chimique, sa masse M et d'autres grandeurs telles que le volume V , la pression p, la tem-

p�erature T , l'�energie interne U , l'entropie S, l'enthalpie H , l'�energie libre A et l'enthalpie

libre G.

Un certain nombre de param�etres permettent de d�e�nir de mani�ere macroscopique les

syst�emes thermodynamiques et les di��erents �etats, ce sont les variables thermodyna-

miques.

L'existence et la \nature physique" de ces coordonn�ees thermodynamiques ont �et�e

d�egag�ees progressivement au cours du 19eme si�ecle, nous ne reviendrons pas dessus.
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On distingue deux cat�egories de variables. Pour les di��erencier, consid�erons deux sys-

t�emes identiques en toutes leurs coordonn�ees que nous r�eunissons en un seul :

{ les variables extensives sont multipli�ees par deux ; les plus usuelles sont le volume V ,

le nombre de moles N , l'�energie interne U et l'entropie S.

{ les variables intensives gardent la même valeur ; les plus usuelles sont la pression p,

le potentiel chimique � et la temp�erature T .

Dimensions

Nous �etudions des syst�emes �a l'�equilibre [37], nous verrons dans le chapitre 5 que

l'espace des phases thermodynamique est une vari�et�e, dite vari�et�e des �etats d'�equilibre.

Pour un syst�eme de Nc = n � 2 composants sa dimension est 2n+ 1. Pour d�eterminer n,

on utilise la \r�egle des phases" de Gibbs :

d = Nc + 2� '

thermodynamiques o�u d est le nombre de degr�e de libert�e (�a quantit�e totale �x�ee dans le

syst�eme),

Nc est le nombre de constituants ou d'esp�eces chimiques distinctes

et ' est le nombre de phase pr�esentes.

Ici, nous avons a�aire �a un syst�eme simple et donc ' = 1.

Comme nous consid�erons des syst�emes �a quantit�e totale libre, nous avons

n = d+ 1 = Nc + 2:

D'o�u l'ensemble des syst�emes thermodynamiques �a Nc = n � 2 esp�eces chimiques

ind�ependantes forme une vari�et�e de dimension 2n+ 1.

Nous avons de plus en thermodynamique une hypoth�ese fondamentale : tous les sys-

t�emes peuvent être repr�esent�es par un syst�eme simple si l'on ne distingue pas les �etats

stables des �etats instables.

3.2 Formes fondamentales de Gibbs

Consid�erons un syst�eme ferm�e homog�ene en �equilibre. Les variables d'�etat sont li�ees

par une �equation fondamentale de la forme

U = U(S; V )

o�u U est suppos�e di��erentiable par rapport �a chaque variable. En di��erenciant :

dU =
@U

@V
dV +

@U

@S
dS

Cette relation est l'�equation fondamentale de Gibbs pour un syst�eme ferm�e monophase en

�equilibre associ�ee �a l'�energie interne U .

Il a �et�e montr�e en thermodynamique [13] que :

dU = �pdV + TdS
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Cette �equation, appel�ee �equation de Gibbs n'est valable que pour une phase en �equilibre

statique stable, mais elle est �egalement applicable �a l'�etat �nal d'un syst�eme �evoluant d'un

�etat d'�equilibre �a un autre �etat d'�equilibre, même si les �etats interm�ediaires ne sont pas

des �etats d'�equilibre.

Pour un syst�eme monophase ouvert en �equilibre, l'�energie interne d'une phase est

�egalement fonction du nombre de moles Ni des di��erents composants chimiques i qui la

composent :

U = U(S; V;N1; : : : ; NNc)

d'o�u :

dU =
@U

@V
dV +

@U

@S
dS +

NcX
i=1

@U

@N i
dN i

On d�e�nit maintenant une nouvelle fonction d'�etat, appel�ee potentiel chimique �i de la

substance i par :

�i =
@U

@N i
; i = 1 : : :Nc

On peut donc �ecrire l'�equation fondamentale de Gibbs pour un syst�eme monophase ouvert

en �equilibre :

dU = TdS � pdV +
NcX
i=1

�idN
i (3.1)

l'�equation de Gibbs (3.1) a �et�e �etablie en prenant les grandeurs S; V;N i comme variables

ind�ependantes, on peut aussi prendre les variables intensives comme variables ind�epen-

dantes, ce qui introduit de nouvelles relations fondamentales pour une phase :

U �energie interne

H = U + pV enthalpie

A = U � TS �energie libre

G = U � TS + pV = H � TS enthalpie libre

Avec les expressions di��erentielles :

dU = TdS � pdV +
NcX
i=1

�idN
i (3.2)

dH = TdS + V dp+
NcX
i=1

�idN
i (3.3)

dA = �SdT � pdV +
NcX
i=1

�idN
i (3.4)

dG = �SdT + V dp+
NcX
i=1

�idN
i (3.5)

87



Les fonctions U;H;A;G sont appel�ees potentiels thermodynamiques.

Dans la suite de la th�ese, lorsque nous parlerons de l'�equation de Gibbs sans pr�eciser

le potentiel au quelle elle est associ�ee, il s'agira de l'�equation associ�ee �a l'�energie interne.

Remarque 3.1 (Repr�esentation entropique) Dans notre pr�esentation de la thermo-

dynamique, nous avons une coordonn�ee privil�egi�ee, l'�energie interne. Nous avons ainsi

exprim�es certaines grandeurs thermodynamiques par d�erivation de la fonction d'�energie

interne. En thermodynamique, il existe un autre choix qui consiste �a travailler �a partir de

l'entropie S. Nous avons �egalement une forme de contact (car T > 0)

dS =
1

T
dU +

p

T
dV �

NcX
i=1

�i
T

dN i

Tous les r�esultats que nous allons alors �etablir peuvent être transpos�es dans cette repr�e-

sentation car le th�eor�eme des fonctions inverses s'applique globalement. 3

Remarque 3.2 (Travail magn�etique et �electrique) [15] Lorsque le syst�eme est plong�e

dans un champ magn�etique, il apparâ�t un terme suppl�ementaire dû au travail magn�etique

dans la forme de Gibbs :

dU = TdS � pdV +
NcX
i=1

�idN
i + �0H:dI

o�u H est le champ magn�etique, I le courant, �0 est la perm�eabilit�e du vide.

De la même fa�con, si le syst�eme est soumis �a un champ �electrique, nous devons tenir

compte du travail �electrique EedPE, o�u Ee est le champ �electrique, et PE la composante

du moment �electrique parall�element au champ. 3

3.3 �Equations thermodynamiques

Pour un syst�eme thermodynamique donn�e, les 2n+1 variables thermodynamiques ne

sont pas ind�ependantes, mais sont li�ees par un certain nombre d'�equations. Un des pro-

bl�emes de la thermodynamique est d'�etablir ces �equations. Deux types d'�equations sont

distingu�ees en thermodynamique, les �equations d'�etat et les �equations fondamentales. Dans

le paragraphe suivant, nous �etudierons les �equations d'�etat.

Les �equations fondamentales s'appellent ainsi car leur connaissance permet de d�e�nir

enti�erement un syst�eme. Pour chaque syst�eme, il y a une �equation fondamentale associ�ee

�a chacune des �equations de Gibbs. L'�equation fondamentale est la donn�ee du potentiel

associ�e �a la forme de Gibbs en fonction de variables privil�egi�ees.

Exemple 3.1 Ainsi si nous connaissons l'�energie interne en fonction de l'entropie S, du

volume V et du nombre de moles N i

U = U(S; V; : : : ; N i; : : :) (3.6)
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nous avons obligatoirement les �equations suivantes pour satisfaire l'�equation fondamentale

de Gibbs (3.1) :

T =

�
@U

@S

�
V;:::;N i

;�p =

�
@U

@V

�
S;:::;N i

; �i =

�
@U

@N i

�
S;V;:::;N j

(3.7)

3

Dans le tableau suivant, nous avons les �equations fondamentales et les �equations d�eduites

pour chaque potentiel dans un espace des phases thermodynamiques de dimension 5.

U = U(S; V ) A = A(V; T )

T (S; V ) =

�
@U

@S

�
V

S(T; V ) = �
�
@A

@T

�
V

p(S; V ) = �
�
@U

@V

�
S

p(T; V ) = �
�
@A

@V

�
T

G = G(T; p) H = H(S; p)

S(T; p) = �
�
@G

@T

�
p

T (S; p) =

�
@H

@S

�
p

V (T; p) =

�
@G

@p

�
T

V (S; p) =

�
@H

@p

�
S

Tab. 3.1 { �Equations fondamentales et �equations d'�etat

3.4 �Equations d'�etat et mod�eles thermodynamiques

Nous avons vu qu'un syst�eme est d�e�ni lorsqu'on connâ�t son �equation fondamentale,

seulement cela n'est presque jamais le cas. Mais, pour un syst�eme thermodynamique donn�e,

les variables thermodynamiques sont li�ees par des �equations appel�ees �equations d'�etat.

Ces �equations d�ecrivent un syst�eme, une �equation d'�etat ne caract�erise pas totalement

un syst�eme, mais nous informe comment sont reli�ees certaines variables.

Exemple 3.2 Une �equation d'�etat dite pV T est une �equation reliant la pression, le volume

et la temp�erature et d�ecrivant comment ces variables �evoluent les unes par rapport aux

autres pour un syst�eme donn�e. Cette �equation ne nous donne aucune information sur

l'�evolution des autres grandeurs.

L'existence d'une �equation pV T est garantie localement si

@U

@V
= p 6= 0
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D�e�nition 3.1 Lorsqu'un ensemble minimal d'�equations d'�etat, explicites ou implicites,

caract�erise totalement un syst�eme thermodynamique, nous dirons que cet ensemble est un

mod�ele thermodynamique.

Remarques 3.1 [15]

1. Une �equation fondamentale peut être interpr�et�ee comme une �equation d'�etat conte-

nant toute l'information thermodynamique d'un syst�eme.

2. L'ensemble des �equations d'�etat d'un syst�eme est �equivalent �a l'�equation fondamen-

tale de celui-ci.

3. Nous verrons au chapitre 4 que dans un espace des phases thermodynamiques de

dimension 2n+1, n+1 �equations d'�etat ind�ependantes d�e�nissent un mod�ele. Comme

les �equations doivent v�eri�er l'�equation de Gibbs pour un mod�ele thermodynamique,

une fois n �equations d�etermin�ees, la (n+1)eme est �x�ee, elle s'obtient par int�egration

de l'�equation de Gibbs. 3

Nous allons d�ecrire deux mod�eles thermodynamiques particuliers, le gaz parfait et

le gaz de Van der Waals qui vont être les mod�eles auxquels nous ferons r�eguli�erement

r�ef�erence dans nos exemples.

Le gaz parfait

C'est le mod�ele id�eal de la thermodynamique : il ne rend pas compte des interactions

entre les mol�ecules. De plus, il ne d�ecrit pas les changements de phase possible d'un gaz.

Il est cependant int�eressant pour les ph�enom�enes �a haute temp�erature lorsqu'on se trouve

�a l'�etat gazeux.

Les autres mod�eles �a �equations d'�etat ont �et�e construits par correction du gaz parfait.

Les variables p; V; T;N sont reli�ees dans ce mod�ele par la relation :

pV = NRT o�u R est une constante (3.8)

La �gure (3.1) montre l'�evolution de la pression en fonction du volume dans le mod�ele des

gaz parfaits pour di��erentes temp�eratures.

L'�energie interne est fonction uniquement de la temp�erature (et du nombre de moles) :

U = Nk(T ) (3.9)

Un exemple de gaz parfait est le gaz parfait monoatomique �a un seul composant d�e�ni

par les 4 �equations dans M7 :
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V

P

Fig. 3.1 { Courbe de niveau T de la surface pV T pour le gaz parfait

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

pV = NRT

U =
3

2
NRT

S =
3

2
NR ln

�
U

N

�
+ NR ln

�
V

N

�

� =
5

2
RT � TS

N
�Etudions le domaine de d�e�nition de ce gaz. La relation de l'entropie nous donne :

U

N
> 0 ;

V

N
> 0

Comme le nombre de moles N est positif, nous avons U > 0 et V > 0, donc d'apr�es la

deuxi�eme relation RT > 0, donc p > 0. En r�esum�e :

U > 0 ; S 2 IR ; V > 0 ; N > 0 ; RT > 0 ; p > 0 ; � 2 IR

R est une constante que l'on prend positive, donc T > 0

Gaz de Van der Waals

C'est un mod�ele de uide r�eel qui prend en compte l'interaction entre les di��erentes

particules caract�eris�e par la relation :

p =
NRT

V �Nb
� N2a

V 2
(3.10)
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La �gure (3.2) montre l'�evolution de la pression en fonction du volume dans le mod�ele

de Van der Waals pour di��erentes temp�eratures.

V
21.81.61.41.210.80.6

P

2.5

2

1.5

1

0.5

Fig. 3.2 { Courbes de niveau T de la surface pV T pour le uide de Van der Waals

Le param�etre b, appel�e covolume, correspond �a l'existence d'un volume minimum

pour le gaz, c'est-�a-dire que contrairement au gaz parfait les mol�ecules ne peuvent pas se

rapprocher ind�e�niment lorsqu'on augmente la pression.

Le terme en
N2a

V 2
, homog�ene �a une pression, s'appelle pression interne et traduit

l'existence d'une interaction attractive entre mol�ecules s'exer�cant �a courte distance par

l'interm�ediaire de forces dites forces de Van der Waals. Il provient de l'�energie potentielle

d'interaction entre les particules.

Un exemple d'�energie interne et d'entropie associ�ees �a un gaz de Van der Waals est :

U =
�aN2

V| {z }
�energie potentielle

+
3

2
NRT| {z }

�energie cin�etique

(3.11)

S =
3

2
NR ln

 
U + N2a

V

N

!
+NR ln

�
V �Nb
N

�
(3.12)

Pour une temp�erature su�samment �elev�ee, les isothermes de Van der Waals sont

confondues avec celles des gaz parfaits. L'�equation des gaz parfaits (3.8) est alors une

bonne approximation de l'�equation de Van der Waals (3.10).

Les mod�eles multi-composants
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    S en fonction de V et U pour le modele de Van der Waals 

Fig. 3.3 { S(U,V) pour le mod�ele des gaz de Van der Waals

Lorsque un syst�eme thermodynamique est compos�e de plusieurs composants, les �equa-

tions d'�etat s'�ecrivent en fonction des propri�et�es thermodynamiques de chaque composant

[21] [26] . Elles doivent de plus d�ecrire l'interaction entre les di��erents composants.

Des mod�eles thermodynamiques multi-composants ont ainsi �et�e �elabor�es. Par exemple,

nous avons une �equation du gaz parfait multi-composant :

pV =
NcX
i=1

N iRT

o�u p est la pression globale du syst�eme, V le volume, T la temp�erature et N i le nombre

de moles de chaque composant.

Pour un mod�ele type Van der Waals, les termes de pression interne et de covolume

doivent faire apparâ�tre le rôle de chaque composant. Les r�egles qui permettent de d�ecrire

alors ces termes s'appellent r�egles de m�elange [50]. Plusieurs mod�elisations des r�egles de

m�elange ont �et�e propos�ees. La plus classique, pour un uide de Van der Waals de Nc

composant est :

N2a =
i=NcX
i=1

NcX
j=i

N iN jpaiaj (1�Kij)

o�u Kij est un coe�cient d'interaction binaire et Kii = 0,

Nb =
i=NcX
i=1

N ibi

N =
i=NcX
i=1

N i
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L'�equation pV T de Van der Waals s'�ecrit :�
p+

N2a

V 2

�
V �Nb) = NRT

3.5 Coe�cients de r�eponse

Parmi les fonctions thermodynamiques permettant de caract�eriser exp�erimentalement

un mod�ele thermodynamique, nous distinguons les coe�cients de r�eponse [10], qui sont

des rapports entre les variations de deux variables extensives ou intensives. Ils peuvent

s'exprimer en fonction des d�eriv�ees secondes des fonctions fondamentales.

Au paragraphe 3.3, nous avons distingu�e quatre �equations fondamentales d�ependant

de c+2 variables, c �etant le nombre de composants. Parmi les d�eriv�ees secondes possibles,

certaines ont un sens physique et un nom ; celles-ci sont :

{ le coe�cient d'expansion thermique � =
1

V

�
@V

@T

�
p

=
1

V

�
@2G

@T 2

�
p

,

{ la compressibilit�e isotherme � = � 1

V

�
@V

@p

�
T

= � 1

V

�
@2G

@p2

�
T

,

{ la compressibilit�e adiabatique �s = � 1

V

�
@V

@p

�
S

= � 1

V

�
@2H

@P 2

�
S

,

{ les chaleurs sp�eci�ques Cv =

�
@U

@T

�
V

= T

�
@S

@T

�
V

= �T
�
@2A

@T 2

�
V

et

Cp =

�
@H

@T

�
p

= T

�
@S

@T

�
p

= �T
�
@2G

@T 2

�
p

.

Nous appelerons �egalement coe�cients de r�eponse les fonctions suivantes :

{ le coe�cient de Joule-Thomson JT =

�
@T

@p

�
H

,

{ la vitesse du son c =
1p
��s

o�u � est la densit�e du uide.

Et de mani�ere g�en�erale, toute fonction obtenue �a partir des d�eriv�ees des �equations d�etat

sera appel�ee coe�cient de r�eponse.

3.6 Relations de Maxwell

Les relations de Maxwell sont des relations que doivent v�eri�er un syst�eme thermo-

dynamique pour être acceptable. Elles relient les d�eriv�ees partielles des �equations d'�etat

et sont �etablis �a partir des d�eriv�ees secondes des �equations fondamentales. Ainsi si nous

supposons que

@2U

@S@V
=

@2U

@V @S
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alors

�
�
@P

@S

�
V;N1

=

�
@T

@V

�
V;N1

Pour un syst�eme thermodynamique �a Nc composant, nous avons pour chaque potentiel

thermodynamique, (Nc + 2)(Nc + 1)=2 relations de Maxwell [15, page 118].

3.7 Conclusion

Ces brefs rappels de thermodynamique laissent entrevoir un des probl�emes en thermo-

dynamique, il y a beaucoup de notions et de concepts, dont le lien, au niveau math�ema-

tique, n'est pas toujours �evident.

Nous verrons dans les chapitres suivants que ces notions s'interpr�etent dans le cadre

des structures de contact.
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Chapitre 4

Structure de contact et

thermodynamique

Dans cette partie, nous allons voir comment nous pouvons naturellement identi�er la

forme de Gibbs �a une forme de contact sur l'espace des phases thermodynamiques et un

mod�ele thermodynamique �a une sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a cette forme.

En fait, ce chapitre est presque une r�e�ecriture du chapitre pr�ec�edent dans le cadre des

structures de contact. Nous verrons que les notions que nous avions introduites ont leur

�equivalent en th�eorie de contact.

4.1 La forme de Gibbs

Nous pouvons interpr�eter la relation de Gibbs dU = TdS � pdV +
n�2X
i=1

�idN
i comme

une forme de contact g�en�erant une structure de contact sur l'espace des phases ther-

modynamique M2n+1. Les variables introduites au chapitre 2 s'identi�ent aux variables

thermodynamiques :

x0 = U ; p1 = p ; x1 = V ; p2 = �T ; x2 = S ; pi+2 = ��i ; xi+2 = N i

L'expression de la forme de contact ! devient :

! � dU � TdS + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i

Calculons la classe de ! (voir d�e�nition A.28 page 206)

d! = dS ^ dT + dp^ dV +
n�2X
i=1

d�i ^ dNi

!(2n) =
1

n!
! ^ (d!)n =

dU ^ dS ^ dT ^ dp ^ dV ^ d�1 ^ dN1 ^ : : :^ d�n�2 ^ dNn�2

!(2n+1) = 0
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La forme de contact est donc de classe 2n + 1 et non d�eg�en�er�ee d'apr�es le th�eor�eme de

Darboux ( voir page 33)

La vari�et�e des �etats d'�equilibre, M2n+1, d'un syst�eme thermodynamique �a 2n + 1

param�etres est repr�esent�ee par une sous-vari�et�e de Legendre, V n, de dimension maximale

n .

Remarque 4.1 Si nous tenons compte des termes magn�etiques et �electriques dans la

forme de Gibbs (voir remarque page 88), la forme est toujours de contact. 3

Les mod�eles thermodynamiques : des sous-vari�et�es de Legendre particuli�eres

D�e�nition 4.1 (Mod�eles thermodynamiques) Un mod�ele thermodynamique est un

ensemble de relations entre les grandeurs thermodynamiques caract�erisant de mani�ere

unique un syst�eme thermodynamique.

Dans notre formalisme, un mod�ele thermodynamique sera une sous-vari�et�e de Legendre

associ�ee �a la forme de Gibbs ! � dU � TdS + PdV �
n�2X
i=1

�idN
i.

Remarques 4.1 1. Si on appelle dimension d'un mod�ele, la dimension de la sous-

vari�et�e de Legendre le mod�elisant, alors la dimension d'un mod�ele thermodynamique

est donc n dans l'espace des phases de Gibbs de dimension 2n+1. Ainsi, si nous avons

d�etermin�e n + 1 relations ind�ependantes, appel�ees en thermodynamique �equations

d'�etat, nous avons d�e�ni un mod�ele.

2. Pour tous les mod�eles thermodynamiques homog�enes, nous avons une �equation d'�etat

U � TS + pV �
n�2X
i=1

�iN
i = 0.

3. En thermodynamique pratique, d'autres fonctions sont utilis�ees pour caract�eriser un

syst�eme, mais elles se calculent �a partir des �equations d'�etat. 3

Exemple 4.1 (Gaz parfait monoatomique) Les �equations d'�etats des gaz parfaits d�e-

�nissent une sous-vari�et�e de Legendre V n associ�ee �a la forme de Gibbs !. On va le v�eri�er

dans le cas du gaz parfait monoatomique et mono-composant. Dans le cas mono-composant,

la forme de Gibbs s'�ecrit :

! � dU � TdS + PdV � �dN = 0 (4.1)

Nous travaillons sur un espace des phases thermodynamiques de dimension 7, donc une

sous-vari�et�e de Legendre est de dimension 3. Montrons que les �equations d'�etat d�e�nissant

un gaz parfait monoatomique d�e�nissent bien une sous-vari�et�e de Legendre.

Soit S, la sous-vari�et�e de l'espace rapport�e �a (U; S; V;N i; T; p; �i) d�e�nie par

�(T; P;N) = (U(T; P;N); V (T; P:N); S(T; P:N); �(T; P;N); T; P;N)
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tel que 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

V =
NRT

P

U =
3

2
NRT

S =
3

2
NR ln(

3

2
RT ) + NR ln(

RT

P
)

� =
5

2
RT � 3

2
RT ln(

3

2
RT )� RT ln(

RT

P
)

T = T

P = P

N = N

V�eri�ons par le calcul que l'on a e�ectivement ��(!) = 0.

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

��dV =
NR

P
dT � NRT

P 2
dP +

RT

P
dN

��dU =
3

2
NRdT +

3

2
RTdN

��dS =
5

2

NR

T
dT � NR

P
dP +

�
3

2
R ln(

3

2
RT ) + R ln(

RT

P
)

�
dN

On reporte dans ! et on obtient :

��! =

�
3

2
NR� 5

2
NR+ NR

�
dT +

�
NRT

P
� NRT

P

�
dP

+

�
3

2
RT � 3

2
RT ln(

3

2
RT )� RT ln(

RT

P
) + RT � 5

2
RT

+
3

2
RT ln(

3

2
RT ) +RT ln(

RT

P
)

�
dN = 0

La sous-vari�et�e ainsi d�e�nie est donc une sous-vari�et�e de Legendre de la forme de

Gibbs et nous l'appellerons vari�et�e des gaz parfaits. Nous pouvons v�eri�er facilement que

nous avons aussi

��(SdT � V dp+ Nd�) = 0

Autrement dit, la sous-vari�et�e S annule �egalement la 1-forme de Gibbs-Duhem

� = SdT � V dp+ Nd�

Les �equations d'�etat classiques de la thermodynamique d�e�nissant elles aussi des sous-

vari�et�es de Legendre de la forme de Gibbs, nous allons �etudier de quelle mani�ere la trans-

formation de contact d�e�nie pr�ec�edemment permet de retrouver ces �equations d'�etat.

99



Remarques 4.2 { Le mod�ele thermodynamique est la sous-vari�et�e de Legendre, une

�equation d'�etat n'est pas un mod�ele, mais est une int�egrale premi�ere au sens de la

d�e�nition (1.20 page 41) de la sous-vari�et�e de Legendre mod�elisant les �etats admis-

sibles du syst�eme. De la même fa�con qu'une fonction peut être int�egrale premi�ere de

plusieurs sous-vari�et�es de Legendre, une �equation d'�etat est associ�ee �a un ensemble

de mod�eles, il faut donc parler des gaz parfaits ou des gaz de Van der Waals, associ�es

respectivement �a l'�equation PV = NRT et �a
�
P + N2a

V 2

�
(V �Nb) = NRT . Cepen-

dant, nous savons que la donn�ee d'une �equation \fondamentale" d�e�nit de mani�ere

unique un mod�ele, nous verrons pourquoi dans le paragraphe suivant.

{ Lors de l'observation des projections d'une sous-vari�et�e de Legendre, on voit les

courbes classiques de la thermodynamique. Ainsi, en dimension 3, si l'on observe

une sous-vari�et�e de Van der Waals (4.1) associ�ee �a la forme de contact dA � pdV ,

avec A = U � TS, on retrouve les courbes p(V ) �a T �x�e (4.2) et A(V ) (4.3) de Van

der Waals, la derni�ere projection, A(p) ( 4.4) est moins classique d'un point de vue

thermodynamique. 3
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Fig. 4.1 { Sous-vari�et�e de Legendre A(p; V ) de Van

der Waals
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Fig. 4.2 { Projection sur le plan (p; V )

4.2 �Equations fondamentales de la thermodynamique et fonc-

tions g�en�eratrices
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Fig. 4.3 { Projection sur le plan (A; V )
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Fig. 4.4 { Projection sur le plan (A; p)

Proposition 4.1 Une fonction g�en�eratrice de la sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a un

mod�ele est �equation fondamentale de la thermodynamique de ce mod�ele.

D�emonstration Nous avons vu qu'un mod�ele thermodynamique est d�e�ni, au sens de

Gibbs, lorsqu'une de ses �equations fondamentales est connue ( voir le paragraphe 3.3; nous

avons distingu�e quatre �equations :

{ soit l'�energie interne en fonction de l'entropie et du volume U = U(S; V;N i),

{ soit l'�energie libre en fonction du volume et de la temp�erature A = A(V; T;N i),

{ soit l'�energie libre de Gibbs en fonction de la pression et de la temp�erature G =

G(T; p;N i)

{ soit l'enthalpie en fonction de l'entropie et de la pression H = H(S; p;N i).

Les fonctions fondamentales �etudi�ees d�ependant toujours du nombre de moles, donc

�etant ind�ependantes du potentiel chimique, nous allons, sans restriction des g�en�eralit�es,

travailler sur M5, c'est �a dire, consid�erer uniquement les variables U; S; V; T; p et la forme

de Gibbs ! = dU�TdS+pdV ; la g�en�eralisation au cas multi-composant ne posant aucune

di�cult�e th�eorique.

La d�emonstration de la proposition 4.1 consiste �a construire une fonction g�en�eratrice

pour une partition donn�ee de l'ensemble des variables .

Une fonction g�en�eratrice d'une sous-vari�et�e de Legendre de dimension n d�epend de

n variables non-conjugu�ees, ici n = 2 et nous allons d�evelopper la construction lorsque
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ces variables sont le volume et la temp�erature, c'est �a dire nous cherchons une fonction

g�en�eratrice F (V; T ).

D'apr�es la d�e�nition d'une fonction g�en�eratrice (voir le th�eor�eme 1.5 page 37), nous

avons :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

U(V; T ) = F (V; T )� T
@F (V; T )

@T

S(V; T ) = �@F (V; T )

@T

p(V; T ) = �@F (V; T )

@V

Nous avons donc

F (V; T ) = U(V; T )� TS(V; T )

Or, par d�e�nition de l'�energie libre A = U � TS et donc

F (V; T ) = U(V; T )� TS(V; T ) = A(V; T )

La fonction g�en�eratrice d�ependant du volume et de la temp�erature est donc l'�equation

fondamentale associ�ee �a l'�energie libre A(V; T ).

Le même raisonnement peut être fait avec les autres �equations fondamentales de la

thermodynamique

{ Pour les variables T; p, nous trouvons

F2(T; p) = U(T; p)� TS(T; p) + pV (T; p) = G(T; p)

{ Pour (S; V )

F3(S; V ) = U(S; V )

{ Pour (S; p)

F4(S; p) = U(S; p) + pV (S; p) = U + pV = H(S; p)

La g�en�eralisation pour ! � dU � TdS + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i est triviale, il su�t de poser

le syst�eme analogue �a (4.1) pour le choix de variables recherch�ees. 2

Conclusion Une fonction g�en�eratrice est donc une relation fondamentale de la thermo-

dynamique. Un mod�ele est d�etermin�e de mani�ere unique quand on connâ�t une de ses

relations fondamentales et de la même fa�con, une sous-vari�et�e de Legendre est d�etermin�ee

de mani�ere unique quand on connâ�t une de ses fonctions g�en�eratrices.
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4.3 Condition d'int�egrabilit�e, �Equation de Frobenius et les

Relations de Maxwell

Nous allons voir que les conditions d'int�egrabilit�e de Frobenius ( voir lemme A.6 page

210) correspondent aux relations de Maxwell ( voir le paragraphe 3.6).

Proposition 4.2 Un syst�eme thermodynamique v�eri�ent les conditions d'int�egrabilit�e de

Frobenius si et seulement si ils v�eri�ent les relations de Maxwell.

D�emonstration Soit le plongement

� : Bn+1 �!M2n+1

(U; S; V;N i) 7! (U; S; V;N i; T (S; V;N i); p(S; V;N i); �i(S; V;N
i))

o�u Bn+1 est la sous-vari�et�e des grandeurs extensives, T (S; V;N i); et p(S; V;N i) sont des

fonctions donn�ees.

La suite de la d�emonstration se fera dans le cas mono-composant et de plus nous ne

prenons pas en compte comme variables le nombre de moles N i et le potentiel chimique

�i , c'est �a dire nous travaillons avec n = 2.

La 1-forme induite sur B3 de la forme de Gibbs ! = dU � TdS + pdV est

� = ��(!) = dU � T (S; V )dS + p(S; V )dV

Nous savons, d'apr�es le th�eor�eme de Frobenius, que si � est compl�etement int�egrable

sur B3, alors dans le voisinage d'un point de la vari�et�e, nous pouvons choisir un syst�eme

de coordonn�ees (S; V ) tel que la vari�et�e int�egrale soit le graphe de la fonction U = f(S; V )

Alors il est imm�ediat de voir que le plongement � d�e�ni par (U = f(S; V ); S; V ) est tel

que

��� =

�
@U

@S
� T

�
dS +

�
p+

@U

@V

�
dV = 0

ssi

T =
@U

@S
et p = �@U

@V

Nous retrouvons la premi�ere condition d'int�egrabilit�e de Gibbs.

Dans ce même syst�eme de coordonn�ees, (U; S; V ), nous calculons la 2-forme

d� = �dT (S; V ) ^ dS + dp(S; V ) ^ dV

soit
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d� = �@T
@V

dV ^ dS +
@p

@S
dS ^ dV =

�
@T

@V
+
@p

@S

�
dS ^ dV

Puis la 3-forme

� ^ d� =

�
@T

@V
+
@p

@S

�
dU ^ dS ^ dV

soit �^d� = 0 ssi la relation de Maxwell
@T

@V
= � @p

@S
est v�eri��ee (condition �equivalente

d'int�egrabilit�e) 2

Les relations suivantes sont donc "�equivalentes" pour d�e�nir un syst�eme thermodyna-

mique :

(i) T =
@U

@S
; p = �@U

@V
entre (U; S; V; T; p)

(ii)
@T

@V
= � @p

@S
entre (S; V; T; p)

Nous retrouvons que les �equations d'�etat doivent satisfaire certaines conditions pour

repr�esenter un syst�eme thermodynamique. Dans la suite, nous allons construire des �equa-

tions d'�etat en e�ectuant une transformation de contact sur un mod�ele thermodynamique,

c'est �a dire un ensemble d'�equations d'�etat. Si ce mod�ele initial v�eri�e les relations de

Maxwell, alors le nouveau mod�ele les v�eri�era aussi.

4.4 Formes de Gibbs g�en�eralis�ees

Nous avons introduit dans la partie pr�ec�edente, un nouveau terme aux formes de

contact, n�ecessaire lorsque nous travaillons avec des hamiltoniens d�ependant du param�etre

d'int�egration. Comment se transforment les formes thermodynamiques par ajout de ce

terme et quelle interpr�etation physique lui donner?

Aux formes de Gibbs classiques, nous ajoutons le terme fdt o�u f est une fonction de

U; S; V;N i; T; p; �i; t et nous obtenons ainsi ce que nous appellerons les formes de Gibbs

g�en�eralis�ees sur la vari�et�e M2n+1 � IR :

~! = dU � TdS + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i � fdt

~!A = dA+ SdT + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i � fdt

~!H = dH � TdS � V dp�
n�2X
i=1

�idN
i � fdt

~!G = dG+ SdT � V dp�
n�2X
i=1

�idN
i � fdt
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Interpr�etation physique du terme fdt[67]

Dans la forme de Gibbs, les di��erents termes coupl�es sont des travaux. Ainsi pdV

correspond au travail m�ecanique re�cue par le syst�eme, TdS �a la chaleur re�cue lors d'un

processus r�eversible.

Le terme rajout�e, fdt est le terme repr�esentant le travail de transformation n�ecessaire

�a la \d�eformation" d'un syst�eme en un autre, lorsque la transformation se fait le long du

champ de vecteurs de contact engendr�ee par la fonction f.

Le travail m�ecanique, de d�eformation et la chaleur sont des 1-formes di��erentielles (ni

ferm�ees ni exactes) qui se d�eduisent de la forme de Gibbs g�en�eralis�ee

~! = dU � TdS + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i � fdt

{ Chaleur re�cue lors d'un processus r�eversible :

�Q = TdS

{ Travail m�ecanique re�cu :

�W = �pdV

{ Travail de transformation :

�Wf
= fdt

Remarque 4.2 En thermodynamique classique, le travail de transformation Wf n'appa-

râ�t pas, en e�et il correspond �a la puissance n�ecessaire pour \transformer" un syst�eme en

un autre.

Lors d'un processus r�eversible qui conserve le syst�eme, c'est �a dire lorsque la transfor-

mation de contact pr�eserve la sous-vari�et�e de Legendre associ�ee �a celui-ci, la fonction f

est identiquement nulle sur la sous-vari�et�e et le terme �Wf
vaut z�ero [54]. 3

4.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permit de v�eri�er que l'id�ee originelle d'Hermann [36] �etait justi��ee.

En e�et, nous avons pu donner une d�e�nition math�ematique rigoureuse �a la notion de

mod�ele thermodynamique (sous-vari�et�e de Legendre de la forme de Gibbs), comprendre

en plus le sens des fonctions fondamentales (ce sont les fonctions g�en�eratrices) et leur

di��erence avec les �equations d'�etat ( int�egrales premi�eres), nous avons vu que les relations

de Maxwell s'obtiennent �a partir des conditions d'int�egrabilit�e.

Maintenant, que nous avons �etabli ce \dictionnaire" thermodynamique-structure de

contact, nous allons pouvoir appliquer la th�eorie des transformations de contact pour

g�en�erer de nouveaux mod�eles.
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Chapitre 5

D�etermination de hamiltoniens de

contact (cas g�en�eral)

Dans ce chapitre, nous allons nous int�eresser �a la construction d'un nouveau mod�ele

thermodynamique �a partir d'un mod�ele connu par transformation de contact.

La m�ethode pr�esent�ee dans [54] est simple : prenons un mod�ele thermodynamique

connu, par exemple le gaz parfait, ce mod�ele est une sous-vari�et�e de Legendre de la forme

de Gibbs, si nous lui appliquons une transformation de contact nous obtenons une nouvelle

sous-vari�et�e de Legendre, donc un nouveau mod�ele.

Nous avons vu au chapitre 2 que la transformation de contact est d�e�nie de mani�ere

unique par le choix d'une fonction f , appel�ee hamiltonien de contact.

Mrugala a d�emontr�e dans [54] que le hamiltonien de contact ne devait pas être identi-

quement nulle sur la sous-vari�et�e de Legendre initiale pour engendrer un nouveau mod�ele.

Nous nous sommes int�eress�e au probl�eme inverse suivant : nous connaissons partiel-

lement un mod�ele thermodynamique, par exemple une seule �equation d'�etat, comment

construire une transformation de contact et donc un hamiltonien de contact, qui permet-

tra de d�e�nir enti�erement le mod�ele.

Si l'�equation d'�etat connue du mod�ele �nal est d'une certaine forme, nous avons �etabli

le hamiltonien de contact permettant de transformer l'�equation d'�etat du mod�ele initial

de la même forme en celle du mod�ele �nal.

Nous verrons aussi que certains choix de fonctions f nous permettront d'interpr�e-

ter certaines m�ethodes classiques [50] en thermodynamique pour construire des nouvelles

�equations d'�etat comme des transformations de contact.

5.1 Introduction : Formalisation du probl�eme

Dans ce chapitre, nous allons voir comment en appliquant la transformation de contact

d�e�nie au chapitre 2 dans l'espace des param�etres thermodynamiques, nous pouvons trans-

former les �equations d'�etat d'un syst�eme en �equations d'�etat associ�ees �a un autre syst�eme.

Le probl�eme est le suivant :
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Retrouver l'ensemble des �equations d'�etat d'un mod�ele thermodynamique connaissant

une des �equations et connaissant l'ensemble des �equations d'�etat d'un autre mod�ele.

Dans le chapitre 6, nous d�evelopperont le cas particulier du probl�eme pV T , c'est �a

dire connaissant une �equation liant la pression, le volume, la temp�erature et le nombre

de moles. Nous allons construire, dans ce cas-l�a, des hamiltoniens de contact permettant

cette transformation.

Les di��erents mod�eles thermodynamiques sont des sous-vari�et�es de Legendre de la

forme de Gibbs. La transformation de contact, d�e�nie pr�ec�edemment, engendre, �a partir

d'une sous-vari�et�e de Legendre, des familles �a un param�etre de sous-vari�et�es de Legendre.

Nous allons �etudier dans ce chapitre comment �a partir d'un mod�ele thermodynamique

connu, nous pouvons construire un nouveau mod�ele. Dans la pratique, nous prenons comme

mod�ele initial le gaz parfait et nous construisons les les mod�eles classiques de la thermo-

dynamique (cubique, Viriel, Benedict-Webb-Rubin...) �a partir de celui-ci.

A�n d'all�eger les formules, tous les exemples seront trait�es en prenant pour vari�et�e de

d�epart la vari�et�e associ�ee au gaz parfait. Cependant, les th�eor�emes et propositions sont

vraies quelques soit la vari�et�e de d�epart.

Nous allons tout d'abord r�ecrire la transformation de contact dans nos coordonn�ees

thermodynamiques. A la transformation de contact est associ�e le champ de vecteurs (voir

proposition 2.2 page 49):

Xf =

 
f � p @f

@p
� T

@f

@T
�

n�2X
i=1

�i
@f

@�i

!
@

@U
+

�
@f

@P

�
@

@V
+

�
p
@f

@U
� @f

@V

�
@

@p

+

�
� @f
@T

�
@

@S
+

�
T
@f

@U
+
@f

@S

�
@

@T
+

n�2X
i=1

��
@f

@�i

�
@

@N i
+

�
�i
@f

@U
+

@f

@N i

�
@

@�i

�
Le syst�eme di��erentiel (2.31 page 52) devient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= f � P @f

@P
� T @f

@T
�

n�2X
i=1

�i
@f

@�i

dV

dt
=
@f

@p

dS

dt
= � @f

@T

dp

dt
= p

@f

@U
� @f

@V

dT

dt
= T

@f

@U
+
@f

@S

dN i

dt
= � @f

@�i
i = 1 : : :n � 2

d�i
dt

= �i
@f

@U
+

@f

@N i
i = 1 : : :n � 2

(5.1)
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Bien que cela ne soit pas n�ecessaire, nous allons prendre pour la plupart des exemples

comme mod�ele de d�epart le gaz parfait et nous allons voir comment agit la transformation

de contact sur ce gaz.

Nous supposons que les grandeurs thermodynamiques

U (0) = U0 ; p (0) = p0 ; V (0) = V0 ; T (0) = T0
S (0) = S0 ; N

i (0) = N i
0 ; �i (0) = �i0 i = 1 : : :n � 2 sont reli�ees par les �equations

d'�etat suivantes :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

p0V0 = N0RT0

U0 = N0R

Z
Cv(T0)dT0

S0 = N0R

Z
Cv(T0)

T0
dT0 +N0R ln

�
V0
N0

�

�0 = R

Z
Cv(T0)dT0 � T0S0

N0
+ RT0

Nous marquons de l'indice 0 les variables pour faire apparâ�tre le fait que ce sont nos

conditions initiales.

Nous allons voir que les transformations de contact peuvent soit repr�esenter les trans-

formations quasi-statiques [54] agissant sur un gaz et donc d�ecrire des ph�enom�enes se

passant dans le gaz, sans changer globalement celui-ci, soit changer les propri�et�es du gaz

et permettre ainsi d'obtenir de nouvelles �equations d'�etat et donc d'obtenir un nouveau

mod�ele thermodynamique. C'est ce dernier type de transformation que nous avons es-

sentiellement �etudi�e dans cette th�ese. En fait, nous remarquons que le champ de vecteur

engendrant la transformation est d�etermin�e uniquement par la donn�ee de la fonction, ha-

miltonien de contact, f et nous avons centr�e notre travail sur le choix de la fonction f par

rapport �a di��erents types de probl�emes. Dans ce chapitre nous pr�esentons des solutions

pour des probl�emes g�en�eraux, dans le chapitre suivant nous pr�esenterons des m�ethodes de

construction pour le cas particulier des probl�emes pV T .

5.2 Homog�en�eit�e du champ

Sauf, lorsque nous traiterons explicitement du cas multi-composant, tous les exemples

sont trait�es pour des mod�eles mono-composant. Il est d'usage, alors, en thermodynamique

de ne pas �ecrire dans les �equations, la variable N qui vaut 1. Seulement, si nous faisons

de même pour la fonction f , alors la formule pour calculer le ot du potentiel chimique �

n'est plus valable et doit être adapt�ee. En e�et celle-ci est

d�

dt
= �

@f

@U
+
@f

@N

Le terme
@f

@N
vaut alors toujours 0, nous aurions deux valeurs di��erentes pour le champ

de vecteurs selon la convention choisie. Nous devons reconstruire un champ de vecteur de
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contact qui tient compte de cette convention.

Proposition 5.1 Un hamiltonien de contact f est thermodynamiquement acceptable si et

seulement si il est homog�ene de degr�e 1 par rapport aux variables extensives U; S; V;N.

D�emonstration Par r�earrangement du syst�eme (5.1 page 108), nous pouvons extraire le

syst�eme partiel suivant :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= f � p dV

dt
+ T

dS

dt
+

n�2X
i=1

�i
dN i

dt

dV

dt
=
@f

@p

dS

dt
= � @f

@T

dN i

dt
= � @f

@�i
i = 1 : : :n � 2

(5.2)

D'o�u

f(U; S; V;N; T; p; �) =
dU

dt
+ p

dV

dt
� T dS

dt
� � dN

dt

Or, le membre de droite est homog�ene de degr�e 1, par rapport aux variables extensives

U; S; V;N , pour un syst�eme thermodynamique, donc f l'est aussi. 2

La condition d'homog�en�eit�e partielle se traduit, pour f , par la relation d'Euler :

f = U
@f

@U
+ S

@f

@S
+ V

@f

@V
+N

@f

@N

D'o�u,

N
@f

@N
= f � U

@f

@U
� S

@f

@S
� V @f

@V

Et lorsque N = 1, nous avons

@f

@N
= f � u

@f

@u
� s@f

@s
� v

@f

@v

O�u u; s; v sont les grandeurs molaires.

Il est d'usage, en thermodynamique des �equations d'�etat mono-composant, de ne pas

�ecrire N quand il vaut 1, c'est �a dire de travailler dans un espace thermodynamique des

phases de dimension 5 au lieu de 7, nous ferons de même pour l'�evaluation de la fonction f .

Seulement, la fonction n'est alors plus homog�ene par rapport �a N et surtout nous devons

utiliser un nouveau champ qui a ses 6 premi�eres composantes �egales �a celles de Xf ,et la

derni�ere est :

X� = f + �
@f

@u
� u

@f

@u
� s

@f

@s
� v @f

@v
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obtenue en rempla�cant le terme @f
@N de la composante selon � de Xf par sa valeur dans

l'�equation (5.2) . Au lieu de travailler avec les 7 �equations du syst�eme di��erentiel (5.1),

nous devons, pour la derni�ere, int�egrer :

d�
dt

= f + �@f@u � u@f@u � s@f@s � v @f@v (5.3)

Remarque 5.1 Par r�earangement des termes de l'�equation pr�ec�edente, nous obtenons :

d�

dt
= f � s

dT

dt
+ v

dp

dt
(5.4)

Et nous avons ainsi une forme Gibbs-Duhem g�en�eralis�ee

� = d� + s dT � v dp� fdt (5.5)

En conclusion, lorsque que nous supposons que N = 1 dans f , nous devrons calculer

le ot en prenant pour coordonn�ees du potentiel chimique molaire l'�equation (5.3) et le

syst�eme de contact devient :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

du

dt
= f � p @f

@p
� T @f

@T
� �

@f

@�

dv

dt
=
@f

@p

ds

dt
= � @f

@T

dp

dt
= p

@f

@u
� @f

@v

dT

dt
= T

@f

@u
+
@f

@s

dN

dt
= �@f

@�

d�

dt
= f + �

@f

@u
� u@f

@u
� s

@f

@s
� v @f

@v

(5.6)

Exemple 5.1 (Passage du gaz parfait �a Van der Waals) La fonction f

f = Nbp� N2a

V
+
N3abt

V 2

est thermodynamiquement acceptable,et est associ�ee �a une transformation de contact qui

transforme un gaz parfait en un gaz de Van der Waals ( voir le chapitre 6). Mais

f1 = bp� a

v
+
abt

v2
; (f avec N = 1; v le volume molaire )

ne convient pas. En e�et, en utilisant cette fonction, nous transformons bien l'�equation

pV T du gaz parfait en l'�equation pV T de Van der Waals, mais l'�equation du potentiel
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chimique reste inchang�ee, nous ne retrouvons pas celle de Van der Waals, �a moins d'utiliser

l'�equation modi��e (5.3)

d�

dt
= f1 � v df1

dv
= bp� 2

a

v
+ 3

abt

v2

3

5.3 Application de Legendre et changement de potentiel

Nous avons vu au paragraphe 3.2, qu'il existe plusieurs repr�esentations �energ�etiques

d'une forme de Gibbs, nous pouvons passer d'une �equation potentielle �a une autre par une

transformation de contact.

Ainsi si nous voulons passer de la forme de Gibbs, !U = dU � TdS + pdV �
n�2X
i=1

�idN
i,

associ�ee �a l'�energie libre �a la forme de Gibbs, !H = dH � TdS � V dp�Pn�2
i=1 �idN

i, as-

soci�ee �a l'enthalpie, il existe une transformation de contact et un hamiltonien de contact

f .

L'application de Legendre :

� : (U0; S0; V0; N
i
0; T0; p0; �i0) 7! (U0 + p0V0; S0;�p0; N i

0; T0; V0; �i0)

En prenant en compte que H = U + pV , nous montrons que la forme de Gibbs au point

transform�e vaut

dH � TdS � V dp�
n�2X
i=1

�idN
i

La transformation est une transformation de contact :

��(dH � TdS � V dp�
n�2X
i=1

�idN
i) = dU0 � T0dS0 + p0dV0 �

n�2X
i=1

�i0dN
i
0

Cette transformation peut-être exprim�ee comme une transformation in�nit�esimale parti-

culi�ere obtenue �a l'aide du hamiltonien de contact suivant :

fH =
1

2
(c1p

2 + c2V
2)

o�u c1 et c2 sont deux constantes arbitraires telles que c1p
2 et c2V

2 soient de la dimension

d'une �energie, c'est �a dire que c1 est de la même dimension que V
P et c2 que P

V . Nous

remarquons que le produit c1c2 est sans dimension. Nous pouvons choisir c1 et c2 unitaires.

c'est �a dire c1 = 1Joule=Pa2 et c2 = 1Joule=m6.

La transformation associ�ee, obtenue par int�egration du champ de contact Xf , est :

�t : (U0; S0; V0; N
i
0; T0; p0; �i0) 7! (U(t); S(t); V (t); N i(t); T (t); p(t); �i(t))
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avec, en tenant compte de c1c2 = 1 :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

U(t) = U0 + 1
4(V 2

0 � p20) sin(2c1c2t)� 1
2p0V0 cos(2c1c2t) + 1

2p0V0

S(t) = S0

V (t) = V0 cos(c1c2t) + p0 sin(c1c2t)

N i(t) = N i
0

T (t) = T0

p(t) = p0 cos(c1c2t)� V0 sin(c1c2t)

�i(t) = �i0

Nous retrouvons la transformation de Legendre pour t = �
2 .

De la même fa�con, avec la fonction fA = 1
2(c3T 2 + c4S

2), nous passons �a la forme de

Gibbs associ�ee �a l'�energie libre A et avec fG = fH + fA, �a la forme de Gibbs associ�ee �a

l'enthalpie libre G.

5.4 Transformations quasi-statiques

Conservation des �equations d'�etat

Nous allons nous int�eresser ici aux premiers types de transformation thermodynamique

pouvant être d�ecrit par les transformations de contact : les transformations quasi-statiques.

Mrugala [54] [52] a montr�e que dans ce cas l�a, la fonction f doit être prise comme �etant

nulle sur la vari�et�e (voir le th�eor�eme 2.1 page 55).

En cons�equence, si nous choisissons comme hamiltonien de contact une des �equations

d'�etat d'un gaz parfait �ecrite sous forme adapt�ee, la transformation associ�ee va d�ecrire un

processus thermodynamique sur ce gaz.

Nous allons d�ecrire sur un exemple comment agit la transformation. Nous partons de

la vari�et�e du gaz parfait monoatomique dans M7 :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

p0V0 = N0RT0

U0 =
3

2
N0RT

S0 =
3

2
N0R ln

�
U0
N0

�
+N0R ln

�
V0
N0

�

�0 =
5

2
RT0 � T0S0

N0

(5.7)
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Nous prenons pour fonction f (U; V; S;N; p; T; �; t) = pV �NRT , homog�ene de degr�e

1 en V;N , qui s'annule sur la vari�et�e consid�er�ee, nous avons alors

Xf = 0
@

@U
+ 0

@

@T
� p

@

@p
�RT @

@�
+ NR

@

@S
+ V

@

@V
+ 0

@

@N
(5.8)

Les courbes int�egrales de Xf sont fournies par la r�esolution du syst�eme suivant :

dU

dt
= 0 ;

dV

dt
= V ;

dS

dt
= NR;

dp

dt
= �p ; dT

dt
= 0 ;

dN

dt
= 0 ;

d�

dt
= �RT (5.9)

D'o�u

U(t) = U0 ; V (t) = V0 exp (t) ; S(t) = S0 +N0Rt ; p(t) = p0 exp (�t) (5.10)

T (t) = T0 ; N(t) = N0 ; �(t) = �0 � RT0t

Pour simpli�er l'�ecriture, nous ne noterons pas explicitement la d�ependance en t des va-

riables. En reportant les valeurs de U0, V0, S0, T0, p0, N0 et �0 en fonction de U , V , S,

T , p, N et � dans les relations d�e�nissant la vari�et�e du gaz parfait monoatomique (5.1),

nous obtenons : 8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

pexp (t)V exp (�t) = NRT

U =
3

2
NRT

S �NRt =
3

2
NR ln

�
U

N

�
+ NR ln

�
V

N

�
�NRt

� +RTt =
5

2
RT � T (S �NRt)

N

(5.11)

En simpli�ant les termes soulign�es, nous voyons que, dans ce cas, toutes les �equations

d'�etat du gaz parfait monoatomique sont conserv�ees le long des courbes int�egrales du

champ Xf .

En e�et, f (U; V; S;N; p; T; �; t) = pV � NRT = 0 est une des �equations d'�etat des

gaz parfait. Donc f�1 (0) est contenue dans la sous-vari�et�e de Legendre correspondant

aux �etats d'�equilibre d'un gaz parfait et, d'apr�es le th�eor�eme de Mrugala (2.1 page 55), la

transformation de contact engendr�ee transforme la sous-vari�et�e de Legendre en elle-même.

L'�equation (5.10) montre que la transformation peut être interpr�et�ee comme un processus

de d�etente isotherme r�eversible avec un nombre constant de particules.

De même, en prenant pour fonction f, les fonctions U � 3
2NRT , �N � 5

2NRT + TS

et U � 3
2pV nous obtenons des transformations de contact repr�esentant des processus

respectivement isochore, isobare et adiabatique [54].

Exemple 5.2 (Cycle de Carnot sur un gaz parfait) Le cycle de Carnot est un en-

châ�nement de quatre processus thermodynamiques quasi-statiques : une transformation

isotherme, une transformation adiabatique, une nouvelle transformation isotherme, puis
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une nouvelle adiabatique. Chaque transformation peut être d�ecrit par une transformation

de contact, dont les hamiltoniens de contact sont

fT = pV � RT

pour les transformations isothermes.

fQ = U � cvpV

R

pour les transformations adiabatiques. Le cycle se d�ecrit ainsi :

1. Nous partons d'un point x0 = (U0; S0; V0; T0; p0) du gaz parfait, nous int�egrons le

long du champ XfT pendant un temps � jusqu'�a un point x1,

2. Nous repartons du point x1, en int�egrant le long du champ XfQ pendant un temps

� jusqu'�a un point x2,

3. De x2, nous passons �a x3, par int�egration le long du champ XfT pendant un temps

��,

4. En�n, en int�egrant pendant un temps �� , le long du champ XfQ , nous revenons �a

x0 3

Volume
2.521.510.5

T

2.6

2.4

2.2

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

Fig. 5.1 { Diagramme V-T d'un cycle de Carnot
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Proposition 5.2 Soient fi un ensemble de fonctions s'annulant sur une sous-vari�et�e de

Legendre S, alors le hamiltonien de contact

f =
X
i

�i(t)fi

engendre une transformation de contact quasi-statique sur S. o�u les �i(t) sont des fonctions
arbitraires du param�etre d'int�egration.

D�emonstration La proposition se d�emontre imm�ediatement par application du th�eo-

r�eme (2.1). En e�et le hamiltonien de contact f construit dans la proposition est nulle sur

la sous-vari�et�e S. 2

Nous allons, en appliquant la proposition, pouvoir d�ecrire un cycle thermodynamique

quasi-statique pour un syst�eme �a l'aide d'une seule transformation de hamiltonien de

contact d�ependant de t.

Par exemple, nous savons d�ecrire un cycle de Carnot par enchâ�nement de quatre

transformations de contact, nous allons pouvoir approximer ce cycle par une seule trans-

formation. Nous n'allons pas d�evelopper ici une m�ethode pour d�ecrire un cycle par une

seule transformation, mais pr�esenter une voie qui permettrait d'y arriver.

Notre id�ee pour approximer un cycle est de choisir un hamiltonien de contact construit

comme dans la proposition (5.2) en prenant comme fonctions fi les fonctions correspon-

dants aux hamiltoniens de contact qui permettent de d�ecrire chaque �etape du cycle et

pour les fonctions �(t) des fonctions p�eriodiques.

Nous avons essayer cette id�ee pour approximer le cycle de Carnot, en prenant comme

fonctions p�eriodiques les fonctions trigonom�etriques, c'est �a dire, la transformation de

contact associ�ee au hamiltonien de contact suivant :

f = (pV �RT )A cos(t) + (U � cvpV

R
)B sin(t)

o�u A et B sont des constantes. Nous pr�esentons le cycle obtenu par rapport au cycle

de Carnot sur la �gure (5.4) Cette m�ethode d'approximation d'un cycle par une trans-

formation est en cours de d�eveloppement, d'autres choix de fonctions �(t) et  (t) que

ceux des fonctions cos et sin pourraient donner des meilleurs r�esultats que ceux obtenus

actuellement.

Nous allons maintenant montrer qu'�a partir d'un gaz parfait monoatomique, nous

pouvons retrouver les �equations d'�etat d'un gaz parfait g�en�eral.

5.5 Transformation g�en�erale : g�en�eration de nouveaux mo-

d�eles

Nous allons d�ecrire ici comment �a partir d'un mod�ele thermodynamique connu, c'est-�a-

dire �a partir d'une sous-vari�et�e de Legendre de la forme de Gibbs, nous pouvons construire

un nouveau mod�ele. Nous allons commencer par un exemple montrant comment passer du
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Volume
43210

T

4.5

4

3.5

3

2.5

2

1.5

1

Cycle de Carnot

Fig. 5.2 { Approximation d'un cycle de Carnot par une transformation de contact unique
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gaz parfait monoatomique au gaz parfait g�en�eral. Nous verrons ainsi les di��erentes �etapes

de la construction. Il est �evident, grâce au th�eor�eme (2.1) que la fonction f ne doit pas

être identiquement nulle sur la sous-vari�et�e de Legendre initiale.

5.5.1 Construction d'un gaz parfait g�en�eral

Nous prenons, au d�epart, un gaz compos�e de mol�ecules ponctuelles, sans structure

interne et sans interactions (gaz id�eal monoatomique). Pour ce gaz :

pV = NRT; U0(T ) =
3

2
NRT (5.12)

Nous cherchons �a transformer le mod�ele pr�ec�edent en un mod�ele o�u l'�equation des

gaz parfaits est conserv�ee mais o�u la cause de variation de l'�energie interne est le chan-

gement de structure mol�eculaire avec la temp�erature (c'est-�a-dire avec l'�energie cin�etique

des mol�ecules).

Nous ferons l'hypoth�ese que f ne d�epend que de T . Nous d�eduisons du syst�eme di��e-

rentiel (5.1 page 108) que les seules grandeurs non invariantes par le ot de Xf sont U et

S. En particulier, T est constante sur une orbite du ot.

Nous posons la coordonn�ee en U du ot :

U (t) = U (0) + t k (T ) (5.13)

En d�erivant U par rapport �a t, on obtient :

d

dt
U = k (T ) + t

dk

dt
= k (T ) (5.14)

car k ne d�epend pas de t.

D'apr�es l'�equation(5.1), cette d�eriv�ee est �egale �a :

d

dt
U = f � T

df

dT
(5.15)

Donc f est solution de l'�equation di��erentielle :

f � T df

dT
= k (T ) (5.16)

D�erivant par rapport �a T , on obtient :

d2f

dT 2
= � 1

T

dk

dT
(5.17)

qui, apr�es int�egration, conduit �a :

f = �T
Z
k (T )

T 2
dT

�A partir de
d

dt
S = � @f

@T
, nous en d�eduisons l'expression de l'entropie S d'un gaz parfait

g�en�eral :
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S (t) = S (0) + t

�
k (T )

T
+

Z
k (T 0)

T 02
dT 0
�

Cet exemple a mis en �evidence les di��erentes �etapes de la d�etermination de f que nous

rappelons :

� identi�er le point objectif sur la sous-vari�et�e �nale en fonction du point initial (de

la mani�ere la plus simple). Par exemple, nous cherchons �a associer �a une �equation

d'�etat connue d'un mod�ele l'�equation d'�etat d'un autre mod�ele : cela donne le ot 't
(ou certaines de ses composantes) ;

� d�eduire Xf (ou certaines de ses composantes) ;

� d�eduire les invariants du ot et donc les variables dont f ne d�epend pas ;

� �ecrire les �equations aux d�eriv�ees partielles que doit v�eri�er f , �a partir de l'expression

de Xf en fonction de f ;

� r�esoudre ces �equations pour calculer l' hamiltonien de contact f ;

� int�egrer le long du ot pour d�eterminer toutes les �equations d'�etat.

Nous voyons que notre probl�eme du choix de la fonction f s'est ramen�e ici �a deviner

certaines composantes du ot. Cette d�emarche peut se g�en�eraliser �a d'autres �equations

d'�etat, nous allons chercher comment passer d'un mod�ele enti�erement connu �a un mo-

d�ele partiellement connu, c'est-�a-dire dont toutes les �equations d'�etat ne pas connues. La

d�emarche revient �a substituer dans les �equations d'�etat �a l'instant t = 0, les valeurs des va-

riables par la transformation inverse, de mani�ere que l'on ait �a l'instant t = 1 les nouvelles

�equations d'�etat d�esir�ees. Nous obtenons ainsi les valeurs de certaines composantes du ot

pour les deux instants 0 et 1, pour trouver la valeur �a l'instant t, nous allons interpoler.

5.6 D�etermination �a l'aide des fonctions g�en�eratrices

Dans ce paragraphe, nous allons voir que par application du th�eor�eme 2.2 page 59, nous

pouvons construire simplement le hamiltonien de contact permettant de passer d'une sous-

vari�et�e �a une autre lorsque nous connaissons une fonction g�en�eratrice pour chacune d'entre

elle, donc lorsque nous connaissons une des �equations fondamentales.

Dans ce paragraphe, pour simpli�er les �equations, nous travaillerons dans M5, avec les

variables thermodynamiques U; S; V; T; p et la forme de Gibbs suivante :

! = dU � TdS + pdV

G�en�eration de mod�eles thermodynamiques par hamiltonien de contact

Introduction :

En reliant le th�eor�eme 2.2 page 59 et la proposition 4.1 page 100, nous avons imm�e-

diatement le
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Th�eor�eme 5.1 Soient deux syst�emes thermodynamiques S0 et S1, nous indicerons respec-
tivement par 0 et 1 leurs �equations fondamentales. Les hamiltoniens de contact suivants :

f(S; V ) = U1(S; V )� U0(S; V )

f(V; T ) = A1(V; T )�A0(V; T )

f(p; T ) = G1(p; T )� G0(p; T )

f(S; p) = H1(S; p)�H0(S; p)

transforment continûment S0 en S1.

Remarque 5.2 1. Si nous ne connaissons pas pour les deux syst�eme thermodyna-

miques l'�equation fondamentale dans le même syst�eme de variables, nous pouvons

e�ectuer une premi�ere transformation de contact (voir le paragraphe 5.3) pour avoir

la même �equation.

2. Les fonctions peuvent être multivalu�ees. 3

D�emonstration Le r�esultat est, comme annonc�e pr�ec�edemment, la combinaison du th�eo-

r�eme 2.2 et de la proposition 4.1. 2

Ce r�esultat a �et�e trouv�e en recherchant le lien entre les fonctions g�en�eratrices et les

hamiltoniens de contact.

Nous appelons substance simplissime, le syst�eme d�e�ni par les �equations d'�etat

U = 0; S = 0; p = 0

Les coordonn�ees V; T �etant libres. Il est clair que ces 3 �equations d�e�nissent une sous-

vari�et�e de Legendre de M5.

Lorsque nous cherchons un hamiltonien de contact permettant d'engendrer �a partir de

la substance simplissime un nouveau mod�ele en conservant �xe deux grandeurs non conju-

gu�ees, par exemple le volume et la temp�erature, nous retrouvons l'�equation fondamentale

de Gibbs associ�ee, par exemple A(V; T ).

Nous allons ensuite g�en�eraliser ce r�esultat pour la transformation d'un mod�ele en un

autre et nous d�evelopperons le calcul pour f(V; T ) = A1(V; T )�A0(V; T )

1. Transformation de la substance simplissime en un autre mod�ele

Nous cherchons un hamiltonien de contact f d�ependant uniquement du volume et

de la temp�erature.

Nous supposons qu'�a un instant t au cours de la transformation nous avons une

interpolation entre les deux mod�eles, soit :8><
>:

U 0(V; T; t) = U(V; T )t

S0(V; T; t) = S(V; T )t

p(V; T; t) = p(V; T )t
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En sous-entendant la d�ependance en (V; T ) dans U 0, S 0 et p0, nous avons bien

U 0(0) = 0 ; S 0(0) = 0 ; p0(0) = 0

et

U 0(V; T; 1) = U(V; T ) ; S0(V; T; 1) = S(V; T ) ; p0(V; T; 1) = p(V; T )

Posons le syst�eme di��erentiel (5.1) associ�ee �a une transformation de contact [52] :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU 0

dt
= f � T

@f

@T

dV 0

dt
= 0

dS0

dt
= � @f

@T

dp0

dt
= � @f

@V

dT 0

dt
= 0

(5.18)

Or 8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

dU 0

dt
= U(V; T )

dS0

dt
= S(V; T )

dp0

dt
= p(V; T )

(5.19)

Nous avons donc en identi�ant

U(V; T ) = f(V; T ) + T
dS

dt
= f(V; T ) + TS(V; T )

Soit

f(V; T ) = U(V; T )� TS(V; T ) = A(V; T )

Conclusion Cela justi�e �a post�eriori l'hypoth�ese sur f : d�epend uniquement du

volume et de la temp�erature et prouve la proposition.

Nous avons donc le r�esultat annonc�e, c'est �a dire que la relation fondamentale de

l'�energie libre d'un mod�ele thermodynamique est la fonction hamiltonien de contact

permettant de transformer la substance simplissime en ce mod�ele.
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2. Transformation d'un mod�ele en un autre

D�emonstration Nous allons d�emontrer par le calcul le th�eor�eme (5.1), lorsque

l'�equation fondamentale choisie est l'�energie libre :

f(V;N; T ) = A1(V;N; T)� A0(V;N; T)

Nous allons v�eri�er que le syst�eme

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

U0(V;N; T ) = A0(V;N; T )� T @A0(V;N; T)

@T

S0(V;N; T ) = �@A0(V;N; T )

@T

p0(V;N; T ) = �@A0(V;N; T )

@V

�0(V;N; T) =
@A0(V;N; T )

@N

devient le syst�eme

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

U1(V;N; T ) = A1(V;N; T )� T @A1(V;N; T)

@T

S1(V;N; T ) = �@A1(V;N; T )

@T

p1(V;N; T ) = �@A1(V;N; T )

@V

�1(V;N; T) =
@A1(V;N; T )

@N

par la transformation de contact d�e�nie dans le th�eor�eme.

Nous savons queA0(V;N; T ) = U0�TS0(V;N; T ) etA1(V;N; T ) = U1�TS1(V;N; T )
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Nous avons �a int�egrer :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= f � T

@f

@T
= U1(V;N; T)� U0(V;N; T)

dV

dt
= 0

dS

dt
= � @f

@T
= S1(V;N; T )� S0(V;N; T )

dp

dt
= � @f

@V
= P1(V;N; T)� P0(V;N; T)

dT

dt
= 0

dN

dt
= 0

d�

dt
=
@f

@N
= �1(V;N; T )� �0(V;N; T )

(5.20)

Nous avons imm�ediatement V (t) = V0 ; T (t) = T0 ; N(t) = N0, ils sont ind�e-

pendants de t et par cons�equent dans le syst�eme tout le membre de gauche est

ind�ependant de t et l'int�egration est imm�ediate si on suppose que

u(0) = u0 ; s(0) = s0 ; p(0) = p0

et alors 8><
>:

u(t) = u0 � U0(V;N; T )t+ U1(V;N; T)t

s(t) = s0 � S0(V;N; T )t+ S1(V;N; T )t

p(t) = p0 � P0(V;N; T )t+ P1(V;N; T)t

Nous avons alors bien

u(1) = U1(V;N; T ) ; s(1) = S1(V;N; T) ; p(1) = P1(V;N; T )

Corollaire 5.1 Pour deux mod�eles thermodynamiques donn�es, les hamiltoniens de contact,

construits comme l'int�egrale de la di��erence des �equations d'�etat obtenues par d�erivation

des �equations fondamentales, engendrent une transformation de contact qui transforme le

premier mod�ele en le deuxi�eme. Il en est de même pour les hamiltoniens de contact obtenus

par int�egrale double des d�eriv�ees secondes.
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Les �equations d'�etat concern�ees par le corollaire sont celles du tableau suivant :

U = U(S; V;N i) A = A(V;N i; T )

T = T (S; V;N i) S = S(T; V;N i)

p = p(S; V;N i) p = p(V;N i; T )

G = G(N i; T; p) H = H(S;N i; p)

S = S(N i; T; p) T = T (S;N i; p)

V = V (N i; T; p) V = V (S;N i; p)

Les hamiltoniens de contact associ�es �a ces �equations sont les suivants :

{ f(S; V;N i) = U1(S; V;N
i)� U0(S; V;N i)

{ f(S; V;N i) =

Z �
T1(S; V;N

i)� T0(S; V;N i)

�
dS + �(V;N i)

{ f(S; V;N i) =

Z �
p1(S; V;N

i)� p0(S; V;N
i)

�
dV + �(S;N i)

{ f(V;N i; T ) = A1(V;N
i; T )�A0(V;N

i; T )

{ f(V;N i; T ) =

Z �
S1(V;N

i; T )� S0(V;N
i; T )

�
dT + �(V;N i)

{ f(V;N i; T ) =

Z �
p1(V;N

i; T )� p0(V;N
i; T )

�
dV + �(N i; T )

{ f(N i; T; p) = G1(N
i; T; p)� G0(N

i; T; p)

{ f(N i; T; p) =

Z �
S1(N

i; T; p)� S0(N i; T; p)

�
dT + �(N i; p)

{ f(N i; T; p) =

Z �
V1(N

i; T; p)� V0(N
i; T; p)

�
dp+ �(N i; T )

{ f(S;N i; p) = H1(S;N
i; p)�H0(S;N

i; p)

{ f(S;N i; p) =

Z �
T1(S;N

i; p)� T0(S;N i; p)

�
dS + �(N i; p)

{ f(S;N i; p) =

Z �
V1(S;N

i; p)� V0(S;N i; p)

�
dp+ �(S;N i)

{ f(V;N i; T ) =

Z Z �
� Cv1(V;N

i; T )

T
+
Cv0(V;N

i; T )

T

�
dTdT + T �(V;N i) + 	(V;N i)
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{ f(N i; T; p) =

Z Z �
� Cp1(V;N

i; T )

T
+
Cp0(V;N

i; T )

T

�
dTdT + T �(N i; p) + 	(N i; p)

De plus, si nous connaissons pour le premier mod�ele des �equations d'�etat associ�es �a l'�equa-

tion d'�etat d�eterminant le hamiltonien de contact, alors elles se transformeront en �equa-

tions d'�etat pour le deuxi�eme mod�ele.

D�emonstration Le corollaire est l'application aux variables thermodynamiques du co-

rollaire 2.2 page 64. 2

Exemple 5.3 Soient deux mod�eles thermodynamiques S0, respectivement S1, dont une
des �equations d'�etat, celle reliant l'entropie S au volume, au nombre de moles et �a la

temp�erature, est de la forme S = S0(V;N
i; T ), respectivement S = S1(V;N

i; T ), alors le

hamiltonien de contact suivant :

f(V; T ) =

Z �
S1(V;N

i; T )� S0(V;N
i; T )

�
dT + �(V;N i)

o�u � est une fonction arbitraire du volume et du nombre de moles, transforme la premi�ere

�equation d'�etat en la deuxi�eme. De plus \les" autres �equations d'�etat de S0 se transforment

en �equations d'�etat de S1. 3

Remarque 5.3 Les hamiltoniens de contact du corollaire 5.1 page 64 sont construits soit

�a partir des �equations fondamentales de la thermodynamique (voir page 88) soit �a partir

des �equations d'�etat obtenues par d�erivation de ces �equations d'�etat (voir le tableau 3.1

page 89).

Si nous d�erivons ces �equations d'�etat, nous obtenons certains coe�cients de r�eponse

[10] et nous pouvons donc appliquer le proc�ed�e qui a permis de trouver les hamiltoniens

de contact du corollaire 5.1 �a ces coe�cients de r�eponse ( voir paragraphe 3.5), c'est �a dire

obtenir un hamiltonien de contact permettant de transforme un mod�ele en un autre par

int�egrale double des coe�cients de r�eponse.

Cette m�ethode permet de trouver un hamiltonien de contact �a partir des chaleurs

sp�eci�ques des deux mod�eles :

f(V;N i; T ) =

Z Z �
� Cv1(V;N i; T )

T
+
Cv0(V;N i; T )

T

�
dTdT + T �(V;N i) + 	(V;N i)

f(N i; T; p) =

Z Z �
� Cp1(N i; p; T )

T
+
Cp0(N i; p; T )

T

�
dTdT + T �(N i; p) + 	(N i; p)

Les autres coe�cients de r�eponse faisant intervenir des variables qui sont ne sont pas

dans l'�equation fondamentale d'origine, nous ne pouvons les consid�erer simplement comme

d�eriv�ees secondes, par exemple dans la d�e�nition de la compressibilit�e isotherme

� = � 1

V

�
@V

@P

�
T

= � 1

V

�
@2G

@P 2

�
T

le volume intervient en plus de la pression et de la temp�erature. 3
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5.6.1 Application : la m�ethode de Lee-Kesler(1975) [43]

Un des choix de hamiltonien de contact du corollaire (5.1) correspond en fait �a une

m�ethode classique de construction d'�equations d'�etat de la thermodynamique pratique, la

m�ethode de Lee et Kesler. Cette fonction est :

f(T; p) =

Z �
V1(T; p)� V0(T; p)

�
dp

qui se calcule �a partir des �equations d'�etat V (T; p) du gaz initial et �nal, de plus la

transformation se fait �a temp�erature et pression constante.

Apr�es rappeler la m�ethode propos�ee par Lee et Kesler, nous verrons comment elle peut

se d�ecrire comme application des transformations de contact.

Description de la m�ethode de Lee et Kesler

Cette m�ethode, propos�ee par Lee et Kesler [43] est une m�ethode pour d�eterminer

certaines grandeurs thermodynamiques relatives aux hydrocarbures non-polaires �a partir

de la connaissance de deux hydrocarbures de r�ef�erence repr�esent�es par des �equations d'�etat

de formes similaires, avec des constantes di��erentes. En pratique, Lee et Kesler ont choisis

le m�ethane et le n-octane, avec une �equation du type Benedict-Webb-Rubin (BWR).

Le principe de la m�ethode repose sur une interpolation lin�eaire des grandeurs thermo-

dynamiques �a Tr et pr �x�es.

Nous utilisons le principe des �etats correspondants pour la temp�erature et la pression,

c'est �a dire en variables r�eduites :

Tr =
T

Tc
; pr =

p

pc

o�u Tc et pc sont la temp�erature et la pression critique. Lee et Kesler introduisent un

volume r�eduit qui n'est pas celui des �etats correspondants mais qui s'obtient par

Vr =
PcV

RTc

Ainsi pour d�eterminer le facteur de compressibilit�e :

Z =
prVr
Tr

= �(Tr; Vr)

Nous e�ectuons une interpolation lin�eaire sur Z

Z = Z(0) +
!

!(1)

�
Z(1) � Z(0)

�
Le coe�cient d'interpolation !, appel�e facteur acentrique, se calcule par ajustement sur

la valeur de pression saturante, psr et de la temp�erature r�eduite, ainsi :

! = � log(psr)� 1 pour Tr = 0:7
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Pour les uides de r�ef�erence, propos�es par Lee et Kesler, nous avons

!(0) = 0 ; !(1) = 0:3978

Si nous notons t le param�etre de d�eformation ,

t =
!

!(1)
:

Alors Z(0); Z(1) sont donn�es par la même �equation BWR avec des constantes di��erentes.

Nous avons :

Z = Z(0) (1� t) + t Z(1) (5.21)

et aussi :

Vr = (1� t) V (0)
r + t V (1)

r (5.22)

L'interpolation lin�eaire s'applique �a toutes les grandeurs extensives, les grandeurs inten-

sives restant �xes au cours de la transformation.

En r�esum�e, les �etapes de calcul sont :

1. Calcul de Tr; pr pour le uide r�eel

2. Calcul des racines en Vr de l'�equation d'�etat r�eduite pour les deux uides de r�ef�erence

prV
(0)
r

Tr
= �0(Tr; V

(0)
r );

prV
(1)
r

Tr
= �1(Tr; V

(1)
r )

3. Calcul de ! puis t

4. Calcul de Z pour le uide r�eel par combinaison convexe (5:21)

5. Calcul des autres grandeurs thermodynamiques (d'�ecart) de la même fa�con; par

exemple :

H �H�

RTc
= (1� t)

�
H �H�

RTc

�(0)

+ t

�
H �H�

RTc

�(1)

Remarques 5.1 { Dans la m�ethode propos�ee par Lee et Kesler, il n'y a pas d'�equa-

tions d'�etat pV T explicite : pour calculer pr = �t(Tr; Vr), nous devons r�esoudre (deux

fois) les �equations d'�etat des syst�emes de r�ef�erence en volume:

pr = �0(Tr; V
(0)
r ) = �1(Tr; V

(1)
r )
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puis calculer explicitement le volume du syst�eme :

Vr = (1� t) V (0)
r + t V (1)

r

d'o�u, si V
(0)
r = ��10 (Tr; pr) , V

(1)
r = ��11 (Tr; pr), l'exposant �1 signi�e l'inversion

partielle par rapport �a Vr, nous avons :

Vr(t; Tr; pr) = (1� t) ��10 + t ��11

Cette expression est formelle car ��10 et ��11 sont en g�en�eral implicites en Tr; pr.

De plus, si nous voulons la forme habituelle d'une �equation pV T , il faudrait savoir

inverser par rapport �a pr la combinaison lin�eaire de ��10 et de ��11 :

pr(t; Vr; Tr) =
�
(1� t) ��10 + t ��11

��1

{ Cette m�ethode est en fait une m�ethode g�en�erale d'interpolation verticale (au dessus

de T; p) entre deux sous-vari�et�es Legendriennes repr�esentant des syst�emes thermo-

dynamiques "de r�ef�erence" tel que

{ les variables intensives sont conserv�ees.

{ les variables extensives sont interpol�ees lin�eairement. 3

Interpr�etation de la m�ethode de Lee et Kesler par transformation de contact

{ La m�ethode propos�ee repose sur une interpolation entre valeurs num�eriques, mais

nous pouvons montrer que les calculs sont �equivalents �a appliquer une transformation

de contact �a temp�erature et pression �xe, soit avec le hamiltonien de contact du

corollaire (5.1) :

f(T; p) =

Z
V1(T; p)� V0(T; p)dp

{ La m�ethode de Lee et Kesler se faisant en variables r�eduites, nous devons pr�ecedem-

ment e�ectuer deux transformations de contact pour se ramener �a ces variables.

Lors de ces transformations, nous ne voulons pas changer de mod�eles, il faut donc

qu'elles correspondent �a des transformations quasi-statiques (le hamiltonien de contact

doit s'annuler sur les sous-vari�et�es de Legendre correspondant �a ces mod�eles).

Les deux transformations correspondent respectivement �a une d�etente (ou compres-

sion) isotherme et �a un chau�age (ou refroidissement) isobare.

Pour une transformation isotherme, il faut

dT

dt
= T

@f

@U
+
@f

@S
= 0
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Une solution est :

fa (U; S; T; p) = U � TS � a(T; p) avec a(T; p) = A (T; V (p; T ))

o�u A (T; V ) est l' �energie libre de Helmholtz,

Pour une transformation isobare, il faut

dp

dt
= p

@f

@U
� @f

@V
= 0

Une solution est :

fh (U; V; T; p) = U + pV � h(T; p) avec h(T; p) = H (S (p; T ) ; V )

o�u H (S; V ) est l'enthalpie.

Par d�e�nition de l' �energie libre de Helmholtz et de l'enthalpie, les fonctions fa et

fh sont nulles pour un mod�ele thermodynamique donn�e. Nous v�eri�ons de plus que

XT
fa = 0; et que Xp

fh
= 0:

En outre, fa (respectivement fh) est ind�ependante de V (respectivement S) et li-

n�eaire en U

) X
p
fa

= p et XT
fh

= T:

Les autres composantes se calculent �a partir de l'�equation fondamentale associ�ee �a

l'�energie interne U(S; V ), il faut pour cela r�esoudre le syst�eme par rapport �a V; S:

T =
@U
@S

(S; V ) ; p = �@U
@V

(S; V )

d'o�u les fonctions V (p; T ) et S (p; T ) et a(T; p); h(T; p).

En tenant compte de

S = �@A
@T

; p = �@A
@V

nous pouvons calculer les d�eriv�ees (nous pouvons calculer de la même fa�con celles

de h) :

@a

@T
=

@A
@T

+
@A
@V

@V
@T

= �S � p@V
@T

@a

@p
=

@A
@V

@V
@p

= �p@V
@p

129



Les champs de contact correspondants sont :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

XfajS XfhjS
dU

dt
= �p

�
p
@V
@p

+ T
@V
@T

�
T

�
p
@S
@p

+ T
@S
@T

�
dS

dt
= �p@V

@T
T
@S
@T

dV

dt
= p

@V
@p

�T @S
@p

dT

dt
= 0 T

dp

dt
= p 0

Nous remarquons que les orbites de Xfa jS (respectivement Xfh jS) sont param�etr�ees

par p (respectivement T ).

Pour calculer les ots, nous r�esolvons la composante en p (t) (respectivement en

T (t)) puis celle en V avec V0 = V (p0; T0).

Soit pour le champ de contact Xfa0
BBBB@

dV

dt
= p

@V
@p

dT

dt
= 0

dp

dt
= p

1
CCCCA) 't =

0
B@ V (t) = V (p (t) ; T0)

T (t) = T0
p (t) = p0e

t

1
CA

Nous avons conservation par le ot 't de l'�equation d'�etat V = V (p; T ) : Nous

pourrions v�eri�er de même pour les autres �equations d'�etat.

Pour obtenir les �equations d'�etat en coordonn�ees r�eduites, nous posons :

et = pr; p0 = pc ) V = V (pr pc; T )

La s�equence des transformations de contact associ�ees aux champs Xfa jS et Xfh jS
transporte (Tc; pc) au point (Tr; pr) qui v�eri�e donc l'�equation pV T r�eduite:

V := Vr (Tr; pr) = V (Tr Tc; pr pc)

{ Une fois, ces transformations pr�eliminiares e��ectu�ees sur le mod�ele du m�ethane et du

n-octane, nous pouvons transformer le mod�ele \r�eduit" du m�ethane d'�equation BWR

r�eduite en le mod�ele \r�eduit" du n-octane d'�equation BWR par une transformation

de contact d'hamiltonien de contact :

f(T; p) =

Z �
V1(T; p)� V0(T; p)

�
dp
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{ Remarque 5.4 Les fonctions V (T; p) peuvent être multivalu�ees lors de change-

ments de phases ; il y a donc plusieurs hamiltoniens de contact lorsque nous sommes

dans les zones de changements de phases. En pratique, les fonctions volumes sont

tri-valu�ees lors des changements de phases, nous pouvons donc, pour une même

temp�erature et une même pression, e�ectuer 9 di��erences correspondant �a 9 hamil-

toniens de contact. Nous ne savons pas actuellement comment traiter ce probl�eme.

3

G�en�eralisation de m�ethode de Lee-Kesler

La m�ethode de Lee-Kesler, vue comme transformation de contact �a combinaison ver-

ticale se g�en�eralise facilement :

1. Soit au cas multi-composants avec :

f(T; p; xi) = G1(T; p; x
i)� G0(T; p; x

i)

ou une des formules d�eriv�ees :

f(T; p; xi) =

Z �
V1(T; p; x

i)� V0(T; p; xi)
�

dp

2. Soit par utilisation d'autres variables thermodynamiques dans la combinaison verti-

cale, comme le volume et la temp�erature avec un hamiltonien de contact calcul�e �a

partir de l'�energie d'Helmoltz (6.1):

f = A1(V; T )�A0(V; T )

3. Soit par combinaisons multiples ou en s�equences : on combine deux syst�emes S0; S1
dans le rapport �, puis S�;S2 dans le rapport t, en gardant �xes les mêmes variables.

Exemple 5.4 Cette m�ethode se rapproche de la m�ethode de Wu et Stiel :

Principe de la m�ethode de Wu et Stiel (1985)

Il s'agit d'une g�en�eralisation de Lee-Kesler par combinaisons de trois "syst�emes"

S0; S1; S2 �a T; p donn�es (sur une même verticale), soit, en coordonn�ees barycen-

triques:

S = t0 S0 + t1 S1 + t2 S2 , t0 + t1 + t2 = 1 (5.23)

avec des �equations d'�etat di��erentes pour chaque syst�eme : Un mod�ele type BWR

pour le premier, S0 (m�ethane), �egalement un mod�ele BWR, avec des constantes

di��erentes pour S1 (octane), un mod�ele type Keenan pour le troisi�eme, S2 (eau)
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Dans l'�equation (5.23), nous avons utilis�es les notations de Wu et Stiel:

t0 = 1� !

!(r)
� Y

�
1� !(w)

!(r)

�
t1 =

!

!(r)
� Y

!(w)

!(r)

t2 = Y , coe�cient de polarit�e

Wu et Stiel donnent une interpr�etation, en termes de m�elanges, des param�etres ti :

ti est la fraction molaire de Si qu'il faut "m�elanger" pour retrouver (approximative-

ment) S et le coe�cient de polarit�e est la fraction molaire d'eau. 3

La combinaison verticale de q syst�emes Si, i = 1::q peut se d�ecrire comme une

s�equence de combinaison verticale.

En partant de O, la substance nulle, nous faisons agir

f0 = G0 � 0 de t = 0 �a t0, en partant de O nous obtenons t0 S0.
Puis avec f1 = G1 � 0 de t = 0 �a t1; en partant de t0 S0 nous obtenons

t0 (S0)��(qI;pJ) + t1 (S1)��(qI;pJ)
o�u (qI ; pJ) sont les variables qui restent �xes au cours de la transformation.

SO S1-
tf1 + (1� t)f0

O

f0

�
�
�
�	

f1

@
@
@
@R

En continuant ainsi, nous obtenons :

S =

qX
i=1

ti (Si)��(qI ;pJ)
Toutes les interpolations �etant lin�eaires et les coordonn�ees �xes �etant les mêmes, le

r�esultat est ind�ependant de l'ordre d'interpolation.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons �etudi�e di��erentes applications des transformations de

contact en thermodynamique. Nous pouvons les interpr�eter soit comme d�ecrivant un pro-

cessus quasi-statique pour un mod�ele soit comme un proc�ed�e de d�eformation continu
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d'�equations d'�etat au cours duquel le premier principe de la thermodynamique reste v�eri-

��e.

Dans le premier cas, Mruga la a d�emontr�e dans [54] que le hamiltonien de contact de la

transformation devait être identiquement nulle sur la vari�et�e de d�epart. Nous proposons

d'une part d'�etudier des transformations en s�equence pour d�ecrire des cycles, d'autre part

d'�etudier le cas o�u les hamiltoniens de contact sont obtenus par combinaison de fonctions

nulles sur la vari�et�e initiale et dont les coe�cients d�ependent du temps. Cette derni�ere

approche n'est pas �nalis�ee, les r�esultats ne sont pas encore probant et m�eriterait d'être

d�evelopper.

Construire des nouveaux mod�eles thermodynamiques par transformation de contact

�etait notre probl�eme original. Nous nous sommes demand�e s'il �etait possible de trouver,

pour un type d'�equations d'�etat donn�ees, un hamiltonien de contact et donc une transfor-

mation de contact, permettant de transformer une �equation de ce type d'un mod�ele initial

en l'�equation du même type d'un nouveau mod�ele. Dans ce chapitre, nous avons vu que

si les �equations d'�etat recherch�ees �etaient du type de celles pr�esent�ees dans le tableau 3.1

alors nous pouvions e�ectivement construire un tel hamiltonien de contact et surtout nous

avons montr�e comment le construire.

Nous n'apportons pas une solution pour toutes les �equations d'�etat. Grâce a l'�equiva-

lence en thermodynamique entre la repr�esentation entropique et la repr�esentation �energ�e-

tique, nous pouvons ajouter �a la liste des �equations d'�etat, les �equations fondamentales de

la repr�esentation entropique et les �equations d'�etat obtenues par d�erivation de celles-ci

Pour les �equations d'�etat o�u nous n'avons pas de r�esultats g�en�eraux, nous pouvons

essayer d'utiliser la m�ethode de construction par identi�cation appliqu�ee dans ce chapitre

pour construire un gaz parfait g�en�eral et qui sera d�evelopp�ee dans le chapitre suivant pour

les �equations type pV T .

133



134



Chapitre 6

D�etermination d'hamiltoniens de

contact pour les �equations pVT

Les �equations d'�etat type pV T sont des �equations thermodynamiques reliant la pres-

sion, le volume, la temp�erature et le nombre de moles. Elles ont �et�e tr�es �etudi�ees dans

la pratique, en e�et elles relient des grandeurs facilement mesurables. On trouve dans la

litt�erature thermodynamique des dizaines d'�equations pV T et souvent les mod�eles sont

construits �a partir d'elles.

L'int�erêt des �equations pV T correspond �a des probl�emes pratiques et �a des applications

importantes dans l'industrie p�etroli�ere.

La plupart des �equations pV T d�evelopp�ees en thermodynamique reposent sur une

hypoth�ese implicite : la pression est une fonction explicite du volume, de la temp�erature

et du nombre de moles. Elles sont souvent �et�e construites par adaptation de l'�equation de

Van der Waals.

Le but de ce chapitre est de d�eterminer des hamiltoniens de contact f permettant de

retrouver les �equations d'�etat classiques de la thermodynamique ou, plus exactement, de

retrouver l'�equation d'�etat reliant la pression P , le volume V , la temp�erature T , suppos�ee

connue et d'�etablir les autres �equations d'�etat associ�ees �a partir d'un mod�ele thermody-

namique connu.

C'est �a dire nous avons deux syst�emes thermodynamiques, S0 et S1, nous connaissons

toutes les �equations d'�etat de S0 et seulement l'�equation pV T de S1, nous cherchons �a

trouver une transformation de contact qui va nous permettre de retrouver l'�equation pV T

de S1 �a partir de celle de S0.
Pour cela, bien �evidemment, la fonction f devra être non identiquement nulle sur la

vari�et�e de d�epart.

Une fois trouv�e ce hamiltonien de contact, nous pourrons appliquer la transformation

aux autres �equations d'�etat de S0 et nous aurons alors les autres �equations d'�etat de S1.
Nous verrons qu'il existe bien des mani�eres di��erentes pour passer de S0 �a S1 et ce

pour des fonctions \raisonnables", c'est �a dire que nous pouvons construire simplement.

De plus, les hamiltoniens de contact, que nous proposons, engendrent des champs de

vecteurs dont nous pouvons calculer explicitement le ot.
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6.1 M�ethode par combinaison verticale

Dans le cas sp�eci�que des �equations pV T , nous allons appliquer le corollaire 5.1 (page

123) du th�eor�eme 5.1 page 119

Corollaire 6.1 Soit un syst�eme S0 ayant p = P0(V;N; T ) pour �equation d'�etat reliant la

pression p, le volume V , la temp�erature T et le nombre de moles N et un autre syst�eme

S1 ayant p = P1(V;N; T ) pour �equation d'�etat reliant la pression p, le volume V , la

temp�erature T et le nombre de moles N. Alors la transformation de contact engendr�ee par

le hamiltonien de contact f(V,N,T) suivant

f(V;N; T ) =

Z 1

V
(P1(V

0; N; T )� PO(V 0; N; T )dV 0 + �(N; T )

transforme l'�equation d'�etat P0 en P1. Les autres �equations d'�etat de S0 sont transform�ees
en �equations d'�etat de S1.

La borne in�nie de l'int�egrale dans le corollaire repose sur le postulat thermodynamique

suivant : la pression tend vers z�ero quand le volume tend vers l'in�ni.

Nous avons lim
V!1

f = �(N; T ), pour d�eterminer la fonction �(N; T ), il faut d'autres

informations, que l'�equation d'�etat p = P1(V;N; T ), sur le syst�eme S1.

D�emonstration Nous travaillons en variables V; T , nous allons donc, �a partir des r�esul-

tats du th�eor�eme 5.1 (page 123), prendre le hamiltonien de contact suivant :

f(V;N; T) = A1(V;N; T)� A0(V;N; T) (6.1)

or Pi =
@Ai(V;N; T )

@V
; i = 0; 1, donc, par int�egration

Ai(V;N; T ) =

Z 1

V
Pi(V

0; N; T )dV 0 + �(N; T ) ; i = 0; 1

En substituant dans 6.1, nous obtenons

f(V;N; T ) =

Z 1

V
(P1(V

0; N; T )� PO(V 0; N; T )dV 0 + �(N; T )

.

Nous pouvons aussi v�eri�er par le calcul le r�esultat, ind�ependamment du th�eor�eme.

Nous allons uniquement nous int�eresser aux composantes du champ g�en�erateur de la

transformation de contact correspondant aux variables p, V , T et N c'est �a dire trouver
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f �a partir de 8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

dV

dt
= 0

dp

dt
= � @f

@V
= p1(V;N; T )� P0(V;N; T )

dT

dt
= 0

dN

dt
= 0

(6.2)

Par int�egration, nous obtenons le r�esultat souhait�e.

A la �n de l'int�egration nous obtenons ainsi une famille de syst�eme li�e �a une �equa-

tion d'�etat pV T donn�ee, le choix de la fonction �(T ) d�ependre de conditions annexes,

notamment
@S

@T
et nous permettra de choisir un mod�ele.

6.2 Hamiltonien de contact d�ependant du temps

Introduction

Nous appellerons temps le param�etre t d'int�egration de la transformation de contact,

même s'il ne s'agit pas d'un temps physique, nous allons supposer qu'�a l'instant t = 0

nous avons le premier syst�eme avec la premi�ere �equation et nous allons chercher un champ

de contact, donc un hamiltonien de contact tel qu'�a l'instant t = 1, l'�equation pV T de S0
se transforme en l'�equation pV T de S1, nous n'imposons pas de condition pour les autres

�equations d'�etat. De plus , nous allons chercher la transformation telle qu'�a chaque instant

t l'�equation transform�ee de l'�equation pV T de d�epart soit elle aussi une �equation pV T .

Lemme 6.1 Toute �equation d'�etat r�esolue en p, c'est �a dire telle que p = �(V;Ni; T ),

peut s'�ecrire sous la forme

(p+ A) (V � B)�NiRT = 0

o�u A = A (V;Ni; T ), est une fonction de la temp�erature, du volume,du nombre de moles

de chaque composante Ni et B = B (Ni; T ) .

D�emonstration Il su�t de poser

A((V;Ni; T ) =
NiRT

(V �B (Ni; T ))
� �(V;Ni; T )

et B (Ni; T ) est une fonction choisie arbitrairement. 2

Remarque 6.1 Le choix de l'expression du lemme est guid�e par des consid�erations phy-

siques.
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Par analogie avec l'�equation de Van der Waals et pour des raisons de dimension �evi-

dentes, la grandeur A ayant la dimension physique d'une pression et B celle d'un volume,

nous appellerons le terme A (V;Ni; T ) terme de pression interne et le terme B (Ni; T )

covolume.

On en d�eduit les choix que l'on fera dans la pratique pour la fonction B (Ni; T ) : soit

Nb lorsqu'il y a dans l'�equation pV T recherch�ee un covolume exprim�e (par exemple type

Adachi-Lu-Sugie) soit 0 lorsque ce n'est pas le cas (par exemple type Viriel). 3

Hypoth�eses : Nous allons supposer que l'�equation pV T de S0 est sous la forme du

lemme :

�0(V;Ni; T; p)� (p+ A0) (V � B0)�NiRT = 0

o�u A0 = A0 (V;Ni; T ), est une fonction de la temp�erature, du volume,du nombre de moles

de chaque composante i B0 = B0 (Ni; T ) .

Et l'�equation pV T de S1 est sous la forme du lemme :

�1(V;Ni; T; p)� (p+ A1) (V � B1)�NiRT = 0

o�u A1 = A1 (V;Ni; T ), est une fonction de la temp�erature, du volume,du nombre de moles

de chaque composante i B1 = B1 (Ni; T ).

La transformation de contact � associe aux variables U0; S0; V0; Ni0; T0; p0; �i0 les va-

riables Ut; St; Vt; Nit; Tt; pt; �it �a l'instant t.

Nous cherchons une transformation telle que si nous avons

pour t = 0 ; �0(V0; T0; p0) = 0

et que nous substituons les variables U0; S0; V0; Ni0; T0; p0; �i0 par leurs valeurs en fonction

de U1; S1; V1; Ni1; T1; p1; �i1, calcul�ees par ��1, nous obtenons l'�equation

�1(V1; T1; p1) = 0 ; pour t = 1

.

Les hamiltoniens propos�es ont �et�e obtenus par construction �a partir de la connaissance

suppos�ee des �equations d'�etat pV T . Nous avons d�evelopp�e deux m�ethodes de construction

qui donnent les mêmes r�esultats, nous les proposons ici, car ces constructions peuvent être

utilis�ees pour d'autres �equations �etat.

6.2.1 Construction de f par identi�cation sur les �equations pVT

L'�equation pV T ayant �et�e d�ecompos�ee en trois termes (p+ A), (V �B) et RT , l'id�ee

pour construire la transformation va consister non pas �a supposer que la transformation

globale de l'�equation �0 donne �1 mais la transform�ee de chaque terme donne le terme

correspondant.

Soit �t la transformation de contact recherch�ee :

� : (U0; S0; V0; Ni0; T0; p0; �i0) 7! (U(t); S(t); V (t); Ni(t); T (t); p(t); �i(t))
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Par abus de notation, nous noterons par le nom de la variable �nale pour l'application

obtenue par composition de �t et par projection sur la coordonn�ee correspondante, ainsi

pour la pression, si �p est la projection sur la coordonn�ee en p, par exemple nous �ecrirons

p(t) = �(U0; S0; V0; Ni0; T0; p0; �i0) � �p
De la même fa�con, nous noterons par le nom de la variable initial pour la composition de

��1t et de la projection. Ainsi nous �ecrirons8>>><
>>>:

p0 = ��1t (U(t); S(t); V (t); Ni(t); T (t); p(t); �i(t)) � �p
V0 = ��1t (U(t); S(t); V (t); Ni(t); T (t); p(t); �i(t)) � �V
T0 == ��1t (U(t); S(t); V (t); Ni(t); T (t); p(t); �i(t)) � �T
Ni0 = ��1t (U(t); S(t); V (t); Ni(t); T (t); p(t); �i(t)) � �Ni

(6.3)

En tenant compte des notations de l'�equation (6.3), nous avons ainsi quatre �equations8>>><
>>>:

p0 + A0(V0; Ni0; T0) = p(t) +At(V (t); Ni(t); T (t))

V0 �B0(Ni0; T0) = V � Bt(Ni(t); T (t))

T0 = T (t)

Ni0 = Ni(t)

(6.4)

V0; Ni0; T0; p0 sont donc des fonctions d�ependant de t.

Nous voulons que ces �equations soient v�eri��ees pour t = 1 et pour t 2 [0; 1] nous allons

interpoler les fonctions. Nous avons directement :

8><
>:

Ni(t) = Ni0

T (t) = T0
V (t) = V0 � (B0(Ni; T )�B1(Ni; T )) (t)

o�u  (0) = 0 et  (1) = 1.

Le choix e�ectu�e pour les deux premi�eres �equations entrâ�ne que le hamiltonien de

contact cherch�e ne d�ependra pas de U; S; et �.

Pour p(t), il existe plusieurs possibilit�es, pour retrouver l'�equation �a t = 1, pour le

moment nous en avons �etudi�e trois.

1. p(t) = p0 +

�
A0(V +B0(Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni; T )�A1(V;Nit; T )

�
�(t)

2. p(t) = p0 +

�
A0

�
V + (B0(Ni; T )� B1(Ni; T ); Nit) (t); T

�
�A1(V;Nit; T )

�
�(t)

3. p(t) = p0+A0

�
V +(B0(Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni) (t); T

�
�A0(V;Ni; T )

�
1��(t)

�
�

A1(V; T )�(t)

o�u �(0) = 0 et �(1) = 1.

Le dernier choix de fonction p(t) peut sembler compliqu�e, mais en fait il se justi�e par

la deuxi�eme id�ee de construction donn�ee ci-dessous.
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Dans tous les cas, nous trouvons le hamiltonien de contact f en r�esolvant le syst�eme

d'�equations aux d�eriv�ees partielles :

8>>><
>>>:

@f

@V
= �dp(t)

dt

@f

@p
=

dV (t)

dt

Ce syst�eme est d�ecoupl�e pour les trois choix de fonctions p(t), il se r�esout donc facile-

ment et cela nous am�ene �a trois familles de hamiltonien de contact f1 , f2 et f3 possibles :

Nous allons d�evelopper le calcul pour f1 :

@f1
@p

=
dV

dt
= (B1(Ni; T )�B0(Ni; T )) 0(t)

@f1
@V

= �dp

dt

=

�
A0

�
V +B0(Ni; T )� B1(Ni; T ); Ni; T

�
� A1(V;Ni; T )

�
�0(t)

+

�
@A0(V + B0(Ni; T )� B1(Ni; T ); Ni; T )�A1(V;Ni; T )

@V

dV

dt

�
�(t)

= (A0(V +B0(Ni; Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni; T )�A1(V;Ni; T ))�0(t)

+
@A0(V +B0(Ni; Ni; T )�B1(Ni; T ); T )� A1(V;Ni; T )

@V

�
(B1(Ni; T )� B0(Ni; T )) 0(t)

�
�(t)

L'int�egration est alors imm�ediate et nous donne :

Th�eor�eme 6.1 Soient deux syst�emes thermodynamiques S0 and S1 respectivement d'�equa-

tion d'�etat pvT

�0(V;Ni; T; p)� (p+ A0(V;Ni; T )) (V � B0(Ni; T )) = NRT

et

�1(V;Ni; T; p)� (p+ A1(V;Ni; T )) (V � B1(Ni; T )) = NRT
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Alors les hamiltoniens de contact suivants :

�f1 (U; S; V;Ni; T; p; t) =

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

�
p 0(t)

�
Z 1

V

�
A0(V

0 +B0(Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni; T )� A1(V
0; Ni; T )

�
�0(t)dV 0

+

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

��
A1(V;Ni; T )� A0(V +B0(Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni; T )

�
 0(t)�(t) + �(T )

�f2 (U; S; V;Ni; T; p; t) =

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

�
p 0(t)

�
Z 1

V

�
A0(V

0 + (B0(Ni; T )� B1(Ni; T )) (t); Ni; T )�A1(V;Ni; T )

�
�0(t)dV 0

+

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

�
(A1(V;Ni; T )) 0(t)�(t) + �(T )

�f3 (U; S; V;Ni; T; p; t) =

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

�
p 0(t)

�
Z 1

V

�
A0(V

0; Ni; T )�A1(V
0; Ni; T )

�
�0(t)dV 0

+

�
B1(Ni; T )�B0(Ni; T )

��
A0(V;Ni; T )(1� �(t)) +A1(V;Ni; T )

�
�(t) 0(t) + �(T )

avec �(t) et  (t), tel que �(0) = 0 , �(1) = 1 ;  (0) = 0 et  (1) = 1 et �(T ) une

fonction d�erivable quelconque de la temp�erature, engendrent des transformation de contact

permettant de transformer , lorsque t varie de 0 �a 1, chaque terme de l'�equation �0 en le

terme correspondant de l'�equation �1, et un mod�ele thermodynamique associ�e �a �0 en un

mod�ele thermodynamique associ�e �a �1.

D�emonstration Les hamiltoniens de contact du th�eor�eme ont �et�e construits de mani�ere

�a ce que nous ayons pour valeur du ot

{ t = 0 ; p(0) = p0 ; V (0) = V0 ; T (0) = T0

{ t = 1 ; p(1) = p0 +A0(V +B0(Ni; T )�B1(Ni; T ); Ni; T )�A1(V;Ni; T ) ; V (1) =

V0 � B0(Ni; T ) +B1(Ni; T ) ; T (1) = T0

D'o�u en posant p(1) = p ; V (1) = V ; T (1) = T et en inversant le ot, pour t = 1 :

T0 = T ; V0 �B0(Ni; T ) = V �B1(Ni; T ) ; p0 + A0(V0; Ni0; T0) = p+A1(V;Ni; T )

Nous retrouvons ainsi l'�equation �1. Par rapport �a la construction, nous avons rajouter

le terme �(T ), en e�et lorsque nous calculons le champs de vecteur g�en�erateur de la

transformation de contact, la d�ependance du hamiltonien de contact par rapport �a la

temp�erature T n'intervient pour le ot de V (t); p(t); T (t). En e�et, il est obtenu par
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l'int�egration de : 8>>>>>>><
>>>>>>>:

dV

dt
=
@f

@p

dp

dt
= p

@f

@U
� @f

@V

dT

dt
= T

@f

@U
+
@f

@S

(6.5)

et ne d�epend pas donc pas de la temp�erature. 2

Exemple 6.1 (Passage d'un gaz parfait �a un gaz de Van der Waals) Avec les no-

tations du th�eor�eme 6.1, nous avons pour un gaz parfait :

A0(V; T ) = 0 B0(T ) = 0

et pour un gaz de Van der Waals

A0(V; T ) =
a

V 2
B0(T ) = b0

Prenons les fonctions �(t) et  (t) les plus simples possibles :

� (t) = t et  (t) = 1� t

Alors la transformation de contact g�en�er�ee par le hamiltonien de contact suivant :

f = bp� a

V
+
abt

V 2

transforme l'�equation

p0V0 = N0RT0

en l'�equation �
p+

a

V 2

�
(V � b) = NRT

3

6.2.2 Construction par param�etrisation des �equations pVT

Une autre fa�con de construire le hamiltonien de contact f consiste �a supposer qu'�a

l'instant t, nous avons une �equation d'�etat de la forme :

(p+A(V; T; t))(V �B(T; t)) = T (6.6)

o�u A(V; T; 0) = A0(V; T ), B(T; 0) = B0(T ), A(V; T; 1) = (A1(V; T ) et B(T; 1) = B1(T )

sont les fonctions intervenant dans les �equations pV T de S0 et de S1.
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Un probl�eme est celui du choix de la d�ependance en t des fonctions A et B, une solution

revient �a les construire par interpolation :(
A(V; T; t) = A0(V; T ) + (A1(V; T )� A0(V; T ))�(t)

B(T; t) = B0(T ) + (B1(T )�B0(T )) (t)

Remarque : Nous faisons le choix, comme pour la construction pr�ec�edente, de conserver

constant le nombre de moles et la temp�erature au cours de la transformation, c'est �a dire,

le hamiltonien de contact f construit sera ind�ependant de U; S; et de �. Ainsi, nous ne

ferons pas apparâ�tre le nombre de moles Ni dans les formules pour all�eger les calculs.

Le hamiltonien de contact est construit en param�etrant l'�equation 6.6 par rapport �a

un param�etre t :

(p(t) + A(V (t); T (t); t))(V (t)�B(T; t)) = T (t) (6.7)

En d�erivant (6.7) par rapport �a t et en tenant compte de8>>><
>>>:

dp

dt
= � @f

@V

dV

dt
=
@f

@p
;

nous supposons �egalement que T (t) = T = T0,

nous obtenons l'�equation aux d�eriv�ees partielles pour f suivante :�
� @f
@V

+
dA(V (t); T (t); t)

dt

�
(V (t)� B(T; t)) + (p(t) +A(V (t); T (t); t))

�
@f

@p
� dB(T; t)

dt

�
= 0

(6.8)

Dont une solution possible est solution du syst�eme suivant :8>>><
>>>:

@f

@V
=

dA(V (t); T (t); t)

dt
=
@A(V (t); T (t); t)

@V

dV (t)

dt
+
@A(V (t); T (t); t)

@t

@f

@p
=

dB(T; t)

dt

Soit

f3 (U; V; S; p; T; t) = (B1(T )�B0(T ))p 0(t) + �(T )

�
Z 1

V

�
A0(V

0; T )� A1(V
0; T )

�
�0(t)dV 0

+
�
B1(T )� B0(T )

��
A0(V; T )(1� �(t)) + A1(V; T )�(t)

�
 0(t)

Remarque : D'autres choix pour A et B nous auraient amen�e �a construire d'autres

hamiltoniens de contact. Ainsi avec(
A(V; T; t) = A0

�
T; V + B0(T )� B1(T )

�
(1� �(t))� A1(T; V )�(t)

B(T; t) = B0(T )(1�  (t))�B1(T ) (t)
(6.9)
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nous retrouvons le hamiltonien de contact f1 du th�eor�eme (6.1) et avec

(
A(V; T; t) = A0

�
(T; V + (B0(T )� B1(T )

�
) (t))(1� �(t))� A1(T; V )�(t)

B(T; t) = B0(T )(1�  (t))�B1(T ) (t)
(6.10)

nous retrouvons le hamiltonien de contact f2.

6.2.3 Application : Passage du mod�ele de Van der Waals au mod�ele de

Clausius

Nous allons regarder sur un exemple, les di��erents hamiltoniens de contact f , pour

cela nous allons nous int�eresser �a la transformation d'une �equation de Van der Waals �a

une �equation de Clausius dans l'espace des phases thermodynamiques M5 de dimension

5.

Remarque 6.2 Nous ne prenons pas, pour une fois, comme exemple, le passage du gaz

parfait au gaz de Van der Waals, car alors, nous avons A0(V; T ) = 0 ; B0(T ) = 0 et les

3 hamiltoniens de contact propos�es sont �egaux. 3

Pour un gaz de Van der Waals, nous avons

A0(V; T ) =
a

V 2
B0(T ) = b0

Pour un gaz de Clausius, nous avons

A0(V; T ) =
a

V 2
B1(T ) = b1

Calcul des 3 f dans M5 � IR

f1 = (b1 � b0 ) p� a

(V + c)T
+

a

V + b0 � b1
+ (b1 � b0 )

�
a

T (V + c)2
� a

(V + b0 � b1 )2

�
t + g(T )

f2 = (b1 � b0 ) p� a

(V + c)T
+

a

V + (b0 � b1 ) t
+

(b1 � b0 ) a t

T (V + c)2
+ g(T )

f3 = (b1 � b0 ) p� a

(V + c)T
+
a

V
+ (b1 � b0 )

�
a t

T (V + c)2
+
a (1� t)
V 2

�
+ �(T )
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Calcul du champ de contact pour f1

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@

@t
U (t) = � a

(V (t) + c) T
+

a

V (t) + b0 � b1
+ � (T )

�T
�

a

(V (t) + c) T 2
� (b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
+

�
@

@T
� (T )

��

+ (b1 � b0 )

�
a

T (V (t) + c)2
� a

(V (t) + b0 � b1 )2

�
t

@

@t
V (t) = b1 � b0

@

@t
S (t) = � a

(V (t) + c) T 2
+

(b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
�
�
@

@T
� (T )

�
@

@t
p (t) = � a

T (V (t) + c)2
+

a

(V (t) + b0 � b1 )2

� (b1 � b0 )

�
�2

a

T (V (t) + c)3
+ 2

a

(V (t) + b0 � b1 )3

�
t

@

@t
T (t) = 0

(6.11)

Calcul des �equations d'�etat transform�ees :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�
p+

a

T (V + c)2

�
(V � b1 ) = RT

U + �(T )� T
@

@T
�(T ) + 2

a

(V + c)T
=

3

2
RT

S +
@

@T
�(T ) +

a

T 2 (V + c)
=

3

2
R ln

�
3

2
RT

�
+Rln (V � b1 )

(6.12)

Calcul du champ de contact pour f2
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@

@t
U (t) = � a

(V (t) + c) T
+

a

V (t) + (b0 � b1 ) t
+

(b1 � b0 ) a t

T (V (t) + c)2
+ � (T )

� T

�
a

(V (t) + c) T 2
� (b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
+

�
@

@T
� (T )

��
@

@t
V (t) = b1 � b0

@

@t
S (t) = � a

(V (t) + c) T 2
+

(b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
�
�
@

@T
� (T )

�
@

@t
p (t) = � a

T (V (t) + c)2
+

a

(V (t) + (b0 � b1 ) t)2
+ 2

(b1 � b0 ) a t

T (V (t) + c)3

@

@t
T (t) = 0

(6.13)

Calcul des �equations d'�etat transform�ees :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�
p+

a

T (V + c)2

�
(V � b1 ) = RT

U + �(T )� T
@

@T
�(T ) + 2

a

(V + c)T
=

3

2
RT

S +
@

@T
�(T ) +

a

T 2 (V + c)
=

3

2
R ln

�
3

2
RT

�
+Rln (V � b1 )

(6.14)

Calcul du champ de contact pour f3

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@

@t
U (t) = � a

(V (t) + c) T
+

a

V (t)
+ (b1 � b0 )

�
a t

T (V (t) + c)2
+
a (1� t)
V (t)2

�
+ � (T )

� T

�
a

(V (t) + c) T 2
� (b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
+

�
@

@T
� (T )

��
@

@t
V (t) = b1 � b0

@

@t
S (t) = � a

(V (t) + c) T 2
+

(b1 � b0 ) a t

T 2 (V (t) + c)2
�
�
@

@T
� (T )

�
@

@t
p (t) = � a

T (V (t) + c)2
+

a

V (t)2
� (b1 � b0 )

�
�2

a t

T (V (t) + c)3
� 2

a (1� t)

V (t)3

�
@

@t
T (t) = 0

(6.15)

Calcul des �equations d'�etat transform�ees :
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8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�
p+

a

T (V + c)2

�
(V � b1 ) = RT

U + �(T )� T
@

@T
�(T ) + 2

a

(V + c)T
=

3

2
RT

S +
@

@T
�(T ) +

a

T 2 (V + c)
=

3

2
R ln

�
3

2
RT

�
+Rln (V � b1 )

(6.16)

Les champs de contact sont di��erents, mais les �equations d'�etat transform�ees sont les

mêmes.

Remarques sur la param�etrisation en t

Les hamiltoniens de contact propos�es dans le th�eor�eme d�ependent de fonctions � et

 , tel que � (0) = 0 , � (1) = 1 ;  (0) = 0 et  (1) = 1. Les d�eriv�ees de ces fonctions par

rapport au temps sont les vitesses de transformation des termes A(V;N; T) et B(N; T )

des �equations pV T .

Dans la pratique, nous prendrons le choix le plus simple de fonctions, c'est �a dire une

interpolation lin�eaire :

� (t) = t et  (t) = 1� t
Il peut être int�eressant de ne pas transformer �a la même \vitesse" le terme de covolume

et de pression interne. Cette vitesse �etant donn�ee par les fonctions � pour la pression

interne A (V; T ) et par  pour le covolume B (N; T ), cela sera le choix de ces fonctions qui

d�eterminera la vitesse. Nous allons illustrer la remarque sur l'exemple de la transformation

du gaz parfait en gaz de Van der Waals. Au lieu de f = bp� a

V
+
abt

V 2
, prenons :

f = �3
a t2

V
+

1

2

a t5=2 b

V 2
+

1

2

b pp
t

(6.17)

Nous obtenons aux �equations d'�etat suivantes :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

�
p+

t3 a

V 2

� �
V � p

t b
�

= N RT

U +
t3 a

V
=

3

2
N RT

S =
3

2
N R ln

 
U + t3 a

V

N

!
+ NR ln

�
V � p

t b

N

�

� =
5

2
RT � TS

N

(6.18)

Nous retrouvons bien les �equations de Van der Waals pour t = 1, mais pour t 6= 1, nous

obtenons des param�etres at3 et b
p
t di��erents dee ceux obtenues par le choix d'interpolation

lin�eaire de �(t) et de  (t).

6.3 Construction du hamiltonien de contact en s�equence

L'id�ee est de consid�erer un enchâ�nement de transformations successives c'est-�a-dire de

construire plusieurs champs de vecteurs et non un seul comme pr�ec�edemment.
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Proposition 6.1 En reprenant les hypoth�eses du th�eor�eme (6.1 page 140), alors l'enchâ�-

nement des deux transformations de contact g�en�er�ees respectivement par

f1 = (B2(Ni; T )� B1(Ni; T ))p

et

f2 = �
Z
A2 (V;Ni; T )�A1 (V;Ni; T ) dV

transforme chaque terme de l'�equation �0 en le terme correspondant de l'�equation �1, et

un mod�ele thermodynamique associ�e �a �0 en un mod�ele thermodynamique associ�e �a �1.

Nous allons d�etailler la m�ethode sur notre exemple classique des �equations de Van

der Waals, la g�en�eralisation ne posant pas de probl�emes. La sous-vari�et�e de Legendre

V n � M2n+1 des �etats d'�equilibre de d�epart est toujours la vari�et�e des gaz parfaits (5.1

page 109). Dans une premi�ere �etape, nous prenons en compte uniquement le \gonement"

des mol�ecules dont l'�equation associ�ee est :

p (V �Nb) = NRT

Le hamiltonien de contact est :

f1 = Nbp (6.19)

Nous obtenons ainsi une vari�et�e interm�ediaire dont une des �equations d'�etat est :

p (V �Nb�) = NRT

o�u � est la variable d'int�egration.

Puis dans une seconde �etape, �a partir de la vari�et�e interm�ediaire, nous tenons compte

des interactions du terme de pression interne. Le hamiltonien a pour expression :

f2 = �N
2a

V

Nous obtenons les �equations d'�etat :

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

�
p+

N2at

V 2

�
(V �Nb�) = NRT

U =
3

2
NRT � N2at

V

S =
3

2
NR ln

 
U + N2at

V

N

!
+ NR ln

�
V �Nb�

N

�

� =
5

2
RT � TS

N
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o�u t est la variable d'int�egration dans cette seconde �etape.

Nous retrouvons bien les �equations de Van der Waals avec les param�etres at et b� .

Remarques

1. Cette m�ethode de transformation en plusieurs �etapes peut être rapproch�ee de la

m�ethode de \translation de volume" de P�eneloux [59] pour la construction de la

cubique g�en�eralis�ee.

2. Avec cette m�ethode, l'ordre dans lequel nous faisons agir les ots des champs de

vecteurs est important. En e�et en faisant agir d'abord Xf2 , puis Xf1 , nous obtenons

pour �equation pV T :

�
p+

N2at

(V �Nb�)2

�
(V �Nb�) = NRT (6.20)

Nous ne retrouvons donc pas l'�equation pV T du gaz de Van der Waals.

3. Avec le champ Xf = Xf1+f2 = Xf1 +Xf2 , nous obtenons une quasi-�equation de Van

der Waals [54] : �
p+

N2at

(V �Nbt)V
�

(V �Nbt) = NRT (6.21)

4. Avec cette m�ethode, nous n'avons pas un hamiltonien de contact global mais deux

hamiltoniens et obtenons une solution d�ependant de 2 param�etres.

6.4 Transport des fonctions thermodynamiques et des coef-

�cients de r�eponse thermodynamiques

6.4.1 Transport des fonctions thermodynamiques

En thermodynamique, lorsque nous voulons �evaluer une fonction associ�ee �a un mod�ele,

la m�ethode classique consiste �a calculer les �equations d'�etat et puis �a calculer la fonction,

par exemple, pour connâ�tre le facteur de compressibilit�e Z =
pV

RT
, il faut \r�earranger" les

termes de l'�equation pV T de mani�ere �a faire apparâ�tre le terme
pV

RT
, ce calcul n'est pas

toujours simple.

En appliquant la m�ethode propos�ee au paragraphe 2.7, nous allons voir que nous

obtenons directement la fonction recherch�ee. Par exemple, si nous voulons connâ�tre les

fonctions transform�ees de l'�energie libre A = U � TS et du facteur de compressibilit�e

Z =
pV

RT
, nous devons alors int�egrer

dA

dt
=

dU

dt
� T

dS

dt
� S dT

dt
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et

dZ

dt
=

p

RT

dV

dt
+

V

RT

dp

dt
� pV

RT 2

dT

dt

apr�es avoir int�egr�e le champ de contact et en tenant compte des valeurs des fonctions pour

la vari�et�e de d�epart.

Ainsi, lors de la transformation d'un gaz parfait en un gaz de Van der Waals, nous

obtenons :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

A +
a

V
=

Z
Cv(T ) dT � T

�Z
Cv(T )

T
dT + N R ln(

V � b

N
)

�

G+
2 a

V
� b p� a b

V 2
=

Z
Cv(T ) dT � T

�Z
Cv(T )

T
dT + N R ln(

V � b
N

)

�
+
�

(p+
a

V 2
) (V � b)

�

H
2 a

V
� b p� a b

V 2
=

Z
Cv(T ) dT +

�
(p+

a

V 2
) (V � b)

�

Z = 1 +
�2 a

VRT
+
b p

RT
+

a b

V 2RT

(6.22)

6.4.2 Transport des coe�cients de r�eponse thermodynamiques

Nous consid�erons les coe�cients de r�eponse comme coe�cients de la forme di��erentielle

obtenue par di��erentiation de l'�equation d'�etat qui les d�e�nissent et nous regardons leur

image par la transformation de contact. Ainsi nous allons chercher la valeur de
�
@V
@p

�
T

pour l'�equation pV T de Van der Waals �a partir de sa valeur pour l'�equation pV T des gaz

parfaits.

La di��erentielle de l'�equation F0 = p0V0 �RT0 = 0 est

p0dV0 + V0dp0 � RdT0 = 0

En fait, lorsque nous voulons calculer la transform�ee de cette forme nous avons un

probl�eme, en e�et si la transformation de contact � va de la vari�et�e des gaz parfaits �a

la vari�et�e de Van der Waals, pour les formes di��erentielles, il faut utiliser l'op�erateur de

r�etro-projection, or celui-ci va de l'espace cotangent de la vari�et�e de Van der Waals �a

l'espace cotangent de la vari�et�e des gaz parfaits. En fait l'id�ee pour calculer la transform�ee

de la forme di��erentielle va consister �a appliquer sur celle-ci l'op�erateur de r�etro-projection

de l'inverse de � soit (��1)� = ��.

En r�esum�e, les �etapes sont

{ � : (U0; S0; V0; T0; p0) ! (Ut; St; Vt; Tt; pt)

{ ��1 : (Ut; St; Vt; Tt; pt) ! (U0; S0; V0; T0; p0)
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{ Calculer d(Fi(U0; S0; V0; T0; p0)) =
@Fi
@U0

dU0 +
@Fi
@S0

dS0 +
@Fi
@V0

dV0 +
@Fi
@T0

dT0 +
@Fi
@p0

dp0

o�u Fi est une �equation caract�eristique de la vari�et�e des gaz parfaits.

{ calculer

��(d(Fi(U0; S0; V0; T0; p0))) =

�
@Fi
@U0

� ��1
��

@U0
@Ut

dUt +
@U0
@St

dSt +
@U0
@Vt

dVt +
@U0
@Tt

dTt +
@U0
@pt

dpt

�
+ : : :

{ Regrouper les coe�cients des dUt; dSt; dVt; dTt; dpt, en d�eduire les d�eriv�ees recher-

ch�ees.

Exemple 6.2 (Vitesse du son) Si nous voulons connâ�tre la vitesse du son pour un

gaz de Van der Waals, donn�ee par la relation c2 = �v2( @p@V )

����
S

, nous pouvons soit essayer

d'avoir une �equation d'�etat pour un gaz de Van der Waals reliant l'entropie, le volume et

la pression, soit calculer les di��erentielles des �equations d'�etat et obtenir ainsi un syst�eme

lin�eaire dont les inconnues sont les dUt; dSt; dVt; dTt; dpt et par �elimination obtenir une

�equation di��erentielle reliant dS; dV et dp et puis, �a partir du coe�cient de dV calcul�e la

vitesse du son c.

Cette m�ethode est la m�ethode classique, mais le fait d'avoir obtenues les �equations

d'�etat du gaz de Van der Waals par transformation de contact va simpli�er le calcul des

di��erentielles, en e�et les d�eriv�ees �a calculer ne sont pas les li�ees aux �equations d'�etat de

Van der Waals, mais sont les d�eriv�es des variables initiales (U0; S0; V0; T0; p0) par rapport

aux variables �nales (Ut; St; Vt; Tt; pt) par la transformation inverse.

Ainsi calculons l'image de d(p0V0�RT0) = 0 et de d(S0�
R
cV (T0)dT0+R ln(V0)) = 0.

Nous avons

d(p0V0 �RT0) = p0dV0 + V0dp0 � RdT0

, Or

p0 = p+
a

V 2
; V0 = V � b et T0 = T

Soit

dp0 = dp� 2
a

V 3
dV , dV0 = dV et dT0 = dT

Pour l'image de d(S0 �
R
cV (T0)dT0 + R ln(V0)) = 0, nous avons d�ej�a calcul�e les images

de dV0 et dT0, nous n'avons plus qu'�a calcul�e l'image de dS0 = dS et nous pouvons ainsi

en d�eduire

c = V

�
�2

a

V 3
+

p

V � b
+

a

V 2 (V � b) �
(RT )2

((V � b) Cv(T ))2

� 1
2

3

151



D'une mani�ere g�en�erale, une fois calcul�ees les d�eriv�es des des variables initiales (U0; S0; V0; T0; p0)

par rapport aux variables �nales (Ut; St; Vt; Tt; pt) par la transformation inverse, nous

n'avons plus de d�eriv�es �a calculer quelque soit la fonction recherch�ee, mais juste �a r�ear-

ranger des coe�cients d'un syst�eme lin�eaire.

Cette m�ethode de manipulation des coe�cients des formes di��erentielles est une m�e-

thode classique en thermodynamique, la m�ethode des Jacobiens [15, page 128]. La dif-

f�erence entre la m�ethode propos�ee ici et la classique vient du calcul des d�eriv�ees, nous

n'avons pas �a d�eriver directement des �equations d'�etat.

6.5 Construction de mod�eles lors de m�elange de gaz

La forme de Gibbs est d�e�ni pour des substances �a multi-composants :

! = dU + pdV � TdS +
NcX
i=1

�idN
i

o�u Nc est le nombre de composants. Dans les chapitres pr�ec�edents, nous avons �etudi�e

le cas mono-composant, nous allons voir ici que nous pouvons appliquer nos r�esultats

au probl�eme multi-composant. En e�et, il su�t de rajouter les termes correspondants �a

chaque composant au champ de contact :8>>><
>>>:

dN i

dt
= � @f

@�i
i = 1 : : :Nc

d�i
dt

= �i
@f

@U
+

@f

@N i
i = 1 : : :Nc

(6.23)

Nous allons donc construire des mod�eles multi-composants par d�eformation d'un mod�ele

multi-composant connu, comme le gaz parfait.

Dans une seconde partie, nous allons voir qu'une construction de mod�ele thermody-

namique par transformation de contact peut être une nouvelle m�ethode pour engendrer

des mod�eles de m�elange de gaz. En e�et, le mod�ele construit pour un temps t entre 0 et 1

tient compte des propri�et�es du gaz initial, donn�ees par les �equations pour t = 0 et du gaz

�nal, donn�ees par les �equations pour t = 1.

6.5.1 Cas Multi-composants

Les r�egles de m�elange traditionnelles [21] [26] [50] de la thermodynamique font d�e-

pendre les constantes du nombre de moles de chaque composant, or dans notre d�emarche,

cela revient �a rechercher une �equation d'�etat reliant la pression, le volume , la temp�erature

et le nombre de moles de chaque composant. Nous pouvons donc toujours consid�erer le

hamiltonien de contact comme �etant ind�ependant de l'�energie interne, de l'entropie et du

potentiel chimique. Nous avons donc que N i (t) = N i
0, le hamiltonien de contact associ�e �a

l'�equation d'�etat du cas mono-composant sera �egalement g�en�erateur de l'�equation d'�etat

du cas multi-composant, en rempla�cant les constantes en fonction de leur expression par

rapport �a chaque constante .
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Exemple 6.3 (Van der Waals) Pour les �equations d'�etat du type Van der Waals, les

r�egles de m�elange traditionnelles sont du type[50] :

N2a =
i=NcX
i=1

j=NcX
j=1

NiNj
p
aiaj (1�Kij) (6.24)

o�u Kij est un coe�cient d'interaction binaire et Kii = 0,

Nb =
i=NcX
i=1

Nibi (6.25)

Le Hamiltonien de contact associ�e est donc

f =

 
i=NcX
i=1

Nibi

!
p� 1

V

i=NcX
i=1

j=NcX
j=1

NiNj
p
aiaj (1�Kij)

+
1

V 2

0
@i=NcX

i=1

j=NcX
j=1

NiNj
p
aiaj (1�Kij)

1
A i=NcX

i=1

Nibi

!
t

(6.26)

Pour Nc = 1, nous retrouvons le hamiltonien de contact de l'�equation de Van der

Waals mono-composant et de plus si dans ce dernier, nous rempla�cons N2a et Nb par

leur valeur, nous retrouvons le hamiltonien 6.26 et comme les expressions N2a et Nb

restent constantes au cours de la transformation de contact (f ne d�epend pas de �), nous

allons retrouver les �equations d'�etat de Van der Waals mono-composant lors du calcul du

ot, sauf que bien �evidemment N2a et Nb auront les valeurs d�e�nis ci-dessus. 3

Cette m�ethode permet si nous avons choisi des r�egles de m�elange pour les constantes des

mod�eles de construire de nouveaux mod�eles, les hamiltoniens de contact sont les \mêmes"

que pour le cas mono-composant, �a part qu'il faut remplacer les constantes (N2a et Nb

pour Van der Waals) par leurs valeurs selon les r�egles de m�elange.

6.5.2 Introduction aux r�egles de m�elanges dans le cas pV T

Introduction

Soit deux substances thermodynamiques dont les �equations d'�etat sont connues. Nous

allons chercher des �equations d'�etat pour une substance obtenue par m�elange des deux

substances. L'hypoth�ese que nous allons faire pour �etablir les �equations d'�etat du m�elange

est que le nouveau mod�ele d�epend des propri�et�es des deux mod�eles purs, chaque mod�ele

inuant en proportion de sa pr�esence dans le m�elange.

Cette nouvelle approche n'est pas �nalis�ee et nous pr�esentons ici des id�ees sur la ma-

ni�ere dont nous pouvons appliquer les transformations de contact dans le cas de m�elange.
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Nous n'avons pas de r�esultats g�en�eraux pour des r�egles de m�elange de deux substances.

Nous pr�esentons ici deux exemples correspondant �a un m�elange d'un gaz parfait et d'un

gaz de Van der Waals et �a un m�elange de deux gaz de Van der Waals.

La m�ethode de construction va consister �a d�eterminer les fonctions p(t) ; V (t) ; T (t) ; N(t)

comme dans le cas mono-composant et �a construire ensuite le hamiltonien de contact f

associ�e.

Un des probl�emes vient du fait que nous voulons �a chaque instant avoir un mod�ele

pour un m�elange de gaz, mais qu'aux instants limites, nous ayons un gaz pur. Nous devons

donc \transformer" le nombre N1 de moles du premier gaz en un nombre N2 de moles du

deuxi�eme gaz.

Construction de N(t)

Nous supposons qu'�a l'instant t = 0, nous avons N1 moles de la substance pure S1 ,et

qu'�a l'instant t = 1, nous avons N2 moles de la substance pure S2.
�A un instant t donn�e, nous avons N(t) = N1�(t) + N2 (t) moles. Notre probl�eme va

donc être de choisir les fonctions � et  .

En fait, comme la m�ethode consiste �a substituer dans les �equations d'�etat de S1 les

valeurs �a l'instant t = 0 en fonction des valeurs �a l'instant t, nous allons nous int�eresser �a

N1 =
1

�(t)
N �  (t)

�(t)
N2

tel que (
N1 = N si t = 0

N1 = N2 si t = 1
(6.27)

D'o�u les �equations :

1

�(0)
= 1 ;

1

�(1)
= 0 ;

 (0)

�(0)
= 0 ;

 (1)

�(1)
= 1

Soit, par exemple les choix de : 8><
>:

�(t) =
1

1� t
 (t) =

�t
1� t

(6.28)

Le nombre de moles �a l'instant t est donc :

N(t) = N1
1

1� t
+ N2

�t
1� t

La construction de p(t) ; V (t) ; T (t) se fait selon les mêmes principes que dans le cas

mono-composant. Nous allons d�etailler les calculs dans le cas du m�elange gaz parfait-Van

der Waals.
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M�elange gaz parfait-Van der Waals

Nous voulons avoir �a l'instant t = 0 un gaz parfait8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p0 V0 = N1 RT0

U0 =

Z
Cv(T0) dT0

S0 =

Z
Cv(T0)

T0
dT0 + N1 R ln(

V0
N1

)

(6.29)

Nous voulons avoir �a l'instant t = 1 un gaz de Van der Waals8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

(p+
N2

2 a

V 2
) (V � N2 b) = N2 RT

U +
N2

2 a

V
=

Z
Cv(T ) dT

S =

Z
Cv(T )

T
dT + N2 R ln(

V � N2 b

N2

)

(6.30)

Nous allons nous int�eresser �a la construction du hamiltonien de contact lorsque nous

connaissons les �equations pV T . Selon notre m�ethode de construction, nous voulons qu'en

substituant dans l'�equation (6.29), p0; V0; T0; N1 selon leur valeur par transformation in-

verse obtenir l'�equation (6.30). Soit le syst�eme pour t = 1 :8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

p0 = p+
N2
2a

V 2

V0 = V �N2b

T0 = T

N1 = N2

(6.31)

En tenant compte que pour t = 0,

p(0) = p0 ; V (0) + V0 ; T (0) = T0 ; N1 = N1

Nous interpolons �equation apr�es �equation et nous obtenons (le calcul de N(t) a �et�e expliqu�e

pr�ec�edemment) : 8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

T (t) = T0

N(t) =
1

1� tN1 � t

1� t
N2

V (t) = V0 +N2bt

p(t) = p0 � N2 a t

(v0 + b tN2 )2

(6.32)
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Comme pour le cas mono-composant, plusieurs choix de fonctions p(t); V (t); N(t); T (t)

sont possibles, nous pr�esentons ici ceux qui nous sont parus les plus simples par rapport

�a la mani�ere dont nous les construisons.

Connaissant ces fonctions, nous pouvons construire un hamiltonien de contact

f =
(�N1 + N2 )�

(1� t)2 + b pN2 � N2 a

V
+

N2
2 a t b

V 2

Les �equations d'�etat du gaz parfait transform�e pour t compris entre 0 et 1 sont :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(p+
aN2 t

V 2
) (V � N2 b t) = (

(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
)RT

U +
aN2 t

V
= (

(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
)

Z
Cv(T ) dT

S = (
(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
)

Z
Cv(T )

T
dT

+(
(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
)R ln

0
BB@ V � N2 b t

(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t

1
CCA

(6.33)

Bien �evidemment pour t = 0, nous retrouvons les �equations (6.29) et pour t = 1 les

�equations (6.30).

M�elange Van der Waals-Van der Waals

Nous allons �etudier un deuxi�eme exemple qui va consister �a m�elanger deux gaz repr�e-

sent�es par des mod�eles de Van der Waals. Pour t = 0 et t = 1, nous avons donc le même

mod�ele �a part que dans un cas, nous avons N1 moles et dans l'autre N2. Nous avons donc,

en construisant par identi�cation :

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

p0 +
N2
1a1
V 2
0

= p+
N2
2a2
V 2

V0 �N1b1 = V �N2b2

T0 = T

N1 = N2

(6.34)

En tenant compte que pour t = 0,

p(0) = p0 ; V (0) + V0 ; T (0) = T0 ; N1 = N1
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Nous interpolons �equation apr�es �equation et nous obtenons (le calcul de N(t) a �et�e expliqu�e

pr�ec�edemment) : 8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

T (t) = T0

N(t) =
1

1� t
N1 � t

1� tN2

V (t) = V0 � (N1b1 �N2b2)t

p(t) = p0 +

�
N2
1a1

(V + (N1b1 �N2b2)t)2
� N2

2a2
V 2

�
t

(6.35)

En tenant compte que pour t = 1, N1 = N2 :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

T (t) = T0

N(t) =
1

1� t
N1 � t

1� tN2

V (t) = V0 � (N2b1 �N2b2)t

p(t) = p0 +

�
N2
2a1

(V + (N2b1 �N2b2)t)2
� N2

2a2
V 2

�
t

(6.36)

Soit le hamiltonien de contact f suivant :

f := �(N1 � N2 )�1

(�1 + t)2
+ (�N2 b1 + N2 b2 ) p+

N2
2 a1

V + tN2 b1 � tN2 b2
� N2

2 a2
V

� N2
3 a2 t b1

V 2
+

N2
3 a2 t b2
V 2

Nous obtenons par int�egration du champ de contact associ�e �a f , le ot8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

U = U0 +
(a1 t N2 b1 � a1 V0 + a2 V0 � a1 t N2 b2 ) t N2

2

(t N2 b1 � t N2 b2 �V0 )V0

S = S0

V = �t N2 b1 + t N2 b2 + V0

T = T0

p = p0 � (�(b1 � b2 )2 t2N2
2 + 2 tV0 (b1 � b2 )N2 �V0

2) a1 N2
2 t + N2

2 a2 V0
2 t

(V0 � tN2 (b1 � b2 ))2V0
2

N1 = N10 +
t (�N1 + N2 )

�1 + t

�1 = �10
(6.37)
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Ce qui nous donne, apr�es calcul du ot inverse, les nouvelles �equations d'�etat pour

t = 1 8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�
p+

N2
2 a2
V 2

�
(V �N2 b2 ) = N2 RT

U +
N2

2 a2
V

=

Z
cv(T ) dT

S = N2

Z
cv(T )

T
dT + N2 R ln(

V � N2 b2
N2

)

(6.38)

Pour t = 0, nous retrouvons les �equations d'�etat initial de Van der Waals :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�
p+

N1
2 a1
V 2

�
(V �N1 b1 ) = N1 RT

U +
N1

2 a1
V

=

Z
cv(T ) dT

S = N1

Z
cv(T )

T
dT + N1 R ln(

V � N1 b1
N1

)

(6.39)

Pour t 2 [0; 1], nous avons des �equations d'�etat correspondant �a un m�elange de deux

gaz de Van der Waals :�
p+

tN2
2 ((b2 � b1 )N2

2 a2 t2 + 2V t (b1 � b2 )N2 a2 � (a1 � a2 )V 2)

((b1 � b2 )N2 t + V )2 V 2

+
a1 (N1 (1� t)� tN2 )2 ((b1 � b2 )N2 t + V )2

(1� 2 t)2

��
V � b1 (1� t) (N1 � 2 tN2 )

1� 2 t
� tN2 b2

�

= (
(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
)RT

U +
tN2

2 a2

V
� tN2

2 a1

V + tN2 b1 � tN2 b2
+

(N1 (1� t)� tN2 )2 a1

(1� 2 t)2 ((b1 � b2 ) N2 t+ V )
=

Z
cv (T ) dT

S =

�
(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t

� Z
Cv(T )

T
dT

+

�
(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t

�
R ln

0
BB@V + tN2 b1 � tN2 b2 � (

(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t
) b1

(�1 + t)N1

�1 + 2 t
+

tN2

�1 + 2 t

1
CCA

Ce nouveau mod�ele peut être interpr�et�e comme une mod�elisation du m�elange de deux

gaz de Van der Waals; mais nous ne retrouvons pas les r�egles de m�elange classiques et

actuellement nous ne savons pas trouver un hamiltonien de contact qui permettrait de les

retrouver.
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6.6 Conclusion

Nous avons donc �etabli plusieurs constructions possibles de transformations de contact

pour transformer un mod�ele thermodynamique S0, c'est �a dire une sous-vari�et�e de Le-

gendre, en un autre S1, �a partir de la donn�ee des �equations pV T des deux mod�eles. Ces

hamiltoniens de contact s'obtiennent :

{ Soit par combinaison verticale �a pression et temp�erature �x�ees, des autres grandeurs

thermodynamiques.

{ Soit par identi�cation des termes de l'�equation pV T initiale avec ceux de l'�equation

�nale.

{ Soit par param�etrisation de l'�equation pV T .

{ Soit par une construction en s�equence de transformations de contact.

Ces m�ethodes de construction d'hamiltoniens de contact peuvent être adapt�ees pour

d'autres types d'�equations.

Cette m�ethode de transformation d'un mod�ele en un autre peut être utilis�ee pour

obtenir des �equations d'�etat pour des m�elanges.

Nous avons donc bien une nouvelle m�ethode pour obtenir \simplement" un mod�ele

complet �a partir d'un mod�ele partiellement connu et d'un mod�ele initial

Nous notons que, par cette m�ethode, nous avons �et�e amen�e �a ajouter un nouveau

travail en thermodynamique : le travail de transformation d'un syst�eme en un autre.
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Troisi�eme partie

Le logiciel ����!�





Introduction

Dans les parties pr�ec�edentes, nous avons �etabli comment �a partir d'un hamiltonien

donn�e et d'un mod�ele thermodynamique (complet) de d�epart, nous pouvons construire un

nouveau mod�ele, par int�egration le long d'un champ de vecteurs, le champ de contact.

Nous avons vu qu'en plus des �equations d'�etat d'un mod�ele, il �etait souvent utile de

connâ�tre des fonctions associ�ees �a ce mod�ele. Ces fonctions peuvent être obtenues �a partir

de la donn�ee des fonctions associ�ees aux mod�eles initiales par transformation de contact.

Nous avons estim�e qu'avoir un logiciel permettant d'e�ectuer les calculs intervenant

au cours d'une transformation �etait n�ecessaire.

Nous voulons travailler avec des �equations symboliques et nous avons donc utilis�e un

langage de calcul formel pour notre programme, le langage MAPLE.

Le logiciel, ����!� , a pour but de calculer explicitement les fonctions thermodyna-

miques d'une substance �a partir de la fonction :

f
�
U; S; V;N i; T; p; �i; t

�
et des propri�et�es thermodynamiques d'une substance de r�ef�erence (point initial).

Nous avons d�evelopp�e notre logiciel de la fa�con suivante : chaque fois, que nous avons es-

say�e de r�esoudre un probl�eme thermodynamique au moyen des transformations de contact,

nous avons estim�e que nous pouvions pouvoir le r�esoudre avec ����!� . Ainsi, pour cer-

tains probl�emes, nous avons besoin d'e�ectuer des s�equences de transformations, nous

devons pouvoir enchâ�ner des transformations avec ����!� .

Une partie des r�esultats des parties pr�ec�edentes s'obtient directement par utilisation

de ����!� . On trouvera, de plus, en annexe B un formulaire de r�esultats qui peut être

int�eressant du point de vue pratique.
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Chapitre 7

Le logiciel ����!�

Le logiciel ����!� est un package MAPLE permettant de construire un nouveau mod�ele

thermodynamique, au sens d�e�ni au chapitre 4 par transformation de contact �a partir de

la donn�ee d'un mod�ele initial et du hamiltonien de contact f associ�e �a la transformation.

Le principe de fonctionnement de ����!� repose sur la m�ethode de \d�eformation"

d'�equations d'�etat d�evelopp�ee dans la partie II. Nous rappelons ici les grandes lignes de

cette m�ethode :

Soit un syst�eme de n+1 �equations d'�etat dans la vari�et�e des phases thermodynamiques

M2n+1:

�i0 = 0; i = 1; :::; n+ 1; S0 �M2n+1

d�e�nissant une sous-vari�et�e de Legendre S0.

1. On se donne un hamiltonien de contact f , d'o�u un champ de vecteurs Xf sur M2n+1.

2. On part d'un point Po 2 S0 �M2n+1; pour t = 0

3. On calcule le ot 't : Pt = 't(Po) de Xf

't transforme S0 en une nouvelles sous-vari�et�e de Legendre St
4. On calcule le ot inverse:

Po = '�1t (Pt) = '�t(Pt)

5. Les n+ 1 �equations d'�etat transform�ees sont obtenues en rempla�cant Po par '�t(Pt)

dans �i0 :

�it = �i0('�t(Pt)) = 0; i = 1; :::; n+ 1

�A chaque instant t, nous avons un mod�ele thermodynamique.

De plus, ����!� permet de calculer des fonctions thermodynamiques sur le mod�ele �nal

�a partir de la donn�ee de fonctions sur le mod�ele initial.
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7.1 Exemple introductif

Nous allons d'abord d�etailler l'utilisation de ����!� et de ses proc�edures sur l'exemple

du passage du gaz parfait au gaz de Van der Waals.

Dans le cas des probl�emes pV T , ����!� permet de calculer un hamiltonien de contact

acceptable bas�e sur le r�esultat du th�eor�eme 6.1 page 140. C'est �a dire, nous supposons que

les �equations pV T initiale et �nale sont sous la forme

(p+A(V; T;N))(V �B(T;N)) = NRT

avec pour le gaz parfait :

A0(V; T;N) = 0 et B0(T;N) = 0

et pour le gaz de Van der Waals :

A1(V; T;N) =
N2a

V 2
et B1(T;N) = Nb

Alors, nous avons les r�esultats suivants avec la proc�edure dai f :

>with(daimon):

>A_0:=unapply(0,V,T):B_0:=0:A_1:=unapply(N_1^2a/V^2,V,T):B_1:=N_1b:

>f:=dai_f(A_0,B_0,A_1,B1);

f := N1 b P � N1
2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2

qui est la fonction f recherch�ee.

Le probl�eme suivant est l'int�egration du syst�eme 5.1 page 108 construit �a partir de la

fonction f pr�ec�edente : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= �N1

2a

V
+
N1

3abt

V 2

dV

dt
= N1b

dP

dt
= �N1

2a

V 2
+

2N1
3abt

V 3

dS

dt
= 0

dT

dt
= 0

dN1

dt
= 0

d�

dt
= �2N1a

V
+

3N1
2abt

V 2
+ bP

Ce syst�eme est calcul�e par l'appel de la proc�edure dai champ(nb comp,f) :

>champ_contact:=dai_champ(nb_comp,f);
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champ contact := [�N1
2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2
; N1 b; 0; �N1

2 a

V 2
+ 2

N1
3 b a t

V 3
; 0; 0;

N1 b P � N1
2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2
� V (

N1
2 a

V 2
� 2

N1
3 b a t

V 3
)]

Pour l'int�egration, nous faisons appel �a la proc�edure dai flot qui est la proc�edure centrale

de ����!� et qui rend le ot associ�e �a la transformation :

>flot:=dai_flot(nb_comp,f,0,t,[],champ_contact));

ot := [U = U0 � N1 0
2 a t

N1 0 b t + V0

; S = S0 ; V = N1 0 b t + V0 ; T = T0 ;

p = p0 � N1 0
2 a t

(N1 0 b t + V0 )2
; N1 = N1 0 ;

� = �0 � t (�b2 p0 t N1 0 � b p0 V0 + 2N1 0 a)

N1 0 b t + V0

]

����!� permet de calculer le ot de certaines fonctions thermodynamiques standards

pr�ed�e�nies, tels les di��erents potentiels, l'�energie libre A, l'enthalpie H , l'enthalpie libre

G et les di��erents travaux qui apparaissent au cours de la transformation comme le travail

m�ecanique, Wm, la chaleur Q et le travail de f , Wf .

Pour cela, il faut int�egrer le syst�eme

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dA

dt
= �N1

2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2

dH

dt
= �N1

2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2
+ N1 b P + V (�N1

2 a

V 2
+ 2

N1
3 b a t

V 3
)

dG

dt
= �N1

2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2
+ N1 b P + V (�N1

2 a

V 2
+ 2

N1
3 b a t

V 3
)

dWf

dt
= N1 b P � N1

2 a

V
+

N1
3 b a t

V 2

dQ

dt
= 0

dWm

dt
= �N1 b P

df

dt
=

N1
3 b a

V 2

Nous obtenons, alors le ot de ces fonctions :

>flot_fonc:=dai_fonc(nb_comp,f,0,t,flot,champ_contact);
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ot fonc := [A(t) = A0 � N1 0
2 a t

N1 0 b t + V0

H(t) = H0 +
N1 0 t (b2 p0 N1 0 t + b p0 V0 � 2N1 0 a)

N1 0 b t + V0

G(t) = G0 +
N1 0 t (b2 p0 N1 0 t + b p0 V0 � 2N1 0 a)

N1 0 b t + V0

Q(t) = 0;

Wm(t) = �N1 0 bp0 t
�N10a

b
ln

�
N1 0 b t + V0

V0

�
+

N1
2
0 a t

(N1 0 b t + V0 )
;

Wf(t) =
N1 0 (b2 p0 t � a ln(N1 0 b t + V0 ) + a ln(V0 ))

b

f(t) =
N1 0

3 a b t

(N1 0 b t + V0 )V0

;

�U(t) = � N1 0
2 a t

N1 0 b t + V0

]

Si l'utilisateur estime qu'il a besoin de connâ�tre les valeurs d'autres fonctions que

celles pr�ed�e�nies, il peut demander �a ����!� de les calculer, par exemple, calculons la

valeur du facteur de compressibilit�e Z =
PV

RT
d'un gaz de Van der Waals, qui vaut 1 pour

un gaz parfait.

>Z:=P*V/(R*T):

>flot_new_fonc:=dai_new_fonc(nb_comp,f,0,t,flot,Z,Z_0);

ot new fonc := [
P V

RT
= Z0 � N1 0 t (�b2 p0 t N1 0 � b p0 V0 + N1 0 a)

RT (N1 0 b t + V0 )
]

Nous avons maintenant calcul�e tous les ots directs dont nous avons besoin et nous

pouvons passer �a la deuxi�eme partie de ����!� qui consiste �a calculer les transformations

inverses pour pouvoir obtenir les nouvelles �equations associ�ees au gaz de Van der Waals.

Calculons d'abord la transformation inverse des grandeurs principales, c'est �a dire les

valeurs de U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0 en fonction de U; S; V; T; p;N; �

>flot_inv:=dai_flot_inv(nb_comp,f,0,1,flot);

ot inv := [U0 = U +
N1

2 a

V
; S0 = S; V0 = V �N1 b; T0 = T; P0 = P +

N1
2 a

V 2
; N01 = N1 ;

�01 = �1 � N1 (�2N1 a V + b V 2 P + bN1
2 a)

V 2
]

Toutes les variables de ����!� sont locales, maintenant si l'utilisateur veut travailler

en ligne directement avec les variables U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0, il doit appeler la proc�edure

dai affec var(var inv,nom var) qui a�ecte �a une liste de variables une valeur calcul�ee

dans une autre liste :

>var_init:=[U_0,S_0,V_0,T_0,p_0,N_0,mu_0]:

>dai_affec_var(flot_inv,var_init):
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Si l'utilisateur rentre �a la place de var init la liste vide [], ����!� consid�ere que, par

d�efaut, les variables initiales sont [U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0] .

Maintenant, si nous rentrons dans une session MAPLE, les �equations d'�etat du gaz

parfait, nous obtenons en sortie les �equations d'�etat du gaz de Van der Waals :

>p_0*V_0=N_0*R*T_0;

(P +
N1

2 a t

V 2
) (V �N1 b t) = N1 RT

>U_0=N_0*int(Cv1(T_0),T);

U +
N1

2 a t

V
= N1

Z
Cv(T ) dT

>S_0=N_0*int(Cv1(T_0)/T_0,T)+N_0*R*ln(V_0/N_0);

S = N1

Z
Cv1(T )

T
dT + N1 R ln(

V � N1 b t

N1

)

>mu_0=N_0*T_0*int(Cv(T_0)/T_0,T)+N_0

*R*ln(V_0/N_0);

� � t (�2N1 a V + b V 2 P + b N1
2 a t)

V 2
= N1 T

Z
Cv1(T )

T
dT + N1 R ln(

V �N1 b t

N1

)

Puis les transformations inverses des fonctions associ�ees au mod�ele recherch�e, celles qui

sont pr�ed�e�nies (dai fonc inv) et celles qui ont �et�e d�e�nies par l'utilisateur (dai new fonc inv)

>dai_fonc_inv(nb_comp,f,0,1,flot_fonc,flot_inv):

[A0 = A+
N1

2 a

V
;

H0 = H �N1 b P � N3
1 a b

V 2
+

2N2
1a

V

G0 = G�N1 b P � N3
1 a b

V 2
+

2N2
1a

V
]

>dai_new_fonc_inv(nb_comp,f,0,1,flot_new_fonc,flot_inv);

[z =
P V

RT
� N1bP

RT
� N3

1ab

RTV 2
+
N2
1a

RTV
]

En�n, ����!� permet de calculer les fonctions coe�cients de r�eponse ( obtenues par

d�erivation des �equations d'�etat), lorsque le mod�ele initial est le gaz parfait, ces fonctions

sont

{ le coe�cient d'expansion thermique � =
1

V

�
@V

@T

�
P

,

{ la compressibilit�e isotherme � = � 1

V

�
@V

@P

�
T

,

{ la compressibilit�e adiabatique �s = � 1

V

�
@V

@P

�
S

,
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{ les chaleurs sp�eci�ques Cv =

�
@U

@T

�
V

et Cp =

�
@H

@T

�
P

,

{ le coe�cient de Joule-Thomson JT =

�
@T

@P

�
H

,

{ la vitesse du son c =
1p
��s

o�u � est la densit�e du uide.

����!� calcule, de plus, les valeurs des coe�cients des formes di��erentielles obtenues par

di��erentiation des �equations pV T , UV T et SV T .

>dai_deriv(nb_comp,flot_inv);

[� =
V 2R

�N1
2 a V + 2N1

3 a b+ V 3 P
;

� =
V 2 (V �N1 b)

�N1
2 a V + 2N1

3 a b+ V 3 P
;

cv = Cv(T ); ; cp = Cv(T ) +
V 3 T R2

(�N1
2 a V + 2N1

3 a b+ V 3 P ) (V �N1 b)
;

chi s =
(V � N1 b)

2Cv(T )

V (Cv(T ) (V + N1 b)2 +R2 T )
;

J T =
(T RV 2 + N1

2 a (V � 2N1 b)� V 3 P )V (V �N1 b)

Cv(T ) (N1
2 a (N1 b (V � N1 b)� (V �N1 b)2) + V 3 P (V � N1 b)) + V 3 T R2

;

vit son =
Cv(T )2(N1

2 a (N1 b (V �N1 b)� (V �N1 b)
2) + V 3 P (V � N1 b))�R2 T 2 V 3

(V (V �N1 b)2Cv(T )2)1=2
]

Avec cet exemple, nous venons de voir les di��erentes possibilit�es de ����!� et aussi

certaines de ses limitations. Nous allons d�evelopper dans la suite le fonctionnement de

����!� .

7.2 Organisation du logiciel

Le logiciel ����!� est �ecrit en MAPLE V. Ce logiciel se pr�esente sous la forme d'un

package, c'est �a dire que l'on peut utiliser la commande with de MAPLE :

> with(daimon);

[IBilans; IChamp; IChampCpl ; IDeriv ; IEquEtat ; IEquEtatCpl ; dai a�ec var ; dai champ;

dai deriv ; dai f ; dai ot ; dai ot inv ; dai fonc; dai fonc inv ; dai new fonc;

dai new fonc inv ]

a�n de pouvoir utiliser ����!� avec la commande with, la variable libname doit

contenir le r�epertoire de l'utilisateur o�u se trouve le package, en ajoutant , dans le �chier

.mapleinit :

libname := libname; `=yama=home=cf=benayoun=maple=lib=daimon` :
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����!� est compos�e de 16 proc�edures , qui correspondent aux di��erentes possibilit�ees

du logiciel; les proc�edures sont ind�ependantes.

Toutes les proc�edures de ����!� renvoient comme valeur une liste, sauf la proc�edure

dai affec var qui a�ecte globalement une valeur �a une variable et les proc�edures dites

d'impressions qui ont pour but de visualiser des r�esultats.

Calcul de la fonction f

Calcul du champ de contact

Int�egration du champ

Calcul du ot de fonctions

����!�

Transformation inverseG�en�eration du
nouveau mod�ele

Transport inverse des fonctions

Nouvelles fonctions d�eriv�ees

dai deriv

dai new fonc inv

dai fonc inv

dai flot inv

Nouvelles �equations

dai affec var

dai new fonc

dai fonc

dai champ

dai flot

dai f

Probl�eme pVT
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7.3 Description des proc�edures

7.3.1 Calcul de la fonction f dans le cas pVT

La proc�edure dai f(A0; B0; A1; B1) permet de calculer le hamiltonien de contact pour

passer d'un mod�ele thermodynamique �a un autre lorsqu'on connâ�t l'�equation pV T de

chaque mod�ele suppos�ee être sous la forme (p+A(V; T;N))(V � B(T;N)) = NRT en

utilisant la formule du th�eor�eme 6.1

f = (B1 (T;Ni)�B0 (T;Ni))P

�
Z 1

V

�
A0

�
V 0 + B0 (T;Ni)�B1 (T;Ni) ; T;Ni

��A1

�
V 0; T;Ni

��
dV 0

+ (B1 (T;Ni)�B0 (T;Ni)) (A1 (V; T;Ni)�A0 (V + B0 (T;Ni)�B1 (T;Ni) ; T;Ni)) t

Il va de soi, que si l'utilisateur le d�esire, il peut rentrer lui-même la fonction f notam-

ment en utilisant une autre des formules de f , ou alors en choisissant f non lin�eaire par

rapport �a t, ou encore en rajoutant une fonction d�ependant de la temp�erature.

7.3.2 Calcul du champ et int�egration

La proc�edure dai champ (nb comp,f) calcule le champ de contact et renvoie les valeurs

de celui-ci sous forme de liste champf := [XU ; XV ; Xs; Xp; XT ; XN i

; X�i].

La proc�edure dai flot:= proc(nb comp::integer,f,t0; t1,ptInit::list,champ f)

est le c�ur de ����!� . En e�et elle essaye d'int�egrer le syst�eme di��erentiel de 2n+1 �equa-

tions g�en�er�e �a partir du champ champf . Cette proc�edure est le point faible de ����!� ,

en e�et, nous voulons une int�egration exacte du syst�eme, pour cela nous faisons appel �a

la fonction dsolve de MAPLE. En th�eorie dsolve permet d'int�egrer les syst�emes comme

les �equations scalaires, seulement en pratique, elle est plus performante pour le cas sca-

laire. C'est pourquoi dans la proc�edure dai flot, nous essayons de r�esoudre �equation par

�equation, si dsolve ne sait pas r�esoudre, il renvoie l'int�egrale de la fonction �a int�egrer.

Quand il a int�egr�e une �equation, il int�egre l'�equation suivante en prenant compte les va-

leurs des fonctions d�ej�a int�egr�ees. Nous le faisons ainsi boucler jusqu'�a ce qu'il n'y ait

plus de symboles int�egraux. Lorsque ����!� n'arrive pas �a int�egrer, il existe un autre test

d'arrêt, nous �xons de mani�ere arbitraire un nombre maximum de boucles, nous n'avons

pas encore de crit�ere pour �evaluer ce nombre.

La version actuelle d'int�egration ne sait donc pas travailler avec des �equations coupl�ees.

Le param�etre ptInit permet de rentrer le point initial, il vaut [U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0]

par d�efaut. Cette option est utile pour enchâ�ner des transformations.

Dans le cas particulier, o�u la temp�erature reste constante au cours de la transformation,

c'est �a dire si T
@f

@U
� @f

@S
= 0, alors il est pr�evu de pouvoir travailler avec des fonctions f

d�ependant de fonctions arbitraires de la temp�erature.

Cette m�ethode marche bien en pratique dans les probl�emes pV T standard car en

utilisant les fonctions f propos�ees dans le chapitre 6, nous n'avons pas d'�equations cou-
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pl�ees. Lors des test e�ectu�es �a partir des �equations pV T usuelles de la thermodynamique,

����!� n'a pas su int�egrer pour l'�equation de Dieterici p =
RT

V � be
� a
V RT lorsqu'on utilisait

la formule de f d�ependant de t, mais �a r�eussi �a int�egrer pour f calcul�ee par combinaison

verticale.

Le r�esultat est fourni sous forme de liste. Dans la description des proc�edures sui-

vantes, lorsque nous appellerons en param�etre la liste flo t1, il s'agira de celle fournie par

dai flot.

7.3.3 Calcul du transport de fonctions

La proc�edure dai fonc(nb comp; f; t0; t1; f lo t1; champ f) permet de calculer le trans-

port direct de certaines fonctions pr�ed�e�nies, comme l'�energie libre A, l'enthalpie H , l'en-

thalpie libre G, la chaleur Q , le travail de f . Pour cela il su�t d'int�egrer le champ

correspondant calcul�e �a partir du champ des �el�ements de contact, ainsi pour A = U �TS,

il faut int�egrer le champ XA = XU �TXS �SXT , o�u XU ; XS; XT sont respectivement les

composantes selon
@

@U
;
@

@S
; et

@

@T
du champ de contact.

Ce champ compl�ementaire est calcul�e par dai champ cpl(nb comp, champ f) qui est

appel�ee en interne par dai fonc.

Si la proc�edure dai flot a r�eussi �a int�egrer, alors l'int�egration de ces fonctions ne pose

aucun probl�eme.

Il n'est pas n�ecessaire, pour un utilisateur, d'appeler cette proc�edure s'il ne d�esire pas

connâ�tre les valeurs transform�ees des fonctions pr�ec�edentes.

La proc�edure dai fonc ne calcule pas les transform�ees de toutes les fonctions thermo-

dynamiques, il est cependant possible de calculer la transformation d'autres fonctions que

celles calcul�ees par dai fonc, grâce �a la proc�edure dai new fonc(nb com,f,t0; t1; f lo t1)

L'utilisateur rentre la d�e�nition des fonctions �a transporter par rapport aux 2n + 1

variables thermodynamiques, ainsi que le nom de la fonction �a l'origine t0. C'est ce nom

que l'utilisateur va appeler pour obtenir la fonction transform�ee.

Le nombre de fonctions �a rentrer n'est pas impos�e.

Il va de soi, que si la connaissance des fonctions pr�ed�e�nies su�t �a un utilisateur, il

n'est pas obligatoire d'appeler cette proc�edure.

7.3.4 Calcul du transport inverse

La proc�edure dai flot inv (nb comp,f,t0; t1; f lo t1) calcule la transformation in-

verse, c'est �a dire donne la valeur de U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0, qui sont les variables reli�ees

par l'�equation d'�etat de d�epart en fonction de la valeur �a l'instant t1U; S; V; T; P;N [i]; �[i].
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La m�ethode consiste �a inverser un syst�eme X = A(X0) de 2n+ 1 �equations �a 2n + 1

variables pour obtenir une solution X0 = B(X).

Le r�esultat est obtenue sous forme de liste, mais nous pouvons a�ecter de mani�ere

globale aux variables initiales, dont la d�enomination est choisie par l'utilisateur, leur valeur

par transformation inverse avec la proc�edure dai affec var(varinv,nom var).

Une fois obtenue les valeurs des grandeurs initiales en fonction des valeurs �nales, il

su�t d'�evaluer sous une session MAPLE les �equations d'�etat du mod�ele initial en fonction

des grandeurs initiales, MAPLE substitue automatiquement celles-ci par leur valeur et les

�equations ainsi obtenues, d�ependant des nouvelles grandeurs, sont les �equations d'�etat du

nouveau mod�ele.

7.3.5 Calcul du transport inverse des fonctions thermodynamiques

Pour obtenir la valeur des fonctions thermodynamiques du nouveau mod�ele, la m�ethode

est la même que pour la proc�edure pr�ecedente.

Pour les fonctions d'�energie libre, d'enthalpie et d'enthalpie libre, dont la d�e�nition est

d�ej�a programm�ee, il faut appeler la proc�edure dai fonc inv(nb comp,f,t0; t1; f lo fonc; flotinv),

o�u flo fonc est la liste correspondant au ot direct de ces fonctions ;

Pour les fonctions que l'utilisateur a d�e�nies lui-même, il faut appeler la proc�edure

dai new fonc inv(nb comp,f,t0; t1; f lo fcal; f lotinv) o�u flo fcal est la liste correspon-

dant au ot direct de ces fonctions.

7.3.6 Calcul de la transform�ee des formes di��erentielles lorsque la va-

ri�et�e de d�epart est le gaz parfait

La proc�edure dai deriv(nb comp,varinv) calcule le transport de coe�cients de r�e-

ponse thermodynamiques pr�ed�e�nies. Elle suppose que la vari�et�e de d�epart est la vari�et�e

des gaz parfaits. Elle calcule la transform�ee des di��erentielles des �equations d'�etat du gaz

parfait, les coe�cients de ces di��erentielles vont permettre de calculer les coe�cients de

r�eponse associ�ees au nouveau mod�ele. Grâce au package liesymm de MAPLE, ces calculs

sont tr�es simple �a �ecrire. En e�et, la d�eriv�ee ext�erieure , d, d'une forme di��erentielle par

rapport �a des coordonn�ees d�e�nies pr�ealablement par la commande setup () est d�e�nie

dans ce package.

Ainsi si nous choisissons comme coordonn�ees les variables (U; S; V; T; p;N;�) , pour

obtenir la transform�ee d'une forme di��erentielle, il su�t de demander la di��erentielle de

l'�equation d'�etat originelle ; par exemple, pour calculer la transform�ee de la di��erentielle

de l'�equation p0V0 = N0RT0, il su�t de demander d(p0V0 = N0RT0), en tenant compte du

r�esultat de la transformation inverse, calcul�ee par la proc�edure dai flot inv et fournie par

la valeur varinv dans l'appel, car alors les grandeurs initiales U0; S0; V0; T0; p0; N0; �0 sont

remplac�ees par leur valeur ne fonction des valeurs �nales U; S; V; T; p;N;� et la fonction

d calcule notre nouvelle di��erentielle.
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Comme nous recherchons, pour calculer les fonctions d�esir�ees, des coe�cients de forme

di��erentielle d�ependant de variables particuli�eres, par exemple p; V; T , actuellement, cette

proc�edure ne fonctionne actuellement que si le mod�ele de d�epart est la vari�et�e des gaz

parfaits.

Pour le moment, les grandeurs calcul�ees sont les coe�cients des �equations pV T , UV T

et SV T , �a partir de ceux-ci, ����!� calcule

{ le coe�cient d'expansion thermique � =
1

V

�
@V

@T

�
P

,

{ la compressibilit�e isotherme � = � 1

V

�
@V

@P

�
T

,

{ la compressibilit�e adiabatique �s = � 1

V

�
@V

@P

�
S

,

{ les chaleurs sp�eci�ques Cv =

�
@U

@T

�
V

et Cp =

�
@H

@T

�
P

,

{ le coe�cient de Joule-Thomson JT =

�
@T

@P

�
H

,

{ la vitesse du son c =
1p
��s

o�u � est la densit�e du uide.

7.3.7 Proc�edures d'impression

�A toutes ces proc�edures de calcul, s'ajoutent des proc�edures d'impression en format

de sortie MAPLE dans la session permettant de visualiser les r�esultats.

IEquEtat(flo t1) imprime le ot des coordonn�ees en variables U; S; V; T; P .

IEquEtatCpl(flo fonc) imprime le ot des fonctions compl�ementairesA(t); H(t); G(t).

IBilans(flo fonc) imprime le bilan �energ�etique de la transformation.

IChamp(nb comp,champ f) imprime le champ de contact.

IChampCpl((nb comp,champ f) imprime le champ des fonctions compl�ementaires.

IDeriv(nb comp,deriv) imprime la liste des fonctions calcul�ees par l'appel de dai deriv.

7.4 �Evaluation du logiciel : di��erents mod�eles retrouv�es

7.4.1 Les mod�eles mono-composant

Pour tester �a la fois la validit�e de ����!� et l'int�erêt de la th�eorie, nous avons essay�e

de retrouver les mod�eles usuelles de la thermodynamique; la plupart de ces mod�eles sont

d�e�nis par leur �equation pV T , nous pr�esentons ici l'�equation pV T des mod�eles test�es et

les fonctions f utilis�ees pour retrouver ces mod�eles. Nous mettons en annexe B, l'ensemble

des �equations associ�ees �a chaque mod�ele fourni par ����!� .

Nous donnons ici des exemples de mod�eles retrouv�es en consid�erant que nous ne

connaissons que leur �equation pV T et en partant du mod�ele du gaz parfait.
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Nous avons v�eri��e �egalement que les di��erents hamiltoniens de contact construits selon

les di��erentes m�ethodes propos�ees au chapitre 6 donnent pour chaque mod�ele les mêmes

�equations d'�etat.

Dans le cas des �equations cubiques, nous donnons le hamiltonien f1 construit dans

M2n+1 � IR (th�eor�eme 6.1 page 140) et f2 construit �a partir du corollaire (6.1)

{ Mod�ele de Adachi-Lu-Sugie

L'�equation d'�etat d'Adachi-Lu-Sugie est une �equation g�en�eralisant les �equations dites

cubiques, comme Van der Waals ou Redlich-Kwong. Nous donnons les r�esultats dans

le cas mono-composant (N = 1). Cela implique que pour calculer le ot du potentiel

chimique �, il faut int�egrer (5.2)
d�

dt
= �

@f

@U
+
@f

@N
.

�Equation pV T :

(P +
a(T )

(V � d) (V � c)
) (v � b) = N RT

Fonctions f utilis�ees :

f1 =
a (T)

c� d ln

�
V � c

V � d

�
� a (T)

(V � c)(V � d)
+ b p

f2 =
a(T )

c� dln(
V � c

V � d
) + RT ln

�
V

V � b
�

{ Mod�ele de Van der Waals

�Equation pV T :

(P +
a(T )

v2
) (v� b ) = N RT

Fonctions f utilis�ees :

f1 = bp� N2a(T )

V
+

(a(T ))(b)t

V 2

f2 = � a

V
+ N RT ln

�
V

V � b

�

{ Mod�ele de Clausius

�Equation pV T :

(P +
a(T )

v2 + 2 c v+ c2
) (v � b ) = N RT

Fonctions f utilis�ees :

f1 = � a(T )

(V + c)
+

a(T ) b t

(V + c)2
+ b p

f2 = � a(T )

V + c
+ N RT ln

�
V

V � b
�
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{ Mod�ele de Soave-Redlich-Kwong

�Equation pV T :

(P +
a(T )

v (v + b)
) (v � b ) = N RT

Fonctions f utilis�ees :

f1 =
a(T )

b
ln

�
V

V + b

�
+

a(T )bt

V (V + b)
+ b p

f2 =
a(T )

b
ln

�
V

V + b

�
+NRT ln

�
V

V � b
�

{ Mod�ele de Schmidt-Wenzel

�Equation pV T :

(p+
a

V 2 + � b V + w b2
) (V � b ) = N RT

Fonction f utilis�ee :

f = b p� 2

arctanh(
2V + � bp�4w b2 + �2 b2

) a

p�4w b2 + �2 b2
+

b a t

V 2 + � b V + w b2

Pour l'�equation de Schmidt-Wenzel, ����!� n'a pas r�eussi �a int�egrer l'�equation dif-

f�erentielle du potentiel chimique lorsque le hamiltonien de contact �etait celui d�epen-

dant du temps :

d�

dt
= b P � 2

arctanh(
2V + � bp�4w b2 + �2 b2

) a

p�4w b2 + �2 b2
+

b a t

V 2 + � b V + w b2

� V

0
BB@�4

a

�4w b2 + �2 b2 (1� (2V + � b)2

�4w b2 + �2 b2
)

� b a t (2V + � b)

(V 2 + � b V + w b2)2

1
CCA

Nous avons quand même pu ex�ecuter ����!� pour obtenir les autres �equations d'�etat

du mod�ele de Schmidt-Wenzel. Pour cela, nous avons dû supposer que nous ne tra-

vaillons qu'avec les variables U; S; V; T; p c'est �a dire dans un espace des phases

thermodynamique de dimension 5. Cette hypoth�ese se traduit lors de l'appel de

����!� par �egaler �a z�ero le nombre de composant ; nous avons ainsi obtenu alors les

trois �equations d'�etat, les fonctions transform�ees, ainsi que les di��erentielles.

Cependant, si nous choisissons comme hamiltonien de contact celui obtenu �a partir

de la formule du corollaire 6.1 :

f = 2

arctanh(
2V + � bp�4w b2 + �2 b2

) a

p�4w b2 + �2 b2
�RT ln(

V

V � b
)

nous avons int�egr�e toutes les �equations.
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{ Mod�ele de Benedict-Webb-Rubin

L'�equation de Benedict-Webb-Rubin a �et�e propos�e en 1951, elle est d�etermin�ee de

mani�ere empirique et est destin�ee �a être utilis�ee pour les hydrocarbures, elle est

valable pour les volumes sup�erieurs �a 0.56 fois le volume critique. Les constantes

A0; B0; C0; a; b; �;  sont d�etermin�ees empiriquement.

�Equation pV T :

P � N RT

v
=

1

T 2 v6

�
T 3Rv3 (b+ B0 v)�A0 T

2 v4 � C0 v
4 � a T 2 (v3 � �) + ( + v2)e v e(�



v2
)
�

Fonction f utilis�ee :

f = � 1

V

�
B0 RT �A0 � C0

T 2

�
� 1

2

bRT � a

V 2
� 1

5

a �

V 5

+
c

2T 2

0
@ 1

e

�


V 2

�


�
0
@� e

�
�



V 2

�

V 2
� e

�
�



V 2

�



1
A
1
A

{ Mod�ele de Beattie-Bridgeman

L'�equation de Beattie-Bridgeman a �et�e propos�ee en 1928 est applicable pour des

volumes sup�erieurs �a deux fois le volume critique et des temp�eratures sup�erieurs �a

1,5 fois la temp�erature critique.

�Equation pV T :

P � N RT

v
=

1

T 2 v4

�
� R b0 ( b c+ T 3 v2 � v b T 3 � v c)� a0 T

2 (v2 � v a)

�

Fonction f utilis�ee :

f = A0

�
� 1

V
+

1

2

a

V 2

�
� B0

�
� 1

V
+

1

2

b

V 2

�
� c

T 3 V
+
cB0

T 3

�
�1

2

1

V 2
+

1

3

b

V 3

�

{ Mod�ele de Dieterici

�Equation pV T :  
P +

RT (�v + v e(�
a

v RT
) + b)

v (�b+ v)

!
v = N RT

Fonction f utilis�ee :

f = RT Ei(1;
a

V RT
)� RT e(�

a
bRT

) Ei(1;
a

V RT
� a

bRT
)�RT ln(V )
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Ei(1; g) =

Z 1

1

egu

u
du

Pour le mod�ele de Dieterici, le syst�eme di��erentiel obtenu �a partir de la fonction f

donn�ee par le th�eor�eme (6.1) n'a pas pu être int�egr�e avec ����!� .

{ Cycle de Carnot Nous pouvons �egalement d�ecrire un cycle, tel un cycle de

Carnot avec ����!� , pour cela il faut enchâ�ner les appels de ����!� .

Chaque appel correspond �a une phase du cycle.

Nous allons d�ecrire le cycle dans l'espace des phases �a 5 dimensions, c'est �a dire que

l'appel ����!� avec un nombre de composants nul pour un gaz parfait.

Nous partons d'un point initial [U0; S0; V0; T0; P0], nous commen�cons par d�ecrire la

premi�ere transformation isotherme, celle-ci est obtenue par le hamiltonien de contact

fT = PV � RT , le point initial se transforme, lorsque nous int�egrons de 0 �a � en

[U = U0 ; S = R�+ S0 ; V = e�V0 ; T = T0 ; P = e(��) P0 ]

Nous allons repartir de ce point et d�ecrire la premi�ere transformation adiabatique,

avec la fonction fU = U � Cv P V

R
, nous avons alors comme nouveau point lorsque

nous int�egrons de 0 �a � :

[U = e� U0; S = R�+ S0; V = V0 e
(�Cv ��R �

R
); T = e� T0; P = P0 e

(�R�+� R+Cv �
R

)]

Nous allons boucler le cycle, en d�ecrivant les deux transformations retour, d'abord

l'isotherme, que nous int�egrons jusqu'�a �� :

[U = e� U0; S = S0; V = V0 e
(�Cv �

R
); T = e� T0; P = P0 e

(��� R�Cv �
R

)]

Puis l'adiabatique, jusqu'�a �� :

[U = e(��) e� U0; S = S0; V = V0; T = T0; P = P0]

En simpli�ant, nous voyons que nous sommes revenus au point d'origine et que nous

avons donc bien d�ecrit un cycle.

7.4.2 Les �equations d'�etat multi-composant

La th�eorie propos�ee fonctionne aussi bien pour les probl�emes mono-composant que

multi-composants, il en est de même pour ����!� , c'est l'utilisateur qui d�eclare le nombre

de composants.

Mod�ele d'Adachi-Lu-Sugie et Dieterici

Pour les �equations d'�etat du type cubique, les r�egles de m�elange traditionnelles sont

du type :
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N2a =
i=NX
i=1

X
j=N

NiNj
p
aiaj (1�Kij)

Nb =
i=NcX
i=1

Nibi

Le Hamiltonien de contact associ�e est donc

f =

 
i=NcX
i=1

Nibi

!
p� 1

V

i=NcX
i=1

j=NcX
j=1

NiNj
p
aiaj (1�Kij)

+
1

V 2

0
@i=NcX

i=1

j=NcX
j=1

NiNj
p
aiaj (1�Kij)

1
A i=NcX

i=1

Nibi

!
t

Il su�t alors d'appeler ����!� en d�eclarant le nombre de composants.

Mod�ele de Benedict-Webb-Rubin

Pour les �equations d'�etat du type Benedict-Webb-Rubin, il en est de même, car les

constantes A0; B0; C0;  sont de la forme :

A0 =

 X
i

NiA
1=2
0i

!2

et pour les constantes a; b; c; � ;

a =

 X
i

Nia
1=3
i

!3

Pour les mêmes raisons que dans le cas de l'�equation de Adachi-Lu-Sugie, nous allons

pouvoir utiliser le même hamiltonien que dans le cas mono-composant.

7.5 Conclusion

Le package ����!� a �et�e d�evelopp�e pour la conception de nouveaux mod�eles thermo-

dynamiques.

L'utilisation du calcul formel permet d'obtenir directement des �equations d'�etat de

mani�ere symbolique. Le principe d'un logiciel de calcul formel pour traiter ces probl�emes

est, �a notre connaissance nouveau et devrait permettre d'accrô�tre la vitesse de conception

d'un mod�ele thermodynamique complet.

����!� a �et�e optimis�e pour les probl�emes pV T et en e�et, nous avons pu retrouver

toutes les �equations d'�etat que nous avons test�e, grâce �a au moins un choix d'hamiltonien

de contact.
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����!� peut servir �a traiter d'autres probl�emes que les pV T , nous avons pu ainsi

d�ecrire les 4 phases d'un cycle de Carnot.

Nous obtenons, non seulement des nouvelles �equations d'�etat, mais aussi les expressions

de di��erentes fonctions thermodynamiques d�e�nies sur le nouveau mod�ele.

����!� a cependant deux limitations principales :

- la proc�edure principale dai flot doit int�egrer un syst�eme de 2n+ 1 �equations di��e-

rentielles. Dans la version actuelle, il faut que les �equations soient d�ecoupl�ees, ce qui est

le cas pour les probl�emes pV T .

-Les sorties de ����!� ne sont pas toujours simpli��ees et il n'est pas �evident d'utiliser

tel quel les �equations d'�etat.

Ces limitations sont des limitations usuelles du calcul formel.
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Conclusion

Dans cette th�ese, nous avons d�evelopp�e l'id�ee qui est �a la base du travail exploratoire

de R. Mrugala [54] et que l'on peut r�esumer ainsi : le changement de "nature" d'un syst�eme

thermodynamique est un processus qui rel�eve lui-même de la thermodynamique.

Notre �etude s'est faite autour de trois axes :

1. Contribution �a l'�ecriture de la thermodynamique dans le cadre des structures de

contact.

2. Mise au point d'une m�ethode syst�ematique et simple de d�eveloppement de mod�ele

thermodynamique.

3. R�ealisation d'un outil informatique utilisant cette m�ethode.

Le premier axe se situe dans la suite des travaux de R. Hermann [36] et de R. Mrugala

[51], [54]. Nous nous sommes e�orc�e de red�e�nir dans le cadre de la th�eorie des struc-

tures de contact les objets usuels de la thermodynamique (mod�eles thermodynamiques,

�equations d'�etat ...). Dans ce cadre-l�a, nous avons vu que la notion d'�equations fondamen-

tales apparâ�ssait naturellement. De plus, des m�ethodes classiques de calcul s'interpr�etent

bien, comme la m�ethode des Jacobiens, les transformations de Legendre ou les relations

de Maxwell.

C'est autour du deuxi�eme axe que nous avons apport�e notre plus grande contribution

th�eorique. La transformation d'une sous-vari�et�e de Legendre en une autre par transfor-

mation de contact �etait connue depuis longtemps, ainsi que la construction du champ de

contact �a partir d'un hamiltonien de contact. Il faut noter que cette derni�ere construction

n'est pas toujours pr�esent�ee de mani�ere simple. Mais nous n'avons pas trouv�e trace dans

la litt�erature du probl�eme inverse suivant : comment choisir le hamiltonien de contact?

Nous nous sommes e�orc�e dans cette th�ese d'apporter des r�eponses �a cette question.

Sur le plan math�ematique, nous avons montr�e le lien entre un hamiltonien de contact

engendrant une transformation entre deux sous-vari�et�es de Legendre et les fonctions g�en�e-

ratrices de ces deux sous-vari�et�es. De plus, nous avons �etudi�e un probl�eme nouveau : celui

des hamiltoniens de contact d�ependant du temps. Cette derni�ere th�eorie m�erite d'être en-

core approfondie : nature de la transformation construite dans l'espace �elargi M2n+1� IR?

sens de la nouvelle 1-forme? quels sont les liens avec les transformations symplectiques?

Nous avons alors �etudi�e �egalement la question du point de vue thermodynamique.

Comment est reli�e un hamiltonien de contact aux �equations d'�etat?
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Nous avons �etabli le lien entre un hamiltonien de contact et les �equations fondamentales

de la thermodynamique. �A partir de l�a, nous avons pu facilement �etablir le lien avec les

�equations d'�etat ou les coe�cients de r�eponse d�eriv�es des �equations fondamentales.

Nous avons pr�esent�e di��erentes m�ethodes de construction d'hamiltoniens de contact �a

partir d'une �equation d'�etat et d'une analyse de sa forme :

{ Construction par identi�cation des termes de l'�equation.

{ Construction par param�etrisation des termes de l'�equation.

{ Construction en s�equence (enchâ�nement de transformations).

C'est pour ces types de constructions que nous avons dû supposer la d�ependance du

hamiltonien de contact au \temps" et donc travailler dans un espace �elargi. Nous avons

ainsi g�en�eralis�e la forme de Gibbs en rajoutant un terme qui trouve une interpr�etation

physique dans cette th�eorie : le travail de transformation d'une substance en une autre.

La r�ealisation du logiciel ����!� , sous la forme de package MAPLE, permettant d'uti-

liser ces transformations, concr�etise notre travail et le rend praticable. Le calcul formel

�etait indispensable pour l'�ecriture d'un logiciel permettant soit de mod�eliser des trans-

formations thermodynamiques quasi-statique, soit de construire un nouveau mod�ele ther-

modynamique (ensemble des �equations d'�etat, potentiels et fonctions thermodynamiques,

coe�cients de r�eponse) par int�egration symbolique d'un syst�eme di��erentiel.

Finalement, nous voyons que les outils permettant d'exploiter l'id�ee de d�eformation

d'un mod�ele en un autre ne sont pas tr�es compliqu�es : il su�t de d�e�nir une fonction f

\fondamentale". Cependant, conceptuellement, pour pouvoir donner corps �a cette id�ee,

il est n�ecessaire de \plonger" toutes les substances thermodynamiques dans un même

\espace" et de disposer d'outils math�ematiques adapt�es. Ces outils sont d'ailleurs tr�es

semblables �a ceux qui ont fait leurs preuves en \m�ecanique moderne".

La thermodynamique habituelle, �a base de transformations se produisant au sein d'un

syst�eme donn�e, apparâ�t comme un cas particulier de cette m�ethode g�en�erale. Il reste �a

voir si la m�ethode d�evelopp�ee ici apporte des simpli�cations ou des possibilit�es nouvelles

dans ce cadre.

D'un point de vue concret, le r�esultat principal est le fait que nous ayons pu retrouver

toutes les �equations d'�etats usuelles et ce, �a partir de fonctions f tr�es simples. Cela ouvre

la possibilit�e �a des applications int�eressantes. Il est �a noter d'ailleurs qu'il n'existe, �a

notre connaissance, aucun formulaire aussi complet que celui de l'annexe B concernant les

�equations de base pour la thermodynamique appliqu�ee.

Une m�ethodologie solide est ainsi en cours d'�elaboration. Elle se traduira peut-être par

l'�emergence de nouvelles m�ethodes de calcul thermodynamique fond�ees sur la r�esolution

de syst�emes d'�equations di��erentielles ordinaires.
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Annexe A

Formes di��erentielles et alg�ebre

di��erentielle ext�erieure

Dans ce chapitre, nous rappelons les d�e�nitions des outils de calcul di��erentiel que

nous avons utilis�e dans notre travail. Il existe dans le domaine de nombreux livres de

r�ef�erence ([3],[66],[22],[42]), aussi bien d'un point de vue math�ematique rigoureux que d'un

point de vue physique, nous y renvoyons le lecteur qui voudrait approfondir la question.

Nous avons essay�e d'illustrer par des exemples intuitifs les d�e�nitions.

A.1 Vari�et�es, espaces tangents, espaces cotangents

Intuitivement, [58] une vari�et�e est une \surface" de dimension quelconque sur laquelle

on veut faire les mêmes calculs di��erentiels que dans IRn. Ainsi, pour calculer une d�eriv�ee

d'une fonction , il su�t de connâ�tre la fonction dans un voisinage du point consid�er�e, de

même, une vari�et�e aura une structure locale semblable �a IRn. Par exemple sur la �gure

A.1 la courbe de gauche a un point double, elle ne peut pas être une vari�et�e : il n'est pas

possible de ramener un voisinage du point double de M �a un intervalle de IR; en revanche

la courbe de droite est une vari�et�e.

Exemple A.1 L'espace des con�gurations d'un syst�eme m�ecanique est rarement un es-

pace euclidien IRn. Par exemple, un point astreint �a rester �a distance constante d'un point

�xe se d�eplace sur une sph�ere. La position d'un point sur une sph�ere est localement d�e�nie

par deux coordonn�ees (longitude et latitude). Ceci a conduit les g�eom�etres �a introduire la

notion de vari�et�e di��erentiable. 3

D�e�nition A.1 Un espace topologique s�epar�e est appel�e vari�et�e topologique de dimension

n si en tout point il poss�ede un voisinage hom�eomorphe �a une boule d'un espace vectoriel

de dimension n (dans la pratique IRn).

Un syst�eme d'applications, qui r�ealise un hom�eomorphisme de la vari�et�e sur un ouvert

d'un espace num�erique IRn, est appel�e syst�eme de coordonn�ees locales.
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M

Fig. A.1 { �A gauche ce n'est pas une vari�et�e, �a droite c'est une vari�et�e

Une vari�et�e di��erentielle est une vari�et�e topologique munie d'une collection coh�erente

de syst�emes de coordonn�ees locales, i.e. telle que les applications de changement de coordon-

n�ees soient des di��eomorphismes locaux. Dor�enavant, lorsque nous parlerons de vari�et�e,

il s'agira de vari�et�e di��erentielle.

La donn�ee d'un ouvert U de la vari�et�e et de l'hom�eomorphisme � correspondant est

appel�e carte. Si la carte associ�ee �a la vari�et�e est de classe Cr, la vari�et�e est dite de classe

Cr ; dans la suite, la vari�et�e sera consid�er�ee comme C1 lorsque sa classe n'est pas pr�ecis�ee.

Deux cartes (U1; �1) et (U2; �2) sont dites coh�erentes ou compatibles si

�1(U1\U2) et �2(U1\U2) sont di��eomorphes ; autrement dit, si on recouvre une zone

de la vari�et�e par di��erents syst�emes de coordonn�ees, ses images sur les di��erents ouverts

de IRn sont di��eomorphes.

Un ensemble de cartes coh�erentes est appel�e un atlas.

En r�esum�e, la notion de vari�et�e g�en�eralise la notion de courbes et surfaces dans IRn

et les cartes nous permettent de d�e�nir un syst�eme de coordonn�ees sur celle-ci. Nous

verrons que nous pouvons ainsi d�e�nir sur les vari�et�es des objets math�ematiques d�e�nis

habituellement sur IRn (applications di��erentiables, : : : ).

Exemple A.2 { IRn est une vari�et�e de dimension n avec comme atlas l'application

identit�e.

{ Des exemples plus int�eressants sont ceux qui font ressortir la di��erence entre vari�et�e

et espace vectoriel. Ainsi, la sph�ere ou le tore sont des exemples classiques de vari�et�es ;

di��erentes cartes peuvent être associ�ees �a celles-ci.

La sph�ere unit�e S1 = fx = (x1; x2) 2 IR2=kxk2 = 1g est une vari�et�e de dimension

1. Un atlas de S1 est donn�e, par exemple, par les deux projections st�er�eographiques

suivante : la projection st�er�eographique du pôle sud est l'application qui envoie tout
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point p de S1 except�e le pôle sud sur le point de l'�equateur align�e avec le pôle sud et

p. On d�e�nit de même la projection st�er�eographique du pôle nord (voir �gure A.2).

Les mêmes projections peuvent être utilis�ees pour avoir un atlas de la sph�ere Sn.

S

p2

 π2
π1

p1

Fig. A.2 { Projection st�er�eographique du pôle sud

{ De nombreux syst�emes physiques peuvent être repr�esent�es par les vari�et�es. Ainsi,

l'�evolution du pendule double peut être d�ecrit par le tore T 2. 3

A.1.1 Sous-vari�et�es

D�e�nition A.2 Soit S � IRn. S est appel�e sous-vari�et�e de dimension m si pour tout

a 2 S il existe un voisinage ouvert U de a dans IRn et un di��eomorphisme h : U ! V tel

que h(U \ S) = V \ (IRm � 0) (voir �gure A.3).

Exemple A.3 La sph�ere unit�e S2 de IR3 est une sous-vari�et�e de dimension 2 de la vari�et�e

IR3 . 3

La notion d'applications C1 peut s'�etendre �a des vari�et�es en regardant l'expression de

l'application dans les coordonn�ees locales donn�ees sur toute carte de l'atlas associ�e �a la

vari�et�e.

D�e�nition A.3 SoientM etN , deux vari�et�es di��erentiables de dimensionm et n, munies

d'atlas respectifs �m et �n, f une application de M dans N .

Une application f de M dans N est dite C1 si et seulement si les applications �n �
f � ��1m sont C1 lorsqu'elles ont un sens ( ces applications sont d�e�nies d'un ouvert de

IRm dans un ouvert de IRn).

Une bijection f entre M et N est un di��eomorphisme C1 si f et f�1 sont des appli-

cations C1. En particulier, s'il existe un di��eormophisme entre M et N alors m = n.
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U

a

V

h(a)

S

m
IR

h

p
IR

Fig. A.3 { Sous-vari�et�e

Proposition A.1 L'expression locale de f dans n'importe quel syst�eme de coordonn�ees

locales appartenant �a l'atlas servant �a d�e�nir la vari�et�e est alors di��erentiable.

Soit F (IRn) = C1(IRn; IR) l'anneau des fonctions C1 �a valeurs r�eelles f : IRn ! IR.

F (M) = C1(M; IR) repr�esentera l'anneau des fonctions C1 �a valeurs r�eelles de la

vari�et�e M .

Si m 2M , on notera C1(m; IR) l'ensemble des fonctions C1 d�e�nies dans un voisinage

de m 2M .

Proposition A.2 Soit � : M ! N une application entre deux vari�et�es. Alors � est

appel�ee application C1 si et seulement si : pour chaque g 2 F (N), l'application compos�ee

g � � appartient �a F (M).

On note

�� : F (N) ! F (M)

g 7! g � �

Notation

Si f est une fonction di��erentiable d�e�nie dans un voisinage U de p sur lequel on a des

coordonn�ees locales, c'est une fonction d�e�nie sur un ouvert de IRn par l'interm�ediaire des

coordonn�ees locales x1; : : : ; xn. On a :

f(p) = F (x1(p); : : : ; xn(p))
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o�u F (u1; : : : ; un) est une fonction r�eelle di��erentiable sur IRn. Alors par d�e�nition,
@f

@xi
(p)

d�esignera

@F

@ui
(x1(p); : : : ; xn(p))

et
@f

@xi
d�esignera la fonction de U dans IR qui �a p fait correspondre

@f

@xi
(p). Les exemples

de la sph�ere et du tore montrent que, malheureusement, on ne retrouve pas sur les vari�et�es

la notion de lin�earit�e des espaces vectoriels, utile pour des calculs aussi �el�ementaires que

l'addition de vecteurs. A cause de cela, on ne va pas travailler sur les vari�et�es, mais sur des

espaces vectoriels associ�es que sont les espaces tangents et leur dual, les espaces cotangents.

A.1.2 Espace tangent �a une vari�et�e

D�e�nition A.4 Soit M une vari�et�e, un vecteur tangent v �a M en un point m de M peut

être d�e�ni

1. G�eom�etriquement : C'est une classe d'�equivalence de courbes param�etr�ees de M pas-

sant par m. Deux courbes param�etr�ees x et y sur M et telles que x(0) = y(0) = m

sont dites �equivalentes si kx(t)� y(t)k = o(t) dans n'importe quelle carte recouvrant

m.

2. Analytiquement : C'est une expression de la forme
nX
i=1

ai
@

@xi
dans un syst�eme de

coordonn�ees centr�e en m.

3. Alg�ebriquement : C'est une forme lin�eaire sur F (M) v�eri�ant v(fg) = v(f)g(m) + f(m)v(g)

Remarque A.1 Ces d�e�nitions sont les mêmes que les d�e�nitions sur IRn :

1. 2 courbes sont �equivalentes si elles ont mêmes vecteurs tangents au point m, c'est �a

dire
dxi

dt
(0) = ai.

2. On l'associe �a l'expression
nX
i=1

ai
@

@xi
.

3. et �a la forme lin�eaire f 7!
nX
i=1

ai
@f

@xi
(m). 3

L'ensemble des vecteurs tangents au point m 2M se note Tm(M).

Si l'on forme fmg�Tm(M) en associant l'espace vectoriel Tm(M)au point m, cela nous

permet de construire le �br�e tangent �a M : T (M) =
[

m2M

fmg � Tm(M).

Un point du �br�e tangent est un couple (m; v). T (M) peut être muni d'une structure

de vari�et�e di��erentiable.

191



Une section di��erentiable X de T (M) est une application di��erentiable de M dans

T (M) telle que � �X = idM o�u � est la projection sur M , �(m; v) = m, idM l'application

identit�e sur M et X : m 2M 7! (m; :).

D�e�nition A.5 Une section di��erentiable du �br�e tangent T (M) est appel�e champ de

vecteurs.

Un champ de vecteurs peut être interpr�et�e comme :

1. g�en�erateur d'un ot.

2. une expression de la forme
X

ai(m)
@

@xi
8m dans un syst�eme de coordonn�ees avec

les r�egles habituelles de changements de coordonn�ees (voir paragraphe A.3)

3. un op�erateur lin�eaire, appel�e d�erivation, de F (M) : v : F (M) �! F (M) v�eri�ant

de plus v(fg) = v(f)g+ fv(g).

Nous noterons V ect(M) l'ensemble des champs de vecteurs (di��erentiables) sur M . C'est

un module sur F (M) :

F (M)� V ect(M) �! V ect(M)

(f;X) 7! fX

Un champ de vecteur X =
X

ai(m)
@

@xi
sur une vari�et�e M est di��erentiable dans un

voisinage d'un point m 2M si dans ce voisinage les fonctions ai sont di��erentiables.

Remarque A.2 Construire un espace tangent �a une vari�et�e M en un point m n'est

pas simple, parmi les di��erentes fa�cons, nous allons d�ecrire celle qui nous semble la plus

\simple" :

Rappelons d'abord la notion de d�eriv�ee directionnelle dans IRn.

Soient m 2 IRn et f 2 C1(m; IR).

Si v 2 IRn, alors on d�e�nit la d�eriv�ee de f dans la direction de v au point m comme

�etant

< rf(m); v >

, o�u <;> est le produit scalaire dans IRn, nous noterons v(f) cette quantit�e :

v(f) =< rf(m); v > (A.1)

Dans la base canonique (A.1) s'�ecrit :

v(f) =
nX
i=1

vi
@f

@xi
(m)

vi �etant les composantes du vecteur v. Ceci nous permet d'introduire la notation

v =
nX
i=1

vi
@

@xi

����
m
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exprimant ainsi le vecteur v dans la \base" f @
@xi

��
m
g. avec cette notation, nous avons :

1. v(f + g) = v(f) + v(g)

v(�f) = �v(f), 8f; g 2 C1(m; IR) et � 2 IR.

2. v(fg) = v(f)g(m) + f(m)v(g), cette relation est appel�ee r�egle de Leibniz.

D�e�nition A.6 L'espace tangent Tm(M) �a la vari�et�e M au point m est alors l'ensemble

des applications lin�eaires v de C1(m; IR) dans IR v�eri�ant la r�egle de Leibniz (2).

On d�emontre [58] que Tm(M) est un espace vectoriel de dimension n.

L'ensemble T (M) =
[
m2M

fmg � Tm(M) est appel�e �br�e tangent �a M , il peut être muni

canoniquement d'une structure de vari�et�e di��erentiable de dimension 2n. 3

D�e�nition A.7 Soit � : M ! N une application di��erentiable. L'application lin�eaire

�� qui en tout point p de M associe �a un vecteur de TpM un vecteur de T�(p)N est appel�ee

di��erentielle de �.

A.1.3 Champ de vecteurs et groupes de transformations �a 1 param�etre

Un champ de vecteurs X dans le plan associe �a chaque point x de ce plan un vecteur

X(x) (de fa�con in�niment di��erentiable par exemple). Une courbe (t), param�etr�ee par

le \temps" t, est une courbe int�egrale (ou orbite ou trajectoire) de X si son vecteur vitesse

co��ncide toujours avec le vecteur correspondant X((t)). Les th�eor�emes fondamentaux de

la th�eorie des �equations di��erentielles �etablissent que par chaque point passe une unique

trajectoire qui peut cependant n'être d�e�nie que localement. Dans de nombreux cas ces

trajectoires sont en fait globales ; on dit alors que X est complet.

Consid�erons un champ de vecteurs complet X . Si x est un point et t un nombre r�eel,

on note �t(x) la valeur au temps t de la trajectoire qui est en x �a l'origine des temps. Pour

chaque nombre r�eel t, la transformation associant �t(x) �a x est bijective, di��erentiable

ainsi que son inverse ; on dit que �t est un di��eomorphisme. Le th�eor�eme de Cauchy sur

les �equations di��erentielles permet alors de montrer facilement que �t � �s = �t+s, c'est

�a dire que l'on est en pr�esence d'un \groupe �a un param�etre". Il est clair que l'�etude des

orbites de X est �equivalente �a celle d'un groupe �a un param�etre r�eel des di��eomorphismes

�t auquel on a donn�e le nom de ot associ�e au champ X .

Pour les vari�et�es, nous pouvons g�en�eraliser cela[47] : Soit M une vari�et�e di��erentiable

et V ect(M) l'ensemble des champs de vecteurs d�e�nis sur M .
�A X 2 V ect(M) est associ�e une �equation di��erentielle

dx

dt
= X(x)

D�e�nition A.8 Une courbe di��erentiable C :]a; b[2 IR �! M est appel�ee une courbe

int�egrale du champ de vecteurs X si pour tout t 2]a; b[, on a

_C(t) = XC(t)
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D�e�nition A.9 Une famille f�tgt2IR de di��eomorphismes �t de M est appel�ee groupe

de transformations �a un param�etre si les deux conditions suivantes sont r�ealis�ees :

1. �s � �t = �t+s ; 8s; t 2 IR.

2. L'application de IR�M dans M qui �a (t; p) fait correspondre �t(p) est di��erentiable.

Soit un groupe de transformations �a 1 param�etre, si f 2 C1(M), alors f(�t(p)) est

fonction di��erentiable de t �a p �x�e. Alors l'application

Xp : C1(M) �! IR

f 7! df(�t(p))

dt

����
t=0

est un vecteur tangent et l'application X qui �a p fait correspondre Xp est di��erentiable,

c'est donc un champ de vecteur di��erentiable sur M , appel�e transformation in�nit�esimale

du groupe de transformations f�tg. Le groupe des transformations �a un param�etre de M

s'appelle aussi ot engendr�e par X .

A.1.4 Espace cotangent

D�e�nition A.10 Soit M une vari�et�e, p un point de M . Une application IR-lin�eaire ! :

TpM ! IR est appel�ee vecteur cotangent de M en p. L'ensemble de tels vecteurs forme un

espace vectoriel, not�e T �pM .

L'espace cotangent est en fait l'espace dual de l'espace tangent, c'est �a dire l'espace

des formes lin�eaires ou 1-formes sur l'espace tangent.

D�e�nition A.11 Si f 2 F (M); p 2 M , la di��erentielle de f en p, not�ee df , est un

�el�ement de T �pM , d�e�nie comme suit :

df(v) = v(f) pour v 2 TpM

De plus, si X = (x1; : : : ; xn) est un syst�eme de coordonn�ees locales au voisinage de p,

Nous noterons dX = (dx1; : : : ; dxn) une base de l'espace cotangent T �pM et ( @
@x1

; : : : ; @
@xn )

une base de l'espace tangent TpM .

D�e�nition A.12 Soit M;N deux vari�et�es et � une application C1 : M ! N , Soit

p 2M . La di��erentielle de � en p, not�ee ��, est l'application IR-lin�eaire TpM ! T�(p)N ,

d�e�nie comme suit :

��(v)(f) = v(��(f)); pour ; v 2 TpM ; f 2 F (M):
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A.2 Formes di��erentielles ext�erieures

A.2.1 Formes di��erentielles ext�erieures sur un espace vectoriel

Dans tout le paragraphe, E d�esignera un espace vectoriel r�eel de dimension n.

D�e�nition A.13 On appelle forme ext�erieure de degr�e p ou p-forme sur E toute appli-

cation

� : Ep = E �E : : :� E| {z }
p fois

! IR

qui est

1. p-lin�eaire

2. altern�ee

1. La p-lin�earit�e de l'application signi�e que :

� (x1; : : : ; axi + byi; xi+1; : : : ; xp) =

a � (x1; : : : ; xi; xi+1; : : : ; xp) + b � (x1; : : : ; yi; xi+1; : : : ; xp)

8i = 1; : : : ; p 8a; b 2 IR

2. Dire que l'application est altern�ee signi�e que :

� (x1; : : : ; ; xi�1; xi+1; xi; : : : ; xp) = �� (x1; : : : ; ; xi�1; xi; xi+1; : : : ; xp) 8i = 1; : : : ; p

Remarques A.1 � Si (x1; : : : ; xp) est un p-uplet de vecteurs lin�eairement d�ependants

alors il existe une combinaison lin�eaire non triviale telle que

pX
i=1

cixi = 0 (ci 2 IR)

Supposons c1 6= 0 ; alors x1 =
X
i>1

dixi et par suite

�

 X
i>1

dixi; x2; : : : ; xp

!
=
X
i>1

di� (xi; x2; : : : ; xp)

Comme xi se retrouve deux fois dans l'expression � (xi; x2; : : : ; xp), par la propri�et�e

d'alternance, cette quantit�e est nulle.

Donc une p-forme est nulle sur tout p-uplet de vecteurs lin�eairement d�ependants.

� Cas particulier : si nous consid�erons une p-forme sur un espace de dimension n et

que p > n, alors cette p-forme est nulle.
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Notation : �pE = ensemble des p-formes sur E

On introduit la convention

�0 (E) = IR

et de plus, nous avons :

�1 (E) = E� ; dual de E = espace des formes lin�eaires sur E

�n+q (E) = f0g 8q � 1

Lemme A.1 �pE est un espace vectoriel sur IR.

1. Produit ext�erieur et alg�ebre ext�erieure

Nous allons d'abord d�e�nir le produit ext�erieur de deux 1-formes [25].

(a) Produit ext�erieur de deux 1-formes

Soient !1 et !2 appartenant �a �1 (E) deux formes lin�eaires. On leur associe un

�el�ement de �2 (E) (une 2-forme) not�e !1 ^ !2 et d�e�ni par :

!1 ^ !2 (x1; x2) = !1 (x1)!2 (x2)� !1 (x2)!2 (x1)

Nous v�eri�ons imm�ediatement que !1 ^ !2 appartient bien �a �2 (E).

Nous pouvons �ecrire ceci :

!1 ^ !2 (x1; x2) = d�et

 
!1 (x1) !2 (x1)

!1 (x2) !2 (x2)

!

Exemple A.4 Soient les deux applications d�e�nies par :

p1 : IR2 ! IR et p2 : IR2 ! IR

(x; y) 7! x (x; y) 7! y

p1 et p2 sont bien deux formes de degr�e 1.

Soient alors X1 = (x1; y1) et X2 = (x2; y2) deux vecteurs de IR2. Il est clair

que :

p1 ^ p2 (X1; X2) = p1 (X1) p2 (X2)� p1 (X2) p2 (X1) = x1y2 � x2y1

et nous retrouvons alors le d�eterminant construit sur les deux vecteursX1 et X2.

3

Remarque A.3 !1 ^!2 = �!2 ^!1, le produit ext�erieur est non-commutatif.

3
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La d�e�nition pr�ec�edente se g�en�eralise imm�ediatement de la mani�ere suivante :

si !1; : : : ; !p 2 �1 (E) et si x1; : : : ; xp 2 E, alors nous pouvons poser :

!1 ^ � � � ^ !p (x1 � � �xp) = d�et

0
B@ !1 (x1) � � � !p (x1)

...
. . .

...

!1 (xp) � � � !p (xp)

1
CA (A.2)

Remarque :

Par la propri�et�e même d'un d�eterminant !1 ^ � � � ^ !p est une p-forme sur E.

Nous avons le r�esultat suivant :

Proposition A.3 Les p 1-formes sur E !1; : : : ; !p, sont lin�eairement d�epen-

dantes (dans l'espace vectoriel �1 (E)) si et seulement si la p-forme !1^� � �^!p
est identiquement nulle.

� Si les p-formes sont ind�ependantes, aucune n'est identiquement nulle, on peut

donc trouver un ensemble de p vecteurs Xi tels que :

!i (Xj) = �ij i; j = 1; : : : ; p

dans ce cas

!1 ^ � � � ^ !p = 1

� Si les !i sont d�ependants alors pour tout p-uplet (X1; : : : ; Xp) la matrice

(!i (Xj)) est de rang strictement inf�erieur �a p.

(b) G�en�eralisation : Produit ext�erieur de formes ext�erieures

D�e�nition A.14 Le produit ext�erieur de deux formes est une application :

^ : �p (E)� �q (E) ! �p+q (E)

(�; �) 7! � ^ �

telle que

� ^ � (x1; : : : ; xp+q) =
1

p!q!

X
�2Sp+q

� (�)�
�
x�(1); : : : ; x�(p)

�
�
�
x�(p+1); : : : ; x�(p+q)

�

Sp+q d�esigne le groupe des permutations de p+ q �el�ements et � (�) la signature

de la permutation.
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Nous avons construit les espaces de p-formes (�p (E))p�0.

Nous pouvons former la somme directe :

� (E) = �0 (E)� : : :� �p (E)� : : :� �n (E)

qui est l'ensemble des �el�ements de la forme :

! = !0 + : : :+ !n

avec !i 2 �i (E).

Cette �ecriture �etant unique. !p sera la p-composante de !.

D�e�nition A.15 � (E) est un espace vectoriel r�eel : l'espace vectoriel des formes

ext�erieures.

Nous allons pouvoir maintenant introduire de fa�con naturelle un produit sur

cet espace vectoriel a�n de le munir d'une structure d'alg�ebre.

D�e�nition A.16 Le produit ext�erieur de deux �el�ements de �(E) est l'applica-

tion :

^ : � (E)� � (E) ! � (E)

(!; �) 7! ! ^ �

qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

i. Elle est associative

� ^ (� ^ ) = (� ^ �) ^  8�; �;  2 �(E)

ii. Elle est distributive par rapport �a l'addition

� ^ (� + ) = � ^ � + � ^  8�; �;  2 �(E)

iii. Si � 2 �p (E) et � 2 �q (E), alors

� ^ � = (�1)pq � ^ �

Le produit ext�erieur est donc une loi interne sur � (E), alors qu'il ne peut

l'être sur aucun des �i (E) ; i < n. Ce qui fait de � (E) une alg�ebre asso-

ciative unitaire et non commutative : c'est l'alg�ebre (gradu�ee) des formes

ext�erieures.

(c) Produit int�erieur

Les �el�ements de � (E) peuvent être consid�er�es comme engendr�es par �0 (E) et

�1 (E) grâce �a l'op�eration du produit ext�erieur et �a la lin�earit�e.
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Cependant le produit ext�erieur est une op�eration ascendante

�p (E)� �q (E) ! �p+q (E)

Il y aurait beaucoup de probl�emes si l'on ne disposait pas aussi d'une op�eration

descendante, c'est le produit int�erieur que nous allons introduire.

D�e�nition A.17 Soit �p 2 �p (E) et X 2 E un vecteur (p � 1) le produit

int�erieur iX�p de X par la forme �p est la p-forme d�e�nie par

iX�p (X1; : : : ; Xp�1) = �p (X;X1; : : : ; Xp�1) 8X1; : : : ; Xp�1 2 E

�Etudions quelques propri�et�es de cette op�eration[25][32] :

i. i(X+Y )� = iX� + iY �

ii. i(�X)� = �iX� pour � 2 �0 (E)

iii. iXiY � = �iY iX�
iv. iXiX� = 0

v. Par convention, si �0 2 �0 (E) et X 2 E

iX�0 = 0

vi. Si �1 2 �1 (E) et X 2 E alors, par d�e�nition :

iX�1 = �1 (X)

vii. Si �p; �p 2 �p (E) et X 2 E

iX (�p + �p) = iX�p + iX�p

viii. Nous avons en�n la formule fondamentale

iX (� ^ �) = (iX�) ^ � + (�1)deg� � ^ (iX�)

2. Di��erentiation ext�erieure

La di��erentiation ext�erieure d de �(E) ! �(E) est d�e�nie par[25] :

(a) Si � est une p-forme, alors d� est une (p+ 1)�forme.

(b) Si f est une 0-forme, df est la 1-forme d�e�nie par la di��erentielle de f .

(c) Si � = � + , d� = d� + d.

(d) d2 = d � d = 0, i.e. dd� = 0

(e) d (� ^ �) = d� ^ � + (�1)deg� � ^ d�.

D�e�nition A.18 Les (p+1)-formes ! qui sont les di��erentielles de p-formes �, ! =

d�, sont appel�ees formes exactes.
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Exemple A.5 Soit ! la forme di��erentielle sur IR3 d�e�nie par

! = a1dx
1 + a2dx

2 + a3dx
3

alors en appliquant (b), on se ram�ene �a des monômes, puis en appliquant (d) �a

chacun des monômes :

d! =

�
@a3
@x2

� @a2
@x3

�
dx2 ^ dx3 +

�
@a1
@x3

� @a3
@x1

�
dx3 ^ dx1 +

�
@a2
@x1

� @a1
@x2

�
dx1 ^ dx2

D�e�nition A.19 Une p-forme dont la di��erentielle est nulle est dite ferm�ee.

Une p-forme exacte est n�ecessairement ferm�ee.

Lemme A.2 (Poincar�e) Si ! est une p-forme d�e�nie sur un ouvert �etoil�e de IRn

et que ! est ferm�ee, alors ! est exacte.

A.2.2 Formes di��erentielles ext�erieures sur une vari�et�e

D�e�nition A.20 On appelle forme ext�erieure de degr�e p ou p-forme en un point x

d'une vari�et�e M une p-forme sur TxM . On notera �p(T �x) l'espace des p-formes en

x et �(T �x) l'espace des formes ext�erieures en x.

Un champ � de formes ext�erieures de degr�e p sur une vari�et�e M de degr�e n est la

donn�ee en tout point x de M d'une p-forme �x en ce point. Dans un domaine U

d'une carte locale �, �x sera d�e�nie en chaque point par ses coe�cients dans une

base de �p(T �xM). Le champ � est dit di��erentiable en un point x0 de U si ces

coe�cients sont di��erentiables en x0.

D�e�nition A.21 Un champ � de p-formes sera dit di��erentiable dans un ouvert

U s'il est di��erentiable en tout point de cet ouvert. Un champ de p-formes di��eren-

tiable dans la vari�et�e M toute enti�ere sera appel�e p-forme di��erentiable ou forme

di��erentielle ext�erieure de degr�e p sur M .

On notera �p(M) l'ensemble des p-formes sur M et �(M) l'ensemble des formes

di��erentielles ext�erieures sur M .

Les d�e�nitions introduites ci-dessus pour les formes di��erentielles ext�erieures sur

espace vectoriel se g�en�eralisent aux vari�et�es.

A.3 Forme induite par une application di��erentiable

Soit � une application di��erentiable d'une vari�et�e Mm dans une vari�et�e Nn. On

d�e�nit l'image r�eciproque ou forme induite d'une q�forme di��erentielle ! sur Nn

par la q�forme ��! sur Mm d�e�nie en coordonn�ees locales par :
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Si � est d�e�nie par

� : Mm �! Nn

(x1; : : : ; xm) 7! (y1(x); : : : ; yn(x)
(A.3)

avec x = (x1; : : : ; xm) et ! par

! =
X

1��i�n

!�(y1; :::; yn)dy�1 ^ : : :^ dy�q

o�u � = (�1; : : : ; �q) alors [28] :

(��!) =
X

1��i�n

!�(y1(x); :::; yn(x))

 
mX
i=1

@y�1

@xi
dxi

!
^ : : :^

0
@ mX

j=1

@y�q

@xj
dxj

1
A (A.4)

En r�earrangeant les termes, cela s'�ecrit sous la forme

(��!) =
X

1�i1�:::�iq�m

~!i1;:::;iq(x
1; :::; xm)dxi1 ^ :::^ dxiq (A.5)

Exemple A.6 Soit ! la 2-forme donn�ee dans IR3 par

! = P (x; y; z)dx ^ dy +Q(x; y; z)dz ^ dx+ R(x; y; z)dy ^ dz

et soit l'application di��erentiable � :

� : IR2 �! IR3

(u; v) 7! (x; y; z)

avec :

x = x (u; v) ; y = y (u; v) ; z = z (u; v)

Alors en notant

P(u; v) = P (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) ; Q(u; v) = Q(x(u; v); y(u; v); z(u; v))

et R(u; v) = R(x(u; v); y(u; v); z(u; v))

nous avons

��! = P(u; v)

�
@x

@u
du+

@x

@v
dv

�
^
�
@y

@u
du +

@y

@v
dv

�
(A.6)

+Q(u; v)

�
@z

@u
du+

@z

@v
dv

�
^
�
@x

@u
du +

@x

@v
dv

�
(A.7)

+R(u; v)

�
@y

@u
du +

@y

@v
dv

�
^
�
@z

@u
du+

@z

@v
dv

�
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Soit

��! =

�
P(u; v)

�
@x

@u

@y

@v
� @x

@v

@y

@u

�
+ Q(u; v)

�
@z

@u

@x

@v
� @z

@v

@x

@u

�
(A.8)

+R(u; v)

�
@y

@u

@z

@v
� @y

@v

@z

@u

��
du ^ dv

Avec la notation de l'�equation (A.5), nous avons :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

~P (u; v) = P(u; v)
�
@x
@u

@y
@v � @x

@v
@y
@u

�
~Q(u; v) = Q(u; v)

�
@z
@u

@x
@v � @z

@v
@x
@u

�
~R(u; v) = R(u; v)

�
@y
@u

@z
@v � @y

@v
@z
@u

�

Propri�et�es

{ Application r�eciproque d'une 0-forme

Soit f une 0-forme sur Nn, alors ��f est la fonction induite sur Mm par le

changement de variables :

(��f)(x) = (f � �)(x) = f(�(x))

{ Application r�eciproque d'une 1-forme

Soit y : N �! IR, alors l'image r�eciproque de la 1-forme dy vaut :

��dy = d(��y)

Preuve : Soit � d�e�nie par (A.3), alors par application de (A.4) :

��dy =
mX
i=1

@y

@xi
dxi

Or

��y = y � �(x) = y(x1; : : : ; xm)

Donc

d(��y) =
mX
i=1

@y

@xi
dxi

G�en�eralisons �a une 1-forme � =
nP
i=1

ai(y)dyi 2 �1(Nn), alors ��� 2 �1(Mm)

est d�e�nie par :

(���)(x) =
mX
i=1

(��ai)(x)d(��yi)

avec x = ��1(y).
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{ Ces propri�et�es se g�en�eralisent aux formes de degr�e quelconques

Soient � ; � 2 �(Nn) et � : Mm ! Nn alors on �etend ��

�� : �(Nn) ! �(Mm)

��(�+ �) = ���+ ���

��(� ^ �) = ��� ^ ���

��d� = d(���)

Soit � une application di��erentiable d'une vari�et�e Mm dans une vari�et�e Nn. L'appli-

cation qui associe �a un champ de vecteurs X de Mm un champ de vecteurs de Nn sera

not�e ��. Nous avons les propri�et�es suivantes :

{ �� (i��X!) = iX (��t!)

A.4 D�eriv�ees de Lie

Soit une transformation [14] �a un param�etre �t : M !M ; q 7! qt sur une vari�et�e M .

Une telle transformation pouvant agir �a la fois sur les points de la vari�et�e, sur les vecteurs

tangents et les 1-formes, il est utile de pouvoir mesurer les changements e�ectu�es, c'est

le rôle de la d�eriv�ee de Lie. Comme les 1-formes ne peuvent être compar�ees qu'en �etant

�evalu�e au même point, nous utilisons l'op�erateur de r�etro-projection pour ramener sur le

point initial la 1-forme �evalu�ee au nouveau point.

D�e�nition A.22 Soit X un champ de vecteur sur M et �t un groupe �a 1-param�etre

de transformations locales engendr�e par X, alors la d�eriv�ee de Lie LV ! d'une forme

! 2 �k(E) par rapport au champ de vecteurs X est :

LX!(q) = lim
t!0

�
��t!(qt)� !(q)

t

�
(A.9)

Nous voyons que LX! 2 �k(M) pour ! 2 �k(M).

Lemme A.3 (Formule d'homotopie) La d�eriv�ee de Lie d'une k-forme ! par rapport

�a X 2 T (M) est �egale �a

LX! = iXd! + d (iX!) (A.10)

D�e�nition A.23 (Crochet de Lie) Soient X et Y deux champs de vecteurs sur une

vari�et�e di��erentiable M . Le crochet de Lie de X et Y est le champ de vecteurs

[X; Y ] = XY � Y X

c'est �a dire pour f 2 F (M) :

[X; Y ]f = iX(iY df)� iY (iXdf)

Proposition A.4 Le crochet de Lie a les propri�et�es suivantes :

1. [X; Y + Z] = [X; Y ] + [X;Z];
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2. [X; fY ] = (Xf)Y + f [X; Y ] ; f 2 F (M);

3. [X; Y ] = �[Y;X ];

4. [X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X ]] + [Z; [X; Y ]] = 0.

Cette derni�ere �egalit�e est appel�ee l'identit�e de Jacobi.

Th�eor�eme A.1 La d�eriv�ee de Lie est une application de �k(M) dans �k(M), k =

0; : : : ; n v�eri�ant les propri�et�es suivantes :

1. LXf = iXdf 8f 2 �0(M)

2. LX(�+ �) = LX�+ LX�

3. LX(� ^ �) = (LX�) ^ � + � ^ (LX�)

4. LXd� = d (LX�)

5. Lf:X� = f:LX� + df ^ (iX�)

6. LX+Y � = LX� + LY �

7. L[X;Y ]� = LXLY �� LY LX�

Nous avons de plus que :

��t (L�t�X!) = ��t (i�t�Xd!) + ��td (i�t�X!) (A.11)

= iX (��td!) + d (��t (i�t�X!))

= iX (��td!) + d (iX��t!) = LX (��t!)

A.5 �Equation di��erentielle ext�erieure

A.5.1 �Equations ext�erieures

Soient �(E) l'alg�ebre ext�erieure sur un espace vectoriel E de dimension �nie et une

p-forme ! 2 �(E)

On appelle �equation ext�erieure [22]

! = 0 (A.12)

l'�equation dont les solutions sont des sous-espaces vectoriels de E�, dual de E qui annulent

l'�el�ement donn�e ! 2 �(E) ; si ! est de degr�e p (c'est-�a-dire ! 2 �p(E))

! � ! (X1; : : : ; Xp) (A.13)
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Un syst�eme d'�equations ext�erieures est donn�e par un nombre �ni N d'�equations ext�erieures

!� = 0 ; � = 1; : : : ; N: (A.14)

Un syst�eme di��erentiel ext�erieur sur une vari�et�e di��erentiable Nn est obtenu en �egalant

�a 0 N formes di��erentielles ext�erieures donn�ees sur Nn

!� (x; dx) = 0 (A.15)

(x point de Nn, dx �el�ement de TxN
n, espace vectoriel tangent en x �a Nn).

f�! = 0

Une vari�et�e di��erentiable Mm plong�ee dans Nn par f est dite vari�et�e int�egrale du

syst�eme di��erentiel si les formes induites par les !� sur Mm sont nulles, c'est-�a-dire f

�etant une application di��erentiable de Mm dans Nn si :

f�!� � 0 (A.16)

Un cas particulier important de vari�et�e di��erentiable est Mm sous-vari�et�e de Nn et f

l'application identit�e de Nn dans lui-même restreinte �a Mm.

D�e�nition A.24 Soit une varie�t�e di��erentiable M . Un id�eal homog�ene I de l'alg�ebre

ext�erieure �(M) est un ensemble d'�el�ements de �(M) tel que

1. si � ; � 2 I, alors �+ � 2 I quand la somme est d�e�nie.

2. Si � 2 I alors  ^ � 2 I 8 2 �(M).

D�e�nition A.25 On appelle fermeture du syst�eme di��erentiel ext�erieur

!� = 0 ; � = 1; : : : ; N (A.17)

le syst�eme ext�erieur

!� = 0 ; d!� = 0; � = 1; : : : ; N (A.18)

Th�eor�eme A.2 Un syst�eme di��erentiel et sa fermeture ont mêmes vari�et�es int�egrales.

D�e�nition A.26 Soit I l'id�eal de l'alg�ebre ext�erieure � engendr�e par les !�.Un syst�eme

di��erentiel ext�erieur est dit ferm�e si dI � I.

A.5.2 Probl�emes de Pfa�

Dans cette partie, nous allons rappeler la th�eorie des probl�emes de Pfa� et r�esumer les

principaux points de l'article d'�Elie Cartan [17] pour r�esoudre ce probl�eme.
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Expression de Pfa�

D�e�nition A.27 Un syst�eme di��erentiel ext�erieur sur un voisinage ouvert U d'un point

d'une vari�et�e V n est dit syst�eme de Pfa� si les formes !� sont de degr�e 1.

Un syst�eme de Pfa� constitu�e de r formes lin�eaires ind�ependantes !� s'�ecrit dans une

carte locale :

!� �
i=nX
i=1

A�
i (xj)dxi = 0 � = 1; : : : ; r (A.19)

L'annulation en un point d'une forme !� est une �equation lin�eaire sur les vecteurs de

l'espace vectoriel tangent �a Vn, Tx(V n).

1. D�eriv�ees d'une expression de Pfa�

Soit une expression de Pfa� �a n variables

! =
i=nX
i=1

pidx
i (A.20)

L'expression di��erentielle de degr�e 2 d�e�nie par

d! =
i=nX
i=1

dpi ^ dxi (A.21)

est appel�ee expression d�eriv�ee.

Th�eor�eme A.3 Si un changement de variables transforme l'expression de Pfa� !

en une expression $, ce même changement transforme l'expression d�eriv�ee d! dans

l'expression d�eriv�ee d$.

Remarque

E.Cartan notait cette d�eriv�ee !0.

Cartan d�e�nit des d�eriv�ees d'ordres sup�erieurs par

!(2m) =
1

m!
! ^ (d!)m pourm � 0 (A.22)

!(2m�1) =
1

m!
(d!)m pourm � 1 (A.23)

o�u (d!)m est le produit ext�erieur de d! avec lui-même m fois.

2. Classe d'une expression de Pfa�

D�e�nition A.28 On appelle classe d' une expression de Pfa� le nombre minimum

de variables permettant d'exprimer cette expression par un changement de variables

convenables. Une expression de Pfa� de la premi�ere classe est une di��erentielle

exacte.
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La notion de classe va donc être importante dans le probl�eme de r�eduction d'une

expression de Pfa�.

Exemple A.7 La forme ! = xdy + ydx est de classe 1. En e�et, en faisant le

changement de variables z = xy, nous obtenons ! = dz. 3

Th�eor�eme A.4 Une condition n�ecessaire pour qu'une expression de Pfa� ! soit de

classe p est que sa d�eriv�ee pieme soit identiquement nulle.

Dans ce cas, bien �evidemment, toutes les d�eriv�ees d'ordre sup�erieur �a p sont nulles.

Si une expression de Pfa� est mise sous une forme �a p variables, sa d�eriv�ee pieme est

de degr�e p+ 1 �a p variables, donc est identiquement nulle.

On a une r�eciproque du th�eor�eme pr�ec�edent :

Th�eor�eme A.5 Si la d�eriv�ee pieme d'une expression de Pfa� est identiquement

nulle, alors cette expression est de classe p au plus.

Th�eor�eme A.6 (Darboux) �Etant donn�ee une expression de Pfa� quelconque de

classe 2m, on peut toujours, par un changement de variables, la mettre sous la forme

! =
i=mX
i=1

pidx
i (A.24)

x1; : : : ; xm; p1; : : : ; pm �etant 2m variables ind�ependantes.

Th�eor�eme A.7 �Etant donn�ee une expression de Pfa� quelconque de classe 2m+1,

on peut toujours, par un changement de variables, la mettre sous la forme

! = dx0 +
i=mX
i=1

pidx
i (A.25)

x1; : : : ; xm; x0; p1; : : : ; pm �etant 2m+ 1 variables ind�ependantes.

D�emonstration Une d�emonstration du th�eor�eme de Darboux en dimension paire

comme impaire est propos�ee dans [32, page 118] . 2

3. Annulation d'une expression de Pfa�

Nous allons nous int�eresser au probl�eme de trouver les syst�emes d'�equations annulant

une expression de Pfa�, suppos�ee sans restriction de g�en�eralit�es, de classe impaire.

Nous avons �a r�esoudre l'�equation

! � dx0 +
i=mX
i=1

pidx
i = 0 (A.26)

au moyen du nombre minimum de relations entre x1; : : : ; xm; x0; p1; : : : ; pm. Le

nombre minimum de relations permettant de d�e�nir une vari�et�e int�egrale d'un sys-

t�eme de Pfa� de classe 2m+ 1 est m+ 1 et nous pourrons consid�erer alors que notre

syst�eme d�e�nit une vari�et�e de dimension m.
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Syst�eme de Pfa�

D�e�nition A.29 Un point x0 2 Vn, vari�et�e de dimension n, est appel�e point g�en�erique

si le sous-espace vectoriel engendr�e par les r 1-formes !� ; � = 1 : : :r en ce point est de

dimension r.

Remarque

Il ne peut pas y avoir de vari�et�e int�egrale �a plus de (n� r) dimensions car en un point

d'une telle vari�et�e, les dxh ne peuvent satisfaire �a r relations lin�eairement ind�ependantes.

Exemple A.8 L'�equation de Pfa� dans IR3 :

! � a1dx
1 + a2dx

2 + a3dx
3 = 0 (A.27)

admet pour vari�et�e int�egrale la courbe param�etr�ee sur l'intervalle ]a; b[

x1 = x1(t) ; x2 = x2(t) ; x3 = x3(t) ; a < t < b (A.28)

si le vecteur tangent

�
dx1

dt
;
dx2

dt
;
dx3

dt

�
v�eri�e l'�equation

X
ai(x

j(t))
dxi(t)

dt
= 0 a < t < b (A.29)

Elle admet par ailleurs comme vari�et�e int�egrale la surface d�e�nie sur un ouvert 
 � IR2

par :

� : (u; v) 7! xi = xi(u; v) u; v 2 
 � IR2 i = 1; : : : ; 3 (A.30)

si

��(!) =

 X
i

ai(x
j(u; v))

@xi

@u

!
du+

 X
i

ai(x
j(u; v))

@xi

@v

!
dv = 0 (A.31)

c'est-�a-dire si X
i

ai(x
j(u; v))

@xi

@u
= 0 (A.32)

et X
i

ai(x
j(u; v))

@xi

@v
= 0 (A.33)

Exemple A.9 ! une 1-forme sur IR5

! = dx0 + ydx+ pdq

�1 :

(u; v) 7! (x(u; v); y(u; v); x0(u; v); p(u; v); q(u; v))
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x(u; v) = �uv ; y(u; v) = u+ v ; p(u; v) = uv ;

q(u; v) = u+ v ; x0(u; v) = u2v + uv2

est une vari�et�e int�egrale :

��1! = (uv � uv)du+ (uv � uv)dv = 0

�2 :

t 7! (x(t); y(t); x0(t); p(t); q(t))

x(t) = t2 ; y(t) = �t ; x0(t) =
2

3
t3 � 3

4
t4 ;

p(t) = t ; q(t) = t3

est une vari�et�e int�egrale :

��2! = (2t2 � 3t3 � t(2t) + t(3t2))dt = 0

D�e�nition A.30 Un syst�eme de Pfa� de la forme (A.19) est dit compl�etement int�egrable

s'il passe par chaque point d'un ouvert U � V n une vari�et�e int�egrale �a (n�r) dimensions.

Th�eor�eme A.8 (Th�eor�eme de Frobenius) Une condition n�ecessaire et su�sante pour

qu'un syst�eme de Pfa� soit compl�etement int�egrable au voisinage d'un point g�en�erique x

est que dans un voisinage de ce point le syst�eme soit ferm�e.

La d�emonstration du th�eor�eme de Frobenius, expos�ee dans [22], est en fait un proc�ed�e

de construction des int�egrales premi�eres, donc des vari�et�es int�egrales.

Crit�ere d'int�egrabilit�e

Lemme A.4 Si !1; : : : ; !r sont des formes de Pfa� ind�ependantes, une condition n�e-

cessaire et su�sante pour que la forme di��erentielle ext�erieure � appartienne �a l'id�eal I

engendr�e par !1; : : : ; !r au voisinage d'un point g�en�erique x est que

� ^ !1 ^ : : :^ !r � 0 (A.34)

Du lemme et du th�eor�eme de Frobenius, on d�eduit le crit�ere d'int�egrabilit�e suivant:

d!� ^ !1 ^ : : :^ !r � 0 ; � = 1; : : : ; r: (A.35)

Exemple A.10 L'�equation de Pfa� dans IR3 :

! � a1dx
1 + a2dx

2 + a3dx
3 = 0 (A.36)
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est compl�etement int�egrable au voisinage U d'un point x0(x
1
0 ; x

2
0 ; x

3
0) de IR3, donc �equi-

valente dans ce voisinage �a d� = 0 si

! ^ d! = 0 (A.37)

donc si

a1

�
@a3
@x2

� @a2
@x3

�
+ a2

�
@a1
@x3

� @a3
@x1

�
+ a3

�
@a2
@x1

� @a1
@x2

�
= 0 (A.38)

Si ! est compl�etement int�egrable dans U , il passe par chaque point x0 2 U \g�en�eri-

que" (c'est-�a-dire o�u a1 ; a2 ; a3 ne sont pas tous nuls) une vari�et�e int�egrable de dimension

2 et une seule :

�(x1 ; x2 ; x3) = �(x10 ; x
2
0 ; x

3
0) (A.39)

d�e�nie dans un voisinage de ce point. 3

Annulation d'une �equation de Pfa�

Nous nous int�eressons au cas particulier, o�u nous avons qu'une seule �equation :

! � dx0 +
i=nX
i=1

pidx
i (A.40)

D'apr�es le crit�ere d'int�egrabilit�e de Frobenius, ! est compl�etement int�egrable si

! ^ d! = 0 (A.41)

Nous pouvons d�emontrer que quel que soit le n-uplets de variables x�i ; p�j ; i =

1 ; : : : ; p ; j = p+ 1 ; : : : ; n consid�er�ees comme ind�ependantes, c'est-�a-dire :

x�1 ^ : : :^ x�p ^ p�p+1 ^ � � � ^ p�n 6= 0 (A.42)

nous avons :

Lemme A.5 ! compl�etement int�egrable est �equivalent �a ! = 0

Lemme A.6 (Condition d'int�egrabilit�e d'une forme de Pfa�) Soit ! une 1-forme

sur une vari�et�e M . On a l'�equivalence entre

(i) il existe une sous-vari�et�e plong�ee N d�e�nie par l'application di��erentiable � : N !
M telle que ��! = 0

(ii) La restriction de ! sur N est compl�etement int�egrable sur N

(iii) ��(! ^ d!) = 0
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Annexe B

Formulaires de mod�eles

thermodynamiques

Contents

A.1 Vari�et�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

A.2 Formes di��erentielles ext�erieures . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

A.3 Forme induite par une application di��erentiable . . . . . . . . . 200

A.4 D�eriv�ees de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

A.5 �Equation di��erentielle ext�erieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

Dans cette annexe, nous fournissons un formulaire des mod�eles thermodynamiques que

nous avons retrouv�e avec ����!� .

Pour chaque mod�ele, nous donnons

1. L'hamiltonien de contact utilis�e,

2. Le champ de contact associ�e,

3. Les �equations d'�etat calcul�ees,

4. Les fonctions thermodynamiques A;H;G; z,

5. Les fonctions d�eriv�ees (coe�cients de r�eponse).

en esp�erant qu'il n'y a pas d'erreurs.

Nous rappelons, de plus, dans ce formulaire les di��erents hamiltoniens de contact que

nous avons d�etermin�es permettant de construire un mod�ele thermodynamique �a partir

d'un autre.

B.1 Les di��erents hamiltoniens de contact

Ces hamiltoniens �etant calcul�es �a partir d'une fonction thermodynamique (�equations

fondamentales, �equations d'�etat, coe�cient de r�eponse) suppos�ee connue sur le mod�ele
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�nal.

1. f (S; V;Ni) = U1 (S; V;Ni)� U0 (S; V;Ni)

2. f (S; V;Ni) =

Z
T1 (S; V;Ni)� T0 (S; V;Ni) dS + � (V;Ni)

3. f (S; V;Ni) =

Z
p1 (S; V;Ni)� p0 (S; V;Ni) dV + � (S;Ni)

4. f (V;Ni; T ) = A1 (V;Ni; T )� A0 (V;Ni; T )

5. f (V;Ni; T ) =

Z
S1 (V;Ni; T )� S0 (V;Ni; T )dT + � (V;Ni)

6. f (V;Ni; T ) =

Z
p1 (V;Ni; T )� p0 (V;Ni; T )dV + � (Ni; T )

7. f (Ni; T; p) = G1 (Ni; T; p)� G0 (Ni; T; p)

8. f (Ni; T; p) =

Z
S1 (Ni; T; p)� S0 (Ni; T; p)dT + � (Ni; p)

9. f (Ni; T; p) =

Z
V1 (Ni; T; p)� V0 (Ni; T; p)dp+ � (Ni; T )

10. f (S;Ni; p) = H1 (S;Ni; p)�H0 (S;Ni; p)

11. f (S;Ni; p) =

Z
T1 (S;Ni; p)� T0 (S;Ni; p) dS + � (Ni; p)

12. f (S;Ni; p) =

Z
V1 (S;Ni; p)� V0 (S;Ni; p)dp+ � (S;Ni)

13. f (V;Ni; T ) =

Z Z
�Cv1 (V;Ni; T )

T
+
Cv0 (V;Ni; T )

T
dTdT + � (V;Ni; )

14. f (Ni; T; p) =

Z Z
�Cp1 (V;Ni; T )

T
+
Cp0 (V;Ni; T )

T
dTdT + � (Ni; p)

15. Passage de

�0 (V;Ni; T; p)� (p+ A0 (V;Ni; T )) (V �B0 (Ni; T )) = NRT

�a

�1 (V;Ni; T; p)� (p+ A1 (V;Ni; T )) (V �B1 (Ni; T )) = NRT
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�f1 (U; S; V; T; p; t) = � (T ) +

�
B1 (Ni; T )� B0 (Ni; T )

�
p 0 (t)

�
Z 1

V

�
A0

�
V 0 + B0 (Ni; T )�B1 (Ni; T ) ; Ni; T

�� A1

�
V 0; Ni; T

��
�0 (t) dV 0

+

�
B1 (Ni; T )�B0 (Ni; T )

��
A1 (V;Ni; T )� A0 (V +B0 (Ni; T )�B1 (Ni; T ) ; Ni; T )

�
 0 (t)� (t)

�f2 (U; S; V; T; p; t) =

�
B1 (Ni; T )� B0 (Ni; T )

�
p 0 (t)

�
Z 1

V

�
A0

�
V 0 + (B0 (Ni; T )� B1 (Ni; T )) (t) ; Ni; T

��A1 (V;Ni; T )

�
�0 (t) dV 0

+

�
B1 (Ni; T )�B0 (Ni; T )

�
(A1 (V;Ni; T )) 0 (t)� (t) + � (T )

�f3 (U; S; V; T; p; t) =

�
B1 (Ni; T )� B0 (Ni; T )

�
p 0 (t)

�
Z 1

V

�
A0

�
V 0; Ni; T

�� A1

�
V 0; Ni; T

��
�0 (t) dV 0

+

�
B1 (Ni; T )�B0 (Ni; T )

��
A0 (V;Ni; T ) (1� � (t)) +A1 (V;Ni; T )

�
� (t) 0 (t) + � (T )

16. Hamiltonien de contact en s�equence :

f1 = (B2 (Ni; T )� B1 (Ni; T )) p

et

f2 = �
Z
A2 (V;Ni; T )�A1 (V;Ni; T )dV

B.2 Dieterici

f := RT Ei(1;
a

V RT
)�RT e(� a

bR T
) Ei(1;

a

V RT
� a

bRT
)� RT ln(V )

o�u

Ei(1; x) =

Z 1

1

e�xt

t
dt
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Champ de contact

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
=
a

b
e(�

a
bR T ) Ei

�
1;

a

V RT
� a

bRT

�
dS

dt
=
�
R+

a

T b

�
Ei
�

1;
a

V RT
� a

bRT

�
e(�

a
bRT ) +

�
�R+

b� V
V 2RT 2 b

�
e(�

a
V RT )

�REi
�

1;
a

V RT

�
+

a

bRT
+R ln (V )

dV

dt
= 0

dT

dt
= 0

dP

dt
= �RT e

(� a
V RT )

V � b +
RT

V

dN

dt
= 0

d�

dt
= RT Ei

�
1;

a

V RT

�
�RT e(� a

bRT ) Ei
�

1;
a

V RT
� a

bRT

�
�RT ln (V )

� RT

V � b

�
e(�

a
V RT ) V

�
+RT

�Equations d'�etat

0
@P � RT

�
�V + V e(�

a
V R T ) + b

�
V (b� V )

1
A V = N RT

U � a

b
e(�

a
bRT ) Ei

�
1;
a (b� V )

V RT b

�
= N

Z
Cv (T ) dT

S � (RT b+ a)

T b
e(�

a
bRT ) Ei

�
1; �a (V � b)

V RT b

�
+REi

�
1;

a

V RT

�
� R ln (V )

= N

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V

N

�

� = RT Ei
�

1;
a

V RT

�
� Ei

�
1; �a (V � b)

V RT b

�
e(�

a
bRT )RT � RT ln (V )

� RT

V � b
�
e(�

a
V RT ) V

�
+RT + N T

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V

N

�
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Fonctions associ�ees

A = Agp +RT Ei
�

1;
a

V RT

�
� Re(�

a
bR T ) Ei

�
1;
a (b� V )

V RT b

�
T � RT ln (V )

H = Hgp +
a

b
e(�

a
bRT ) Ei

�
1; �a (V � b)

V RT b

�
� RT

V � b

�
e(�

a
V RT ) V

�
+ RT

G = Ggp +RT Ei
�

1;
a

V RT

�
� Ei

�
1; �a (V � b)

V RT b

�
e(�

a
bRT )RT

�RT ln (V )� RT

V � b
�
e(�

a
V R T ) V

�
+RT

z =
V e(�

a
V RT )

V � b

Fonctions d�eriv�ees

� =

�
(RT V + a) e(�

a
V RT ) � 2RT (V � b)

�
(V � b)

T
�

(V RT b� (V � b) a) e(�
a

V RT ) � P V (V � b)2
�

; � = � V (b� V )2

(V RT b� (V � b) a) e(�
a

V RT ) � P V (V � b)2

; cv =

a2 e(�
a

bR T ) Ei

�
1;
a (b� V )

V RT b

�
+ a e(�

a
V R T ) bRT

b2RT 2
+ Cv (T )

cp = cv �

�
(RT V + a) e(�

a
V R T ) � 2 (V � b) RT

�2
T
�

(V RT b� (V � b) a) e(�
a

V RT ) � P V (V � b)2
�

J T =
T � � V

cp
;

vit son =

vuuutV

�
� %2 %3

b2RT 2 V (b� V ) %1
� %1T 2 b2R

V (b� V ) %2

�
b2RT 2 %1

%2 (b� V )
;

chi s = � %2

b2RT 3

 
� V %2

b2RT 3
� %12

T 2 (b� V )2 V

!
%1 := �2V RT +RT V e(�

a
V R T ) + 2RT b+ a e(�

a
V R T )

%2 := a2 e(�
a

bRT ) Ei

�
1;
a (b� V )

V RT b

�
+ a e(�

a
V RT ) bRT + Cv (T ) b2RT 2

%3 := a e(�
a

V R T ) b� a e(� a
V RT ) V � P V b2 + 2P V 2 b� P V 3 + V Re(�

a
V R T ) T b
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B.3 Adachi-Lu-Sugie

Les hamiltoniens de contact correspondant �a chaque proposition sont

f1 =
a (T)

c� d ln

�
V � c
V � d

�
� a (T)

(V � c) (V � d)
+ b p

f2 =
a (T )

c � dln
�
V � c
V � d

�
+ RT ln

�
V

V � b
�

Champ de contact

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
=

�
1

c� d ln

�
V � c
V � d

�
+

b t

(V � c) (V � d)

� �
a (T )� T � @

@T a (T )
��

dS

dt
= �

�
1

c� d ln

�
V � c

V � d

�
+

b t

(V � c) (V � d)

� �
@
@T a (T )

�
dV

dt
= b

dT

dt
= 0

dP

dt
=

�
� 1

(V � c) (V � d)
+

b t (2V � d� c)
(V � c)2 (V � d)2

�
a (T )

dN

dt
= 0

d�

dt
= b P +

�
1

c� d
ln

�
V � c
V � d

�
+

b t

(V � c) (V � d)
+

V

(V � c) (V � d)
+

b t (2V � d� c)
(V � c)2 (V � d)2

�
a (T )

�Equations d'�etat

�
P +

a (T )

(V � c) (V � d)

�
(V � b) = RT

U =
1

c� d
ln

�
V � c
V � d

� �
a (T )� T

�
@

@T
a (T )

��
+

Z
Cv (T ) dT

S =
1

c� d ln

�
V � c

V � d

� �
@

@T
a (T )

�
+

Z
Cv (T )

T
dT +R ln (V � b)

� =

�
1

c� d
ln

�
V � c
V � d

�
+

V � b
(V � c) (V � d)

�
a (T )� b P + T

Z
Cv (T )

T
dT +R ln (V � b)
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�Equations associ�ees

A = Agp +
a (T )

c� d ln

�
V � c
V � d

�

H = Hgp +

�
a (T )� T

�
@
@T a (T )

��
c� d

ln

�
V � c
V � d

�
� b P +

(V � b) a (T )

(V � c) (V � d)

G = Ggp +
a (T )

c� d ln

�
V � c

V � d

�
� b P +

(V � b) a (T )

(V � c) (V � d)

z = 1� b P

T R
� (V � b) a (T )

T R (V � c) (V � d)

�Equations d�eriv�ees

� =
(V � c) (V � d) R� (V � b) � @

@T a (T )
�

(V � c) (V � d)

V (V � c)2 (V � d)2 P + (�V (V � b) + b (V � c� d) + c d) a (T )
;

� =
(V � b) (V � c) (V � d)2

V (V � c)2 (V � d)2 P + (�V (V � b) + b (V � c� d) + c d) a (T )
;

cv = �
ln

�
V � c

V � d

�
T
�

@2

@T 2 a (T )
�

c� d + Cv (T )

cp = cv +
T
�
(V � c) (V � d) R� (V � b) � @

@T a (T )
��2

(V � c)2 (V � d)2 P + (�V (V � b) + b (V � c� d) + c d) a (T ) (V � b) ;

JT =
T � V � V

cp

vit son =

�
V 2

�
%3 %4

(c� d) T %1 %2
� %2 (c� d) T

(V � d) (V � c) (V � b) %3

�
(c� d) T %2

%3 (V � b) %1

�1=2

chi s =
(V � d)2 (V � c)2 (V � b)2 %3

V (V � b) %3 (V � d)2 (V � c)2 (V � b) + V (c� d) T %22

%1 := (V � c) (V � d)

%2 := (V � c) (V � d) R� (V � b) � @
@T a (T )

�
%3 := �ln

�
V � c

V � d

�
T
�

@2

@T 2 a (T )
�

+ Cv (T ) (c� d)

%4 := (V � c)2 (V � d)2 P � �V 2 + b (c+ d)� c d
�

a (T )

Si c=d , comme dans le cas de Van der Waals, alors

f = � a (T )

V � c +
a (T ) b t

(V � c)2 + b P
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B.3.1 Van der Waals

Nous avons par rapport au mod�ele de Adachi-Lu-Sugie :

a (T ) = a ; c = d = 0

Les hamiltoniens de contact associ�es sont donc :

8>>><
>>>:

f1 = Nbp� N2a

V
+

�
N2a

�
(Nb) t

V 2

f2 = �N 2 a

V
+ N RT ln

�
V

V �N b

�

�Equations d'�etat

P =
NRT

V �Nb �
N2a

V 2

U = N

Z
Cv (T ) dT � N2a

V

S = N

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V � N b

N

�

� = �2Na

V
+

NRTb

V �Nb + N T

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V � N b

N

�

Fonctions associ�ees

A =
N2a

V
+Agp

G =
�2Na2
V

+
N 2RT b

V �Nb + Ggp

H =
�2Na2
V

+
N 2RT b

V �Nb + Hgp

Z = 1� N 2a

RT V
+

Nb2b

V �Nb
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Fonctions d�eriv�ees

� =
RV 2 (V � N b)

�2N 2 a (V � N b)2 + N RT V

� =
V 2 (V � N b)2

�2N 2 a (V � N b)2 + N RT V

cv = Cv (T )

cp = Cv (T ) +
T R2 V 3

�2N 2 a (V � N b)2 + N RT V 3

J T =
T � V � V

cp

vit son =

vuutV 2

 �
�2

N 2 a

V 3
+

N RT

(V �N b)2

�
�
�

RT

(V �N b) Cv (T )

�2
!

chi s =
(V �N b)2 Cv (T )

V
�

(V � N b)2 Cv (T ) + T R2
�

B.3.2 Clausius

Nous avons par rapport aux notations du mod�ele de Adachi-Lu-Sugie :

a (T ) =
a

T
; c = d = �c

Les deux hamiltoniens de contact sont

f1 = � N2a

T (V + c)
+

N3a b t

T (V + c)2
+ Nb p

f2 = � N 2 a

T (V + c)
+ N RT ln

�
V

V �Nb

�
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Champ de contact

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= �2

a (V + c� b t)
T (V + c)2

dS

dt
= � a

(V + c) T 2
+

b a t

T 2 (V + c)2

dV

dt
= b

dT

dt
= 0

dP

dt
= � a

T (V + c)2
+ 2

b a t

T (V + c)3

dN

dt
= 0

d�

dt
= b P � a

(V + c) T
+

b a t

T (V + c)2
� V

�
a

T (V + c)2
� 2

b a t

T (V + c)3

�

�Equations d'�etat

�
P +

a

T (V + c)2

�
(V � b) = N RT

U + 2
a

(V + c) T
= N

Z
Cv (T ) dT

S +
a

(V + c) T 2
= N

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V � b
N

�

� = b P � a (V � b)

T (V + c)2
� a

(V + c) T
+ N R ln

�
V

N

�

Fonctions associ�ees

A = Agp � a

(V + c) T

H = Hgp + b P � a (V � b)

T (V + c)2
� 2

a

(V + c) T

G = Ggp + b P � a (V � b)

T (V + c)2
� a

(V + c) T

z = 1� b P

RT
� a (V � b)
T 2R (V + c)2
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Fonctions d�eriv�ees

� =
T 2R (V + c)2 + (V � b) a (V + c)

P V T 2 (V + c)3 � a (V � c) ;

� =
(V � b) T (V + c)3

V P T (V + c)3 � a (V � c) ;

cv = Cv (T ) +
2 a

T 2 (V + c)

cp = cv +
T 2R (V + c)2 + (V � b) a2

T 3 P (V + c)4 + (V � b) a (1 + b+ c)
;

J T =
T � V � V

cp
;

vit son =

vuutV 2

 
P T (V + c)3 � a (V � c)

(V + c)3 (V � b) T �
�

%1T

(V + c) (V � b) %2

�2
!
;

chis = � T (V + c)3 (V � b)2 %2

V
�
�T (V + c)3 (V � b)2 %2�%12

�
%1 := T 2R (V + c)2 + (V � b) a

%2 := 2 a+ Cv (T ) T 2 (V + c)

B.3.3 Redlich-Kwong

Nous avons

a (T ) =
a

T 1=2
; c = �b ; d = 0

Les deux hamiltoniens de contact sont

f1 :=
N2ap
T b

ln

�
V

V + b

�
+

N3abtp
TV (V + b)

+Nb p

f2 =
N2ap
T b

ln

�
V

V + b

�
+ NRT ln

�
V

V �Nb
�
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Champ de contact8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
=
a ln (V )p

T b
� a ln (V + b)p

T b
+

b ap
T (V 2 + b V )

�T
�
�1

2

a ln (V )

T 3=2 b
+

1

2

a ln (V + b)

T 3=2 b
� 1

2

b a

T 3=2 (V 2 + b V )

�
dS

dt
=

1

2

a ln (V )

T 3=2 b
� 1

2

a ln (V + b)

T 3=2 b
+

1

2

b a

T 3=2 (V 2 + b V )

dV

dt
= b

dT

dt
= 0

dP

dt
= � ap

T b V
+

ap
T b (V + b)

+
b a (2V + b)p
T (V 2 + b V )2

dN

dt
= 0

d mu

dt
= b P +

a ln (V )p
T b

� a ln (V + b)p
T b

+
b ap

T (V 2 + b V )

�V
�

ap
T b V

� ap
T b (V + b)

� b a (2V + b)p
T (V 2 + b V )2

�
�Equations d'�etat�
P +

a tp
T V (b+ V )

�
(V � b t) = N RT

U � 3

2

ap
T b

ln

�
V

V + b

�
= N

Z
Cv (T ) dT

S +
1

2

a

T 3=2 b
ln

�
V

V + b

�
= N

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V � b
N

�

�� a

b
p
T

ln

�
V

V + b

�
+ b P � a (V � b)p

T (V + b) V
= N T

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V

N

�
Fonctions associ�ees

A = Agp +
a

b
p
T

ln

�
V

V + b

�

H = Hgp +
3

2

a

b
p
T

ln

�
V

V + b

�
+ b P � a (V � b)p

T (V + b) V

G = Ggp +
a

b
p
T

ln

�
V

V + b

�
+ b P � a (V � b)p

T (V + b) V

z = 1� b P

T R
+

a (V � b)

R (V + b) V T 3=2
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Fonctions d�eriv�ees

� =
1

2

a (V � b) + 2R (V + b) V T 3=2

T (V + b)2
�
V 2 P

p
T � a

�
� =

V (V � b) pT
V 2 P

p
T � a

cv = Cv (T ) +
1

4

3 a ln (V + b)� 3 a ln (V )

T 3=2 b

cp = Cv +
1

4

�
a (V � b) + 2R (V + b) V T 3=2

�2
T 3=2 (V + b)2

�
V 2 P

p
T � a

�
(V � b)

J T =
T � V � V

cp
;

vitson =
p

2

vuuuut1

2

V 2 P
p
T � ap

T (V � b) � 2

�
a (V � b) + 2R (V + b) V T 3=2

�2
T 2 b2

(V + b)2 (V � b)2
�
�3 a ln

�
V

V + b

�
+ 4 Cv (T ) T 3=2 b

�2

�s =

�
�3 a ln

�
V

V + b

�
+ 4 Cv (T ) T 3=2 b

� p
T V (V + b)2 (V � b) =

�
V 2 (V � b)2

�
�3 a ln

�
V

V + b

�
+ 4 Cv (T ) T 3=2 b

� p
T (V + b)2

�b
�
a (V � b) + 2R (V + b) V T 3=2

�2�
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B.4 Beattie-Bridgeman

Le Hamiltonien de contact associ�e est donc :

f = A0

�
� 1

V
+

1

2

a

V 2

�
� B0

�
� 1

V
+

1

2

b

V 2

�
� c

T 3 V
+
cB0

T 3

�
�1

2

1

V 2
+

1

3

b

V 3

�

Champ de contact

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= RT B0

�
� 1

V
� 1

2

�b T 3 � c

T 3 V 2
� 1

3

b c

T 3 V 3

�
+ A0

�
� 1

V
+

1

2

a

V 2

�

�T
�
RB0

�
� 1

V
� 1

2

�b T 3 � c

T 3 V 2
� 1

3

b c

T 3 V 3

�
+ RT B0

�
�3

2

c

T 4 V 2
+

b c

T 4 V 3

��
dS

dt
= �RB0

�
� 1

V
� 1

2

�b T 3 � c
T 3 V 2

� 1

3

b c

T 3 V 3

�
� RT B0

�
�3

2

c

T 4 V 2
+

b c

T 4 V 3

�
dV

dt
= 0

dT

dt
= 0

dP

dt
= �RT B0

�
1

V 2
+
�b T 3 � c
T 3 V 3

+
b c

T 3 V 4

�
� A0

�
1

V 2
� a

V 3

�
dN

dt
= 0

d�

dt
= RT B0

�
� 1

V
� 1

2

�b T 3 � c

T 3 V 2
� 1

3

b c

T 3 V 3

�
+ A0

�
� 1

V
+

1

2

a

V 2

�

�V
�
RT B0

�
1

V 2
+
�b T 3 � c

T 3 V 3
+

b c

T 3 V 4

�
+ A0

�
1

V 2
� a

V 3

��

�Equations d'�etat

 
P +

(V � a) A0

V 3
�
�
c� V T 3

�
(V � b) RB0

T 2 V 4

!
V = N RT

U � 1

2

(a� 2V ) A0

V 2
� 1

2

(3V � 2 b) RB0 c

T 2 V 3
= N

Z
Cv (T ) dT

S +
1

6

RB0

�
4 b c� 6T 3V 2 + 3V b T 3� 6V c

�
T 3 V 3

= N

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V

N

�

�� 1

6

(�12V + 9 a) A0

V 2
� 1

6

�
9V b T 3 + 9V c� 8 b c� 12T 3V 2

�
RB0

T 2 V 3

= N T

Z
Cv (T )

T
dT + N R ln

�
V

N

�
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Fonctions associ�ees

A = Agp + +
1

6

�
3V a� 6V 2

�
A0

V 3
+

1

6

�
3V b T 3 � 2 b c� 6T 3 V 2 + 3V c

�
RB0

T 2 V 3

H = Hgp +
1

2

�
3V a� 4V 2

�
A0

V 3
+

1

2

�
2V b T 3 � 4 b c� 2T 3 V 2 + 5V c

�
RB0

T 2 V 3

G = Ggp +
1

6

�
9V a� 12V 2

�
A0

V 3
+

1

6

�
9V b T 3 � 8 b c� 12T 3V 2 + 9V c

�
RB0

T 2 V 3

z = 1�
��V 2 + TV a

�
A0

T V 3R
+

�
V b T 3 + V c� b c� T 3 V 2

�
B0

T 3 V 3

Fonctions d�eriv�ees

� =
R%1

T %3
;

� =
V 4 T 2

%3
;

cv =
%2

T 3 V 3
;

cp =
%2

T 3 V 3
+

R2 %12

V 3 T 3 %3
;

J T =

RV %1

%3
� V

%2

T 3 V 3
+

R2 %12

V 3 T 3 %3

vit son =

vuuutV

�
%2 %3

T 3 V 4R%1
� R%1T

V %2

�
T R%1

%2
;

chi s = � %2

V 3 T 4

 
� %2

V 2 T 4
� R2 %12

V 7 T 6

!
%1 = B0

��T 3 V 2 + V b T 3 + 2 b c� 2V c
�

+ T 3 V 3

%2 = �RB0 c (3V � 2 b) + Cv (T ) T 3 V 3

%3 = RB0

��T 3 V 2 + 2V b T 3 + 2V c� 3 b c
�� A0 T

2 V (V � 2 a) + P T 2 V 4
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B.5 Viriel

f =
1X
i=2

ai (T )

(i� 1) V (i�1)

Pour obtenir le mod�ele du Viriel avec ����!� , nous devons tronquer la s�erire, nous

donnons ici un mod�ele du Viriel avec deux termes.

Champ de contact8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dU

dt
= �a1 (T )

V
� 1

2

a2 (T )

V 2
� T

�
� 1

V

@a1(T )

@T
� 1

2V 2

@a2(T )

@T

�
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=
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�
�Equations d'�etat�
P +
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�
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�
V
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�
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2
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�
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2
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226



Fonctions d�eriv�ees
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�
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�
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�
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B.6 Benedict-Webb-Rubin
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�
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B.7 Schmidt-Wenzel
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�Equations d'�etat
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Fonctions d�eriv�ees

� =
R%12

V %2
;

� =
(V � b) %12

V %2
;

cv = Cv (T ) ;

cp = Cv (T ) +
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%2 (V � b) ;
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T
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