N
N

N

HAL

open science

Méthodes géométriques pour 1’étude des systemes
thermodynamiques et la génération d’équations d’état

Loic Benayoun

» To cite this version:

Loic Benayoun. Méthodes géométriques pour I’étude des systémes thermodynamiques et la génération
d’équations d’état. Modélisation et simulation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG,

1999. Francais. NNT: . tel-00004803

HAL Id: tel-00004803
https://theses.hal.science/tel-00004803
Submitted on 18 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00004803
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE
présentée par
Loic BENAYOUN
pour obtenir le grade de DOCTEUR
de P’Institut National Polytechnique de Grenoble
(Arrété ministériel du 30 mars 1992)

(spécialité : Mathématiques Appliquées)

Méthodes géométriques pour 1’étude des systemes

thermodynamiques et la génération d’équations d’état

Date de soutenance : 15 Mars 1999
Composition du Jury:

P.J. LAURENT (président)

L. BRENIG (rapporteur)

R. MRUGALA (rapporteur)

J. DELLA DORA (examinateur)

F. MONTEL (examinateur)

P. VALENTIN (examinateur)

These préparée au sein du Laboratoire LMC-IMAG






A ma grand-mere Pesla






Remerciements

Je remercie Jean Della Dora d’avoir accepté d’étre mon directeur de these et de ’aide
qu’il m’a apportée tout au long de la these. Il m’a initié a la géométrie différentielle et a
I’étude des systemes de Pfaff qui sont les bases mathématiques de cette these.

Patrick Valentin a eu I'intuition et le courage de proposer un sujet de recherche dont
Iissue était incertaine a l'origine. Je tiens & signaler son engagement personnel dans la
these. Il a fait plus que me suivre et m’initier & la thermodynamique, mais il a participé
a la réalisation de la these. Je tiens a lui exprimer ma reconnaissance pour tout le temps
qu’il a consacré a cette these. Je remercie également la société Elf-Aquitaine, qui a financé
ce travail de recherche.

Monsieur Pierre-Jean Laurent m’a non seulement permis de réaliser cette these en me
recommandant a Patrick Valentin, mais il m’a de plus fait 'honneur d’étre le président de
mon jury.

Je remercie mes deux rapporteurs, Messieurs Léon Brenig et Ryszard Mrugala, pour le
temps consacré a la lecture de mon rapport et pour leurs précieuses remarques. Monsieur
Brenig m’a re¢u a Bruxelles et a pris le temps de m’écouter, je lui en suis reconnaissant. Les
conseils de Monsieur Mrugala, dont les travaux sont a ’origine de ma recherche, m’ont été
précieux durant la these et j'espere que notre collaboration continuera a étre fructueuse.

Monsieur Francois Montel a réussi a saisir 'intérét physique de la these et le lien que
j’ai eu grace a lui avec le monde de la thermodynamique pratique m’a enrichi.

Je n’oublie pas toutes les personnes avec qui j’ai été amené a travailler et qui m’ont
chacune aidé, tant par leurs éclaircissements mathématiques (E. Ferrand, Y. Macutan)
que thermodynamiques (C. Leibovici, H. Planche, M. Rogalski) .

Je remercie tous les membres de I’équipe de Calcul formel qui par leur bonne humeur
et leur disponibilité m’ont offert un cadre de travail dont je ne pouvais réver mieux. Je
ne parle pas seulement de ceux qui sont passés du statut de collegues de travail a celui
d’amis.

Je n’oublie pas tous mes amis qui me supportent et me soutiennent depuis des années.

Enfin, je remercie mes parents et mon frere qui m’ont accompagné et encouragé tout
au long de ces années.






Table des matieres

Remerciements

Introduction

I Etude des structures symplectiques et de contact

1 Structure de contact sur une variété

1.1

1.2
1.3

1.4

Rappel sur les structures symplectiques . . . . . .. .. ..o oL
1.1.1  Champ de vecteurs hamiltoniens et systéemes hamiltoniens . . . . . .
1.1.2  Sous-variétés Lagrangiennes . . . . . . . . . .. .. L.
Structure de contact . . . . . .. L oL
Sous-variétés de Legendre . . . . . . ... Lo o oo oL
1.3.1  Définitions . . . . . . . L
1.3.2  Les fonctions génératrices . . . . . . . . ... L oL
1.3.3 Intégrales premieres . . . . . ... ..

Conclusion . . . . . . o e e e e

2 Transformations de contact

2.1

2.2
2.3

2.4
2.5
2.6

2.7

Introduction . . . . . . .. oL
2.1.1 Formulation géométrique des transformations de contact . . . . . . .
Difféomorphisme et champs de vecteurs dans M2"+tL . . . .. ... ... ..
Champ de contact . . . . . . . ...
2.3.1 Construction d’un champ de contact . . . . . .. ... ... ... ..
2.3.2  Relations entre champs de vecteurs de contact et hamiltoniens de
contact . . . ..o L e
Lien entre transformation de Legendre et transformation de contact
Fonctions génératrices et hamiltoniens de contact . . . . . .. ... ... ..
Hamiltonien de contact dépendant du temps. . . . . .. ... ... ... ..
2.6.1 Plongement de la forme de contact dans M?"t1 x IR . . .. ... ..
2.6.2  Construction de la transformation . . . ... ... ... ... .. ..
2.6.3 Lien avec les systemes hamiltoniens dépendant du temps. . . . . . .
Transformations associées . . . . . . . . ... L Lo o

2.7.1 Transformation des fonctions . . . . . . . . . ... ... ... ...

13

17

21
21
26
30
32
34
35
37
41
42

43
43
45
46
48
48



2.7.2  Transformation infinitésimale conforme de champs de vecteurs

2.7.3 Transport des formes différentielles . . . . . . .. ... .o

2.8 Conclusion



II Formalisation de la thermodynamique classique

3 Thermodynamique

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Etats d’équilibre d’un systeme et coordonnées thermodynamiques . . . . . .
Formes fondamentales de Gibbs . . . . . . . ... o000
Equations thermodynamiques . . . . . . . ... ... ... . .. ... ...
Equations d’état et modeles thermodynamiques . . . . . ... ... ... ..
Coeflicients de réponse . . . . . . . . . L L L
Relations de Maxwell . . . . . . . ..o oo o

Conclusion . . . . . . o e e e e

4 Structure de contact et thermodynamique

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

La forme de Gibbs . . . . . . . .
Equations fondamentales . . . . . . . . . ... ... o
Relations de Maxwell . . . . . . . ..o oo o
Formes de Gibbs généralisées . . . . . . . .. ... Lo oL

Conclusion . . . . . . o e e e e

5 Hamiltonien (Cas général)

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5

5.6

5.7

Introduction : Formalisation du probleme . . . ... .. ... ... ... ..
Homogénéité du champ . . . . . . . ... o o oo
Application de Legendre et changement de potentiel . . . .. ... ... ..
Transformations quasi-statiques . . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
Génération de nouveaux modeles . . . . . ... oL 0oL
5.5.1 Construction d’un gaz parfait général . . . . . ... ... ... ...
Détermination a 'aide des fonctions génératrices . . . . ... ... ... ..
5.6.1 Application : la méthode de Lee-Kesler(1975) [43] . . . . . . ... ..

Conclusion . . . . . . o e e e e

6 Hamiltonien (Cas pVT)

6.1
6.2

6.3
6.4

6.5

Méthode par combinaison verticale . . . . . .. ... .. ... ........
Hamiltonien de contact dépendant du temps. . . . . .. ... ... ... ..
6.2.1 Construction de f par identification sur les équations pVT . . . ..
6.2.2 Construction par paramétrisation des équations pVT . . . . . . . ..
6.2.3 Application : Passage du modele de Van der Waals au modele de
Clausius . . . . . . 00
Construction du hamiltonien de contact en séquence . . . .. ... ... ..
Transport d’autres grandeurs . . . . . . .. ..o
6.4.1 Transport des fonctions thermodynamiques . . . . .. ... ... ..
6.4.2 Transport des coefficients de réponse thermodynamiques . . . . . . .
Construction de modeles lors de mélangede gaz . . . . . .. ... ... ...
6.5.1 Cas Multi-composants . . . . . . .. ... 0 oo

6.5.2 Introduction aux regles de mélanges dans le cas pV/Il' . . . . . .. ..

81

85
85
86
88
89
94
94
95

97
97
100
103
104
105

107
107
109
112
113
116
118
119
126
132



6.6 Conclusion

10



IIT Le logiciel dawuwr 161

7 Le logiciel doipwr 165
7.1 Exemple introductif . . . ... oo o 166
7.2 Organisation du logiciel . . . . ... ... .. o o oL 170
7.3 Description des procédures . . . .. ..o L Lo 172

7.3.1 Calcul de la fonction f dans le cas pVT . . . .. .. ..o L. 172

7.3.2 Calcul du champ et intégration . . . . . ... ... ... ... .... 172

7.3.3 Calcul du transport de fonctions . . . . . .. .. ... oo 173

7.3.4 Calcul du transport inverse . . . . . .. . ... oo 173

7.3.5  Calcul du transport inverse des fonctions thermodynamiques . . . . 174
7.3.6 Calcul de la transformée des formes différentielles lorsque la variété

de départ est le gaz parfait . . . . ... 0oL 174

7.3.7 Procédures d'impression . . ... ..o 175

7.4 Evaluation du logiciel : différents modeles retrouvés . . . . . . ... ... .. 175

7.4.1 Les modeles mono-composant . . . . . . ... ... oo 175

7.4.2  Les équations d’état multi-composant . . . . .. ... ... 179

7.5 Conclusion . . . . .. oL 180

Conclusion 183

IV Annexes 185

A Formes différentielles 187
Al Variétés . . . L e e e 187

AL Sous-variétés . . . . .. .ol e 189
A.1.2 IEspace tangent & une variété . . . .. ... .. L oL 191
A.1.3 Champ de vecteurs et groupes de transformations a 1 parametre . . 193
Al.4 Espace cotangent . . . . . .. .. Lo 194
A.2 Formes différentielles extérieures . . . . . . ... o oo 195
A.2.1 Formes différentielles extérieures sur un espace vectoriel . . . . . .. 195
A.2.2 Formes différentielles extérieures sur une variété . .. ... ... .. 200
A.3 Forme induite par une application différentiable . . . . . . .. ... ... .. 200
A Dérivéesde Lie . . . . . . o0 e 203
Ab Equation différentielle extérieure . . . . . . ... oL 204
A1 Equations extérieures . . ... oL Lo 204
A5.2 Problemesde Pfaff . . . . .. ... oo oo 205

B Formulaire thermodynamique 211
B.1 Les différents hamiltoniens de contact . . . . . . .. .. ... ... ... .. 211
B.2 Dieterici . . . . . ... 213
B.3 Adachi-Lu-Sugie . . . .. ... .. 216

B.3.1 Vander Waals . . . .. ... ... o o 218

11



B.4
B.5
B.6
B.7

Index

B.3.2 Clausius . . . . . . e e e 219

B.3.3 Redlich-Kwong . . . ... ... .. .. ... o 221
Beattie-Bridgeman . . . . .. .. . L L 224
Viriel . . . o o e e e e 226
Benedict-Webb-Rubin . . . . . . .. ... o 228
Schmidt-Wenzel . . . . . . .. . . . e 231

240

12



Introduction

Dans ce mémoire, nous présenterons notre contribution au développement d’un forma-
lisme mathématique pour la thermodynamique phénoménologique et la mise en oeuvre,

dans ce cadre, d’une nouvelle méthode pour engendrer des équations d’état.

Cette recherche pourrait trouver son origine dans la théorie de J.W. Gibbs lui-méme
[30] qui a inventé, a la fin du siecle dernier, la thermodynamique moderne. Son écriture
de la thermodynamique, dont Callen [15] dit qu’elle n’est pas réputée pour sa clarté, et
les concepts développés sont proches des idées que 'on trouve en théorie des structures
de contact. Ce lien a été mis en évidence et développé par R. Hermann [36] en 1973.
A la suite des travaux de Hermann, plusieurs ouvrages [14] [57], publiés dans les années
80 traitant des structures de contact, font référence a la thermodynamique. L’espace des
phases thermodynamiques et sa structure de contact (définie par le premier principe de la
thermodynamique) a été particulierement étudié par R. Mrugata [51] [54] [52].

La these se situe dans la continuité des articles de R. Mrugala et, particulierement,
de l'article “Contact structure in thermodynamic theory” [54]. Cet article ainsi que des
commentaires effectués sur ce sujet par P. Valentin en 1994 [68] ont été le point de départ
de ce travail.

Dans [54], R. Mrugata et al. proposent d’appliquer des transformations, dites transfor-
mations de contact, a la thermodynamique. R. Mrugala montre que ces transformations
peuvent avoir deux interprétations: soit décrire, pour une substance thermodynamique
donnée, un processus quasi-statique ; soit construire un nouveau modele thermodynamique
a partir d’un modele connu. Ceci était une méthode nouvelle pour engendrer des équations
d’état. Ces transformations sont définies uniquement par la détermination d’une fonction,
appelée hamiltonien de contact, f(U,S,V, NLT,p, ), dépendant des variables thermo-
dynamiques. Dans [54], un exemple de fonction f permettant la transformation du gaz
parfait en un gaz qualifié de “quasi-Van der Waals” est donné.

Dans le présent travail, nous avons essayé de répondre aux questions suivantes, laissées
sans réponse par R. Mrugala:
— Pour deux modeles thermodynamiques donnés, est-il possible de construire un ou
plusieurs hamiltoniens de contact engendrant une transformation de contact permet-
tant de passer de I'un a 'autre?

— Si oui, comment les construire?

13



La réponse a cette derniere question représente ’essentiel de notre travail de recherche.
Nous exposerons des résultats découlant de ces questions tant sur leurs aspects mathéma-
tiques que physiques.

Dans la premiere partie, nous présenterons la théorie des structures de contact qui
sont le pendant, en dimension impaire, des structures symplectiques. Nous commencerons
par des rappels au chapitre 1 sur les structures symplectiques. En effet celles-ci ont été
largement étudiées, notamment grice a leurs applications & la mécanique.

De nombreux résultats sur les structures de contact sont établis & partir des résultats
sur les structures symplectiques. Nous définissons ainsi les sous-variétés de Legendre, sous-
variétés intégrales de dimension maximale d’une forme de contact, par analogie avec les

sous-variétés Lagrangienne.

Dans le chapitre 2, nous nous intéresserons aux transformations de contact. Ce sont
des transformations infinitésimales qui ont pour caractéristique de conserver la structure
de contact d’une variété de contact M?"*1. Nous construirons donc un champ de vecteurs
Xy qui engendre une transformation de contact. Il est défini de maniere unique par une
fonction f, appelée hamiltonien de contact. Le calcul de la transformation se fait par

intégration de Xy.

Nous avons établi que la différence entre les fonctions génératrices de deux sous-variétés
de Legendre Sy et S d’une forme de contact w est un hamiltonien de contact f, associé a
une transformation de contact ¢; qui fait passer de de Sp a Sy.

Nous étudierons également le cas de hamiltoniens de contact dépendant du “temps”
(parametre d’intégration) en plongeant la transformation dans un espace de dimension
supérieure ; étant souligné que cela sera utile au chapitre 6.

La deuxieme partie est consacrée a la formalisation de la thermodynamique dans le
cadre mathématique développé précédemment.

Dans le chapitre 3, nous rappellerons des notions de thermodynamique. Cette présen-
tation est orientée vers la thermodynamique des équations d’état.

Dans le chapitre 4, nous montrerons comment la thermodynamique peut étre écrite
dans le cadre des structures de contact. Ainsi, la forme fondamentale de Gibbs s’interprete
comme une forme de contact, un modele thermodynamique comme une sous-variété de
Legendre de cette forme et plusieurs aspects de la thermodynamique de Gibbs s’expliquent
naturellement dans cette théorie.

Des résultats précédents, nous pouvons établir une méthode de construction de nou-

veaux modeles thermodynamiques (c’est-a-dire un ensemble d’équations d’état caractéri-
sant une substance §1) par application d’une transformation de contact sur un modele Sp.
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Nous appliquerons cette méthode pour compléter un modele connu partiellement. Nous
montrerons comment déterminer le hamiltonien de contact dans un certain nombre de cas,

ce qui sera l’objet du chapitre 5.

Dans le chapitre 6, nous particulariserons ce probleme aux équations d’état dites pV'7T’
qui lient la pression, le volume, la température et le nombre de moles. Ces équations ont,
en effet, un intérét pratique dans la mesure ou elles relient des grandeurs mesurables.
Souvent le nom d’un modele vient du nom de son équation pV'T'; ainsi on appelle modele
de Van der Waals, un modele qui a pour équation pV7T:

Nia
(p—l— W) (VeNb) = NRT

Pour ce type d’équations, nous avons établi des constructions spécifiques de hamiltoniens
de contact.

Dans la derniére partie ( chapitre 7), nous présenterons le logiciel dawpwr , programmé
en MAPLE. Celui-ci permet, a partir d’'un hamiltonien de contact f(U,S,V, N T, p, i, t)
donné et d’un modéele initial, d’engendrer un nouveau modele thermodynamique. De plus,
il calcule d’autres quantités associées au modele tels les potentiels thermodynamiques ou

les coefficients de réponse.

L’intégration symbolique du champ X, étant pratiquement impossible a faire a la
main, il est indispensable d’utiliser un systeme de calcul formel.

Le développement de dawpwy nous a été utile pour tester la validité et Iintérét pratique
de la méthode proposée dans la partie II. Notamment, la simplicité des fonctions établies
au chapitre 6 permet d’intégrer symboliquement un systeme différentiel de 2n+1 variables.
Nous donnerons dans ’annexe B un formulaire de modeles thermodynamiques obtenues

par dopwr .

L’annexe A est un résumé des notions de géométrie différentielle et d’algebre différen-
tielle extérieure utilisées dans la these a 'intention du lecteur qui souhaiterait approfondir

certaines questions.

Le présent travail est pluridisciplinaire et se situe au carrefour de la géométrie différen-
tielle, de la physique mathématique, des mathématiques appliquées et de la thermodyna-
mique fondamentale et appliquée. Nous avons tenté de n’exiger du lecteur qu’un minimum
de connaissances dans chacune de ces disciplines, ce qui a entrainé un allongement et un
caractere relativement élémentaire de certains développements.
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Premiere partie

Ftude des structures
symplectiques et de contact






Introduction

Dans le premier chapitre, nous présentons la théorie des structures de contact, qui est
le cadre mathématique de notre étude. La théorie trouve ses origines dans les travaux de
Frobenius, Darboux et E. Cartan qui ont permis de définir la notion générale de structure
de contact sur une variété différentiable. L’étude des variétés de contact s’est développée
ensuite avec les travaux de G. Reeb, J. Gray, P. Libermann, A. Lichnerowicz et V. Ar-
nold. Ces travaux d’un grand intérét théorique sont malheureusement tres difficile d’acces
aux non-spécialistes. Nous avons essayé d’écrire un document accessible sur les structures
de contact et les transformations de contact en dégageant les points utiles en géométrie
différentielle et en algebre différentielle extérieure.

Nous pouvons présenter les structures de contact & partir de la théorie symplectique.
En effet, si une variété de dimension paire peut étre munie d’une structure symplectique,
une variété M?2"*1 de dimension impaire peut étre munie d’une structure de contact. Nous
verrons que les deux structures sont liées. En fait, il est tres difficile d’étudier les structures
de contact sans une bonne connaissance des structures symplectiques. Ces dernieres ont
largement été étudiées, notamment grace a leurs applications en mécanique et de nom-
breux résultats sur les structures de contact ont été établies a partir des résultats sur les
structures symplectiques.

Nous nous sommes parfois aidé du passage déja établi entre les structures de contact
et les structures symplectiques. En effet, les théories symplectiques sont “incompletes” et
nécessite de savoir passer du pair a 'impair et inversement.

II faut noter que ces géométries sont différentes des géométries Euclidiennes ou Rie-
manniennes.

Dans le deuxieme chapitre, nous définirons les transformations de contact, c’est a dire
des transformations qui préservent la structure de contact définie par une forme de contact
sur une variété de contact.

Les transformation de contact sont importantes en optique et en mécanique (systémes
dépendant du temps).

Cette transformation est obtenue par intégration le long d’un champ de vecteurs, le
champ de contact. Nous construirons ce champ et nous verrons qu’il est déterminé par
une fonction, le hamiltonien de contact.

Nous étudierons cette fonction et comment la choisir. Nous démontrerons que le ha-
miltonien de contact d’une transformation d’une sous-variété de Legendre en une autre
est la différence des fonctions génératrices des deux sous-variétés.
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Nous étudierons aussi le cas des hamiltoniens de contact dépendant du temps.
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Chapitre 1

Structure de contact sur une
variété

Dans ce chapitre, nous allons redéfinir les structures de contact en mettant en avant
les notions nécessaires pour la suite. Une maniere classique d’introduire les structures
de contact est de voir celles-ci comme le pendant en dimension impaire des structures
symplectiques. L’intérét d’une telle approche est que I’étude des structures symplectiques
a été tres développée, notamment grace a sa simplicité (symétrie) et ses applications a la
mécanique.

Remarque: dans la these, les références dont la numérotation commence par A ren-

volent a annexe A.

1.1 Rappel sur les structures symplectiques

Dans cette partie, on définira succinctement les structures symplectiques [23] [58], puis
on verra les principaux théoremes liés aux structures symplectiques et particulierement
ceux dont la correspondance a été établie pour les structures de contact.

Structures symplectiques
Espaces vectoriels symplectiques de dimension finie

Définition 1.1 (forme symplectique linéaire) Une forme symplectique linéaire sur
un espace vectoriel réel F est une 2-forme (voir définition A.13 page 195) 0, antisy-

métrique, non dégénérée.

— bilinéaire: 8 est une forme linéaire par rapport a chacune des variables a valeurs

réelles: 0 : Fx F — R.

— Antisymétrique, pour tous vecteurs u et v de F,

O(u,v) = <9(v,u)

21



— Non-dégénérée : Si pour tout v € E, §(u,v) =0 alors u = 0.

Soit # I'application de 'espace vectoriel E dans son dual E*, telle que

ou 0, = [v — 0(u,v)] € E*. La forme est non-dégénérée si le noyau de g est réduit A zéro,

ker(6) = 0.

Définition 1.2 Un espace vectoriel symplectique est un couple (E,8) formé d’un espace
vectoriel réel E/ de dimension finie et d’une forme symplectique 6.

En particulier, on montre que E ne peut étre que de dimension paire.

Exemple 1.1 1. Si F est un espace vectoriel symplectique de dimension finie et F*
son dual, alors E = F X F* muni de la forme

0((2,€). (2',€)) = () =¢(2)
est un espace vectoriel symplectique.

2. Soit R*", muni d’un systéme de coordonnées (pi,...,pn,q%...,q") et 0 une 2-

forme définie par:
O=piAg'+ ...+ p. A"

Cette forme définit une structure symplectique sur R*™ dite standard. <&

Quelques propriétés

1. Un espace vectoriel de dimension impaire ne peut pas étre muni d’une structure

symplectique.

Preuve: Soit E?"*! un espace vectoriel de dimension impaire 2n 4 1. Soit #, une
2-forme définie sur F?"+1 x E?"*t1 Soit (e1,...,ez,11) une base de F?"*1. L anti-

symétrie donne :
O(u,v) = <9(v,u)

oll u et v sont 2 vecteurs quelconques de E?"*!, tel que

2n+1 2n+1
U = Z u;e; et v= Z V;€;
En utilisant la condition de bilinéarité, Nous avons
0(61761) e 0(617€2n+1) (%)
O(u,v) = (u1,..., U2nt1) : :
0(62n+17 61) e 0(62n+17 €2n+1) V2n+1
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Or, par antisymétrie, nous avons
O(e;,e;) =0 et O(ee;) =<H(ej,e) Vi, j

Donc

0 coo Beise))
O(U,U) = (u17"- 7u2n+1) <:>9(€ 6‘)
Ty 7

Von+1

La matrice A ainsi construite est antisymétrique impaire, donc elle est singuliere :
en effet, nous avons det(A4) = det(A?) et det(<A") = (<1)2* Tl det(A), or A = <A,
donc det(A) = 0.

Donc pour tout v € F| il existe u # 0 tel que 6(u,v) = 0 et la forme est dégénérée.

Nous venons donc de montrer que sur un espace vectoriel de dimension impaire
E*"F! toute forme bilinéaire antisymétrique est dégénérée et qu’il ne peut pas exister
de structures symplectiques. Nous verrons que ces espaces peuvent également étre
munies d’une structure particuliere, la structure de contact.

. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel symplectique

Pour les formes symplectiques comme pour toute forme bilinéaire on sait associer
un orthogonal a un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel symplectique.

Définition 1.3 Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel symplectique F),
on appelle orthogonal symplectique de V (ou simplement orthogonal de V), Uensemble
VL des vecteurs u de E tels que 8(u,v) = 0 pour tout v dans V :

Vi ={ueElf(u,v)=0,Yv eV}

L’ensemble V1 est un sous-espace vectoriel de E : en effet soit 6, = 8(.,v) € E* alors
nous pouvons décrire V+ comme lintersection de tous les sous-espaces kerd, =
{u] 8(u,v) =0}, ou v parcourt V:

VE= (1) kerd,
veV
Proposition 1.1 Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel symplectique
(E,0) alors:
dimV +dim V* = dim E

Remarque 1.1 Il ne faut pas en conclure que V et V+ sont supplémentaires. En
effet si V est le sous espace vectoriel engendré par le vecteur v, on déduit simplement
de la formule précédente que, dans ce cas, V* est un hyperplan : dim V+ = dim E<1.
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Exemple 1.2 Soit R? muni de la forme symplectique 8, définie par
0(u, v) = ugvg Suzv

ot (uy,uz), respectivement (vy,ve), sont les coordonnées de wu, respectivement v. En
notant e; = (1,0),e3 = (0, 1) les vecteurs de la base canonique de R?.

Soit le sous-espace vectoriel V. = Rey, alors un vecteur v = (a,b) € VL si et
seulement si 0(u,e;) = 0, soit b =0, donc VL = Re; = V. O

Proposition 1.2 : Etant donné un sous-espace vectoriel 'V d’un espace vectoriel
symplectique (E,0), V est complémentaire a son orthogonal V1 si et seulement si il
est symplectique, c’est-a-dire si et seulement si la restriction de la forme symplectique
0 aV est non dégénérée :

kery 8ly = {0} e VaVi=F

Définition 1.4 On dit qu’un sous-espace vectoriel V d’un espace vectoriel symplec-
tique E est Lagrangien s’il coincide avec son orthogonal :

V Lagrangien < V+ =V

Les sous-espace Lagrangiens sont de dimension moitié de celle de espace F, grace
a l'identité dim F = dim V + dim V+ = 2dim V = 2dim V' +

Théoréme 1.1 (de la base symplectique) Si 6 est une forme symplectique dé-
finie sur un espace vectoriel F, alors F est de dimension paire. De plus il existe une

base S de F, S = (e1, f1, ..., €n,y fn), telle que:
0(62',6]‘) =0, O(f“f]) =0 et 0(62','][]‘) = 52’]’ Vl,j =1,...,n
Une telle base est appelée base symplectique.

La matrice J3, de la forme symplectique s’écrit dans cette base sous la forme

0 1 0o ... 0
< 0 ... 0
0 ... 0 1
0 ... 0 <1 0

Exemple 1.3 DansR*, soient les vecteurs e; = (1,0,0,0) , f; = (0,<1,0,0) , ey =
(0,0,0,1) , f2=1(0,0,<1,0) et soit la forme symplectique associé a la matrice Jy :

0 1 0 0
1
Iy = < 0 0 0
0 0 0 1
0 0 =1 0
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0(u, U) = U1V S ULV + U3V, S ULV

Alors les plans engendrés par les vecteurs (eq, e3), (e1, f2) , (f1, f2) et (ez, f1) sont
des sous-espaces Lagrangiens, les plans 11y = (ey, f1) et lly = (e, f2) ne le sont pas :
I = I, o

Proposition 1.3 Tous les espaces symplectiques de méme dimension sont isomorphes.

Structures symplectiques sur les variétés de dimension paire

Définition 1.5 Une variété différentielle V' de dimension paire (voir définition A.1 page
187)est munie d’une structure symplectique si elle munie d’une 2-forme 0 qui donne a
chaque espace tangent ToV une structure d’espace vectoriel symplectique et de plus 8 est

fermée (df =0).

Proposition 1.4 Soit 0 une 2-forme différentielle fermée sur une variété V de dimension

2n, pour que 8 soit une forme symplectique il faut et il suffit que 6 =0 AN ...AN0 F£0, 0"

est appelée forme volume.

Cette derniére condition est souvent utilisée pour définir la condition de non-dégénérescence.

Remarque 1.2 Pour un espace vectoriel symplectique (F,8), le fibré tangent de E est
identifié au fibré F/ x E, et c’est pour cela que I'on définit directement la 2-forme symplec-
tique sur F' X F (voir définition 1.1 page 21). &

Proposition 1.5 Si V' est une variété de dimension n, alors le fibré cotangent T*V (voir
définition A.1.2 page 191) peut étre muni d’une structure de variété symplectique,

Démonstration Arnold [3, p201] propose une construction d’une forme symplectique sur
le fibré cotangent d’une variété.

Si V est une variété de dimension n, alors son fibré cotangent TV a une structure
de variété différentiable de dimension 2n. Un point de T*V est une 1-forme sur ’espace
tangent & V en ’un de ces points. Siq = (¢, ..., ¢") est un systéme de coordonnées locales
de 'un de ces points, alors une telle forme est définie par la donnée de ses n composantes
p=(p1,---,pn). L'ensemble (p1,...,ps, ql, ..., ¢") est un systéme de coordonnées locales
d’un point de T*V. La 2-forme

0 =dp; Adg' + ...+ dp, Adg"

définit une structure symplectique sur T*V. a
Si (p1y---sPnsqt,--.,q") sont des fonctions coordonnées au voisinage d’un point
d’une variété V2" de dimension 2n, alors (dpy,...,dp,,dq¢!, ... d¢") sont des fonctions

coordonnées de 'espace cotangent en z et la forme:

0 =dp; Adg' + ...+ dp, Adg"
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définit une structure symplectique au voisinage du point z, dite standard.

Exemple 1.4 (Les structures symplectiques en mécanique) FEn mécanique hamil-
tonienne, dans un espace de dimension n, q = ¢',...,q" représente la position d’une
particule et p = (p1,...,pn) sa quantité de mouvement. L’espace des positions est appelé

espace de configuration et son cotangent espace des impulsions. <&
Ce résultat se généralise:

Théoréme 1.2 (de Darboux) Soit 6 définissant une structure symplectique sur une va-
riété V2", alors pour tout point z, il existe un voisinage ouvert ayant un systéme de co-
ordonnées locales (py, ..., pu,qts ..., q") tel que la forme 6 prenne la forme standard ( ou
canonique) :

0 =dpy Adg' + ...+ dp, A dg"” (1.1)

Ce théoreme est important car il dit que toute variété symplectique possede des coor-
données locales dans lesquelles la structure symplectique prend une forme tres simple. En

n(n <1)
2

les 1-formes de base, or avec le théoreme de Darboux, nous voyons que pour un certain

effet dans un espace de dimension 2n, nous pouvons former termes produits entre

choix de coordonnées , n termes produit suffisent pour représenter localement une forme
symplectique.

Démonstration Ce théoreme peut étre démontré de plusieurs fagons (voir par exemple
[3, page 228] [29, page 89] [32, page 118]) ]
1.1.1 Champ de vecteurs hamiltoniens et systémes hamiltoniens

Notation 1.1 [47] Soit (V,0) une variété symplectique; a la forme 6 est associée un iso-
morphisme 6° du fibré tangent TV de V sur son dual le fibré cotangentT=V ; Uisomorphisme
inverse sera noté A*; & chaque point x € V et a chaque v, € T,V , nous avons:

0 . TV & TV
(z,v,) — 0" (x,v,)
avee 6 (v,) = <, (v,.) = Sib,
et réciproquement, nous avons pour ¥ € V, £ € T,V un vecteur A¥(&) :
iane)be = <€ (1.2)
Pour simplifier, nous noterons en omettant les x :
w=0() , =g

De la méme maniére, nous noterons pour un champ de vecteurs X et une forme de Pfaff

b
"X =iy | 0 =<8
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Définition 1.6 Soit (V,0) une variété symplectique ; le crochet de Poisson de deux fonc-
tions différentiables sur V' est une fonction définie sur V. par:

{f.9} = 0:(df,*dg) = df (*dg) = dg(*df)

Proposition 1.6 Le crochet de Poisson, dans anneau des fonctions différentiables sur
V', a les propriétés suivantes:

L Afig+hy={f, 93 +{f.h} V[, g, h € C=(V,IR);

2. {f,\g} = Mf, 9} Ne RVf,geC(V,R);

3. {9, [} =<9} Vg € C=(V,IR);

4o A A9, B3 +{g {h f1 3 +{h, {f, 9}y =0 (Identité de Jacobi) Vf,g,h € C*(V,R);

5. {fighy =M{f. g} +9{f. h} Vf g, h € C=(V,R).

Définition 1.7 Les fonctions f et g définies sur des ouverts Uy et Uy d’une variété sym-
plectique (V,8) sont dit en involution au point x € Uy N Uy si leur crochet de Poisson
s’annule en z, {f,g}(z) = 0.

Définition 1.8 Un champ de vecteurs X sur une variété symplectique (V, ) est dit locale-
ment hamiltonien ou est appelé automorphisme infinitésimale de la structure symplectique
définie par 0 si son flot ¢; vérifie , pour tout t € IR :

¢;0 =10

Proposition 1.7 [47] Soit X un champ de vecteurs sur une variété symplectique (V,8),
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X est localement hamiltonien
2. Lx0 =0 ou L est la dérivée de Lie (définition A.22 page 203).
3. La 1-forme "X associé a X est fermée :

d°X) = d(<ix8) =0
Démonstration - 12

t—=0 t

Lx6 = lim (M) -0

- 23

Lx0=d(ix) =0
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Définition 1.9 Un champ de vecteurs X sur une variété symplectique (V, 0) est dit globa-
lement hamiltonien si la 1-forme "X = <ix8 associée a X est exacte. Alors toute fonction
différentiable H :V — R vérifiant :

"X = «iyl = dH,

est appelée hamiltonien associé a X.
Avec les notations (1.1):

X =tdn

Note: Quand un champ est globalement hamiltonien, on dira qu’il est hamiltonien.

Définition 1.10 Un systéme hamiltonien est un triplet (V, 0, H) ou (V,8) est une variété
symplectique et H un hamiltonien. Ala fonction H est associé un champ de vecteurs, noté
Xy (oudH ) tel que :

ix, 0= edi (1.3)

Interprétation mécanique: la variété symplectique (V,8) est appelée espace des phases
du systeme. Les équations différentielles sur V' associées & X sont appeléeséquations de
Hamilton, les courbes intégrales maximales du champ de vecteurs Xy sont les mouvements
du systéme hamiltonien (V, 6, H).

Jd i 0
g
op; X dq

n n
Dans les coordonnées canoniques, si § = dei Adg' et X = ZXP"
en tenant compte de ix, 0 = <dH, nous avons en calculant :

ix,0= zn:@Xpidqi + X dp =) (

Donc

om0 o o
— dq' dp; ~ Op; O¢’

Les trajectoires de X vérifient le systeme différentiel :

dp; O0H _1
i = g t=1...n
dg' oH .

= =1...
a ~ o ! "

Ces équations s’appellent équations de Hamilton ; H s’appelle ’hamiltonien du systeme.

Proposition 1.8 [1, p.110] Pour une variété symplectique, il existe une relation biuni-
voque entre l'espace vectoriel des champs hamiltoniens et 'espace vectoriel des 1-formes
eractes.
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Remarque 1.3 Le hamiltonien H est défini & une constante pres. <&
Exemple 1.5 Soit un oscillateur harmonique régit par une équation

i+ qu =0, w#0
Alors si nous écrivons p = g, nous obtenons

g=wp p=<wq
w

5 (92 + pz), nous voyons que

En posant H(q,p) =

_OH . o

Propriété 1.1 Si @, est le flot de Xy, on a les deux propriétés de conservation sur la
variété 'V :

_ * _ * — y _ 1
@07 (0) =0 et donc ¢;(0) =0 siO = S0AN...N0.

n fois

~-Hop,=H

Démonstration

d

&g@f(e)‘tzo = »CXHO = iXHdO —I—d(ZXH0) =0

d *
&H(S‘Qt)‘tzo = O(XHvXH) =0
O

Définition 1.11 Une fonction différentiable f sur une variété V est appelée intégrale
premiere d’un champ de vecteurs X sur la variété V si la fonction est constante le long
de toutes les trajectoires intégrales de X, c’est a dire si la dérivé de f le long de X est

nulle, txdf = Lx f=0.

Proposition 1.9 Soit un champ de vecteurs Xg hamiltonien sur une variété sur V, H
le hamiltonien associ€ et f une fonction différentiable sur V , alors si {f,H} =0 surV,
f est une intégrale premiere de Xy, ou { } est le crochet de Poisson.

Le crochet de Poisson de deux intégrales premieres d’un champ de vecteurs hamiltonien

est une intégrale premiére du champ.

Nous reviendrons sur les systemes hamiltoniens, lors de la généralisation de la théorie aux
systemes hamiltoniens dépendant du temps au paragraphe (2.6.3)
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1.1.2 Sous-variétés Lagrangiennes

Définition 1.12 Soit (V,8) une variété symplectique, W C V une sous-variété et ¢
W — V' Uinjection canonique. W est dite Lagrangienne si ®*(0) = 0 et si elle est de
dimension mazimale = % dimension de V. ®* désigne la forme induite par ® (définition
A.4 page 201).

Si la structure symplectique est définie par la 2-forme (théoréme de Darboux (1.2) page
26) :

0:55dmAd¢
=1

alors une sous-variété W de V est Lagrangienne si et seulement si la restriction de la forme
différentiel -7, dp; A dg® & W est identiquement nulle.

Exemple 1.6 Soit une 2-forme symplectique 8 = %" | dp; A\ dq* sur une variété symplec-

tique V, (p1y- -y Pnsqt, ..., q") étant un systéme de coordonnées canoniques de V.
Alors pour chaque fonction différentiable S(q, ..., q"), le graphe p = p(q) de son
gradient
Pi 8—q2 s 1...n

définit une sous-variété W Lagrangienne.
La fonction S est appelée fonction génératrice.

Démonstration [29] Calculons la restriction de 8 & la sous-variété W de V' définie par:

05 1< <
. — A~ >~ 1 >~ n
Pi= g
Dans les coordonnées ¢!, ..., ¢" nous obtenons:
928 . .
0 = —(d¢" Adq' +dg' Adg") =0
‘W ;Waqk(q q'+dq' Adg")

L’exemple se généralise :

Théoréme 1.3 1. Soit W une sous-variété Lagrangienne d’une variété symplectique
(V,0), alors au voisinage de chaque point x de W il existe une fonction différentiable
S = S(ps,q'), ot I et J forment une partition disjointe de l'ensemble des indices

(1,...,n), tel que W soit définie, dans ce voisinage, par
a9 4 a9
. Iy _ _ J Iy _ -
pipr,¢g)=—,2=1...n, ¢(pr,¢g)=—,7j=1...n 1.4

2. La fonction S est unique d une constante additive prés.
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3. Inversement, pour toute fonction S(py,q'), la sous-variété définie par (1.4) est une

sous-variété Lagrangienne.

Démonstration Nous renvoyons le lecteur a [69] pour une démonstration complete du
théoreme.

Nous allons démontrer le premier point en nous inspirant de [29, page 53].

Dans la démonstration, nous utiliserons la convention d’Einstein (voir page 33): dans
toutes les formules on somme par rapport a tout indice répété deux fois, un en position
inférieure et ’autre en position supérieure, sans écrire le signe somme.

Considérons un point 2 de W et une carte U de coordonnées py et ¢'. Nous pouvons

réécrire la 2-forme 6 = >°"_ dp; Adg:

0 =dprAndg! od¢? Adpy
= d(<g¢”) Adps +dpr Adg!

Ainsi la forme 6 devient canonique dans les coordonnées <¢”, ps, pr, ¢'. Comme nous vou-
lons représenter localement W comme le graphe du gradient d’une fonction S = S(py, qI)7

nous devons résoudre le systeme d’équations:

a9 4 a9

I : I :
pilpr,g)=—,i=1...n, ¢’(pj,¢)=<—,7=1...n
(ps,a7) aq (ps,47) dp;

La fonction S est solution du systeme si et seulement s’il satisfait I’équation suivante :
dS =Y "pdg = ¢/dp;
€1 =

comime

ds=>"

as . . a9
€1 q = P

J

Une condition suffisante pour que I’équation différentielle de la forme ci-dessus soit réso-

luble est que la 1-forme:
a= Zpidqi <:>Z ¢ dp;
€1 =

soit fermée sur la carte U de W. Etudions cette condition :

da= d ( Zpid(]i @Z (]]‘dp]‘)

€1 =
= > dpindg &> d¢f Adp; =6
€1 =

Donc da = 6, comme nous cherchons a résoudre o« = dS sur W, nous devons restreindre
I’équation daw = 6 & la sous-variété W. Or W est Lagrangienne, donc la restriction de 8 a
W est nulle. Comme la forme « est fermée sur W dans un voisinage de U (da = 0, alors
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elle est exacte, d’apres le lemme de Poincaré (A.2 page 200), dans un voisinage de U et il
existe une fonction

S = S(ps,q")

telle que:

ds = Zpidqi <:>Z qjdpj

€1 =

et un voisinage d’un point z de W peut étre représenté par le graphe du gradient d’une

fonction S:
a9 , aS
1 ; I .
pi(ps;q') = 3—(12 vi=1...n, ¢(ps,q ):@87] j=1...n
O
Exemple 1.7 Soit n intégrales premiéres indépendantes fi, ..., f, en involution (c’est a

dire tel que {f;, f;} = 0 [29, page87]) d’un systéme hamiltonien, alors l'ensemble des n
relations f; = constante définit une sous-variété Lagrangienne. Inversement, toute sous-
variété Lagrangienne est déterminé localement par un systéme d’intégrales premieres [69].

&

1.2 Structure de contact

Nous avons vu au paragraphe 1.1 qu’il n’existe pas de structure symplectique sur les va-
riétés de dimension impaire. De plus, I'imparité de la dimension entraine que nous n’avons
plus de symétrie. Cependant, nous pouvons munir les variétés de dimension impaire, 2n+1,
d’une structure remarquable : la structure de contact. Celle-ci a des propriétés analogues a
celles d’une structure symplectique sur une variété de dimension paire. Nous verrons que
certains résultats sur les structures de contact s’établissent en projetant la variété sur une
sous-variété de dimension paire 2n et en munissant celle-ci d’une structure symplectique.

Soit une variété différentiable M?"*t! munie d’un champ d’hyperplans tangents. Un
tel champ peut étre caractérisé dans un voisinage de chaque point de la variété comme
le champ du noyau d’une 1-forme différentielle qui ne s’annule pas sur ce voisinage. 1l est
clair que si deux 1-formes sont multiples I'une de l'autre, alors elles définissent le méme
champ d’hyperplans.

Définition 1.13 Un champ d’hyperplans sur une variété M***1 de dimension 2n 4 1 est
dit de non-intégrabilité mazximale si une 1-forme w qui définit localement ce champ vérifie
la condition :

WA (dw)™ # 0 (1.5)
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Remarque 1.4 Si la condition de non-intégrabilité maximale est vérifiée pour une 1-
forme définissant le champ, alors elle est vérifiée pour toutes les 1-formes définissant ce
champ, celles-ci ne différant que d’un facteur multiplicatif p € A°(M?*"T1) ne s’annulant
pas sur M?*7+1:

pus A (d(pw))" = ()"0 A (de)” £ 0

Exemple 1.8 Pour tout n, il existe un champ d’hyperplans de non-intégrabilité mazimale
sur R*" 1. Soit (2% p1,... pn, 2ty ... 2") un systéme de coordonnées sur IR*" ! alors
un tel champ est déterminé par la 1-forme :

n
w=d® + Zpidxi
=1
Définition 1.14 Une variété de dimension impaire munie d’un champ d’hyperplans tan-
gents de non-intégrabilité maximale est appelée variété de contact. Un tel champ est appelé
structure de contact de la variété de contact et ses hyperplans sont appelés hyperplans de
contact.

Définition 1.15 (Forme de contact) Une I-forme déterminant un champ d’hyperplans
de contact associé a une variété de contact est appelée forme de contact.

La condition de non-intégrabilité maximale d’une forme de contact est appelée aussi
condition de non-dégénérescence.

Un champ d’hyperplans est non-dégénéré en un point si le rang de la 2-forme dw,
définie sur le plan du champ passant par ce point, est égal a la dimension du plan.

Nous allons voir avec le théoreme de Darboux que la condition de non-dégénérescence
signifie en fait que la forme est de classe 2n + 1 (voir définition A.28 page 206) .

Théoréme 1.4 (Darboux) Toute 1-forme différentielle définissant un champ d’hyper-
plans non dégénéré sur une variété M*"+1 de dimension (2n+ 1) s’écrit dans un systéme
de coordonnées locales sous la forme canonique:

n
w= daco—l—Zpidxi (1.6)
=1
otvzl, ..., 2", p1,...,pn et 20 sont les coordonnées locales.

Notation 1.2 (Notation d’Einstein) Pour alléger l’écriture, nous emploierons parfois
la convention d’Finstein: dans toutes les formules on somme par rapport a tout indice
TéPELE deux fois, un en position inférieure et Uautre en position supé€rieure, sans écrire le
signe somme.

Par exemple, nous écrirons

w=da’ —I—pidxi = d2® + Zpidxi

=1
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Soit I un sous-ensemble de {1,...,n}, alors nous noterons:

prdg’ = pida’
i€l

Remarque 1.5 Nous avons choisi comme convention de travailler avec
n
_ 0 7
w=dz" + pida
=1
mais il est possible de choisir un systeme de coordonnées tel que:

w=da’ <:>zn: pida’

=1

1.3 Sous-variétés de Legendre

L’annulation d’une forme de contact w revient a résoudre une équation de Pfaff du

type (définition A.5.2 page 210):
w=dz° —I—Zpidxi =0
=1

sur une variété M2"*t1 de dimension 2n + 1.
C’est & dire trouver des sous-variétés (N;, ®;) tel que

O (w) =0
Exemple 1.9 Soit w une 1-forme sur IR®

w=da’ —I—pldac1 —I—pgdac2

Alors &,
(u,v) — (wo(u,v),xl(u,v),wz(u,v),pl(u,v),pg(u,v))
avec :
2%(u,v) = wo +uwo? | 2l (u,v) = uv, p(u,v) =utv,
2% (u,v) = u+ v, pa(u,v) = uv

est une sous-variété intégrale de w de dimension 2:
¢iw = (wv suv)du+ (vv suv)dv =0
Et &,

t (xo(t)v xl(t)v $2(t),p1(t),p2(t))
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avec .’

200ty = 23 o2t 2l (t) =12, 2%(1) =13,
pi(t) =t pa(t) =t

est une sous-variété intégrale de w de dimension 1:

sw = (217 <3t° ot(2t) +t(3t1)dt = 0

1.3.1 Définitions

Définition 1.16 Soit M une variété de contact et N une sous-variété différentiable de
M. N est appelée sous-variété intégrale d’une structure de contact si l’espace tangent T, N

a N en chaque point x de N appartient a Uhyperplan de contact passant par ce point.

Définition 1.17 (Sous-variété de Legendre) Une sous-variété N est dite de Legendre (as-
sociée a la forme de contact w sur une variété de contact M** ! non-dégénérée) si elle
est une sous-variété intégrale de Déquation w = 0 de dimension maximale.

Propriété 1.2 La dimension de toute sous-variété intégrale de dimension maximale d’un
champ de plans de contact sur (M* 1 &), appelée sous-variété de Legendre associée a
une forme de contact de classe 2n + 1 est n.

Exemple 1.10 A une forme de contact, est associé une infinité de sous-variétés de Le-
gendre, ainsi la sous-variété de lexemple précédent associé a w = dz0+ pydz' + pydz? une
I-forme sur R® définie par ®; de exemple (1.9) est une sous-variété de Legendre, mais
la sous-variété définie par @3

(u,v) — (wo(u,v),xl(u,v),$2(u,v),p1(u,v),p2(u,v))

avec .’

w

O(u,v) = 3u, a(u,v)

29 (u, <2n(3u) ©ln(v), pi(u,v) =u,
22 (u,v) = v, pa(u,v) =

ez I

est €galement une sous-vari€té de Legendre associée a w :

“ 3 3 1 u
Plw = (5 @uﬂ)du + (<:>u; + ;)dv =0

Démonstration Etudions la restriction de w [7] au plan de contact
H, {X|w:(X)=0}

au point z. La 2-forme dw sur H, est symplectique (non dégénérée).
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Nous rappelons qu’une sous-variété N est de M intégrale s’il existe un plongement ¢
de N dans M tel que ¢*w = 0.
Alors la forme dw restreinte au plan tangent T, N C H, est identiquement nulle car

Pw=0=d(¢p'w)=0= ¢"dw =0=dw,(X,Y) =0, pour X,Y € T,N.

Donc 2 vecteurs X, Y tangents a la sous-variété intégrale en x sont pseudo-orthogonaux (c’est
a dire tel que dw,(X,Y)=0).

Or dans un espace vectoriel H, de dimension 2n, la dimension maximale d’un sous-
espace pseudo-orthogonal & lui-méme, dit Lagrangien est de dimension maximale la moitié
de la dimension de I’espace, soit n (voir définition 1.12 page 30).

Définition 1.18 (Transformation de Legendre) Une transformation de Legendre (voir
[47, page 332]) est une transformation o telle que :

a: RRxR"xR&R™xR" xR
(pi7xi7$0) — ($Z7<:>Pnz‘|‘Pz$2)

Nous allons généraliser cette définition.

Soit une partition disjointes K et L de U'ensemble des indices (1,...,n), alors en dé-
composant R", respectivement IR™, espace vectoriel de dimension n comme produit carté-
sien de deux sous-espaces vectoriels R™ et R” de dimension K et L, respectivement R~
et R™ :R" = R" x R et R™ = R®* x R . Nous appellerons aussi transformation

de Legendre une transformation telle que

a : REXxREx RE* x R x R oo RE* x RY x RE x RM x R
(pf(vp[n wk 3 $L7 xO) — (xkvva <:'\p1(7 $L7 zZ+ PKJUB)

D’une maniere générale, soient deux sous-variétés de dimension 2n + 1, nous appellerons
transformation de Legendre une transformation o de M?"1 dans N?"*1 telle que :

a (pf(vp[n wl(v $L7 xO) = (xl(vva —PK, $L7 z+ PKJUK)
ot K et L forment une partition de Uensemble des indices (1,...,n).

Nous renvoyons a [47] pour une extension de la notion de transformations de Legendre
aux variétés.

Remarques 1.1 Il est couramment admis que les sous-variétés de Legendre sont nom-
mées ainsi car elles se transforment en elle-méme par application d’une transformation
de Legendre. Nous expliquerons plus loin comment il faut interpréter 'expression “ se
transforment en elleeméme”.

Une transformation de Legendre est en fait un changement de systeme de coordonnées.
Nous verrons au paragraphe (2.4) qu’il existe un lien entre les transformations de Legendre

et les transformations de contact. &
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1.3.2 Les fonctions génératrices

Soit w une 1-forme sur M?7t!

w=daz"+ zn:pidxi

=1

Théoréme 1.5 [9] [69] Pour toute partition I+.J de l'ensemble des indices (1,...,n) en
deux sous-ensembles disjoints et pour toute fonction différentiable F(x!,py) de n variables

iel et p;,J € J, les formules

oF )
pi(z! py) = W(QCIJUJ) el
. oF
T _ 7 I . J
v’ (a7, pr) p; (z'py)J € (1.7)
$0($I7pj) 7pJ <:>z:p] 7PJ

JE€J

définissent une sous-variété de Legendre dans M?"t!. Inversement, toute sous-variété de
Legendre de M?*"*1 est définie au voisinage de chacun de ses points par les formules

précédentes au moins pour Uun des 2™ choix possibles de la partition I, J.

Définition 1.19 (Fonctions génératrices d’une sous-variété de Legendre) La fonc-

tion I du théoréme (1.5) est appelée fonction génératrice d’une sous-variété de Legendre

Démonstration Le sens direct du théoréme est immédiat et se démontre en calculant

®*w olt ® est I"application qui a (x7, ps) associe

oF ., OF oF
— . — . —F .
VISt 8T Ty, T ‘:’;pfapj
J

Un simple calcul donne ®*w = 0 (pour alléger le calcul, nous omettons les symboles de

sommation):

@*(dxo + pIde + dexJ)

oF oF oF
=0¢*(d [ F 2 da! d|l —
( ( P En; J) T TP (3111))

oF oF oF O*F O*F
o (Dt it 2y o (52 )

dp da! d PsOPK Ipyox!
L[ 9F 9°F ?F
+ (@—Mldx +ps (T)Jé’m dpr + T)Jaxldx ))
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Réciproque: Etant donnée la forme de contact w, 8" est une sous-variété de Legendre si
elle est de dimension n et siw|sr = 0 c’est & dire s’il existe un plongement ® : §" — A"+
tel que: @*w =10 .

Localement, d’aprés Darboux, w = da® 4+ 3%, p;da’ et si nous pouvons choisir une
partition I, .J telle que

o~ (dxo Zpidwi) = o (dxo + prda’ —I—dexJ) =0
=1

d(pya’) = 27dpy + psda’
Nous avons done
P* (dxo + prda! + d(prJ) @xjdpj) =0
Soit
o~ (d(aco + prJ)) = ®* (depJ <:>p1dx1)

Il s’ensuit que le second membre est une forme fermée sur M. En appliquant le lemme
de Poincaré, nous en déduisons que, localement, (en fait dans tout ouvert étoilé de M) il
existe une fonction F' sur M telle que, a une constante additive pres,

*(dF) = & (27 dpy ©prda’)
Si cette fonction peut étre projetée sur § par @, elle s’écrit alors:
do. F = 27dpy oprda’

Soit (2, ps) un systeme de coordonnées admissible sur S , I'existence de F(z?,ps) im-
plique les n équations pour les coordonnées z!, p; :

or oF
S A

Autrement dit cela est possible si ces n fonctions sont indépendantes, c’est a dire si le

déterminant de la Hessienne de I est non nul, det (%) # 0.

0

La coordonnée z se calcule alors par

d (®*(2° + pya’)) = do*F

&* (2% + pyja’l) = O°F
D’ou le plongement défini par les équations:

2® = F(a', py) + psa’
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Soit

oF oF oF
D . OI<:>— J F 1 J:— 1 = &——
($ 8$Jp + ($ 7pJ)7 € apjvx y PJy PI 8$I7

a

Remarque 1.6 Arnold [9] généralise la notion de fonctions génératrices de sous-variétés

de Legendre a des familles génératrices de la forme:
F(z,py) = Fa',pg) +psa’

La sous-variété de Legendre est alors définie localement par:

oF _, OF

0 _ ors _ _9r
x _f(vaJ) ) 8]1] y PI Ol

Nous retrouvons alors les relations (1.7) &

Exemple En reprenant I’exemple (1.10), la fonction

3 3 3
F($27p1) = 51)1 <:>§p1 ln(§p1) om ln(xQ)

est une fonction génératrice de la sous-variété de Legendre définie précédemment:

_ 8F_P1
P2 = ox?2 a2

oF 3 3
1 — — l = l 2
x —8p1 <:>§ n(2p1) <ln(z?)
oF 3
A =Fep—=-p

Proposition 1.10 Soit une transformation de Legendre ¢p, définie par (1.18) Soit une
sous-vari€té de Legendre 8 d’une forme de de contact w = da® + Y7, pidxt, alors ¢r,
transforme une fonction génératrice de § exprimée dans un systéme de coordonnées en

une autre fonction génératrice exprimée dans un autre systeme.

Démonstration Nous supposons qu’il existe, localement , des fonctions génératrices,
dans les systemes de coordonnées choisies.
Soit F(z!,py) une fonction génératrice de S ol I,.J est une partition disjointe de

I’ensemble des indices. Localement, S est définie par (1.7):

oF
pi(x! ps) = W(ﬂﬁlmﬂ
oF
Jo0 B I
a’ (¢, py) = ) (¢, pJ) (1.8)

oF
2(a!, ps) = Fa!,py) @pJa—(xlva)
PJ
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Soit la transformation de Legendre ¢y, :
¢L : (xov xlv s 7$n7p17 s 7pn) = (xo + Z pkxk7 PR $L7 $B77pL)
keK

ou K, L partition disjointe de 1,...,n.
Alors la fonction F(x!, ps) est transformée en la fonction F’(xll,pJ/) =Fo®p(2,py),
ot I’,J" est une nouvelles partition des indices tel que pour i’ € I' et j1 € J’

y zisii el pisijlel
t = C s et  pi= CL T,
sp;si ) € K z’sij € K

Nous avons donc:

I'=(INnLuU(JnK) etJ =INK)u(JNL)

Regardons maintenant comment se transforme le systéme (1.8) et comparons le nou-
veau systeme au systeme définissant localement une sous-variété de Legendre associée a
F'zl py).

Nous allons partitionner I’ensemble des indices (1,...,n) en 4 sous-ensembles disjoints
I, IhJq, gy

L=INK,L=InL,i=JNK,Jo=JnL

La transformation de Legendre ¢ va constituer & remplacer p;, par ' | 271 par <py, |
a2l par <pr, , pJ, par v 20 par 20+ prat et laisser invariant pr, et z'2,
Réécrivons le systeme (1.8):

oF

pr (a2 g pg,) = <:>8x—11($11 a2y pg,)
pr (a2 g pg,) = <:>;;—FI2(9611 a2y pg,)
P (@ ) = ol 0 )
P e ) = ol 0 )

O .1 I I I
€ ($ 17$ 27PJ17PJ2) = F($ 17$ 27PJ17PJ2)<:>PJ1

($117$I27PJ17PJ2)<:>Z)J2 ($117$I27PJ17PJ2)

opJ, Ip,

Par application de ¢y, en notant F = I o @, la fonction obtenue par remplacement des
variables, en remarquant que prK = phxh +pJ1$J1 et en posant

I=LUJ;, et J=1LUJsy
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nous obtenons:

oF
xll (xzvpj) = 8]) (xzvpj)

1

oF
PL (xzvpj) = W(xzvpj)

oF
“PJ, (xzvpj) = W($I7pj)

oF
$J2 (xzvpj) = 8]) (xzvpj)

2

oF oF
(T pg) + Pt (0 p) 4 pa 0T po)a™ = Flatipg) + o 55T pg) @pa g (2T pa)
2

Ce qui est équivalent a:

oOF
pr(et,ps) =5z (2",ps)
oOF
v’ (a7 pg) = —8pj(wz7pj) (1.9)
oOF
2%t ps) = F(a',pg) SPTH («, p7)
v

Cet ensemble d’équations défini une sous-variété de Legendre S’ de fonctions génératrice
f(xzvpj) :

Or, nous avons Z = I' et J = J' et donc F = F"'.

Donc § et S’représente la méme sous-variété de Legendre, exprimée dans deux systémes
de coordonnées différents. a

1.3.3 Intégrales premieres

Nous rappelons (définition 1.11) qu’une fonction différentiable f sur un variété M est
une intégrale premiere d’un champ de vecteurs X défini sur M si f est constante le long
des trajectoires de X. Cette définition est équivalente a

X.f=wxdf=0
Nous allons généraliser la notion d’intégrales premieres:

Définition 1.20 Nous appellerons intégrale premiére d’une sous-variété S d’une variété
M, toute fonction [ définie sur M tel que sa restriction a S soit constante :

fls = este

Ce qui est équivalent @ ce que f soit constant le long des trajectoires de tous champs de
vecteurs sur S :

ixdf =0 YXeTS
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Remarque 1.7 Comme toute sous-variété de Legendre, §, de dimension n, d’une forme
de contact w dans une variété de contact M2"T1 de dimension 2n + 1 peut étre définie
localement par la donnée de n + 1 fonctions différentiables indépendantes (leurs différen-
tielles sont linéairement indépendantes), alors un systéeme de n + 1 intégrales premiéres
indépendantes de § définira localement S. <&

Nous utiliserons au chapitre 4, la notion d’intégrales premieres d’une sous-variété de Le-

gendre pour définir les équations d’état en thermodynamique.

Symplectisation et contactisation

Arnold dans [3] définit une variété symplectique a partir d’une variété de contact, il
appelle ce passage la symplectisation. Il montre que ’ensemble des formes de contact sur
une variété de dimension impaire 2n + 1 est une variété de dimension paire, appelée sym-
plectisée. Il munit cette variété d’une structure symplectique. Réciproquement, il définit
la variété contactisée d’une variété symplectique. Nous n’avons pas utilisé cette approche

dans la these et nous ne la développerons pas plus ici.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les structures de contact a partir des structures
symplectiques. Les outils mathématiques nécessaires pour définir la thermodynamique de
Gibbs ont été établis. Ceux-ci sont la notion de forme de contact, les sous-variétés de
Legendre , les fonctions génératrices et enfin les intégrales premieres d’une sous-variété de
Legendre.
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Chapitre 2

Transformations de contact

Dans ce chapitre, nous définissons les transformations de contact sur une variété de
contact (M***1 w). Nous allons nous intéresser & des transformations infinitésimales, dé-
finies comme flot d’un champ de vecteurs Xy, le champ de contact. Nous allons rappeler
une construction en coordonnées de ce champ et nous verrons qu’il est défini par la donnée
d’une fonction f sur M?"*! le hamiltonien de contact. Nous verrons qu’une transforma-
tion de contact peut soit préserver une sous-variété de Legendre Sy de w, soit engendrer
une nouvelle sous-variété de Legendre. Nous établirons dans ce dernier cas, un lien entre
le hamiltonien de contact de la transformation et les fonctions génératrices des deux sous-
variétés. Nous étudions aussi dans ce chapitre le cas de hamiltoniens de contact dépendant
du temps ¢, nous plongerons alors notre probleme dans un espace de dimension supérieur
M?"*1 % IR, nous établirons dans celui-ci une nouvelle 1-forme et une nouvelle transfor-
mation; notre démarche a été proche de la démarche classique pour passer de la géométrie
hamiltonienne indépendant du temps a la géométrie hamiltonienne dépendant du temps.

2.1 Introduction

Les transformations de contact étaient originellement des “transformations” qui a tout
élément de contact de IR® associaient un autre élément de contact. Les éléments de contact
étant alors le couple formé par un point de IR® et un plan passant par ce point.

Puis les transformations de contact ont désigné des applications qui reproduisaient a
un facteur pres la forme différentielle :

n
w=daz"+ Zpidxi
=1
Enfin les transformations de contact ont été définies comme ceci : [20]

Définition 2.1 Soit une équation de Pfaff (voir paragraphe A.5.2 page 205) a 2n + 1
variables sur une variété M*"+1, de dimension 2n + 1

w = dz® + Zpidxi (2.1)

=1
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Une formule de changement de variables sur un ouvert U de M?*"t1,

XF=XFt oo 220y, pn)
XO0= X%t .o 2™ 2% pr, .o pn) (2.2)
Pk :Pk(xlv--' 7$n7$07]’17--- 7pn)

définit une transformation de contact si elle permet de déduire de léquation (2.1), Uéqua-

tion

Q=dXx°+) PdX’ (2.3)
=1

c’est a dire s’il existe une fonction p ne s’annulant pas sur M**! telle que :

Q= pw (2.4)

hyperplan de contact

I‘hyperplan\

. . ) . Une transformation générale de R*"*! dans

Une transformation de contact agit sur une R2*" qui ne préserve pas la structure de contact
variété (espace de dimension 2n+1) en ' 1 PLESErve pas ’ ’ ~
préservant la structure de contact

Fia. 2.1 — Transformation de contact

L’image d’une sous-variété intégrale Sy associée a une forme de contact w par une

transformation de contact ¢ est une sous-variété intégrale S; de I'image induite de la
forme ¢*(w).

Exemple 2.1 (Transformation de Legendre dans IR?) Soit la I-forme w = da° +
pdz sur R® et considérons la transformation de R® dans IR? :

K :(z,2°%p) = (X, X° P) = (p,pr + 2°, <n)
Si Uon écrit la forme de contact, dans ces nouvelles coordonnées, sous la forme :

Q= dX°+ PdX
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K*Q = K*dX° + PK*dX
Or K*dX = dp et K*dX° = zdp + pdz + dz°. On en déduit que :

K*Q = pdz + dz® = w

Donc K est une transformation de contact au sens de la définition 2.1. Nous remar-
quons qu’elle est reliée a la transformation de Legendre (voir définition 1.18 page 36), nous
reviendrons au paragraphe (2.4) sur ce lien. <&

2.1.1 Formulation géométrique des transformations de contact

Parmi les multiples approches des transformations de contact, Mrugala et al. [54]
propose une vision, que nous qualifierons de géométrique et dont nous allons résumer

ici les principaux points.

Définition 2.2 Soit une variété (M*"+1 w) de contact, alors la 1-forme w définit sur M
une distribution D de dimension 2n, c’est a dire un champ d’hyperplans D,, de dimension

2n de espace tangent, tel que
D= |J Dn, Dn={X€T,M :ixw=0}
meM
ot X est un champ de vecteurs sur M, T,, M [Uespace tangent a M en m € M.

La distribution D est appelée distribution de contact.

Nous avons
D = kerw

Les sous-variétés de Legendre sont définies comme les sous-variétés intégrales de di-
mension maximale de la distribution de contact D.

Un difféomorphisme ¢ : M — M est une transformation de contact s’il conserve la
distribution de contact D.

La définition d’une transformation de contact est équivalente a
P'w = pw

ol p est une fonction différentiable positive définie sur M.
En effet, les formes w et pw définissent le méme champ d’hyperplans .
Il existe une distribution = de dimension 1 duale de D définie par le champ de vecteur

caractéristique & tel que:

tedw =0, tew=1 (2.5)
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Le champ & est aussi appelé champ de Reeb[47], il est également défini par
ie(wA (dw)™) = (dw)” (2.6)

La forme w peut étre interprétée comme une forme de connexion[22][42] et les distributions
D et = respectivement comme distributions horizontales et verticales.

Tout champ X peut étre décomposé selon une composante horizontale hX et une
composante verticale v.X :

X =vX+hX ouvX=(ixw)l, hX =X ©vX
Nous pouvons définir la différentielle covariante D f par:
D(X) = df(hX)
Un champ de vecteur de contact est alors défini par

ixw=f,ixdw=<Df

2.2 Difféomorphisme et champs de vecteurs dans M?"*!

Formulation différentielle et intégrale des transformations de contact

Définition 2.3 Soit une variété de contact (M?"+1 w), un automorphisme ¢ sur M*"+1

est une transformation de contact si

¢7 (@ (¢e(2))) = p(t, 2) w (2) (2.7)
ot p est une fonction différentiable positive définie sur M?*"+1,

Définition 2.4 Soit w une forme de contact sur une variété M?"t!. X est dit automor-

phisme infinitésimale de contact de w sur M si pour tout élément (t,z) du domaine D(X)

du flot ¢ de X :

@7 (w(¢i(2))) = plt; 2) w (@) (2.8)

ot p est une fonction différentiable positive définie sur D(X). Le champ de vecteurs X est
alors appelé champ de vecteurs de contact.

Proposition 2.1 [/7, page 352] Un champ de vecteurs X sur une variété de contact
(M2 W) est un automorphisme infinitésimale de contact s’il existe une fonction diffé-
rentiable sur M?*" 1, X tel que:

Lxw(z) = Az)w(z) , Yo e M*H! (2.9)

Les facteurs multiplicatifs A de w par dérivation au sens de Lie et p par transformation
infinitésimale p sont reliés par:

plt, z) = eo Mer@)dr 5 (2.10)

46



Cette formule importante semble peu connue, elle n’est pas évidente, aussi nous en donnons
une démonstration détaillée.

Nous avons fait I’hypothese A indépendante de ¢, donc f également. D’autre part, w est
une forme de degré quelconque ( y compris pour une forme de degré 0, i.e. une fonction).

Démonstration Nous ne savons pas comparer des objets en des point différents, nous
allons donc utiliser le champ engendrant la transformation pour tout ramener au méme
point : nous prenons l'objet au point image et nous le ramenons en utilisant Iaction du
flot inverse (application réciproque) sur cet objet.

Appliquons ’équation (2.9) en un point y transformé de z par le flot ¢;, y = ¢4(z). Le
vecteur tangent en ce point peut s’écrire ¢n X . D’ol

Loxw(y) = Aly) w(y)

nous ramenons au point & de départ, par action de ¢f, cette équation entre formes:
P Lonxw(@i(2)) = (97 AMDe(2))) (67 w(1(2)))
Nous avons l'identité (A.11):
¢7 (Loxw) = Lx (¢jw)

En tenant compte de I'interprétation de la dérivée de Lie en termes de dérivée direction-

nelle de la 1-forme w

=Lxyw
t=0

dt
et de
¢ (n(¢(z)) = n(x) pour toutes les p-formes.

nous avons:

% (07w) (0:(2)) = (Ao @) (¢r(@)) &7 w (de(2))

En posant wi(2) = ¢F w (¢:(2)) qui est une 1-forme différentielle prise en z fixé , mais
dont les coefficients coordonnées dépendent aussi du temps via le flot, nous obtenons le

systeme différentiel, linéaire non autonome:

d
&wt(w) = (Ao @) (2) w(z) (2.11)

Par intégration, en tenant compte de la condition "initiale”, wy(z) = w(a), nous obtenons

wt(x) = efot /\((b‘r(l’))dTw(x)
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Par identification, avec la définition intégrale :
wile) = plt, 2) (o) (2.12)

Nous avons donc obtenue la définition intégrale (2.4) a partir de la définition différen-
tielle (2.9) avec:

p(t7 x) = efot/\(¢7'(x))d7 (213)

et nous avons bien p > 0. Toutes les opérations ci-dessus sont réversibles, il y a donc
bien équivalence entre les deux définitions, si nous partons de (2.12) et de (2.13) avec la
condition (2.11) remplie, nous retrouvons (2.9). o

Remarques 2.1 Cette démonstration repose sur l'identité [47, page 351]

L (@i @), = (65, (Lx0) @)

et les définitions et résultats s’appliquent quelque soit la p-forme 7 [47, page 352].
Ainsi pour les fonctions, la théorie s’applique aussi puisque les fonctions sont des 0-
formes.

exf=ixd =4

s’interprete comme variation de la fonction f dans la direction du champ X.

Donc une transformation de contact pour une O-forme est telle que Lx f = Af soit
A= %ide, expression qui est définie pour tout X et toute f non nulle: autrement dit
tout champ X est de contact pour les fonctions.

Nous avons aussi:

filw) = o7 [ (¢u(2)) = £ (91(2))

fi(x) assigne au point z la valeur de la fonction au point image par le flot au temps t. &

2.3 Champ de contact

2.3.1 Construction d’un champ générateur d’une transformation de contact

Soit une forme de contact w définie sur M?2"+!
Une transformation de contact est un diffomorphisme ¢ de M?7*! dans M?"*! qui
préserve la structure de contact, associée a la forme, c’est a dire tel que

& (w) = pw (2.14)

oll p est une fonction définies sur M?"*! qui ne s’annule en aucun point, donc de signe
constant, nous supposerons, sans restrictions de généralité, que p est positif.
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Nous pouvons montrer facilement que I'image d’une sous-variété intégrale associée a w
est également une sous-variété intégrale. En effet, si (N, ), avec 1 : N — M?"*1 est une
sous-variété intégrale de w , donc si

Yo =0
alors
(pop)w =1y (¢"w) = (po )P w =10

L’ensemble des difféomorphismes vérifiant 2.14 forme un groupe, dont 'algebre de lie
est formée de champs de vecteurs X tel que

Lxw = Aw (2.15)

oll A est une fonction sur M?"+1,

Nous allons nous intéresser par la suite a déterminer des champs de vecteurs engendrant
une transformation de contact en utilisant pour cela une fonction f. Pour simplifier, nous
allons travailler en coordonnées de contact.

Proposition 2.2 Le champ de vecteur Xy = Xjfoa% iniaipi + Xjfi aii avec

0 of
X = 9L
d (fﬁp 3]%’)
. af of .
P — P— =1... 2.1
X5 @(axlﬁpzaxo)l 1...n (2.16)
s 0f .

ot f est une fonction différentiable sur M?"*t' engendre une transformation de contact

associée a la forme de contact w = dz® + p;de’ sur M*"H tel que

Lx,w=w (2.17)

ot X est une fonction sur M**+1,

J
De plus, A = —f dans les coordonnées de contact.

ox0
La construction du champ de contact peut étre réalisée de plusieurs manieres, Arnold
[3, annexe 4] propose une construction par symplectisation, Hermann [36] propose une
construction en coordonnées mais qui est complexe, nous présentons ici une construction
en coordonnées, adaptée de Hermann [36], que nous estimons plus simple par rapport a
I'utilisation que nous allons avoir ultérieurement.

Démonstration La démonstration va consister a construire ce champ de vecteurs.

Soit la forme de contact non-dégénérée

w=dz+ pidxi
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définissant des coordonnées dans la base canonique de l’espace tangent 7, M?*"*!. Nous
allons construire un champ de vecteurs de contact X, engendrant une transformation de
contact, donc tel que

Lxw = Aw (2.18)
Nous écrivons X sous la forme
o 0 0 i 0
X=X — 4+ XPP— 4+ X*¥ —
0z0 + Op; + oz?

D’apres la formule d’homotopie (A.3 page 203), nous avons
Lxw= ide—I—d(in) (2.19)

Nous allons calculer les deux termes d(iyw) et ixdw.

Or ixw est une 0-forme, nous pouvons supposer qu’elle est égale & une fonction f
définie sur A°(M?+1)

ixw=f fe&A (Mt (2.20)

Nous allons construire notre champ X a partir de cette fonction f et pour montrer la
dépendance de X en f, nous le noterons Xy.

D’apres ’équation 2.18 et la formule d’homotopie, nous avons

ix;dw +d(ix,w) = w (2.21)
Soit en réarrangeant, I’équation
ix,;dw = Iw &d(ix,w) (2.22)
En tenant compte de ixw = f
ix,dw = dwedf (2.23)
De plus, nous avons
dw = dp; A da'

Un simple calcul nous donne que
iy dw = XPda' &X7 dp; (2.24)

Nous décomposons cette égalité sous les formes différentielles de base, en écrivant que:

df = 9 4,04 91 g;:

d 7
0z0 Op; ¢

dp; +

50



pour le second membre de (2.23)

af

Mo edf = (/\@—) dx0<:>8f

op;

0z°

Of\ 1 i
dp; + (/\pZ <:>8$Z,) dz (2.25)

soit en regroupant les équations (2.24) et (2.25), en reportant dans (2.23) et en annulant
les coefficients de dz?, dz*, dp;, nous obtenons 2n coordonnées de Xy

Xj?":@(af Sp; af) i=1...n

dxt 020
5 (2.26)
X}f’:—f i=1l...n
Ipi
et
of
A= — 2.27
ozY ( )
De plus, en prenant en compte que
ix,w= X+ X8p = f, (2.28)
nous obtenons la premiere composante :
0 af
X7 = fep— 2.29
! Opi ( )
Nous obtenons donc bien le champ annoncé:
af
Xz = P ——
d (f P 31%’)
. af af\ .
Pi _ Y5 _
X —<:>(8xi @pzaxo) i=1...n (2.30)
i 0
X§ = / 1=1...n
Ipi

Nous avons de plus que la fonction A, qui est la fonction multiplicateur de w par la
transformation dépend également de la fonction f et vaut

_ 91

N= 2
0z°

L’équation (2.23) est indépendante des coordonnées. Nous pouvons aussi donner pour
A une expression indépendante des coordonnées:

A=iedf

ou £ est le vecteur caractéristique défini par I’équation (2.5). a
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Définition 2.5 La fonction f introduite lors de la construction du champ de vecteurs de

contact Xy est appelée hamiltonien de contact associé a X;.

Remarque 2.1 La transformation de contact ¢; de M?***1 dans M?"*! engendrée par

I'intégration le long du champ de vecteur de contact X est définie par

S+ (2%, pigy ) = (2°(1), pilt), 2 (1))

ot les (zV(t), pi(t), 2°(t)) sont obtenues par intégration du systeme:

da®(t) af

o~ fenl )8])2,
dpi(t) of _0of

d¢ p()ax <:>8$Z L.
dxi(t) af P

q 3]?2 =1...n

qui a pour condition initiale 2°(0) = 2% , p;(0) = p;, , 2°(0) = 2},

(2.31)

Exemple 2.2 Maintenant, que nous savons calculer une transformation de contact, pour

un hamiltonien de contact choisi, calculons, sur un exemple, les fonctions p et A de la

proposition (2.1 page 46).

Soit la forme de contact w = dax® 4 prdat + poda? défini sur M® et soit le hamiltonien

de contact f = 222 + po, calculons la transformation associée par le champ de contact

Xy du point xg = (960079610796207]?107]?20)'

X = (2%0) 2 (0) o (1) oy + (pi?) oot (pa? €52°)

om

La transformation de contact associe a :

G 1xp = (96007 96107 90207]’107]?20) = Ty = (9607:7 9617:7 962757])17:7]727:)

avec

2
20, = 200 /200t gl gl g2 = a2 4y

1/2t2 4220t

P1y = P1o€ , p2r = (P2 ©2%t) €

1/2t2 4220t

Calculons le terme \(z) facteur multiplicatif de w lorsque nous dérivons au sens de la

dérivation de Lie:

d ,
Az) = 8—9{() = 2% = 2%+t au point ¢; (o)
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Calculons maintenant p(t,zo) le facteur multiplicatif de w par la transformation de

contact ¢y ;

drw(éi(z0)) = d($0061/2t2—|—x20t) _I_p1061/2t2—|—x20td$10 i (p20 <:>9600t) 61/2t2+x20td<$20 —I-t)
_ 61/2t2+x20td$00_I_p1061/2t2—|—x20td$10 + (p20 <:>9600t—|—9600t) 61/2t2+x20td$20
_ (61/2t2+x20t) (dwoo -|-p1od9610 —I-p20d9620) _ 61/2t2+x20tw($0)
soit
p(t, x0) = el/2t 020t
et nous vérifions que nous avons bien ( proposition 2.1):

p(t, xo) = o120 4020t _ f) Mér (@) dr _ efot(x20+7)d7

Construction d’une nouvelle sous-variété de Legendre

Pour un hamiltonien de contact f donné, construire une nouvelle sous-variété de Le-
gendre &, en connaissant une, Sy, par transformation de contact va se faire en plusieurs

étapes

— Supposer que la sous-variété de Legendre initiale Sy est définie localement par un

systeme d’équations
Fi (2%, pigs ) = 0 (2.32)
nous mettrons I'indice 0 aux variables de 8.
— Intégrer le systeme (2.31 page 52)

— Calculer la transformation inverse ¢, ' qui a (2°(t), p;(¢), 2'(t)) associe (2%, p;,, wé)

— Remplacer dans le systeme (2.32), (2%, p;,, wé) par rapport a leur valeur en fonction
de 2(t), pi(t) et xi(t) par ¢~ 1.

— Le nouveau systeme obtenu

Fr(o7 ' (2°(8), pi(1), 2" (1))

définie localement une sous-variété de Legendre ;.
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Cette transformation va donc nous permettre, connaissant une variété intégrale de w,
de construire de nouvelles variétés intégrales en intégrant dans I’espace M?"t! selon la
direction du champ Xy construit précédemment selon un parametre ¢, que nous appellerons
temps, bien que cette dénomination soit abusive, car il ne s’agit pas d’un temps physique.
C’est & dire qu’il y aura deux choix a faire, un directionnel, le choix de la fonction f,
et un temporel, lors de I'intégration, pour chaque instant ¢ fixé, nous aurons une variété
intégrale.

Nous avons associé X a f, maintenant se pose le probleme de la réciproque.

2.3.2 Relations entre champs de vecteurs de contact et hamiltoniens de
contact

1. Nous allons voir dans la proposition suivante qu’il existe une relation biunivoque
entre les champs de vecteurs de contact et les hamiltoniens de contact.

Proposition 2.3 [/7] Soit une variété, M, munie d’une structure de contact. Pour
chaque forme de contact w sur M, il existe un isomorphisme ® de ’espace vectoriel L
des automorphismes infinitésimauz de contact sur ’espace vectoriel L' des fonctions

numériques différentiables sur M.

Démonstration Nous rappelons les principaux points de la démonstration donnée
dans [47, page 319] Soit X un automorphisme infinitésimal de contact, alors ® est

défini par
(X) = ix(w)
et son inverse ®~1 par:
o7 (f) = fE 4+ *[df o (ipdf)w]
ol F est le champ de Reeb de la forme w défini par:
tpw =1, tgdw =10

Et w# (voir notation (1.1 page 26))l'isomorphisme inverse de I’application qui associe
a un champ de vecteur X la forme i xdw. La fonction p telle que Lxw = pw est égale
a

p=ixdf
2. La construction du champ de vecteurs Xy est proche de la construction en dimension

paire d’un champ de vecteurs hamiltonien générateur d’une transformation symplec-
tique et donc, par analogie, nous appellerons la fonction f hamiltonien de contact.

De plus si f est indépendant de 2°, alors le champ Xy est aussi indépendant de 2° et

nous pouvons les projeter dans ’espace & 2n variables (z!,... 2" p1,...,p,) et en
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notant f la projection de f etXf le champ de vecteurs défini en projetant le champs
X, nous obtenons:

a9 of o
Xp= axiapi—l_@pi@xi

est le champ de vecteur hamiltonien classique associée a une forme symplectique
0 = dw = dp; Ada' de rang 2n, de hamiltonien f(p;, z?).

3. Proposition 2.4 Le champ de contact X¢ a les propriétés suivantes [53] :

(a) Xc:c%
(b) X_j =Xy
(¢) Xppg=Xs+ X,

J
(d) Xgg=fXy+9Xs @fg@

() Xs) = 5%

(f) X¢(f) = nfr 24

4. Théoréme 2.1 (Mrugala) Soit S une sous-variété de Legendre d’une forme de
contact w et Xy un champ de vecteur de contact associé a une fonction f; alors Xy
est tangent a 8 si et seulement si f s’annule sur S, c’est a dire si S C f~1(0).

Démonstration Ce théoréme important pour ses applications a été démontré dans
[44] et étudié dans [54]. Nous rappelons ici les principaux points de cette démons-
tration.

Supposons d’abord que Xy est tangent S, alors a partir des définitions de S et de
Xy, nous avons iy,w = f =0, d’ou le résultat.

Inversement, si S C f~1(0), alors ix,w = 0sur §. Nous savons que § est de dimen-
sion n, alors soit vy,...,v, une base de n champs de vecteurs linéairement indépen-
dants tangents a S. Nous pouvons montrer [54] que X est combinaison linéaire de
vy, ..., U, et est done tangent & S. a

Conclusion

Nous avons donc construit un champ de vecteur de contact associé a une forme de
contact w, engendrant une transformation de contact. Il est déterminé uniquement par une
fonction différentiable f appelée hamiltonien de contact. Nous avons vu, que grace a ce
champ, si nous connaissons une sous-variété de Legendre de w, nous pouvons construire de
nouvelles sous-variétés de Legendre par différents choix de fonctions f. Nous allons dans
la suite, nous intéresser au probleme inverse, qui est connaissant deux sous-variétés de
Legendre de w, pouvons nous trouver un ou plusieurs hamiltoniens de contact permettant
de transformer la premiere sous-variété en la deuxieme?
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2.4 Lien entre transformation de Legendre et transforma-
tion de contact

Une transformation de Legendre est un difféomorphisme ¢y d’une variété de contact
(M?"*+1 W) dans une variété de contact (N?"*1 ) tel que

P =w

De cette propriété, nous avions déduit a 'exemple 2.1 qu’une transformation de Legendre
¢, était une transformation de contact. Cependant, une transformation de contact est
un automorphisme, nous devons considérer que les transformations de Legendre sont de
contact quand elles vont d’un espace M?"*! dans lui-méme; dans ce cas, nous allons voir
dans ce paragraphe qu’il existe un champ de vecteurs de contact et donc un hamiltonien
de contact fr, permettant de définir cette transformation.

Cependant, nous verrons qu’alors I'interprétation classique d’une transformation de
Legendre pose un probleme.

En effet, d’un coté, il est couramment admis qu’une transformation de Legendre
conserve toute sous-variété de Legendre, nous avons méme dit que c’est cette propriété
qui avait donnée leur nom a ces sous-variétés. De "autre coté, nous savons, par le théo-
reme (2.1 page 55) quelle condition doit vérifier un hamiltonien de contact pour que la
transformation associée préserve une sous-variété de Legendre et cette condition n’est pas
vérifiée par fr.

Rappelons d’abord la définition :

Définition 2.6 (Transformation de Legendre) Une transformation de Legendre ¢p,
est une transformation d’un espace M?"T' dans un espace de méme dimension tel que :

¢L : (xov $17 s 7$n7p17 s 7pn) = (xo + Z pkxk7 —PK, $L7 $B77pL) (233)
keK
ot K et L forment une partition disjointe de Uensemble des indices (1,...,n).

Proposition 2.5 La transformation ¢;, définie par (2.33) de M*"*1 dans lui-méme est
n
une transformation de contact associée & une forme de contact w = dz® + Zpidxi sur

=1
M2t qu sens de :

biw = pu
ou p est une fonction différentiable non-nulle sur M*"+1,

Démonstration Nous pouvons vérifier que

¢1(d(2°+ D pea®) + D afd(epr) + ) pdal) = da®+ ) prdat + > pdat

keK keK leL keK leL

nous avons donc une transformation de contact. O
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Proposition 2.6 Une transformation de Legendre est un point particulier d’une trans-
formation de contact infinitésimale ¢y associée a 'hamiltonien de contact suivant :

=53 (h+ )

keK

Démonstration Soit le champ de contact Xy, associé a fr.
La transformation ¢ est obtenue par intégration du systeme de contact associé a X;:

dz 1

a2 Z(wk)Q i
keK

d k

d—xt o ke K

da!

' e (2.34)

T 01l¢€

d

% =’ ke K

dpi

l_plelL

T 01l¢€

Nous pouvons définir alors la transformation par:

¢t : ($007 xé(v $0LvPK07PL0) = ($0(t)7 wl((t)7 xL(t)va((t)7pL(t))

avec
20(t) = 2% + 1 (o) S (prco)?) sin (2) Spicoalt cos(2t) + Lpwoal
R (1) = ol cos(t) + prosin(t)
b (t) = 2k
pK (t) = procos(t) <:>acé‘7 sin (t)
pr(t) = pro
Nous retrouvons la transformation de Legendre ¢r pour ¢ = 7. a

1
Remarques 2.2 1. Lafonction f;, = 3 Z P+ (avk)2 définie comme étant le hamilto-

keK
nien de contact de la transformation de Legendre n’est nulle sur aucune sous-variété.

Or cette condition est nécessaire et suffisante pour que la transformation de contact
associée préserve une sous-variété de Legendre (théoréeme 2.1 page 55). Par appli-
cation de la transformation de contact ¢; sur une sous-variété de Legendre S, nous
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avons donc une nouvelle une sous-variété de Legendre. Cependant, cela n’est pas
contradictoire avec le résultat classique qu’une transformation de Legendre préserve
une sous-variété de Legendre; en effet, nous avons une nouvelle sous-variété de Le-
gendre si nous considérons celle-ci comme appartenant au méme espace et avec le
méme systeme de coordonnées que §; or la transformation de Legendre correspond
a une “rotation” du systeme de coordonnées en ne changeant pas la sous-variété §:
La figure 2.2 représente la trajectoire d’un point de IR® par application de la trans-

T T
formation ¢;: les 4+ représente la trajectoire pour t € [0, 5], les o pour t € [57 7| les

3 3
O pour t € [, Iﬂ-] les O pour t € [Iﬂ, 27]. En fait, les transformations de Legendre

F1G. 2.2 — Trajectoire d’un point par transformation de Legendre dans R?

et de contact correspondent & deux points de vue différents du méme phénomene:
soit nous considérons que ’objet ne se modifie pas, mais que les axes oui, soit au
contraire, nous travaillons avec des axes fixes et alors la sous-variété change.

La transformation de Legendre transforme une fonction génératrice d’une sous-
variété de Legendre dans le systeme de coordonnées associé en une fonction gé-
nératrice de la méme sous-variété dans le systeme de coordonnées associé. <&
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F'1G. 2.3 — Projection d’une transformation de Legendre sur le plan (p, q)

2.5 Fonctions génératrices et hamiltoniens de contact

Probléme : Nous avons deux sous-variétés Legendriennes de la forme w, §g et Sy, nous
cherchons a trouver une transformation de contact qui va nous permettre de transformer

Sp en 81 connaissant une fonction génératrice F0($I7pj) de &g et F1($I7pj) de Sj.

Théoréme 2.2 Soient deux sous-variétés de Legendre Sy et Sy dans M?"*! définies res-
pectivement par des fonctions génératrices Fo(x!,py) et Fy(x!,py) avec I,J partition dis-
jointe de (1,...,n), alors le hamiltonien de contact défini par

f(xl7pJ) = F1($I7pJ) <:>F0($vaJ)
engendre une transformation de contact qui transforme continiment Sg en Sy.

Remarque 2.2 Si les fonctions génératrices ne sont pas dans le méme systeme de coor-
données, nous pouvons soit, si possible, transformer une des deux fonctions en 'autre par
une transformation de Legendre (transformation de contact particuliere), soit ramener la
premiere sous-variété de Legendre sur la sous-variété nulle (de fonction génératrice nulle)

&

et ensuite transformer la sous-variété nulle en la sous-variété recherchée.

Théoréme 2.3 Soient deux sous-variétés de Legendre Sp et &1 d’une méme forme de

n
contact w = dz + Zpidxi dans M*" Y, et soient deux points qo € Sy et q; € S;. Alors

=1
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Si parmi les 2" choix possibles de partition disjointe 1,.J de (1,...
systeme de coordonnées (x',py) tel qu’il existe une fonction génératrice Fy(x',py) de So
dans un voisinage de qo et une fonction génératrice F1($I7pj) de &1 dans un voisinage de

q1, alors le hamiltonien de contact défini par

f(xl7pJ) = F1($I7pJ) <:>FO($vaJ)

engendre une transformation de contact qui transforme contindment un voisinage de qg

en un voisinage de ¢y.

Corollaire 2.1 Les résultats de la proposition et du corollaire restent valables pour des
familles génératrices (voir remarque 1.6 page 39) Fo(pr, x) d’une sous-variété de Legendre
So et Fi(pr, ) d’une sous-variété de Legendre Sy. Le hamiltonien de contact défini par

for, ) = Filpn, ) ©Fo(pr, x)

,m), il existe un

engendre une transformation de contact qui transforme continiment Sg en Sy.

Démonstration La démonstration se fait par vérification.

Les fonctions génératrices Iy et Fy sont choisies dépendantes des mémes variables

9

9

2% (2!, py) = Fo &ps

%1 (2! py) = Fy &py

(xlva)‘
Par application du théoreme 1.5 page 37, nous avons pour Sy

OF OF
I _ 0o Wi _ 0
p01($ 7pJ)_ é§8$l 3 Zo ($ 7pJ)— 8]1]

et pour Sy
oF oF
I _ 1 . Wi _ 1
p1]($ 7pJ)_ é§8$l 3 q1 ($ 7pJ)— 8]1]

Soit

f(xl7pJ) = F1($I7pJ) <:>FO($vaJ)

Le champ & intégrer est :
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Dont la solution nous donne:

Soit

0Fy, 0F
pilt) = S\ S+ Gar ) P
pJ(t)_pOJ

0Fy, 0K
Jt—( 0+—0)t+ !
) dpy ~ Opy o
21(t) = xo!

pr(t) = po,

el (t) = zo!

af
pI(t) = <j(@) t + po,
pJ(t) _pOJ
af
Jy _ 91 J
(t) = 8pjt+ o
el (t) = zo!

OF, OF
0 . I 0 I 1
zo(t) = (@(Fo(w . PJ) ‘:’pj_apj) + (Fl(w . DJ) ﬁpJ—apJ))

xo(t) = (@woo(xl,pj) + $01($I7pj))> t+ 2%

pi(t) = (epo, (2!, ps) + p1, (27, ps)) t + po,

2! (t) = (eno” (2, py) + @’ (27, ps)) t + 2o’

(2.36)

t—|—$00

(2.37)

(2.38)

Pour chaque instant ¢, nous avons ainsi une sous-variété de Legendre de fonction gé-

nératrice

Ft = (1 <:>t)F0($I7pJ) + tFl(wlva)

La sous-variété est en faite construite par une combinaison linéaire entre les deux sous-

variétés Sy et Sy au dessus des points (2!, ps), nous parlerons alors de combinaison linéaire
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verticale a (z',py) fizés. Nous noterons la combinaison verticale a (27, py) fixés de deux

sous-variétés:

S(t) = ((1 <:>t)80) oo+ (tSl)‘ )

(l’ ,p])

a

Remarque 2.3 Nous savons qu’il existe plusieurs hamiltoniens de contact permettant de
transformer une sous-variété de Legendre en une autre, mais lorsque le hamiltonien de
contact est construit a partir des fonctions génératrices des deux sous-variétés, la seule
fonction possible est-elle la différence de ces deux fonctions?, c’est a dire pouvons nous
seulement faire une combinaison linéaire verticale? ou ne pouvons-nous pas pondérer les
termes de f, c’est a dire les fonctions génératrices, ce qui permettrait de controler ’in-
fluence des deux sous-variétés. Deux cas vont étre étudiés, lorsque les poids sont indépen-

dants du parametre t et lorsqu’ils sont dépendants.

1. Coeflicients indépendants de ¢ Soit

f(xl7pJ) = A]?0($I7PJ) +HF1($I7PJ)

Alors le champ a intégrer est :

20 _ af
Xf = (f@PJapJ)

of L 0f\__of
Xy = @(w W@) N

9!
X770 (2.39)
o of
vy
XJ%’I =0

Dont la solution nous donne:

ps(t) = po, (2.40)
of
JH = 2 J
7 (t) = 8th—I—aUO
21(t) = ot
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Soit

OF, OF
2°(t) = (A (Fo(wl7pj) ﬁpJ—O) +p (Fl(wlva) ﬁpJ—l)) t+ 2%
dpg ops

oK oF
pI(t) = @(Aa—x? + Mé?—x}) t+ po,
pi(t) = po, (2.41)
oK oK

L ( ) 8PJ M@pj Zo
el (t) = zo!

() = (2!, pg) + na®i (2!, pg))) t+ 2%

_ I I
pi(t) = (Apo, (&, pa) + ppr, (2, pa)) £+ po;
ps(t) = po, (2.42)

27 (t) = (Azo”? (2, ps) + pan? (27, ps)) t + 207

el (t) = zo!
Si nous voulons que :
S(0)=S8p et S(1) =&
nous avons alors
A=eletu=1
Un autre choix de A et u nous ameénerait a un autre choix de ¢ .

. Coeflicients dépendants de ¢t

la deuxieme idée est de faire en plus dépendre f du temps Soit
f(xl7pJ7 t) = A(t)F0($I7pJ) + :u(t)Fl (xlva)
Alors nous obtenons

S(t) = (/Ot /\(T)dr) So+ (/Ot(,u(r)dr) S+ %

Les choix de A(t), u(t) et 3 doivent étre tel que

S(0) = S et S(1) = &,
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Les choix simples sont tels que

( / tw)df) - ( / tu<7>d7)
(/otA(T)dT) _ “ (2.43)
( / tu<r>dr) -

¥ =350

Lemme 2.1 Soit sous-variété de Legendre S dans M?"t, au voisinage de chacun de ses
points, pour un des 2™ choix possibles, de partition de l'ensemble des indices (1,...,n) en
deux sous-ensembles disjoints I et J , § est définie par n+ 1 équations de la forme :

p1=pi(e’,pg)
el =2l (21, py) (2.44)

20 = 22’ py)

Démonstration Le lemme se démontre en appliquant la réciproque du théoreme 1.5 page

37. a

Corollaire 2.2 Soient deux sous-variétés de Legendre Sy et Sy dans M*"T', supposons
que, pour chaque sous-variété, nous connaissons une des n premieres fonctions de la for-
mule (2.44) définies dans les mémes variables; Alors les hamiltoniens de contact suivant

filal o) = [ (bt pa) el ) o +

ot ®1 = ®1(py, AT L L ,wl) est une fonction arbitraire indépendante de x*.

falat ps) = / (11 py) a1 (e!, py)) dpr + By

ot Py = Pa(p1,. .., pi—1, Pty - - DI, wl) est une fonction arbitraire indépendante de p;
transforment la fonction associée a la premiére sous-variété en celle associée a la deuxieme.

Démonstration En remarquant que les fonctions 2.44 peuvent étre écrites soit sous la
forme

8F($vaj)
oxk

, ou I + J est une partition de I'ensemble des indices (1,...,n) et k € [

pr(al py) =

soit sous la forme
aF($I7 pJ)

, avec [e€J,
opi

q(z’ py) =
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la démonstration est immédiate et se fait en calculant la composante du champ de contact
correspondant & la fonction recherchée. Ainsi si nous voulons montrer que f; transforme
la fonction pg(xl,pj), qui est une fonction associée a Sy en la fonction associée a Sy,
p,lg(xl,pj), il suffit de calculer la composante de p; dans le champ de contact, soit

dpsj  0fi O0fi
At P Tgpr T
I
de’ _0f _ (2.45)
dt opr
dpy, dh dh T T
I = Pk@ <:>W = Pllg(w D) <:>202(95 ,DJ)

Soit en tenant compte que py(t) = p?,

pr(t) = (L &t)p) + tpj,

ce qui est le résultat souhaité pour la premiere équation, la démonstration est identique
pour la deuxieme.
La fonction arbitraire ®; indépendante de 2* et de z, n’intervient pas dans le calcul

de cette composante, elle intervient dans le calcul des autres composantes.

Ce corollaire sera utile lors des applications a la thermodynamique au chapitre 5

Définition 2.7 Nous appellerons sous-variétés nulles de M*"t! munie d’un systéme de

0

coordonnées x°, x', p;, les sous-variétés de Legendre obtenues en annulant n+1 coordonnées

par les 2n + 1.

Proposition 2.7 Soit la sous-variété nulle O de M?"t', munie d’un systéme de coor-

0

données z°,x',p;, t = 1...n, définie par

=0, 27 =0, pr=0

ou (I,J) forment une partition disjointe de l’ensemble des indices.
Alors la fonction F(z',py) = 0 est une fonction génératrice de O.

Corollaire 2.3 La fonction génératrice d’une sous-variété de Legendre S est le hamilto-

nien de contact permettant de transformer une sous-variété nulle en la sous-variété S.

Démonstration Soit F'((z, ps) une fonction génératrice de S, alors le corollaire se dé-
montre en appliquant le théoréme, avec comme sous-variété de Legendre initiale la sous-
variété nulle, de fonction génératrice Fy(z!,ps) = 0. O

Proposition 2.8 Soit une sous-variété de Legendre S, dite de référence et soit fy et fi
les hamiltoniens de contact permettant de transformer respectivement S, en Sg et Sy, alors
le hamiltonien de contact [ = f1 < fo transforme Sp en §1. De plus, cette différence est
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égale a la différence des fonctions génératrices, lorsque toutes ces fonctions sont exprimées
dans les mémes variables.

S,

Jo fi

So

J1 <o 51

Démonstration Le hamiltonien de contact fo(z', ps) qui transforme S, en Sy est définie
par

f0($17pJ) = F0($I7pJ) <:>P77’($vag])

ott Fo(a!,py), respectivement I, (2!, ps), est une fonction génératrice de Sp, respecti-
vement de S,. Le hamiltonien de contact f1($17pj) qui transforme S, en & est définie
par

f1($17pJ) = F1($I7pJ) <:>P77’($vag])

ott (2!, py) est une fonction génératrice de S;. Alors la fonction f(z?,py)

f(xl7pJ) = fl(xlva) <:>f0($I7PJ)

est la différence d’une fonction de génératrice de S7 est d’une fonction génératrice de S,
c’est donc un hamiltonien de contact qui permet de transformer Sp en 8. a

2.6 Hamiltonien de contact dépendant du temps

Introduction

Lorsque nous avons cherché un hamiltonien de contact f engendrant une transforma-
tion de contact permettant de passer d’une sous-variété de Legendre Sy d’une 1-forme w
a une autre sous-variété de Legendre 1, nous avons été amené a supposer pour certaines
équations d’état particulieres (voir chapitre 6) que f dépendait également du parameétre
d’intégration, c’est & dire que f € M?"*! x IR. La construction en coordonnées du champ
de vecteurs engendrant la transformation de contact n’était alors plus valable, il nous a
fallu alors reconstruire une transformation dans I’espace élargi M?"*! x IR. Nous allons
présenter ici cette généralisation et expliquer les choix que nous avons été amené a faire.

Comme nous sommes alors en dimension paire, nous ne pourrons plus parler de variété
de contact, de forme de contact ou de transformation de contact.

En plongeant notre probleme dans un espace qui a une dimension supplémentaire,
nous sommes obligés de travailler avec des nouvelles formes, des nouveaux champ de
vecteurs, une nouvelle transformation. Nous avons du reconstruire tous ces objets, pour
cette construction et notre étude dans M?*"*! x IR, nous allons imposer comme unique
contrainte qu’a t fixé, nous retrouvons notre structure de contact.
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La construction se fera de la maniere la plus générale possible dans un premier temps,
puis nous verrons que par rapport a notre probleme initial certains choix sont plus judi-
cieux; ceux-ci seront établis par observation de la transformation de contact dans M2+
nous verrons par exemple que le champ de contact définit une 1-forme dans M?**t! x R
convenable et nous avons décidé de travailler avec celle-ci.

Lorsque nous travaillons dans M?" T x IR, les objets mathématiques (champ, formes)
seront distingués par un tilde.

2.6.1 Plongement de la forme de contact dans M?"*! x IR

La premiere question que nous avons eu a résoudre était de construire a partir de la
forme de contact w sur M?*+1 une nouvelle forme & sur M?"*! x IR telle que son projeté
sur M?"*1 soit w, le choix le plus simple est d’ajouter un terme F(z°, p;, zt, t)dt ou F est
a priori une fonction arbitraire.

w=rn*wekFdi

ot 7 : M2t x IR — M?"t! est la projection de M2+ x IR sur M?"t! parallélement &
R.

mw = dz® + Zpidxi
=1

Nous verrons plus loin comment choisir F.

2.6.2 Construction de la transformation

Nous devons construire un champ de vecteurs engendrant une transformation tel que
pour ¢ fixé, la projection de ce champ sur M?"*! soit égal au champ X5 engendrant une
transformation de contact sur M?"+1,

En fait, nous voulons un champ tel que
,CX~F<ZJ = \rtw 4+ pFdt

- -0 "D -0 -, 0
Le champ Xr = Xfrw -I-Z (Xp’ + X7 %) + X — est définie sur M2+ x
=1

F op; ot
IR, donc avons donc une composante supplémentaire, X*, par rapport au champ Xz, mais
en remarquant qu’intégrer le long de cette composante revient a intégrer d—i, nous pouvons
poser X} = 1.
La construction du nouveau champ va étre la méme que la construction du champ Xr
au paragraphe 2.3.1. Ainsi de la méme facon que nous avons introduit la fonction f = i yw,

nous allons introduire une fonction g sur M?***! x R qui sera a déterminer.
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~ -0 - J ~ i 0 ~. 0
Proposition 2.9 Le champ de vecteurs Xg — X%w—l—; (Xp’a——l—X]? 83&) —I—X}’}%
avec =
X;:X§+g:X§—|—X;
Xp=Xp , =Xp+Xi=1...n
X7 _X]@+g_X]€ —I—X; ga=1...n
Xt=1

ot F,g sont des fonctions sur M?"t! x R, génére une transformation sur M?***1 x IR
associée a la forme @ = da® + 37, pidat < Fdt tel que

,CX~F<ZJ = \rtw 4+ aFdt

X;,X%,Xﬁl , respectivement X7, X Xx , sont les composantes d’un champ de contact
sur M* 1 associée a l’hamzltomen de contact F, respectivement g et a la forme w =

da® + 30, pidz’. De plus,nous avons A = AFpg = A+ Ay

L’écriture développée du champ donne:

)
)+ () i1

- n I(F +

Xp= ((F+g @sz o g) (F©sz )+( sz
=1 ¢

i F+g) 0F+y) 3F

X = (pi 020 T an ) T\ T

oot O +g) OF Oy

Ak = opi  Op + op;

1=1...n

Xt=1
(2.47)

et pour la fonction multiplicatrice

g _oF g
920 920 920

De plus nous avons une relation entre F et ¢:

9P\ _oF 9 g g\ OF 09 0F g
" (’“:’axO) o0 (g SPig0 0) * (plaxo ‘:’axi) o " apow Tar 0 )

Démonstration Nous nous intéressons a la construction d’un champ dans M?*"t! x R
associé & la forme & = n*weFdt tel que sa projection dans M?" T soit le champ générateur

d’une transformation de contact.
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L’idée est de calquer la construction du champ dans M?*"T! x IR sur celle faite dans
M?7*1 cest & dire un champ X tel que

,CX~F<ZJ = \rtw 4+ pFdt

avec

i 0
XF_XF —|—Z(Xp’——|—XF 8x2)+X —

et

G =da®+) pida’ e Fdt

=1
i w est une 0-forme,on peut donc poser
P

ix,@=9, §e€A (M xR)

Or
n . 9F or . oF
do = dp; ‘ Adt + —dat Adt —dz" A dt
~ ;(p op; A —I_@aclx/\ )—I_@acox/\

En tenant compte de
Lo =igdotd(iz,o)
,CX~F<IJ = \r*w + aFdt (2.49)
iXF&) =g

Nous avons donc

- dw = Ao ©dg
R T el (2.50)
15,0 =9
avec
iz, 0=XE +p X oF
Donc

F F F F o~ F -
ZX dw_a—dw —I—Z(Xp’—l—a—)dw +(<:>XF+gp)de (8 XF—I—8 T Zp'

dz0 13} dz0 82
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Soit

~ i OF 8F 8F oF .

= X (da® —I—pidaci) + ,&th<:>( 99 440 4 99 99 4y, + a‘zdt)

dz0 dxt Jp; 13}

En tenant compte aussi de iXFcD = )N(fp +>0 pzf(ffil < F, nous obtenons les résultat
souhaités :

n

Xz ((F—I—g @ZpZFT—I_g))

=1 ¢

X%:(imF+g%bmF+w)J:1”m

00 dxt
Xﬁl = 8(];7;_9) i=1...n
Xt=1
- I +g)
ox0
. oF oF dg dg dg\ OF 0g OF Oy
F -_— -_— ; e - - —_— =
(’“:’axO) = 920 (g <P 8360) + (p 920 T o0 ) opr T opiowt Tor O
(2.51)
O
Remarques 2.3 1. La fonction F est-elle bien arbitraire ou est-ce que certains choix

de ne seraient pas plus judicieux? Nous remarquons que lors de la construction d’un
champ de contact, nous avons

ixw=f
Soit
Xo+pXi=7f
ce qui se traduit par la relation différentielle :

dz® n da?
dt + dt_f

=1

Soit en “multipliant” par dt:

de® = fdt ) pida’

=1
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Nous voyons que lors d’une transformation de contact, nous devons annuler la 1-

0 n . 7 N « el s .
forme da® 4 "7 | p;da’® < fdt. Nous voyons que notre probleme initial nous défini
une forme sur M?**"*! x IR, qui doit étre nul lors d’une transformation de contact et
nous décidons de la choisir comme © et donc de poser /' = f. Nous allons donc nous
intéresser a construire une transformation associée a la forme

G=da®+)  pida’ & fdi (2.52)
=1

2. Les fonctions f et ¢ jouent un role symétrique et apparaissent dans le champ associé
par la relation f -+ ¢, lorsqu’il faudra déterminer a la fois ces deux fonctions, cela
reviendra au méme de choisir une seule fonction h = f + g, ou alors de poser g = 0

et de s’intéresser au choix uniquement de f.

3. Par rapport a notre probleme de départ, un cas de fonction ¢ va étre intéressant,
c’est ¢ = 0. En effet dans ce cas, nous avons bien le méme champ projeté sur A?"+!

que celui construit pour la transformation de contact classique.

- " 9f
Xf = (f@;pza—pl)

)N(szi:( 07 <:>8f) i=1...n

02° Oz (2.53)
=i 0
X§ = / ,t=1...n
Ipi
T
A= —
ox0
4. Dans le cas g = 0, nous avons de plus
ix&=ixwefXi=iywef=0
Donc
ixw=f
On retrouve ’hypothese de la démonstration f indépendant de t.
indaJ = indw + in(df A dt) = indw +df = dw
Donc
ix,dw = Aw df (2.54)
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On a donc, dans ce cas (g=0) les mémes relations que pour f indépendante de t, ce

qui justifie a posteriori les choix effectués.

5. Proposition 2.10 A la forme & = di° 4 pidg’ < fdt, nous pouvons associer un
champ tel que:

1
iX(de/\dxl/\...dx”/\dpl/\.../\dpnAdt):EQA(d&J)”

Ce champ est égal au champ Xf défini par:
'CX}W =\

Démonstration La démonstration se fait en coordonnées:
5 A (d)”
—) o) =
n

1dz’ Adpy AL Adppdat AL dz™

+Z<:>8—fdx0Adp1 Ao Adppdat AL Ade T Ade T AdE
—  Op;

=1

- 8f 8f 0 1 n

"0
+(<:>f+2pi f) +dpi A Adppdat AL da™ AdE

=1 81)2
(2.55)
Soient XIO7 Xﬂb’i7 XPi, X! les composantes de X :
- i 0 -0 0
X =x"__ X™_— 4 XPi X'_=
D0 +;( 9at T 3[)2') T
Alors
ix(dz® Adat AL .da” Adpy AL Adp, AdE) =
X2 (da' AL da™ Adpy AL A dp, AdEAdE
ey (Xfidxo Adpy AL Adpadat AL Az AdeTT A dt) (2.56)

=1

+> (XPda® Adpr AL Adpi Adpiga AL dppdat AL da” Ad)
=1
+ X da® Adpy AL Adpadat AL d2™)
En égalant (2.55) et (2.56), nous obtenons le résultat annoncé, c’est a dire que ce

champ est égal au champ défini par (2.53). O
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Par cette construction, nous retrouvons le champ de contact, a partir de la forme
volume Q = dz° A dz? A dp; A dt. Nous ne savons pas encore interpréter ce résultat,

nous pensons qu’il est a rapprocher du champ de Reeb (voir I’équation 2.6 page 46) :

je(w A (dw)") = (dw)”

6. Lorsque i = A, la relation 2.48 devient :

O (geop ) 0 (g L) 2L 00 0 01 00
dx° (gﬁplapi) <:>89€ f<:>23¢ —I_@pi@xi@@pi@xi@@t_o

Conclusion Nous allons pouvoir utiliser le champ Xy engendrant une transformation
de contact pour des fonctions dépendantes ou indépendantes du parametre d’intégration.

Dans le cas ¢ = 0, le champ Xf a des propriétés équivalentes au champ X (proposition
2.4 55)

af af\ o af o
Propriétés 2.1 Le champ Xf = (f <:>Z ) 920 + Z (( 8$2) o + Op; 02

a les propri€tés suivantes:

. ag 0
1. XCI C@ﬁ-%

~ - aJ
2. X_f —<:>Xf+2§

~ ~ ~ aJ
3. Xf—l—g = Xf ‘|’Xg<:>3_t

- - - 0 0
4. Xy =Xy 49Xy ﬁfgﬁﬁ(f+gﬁl)§
of 0
FEMT
L O0f 0

6. X;(f")y=nf —+§

5. Xe(f)=f

780 f =7 6(t)fi, alors X; =3, 6()X,

Les termes en gras sont les termes qui se rajoutent au champ X; (proposition 2.4 page

J
55), ils proviennent de ’ajout du terme — au champ et ainsi lorsque de la projection du

ot

champ Xf sur M?" %1 les propriétés du champ X sont conservées.

Démonstration Pour démontrer les propriétés du champ Xf, il faut tenir compte des
propriétés du champ X et de la relation entre Xf et Xy

d

X=X
e T
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Ainsi pour la propriété 2:

2.6.3 Lien avec les systémes hamiltoniens dépendant du temps

Nous allons voir que notre démarche est proche de la démarche symplectique lorsque le
hamiltonien dépend du temps. Nous allons commencer par rappeler ce qu’est une transfor-
mation symplectique et comment ensuite a été résolu le probleme d’hamiltonien dépendant

du temps.

Transformation symplectique

1. hamiltonien indépendant du temps
n .
Soit une 1-forme o = Zpidxlsur une variété symplectique M de dimension 2n.

=1
n

Nous allons nous intéresser a a la 2-forme symplectiquew = dov = dei A dat (voir

=1
= 0 g 0 . A .
le paragraphe 1.1.1), Un champ X = ZXP’— + X% — est dit hamiltonien s’
=1 8])2 8$Z
existe une fonction H sur M tel que:
ixw =<dH
Ixw = iX(dei A dxl)
=1
= (Xpidxi <:>X9”idpi) (2.57)
=1

“~( 0H , 0H
= Z S—dat e—dp;
=\ o Jp;
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Donc

Xwi:fizaH,izl...n
Ipi
) (2.58)
. H
Xr=p=c—,i=1...n
dx

La fonction H s’appelle le hamiltonien du systéme (2.58).

. hamiltonien dépendant du temps

En géométrie symplectique est apparu également un probleme lorsqu’il fallu travailler
avec une fonction hamiltonienne dépendant du temps. Nous nous sommes inspirés
de la solution classiquement proposée lors de notre construction de transformation
associée a un hamiltonien de contact dépendant du temps. Nous allons présenter ici

les principaux points de cette solution.

Proposition 2.11 [18] Soit (M?",w) une variété symplectique et soit H une fonc-
tion différentiable sur M?*" x IR. Il existe un champ de vecteur et un seul X sur

M?" x R ayant les propriétés suivantes :

(a)

. 0
X(z,t) = X¢(z) + 5; dans To sy (M?" x R) = T (M) & Ty(R)

(b)
ig(m*wedH Nd) =0

Démonstration Nous reprenons la démonstration de [32].

Soit Hy la restriction de H & M?*" x t. L’équation (2b) devient
ix,w & (X;, Hy)dt + dH, = 0

ou
ixw=sdl, et Xy H;=0

Le champ X; est donc le systeme hamiltonien sur M?" x t associé & H;. L’expression
en coordonnées de X; montre alors:

X(z,t) = Xi(2) + %

a

Remarque 2.4 Lorsque H est indépendant de t, X; est aussi indépendant de t et
est égal au systeme hamiltonien X associé a H. <&
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Nous allons voir que notre construction est paralléle a la construction de Cartan.

Nous avons d’abord Iintroduction d’une nouvelle 1-forme & = 7*(pdq) ©Hdt ot H

est une fonction de p, ¢, t, c’est & dire 'ajout d’un terme <Hdt & la 1-forme o, de la

méme fagon, nous avons ajouté le terme fdt¢ a notre forme de contact.
Etudions la transformation associée.

Soit @ = da = dp A dg <dH A dt. Nous avons

= Xrdg & Xdp =iz (dH A dt)

i (dH Adt) :iX(a—Hdp/\dt)—l—iX(%—Iq{

dg A dt
9 q A dt)

= %—IZ(XPdt & Xtdp) + %—IZ(qut &Xtdg)

Donc

of -, ol -, | of . oH
o = (— X! X9)d — X!+ XP)d —XP 4+ —X9)dt
Nous avons de plus:
iX@ IZX@—I—ZXt@

—iyw 4 XtdH,

= (Xt=1)dH;

des formes différentielles

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
(2.64)

(2.65)

2.7 Transformation de fonctions, de champs de vecteurs et

Nous avons vu qu’une transformation de contact transforme une sous-variété de Le-

initiale.
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des fonctions, des champs de vecteurs ou des formes différentielles définis sur la sous-variété
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2.7.1 Transformation des fonctions

Soit une fonction F(2°, pr, 2”) définie sur une sous-variété de Legendre Sp d’une forme
de contact w = da® + Y°"_| pdat

Nous allons déterminer comment se transporte la fonction lorsque nous appliquons sur
Sp une transformation de contact.

Pour cela, il faut transporter la fonction le long du flot du champ de contact (2.31 page

52) auquel nous avons ajouté la composante :

dF OF da°  9Fdp; _ OF da’
ar _ el 2.
d¢ 020 dit o dpr dt + oz dt (2.66)

~ 8F "\ 9f\  OF ( af _9f\ , OF (df
) (f oL ) e =) + 7 ()

Il faut l'intégrer ensuite, en ayant déja intégrer les autres équations du champ.

2.7.2 Transformation infinitésimale conforme de champs de vecteurs

Proposition 2.12 le transformé d’un champ horizontal par une transformation de contact

est horizontal

Démonstration (w, X) =0 donc (pw, X) = (ws, X) = (¢ w (¢1(2)) , X) = (w, o X) =
0

Nous pouvons définir la transformation infinitésimale conforme d’un champ de vec-

teurs :

Définition 2.8 Soit Y un champ différentiable sur M, une transformation infinitésimale

conforme de Y, est un champ de vecteurs X tel que:
¢; (Y (¢e(2))) = p(t,2) Y (2), p> 0

2.7.3 Transport des formes différentielles

Certaines fonctions sont définies par dérivées de fonction définies sur la sous-variété
de Legendre, si nous voulons transporter ces fonctions en conservant le fait qu’elles sont
définies par dérivées de fonctions, nous ne pouvons pas appliquer la méme méthode, en
revanche, une transformation de contact transportant les formes différentielles, nous allons
considérer que ces fonctions sont des coeflicients des formes différentielles.

Soit une sous variété de Legendre Sy de la forme de contact w = da® + Zpidxi et soit
¢ une transformation de contact

Nous rappelons que si

0 1 0
¢ (2% p2,2%) s (221 (2 p0, 20), pH(a®°, p%, 2), 2l (2, p?, 2?))

et que s'il existe un systéme d’intégrales premieres de Sy (voir définition 1.20 page 41)

0
F (2%, ph,23) = 0
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Alors ¢ transforme Sy en une sous-variété §; qui a comme intégrales premieres:
0. 41,00 0 0y _
Fog™ (a7 ppay) =0
oll ¢~ 1 est la transformation inverse :
-1 .0l 1 1 o0 1 1y o0l 1 1y o0l 1 1
(b : ($ 7pi7$i) = (Z ($ 7pi7$i)7pi($ 7pi7$i)7xi($ 7pi7$i))

Nous cherchons a transporter des fonctions définies comme dérivées partielles de cer-
taines de ces intégrales premieres, nous voulons les transformer de maniere qu’elles soient
dérivées partielles des nouvelles intégrales premieres.

Ces fonctions peuvent étre définies comme coeflicient de forme différentielle obtenue

par différentiation des équations d’état:

: B, OFY oY
dEO((xo 7p?7$?) = 8xoodzo + 8])0 dp? + an dqzo =0

Une transformation de contact est construite de maniere a transporter des formes
différentielles,nous n’avons pas de problémes pour calculer I'image par ¢, = (¢7!)* des

quantités dwoo, dp?,dg;, soit

92°° 92°° 92°°
L (d2®° dz! dp! dq!
¢« (daz™) o z + o v+ dq] 4
0 oY oY
bu(dp?) = —Lidzt 4 aig dp} + af])lldqil (2.67)
T [ 7
dq) g} g}
0-(dg?) = rdet 4 hdp + 5oy

Les coefficients sont des fonctions des variables initiales, par application de ¢~ :

ore ore oF?  _
AR AL 7 A 0

nous obtenons des fonctions de (xol,p}, z})

En reportant les résultats des deux opérations précédentes, nous obtenons ¢, (dFZ»O((acOO7 Y, 29))
qui est un systeme linéaire de forme différentielle sur &j.

En regroupant les coeflicients des dxol, dp!,dq}, nous pouvons ainsi obtenir les images

des dérivées recherchées.

2.8 Conclusion

Dans cette premiere partie, nous avons mis en place le cadre mathématique, dans lequel
nous allons pouvoir étudier la thermodynamique.
Nous avons construit un champ de contact, engendrant une transformation de contact,

en mettant en avant le role essentiel du hamiltonien de contact pour définir ce champ: il

78



existe une relation biunivoque entre ’espace vectoriel des champs de contact et ’espace
des fonctions différentiables.

Nous avons établi le lien entre le hamiltonien de contact définissant une transformation
de contact entre deux sous-variétés de Legendre et les fonctions génératrices de celles-ci.
Ce résultat va nous étre tres utile au chapitre 5.

Nous avons généralisé la théorie au cas de hamiltoniens de contact dépendant du temps.
Cette généralisation mériterait d’étre encore approfondie, notamment “la construction”
du champ de contact & partir de la nouvelle forme et de la forme volume sur ’espace
élargi M?"*t! x IR. Nous verrons au chapitre 4 une interprétation physique du terme
supplémentaire fdt.

Enfin, Nous avons établi comment, en plus de transformer une sous-variété de Legendre
en une autre, nous pouvons transporter certains objets mathématiques définis dessus.
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Deuxieme partie

Formalisation de la
thermodynamique classique






Introduction

Dans cette partie, nous allons décrire comment le formalisme des structures de contact
s’adapte a la thermodynamique dite de Gibbs.

Nous verrons que les outils mathématiques introduits dans la partie précédente per-
mettent de modéliser, dans un tel cadre, les objets classiques de la thermodynamique.
Nous allons pouvoir y définir les modeles thermodynamiques, les équations fondamentales
et d’état. Nous verrons que certaines méthodes de calcul classiques en thermodynamique
trouvent leur justification.

De plus, nous montrerons que l'utilisation des transformations de contact est une
nouvelle méthode mathématique pour générer des modeles thermodynamiques complets,

c’est a dire a la fois:
— L’ensemble des équations d’état d’un modele.
— Des fonctions thermodynamiques caractérisant ce modele.
— Les coefficients de réponse de ce modele.

Nous avons vu au chapitre 2 qu’une transformation de contact était définie de maniere
unique par la donnée d’une fonction, le hamiltonien de contact. Aux chapitres 5 et 6, nous
verrons comment choisir ces fonctions en thermodynamique. En fait, nous allons nous
intéresser a un probleme particulier, que nous pourrions qualifier de probleme inverse:

Connaissant I’ensemble des équations d’état d’un modele, que nous qualifierons d’initial
et une seule équation d’état d’un autre modele, pouvons nous trouver une transformation
de contact et donc un hamiltonien de contact, transformant une des équations d’état du
modele initial en ’équation connue du modele final?

L’intéréet d’une telle démarche est qu’en appliquant alors la transformation de contact
ainsi construite aux autres équations d’état du modele initial nous obtenons des nouvelles
équations d’état pour le modele final.

Selon le type de I’équation d’état connue du modele final, nous verrons comment
construire ce hamiltonien de contact. Dans le chapitre 5, nous présentons des hamilto-
niens de contact obtenus a partir d’équations d’état de forme générale. Dans le chapitre
6, nous nous sommes intéressé a un probleme particulier : le probleme pVT', c’est a dire
lorsque ’équation d’état connue est I’équation reliant la pression, le volume et la tem-
pérature. Dans ce cas, nous montrons comment nous avons construit les hamiltoniens de

contact proposés.
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Chapitre 3

Rappels et notions de
thermodynamique classique

Dans ce chapitre, nous allons faire des rappels de thermodynamique classique. Notre
présentation est orientée vers la thermodynamique des équations d’état, qui est importante
pour ses applications, notamment pétrolieres.

Nous introduisons les notions de thermodynamique que nous allons utiliser par la suite.
Dans le chapitre 4, nous redéfinirons ces notions dans le cadre de la théorie des structures
de contact.

Compte tenu des développements précédents, le lecteur pourra retrouver en filigrane
I’introduction d’une structure de contact.

Pour une étude plus précise des notions thermodynamiques présentées ici, on se référa
a [15] .

3.1 Etats d’équilibre d’un systéeme et coordonnées thermo-

dynamiques

La thermodynamique [10] [13][15] étudie des ensembles matériels de taille macrosco-
pique, appelés systemes. L’état thermodynamique d’un systeme est I’ensemble des proprié-
tés qui le caractérisent; un systeme thermodynamique homogéne est un systeme simple,
appelé aussi phase.

L’état thermodynamique d’une phase en équilibre est décrit par sa composition
chimique, sa masse M et d’autres grandeurs telles que le volume V', la pression p, la tem-
pérature T', I’énergie interne U, I'entropie S, I'enthalpie H, I’énergie libre A et ’enthalpie
libre G.

Un certain nombre de parametres permettent de définir de maniere macroscopique les
systemes thermodynamiques et les différents états, ce sont les variables thermodyna-
miques.

L’existence et la “nature physique” de ces coordonnées thermodynamiques ont été
dégagées progressivement au cours du 19°7¢ siecle, nous ne reviendrons pas dessus.
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On distingue deux catégories de variables. Pour les différencier, considérons deux sys-
temes identiques en toutes leurs coordonnées que nous réunissons en un seul :

— les variables extensives sont multipliées par deux ; les plus usuelles sont le volume V|
le nombre de moles N, I’énergie interne U et ’entropie S.

— les variables intensives gardent la méme valeur ; les plus usuelles sont la pression p,
le potentiel chimique u et la température 7.

Dimensions

Nous étudions des systeémes a ’équilibre [37], nous verrons dans le chapitre 5 que
I’espace des phases thermodynamique est une variété, dite variété des états d’équilibre.
Pour un systeme de N. = n <2 composants sa dimension est 2n + 1. Pour déterminer n,
on utilise la “régle des phases” de Gibbs:

d=N.4+2sp

thermodynamiques ol d est le nombre de degré de liberté (a quantité totale fixée dans le
systeme),
N, est le nombre de constituants ou d’especes chimiques distinctes
et o est le nombre de phase présentes.
Ici, nous avons affaire & un systéeme simple et donc ¢ = 1.
Comme nous considérons des systéemes a quantité totale libre, nous avons

D’ou I'ensemble des systemes thermodynamiques & N. = n <2 especes chimiques
indépendantes forme une variété de dimension 2n + 1.

Nous avons de plus en thermodynamique une hypothese fondamentale : tous les sys-
temes peuvent étre représentés par un systeme simple si 'on ne distingue pas les états
stables des états instables.

3.2 Formes fondamentales de Gibbs

Considérons un systeme fermé homogene en équilibre. Les variables d’état sont liées
par une équation fondamentale de la forme

U=U(S,V)

ol U est supposé différentiable par rapport a chaque variable. En différenciant :

ou ou
dU = de + %dS

Cette relation est I’équation fondamentale de Gibbs pour un systeme fermé monophase en
équilibre associée a I’énergie interne U.

Il a été montré en thermodynamique [13] que:

AU = epdV + TdS
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Cette équation, appelée équation de Gibbs n’est valable que pour une phase en équilibre
statique stable, mais elle est également applicable a I’état final d’un systeme évoluant d’un
état d’équilibre a un autre état d’équilibre, méme si les états intermédiaires ne sont pas
des états d’équilibre.

Pour un systéeme monophase ouvert en équilibre, I’énergie interne d’une phase est
également fonction du nombre de moles N; des différents composants chimiques ¢ qui la

composent :
U=U(S,V,NY ... NN

d’ou :

N,
ou . ou S oU
dU=2Cav + a5 +3 SN
U=ardr as T Lo

On définit maintenant une nouvelle fonction d’état, appelée potentiel chimique x° de la

substance ¢ par :

oU
i:—'7.:1“‘NC
Fe=oni!

On peut donc écrire ’équation fondamentale de Gibbs pour un systéme monophase ouvert

en équilibre :

N
dU = TdS <pdV + > pdN' (3.1)
=1
I’équation de Gibbs (3.1) a été établie en prenant les grandeurs S, V, N comme variables
indépendantes, on peut aussi prendre les variables intensives comme variables indépen-
dantes, ce qui introduit de nouvelles relations fondamentales pour une phase:

U énergie interne
H=U+pV enthalpie
A=U&TS énergie libre

G=U&TS+pV =H TS enthalpie libre

Avec les expressions différentielles :

Ne
dU = TdS &pdV +)  pdN (3.2)
=1
Ne¢ '
dH = TdS+Vdp+ > mwdN’ (3.3)
=1
Ne¢ '
dA = &SdT opdV + > pdN' (3.4)
=1
Ne¢ '
dG = ST +Vdp+ ) mdN’ (3.5)

=1
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Les fonctions U, H, A, G sont appelées potentiels thermodynamiques.
Dans la suite de la these, lorsque nous parlerons de I’équation de Gibbs sans préciser

le potentiel au quelle elle est associée, il s’agira de ’équation associée a I’énergie interne.

Remarque 3.1 (Représentation entropique) Dans notre présentation de la thermo-
dynamique, nous avons une coordonnée privilégiée, I’énergie interne. Nous avons ainsi
exprimés certaines grandeurs thermodynamiques par dérivation de la fonction d’énergie
interne. En thermodynamique, il existe un autre choix qui consiste a travailler a partir de

Ientropie S. Nous avons également une forme de contact (car 7' > 0)

N,
1 P S
dS==dU+ =dV &) —dN’
T + T z; T
1=
Tous les résultats que nous allons alors établir peuvent étre transposés dans cette repré-
sentation car le théoreme des fonctions inverses s’applique globalement. <&

Remarque 3.2 (Travail magnétique et électrique) [15] Lorsque le systeme est plongé

dans un champ magnétique, il apparait un terme supplémentaire di au travail magnétique

dans la forme de Gibbs:

Ne
dU = TdS <pdV +> " pdN' + poH.dI

=1

ol H est le champ magnétique, I le courant, pg est la perméabilité du vide.

De la méme facon, si le systeme est soumis & un champ électrique, nous devons tenir
compte du travail électrique F.dPg, ol F, est le champ électrique, et Pg la composante
du moment électrique parallelement au champ. <&

3.3 Equat ions thermodynamiques

Pour un systeme thermodynamique donné, les 2n+1 variables thermodynamiques ne
sont pas indépendantes, mais sont liées par un certain nombre d’équations. Un des pro-
blemes de la thermodynamique est d’établir ces équations. Deux types d’équations sont
distinguées en thermodynamique, les équations d’état et les équations fondamentales. Dans
le paragraphe suivant, nous étudierons les équations d’état.

Les équations fondamentales s’appellent ainsi car leur connaissance permet de définir
entierement un systeme. Pour chaque systeme, il y a une équation fondamentale associée
a chacune des équations de Gibbs. L’équation fondamentale est la donnée du potentiel

associé a la forme de Gibbs en fonction de variables privilégiées.

Exemple 3.1 Ainsi si nous connaissons l'énergie interne en fonction de Uentropie S, du

volume V et du nombre de moles N*

U=U(S,V,...,N',...) (3.6)
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nous avons obligatoirement les équations suivantes pour satisfaire 'équation fondamentale

de Gibbs (3.1):

oU oU oU
S ) v, . N oV /)s ni ON* ) sv.. N

&

Dans le tableau suivant, nous avons les équations fondamentales et les équations déduites

pour chaque potentiel dans un espace des phases thermodynamiques de dimension 5.

U=U(S,V) A=AV,T)
(S, V) = (g—g)v S(T,V) = @(g—;)v
G=G(T,p) H = H(S,p)

S(T,p) = ﬁ(g—?)p T(S,p) = (Z—g)p

TaB. 3.1 - Equations Jondamentales et équations d’état

3.4 Equations d’état et modeles thermodynamiques

Nous avons vu qu’un systeme est défini lorsqu’on connalt son équation fondamentale,
seulement cela n’est presque jamais le cas. Mais, pour un systeme thermodynamique donné,
les variables thermodynamiques sont liées par des équations appelées équations d’état.

Ces équations décrivent un systeme, une équation d’état ne caractérise pas totalement
un systeme, mais nous informe comment sont reliées certaines variables.

Exemple 3.2 Une équation d’état dite pV'T est une équation reliant la pression, le volume
et la température et décrivant comment ces variables évoluent les unes par rapport aux
autres pour un systéme donné. Cette équation ne nous donne aucune information sur
Uévolution des autres grandeurs.

Lexistence d’une équation pV'T est garantie localement si

oU
W—P#O
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Définition 3.1 Lorsqu’un ensemble minimal d’équations d’état, explicites ou implicites,
caractérise totalement un systeme thermodynamique, nous dirons que cet ensemble est un

modele thermodynamique.

Remarques 3.1 [15]

1. Une équation fondamentale peut étre interprétée comme une équation d’état conte-

nant toute 'information thermodynamique d’un systeme.

2. L’ensemble des équations d’état d’un systeme est équivalent a I’équation fondamen-

tale de celui-ci.

3. Nous verrons au chapitre 4 que dans un espace des phases thermodynamiques de
dimension 2n+1, n+1 équations d’état indépendantes définissent un modele. Comme
les équations doivent vérifier I’équation de Gibbs pour un modele thermodynamique,

une fois n équations déterminées, la (n+ 1) est fixée, elle s’obtient par intégration

de I’équation de Gibbs. <&

Nous allons décrire deux modeles thermodynamiques particuliers, le gaz parfait et
le gaz de Van der Waals qui vont étre les modeéles auxquels nous ferons régulierement

référence dans nos exemples.

Le gaz parfait

C’est le modele idéal de la thermodynamique : il ne rend pas compte des interactions
entre les molécules. De plus, il ne décrit pas les changements de phase possible d’un gaz.
Il est cependant intéressant pour les phénomenes & haute température lorsqu’on se trouve
a I’état gazeux.

Les autres modeles a équations d’état ont été construits par correction du gaz parfait.

Les variables p, V,T', N sont reliées dans ce modele par la relation :
pV = NRT ou Rest une constante (3.8)

La figure (3.1) montre ’évolution de la pression en fonction du volume dans le modele des
gaz parfaits pour différentes températures.

L’énergie interne est fonction uniquement de la température (et du nombre de moles) :
U= NEkT) (3.9)

Un exemple de gaz parfait est le gaz parfait monoatomique & un seul composant défini
par les 4 équations dans M7 :
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\Y,

Fic. 3.1 — Courbe de niveau T de la surface pV'T pour le gaz parfait

pV = NRT
U= §NRT
2
3 U V
5 TS
= RT o2
n=g il ey
Etudions le domaine de définition de ce gaz. La relation de I’entropie nous donne:
U V
ﬁ >0, ﬁ >0

Comme le nombre de moles N est positif, nous avons U > 0 et V > 0, donc d’apres la

deuxieme relation RT > 0, donc p > 0. En résumé :

U>0, SeR , V>0, N>0, RT>0, p>0, peR

R est une constante que ’on prend positive, donc T > 0

Gaz de Van der Waals

C’est un modele de fluide réel qui prend en compte 'interaction entre les différentes
particules caractérisé par la relation :

_ _NRT__ N
P=VanNy T Ve

(3.10)
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La figure (3.2) montre I’évolution de la pression en fonction du volume dans le modele
de Van der Waals pour différentes températures.

P

\Y,

Fic. 3.2 — Courbes de niveau T de la surface pV'T' pour le fluide de Van der Waals

Le parametre b, appelé covolume, correspond a D'existence d’un volume minimum
pour le gaz, c’est-a-dire que contrairement au gaz parfait les molécules ne peuvent pas se

rapprocher indéfiniment lorsqu’on augmente la pression.
2a/ by N . b . 3 .
Le terme en ———, homogene a une pression, s’appelle pression interne et traduit
V2 1 1
I’existence d’une interaction attractive entre molécules s’exercant a courte distance par
Iintermédiaire de forces dites forces de Van der Waals. 1l provient de I’énergie potentielle
d’interaction entre les particules.

Un exemple d’énergie interne et d’entropie associées & un gaz de Van der Waals est:

N? 3
v= = + INRT (3.11)
S—— S——
énergie potentielle énergie cinétique
3 U+ Xa V <Nb

Pour une température suffisamment élevée, les isothermes de Van der Waals sont
confondues avec celles des gaz parfaits. L’équation des gaz parfaits (3.8) est alors une
bonne approximation de I’équation de Van der Waals (3.10).

Les modéles multi-composants
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S en fonction de V et U pour Te nodele de Van der Waals
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F1G. 3.3 = S(U,V) pour le modéle des gaz de Van der Waals

Lorsque un systeme thermodynamique est composé de plusieurs composants, les équa-
tions d’état s’écrivent en fonction des propriétés thermodynamiques de chaque composant
[21] [26] . Elles doivent de plus décrire I'interaction entre les différents composants.

Des modeles thermodynamiques multi-composants ont ainsi été élaborés. Par exemple,
nous avons une équation du gaz parfait multi-composant :

Nc
pV =) N'RT

=1

oil p est la pression globale du systeme, V le volume, 7' la température et N* le nombre
de moles de chaque composant.

Pour un modele type Van der Waals, les termes de pression interne et de covolume
doivent faire apparaitre le role de chaque composant. Les regles qui permettent de décrire
alors ces termes s’appellent régles de mélange [50]. Plusieurs modélisations des regles de

mélange ont été proposées. La plus classique, pour un fluide de Van der Waals de N,
composant est:

1=N. N.
N2q = Z z:]\ﬂ']\fj1 /a;a; (1 <:>I(Z']‘)
=1 j=1

ou K;; est un coefficient d’interaction binaire et K;; =0,

=N,

Nb = Z Nb,

=1
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L’équation pV'T de Van der Waals s’écrit :

N2
(p—l— 72 )V@Nb) NRT

3.5 Coefflicients de réponse

Parmi les fonctions thermodynamiques permettant de caractériser expérimentalement
un modele thermodynamique, nous distinguons les coefficients de réponse [10], qui sont
des rapports entre les variations de deux variables extensives ou intensives. lls peuvent
s’exprimer en fonction des dérivées secondes des fonctions fondamentales.

Au paragraphe 3.3, nous avons distingué quatre équations fondamentales dépendant
de ¢+ 2 variables, ¢ étant le nombre de composants. Parmi les dérivées secondes possibles,
certaines ont un sens physique et un nom ; celles-ci sont:

1 1 2
— le coefficient d’expansion thermique g = v (Z_‘]i) = (ZTCj) :
P

cetes s s 1 [foV 1 [0%°G
la compressibilité isotherme k = <— == | =
V \ 0p?

V 8p
e . 1 [0*H
— la compressibilité adiabatique y; = ( ) <:>‘7 (8P2 ) .
, . ou %A
— les chaleurs spécifiques C', = (8_T) = ( ) (W) y et
OH a9 82G
e=(5r), =7 (57), == (572),

Nous appelerons également coeflicients de réponse les fonctions suivantes :

— le coefficient de Joule-Thomson Jr = (Z—T)
P

— la vitesse du son ¢ = ol p est la densité du fluide.

S

Et de maniere générale, toute fonction obtenue a partir des dérivées des équations détat

sera appelée coefficient de réponse.

3.6 Relations de Maxwell

Les relations de Maxwell sont des relations que doivent vérifier un systeme thermo-
dynamique pour étre acceptable. Elles relient les dérivées partielles des équations d’état
et sont établis & partir des dérivées secondes des équations fondamentales. Ainsi si nous

supposons que

0 0
050V — VoS
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alors

“(5),...~ ()
85 V,Nl N 8‘/ V,Nl

Pour un systeme thermodynamique a N. composant, nous avons pour chaque potentiel
thermodynamique, (N, 4 2)(N.+ 1)/2 relations de Maxwell [15, page 118].

3.7 Conclusion

Ces brefs rappels de thermodynamique laissent entrevoir un des problemes en thermo-
dynamique, il y a beaucoup de notions et de concepts, dont le lien, au niveau mathéma-
tique, n’est pas toujours évident.

Nous verrons dans les chapitres suivants que ces notions s’interprétent dans le cadre

des structures de contact.
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Chapitre 4

Structure de contact et
thermodynamique

Dans cette partie, nous allons voir comment nous pouvons naturellement identifier la
forme de Gibbs a une forme de contact sur ’espace des phases thermodynamiques et un
modele thermodynamique a une sous-variété de Legendre associée a cette forme.

En fait, ce chapitre est presque une réécriture du chapitre précédent dans le cadre des
structures de contact. Nous verrons que les notions que nous avions introduites ont leur

équivalent en théorie de contact.

4.1 La forme de Gibbs

n—2

Nous pouvons interpréter la relation de Gibbs dU = TdS <pdV + Z,uidNi comme
=1

une forme de contact générant une structure de contact sur ’espace des phases ther-

modynamique M?"t!, Les variables introduites au chapitre 2 s’identifient aux variables

thermodynamiques :

D =Uspr=pia' =Vipp=6T;2> =55 piys = Gpi; o7 = N’

L’expression de la forme de contact w devient :
n—2

w=dU &TdS +pdV &> pdN?
=1
Calculons la classe de w (voir définition A.28 page 206)

n—2

dwo=dS AT +dpAdV +> dui AdN;
=1

1
(2n) _ n __
w = w A (dw)” =
dUANAS AAT Adp AdV Adpy AANY AL A dpty_g AAN™T2
w(?n-l—l) — 0
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La forme de contact est donc de classe 2n + 1 et non dégénérée d’apres le théoreme de
Darboux ( voir page 33)

La variété des états d’équilibre, M?"+! d’un systéme thermodynamique & 2n + 1
parametres est représentée par une sous-variété de Legendre, V", de dimension maximale
n.

Remarque 4.1 Si nous tenons compte des termes magnétiques et électriques dans la
forme de Gibbs (voir remarque page 88), la forme est toujours de contact. <&

Les modéles thermodynamiques: des sous-variétés de Legendre particuliéres

Définition 4.1 (Modeéles thermodynamiques) Un modéle thermodynamique est un
ensemble de relations entre les grandeurs thermodynamiques caractérisant de maniere
unique un systeme thermodynamique.

Dans notre formalisme, un modele thermodynamique sera une sous-variété de Legendre

n—2
associée a la forme de Gibbs w = dU <TdS + PdV < " p;dN*,
=1
Remarques 4.1 1. Si on appelle dimension d’un modele, la dimension de la sous-

variété de Legendre le modélisant, alors la dimension d’un modeéle thermodynamique
est donc n dans ’espace des phases de Gibbs de dimension 2n+1. Ainsi, si nous avons
déterminé n + 1 relations indépendantes, appelées en thermodynamique équations
d’état, nous avons défini un modele.

2. Pour tous les modeles thermodynamiques homogenes, nous avons une équation d’état
n—2

UeTS+pVed pN =0,

=1

3. En thermodynamique pratique, d’autres fonctions sont utilisées pour caractériser un
systeme, mais elles se calculent a partir des équations d’état. <&

Exemple 4.1 (Gaz parfait monoatomique) Les équations d’états des gaz parfaits dé-
finissent une sous-variété de Legendre V™ associée a la forme de Gibbs w. On va le vérifier
dans le cas du gaz parfait monoatomique et mono-composant. Dans le cas mono-composant,
la forme de Gibbs s’écrit :

w=dU <TdS + PdV <udN =0 (4.1)

Nous travaillons sur un espace des phases thermodynamiques de dimension 7, donc une
sous-variété de Legendre est de dimension 3. Montrons que les équations d’état définissant
un gaz parfait monoatomique définissent bien une sous-variété de Legendre.

Soit S, la sous-variété de lespace rapporté a (U,S,V,N', T, p, u;) définie par

o(T,P,N)=U(T,P,N),V(I',P.N),S(T,PN),u(T,P,N), T, P,N)
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tel que

NRT
V= P
U= §NRT

2

3 3 RT

5 3 3 RT
p=SRT &SRTIn(SRT) & RT In(—)
T=T
P=P
N=N

Vérifions par le calcul que U'on a effectivement ¢*(w) = 0.

... NR,_ NRT _ RT
oAV = —5-dl & —my—dP + —-dN

P*dU = ;NRdT—I— ;RTdN

..o B5NR,_ NR 3 .3 RT

On reporte dans w et on obtient :
. 3 5 NRT NRT
P'w = (§NR<:>§NR—I—NR) dT+(T<:>T) dpP

3 3 3 RT 5
+ (§RT &SR IN(GRT) & RTIn(—5) + RT &3 RT

T
+ ;RTln(;RT) + RTln(R?)) AN =0

La sous-variété ainsi définie est donc une sous-variété de Legendre de la forme de

Gibbs et nous Dappellerons variété des gaz parfaits. Nous pouvons vérifier facilement que

nous avons aussi
" (Sdl' <Vdp+ Ndu) =0
Autrement dit, la sous-variété & annule également la 1-forme de Gibbs-Duhem

n=2.Sdl'=Vdp+ Ndu

Les équations d’état classiques de la thermodynamique définissant elles aussi des sous-
variétés de Legendre de la forme de Gibbs, nous allons étudier de quelle maniére la trans-

formation de contact définie précédemment permet de retrouver ces équations d’état.
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Remarques 4.2 — Le modele thermodynamique est la sous-variété de Legendre, une
équation d’état n’est pas un modele, mais est une intégrale premiere au sens de la
définition (1.20 page 41) de la sous-variété de Legendre modélisant les états admis-
sibles du systeme. De la méme facon qu’une fonction peut étre intégrale premiere de
plusieurs sous-variétés de Legendre, une équation d’état est associée a un ensemble
de modeles, il faut donc parler des gaz parfaits ou des gaz de Van der Waals, associés
respectivement a I’équation PV = NRT et a (P + ]\‘7/22“) (V <Nb) = NRT. Cepen-
dant, nous savons que la donnée d’une équation “fondamentale” définit de maniere

unique un modele, nous verrons pourquoi dans le paragraphe suivant.

— Lors de D'observation des projections d’une sous-variété de Legendre, on voit les
courbes classiques de la thermodynamique. Ainsi, en dimension 3, si I’on observe
une sous-variété de Van der Waals (4.1) associée a la forme de contact dA <pdV,
avec A = U <15, on retrouve les courbes p(V) a T fixé (4.2) et A(V) (4.3) de Van
der Waals, la derniére projection, A(p) ( 4.4) est moins classique d’un point de vue

thermodynamique. <&

144

127

08

0.6

0.4

0.21

F1G. 4.1 — Sous-variété de Legendre A(p,V) de Van

Fic. 4.2 — Projection sur le plan (p,V
der Waals / plan (p. V)

4.2 Equations fondamentales de la thermodynamique et fonc-
tions génératrices
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F'1G. 4.3 — Projection sur le plan (A, V) F'1G. 4.4 — Projection sur le plan (A, p)

Proposition 4.1 Une fonction génératrice de la sous-variété de Legendre associée a un
modele est Equation fondamentale de la thermodynamique de ce modeéle.

Démonstration Nous avons vu qu’un modele thermodynamique est défini, au sens de
Gibbs, lorsqu’une de ses équations fondamentales est connue ( voir le paragraphe 3.3; nous

avons distingué quatre équations :
— soit I’énergie interne en fonction de Ientropie et du volume U = U(S, V, Ni)7
— soit I’énergie libre en fonction du volume et de la température A = A(V, T, Ni)7

— soit ’énergie libre de Gibbs en fonction de la pression et de la température G =

G(T,p,NY)

soit I’enthalpie en fonction de I’entropie et de la pression H = H(S, p, N').

Les fonctions fondamentales étudiées dépendant toujours du nombre de moles, donc
étant indépendantes du potentiel chimique, nous allons, sans restriction des généralités,
travailler sur M®, c’est & dire, considérer uniquement les variables U, S, V,T,p et la forme
de Gibbs w = dUSTdS +pdV ; la généralisation au cas multi-composant ne posant aucune
difficulté théorique.

La démonstration de la proposition 4.1 consiste & construire une fonction génératrice
pour une partition donnée de I’ensemble des variables .

Une fonction génératrice d’une sous-variété de Legendre de dimension n dépend de
n variables non-conjuguées, ici n = 2 et nous allons développer la construction lorsque
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ces variables sont le volume et la température, c’est a dire nous cherchons une fonction
génératrice F'(V,T).
D’apres la définition d’une fonction génératrice (voir le théoreme 1.5 page 37), nous

avons :

U(V,T) = F(V,T) @T%
S(V,T)= @%
sy = 22

Nous avons donc
FV,T)y=U\V,T)=TS(V,T)

Or, par définition de I’énergie libre A = U <T'S et donc

|P(V,T) = U(V,T)=TS(V,T)= A(V,T)|

La fonction génératrice dépendant du volume et de la température est donc I’équation
fondamentale associée a I’énergie libre A(V,T).

Le méme raisonnement peut étre fait avec les autres équations fondamentales de la
thermodynamique

— Pour les variables T', p, nous trouvons

| F2(T,p) = U(T, p) TS(T,p) + pV (T, p) = G(T, p) |

— Pour (9,V)
F3(57 V) = U(57 V)
— Pour (5, p)
Fy(9,p) = U(S,p) + pV(5,p) = U+ pV = H(S, )

n—2 '

La généralisation pour w = dU <TdS + pdV <:>Z wid N est triviale, il suffit de poser
=1

le systeme analogue a (4.1) pour le choix de variables recherchées. O

Conclusion Une fonction génératrice est donc une relation fondamentale de la thermo-
dynamique. Un modele est déterminé de maniere unique quand on connait une de ses
relations fondamentales et de la méme facon, une sous-variété de Legendre est déterminée
de maniere unique quand on connait une de ses fonctions génératrices.
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4.3 Condition d’intégrabilité, Equation de Frobenius et les
Relations de Maxwell

Nous allons voir que les conditions d’intégrabilité de Frobenius ( voir lemme A.6 page

210) correspondent aux relations de Maxwell ( voir le paragraphe 3.6).

Proposition 4.2 Un systéme thermodynamique vérifient les conditions d’intégrabilité de

Frobenius si et seulement si ils vérifient les relations de Mazwell.

Démonstration Soit le plongement

o Bl oy pp2ntl
(U7 S, V, NZ) — (U7 S, V, NZ',T(S7 V, Ni),p(S, V, Ni),ui(S, V, NZ))

ott Bt est la sous-variété des grandeurs extensives, 7(S,V, N%), et p(S,V, N%) sont des
fonctions données.

La suite de la démonstration se fera dans le cas mono-composant et de plus nous ne
prenons pas en compte comme variables le nombre de moles N et le potentiel chimique

Wi, c’est a dire nous travaillons avec n = 2.
La 1-forme induite sur B> de la forme de Gibbs w = dU <7TdS + pdV est

n=ao"(w)=dU <T (5, V)dS + p(S,V)dV

Nous savons, d’apres le théoreme de Frobenius, que si 7 est complétement intégrable
sur B3, alors dans le voisinage d’un point de la variété, nous pouvons choisir un systéme
de coordonnées (S, V) tel que la variété intégrale soit le graphe de la fonction U = f(S,V)
Alors il est immédiat de voir que le plongement ¢ défini par (U = f(5,V),S,V) est tel

que

. [oU oU B
¢ n = (%@T)dSJr(erW)dv_o

ssi

AL
Tos & PT Ty

Nous retrouvons la premiere condition d’intégrabilité de Gibbs.
Dans ce méme systeme de coordonnées, (U, S, V), nous calculons la 2-forme

dp = <dT(S,V) AdS +dp(S, V) AdV

soit
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. or dp (0T  Op
dn—@WdV/\dS—l— ﬁdS/\dV— (8V+85) dS AdV

Puis la 3-forme

aor  Op
dp={=—+—==]d dSAd
nAdy (8V+8S) UANdS AV
. . . op (e e
soit nAdn = 0 ssi la relation de Maxwell W % est vérifiée (condition équivalente
d’intégrabilité) ]

Les relations suivantes sont donc ”équivalentes” pour définir un systeme thermodyna-

mique :
. ou oUu
(1) Ta; W,@p—@a—v entre (Uv7 S, V,T,p)
. _ p
(ii) v = a9 entre (S, V,T,p)

Nous retrouvons que les équations d’état doivent satisfaire certaines conditions pour
représenter un systeme thermodynamique. Dans la suite, nous allons construire des équa-
tions d’état en effectuant une transformation de contact sur un modele thermodynamique,
c’est a dire un ensemble d’équations d’état. Si ce modele initial vérifie les relations de

Maxwell, alors le nouveau modele les vérifiera aussi.

4.4 Formes de Gibbs généralisées

Nous avons introduit dans la partie précédente, un nouveau terme aux formes de
contact, nécessaire lorsque nous travaillons avec des hamiltoniens dépendant du parametre
d’intégration. Comment se transforment les formes thermodynamiques par ajout de ce
terme et quelle interprétation physique lui donner?

Aux formes de Gibbs classiques, nous ajoutons le terme fd¢ ol f est une fonction de
U,S,V,N\,T,p, it et nous obtenons ainsi ce que nous appellerons les formes de Gibbs

généralisées sur la variété M?"+t!1 x R :

n—2

& =dUeTdS +pdV <) pidN' < fdi

=1
n—2

G4 =dA+ ST+ pdV &> pdN* & fdt

=1
n—2

op =dH &TdS «Vdpe)  wdN' & fdi

=1
n—2

Gg =dG+SdT «Vdpe)  wdN' & fdt

=1
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Interprétation physique du terme fd¢[67]

Dans la forme de Gibbs, les différents termes couplés sont des travaux. Ainsi pdV
correspond au travail mécanique recue par le systeme, T'dS a la chaleur recue lors d’un
processus réversible.

Le terme rajouté, fdt est le terme représentant le travail de transformation nécessaire
a la “déformation” d’un systeme en un autre, lorsque la transformation se fait le long du
champ de vecteurs de contact engendrée par la fonction f.

Le travail mécanique, de déformation et la chaleur sont des 1-formes différentielles (ni
fermées ni exactes) qui se déduisent de la forme de Gibbs généralisée

n—2

& =dU &TdS +pdV &> " wdN* < fdt

=1

— Chaleur recue lors d’un processus réversible :

fo =TdS
— Travail mécanique recu :
Ow = <pdV
— Travail de transformation :
Ow, = fdi

Remarque 4.2 En thermodynamique classique, le travail de transformation Wy n’appa-
rait pas, en effet il correspond a la puissance nécessaire pour “transformer” un systeme en
un autre.

Lors d’un processus réversible qui conserve le systeme, c’est a dire lorsque la transfor-
mation de contact préserve la sous-variété de Legendre associée a celui-ci, la fonction f
est identiquement nulle sur la sous-variété et le terme 6y, vaut zéro [54]. <

4.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permit de vérifier que I'idée originelle d’Hermann [36] était justifiée.
En effet, nous avons pu donner une définition mathématique rigoureuse a la notion de
modele thermodynamique (sous-variété de Legendre de la forme de Gibbs), comprendre
en plus le sens des fonctions fondamentales (ce sont les fonctions génératrices) et leur
différence avec les équations d’état ( intégrales premiéres), nous avons vu que les relations
de Maxwell s’obtiennent a partir des conditions d’intégrabilité.

Maintenant, que nous avons établi ce “dictionnaire” thermodynamique-structure de
contact, nous allons pouvoir appliquer la théorie des transformations de contact pour

générer de nouveaux modeles.
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Chapitre 5

Détermination de hamiltoniens de
contact (cas général)

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la construction d’un nouveau modele
thermodynamique & partir d’un modele connu par transformation de contact.

La méthode présentée dans [54] est simple: prenons un modele thermodynamique
connu, par exemple le gaz parfait, ce modele est une sous-variété de Legendre de la forme
de Gibbs, si nous lui appliquons une transformation de contact nous obtenons une nouvelle
sous-variété de Legendre, donc un nouveau modele.

Nous avons vu au chapitre 2 que la transformation de contact est définie de maniere
unique par le choix d’une fonction f, appelée hamiltonien de contact.

Mrugala a démontré dans [54] que le hamiltonien de contact ne devait pas étre identi-
quement nulle sur la sous-variété de Legendre initiale pour engendrer un nouveau modele.

Nous nous sommes intéressé au probleme inverse suivant: nous connaissons partiel-
lement un modele thermodynamique, par exemple une seule équation d’état, comment
construire une transformation de contact et donc un hamiltonien de contact, qui permet-
tra de définir entierement le modele.

Si I’équation d’état connue du modele final est d’une certaine forme, nous avons établi
le hamiltonien de contact permettant de transformer I’équation d’état du modele initial
de la méme forme en celle du modele final.

Nous verrons aussi que certains choix de fonctions f nous permettront d’interpré-
ter certaines méthodes classiques [50] en thermodynamique pour construire des nouvelles

équations d’état comme des transformations de contact.

5.1 Introduction: Formalisation du probleme

Dans ce chapitre, nous allons voir comment en appliquant la transformation de contact
définie au chapitre 2 dans 'espace des parametres thermodynamiques, nous pouvons trans-
former les équations d’état d’un systeme en équations d’état associées a un autre systeme.

Le probleme est le suivant :
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Retrouver ’ensemble des équations d’état d’un modele thermodynamique connaissant
une des équations et connaissant ’ensemble des équations d’état d’un autre modele.

Dans le chapitre 6, nous développeront le cas particulier du probleme pV7T, c’est a
dire connaissant une équation liant la pression, le volume, la température et le nombre
de moles. Nous allons construire, dans ce cas-la, des hamiltoniens de contact permettant
cette transformation.

Les différents modeles thermodynamiques sont des sous-variétés de Legendre de la
forme de Gibbs. La transformation de contact, définie précédemment, engendre, & partir
d’une sous-variété de Legendre, des familles & un parametre de sous-variétés de Legendre.

Nous allons étudier dans ce chapitre comment a partir d’'un modele thermodynamique
connu, nous pouvons construire un nouveau modele. Dans la pratique, nous prenons comme
modele initial le gaz parfait et nous construisons les les modeles classiques de la thermo-
dynamique (cubique, Viriel, Benedict-Webb-Rubin...) a partir de celui-ci.

Afin d’alléger les formules, tous les exemples seront traités en prenant pour variété de
départ la variété associée au gaz parfait. Cependant, les théoremes et propositions sont
vraies quelques soit la variété de départ.

Nous allons tout d’abord récrire la transformation de contact dans nos coordonnées
thermodynamiques. A la transformation de contact est associé le champ de vecteurs (voir
proposition 2.2 page 49):

n—2

_ Of g 0f N~ 0T\ O (/N0 (0] 0]\
Xr= (f‘:’pa “lar T2 aui) ou + (ap) v T (p aU‘:’av) o

af\ o s Fooary o
+(<:>8_T) as*( %+%) +Z((auz)w+( aU*@Nﬁ) aui)

Le systeme différentiel (2.31 page 52) devient :

dU

— = fe _‘:’T_‘:’Z

d_V_a_f

dt — op

as _ _os

dt 70T

dp _ 0f L 9f (5.1)

a You Tav
dr _ . 0f | of

dt — oU ' oS

dN? af .
T @—8M ? n <<

dpi _ OF L OF . _
i _'uZ@U—I_@Ni 1=1...n&2
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Bien que cela ne soit pas nécessaire, nous allons prendre pour la plupart des exemples
comme modele de départ le gaz parfait et nous allons voir comment agit la transformation
de contact sur ce gaz.

Nous supposons que les grandeurs thermodynamiques

U)=Uy,p(0)=po, V(0)=Vy, T(0)="Tp

S(0) =So, N*(0) = N§, 145 (0) = o @ = 1...n <2 sont reliées par les équations
d’état suivantes :

poVo = NoRTy

UO — NoR/CU(To)dTO

Cy(To) Vo
=N, — 2 dTy+ NgRIn | —
So OR/ T o+ ORH(NO)

155
Mo = R/CU(To)dT()@ ](if 0 + RT4
0

Nous marquons de 'indice 0 les variables pour faire apparaitre le fait que ce sont nos
conditions initiales.

Nous allons voir que les transformations de contact peuvent soit représenter les trans-
formations quasi-statiques [54] agissant sur un gaz et donc décrire des phénomenes se
passant dans le gaz, sans changer globalement celui-ci, soit changer les propriétés du gaz
et permettre ainsi d’obtenir de nouvelles équations d’état et donc d’obtenir un nouveau
modele thermodynamique. C’est ce dernier type de transformation que nous avons es-
sentiellement étudié dans cette these. En fait, nous remarquons que le champ de vecteur
engendrant la transformation est déterminé uniquement par la donnée de la fonction, ha-
miltonien de contact, f et nous avons centré notre travail sur le choix de la fonction f par
rapport a différents types de problemes. Dans ce chapitre nous présentons des solutions
pour des problemes généraux, dans le chapitre suivant nous présenterons des méthodes de
construction pour le cas particulier des problemes pV'T.

5.2 Homogénéité du champ

Sauf, lorsque nous traiterons explicitement du cas multi-composant, tous les exemples
sont traités pour des modeles mono-composant. Il est d’usage, alors, en thermodynamique
de ne pas écrire dans les équations, la variable N qui vaut 1. Seulement, si nous faisons
de méme pour la fonction f, alors la formule pour calculer le flot du potentiel chimique p

n’est plus valable et doit étre adaptée. En effet celle-ci est

dp_ 0 OF
a Mou T oN

af
Le terme —— vaut alors toujours 0, nous aurions deux valeurs différentes pour le champ

de vecteurs selon la convention choisie. Nous devons reconstruire un champ de vecteur de
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contact qui tient compte de cette convention.

Proposition 5.1 Un hamiltonien de contact f est thermodynamiquement acceptable si et
seulement si il est homogéne de degré 1 par rapport auzx variables extensives U, S, V, N.

Démonstration Par réarrangement du systéeme (5.1 page 108), nous pouvons extraire le

systeme partiel suivant :

U v ds =2 dN¢

ar = Ty
v _of
dt ~ ap
! (5.2)
ds _ _of
dt 0T
dNi of .
QU _<:>8—Hi 1=1...n2
D’ou
dU dv ds dN
f(UvsvvavTvpmu)—E+pE@TE<:>HE

Or, le membre de droite est homogene de degré 1, par rapport aux variables extensives
U,S,V, N, pour un systeme thermodynamique, donc f I'est aussi. a

La condition d’homogénéité partielle se traduit, pour f, par la relation d’Euler :

_p9f Gof L of  Of
F=Ut9s TV av T VN

Do,

of _ of of . 0f
an — eV o555 Vv

Et lorsque N = 1, nous avons

Ou u, s, v sont les grandeurs molaires.

Il est d’usage, en thermodynamique des équations d’état mono-composant, de ne pas
écrire N quand il vaut 1, c’est a dire de travailler dans un espace thermodynamique des
phases de dimension 5 au lieu de 7, nous ferons de méme pour I’évaluation de la fonction f.
Seulement, la fonction n’est alors plus homogene par rapport a N et surtout nous devons
utiliser un nouveau champ qui a ses 6 premieres composantes égales a celles de Xy.et la
derniére est:

of  of

J J
X“:f—l—ua—iﬁua—ﬁ@s%@vav

110



obtenue en remplacant le terme % de la composante selon p de X par sa valeur dans
I’équation (5.2) . Au lieu de travailler avec les 7 équations du systeme différentiel (5.1),
nous devons, pour la derniere, intégrer :

d f—l—,uaf <:>u8f <:>88f <:>v8f (5.3)

Remarque 5.1 Par réarangement des termes de I’équation précédente, nous obtenons:

d ar  d
—“ =fe —+vd—]t’ (5.4)

Et nous avons ainsi une forme Gibbs-Duhem généralisée

n=dp+sdT cvdpefd (5.5)

En conclusion, lorsque que nous supposons que N = 1 dans f, nous devrons calculer
le flot en prenant pour coordonnées du potentiel chimique molaire I’équation (5.3) et le
systeme de contact devient :

du_ . 0f ., 0f _ Of
a Py, e ar or gy,
dv _ 9f
dt — Jp
ds _ oS
dt  TOT
dp aof of
5.6
dr — 8u<:>8v (5:6)
dT af  of
di Ju  0Os
AN _ oS
dt du
dp of of of _of
at T Ty s T

Exemple 5.1 (Passage du gaz parfait & Van der Waals) La fonction f
N%a  N3abt
+—=
% %

est thermodynamiquement acceptable,et est associée a une transformation de contact qui

f=Nbp<=

transforme un gaz parfait en un gaz de Van der Waals ( voir le chapitre 6). Mais
a abt )
Ji=bpe—+ —,(f avec N = 1,v le volume molaire )
v

ne convient pas. En effet, en utilisant cette fonction, nous transformons bien ’équation
pVT du gaz parfait en Uéquation pV'T de Van der Waals, mais Uéquation du potentiel
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chimique reste inchangée, nous ne retrouvons pas celle de Van der Waals, a moins d’utiliser
léquation modifié (5.3)

abt
02

du dfy a
2 f et — el
dt h Udv P v+3

5.3 Application de Legendre et changement de potentiel

Nous avons vu au paragraphe 3.2, qu’il existe plusieurs représentations énergétiques
d’une forme de Gibbs, nous pouvons passer d’une équation potentielle & une autre par une

transformation de contact.
n—2

Ainsi si nous voulons passer de la forme de Gibbs, wyy = dU <TdS + pdV <:>Z pid N,
=1
associée & I’énergie libre a la forme de Gibbs, wg = dH <TdS < Vdp @Z?:_lz wid NY, as-
sociée a l’enthalpie, il existe une transformation de contact et un hamiltonien de contact
f.
L’application de Legendre :

Qo (UO7 507 V07 N(Zh T07p07 :uio) = (UO + P0V07 507 ~Po, N(Zh T07 V07 :uio)

En prenant en compte que H = U 4 pV, nous montrons que la forme de Gibbs au point

transformé vaut

n—2

dH <TdS <Vdp <> pdN'

=1

La transformation est une transformation de contact:

n—2 n—2
o (dH <TdS «Vdp e pdNY) = dU ©TedSo + podVo <> pigdNj
=1 =1

Cette transformation peut-étre exprimée comme une transformation infinitésimale parti-

culiere obtenue a 'aide du hamiltonien de contact suivant :

1
2 2
o= 5(01]? + V7)
oll ¢; et ¢y sont deux constantes arbitraires telles que ¢1p? et ¢, V2 soient de la dimension
d’une énergie, c’est a dire que ¢; est de la méme dimension que % et ¢g que %. Nous
remarquons que le produit ¢y ¢y est sans dimension. Nous pouvons choisir ¢q et ¢ unitaires.
c’est & dire ¢; = 1Joule/Pa? et c3 = 1.Joule/m®.

La transformation associée, obtenue par intégration du champ de contact Xy, est:

oy (UOv So, Vo, Né, 1o, pos Hio) = (U(t)v S(t)v V(t)v Ni(t)v T(t),p(t), :ui(t))
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avec, en tenant compte de ¢yco = 1:

U(t) = Up + (Vi ©p}) sin(2c1ct) ©1poVo cos(2cie0t) + 1poVi
S(t) = So

V(t) = Vo cos(creat) + posin(ciegt)

Ni(t) = N§

T(t) =1

p(t) = pocos(ciegt) < Vysin(eyeat)

i (t) = fisq

Nous retrouvons la transformation de Legendre pour ¢ = 7.

De la méme fagon, avec la fonction f4 = %(03T2 + ¢45?), nous passons & la forme de
Gibbs associée a I’énergie libre A et avec fg = fi + f4, a la forme de Gibbs associée a
Penthalpie libre G.

5.4 Transformations quasi-statiques

Conservation des équations d’état

Nous allons nous intéresser ici aux premiers types de transformation thermodynamique
pouvant étre décrit par les transformations de contact : les transformations quasi-statiques.
Mrugala [54] [52] a montré que dans ce cas 13, la fonction f doit étre prise comme étant
nulle sur la variété (voir le théoreme 2.1 page 55).

En conséquence, si nous choisissons comme hamiltonien de contact une des équations
d’état d’un gaz parfait écrite sous forme adaptée, la transformation associée va décrire un
processus thermodynamique sur ce gaz.

Nous allons décrire sur un exemple comment agit la transformation. Nous partons de

la variété du gaz parfait monoatomique dans M7 :

poVo = NoRTy
3
Uy = §N0RT
(5.7)
3 Uy Vo
= —-NogRIn| — NoRIn [ —
% 2 oftln (No)  NoftIn (No)
5 T()So
= —RT,
Ho QR 0 N,
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Nous prenons pour fonction f(U,V, S, N,p,T,p,t) = pV < NRT, homogene de degré
1 en V, N, qui ’annule sur la variété considérée, nous avons alors

0 0 8 0 0 0 0

Les courbes intégrales de X, sont fournies par la résolution du systeme suivant :

v dv _ dS dp ar  dN  dp

5—075—‘/7E—NR7E—W7¥—O7E—O7E—®RT (5-9)
D’ou

U(t) = Uy, V(t) = Voexp (t) , S(t) = So + NoRt, p(t) = poexp (<t) (5.10)

T(t)=To, N(t) = No, p(t) = po = RTot

Pour simplifier ’écriture, nous ne noterons pas explicitement la dépendance en t des va-
riables. En reportant les valeurs de Uy, Vi, So, To, po, No et po en fonction de U, V', S,
T, p, N et p dans les relations définissant la variété du gaz parfait monoatomique (5.1),
nous obtenons:

pexp (t)Vexp («t) = NRT

U:;NRT
(5.11)
S<:>NRt—§NR1n g 4+ NRIn Z =SNRE
) N N -
T NRt
u+RTt:gRT@%

En simplifiant les termes soulignés, nous voyons que, dans ce cas, toutes les équations
d’état du gaz parfait monoatomique sont conservées le long des courbes intégrales du
champ X;.

En effet, f(U,V,S,N,p,T,p,t) = pV & NRT = 0 est une des équations d’état des
gaz parfait. Donc f~!(0) est contenue dans la sous-variété de Legendre correspondant
aux états d’équilibre d’un gaz parfait et, d’apres le théoreme de Mrugala (2.1 page 55), la
transformation de contact engendrée transforme la sous-variété de Legendre en elle-méme.
L’équation (5.10) montre que la transformation peut étre interprétée comme un processus
de détente isotherme réversible avec un nombre constant de particules.

De méme, en prenant pour fonction f, les fonctions U <:>%NRT7 uN <:>%NRT + TS
et U <:>%pV nous obtenons des transformations de contact représentant des processus
respectivement isochore, isobare et adiabatique [54].

Exemple 5.2 (Cycle de Carnot sur un gaz parfait) Le cycle de Carnot est un en-
chalnement de quatre processus thermodynamiques quasi-statiques: une transformation
isotherme, une transformation adiabatique, une nouvelle transformation isotherme, puis
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une nouvelle adiabatique. Chaque transformation peut étre décrit par une transformation

de contact, dont les hamiltoniens de contact sont

fr=pV<RT
pour les transformations isothermes.
cypV
=U&
fa It

pour les transformations adiabatiques. Le cycle se décrit ainsi :

1. Nous partons d’un point z¢ = (Uy, So, Vo, To, po) du gaz parfait, nous intégrons le
long du champ X, pendant un temps p jusqu’a un point zy,

2. Nous repartons du point x1, en intégrant le long du champ Xy, pendant un temps

T jusqu’d un point xg,

3. De 22, nous passons a w3, par intégration le long du champ X, pendant un temps

=P

4. Enfin, en intégrant pendant un temps <, le long du champ Xy, nous revenons a

o <>

2.64
24

2.2

1.61
14

12

Volume

Fic. 5.1 — Diagramme V-T d’un cycle de Carnot
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Proposition 5.2 Soient f; un ensemble de fonctions s’annulant sur une sous-variété de
Legendre S, alors le hamiltonien de contact

f= Z@(t)fi

engendre une transformation de contact quasi-statique sur S. ou les ¢;(t) sont des fonctions

arbitraires du parametre d’intégration.

Démonstration La proposition se démontre immédiatement par application du théo-
reme (2.1). En effet le hamiltonien de contact f construit dans la proposition est nulle sur

la sous-variété S. a

Nous allons, en appliquant la proposition, pouvoir décrire un cycle thermodynamique
quasi-statique pour un systeme a l'aide d’une seule transformation de hamiltonien de
contact dépendant de t.

Par exemple, nous savons décrire un cycle de Carnot par enchainement de quatre
transformations de contact, nous allons pouvoir approximer ce cycle par une seule trans-
formation. Nous n’allons pas développer ici une méthode pour décrire un cycle par une
seule transformation, mais présenter une voie qui permettrait d’y arriver.

Notre idée pour approximer un cycle est de choisir un hamiltonien de contact construit
comme dans la proposition (5.2) en prenant comme fonctions f; les fonctions correspon-
dants aux hamiltoniens de contact qui permettent de décrire chaque étape du cycle et
pour les fonctions ¢(t) des fonctions périodiques.

Nous avons essayer cette idée pour approximer le cycle de Carnot, en prenant comme
fonctions périodiques les fonctions trigonométriques, c’est a dire, la transformation de

contact associée au hamiltonien de contact suivant:

c,pV

=V eRT)Acos(t) + (U< )Bsin(t)
ou A et B sont des constantes. Nous présentons le cycle obtenu par rapport au cycle
de Carnot sur la figure (5.4) Cette méthode d’approximation d’un cycle par une trans-
formation est en cours de développement, d’autres choix de fonctions ¢(t) et ¥ (t) que
ceux des fonctions cos et sin pourraient donner des meilleurs résultats que ceux obtenus
actuellement.

Nous allons maintenant montrer qu’a partir d’un gaz parfait monoatomique, nous

pouvons retrouver les équations d’état d’un gaz parfait général.

5.5 Transformation générale: génération de nouveaux mo-
deles

Nous allons décrire ici comment & partir d’un modele thermodynamique connu, c’est-a-
dire & partir d’une sous-variété de Legendre de la forme de Gibbs, nous pouvons construire

un nouveau modele. Nous allons commencer par un exemple montrant comment passer du
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Cycle de Carnot

457

35¢

251

151

Fic. 5.2 — Approzimation d’un cycle de Carnot par une transformation de contact unique
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gaz parfait monoatomique au gaz parfait général. Nous verrons ainsi les différentes étapes
de la construction. Il est évident, grace au théoreme (2.1) que la fonction f ne doit pas
étre identiquement nulle sur la sous-variété de Legendre initiale.

5.5.1 Construction d’un gaz parfait général

Nous prenons, au départ, un gaz composé de molécules ponctuelles, sans structure
interne et sans interactions (gaz idéal monoatomique). Pour ce gaz:

3
pV = NRT, Uo(T) = SNRT (5.12)

Nous cherchons a transformer le modele précédent en un modele ou I’équation des
gaz parfaits est conservée mais ou la cause de variation de I’énergie interne est le chan-
gement de structure moléculaire avec la température (c’est-a-dire avec I’énergie cinétique
des molécules).

Nous ferons ’hypothese que f ne dépend que de T'. Nous déduisons du systeme diffé-
rentiel (5.1 page 108) que les seules grandeurs non invariantes par le flot de Xy sont U et
S. En particulier, T est constante sur une orbite du flot.

Nous posons la coordonnée en U du flot :

Ut)=U(0)+tk(T) (5.13)

En dérivant U par rapport a ¢, on obtient :

d dk
U =K@+t =k(T) (5.14)

car k ne dépend pas de t.
D’apres I’équation(5.1), cette dérivée est égale a:
d df
— U= T—_ 1
dtU fe a7 (5.15)

Donc f est solution de I’équation différentielle :

df

T— =k(T q
JeT 5 =k(T) (5.16)
Dérivant par rapport a T’, on obtient :
d*f 1 dk
Nl q
dr? T d (5.17)

qui, apres intégration, conduit a:

T2
N .ood of o : : : : : .
A partir de &S = <:>8—T7 nous en déduisons 'expression de ’entropie S d’un gaz parfait

général:
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5@:5myu(kgWﬁ/%ghr)

Cet exemple a mis en évidence les différentes étapes de la détermination de f que nous
rappelons :

e identifier le point objectif sur la sous-variété finale en fonction du point initial (de
la maniere la plus simple). Par exemple, nous cherchons a associer a une équation
d’état connue d’un modele ’équation d’état d’un autre modele : cela donne le flot ¢,
(ou certaines de ses composantes) ;

o déduire X (ou certaines de ses composantes) ;
e déduire les invariants du flot et donc les variables dont f ne dépend pas;

e écrire les équations aux dérivées partielles que doit vérifier f, a partir de ’expression
de X en fonction de f;

e résoudre ces équations pour calculer I’ hamiltonien de contact f;

e intégrer le long du flot pour déterminer toutes les équations d’état.

Nous voyons que notre probleme du choix de la fonction f s’est ramené ici a deviner
certaines composantes du flot. Cette démarche peut se généraliser & d’autres équations
d’état, nous allons chercher comment passer d’un modele entierement connu a un mo-
dele partiellement connu, c’est-a-dire dont toutes les équations d’état ne pas connues. La
démarche revient a substituer dans les équations d’état a 'instant ¢ = 0, les valeurs des va-
riables par la transformation inverse, de maniere que ’on ait a I'instant ¢ = 1 les nouvelles
équations d’état désirées. Nous obtenons ainsi les valeurs de certaines composantes du flot
pour les deux instants 0 et 1, pour trouver la valeur & l'instant ¢, nous allons interpoler.

5.6 Détermination a Paide des fonctions génératrices

Dans ce paragraphe, nous allons voir que par application du théoreme 2.2 page 59, nous
pouvons construire simplement le hamiltonien de contact permettant de passer d’une sous-
variété a une autre lorsque nous connaissons une fonction génératrice pour chacune d’entre
elle, donc lorsque nous connaissons une des équations fondamentales.

Dans ce paragraphe, pour simplifier les équations, nous travaillerons dans M?®, avec les
variables thermodynamiques U, S, V,T, p et la forme de Gibbs suivante :

w = dU <TdS + pdV

Génération de modeéles thermodynamiques par hamiltonien de contact

Introduction :
En reliant le théoreme 2.2 page 59 et la proposition 4.1 page 100, nous avons immé-

diatement le
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Théoréme 5.1 Soient deux systémes thermodynamiques Sg et Sy, nous indicerons respec-
tivement par 0 et 1 leurs équations fondamentales. Les hamiltoniens de contact suivants :

f(S, V) =UL(S,V) <Uy(S,V)
fV,T)= A1 (V,T)=A(V,T)
f(p, T) =Gy (p7 T) <:>G0(p, T)
J(S,p) = H1(S,p) < Ho(S, p)

transforment continument Sy en Sy.

Remarque 5.2 1. Si nous ne connaissons pas pour les deux systeme thermodyna-
miques 1’équation fondamentale dans le méme systeme de variables, nous pouvons
effectuer une premiére transformation de contact (voir le paragraphe 5.3) pour avoir

la méme équation.

2. Les fonctions peuvent étre multivaluées. <&

Démonstration Le résultat est, comme annoncé précédemment, la combinaison du théo-

reme 2.2 et de la proposition 4.1. a

Ce résultat a été trouvé en recherchant le lien entre les fonctions génératrices et les

hamiltoniens de contact.

Nous appelons substance simplissime, le systeme défini par les équations d’état

Les coordonnées V,T étant libres. Il est clair que ces 3 équations définissent une sous-
variété de Legendre de M°.

Lorsque nous cherchons un hamiltonien de contact permettant d’engendrer a partir de
la substance simplissime un nouveau modele en conservant fixe deux grandeurs non conju-
guées, par exemple le volume et la température, nous retrouvons I’équation fondamentale
de Gibbs associée, par exemple A(V,T').

Nous allons ensuite généraliser ce résultat pour la transformation d’un modele en un
autre et nous développerons le calcul pour f(V,T) = A1(V,T) <Ao(V,T)

1. Transformation de la substance simplissime en un autre modele

Nous cherchons un hamiltonien de contact f dépendant uniquement du volume et

de la température.
Nous supposons qu’a un instant ¢ au cours de la transformation nous avons une

interpolation entre les deux modeéles, soit :

U'(V,T,t)=U(V,T)t
S'(V,T,t)= S(V,T)t
p(V,T,t) = p(V,T)t
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En sous-entendant la dépendance en (V,T) dans U’, S” et p/, nous avons bien
U'oy=0, S0)=0, p'(0)=0
et
vw, r,nyy=uWv, Ty, SV, T,1)=SWV.T) , p(V,T,1)=p(V,T)

Posons le systeme différentiel (5.1) associée a une transformation de contact [52]:

dU’! af

a T r
dv’

dt 0
ds’ af
N 5.18
dt orT ( )
dp  Of
- Tav

dT’
— —0

d¢

Or
du’
= U(VT)

ds’

o= S(V,T) (5.19)

dp’

E = p(V7 T)

Nous avons donc en identifiant
ds

Soit

[V, T) = U(V,T) TSV, T) = AV, T)|

Conclusion Cela justifie a postériori ’hypothese sur f: dépend uniquement du

volume et de la température et prouve la proposition.

Nous avons donc le résultat annoncé, c’est a dire que la relation fondamentale de
I’énergie libre d’un modele thermodynamique est la fonction hamiltonien de contact

permettant de transformer la substance simplissime en ce modele.
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2. Transformation d’un modele en un autre

Démonstration Nous allons démontrer par le calcul le théoreme (5.1), lorsque

I’équation fondamentale choisie est I’énergie libre :

f(V7N7T) = AI(V7N7T)<:>AO(V7N7T)

Nous allons vérifier que le systeme

J0A(V, N, T
UO(V7 N7 T) = AO(V7 N7 T) ﬁT%

dAo(V,N, T
SO(VvaT): = 0(8T )

DAG(V, N, T
po(‘/7 N,T) = @%

9Ao(V,N, T

devient le systeme

A N, T
ULV, N, T) = A,(V, N, T) @T%

dA(V,N,T
Sl(vavT): = l(aT )

DAL (V,N,T
pl(V7N7T):<:>%

AL (V,N,T
M1(V7N7T)I%

par la transformation de contact définie dans le théoreme.

Nous savons que Ag(V, N, T') = UpT So(V, N, T) et A1(V, N, T) = Uy =TS1(V, N, T)
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Nous avons a intégrer:

dU of
5—f@Ta—T—Ul(V,N,T)ﬁUo(V,N,T)

dv

5_0

ds of

E—@a—T—Sl(V,N,T)<:>SO(V,N,T)

dp of

- _ — 5.20
%= oy P (V,N,T)<Py(V,N,T) (5.20)
dt

N

dt

d,u_ af B

E—a—N—Ml(V7N7T)<:>,M0(V7N7T)

Nous avons immédiatement V(¢t) = Vo , T'(t) = To , N(t) = No, ils sont indé-
pendants de ¢t et par conséquent dans le systeme tout le membre de gauche est
indépendant de ¢ et I'intégration est immédiate si on suppose que

u(0) = uo , s(0) = so, p(0) = po
et alors

w(t) = wo SUs(V, N, Tt + Uy (V, N, T)t
S(t) = Sp @So(v, N, T)t—l— St (V, N, T)t
p(t) =po=Po(V,N, T)t+ P (V,N, Tt

Nous avons alors bien

uw(l)=U(V,N,T), s(1) =S (V,N,T), p(1) = PA(V,N,T)

Corollaire 5.1 Pour deuz modéles thermodynamiques donnés, les hamiltoniens de contact,
construits comme lintégrale de la différence des équations d’état obtenues par dérivation
des équations fondamentales, engendrent une transformation de contact qui transforme le
premier modéle en le deuzieme. Il en est de méme pour les hamiltoniens de contact obtenus
par intégrale double des dérivées secondes.
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Les équations d’état concernées par le corollaire sont celles du tableau suivant :

U=U(S,V,N) [ A= A(V,N'. T)
T=T(S,V,N') || S=S(T,V,N")
p=p(S,V,N) [ p=p(V,N,T)
G=G(N,T,p) || H=H(S N p)
S=S(N'T,p) |[T=T(S, N, p)
V=V(N,T,p) | V=V(S,N\p)

Les hamiltoniens de contact associés a ces équations sont les suivants :

— (S, V,N) = U, (S, V,N') 2Us(S, V, N)

~ f(S,V,N) = / (Tl(S, V,NY) &Tu(S,V, Ni))d5+q>(v, N

~ f(S,V,N) = / (pl(S, V,NY) epo(S,V, Ni))dv+<1>(5, NY
~ f(V,N,T) = A (V,N',T) =As(V,N', T)

- (v, Ni,T):/(Sl(V, N, T) <So(V, NZ',T))dTJrcb(v, N

1 v 7Ni7T v 7Ni7T
- f(V,N'T) = /(@Cl(VT )+CO(VT )

/
- f(s,Nﬁp):/(vl(&Nﬁp) <:>V0(S,Ni,p))dp—|-(1>(S,Ni)
/

)deT + T ®(V,N) +W(V,NY)
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N, N, T : :
st = [ [ (@S SR arar 4 Tev )+ wn

De plus, si nous connaissons pour le premier modele des équations d’état associés a I’équa-
tion d’état déterminant le hamiltonien de contact, alors elles se transformeront en équa-
tions d’état pour le deuxieme modele.

Démonstration Le corollaire est I’application aux variables thermodynamiques du co-
rollaire 2.2 page 64. O

Exemple 5.3 Soient deux modéles thermodynamiques Sp, respectivement 81, dont une
des équations d’élat, celle reliant Uentropie S au volume, au nombre de moles et a la
température, est de la forme S = So(V, N',T), respectivement S = Sy(V, N, T), alors le
hamiltonien de contact suivant :

fv, 1) = / (Sl(V, N, T) <So(V, NﬂT))dT—I—CI)(V, N

ot ® est une fonction arbitraire du volume et du nombre de moles, transforme la premiére
équation d’état en la deuxieme. De plus “les” autres équations d’état de Sg se transforment

en équations d’état de Sy. <&

Remarque 5.3 Les hamiltoniens de contact du corollaire 5.1 page 64 sont construits soit
a partir des équations fondamentales de la thermodynamique (voir page 88) soit a partir
des équations d’état obtenues par dérivation de ces équations d’état (voir le tableau 3.1
page 89).

Si nous dérivons ces équations d’état, nous obtenons certains coeflicients de réponse
[10] et nous pouvons donc appliquer le procédé qui a permis de trouver les hamiltoniens
de contact du corollaire 5.1 & ces coefficients de réponse ( voir paragraphe 3.5), c’est a dire
obtenir un hamiltonien de contact permettant de transforme un modele en un autre par
intégrale double des coeflicients de réponse.

Cette méthode permet de trouver un hamiltonien de contact a partir des chaleurs
spécifiques des deux modeles:

fV,N',T //( Curl V NLT) | C“O(V’TN ’T))deT—I—TCD(V, N+ W (V, N

Les autres coefficients de réponse faisant intervenir des variables qui sont ne sont pas
dans I’équation fondamentale d’origine, nous ne pouvons les considérer simplement comme
dérivées secondes, par exemple dans la définition de la compressibilité isotherme

ek (2) oL (29)
“Tvi\or), Tv\er?r),

le volume intervient en plus de la pression et de la température. <&

125



5.6.1 Application: la méthode de Lee-Kesler(1975) [43]

Un des choix de hamiltonien de contact du corollaire (5.1) correspond en fait a une
méthode classique de construction d’équations d’état de la thermodynamique pratique, la
méthode de Lee et Kesler. Cette fonction est :

1t = [ (s v )i

qui se calcule & partir des équations d’état V (7', p) du gaz initial et final, de plus la
transformation se fait a température et pression constante.
Apres rappeler la méthode proposée par Lee et Kesler, nous verrons comment elle peut
se décrire comme application des transformations de contact.

Description de la méthode de Lee et Kesler

Cette méthode, proposée par Lee et Kesler [43] est une méthode pour déterminer
certaines grandeurs thermodynamiques relatives aux hydrocarbures non-polaires a partir
de la connaissance de deux hydrocarbures de référence représentés par des équations d’état
de formes similaires, avec des constantes différentes. En pratique, Lee et Kesler ont choisis
le méthane et le n-octane, avec une équation du type Benedict-Webb-Rubin (BWR).

Le principe de la méthode repose sur une interpolation linéaire des grandeurs thermo-
dynamiques a T, et p, fixés.

Nous utilisons le principe des états correspondants pour la température et la pression,
c’est & dire en variables réduites:

T P
T = — = —
r Tc7 pT’ pc
ou T, et p. sont la température et la pression critique. Lee et Kesler introduisent un

volume réduit qui n’est pas celui des états correspondants mais qui s’obtient par

A4
 RT.

V.

Ainsi pour déterminer le facteur de compressibilité :

_ Ve

A
T,

= C(Tr’7 Vr’)
Nous effectuons une interpolation linéaire sur 2

7 =70 4 ( AN Z<o>)

w()
Le coefficient d’interpolation w, appelé facteur acentrique, se calcule par ajustement sur
la valeur de pression saturante, pJ et de la température réduite, ainsi:

w = elog(pl) <1 pour T, = 0.7
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Pour les fluides de référence, proposés par Lee et Kesler, nous avons

w® =0, oM =0.3978

Si nous notons t le parametre de déformation |,

w

Alors Z(©, Z(M) gont donnés par la méme équation BWR avec des constantes différentes.

Nous avons:

7 =70 1st)+tz0 (5.21)
et aussi:
V,=(1et) VO v (5.22)

L’interpolation linéaire s’applique a toutes les grandeurs extensives, les grandeurs inten-
sives restant fixes au cours de la transformation.
En résumé, les étapes de calcul sont:

1. Calcul de T,, p, pour le fluide réel

2. Calcul des racines en V,. de I’équation d’état réduite pour les deux fluides de référence

p, v,
T,

p, VY
T,

= CO(TT7‘/7*(O))7 = CI(TM‘/r(l))
3. Calcul de w puis ¢t
4. Calcul de Z pour le fluide réel par combinaison convexe (5.21)

5. Calcul des autres grandeurs thermodynamiques (d’écart) de la méme facon; par

exemple :
Hel o, (Hel @ (HeH\W
RT. RT. RT.
Remarques 5.1 — Dans la méthode proposée par Lee et Kesler, il n’y a pas d’équa-

tions d’état pV'T" explicite : pour calculer p, = 7 (7}, V,), nous devons résoudre (deux
fois) les équations d’état des systemes de référence en volume:

Pr = 77'0(1—77»7 ‘/7,(0)) =T (1}7 ‘/7,(1))
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puis calculer explicitement le volume du systeme:

V, = (1 <t) V,,(O) _|_tVr(1)
doi, st V¥ = 75! (T, p,) , VY
partielle par rapport a V., nous avons:

= 77'1_1(T,,,p,,)7 I’exposant <1 signifie I'inversion

Vo(t, T,yp,) = (1t) 75+t

1

Cette expression est formelle car 770_1 et ;" sont en général implicites en T, p,.

De plus, si nous voulons la forme habituelle d’une équation pV'7T, il faudrait savoir

inverser par rapport a p, la combinaison linéaire de 770_1 et de 771_1 :

P,V T) = (1ot) g 4 tay )™

— Cette méthode est en fait une méthode générale d’interpolation verticale (au dessus
de T, p) entre deux sous-variétés Legendriennes représentant des systémes thermo-
dynamiques ”de référence” tel que

— les variables intensives sont conservées.

— les variables extensives sont interpolées linéairement. <&

Interprétation de la méthode de Lee et Kesler par transformation de contact

— La méthode proposée repose sur une interpolation entre valeurs numériques, mais
nous pouvons montrer que les calculs sont équivalents a appliquer une transformation
de contact a température et pression fixe, soit avec le hamiltonien de contact du
corollaire (5.1):

f@@z/%@@@%@@@

— La méthode de Lee et Kesler se faisant en variables réduites, nous devons précedem-
ment effectuer deux transformations de contact pour se ramener a ces variables.

Lors de ces transformations, nous ne voulons pas changer de modéles, il faut donc
1 1

qu’elles correspondent a des transformations quasi-statiques (le hamiltonien de contact

doit s’annuler sur les sous-variétés de Legendre correspondant a ces modeéles).

Les deux transformations correspondent respectivement & une détente (ou compres-
sion) isotherme et a un chauffage (ou refroidissement) isobare.

Pour une transformation isotherme, il faut

ar  _af of
E‘TaU as‘o

128



Une solution est :
U, S, T, p)=UTS <a(l,p) aveca(l,p)=AT,V (p,T))

ot A (T,V) est I’ énergie libre de Helmholtz,

Pour une transformation isobare, il faut

dp _ 0f O _

@ Par Tav 7Y

Une solution est :
UV, T, p)=U+ pV <h(T,p) avec h(T,p)=H (S (p,T),V)

ot 1 (S, V) est I'enthalpie.

Par définition de I’ énergie libre de Helmholtz et de I’enthalpie, les fonctions f, et
fn sont nulles pour un modele thermodynamique donné. Nous vérifions de plus que

X};:O, et que Xj;"h:o.

En outre, f, (respectivement f;,) est indépendante de V' (respectivement S) et li-
néaire en U

P _ T _
:>Xfa_p et Xy =T.

Les autres composantes se calculent a partir de ’équation fondamentale associée a
I’énergie interne U (S, V), il faut pour cela résoudre le systéme par rapport a V, S:

ou ou
T_%(va)v p—W(va)

d’ou les fonctions V (p,T) et S (p,T) et a(T, p), h(T,p).

En tenant compte de

G4 94
=Sor PT v

nous pouvons calculer les dérivées (nous pouvons calculer de la méme fagon celles

de h):

Jda JdA  0AIV A%

oT — or Tavar ~ T TPar
da DAV QY

o~ waop oy
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Les champs de contact correspondants sont:

Xr.ls Xy ls
AU oy oy s 08
= =05 ) 105
s oV 798
- Par aT
dt p@p dp
aT
5— 0 T
dp
FTA 0

Nous remarquons que les orbites de X, |¢ (respectivement Xy, ) sont parametrées
par p (respectivement 7).

Pour calculer les flots, nous résolvons la composante en p(f) (respectivement en
T (t)) puis celle en V avec Vo =V (po, 10).

Soit pour le champ de contact X,

v _ oV
dr ="y V() =V(p(t),To)
b = poe’
dp _ p(t) = poe
a7
Nous avons conservation par le flot ¢, de 'équation d’état V. = V (p,T). Nous

pourrions vérifier de méme pour les autres équations d’état.

Pour obtenir les équations d’état en coordonnées réduites, nous posons:
et:prv Pozpcivzv(Prpch)

La séquence des transformations de contact associées aux champs Xy, [g et Xy, |¢
transporte (7%, p.) au point (7}, p,) qui vérifie donc I"équation pV'T' réduite:

V=V, (T, p) = V(T Tey pr po)

Une fois, ces transformations préliminiares efféctuées sur le modele du méthane et du
n-octane, nous pouvons transformer le modele “réduit” du méthane d’équation BWR
réduite en le modele “réduit” du n-octane d’équation BWR par une transformation
de contact d’hamiltonien de contact :

1@ = [ (s () i
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— Remarque 5.4 Les fonctions V(7,p) peuvent étre multivaluées lors de change-
ments de phases; il y a donc plusieurs hamiltoniens de contact lorsque nous sommes
dans les zones de changements de phases. En pratique, les fonctions volumes sont
tri-valuées lors des changements de phases, nous pouvons donc, pour une méme
température et une méme pression, effectuer 9 différences correspondant a 9 hamil-
toniens de contact. Nous ne savons pas actuellement comment traiter ce probleme.

&
Généralisation de méthode de Lee-Kesler

La méthode de Lee-Kesler, vue comme transformation de contact a combinaison ver-
ticale se généralise facilement :

1. Soit au cas multi-composants avec:
f(T7p7 xl) = Gl (T,p, xl) <:>GO(T7P7 xl)

ou une des formules dérivées:

1) = [ (Tpa V0l T )y

2. Soit par utilisation d’autres variables thermodynamiques dans la combinaison verti-
cale, comme le volume et la température avec un hamiltonien de contact calculé a
partir de ’énergie d’Helmoltz (6.1):

f=A1(V,T) AV, T)

3. Soit par combinaisons multiples ou en séquences: on combine deux systemes Sy, &1
dans le rapport o, puis S,, S3 dans le rapport ¢, en gardant fixes les mémes variables.
Exemple 5.4 Cette méthode se rapproche de la méthode de Wu et Stiel:
Principe de la méthode de Wu et Stiel (1985)

1l s’agit d’une généralisation de Lee-Kesler par combinaisons de trois "systemes”
So, 81, Sz a T, p donnés (sur une méme verticale), soit, en coordonnées barycen-
triques:

S=1tSo+ t1S1+1t282, o+t +ta=1 (5.23)

avec des équations d’état différentes pour chaque systéme: Un modéle type BWR
pour le premier, So (méthane), également un modele BWR, avec des constantes
différentes pour 81 (octane), un modéle type Keenan pour le troisieme, Sy (eau)
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Dans léquation (5.23), nous avons utilisés les notations de Wu et Stiel:

w wlw)
g = lo—eY|1leo—
w(r) w(r)
; w w(w)
N AN
toy = Y, coefficient de polarité

Wu et Stiel donnent une interprétation, en termes de mélanges, des parameétres t; :
t; est la fraction molaire de S; qu’il faut "mélanger” pour retrouver (approzimative-
ment) S et le coefficient de polarité est la fraction molaire d’eau. <&

La combinaison verticale de ¢ systemes &;, ¢ = 1l..¢ peut se décrire comme une
séquence de combinaison verticale.

En partant de O, la substance nulle, nous faisons agir
fo=Go<0det=0atgy, en partant de O nous obtenons tg Sg.

Puis avec fi = Gy <0 det =0 a ty, en partant de to Sy nous obtenons

to (50)‘ + 4 (51)‘

(a%.p7) (¢Tp )

ot (¢’, ps) sont les variables qui restent fixes au cours de la transformation.
@

Jo fi

So Si

th+ (et

En continuant ainsi, nous obtenons:

S = Z i (Si)‘(qf,pj)

=1

Toutes les interpolations étant linéaires et les coordonnées fixes étant les mémes, le
résultat est indépendant de 'ordre d’interpolation.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié différentes applications des transformations de
contact en thermodynamique. Nous pouvons les interpréter soit comme décrivant un pro-
cessus quasi-statique pour un modele soit comme un procédé de déformation continu
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d’équations d’état au cours duquel le premier principe de la thermodynamique reste véri-
fié.

Dans le premier cas, Mrugata a démontré dans [54] que le hamiltonien de contact de la
transformation devait étre identiquement nulle sur la variété de départ. Nous proposons
d’une part d’étudier des transformations en séquence pour décrire des cycles, d’autre part
d’étudier le cas ou les hamiltoniens de contact sont obtenus par combinaison de fonctions
nulles sur la variété initiale et dont les coeflicients dépendent du temps. Cette derniere
approche n’est pas finalisée, les résultats ne sont pas encore probant et mériterait d’étre
développer.

Construire des nouveaux modeles thermodynamiques par transformation de contact
était notre probleme original. Nous nous sommes demandé s’il était possible de trouver,
pour un type d’équations d’état données, un hamiltonien de contact et donc une transfor-
mation de contact, permettant de transformer une équation de ce type d’un modele initial
en ’équation du méme type d’un nouveau modele. Dans ce chapitre, nous avons vu que
si les équations d’état recherchées étaient du type de celles présentées dans le tableau 3.1
alors nous pouvions effectivement construire un tel hamiltonien de contact et surtout nous
avons montré comment le construire.

Nous n’apportons pas une solution pour toutes les équations d’état. Grace a ’équiva-
lence en thermodynamique entre la représentation entropique et la représentation énergé-
tique, nous pouvons ajouter a la liste des équations d’état, les équations fondamentales de
la représentation entropique et les équations d’état obtenues par dérivation de celles-ci

Pour les équations d’état oli nous n’avons pas de résultats généraux, nous pouvons
essayer d’utiliser la méthode de construction par identification appliquée dans ce chapitre
pour construire un gaz parfait général et qui sera développée dans le chapitre suivant pour
les équations type pVT.
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Chapitre 6

Détermination d’hamiltoniens de
contact pour les équations pVT

Les équations d’état type pV'T sont des équations thermodynamiques reliant la pres-
sion, le volume, la température et le nombre de moles. Elles ont été tres étudiées dans
la pratique, en effet elles relient des grandeurs facilement mesurables. On trouve dans la
littérature thermodynamique des dizaines d’équations pV'T' et souvent les modeles sont
construits a partir d’elles.

L’intérét des équations pV'T correspond a des problemes pratiques et a des applications
importantes dans 'industrie pétroliere.

La plupart des équations pVT développées en thermodynamique reposent sur une
hypothese implicite : la pression est une fonction explicite du volume, de la température
et du nombre de moles. Elles sont souvent été construites par adaptation de I’équation de
Van der Waals.

Le but de ce chapitre est de déterminer des hamiltoniens de contact f permettant de
retrouver les équations d’état classiques de la thermodynamique ou, plus exactement, de
retrouver ’équation d’état reliant la pression P, le volume V', la température T', supposée
connue et d’établir les autres équations d’état associées a partir d’un modele thermody-
namique connu.

C’est a dire nous avons deux systémes thermodynamiques, Sg et §1, nous connaissons
toutes les équations d’état de Sp et seulement I’équation pV'T de &y, nous cherchons a
trouver une transformation de contact qui va nous permettre de retrouver ’équation pV'7T
de &1 a partir de celle de Sp.

Pour cela, bien évidemment, la fonction f devra étre non identiquement nulle sur la
variété de départ.

Une fois trouvé ce hamiltonien de contact, nous pourrons appliquer la transformation
aux autres équations d’état de Sp et nous aurons alors les autres équations d’état de Sy.

Nous verrons qu’il existe bien des manieres différentes pour passer de Sp a &1 et ce
pour des fonctions “raisonnables”, c’est & dire que nous pouvons construire simplement.

De plus, les hamiltoniens de contact, que nous proposons, engendrent des champs de

vecteurs dont nous pouvons calculer explicitement le flot.
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6.1 Méthode par combinaison verticale

Dans le cas spécifique des équations pV'T', nous allons appliquer le corollaire 5.1 (page
123) du théoréme 5.1 page 119

Corollaire 6.1 Soit un systéme So ayant p = Fo(V, N, T) pour équation d’état reliant la
pression p, le volume V, la température T et le nombre de moles N et un autre systéme
Sy ayant p = Py(V,N,T) pour équation d’état reliant la pression p, le volume V, la
température T et le nombre de moles N. Alors la transformation de contact engendrée par
le hamiltonien de contact f(V,N,T) suivant

FV,N,T) = /V TPV N, T) e Po(V/, N, T)dV" + ®(N,T)

transforme Déquation d’état Py en Py. Les autres équations d’élat de Sy sont transformées

en équations d’état de Sy.

La borne infinie de I'intégrale dans le corollaire repose sur le postulat thermodynamique

suivant : la pression tend vers zéro quand le volume tend vers I'infini.
Nous avons Vlim f=®(N,T), pour déterminer la fonction ®(N,T'), il faut d’autres
— 00

informations, que I’équation d’état p = P, (V, N, T'), sur le systeme Sy.

Démonstration Nous travaillons en variables V. T, nous allons done, a partir des résul-
tats du théoreme 5.1 (page 123), prendre le hamiltonien de contact suivant :

f(vavT):Al(vavT)ﬁAO(VvaT) (61)
Ai 7N7T . . , .
or P, = M , = 0,1, donc, par intégration
oV
Ai(V,N,T):/ P(V/N, T)dV'+ ®(N,T), i=0,1
14

En substituant dans 6.1, nous obtenons

FV,N,T) = /V C(PUV! N T) e Po (V! N, T)AV' + B(N,T)

Nous pouvons aussi vérifier par le calcul le résultat, indépendamment du théoreme.

Nous allons uniquement nous intéresser aux composantes du champ générateur de la
transformation de contact correspondant aux variables p, V., T et N c’est a dire trouver
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f a partir de
dv.

=
d 9
d—]t’ - @8—5 = p1(V, N, T) =Py (V, N, T)
(6.2)
dt
v _
dt

Par intégration, nous obtenons le résultat souhaité.

A la fin de I'intégration nous obtenons ainsi une famille de systéeme lié & une équa-
tion d’état pV'T donnée, le choix de la fonction ®(7") dépendre de conditions annexes,

a9 . . .
notamment — et nous permettra de choisir un modele.

or

6.2 Hamiltonien de contact dépendant du temps

Introduction

Nous appellerons temps le parametre ¢ d’intégration de la transformation de contact,
méme s’il ne s’agit pas d’un temps physique, nous allons supposer qu’a l'instant ¢ = 0
nous avons le premier systeme avec la premiere équation et nous allons chercher un champ
de contact, donc un hamiltonien de contact tel qu’a 'instant ¢ = 1, 'équation pV'T de Sq
se transforme en ’équation pV'T de &1, nous n’'imposons pas de condition pour les autres
équations d’état. De plus , nous allons chercher la transformation telle qu’a chaque instant
t ’équation transformée de I’équation pV'T de départ soit elle aussi une équation pV'7T.

Lemme 6.1 Toute équation d’état résolue en p, c’est a dire telle que p = w(V, N;, T,
peut s’écrire sous la forme

(p+A4)(VeB)eNRT=0

oiw A= A(V,N;,T), est une fonction de la température, du volume,du nombre de moles
de chaque composante N; et B = B (N;,T) .

Démonstration Il suffit de poser

N:RT
AV, N;, T) = - on(V,N;, T
( )= weBmaTy) o )
et B (N;,T) est une fonction choisie arbitrairement. a

Remarque 6.1 Le choix de expression du lemme est guidé par des considérations phy-
siques.
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Par analogie avec ’équation de Van der Waals et pour des raisons de dimension évi-
dentes, la grandeur A ayant la dimension physique d’une pression et B celle d’un volume,
nous appellerons le terme A (V, N;,T) terme de pression interne et le terme B (N;,T')
covolume.

On en déduit les choix que I'on fera dans la pratique pour la fonction B (N;, T): soit
Nb lorsqu’il y a dans I’équation pV'T recherchée un covolume exprimé (par exemple type
Adachi-Lu-Sugie) soit 0 lorsque ce n’est pas le cas (par exemple type Viriel). <&

Hypothéses: Nous allons supposer que 'équation pVT de Sy est sous la forme du

lemme:
Ho(V,N;,T,p) = (p+ Ao) (V& By) &N,RT =0

ou Ag = Ao (V, N;, T'), est une fonction de la température, du volume,du nombre de moles
de chaque composante i By = By (N;,T') .
Et ’équation pV'T de &7 est sous la forme du lemme:

I (V,Ni, T,p)=(p+ A1) (V& B) ©N,RT =0

ou A1 = Ay (V, N;, T), est une fonction de la température, du volume,du nombre de moles
de chaque composante ¢ By = By (N;, T).

La transformation de contact « associe aux variables Uy, So, Vo, Nig, To, po, ttig les va-
riables Uy, Sy, Vi, Nig, T, Dy piy @ instant t.

Nous cherchons une transformation telle que si nous avons

pour t=0, Ilo(Vo,To,po) =0

et que nous substituons les variables Uy, So, Vo, N;g, To, po, ftig par leurs valeurs en fonction

1

de Uy, S1, V1, N1, 11, p1, f4iq, calculées par o™, nous obtenons I’équation

I, (Vi,T1,p1) =0, pour t=1

Les hamiltoniens proposés ont été obtenus par construction a partir de la connaissance
supposée des équations d’état pV'T'. Nous avons développé deux méthodes de construction
qui donnent les mémes résultats, nous les proposons ici, car ces constructions peuvent étre
utilisées pour d’autres équations état.

6.2.1 Construction de f par identification sur les équations pVT

L’équation pV'T ayant été décomposée en trois termes (p+ A), (V < B) et RT, I'idée
pour construire la transformation va consister non pas a supposer que la transformation
globale de I’équation Ilg donne II; mais la transformée de chaque terme donne le terme
correspondant.

Soit a; la transformation de contact recherchée:

a = (Uo, Sos Vo, Nio, Tos po, prio) = (U (1), S (1), V(1) Nu(t), T(2), p(t), pi(t))
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Par abus de notation, nous noterons par le nom de la variable finale pour ’application
obtenue par composition de «; et par projection sur la coordonnée correspondante, ainsi

pour la pression, si 7, est la projection sur la coordonnée en p, par exemple nous écrirons

p(t) = Oé((]()7 SO, V07 Ni07 T07p07 :uZO) O Tp

De la méme facon, nous noterons par le nom de la variable initial pour la composition de
oet_l et de la projection. Ainsi nous écrirons

(6.3)

En tenant compte des notations de 1’équation (6.3), nous avons ainsi quatre équations

po+ Ao(Vo, Nio, To) = p(t) + Ae(V (8), Ni(t), T'(t))
Vo < Bo(Nio, To) =V < Bi(Ny(t),T(t))

To =T(t)

Nig = Nz(t)

(6.4)

Vo, Nio, To, po sont donc des fonctions dépendant de ¢.
Nous voulons que ces équations soient vérifiées pour t = 1 et pour ¢t € [0, 1] nous allons
interpoler les fonctions. Nous avons directement :

(t)
V(1) = Vo & (Bo(N;, T) ©By (N;, T)) ()

ot (0) =0 et (1) = 1.

Le choix effectué pour les deux premieres équations entraine que le hamiltonien de
contact cherché ne dépendra pas de U, S, et p.

Pour p(t), il existe plusieurs possibilités, pour retrouver I’équation a ¢t = 1, pour le
moment nous en avons étudié trois.

1. p(t) =po+ (AO(V + BO(]VZ'7 T) =By (Ni7 T), N;, T) <Ay (V, Ny, T))(b(t)
2. p(t) = po + (Ao (V + (Bo(]\fi7 T) =By (Ni7 T), Nit)¢(t), T) S A (V, Ny, T))(b(t)

3. p(t) = po—+ Ao (v+ (Bo(N;, T) By (N, T), Ny)b(t), T) Ao (V,N;, T) (1 <:>¢(t)) &
ALV, T)e(t)

ot ¢(0) =0 et ¢(1) = 1.
Le dernier choix de fonction p(¢) peut sembler compliqué, mais en fait il se justifie par
la deuxieéme idée de construction donnée ci-dessous.
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Dans tous les cas, nous trouvons le hamiltonien de contact f en résolvant le systeme
d’équations aux dérivées partielles :

of  dp(t)
av - T
af  dv(r)
ap  dt

Ce systeme est découplé pour les trois choix de fonctions p(t), il se résout donc facile-
ment et cela nous amene a trois familles de hamiltonien de contact f; , fo et f3 possibles:
Nous allons développer le calcul pour f; :

0 dVv
a—JZ = T = (BUNLT) & Bo(N:, 1)/ (1)
ofi  dp
v = Ta

Ag (V + Bo(N;, T) = B1(N;, T), N;, T) <A (V, N, T))qb’(t)

i N N

dAo(V + Bo(N;,T)=B1(N;,T), N;,T) =A(V,N;, T) dV

= (Ao(V + Bo(N;, N;,T) =B (N;,T),N;,T) A (V,N;,T))¢'(¢)

dAo(V + Bo(Niy N;, T) =By (N;,T),T)=A(V,N;, T)
oV

(B 1) BV 1)) ) o0
L’intégration est alors immédiate et nous donne:

Théoréme 6.1 Soient deux systémes thermodynamiques Sy and §1 respectivement d’équa-
tion d’état pvT

Ho(V.N;i, T, p) = (p+ Ao(V. N, 1)) (V = Bo(N;, T)) = NRT
et

I (VoN;, T, p) = (p+ Au(V, N T)) (V 2 By (N3, T)) = NRT
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Alors les hamiltoniens de contact suivants :

of (U7 S, V,N;, T, p, t) = (B1 (NZ'7 T) <:>B0(NZ'7 T))plb/(t)

<:>/VOO (AO(V/ + By (NZ'7 T) < By (NZ'7 T)7 N;, T) S A (V’7 N;, T))(b/(t) av’

+ (B1 (NZ'7 T) <:>B0(NZ'7 T)) (A1 (V7 N;, T) <:>A0(V + By (NZ'7 T) < By (NZ'7 T)7 N;, T))Qb/(t)(b(t) + (I>(T)
ofy (U7 S, V,N;, T, p, t) = (B1 (NZ'7 T) <:>B0(NZ'7 T))plb/(t)

<:>/VOO (AO(V’ + (Bo(N;, T) =By (N;, T)w(t), N;,T) <AL (V, Ny, T)) &' (t)dv’

(B ) Bl T) ) (V. N T 0)600) + ()

ofs3 (U7 S, V,N;, T, p, t) = (B1 (NZ'7 T) <:>B0(NZ'7 T))plb/(t)

@/VOO (AO(V’, No T) Ay (V' Ni,T))cb’(t)dV’

N (Bluvi, T) = By(N,. T>) (Ao<v, N:T)(1e6(1)) + As (V. N, T>)¢<t>¢'<t> L o)

avec ¢(t) et (t), tel que ¢(0) = 0, ¢(1) = 1, ¥(0) = 0etp(l) = 1 et ®(T) une
fonction dérivable quelconque de la température, engendrent des transformation de contact
permettant de transformer | lorsque t varie de 0 a 1, chaque terme de Uéquation 11y en le
terme correspondant de Uéquation 11y, et un modele thermodynamique associé a Il en un

modele thermodynamique associé a Ily.

Démonstration Les hamiltoniens de contact du théoréme ont été construits de maniere

a ce que nous ayons pour valeur du flot
- t=0 s p(O):po s V(O)IVO s T(O):TO

-t=1, p(l):pO‘I'AO(V+B0(NZ7T)<:>B1(NZ7T)7NHT)@AI(V7N27T) ) V(l):
Voo Bo(N;, T)+ B1 (N, T) , T(1)="1Ty

D’ot en posant p(1)=p , V(1)=V |, T(1) =T et en inversant le flot, pour t = 1:
To=T ) V0<:>B0(NZ7T):V<:>B1(NZ7T) ’ p0+A0(V07NiO7TO):p—I_Al(VvNivT)

Nous retrouvons ainsi I’équation Ily. Par rapport a la construction, nous avons rajouter
le terme ®(7), en effet lorsque nous calculons le champs de vecteur générateur de la
transformation de contact, la dépendance du hamiltonien de contact par rapport a la
température 7 n’intervient pour le flot de V(¢),p(t),T(t). En effet, il est obtenu par
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I’intégration de :

av oS
dt — dp
o _ 97 9 (6.5)

a ~Pou Tov
dTr T af of

dt — T oU ' oS

et ne dépend pas donc pas de la température. a

Exemple 6.1 (Passage d’un gaz parfait & un gaz de Van der Waals) Avec les no-
tations du théoréme 6.1, nous avons pour un gaz parfait :

et pour un gaz de Van der Waals

AoV, T) = —=  Bo(T) = bo

a

vz

Prenons les fonctions ¢(t) et 1(t) les plus simples possibles :
pt)=tet () =1t

Alors la transformation de contact générée par le hamiltonien de contact suivant:

a abt
= b — —_—
f p<:>V + V2
transforme ’équation
poVo = NoRTy

en équation

(r+ V2) (V ob) = NRT

6.2.2 Construction par paramétrisation des équations pVT

Une autre facon de construire le hamiltonien de contact f consiste a supposer qu’a
I'instant ¢, nous avons une équation d’état de la forme:

(p+ AV, T, 0))(V=B(T, 1) =T (6.6)

ott A(V,T,0) = Ao(V,T), B(T,0) = Bo(T), A(V,T,1) = (A((V,T) et B(T,1) = By(T)

sont les fonctions intervenant dans les équations pVT de Sy et de ;.
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Un probleme est celui du choix de la dépendance en ¢ des fonctions A et B, une solution

revient a les construire par interpolation :

AV, T, 1) = Ag(V,T) + (A (V, T) & Ao(V, T)) 6 (1)
B(T,t) = Bo(T) + (Bu(T) < Bo(T))¥(t)

Remarque : Nous faisons le choix, comme pour la construction précédente, de conserver
constant le nombre de moles et la température au cours de la transformation, c’est a dire,
le hamiltonien de contact f construit sera indépendant de U, S, et de p. Ainsi, nous ne
ferons pas apparaitre le nombre de moles N; dans les formules pour alléger les calculs.
Le hamiltonien de contact est construit en paramétrant I’équation 6.6 par rapport a

un parametre t:

(p(t) + AV (), T(t), )(V(t) &B(T,1)) = T(t) (6.7)
En dérivant (6.7) par rapport a ¢ et en tenant compte de
dp  9of
a = Tov
v _of
dt — op’

nous supposons également que 1'(t) =T = Ty,
nous obtenons ’équation aux dérivées partielles pour f suivante:

af  dAV (1), T(t),t)
(W + dt

) (V1) &B(T,0) + (p(t) + AV (1), T(t), 1)) (% @%)

(6.8)

Dont une solution possible est solution du systeme suivant :

0f _ dAWV(D),T(1),1) _ QAW (1), T(1).0)dV(H) | JAV (D). T(1).1)

v dt oV dt ot
af  dB(T,1)
dp  dt

Soit
I3 (U7 V,S,p, T, t) = (Bl (T) < Bo (T))anl(t) + (I)(T)

<:>/VOO (AO(V’, T) <A (V/, T))qb’(t)dV’

L(By(T) & Bo(T)) (Ao<v, T) (1 0(t) + Ay(V. T>¢<t>)¢'<t>

Remarque: D’autres choix pour A et B nous auraient amené & construire d’autres
hamiltoniens de contact. Ainsi avec
{ AV, T,t) = Ao(T,V + Bo(T) &By(T)) (1 ¢(1)) <A (T, V)o(t)
t

B(T,t) = Bo(T)(1 20(t) By (T)b(t) (6.9)
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nous retrouvons le hamiltonien de contact f; du théoreme (6.1) et avec

(6.10)

AV, T,) = Ao (T, V + (Bo(T) =By (1) ()(t)) (1 6(1) <A1 (1, V)6 (1)
B(T,1) = Bo(T)(1 £¢(t)) B (T) (1)

nous retrouvons le hamiltonien de contact fs.

6.2.3 Application: Passage du modele de Van der Waals au modele de
Clausius

Nous allons regarder sur un exemple, les différents hamiltoniens de contact f, pour
cela nous allons nous intéresser a la transformation d’une équation de Van der Waals a
une équation de Clausius dans l'espace des phases thermodynamiques M® de dimension

5.

Remarque 6.2 Nous ne prenons pas, pour une fois, comme exemple, le passage du gaz
parfait au gaz de Van der Waals, car alors, nous avons Ag(V,7) =0 , Bo(T) =0 et les
3 hamiltoniens de contact proposés sont égaux. <&

Pour un gaz de Van der Waals, nous avons

a
Ao(V,T) = vz Bo(T) = bo
Pour un gaz de Clausius, nous avons
a
Ao(V.T) = %) Bi(T) =b

Calcul des 3 f dans M® x R

a a a a

b, b = t T
Vol T vio, a0 T 0)(T(V—|—c)2 (V—|—b0<:>b1)2) +9(T)

Ji=0;eb)ps

a a (b =bg)at

fo= e eb)re G Y v s T TV + 02

+9(T)

fg = (b1 @bg)])@ﬁ + % + (b1 <:>b0) (T(Va_tl_ C)2 + a(%/?t)) _|_(I)(T)
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Calcul du champ de contact pour f;

J a a
%U(t): (V (t) +¢) T+V(t)—|-bo<:>bz ted)

a (by <bg) at d
= ((V O+ T2 (W o)+ (a_Tq”T)))
+ (br <o) (T (V (1) + ) Q(v (t) + by @b1)2> '
0
%V(t) =b; &by
o B a (b1 <:>b0) at i
oo W= (V(t)+c) T2 2 (V (t) + ¢)? ®(3T¢(T))
g (t) = a L a
Y T W O TR T (V) by oby)?
“(br <o) (<:>2T (V (1) + o) 2 (V (t) + by <:>b1)3) :
0
ST (=0

Calcul des équations d’état transformées:

a
+ ——— | (V&b,)=RT
(p T(V—l—c)2) Veb)
J a 3
U+ (1) T g7 ®(T) + 2 = ST
J a 3 3

Calcul du champ de contact pour f;
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d B a a (by <bg) at
ot v (V(t)+¢) T(: V (bt))+ Etbg @bj)at + T (V(t)+ ) (T)
a 1 =0g) a
 (raram mra e e m))
d
V(1) = br by
(6.13)
J B a (b ©bg) at J
%S(t) V() ) T? + T2 (V (t) 4 ¢)? c}(@T ¢ (T))
9 (1) = a N a 5 (by <bg) at
a" T ITT W V)t (beb) ) T (VD) te)
d
%T (t)=0
Calcul des équations d’état transformées:
U+ (T) @T% o(T) +2(VEC)T = ;RT (6.14)
J a 3 3
S+ 8—T¢(T)+ ERUETS = 5Rln (§RT) + Rin(V <by)
Calcul du champ de contact pour f3
d B a a at a (1)
a ' ="v o9 T(+ V(t))+ (b ‘:’b”; (T VOt vy ) o)
a by <by) at
e ((V (t) +c) T? T2 (V (1) +¢)? * (a_Tq)(T) )
%V(t) — b, &by
J B a (b ©bg) at J
V=tV aro Tt v 4o “(grem)
d B a a at a (1<t)
a? V=gt Tvee Tl e (@2 T+ VS )
%T (t)=0

Calcul des équations d’état transformées:
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(p+ ﬁ) (V b)) = RT

0 a 3

J a
S+ 5520+ g

Les champs de contact sont différents, mais les équations d’état transformées sont les

3 3
=S Rin (§RT) + Rin(V <b)

meémes.

Remarques sur la paramétrisation en ¢

Les hamiltoniens de contact proposés dans le théoreme dépendent de fonctions ¢ et
P, tel que 9 (0)=0,¢(1)=1, ¥ (0) =0et ¢ (1) = 1. Les dérivées de ces fonctions par
rapport au temps sont les vitesses de transformation des termes A(V,N,T) et B(N,T)
des équations pV'T.

Dans la pratique, nous prendrons le choix le plus simple de fonctions, c’est a dire une

interpolation linéaire :
G(t)=tetp(t) =1t

Il peut étre intéressant de ne pas transformer a la méme “vitesse” le terme de covolume
et de pression interne. Cette vitesse étant donnée par les fonctions ¢ pour la pression
interne A (V,T) et par ¢ pour le covolume B (N, T), cela sera le choix de ces fonctions qui

déterminera la vitesse. Nous allons illustrer la remarque sur ’exemple de la transformation

abt

du gaz parfait en gaz de Van der Waals. Au lieu de f = bp <:>ﬁ + V2 prenons:

v
at? 1at’’?b  1bp
—eg 4 IR 6.17
=3yt Y3y (6.17)
Nous obtenons aux équations d’état suivantes :
ta
(p—l— W) (Vevis) =N RT
t2a 3
U—I—7—§NRT
. (6.18)
3 U+ 52 V eVib
5 TS
= RT o2
n=g il ey

Nous retrouvons bien les équations de Van der Waals pour ¢ = 1, mais pour ¢ # 1, nous
obtenons des parametres at® et by/t différents dee ceux obtenues par le choix d’interpolation

linéaire de ¢(t) et de ¥ (1).

6.3 Construction du hamiltonien de contact en séquence

L’idée est de considérer un enchainement de transformations successives c’est-a-dire de

construire plusieurs champs de vecteurs et non un seul comme précédemment.

147



Proposition 6.1 FEn reprenant les hypothéses du théoréme (6.1 page 140), alors l'enchai-
nement des deux transformations de contact générées respectivement par

fi = (B2(N;, T) =B (N, T))p
et

fa= <:>/ Ao (V, NZ,T) SA (V7 szT) dv

transforme chaque terme de équation 1lg en le terme correspondant de l'équation 11y, et

un modele thermodynamique associé€ a Il en un modéle thermodynamique associé a 11y.

Nous allons détailler la méthode sur notre exemple classique des équations de Van
der Waals, la généralisation ne posant pas de problemes. La sous-variété de Legendre
V™ C M2 des états d’équilibre de départ est toujours la variété des gaz parfaits (5.1
page 109). Dans une premiere étape, nous prenons en compte uniquement le “gonflement”

des molécules dont I’équation associée est :
p(V&Nb)=NRT
Le hamiltonien de contact est:
fi=Nbp (6.19)
Nous obtenons ainsi une variété intermédiaire dont une des équations d’état est :

p(V &Nbr) = NRT

ol 7 est la variable d’intégration.
Puis dans une seconde étape, a partir de la variété intermédiaire, nous tenons compte
des interactions du terme de pression interne. Le hamiltonien a pour expression :
Nia

f22<:>7

Nous obtenons les équations d’état:

N2at

(p—l— Vf ) (V &Nbr) = NRT
3 NZ2at

— °NRT

U= GNRT &=
3 U+ M V & Nor
5 TS

= ‘RT o272

n=g il ey
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ol ¢ est la variable d’intégration dans cette seconde étape.
Nous retrouvons bien les équations de Van der Waals avec les parametres at et br.

Remarques

1. Cette méthode de transformation en plusieurs étapes peut étre rapprochée de la
méthode de “translation de volume” de Péneloux [59] pour la construction de la

cubique généralisée.

2. Avec cette méthode, I'ordre dans lequel nous faisons agir les flots des champs de
vecteurs est important. En effet en faisant agir d’abord X, , puis X, , nous obtenons

pour équation pV7T:

N2at
(p + m) (V<Nbr)= NRT (6.20)

Nous ne retrouvons donc pas ’équation pV'T' du gaz de Van der Waals.

3. Avecle champ X; = Xy 4 = Xy + X, nous obtenons une quasi-équation de Van
der Waals [54] :

(p + (V;VTZW) (V &Nbt) = NRT (6.21)

4. Avec cette méthode, nous n’avons pas un hamiltonien de contact global mais deux
hamiltoniens et obtenons une solution dépendant de 2 parametres.

6.4 Transport des fonctions thermodynamiques et des coef-
ficients de réponse thermodynamiques

6.4.1 Transport des fonctions thermodynamiques

En thermodynamique, lorsque nous voulons évaluer une fonction associée a un modele,
la méthode classique consiste a calculer les équations d’état et puis a calculer la fonction,

et 2 Vo .
par exemple, pour connaitre le facteur de compressibilité 27 = IZ—T7 il faut “réarranger” les

termes de I’équation pV'T de maniere a faire apparaitre le terme IZ—T7 ce calcul n’est pas
toujours simple.

En appliquant la méthode proposée au paragraphe 2.7, nous allons voir que nous
obtenons directement la fonction recherchée. Par exemple, si nous voulons connaitre les
fonctions transformées de I’énergie libre A = U < TS et du facteur de compressibilité

pV o
7 = ——, nous devons alors intégrer

RT
dA AU dS _ dT

ot w ey
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et

dz _ p dV vV dp - pV dT
dt ~ RT dt " RTdt  RT? dt

apres avoir intégré le champ de contact et en tenant compte des valeurs des fonctions pour
la variété de départ.

Ainsi, lors de la transformation d’un gaz parfait en un gaz de Van der Waals, nous
obtenons :

At = /C dT@T(/C} SO g4 N RIn (V;V:’b))

o) =
G—|—V<:>p<:>V2

/CV(T) AT =T (/C; V4T + N Rin (V;V:’b)) + (( + W) (V<:>b)) (6.22)

HQV—Q @bpﬁ‘i—g = /CV(T) dT + ((P—I— %) (Vﬁb))

=2 b b
a_l__p_l_ a

Z =1
+ VRT RT V2?RT

6.4.2 Transport des coefficients de réponse thermodynamiques

Nous considérons les coefficients de réponse comme coefficients de la forme différentielle
obtenue par différentiation de I’équation d’état qui les définissent et nous regardons leur
image par la transformation de contact. Ainsi nous allons chercher la valeur de (%)T
pour ’équation pV'T de Van der Waals & partir de sa valeur pour 'équation pV'T des gaz
parfaits.

La différentielle de I’équation Fy = poVy < RTy = 0 est
pod Vo + Vodpg < RdTy =0

En fait, lorsque nous voulons calculer la transformée de cette forme nous avons un
probleme, en effet si la transformation de contact o va de la variété des gaz parfaits a
la variété de Van der Waals, pour les formes différentielles, il faut utiliser 'opérateur de
rétro-projection, or celui-ci va de 'espace cotangent de la variété de Van der Waals a
Iespace cotangent de la variété des gaz parfaits. En fait I'idée pour calculer la transformée
de la forme différentielle va consister a appliquer sur celle-ci 'opérateur de rétro-projection
de I'inverse de a soit (a™1)* = a.

En résumé, les étapes sont
- o (UO7 507 V07 T07p0) — (Ut7 St7 ‘/7,‘7 Tt7pt)

— o™t (Uy, St, Vi, Ty, pi) — (Us, So, Vo, To, po)
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OF; JF, JF, OF; JOF;

— Calculer d( (U(),S(),VO,T(),])())) 8U dU0—|— 8SOdSO+ 8‘/OC”/O—|— 8 dT0—|— 8 Od

ol F; est une équation caractéristique de la variété des gaz parfaits.

— calculer

Qe (d(E(U07 507 V07 T07p0))) =

oF, .\ [0Us oy . Oy . Oy ... Oy
du ds av, a7 dps) + ...
(aUOOO‘ )(GUt R T R T T P p’f)+

— Regrouper les coefficients des dUy, d.S;, dVy, dTy, dpy, en déduire les dérivées recher-

chées.

Exemple 6.2 (Vitesse du son) Si nous voulons connaitre la vitesse du son pour un

gaz de Van der Waals, donnée par la relation ¢? = <:>v2(88—€) , Nous pouvons soit essayer

d’avoir une équation d’état pour un gaz de Van der Waals refiant I’entropie, le volume et
la pression, soit calculer les différentielles des équations d’état et obtenir ainsi un systeme
linéaire dont les inconnues sont les dUy, dS;, dV;, dTy, dp; et par élimination obtenir une
équation différentielle reliant d.S,dV et dp et puis, a partir du coeflicient de dV calculé la
vitesse du son c.

Cette méthode est la méthode classique, mais le fait d’avoir obtenues les équations
d’état du gaz de Van der Waals par transformation de contact va simplifier le calcul des
différentielles, en effet les dérivées a calculer ne sont pas les liées aux équations d’état de
Van der Waals, mais sont les dérivés des variables initiales (Up, So, Vo, To, po) par rapport
aux variables finales (Uy, Sy, Vi, T}, pi) par la transformation inverse.

Ainsi calculons I'image de d(poVo <RTp) = 0 et de d(So<f cv (To)dTo+ RIn(Vy)) =

Nous avons

d(poVo <:>RT0) = podVg + Vodpo @RdTg

Po=p+ 5, Vo=VebetTy =T

V2 ’
Soit

dpo = dp @Q%dv L dVy = dV et dTy = dT

Pour I'image de d(So < [ ¢y (To)dTo + RIn(V;)) = 0, nous avons déja calculé les images
de dVj et dTy, nous n’avons plus qu’a calculé I'image de d.Sq = dS et nous pouvons ainsi
en déduire

P a (RT)? 2
=V (@2 Vit v T v en @((V b) CV(T))Q)
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D’une maniere générale, une fois calculées les dérivés des des variables initiales (Up, So, Vo, To, po)
par rapport aux variables finales (Uy, Sy, Vi, Tt p;) par la transformation inverse, nous
n’avons plus de dérivés a calculer quelque soit la fonction recherchée, mais juste a réar-
ranger des coefficients d’un systeme linéaire.

Cette méthode de manipulation des coeflicients des formes différentielles est une mé-
thode classique en thermodynamique, la méthode des Jacobiens [15, page 128]. La dif-
férence entre la méthode proposée ici et la classique vient du calcul des dérivées, nous
n’avons pas a dériver directement des équations d’état.

6.5 Construction de modeles lors de mélange de gaz

La forme de Gibbs est défini pour des substances & multi-composants :
Ne
w=dU + pdV &TdS + > pdN?
=1
ou N, est le nombre de composants. Dans les chapitres précédents, nous avons étudié
le cas mono-composant, nous allons voir ici que nous pouvons appliquer nos résultats
au probleme multi-composant. En effet, il suffit de rajouter les termes correspondants a

chaque composant au champ de contact:

dN* of .
= =1...N,
dt O !

(6.23)
dp; —0f | Of
a Mau T N

Nous allons donc construire des modeles multi-composants par déformation d’un modele

1=1...N,

multi-composant connu, comme le gaz parfait.

Dans une seconde partie, nous allons voir qu’une construction de modele thermody-
namique par transformation de contact peut étre une nouvelle méthode pour engendrer
des modeles de mélange de gaz. En effet, le modele construit pour un temps ¢ entre 0 et 1
tient compte des propriétés du gaz initial, données par les équations pour ¢t = 0 et du gaz
final, données par les équations pour ¢t = 1.

6.5.1 Cas Multi-composants

Les regles de mélange traditionnelles [21] [26] [50] de la thermodynamique font dé-
pendre les constantes du nombre de moles de chaque composant, or dans notre démarche,
cela revient a rechercher une équation d’état reliant la pression, le volume , la température
et le nombre de moles de chaque composant. Nous pouvons donc toujours considérer le
hamiltonien de contact comme étant indépendant de I’énergie interne, de ’entropie et du
potentiel chimique. Nous avons donc que N (t) = N§, le hamiltonien de contact associé &
I’équation d’état du cas mono-composant sera également générateur de I’équation d’état
du cas multi-composant, en remplacant les constantes en fonction de leur expression par

rapport a chaque constante .
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Exemple 6.3 (Van der Waals) Pour les équations d’état du type Van der Waals, les
regles de mélange traditionnelles sont du type[50] :

i:Nc ]:Nc
N%g = Z Z NZ'N]q/aia]‘ (1 <:>I(Z']‘) (6-24)
=1 j=1

ou K;; est un coefficient d’interaction binaire et K;; = 0,

=N,
Nb= ) N, (6.25)
=1

Le Hamiltonien de contact associé est donc

i=N, 1 i=Nc j=Ne
f= (Z Nibi) pE ., D Nilaa; (1K)
=1

=1 j=1
1 1=N. j=N¢ 1=N,¢ (626)
—I—W Z Z NZ'N]q/aia]‘ (1 <:>I(Z']‘) (Z szz) 4
Pour N. = 1, nous retrouvons le hamiltonien de contact de ’équation de Van der

Waals mono-composant et de plus si dans ce dernier, nous remplacons N2a et Nb par
leur valeur, nous retrouvons le hamiltonien 6.26 et comme les expressions N2a et Nb
restent constantes au cours de la transformation de contact (f ne dépend pas de ), nous
allons retrovver les équations d’état de Van der Waals mono-composant lors du calcul du
flot, sauf que bien évidemment N%a et Nb auront les valeurs définis ci-dessus. <&

Cette méthode permet si nous avons choisi des regles de mélange pour les constantes des
modeles de construire de nouveaux modeles, les hamiltoniens de contact sont les “mémes”
que pour le cas mono-composant, & part qu’il faut remplacer les constantes (N2a et Nb

pour Van der Waals) par leurs valeurs selon les regles de mélange.

6.5.2 Introduction aux regles de mélanges dans le cas pV'T'
Introduction

Soit deux substances thermodynamiques dont les équations d’état sont connues. Nous
allons chercher des équations d’état pour une substance obtenue par mélange des deux
substances. L’hypothese que nous allons faire pour établir les équations d’état du mélange
est que le nouveau modele dépend des propriétés des deux modeles purs, chaque modele
influant en proportion de sa présence dans le mélange.

Cette nouvelle approche n’est pas finalisée et nous présentons ici des idées sur la ma-
niere dont nous pouvons appliquer les transformations de contact dans le cas de mélange.
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Nous n’avons pas de résultats généraux pour des regles de mélange de deux substances.
Nous présentons ici deux exemples correspondant a un mélange d’un gaz parfait et d’un
gaz de Van der Waals et a un mélange de deux gaz de Van der Waals.

La méthode de construction va consister a déterminer les fonctions p(t) , V(t) , T(¢) , N(t)
comme dans le cas mono-composant et a construire ensuite le hamiltonien de contact f
associé.

Un des problemes vient du fait que nous voulons a chaque instant avoir un modele
pour un mélange de gaz, mais qu’aux instants limites, nous ayons un gaz pur. Nous devons
donc “transformer” le nombre Ny de moles du premier gaz en un nombre Ny de moles du
deuxieme gaz.

Construction de N ()

Nous supposons qu’a I'instant ¢ = 0, nous avons /Ny moles de la substance pure &y ,et
qu’a 'instant ¢ = 1, nous avons Ny moles de la substance pure Ss.

A un instant ¢ donné, nous avons N (t) = Ny¢(t) + Natp(t) moles. Notre probleme va
donc étre de choisir les fonctions ¢ et .

En fait, comme la méthode consiste a substituer dans les équations d’état de Sy les
valeurs a I'instant ¢ = 0 en fonction des valeurs a I'instant ¢, nous allons nous intéresser a

1 ®(t)
Ni=—N&—=N
e el
tel que
Ni=Nsit=0
6.27
{ N1 = N2 sit=1 ( )
D’ou les équations:
1 1
—=1,— =0, MIQ’ @:1
$(0) ¢(1) ¢(0) ¢(1)
Soit, par exemple les choix de :
1
o) = —
lgt (6.28)
o) = ——
1<t
Le nombre de moles a I'instant ¢ est donc:
1 <t

Nt)y=N N
(*) o T2 1o

La construction de p(t) , V(t) , T(t) se fait selon les mémes principes que dans le cas
mono-composant. Nous allons détailler les calculs dans le cas du mélange gaz parfait-Van

der Waals.
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Mélange gaz parfait-Van der Waals

Nous voulons avoir & linstant ¢ = 0 un gaz parfait

poVo = Ny R1Ty
UO - /CV(T()) dTO

[ Cy(T) Vi
So—/ TO dT0—|—N1 RIH(NI)

Nous voulons avoir & I'instant ¢ = 1 un gaz de Van der Waals

NQ2 a

V2

Ngza
= (1) dT
= e

S:/%dT—H\@RIn(

U+

No

Nous allons nous intéresser a la construction du hamiltonien de contact lorsque nous

connaissons les équations pVT'. Selon notre méthode de construction, nous voulons qu’en

substituant dans I’équation (6.29), po, Vo, To, N1 selon leur valeur par transformation in-

verse obtenir I’équation (6.30). Soit le systéme pour ¢ = 1:

Nia
Po=p+ V2
Vo=V &Nsb
To=T
Ny =N,

En tenant compte que pour t = 0,

p(0)=po, V(0)+ Vo, T(0)=To, N1 =N

Nous interpolons équation aprées équation et nous obtenons (le calcul de N (¢) a été expliqué

précédemment) :
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Comme pour le cas mono-composant, plusieurs choix de fonctions p(t), V(t), N(¢t), T (¢)
sont possibles, nous présentons ici ceux qui nous sont parus les plus simples par rapport
a la maniere dont nous les construisons.

Connaissant ces fonctions, nous pouvons construire un hamiltonien de contact
NQ a NQ2 atb

bp N
-|-P2<:>V—I-V2

(&N, + No)

I = e

Les équations d’état du gaz parfait transformé pour ¢ compris entre 0 et 1 sont:

Nobt) = T
(p+ V2 J (Ve bt) = <l + 2t <:>1—|—2t)R
U = C,()dr
T V ( ol 2t @1+2t> @)

Sl + 28 Sl + 2t T

<l 4+ 2¢ <l 4 2¢

+(

Bien évidemment pour ¢ = 0, nous retrouvons les équations (6.29) et pour t = 1 les
équations (6.30).

Mélange Van der Waals-Van der Waals

Nous allons étudier un deuxieme exemple qui va consister a mélanger deux gaz repré-
sentés par des modeles de Van der Waals. Pour ¢t = 0 et ¢ = 1, nous avons donc le méme
modele a part que dans un cas, nous avons N; moles et dans "autre No. Nous avons donc,

en construisant par identification :

N12a1 _ N22612
Po+ V02 =p+ 12
Vo <:>N1b1 =V <:>N2b2
(6.34)
To=T
N1 =N,

En tenant compte que pour t = 0,

p(0)=po, V(0)+ Vo, T(0)=To, N1 =N
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Nous interpolons équation aprées équation et nous obtenons (le calcul de N (¢) a été expliqué

précédemment) :
Tt)="To
1 t

N(it)=—N &——N

O =5 M o™

(6.35)
V(t) =W <:>(N1b1 <:>N2b2)t
Nial Nia,

t) = t

Pt} =pot ((V—l— (Niby SN2~ V2
En tenant compte que pour t =1, Ny = Ny:
Tt)="To
1 t

N(t)= ——N,o——N

O =1oMerg

(6.36)
V(t) =W <:>(N2b1 <:>N2b2)t
N2al N2a,

t) = z 2 )t

Pt} =pot ((V—l— (Nab1 SN2~ V2 )

Soit le hamiltonien de contact f suivant :

(Nl @Ng),ul NQQGJ NQ2 (12

= No b1 + Ny b
/ (=1 +1)? (SN2 bl 4 N 2)p+V—|—tNgb1<:>tNgbg<:> v
NQSGthJ NQSGthQ
V2 V2

Nous obtenons par intégration du champ de contact associé a f, le flot

((11 tNQ b] <~ ay Vg + as Vg <~ ay tNQ bg) tNgz

U=1U
0 (tNQ b1 <:>tNQ bg <:>V0) Vg

S =25

T=1T,
B <:>(<:>(b1 @bg)ztz Ngz +2tV, (b1 @bg) Ny <:>V02) ay Ngzt—l— Ngz as ngt
p="Po (Vg =t NQ (b1 @bg))z V02
N, =N _ =
1 1, T pECR
H1 = M1,

(6.37)
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Ce qui nous donne, apres calcul du flot inverse, les nouvelles équations d’état pour
t=1

Ny%a
(p—l— *@22) (V&Ny by) = N; RT

N 2
U2 /CV(T) dT (6.38)

Ny

)

v
cv(T)

Pour t = 0, nous retrouvons les équations d’état initial de Van der Waals:

N 2
(p—l— JV;“) (V&N b)) =N, RT
N 2
U+ IV‘“ :/CV(T) dT (6.39)
T Ny b
S:NJ/CV( Var + v, Rin(L2 N1 by
T N,

Pour ¢ € [0, 1], nous avons des équations d’état correspondant a un mélange de deux

gaz de Van der Waals:

( n tNQ2 ((bg <:>b1) NQ2 a? t? + QVt(bj @bg) Ny a2 <:>((11 <:>(12) Vz)
P ((by ©bs) Not + V)2 V2

1(N; (1t) <t No)2 (b <by) Not + V)2 b; (1 <t) (N, <2t N.
_I_f1(1(<:>)<:> 2)? ((by &bs) Nat +V) ‘/@1(‘:*)(1*:> Q)anng
(1=2t)? 12t
ol 4+ 2t ol 42t
t N,2 t No2al N, (1) ot No)? al
RPN 2 9 + (15‘:’)@ 2)” a I/CV(T)dT
v VHIN by St N2 be (1267 (b ©bs) Not+ V)

(&Lt N t N, /CV(T)
S_( olt2t | oltor -

(el+t) Ny t Ny
t Ny by <t Ny b
Vit No by 9t Ny by < ( ol 21 ol42t

<1+ 28 <1+ 2¢

) bs

(el +1t) N, t Ny Rl
sl + 2t <l + 2t

Ce nouveau modele peut étre interprété comme une modélisation du mélange de deux
gaz de Van der Waals; mais nous ne retrouvons pas les regles de mélange classiques et
actuellement nous ne savons pas trouver un hamiltonien de contact qui permettrait de les

retrouver.
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6.6 Conclusion

Nous avons donc établi plusieurs constructions possibles de transformations de contact
pour transformer un modele thermodynamique Sp, ¢’est a dire une sous-variété de Le-
gendre, en un autre Sy, a partir de la donnée des équations pV7T des deux modeles. Ces

hamiltoniens de contact s’obtiennent :

— Soit par combinaison verticale a pression et température fixées, des autres grandeurs

thermodynamiques.

Soit par identification des termes de I’équation pV'T initiale avec ceux de I’équation
finale.

Soit par paramétrisation de I’équation pV'T.

Soit par une construction en séquence de transformations de contact.

Ces méthodes de construction d’hamiltoniens de contact peuvent étre adaptées pour
d’autres types d’équations.

Cette méthode de transformation d’un modele en un autre peut étre utilisée pour
obtenir des équations d’état pour des mélanges.

Nous avons donc bien une nouvelle méthode pour obtenir “simplement” un modele
complet a partir d’un modele partiellement connu et d’'un modele initial

Nous notons que, par cette méthode, nous avons été amené a ajouter un nouveau
travail en thermodynamique : le travail de transformation d’un systéeme en un autre.
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Troisieme partie

Le logiciel daipuwr






Introduction

Dans les parties précédentes, nous avons établi comment a partir d’un hamiltonien
donné et d’un modele thermodynamique (complet) de départ, nous pouvons construire un
nouveau modele, par intégration le long d’un champ de vecteurs, le champ de contact.

Nous avons vu qu’en plus des équations d’état d’un modele, il était souvent utile de
connaitre des fonctions associées a ce modele. Ces fonctions peuvent étre obtenues a partir
de la donnée des fonctions associées aux modeles initiales par transformation de contact.

Nous avons estimé qu’avoir un logiciel permettant d’effectuer les calculs intervenant
au cours d’une transformation était nécessaire.

Nous voulons travailler avec des équations symboliques et nous avons donc utilisé un
langage de calcul formel pour notre programme, le langage MAPLE.

Le logiciel, dauwpwr , a pour but de calculer explicitement les fonctions thermodyna-

miques d’une substance a partir de la fonction :
f <U7 57 V7 NZ7 T7p7 s t)

et des propriétés thermodynamiques d’une substance de référence (point initial).

Nous avons développé notre logiciel de la facon suivante : chaque fois, que nous avons es-
sayé de résoudre un probleme thermodynamique au moyen des transformations de contact,
nous avons estimé que nous pouvions pouvoir le résoudre avec dawpwy . Ainsi, pour cer-
tains problemes, nous avons besoin d’effectuer des séquences de transformations, nous
devons pouvoir enchainer des transformations avec dapwy .

Une partie des résultats des parties précédentes s’obtient directement par utilisation
de doupwr . On trouvera, de plus, en annexe B un formulaire de résultats qui peut étre

intéressant du point de vue pratique.
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Chapitre 7

Le logiciel oo puwr

Le logiciel davepwr est un package MAPLE permettant de construire un nouveau modele
thermodynamique, au sens défini au chapitre 4 par transformation de contact a partir de
la donnée d’un modele initial et du hamiltonien de contact f associé a la transformation.

Le principe de fonctionnement de daupwr repose sur la méthode de “déformation”
d’équations d’état développée dans la partie II. Nous rappelons ici les grandes lignes de
cette méthode:

Soit un systeme de n+4 1 équations d’état dans la variété des phases thermodynamiques
M2l

0, =0,i=1,..,n+1, So C M*"*!
définissant une sous-variété de Legendre S.
1. On se donne un hamiltonien de contact f, d’olt un champ de vecteurs Xy sur M?"+1,
2. On part d’un point P, € Sg C M?"*L, pour t = 0

3. On calcule le flot ¢; : P, = ¢¢(P,) de Xy

¢ transforme Sy en une nouvelles sous-variété de Legendre S;

4. On calcule le flot inverse:
P, = (P) = oi(P)

5. Les n+ 1 équations d’état transformées sont obtenues en remplagant P, par ¢_(F)

dans 6}, :

0 = 0 (p_i(P))=0,i=1,....,n+1

A chaque instant ¢, nous avons un modele thermodynamique.

De plus, dovpwr permet de calculer des fonctions thermodynamiques sur le modele final

a partir de la donnée de fonctions sur le modele initial.
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7.1 Exemple introductif

Nous allons d’abord détailler 'utilisation de dawpuwr et de ses procédures sur 'exemple
du passage du gaz parfait au gaz de Van der Waals.

Dans le cas des problemes pV'T', darpwy permet de calculer un hamiltonien de contact
acceptable basé sur le résultat du théoreme 6.1 page 140. C’est & dire, nous supposons que

les équations pV'T initiale et finale sont sous la forme
(p+ A(V,T,N))(V<B(T,N)) = NRT
avec pour le gaz parfait :
AoV, T,N)=0et Bo(T,N)=0
et pour le gaz de Van der Waals:
A(V,T,N)= ]\‘7/—22@ et B1(T,N)= Nb
Alors, nous avons les résultats suivants avec la procédure dai_f :
>with(daimon) :
>A_0:=unapply(0,V,T):B_0:=0:A_1:=unapply(N_1"2a/V"2,V,T):B_1:=N_1b:
>f:=dai_f(A_O0,B_0,A_1,B1);
f=N,bPs=

qui est la fonction f recherchée.

N12a i N13b(lt
v e

Le probleme suivant est I'intégration du systeme 5.1 page 108 construit a partir de la

fonction f précédente:

dt % V2

av
dt

dU N%2a  N2abt
= +

= Nib

apr N,%a N 2N, 2abt
dt V2 V3

ds
dt
dr _
dt
dN,
dt

=0

0

=0

d_,u _ 2Nia 4 3N 2abt

dt V V2
Ce systeme est calculé par appel de la procédure dai_champ(nb_comp,f) :

+bP

>champ_contact:=dai_champ (nb_comp,f);
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N12a+N13bat N12a N13bat

champ_contact := | v 72 , N; b, 0, 2 +2 e , 0,0,
N12a N13bat N12a N13bat
N, bP 2
bPe—t T eVige 2 )

Pour I'intégration, nous faisons appel a la procédure dai_flot qui est la procédure centrale
de Sarpwr et qui rend le flot associé & la transformation :

>flot:=dai_flot(nb_comp,f,0,t,[],champ_contact));

Njgzat
t=U=10U — S =5,, V=N, bt+V,, T=T
Jlo [ 0<:>N10bt—|—V0’ 05 190 0T+ Vy, 05
N,,%at
1o ¢ Ny =Ny,

= R ,
P=PO N b+ V)2

t(eb*pot Nig<bpy Vo +2Nga)
Nigbt+ Vy

j= po ]

daupwr permet de calculer le flot de certaines fonctions thermodynamiques standards
prédéfinies, tels les différents potentiels, I’énergie libre A, ’enthalpie H, I’enthalpie libre
G et les différents travaux qui apparaissent au cours de la transformation comme le travail
mécanique, W, la chaleur () et le travail de f, W;.

Pour cela, il faut intégrer le systeme

dA_ N12a+N13bat

dt 7V V2

dH N,2a  N/%bat N,%a N/3bat
7 R R B A R
dG_ N12a N13b(lt N12a N13b(lt
7 R R e s R
dwf N:2a Ni2bat

—L =N, bP

T R TE

d@

@

dWm

-  _ —oN,bP

dt R

df  Ni%ba

dt V2

Nous obtenons, alors le flot de ces fonctions:

>flot_fonc:=dai_fonc(nb_comp,f,0,t,flot,champ_contact);
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N102at

t_ =[A(t) = A _—
lol_fone == [A(1) = Ag &5~

Nigt(B®py Nigt+bpy Vo2 N;4a)

H(t) = H
(®) 0t Night+Vy
Nigt(B*py Nygt+bpy Vo 2N, a)
Gty=G
(®) ot Night+Vy
Q(t) =0,

Wm(t) = <:>N1 gbpg t

@Nloaln(NMbt—l—Vg) Nj'gat
Vi (Nigbt+Vy)’

. NIO (b2p0 t<:>aln(N10bt—|— Vg) —|—Q1H(V0))

Wf(t) b

N]OSth
(Nigbt+ Vy) Vy'

f(t) =

N102at ]
P
Nigbt+ Vy

Si l'utilisateur estime qu’il a besoin de connaitre les valeurs d’autres fonctions que

AU(t) =

celles prédéfinies, il peut demander a doupwr de les calculer, par exemple, calculons la

P
valeur du facteur de compressibilité 7 = R—‘Ji d’un gaz de Van der Waals, qui vaut 1 pour

un gaz parfait.
>Z:=P*V/(R*T) :

>flot_new_fonc:=dai_new_fonc(nb_comp,f,0,t,flot,Z,Z_0);

PV Nigt(eb®pst Nigebps Vo+ Niga)
i - === =7
flot _new_fonc [RT 0 RT Ny bit Vo) ]

Nous avons maintenant calculé tous les flots directs dont nous avons besoin et nous

pouvons passer a la deuxieme partie de daupwr qui consiste a calculer les transformations
inverses pour pouvoir obtenir les nouvelles équations associées au gaz de Van der Waals.

Calculons d’abord la transformation inverse des grandeurs principales, c’est & dire les
valeurs de Uy, So, Vo, To, po, No, tto en fonction de U, S, V,T,p, N, i

>flot_inv:=dai_flot_inv{(nb_comp,f,0,1,flot);
. N12a N12a
ﬂot_mv :I[Ug :U—|— T, Sg 257 Vg :V<:>N1 b7 /Jﬁg:/‘r7 Pg IP—|— W7N01 IN],
N, (2N, aV +bVEP4+bN,%a)
Hol = p1 < V2 ]

Toutes les variables de dapwr sont locales, maintenant si I'utilisateur veut travailler

en ligne directement avec les variables Uy, So, Vo, To, po, No, tto, il doit appeler la procédure
dai_affec_var(var_inv,nom_var) qui affecte a une liste de variables une valeur calculée
dans une autre liste :

>var_init:=[U_0,S_0,V_0,T_0,p_O,N_0,mu_0]:
>dai_affec_var(flot_inv,var_init):
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Si l'utilisateur rentre a la place de var_init la liste vide [1, dawpwr considere que, par
défaut, les variables initiales sont [Uy, So, Vo, 1o, po, No, to] -

Maintenant, si nous rentrons dans une session MAPLE, les équations d’état du gaz
parfait, nous obtenons en sortie les équations d’état du gaz de Van der Waals:

>p_0*V_0=N_O*R+T_O;
N12at
V2

>U_0=N_0*int(Cv1(T_0),T);

N
U+ =L

2
V“t =N /CV(T) dT

>S_0=N_0#*int (Cv1(T_0)/T_0,T)+N_O*R*1n(V_0/N_0);

Cvi(T VN, bt
SZNJ/ VT( )dT—l—NJRln(%)

>mu_0=N_0*T_0*int (Cv(T_0)/T_0,T)+N_0O
*R*x1n(V_0/N_0);

2 2
<:>t(<:>2N1aV—|—I;/‘; P+bN%at) :NIT/CvlT(T) dT+N1R1n(V@]év1bt)
1

Puis les transformations inverses des fonctions associées au modele recherché, celles qui

sont prédéfinies (dai_fonc_inv) et celles qui ont été définies par I'utilisateur (dai_new fonc_inv)

>dai_fonc_inv(nb_comp,f,0,1,flot_fonc,flot_inv):

Ni%a
[AU:A—I_ %/ )

N3ab 2N?
Hy = HeN b P oLy 14

e Vv
N}ab 2Nia
Gy =GN bPo—r v

>dai_new_fonc_inv(nb_comp,f,0,1,flot_new_fonc,flot_inv);

PV NP  N3ab  Nia
= <~ <~
RT ~ RT ~ RIV? ' RITV

]

E

Enfin, dawpwr permet de calculer les fonctions coefficients de réponse ( obtenues par
dérivation des équations d’état), lorsque le modeéle initial est le gaz parfait, ces fonctions

sont

1
— le coefficient d’expansion thermique § = v (Z—;{) ,
P

— la compressibilité isotherme s = <:>l 8—‘/
P ~Tvior),’

1
— la compressibilité adiabatique y; = <:>‘7 (Z—‘;)S ,
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H
— les chaleurs spécifiques C', = (Z—g) ” et Cp = (Z—T)p '

— le coefficient de Joule-Thomson Jr = 8—T .
OP ) i

— la vitesse du son ¢ = ol p est la densité du fluide.

S

doupwr caleule, de plus, les valeurs des coefficients des formes différentielles obtenues par

différentiation des équations pV' T, UVT et SVT.

>dai_deriv(nb_comp,flot_inv);
= V2R
C eN2aV +2N,3ab+ V3P’

L VZ(V <N b)
T eNZaV4+2NPab+ V3P

V3T R
(&N;2aV +2N2ab+ V3P) (V&N b))

co=Cv(T), , ep=Cv(T)+

(V< N; b)2Cv(T)
V(Cv(T) (V+ N1 b)2+ R2T)’

chi_s =

B (TRV?+ N, 2a (V2N 0)aV3P)V (V <N, b)
CCV(T) (N 2a (N b (VN b)=(VeaN b)2)+ V3PV oN, b))+ V3T R?

J.T

vit_son = Cv(T)*(N;2a (N b (VeN b)) e(VeN b))+ VPPV &N, b)) oR* T VS]
o (V (V&N b)2Cv(T)2)/?
Avec cet exemple, nous venons de voir les différentes possibilités de darpwr et aussi

certaines de ses limitations. Nous allons développer dans la suite le fonctionnement de

Sdapwr .

7.2 Organisation du logiciel

Le logiciel dapuwr est écrit en MAPLE V. Ce logiciel se présente sous la forme d’un
package, c’est a dire que 'on peut utiliser la commande with de MAPLE :

> with(daimon) ;

[IBilans, IChamp, IChampCpl, [Deriv, IFquEtat, IEquEtatCpl, dai_affec_var, dai_champ,
dai_deriv, dai_f, dai_flot, dai_flot_inv, dai_fonc, dai_fonc_inv, dai_new_fonc,
dai_new_fonc_inv]
afin de pouvoir utiliser darpwr avec la commande with, la variable libname doit

contenir le répertoire de I'utilisateur ou se trouve le package, en ajoutant , dans le fichier

.mapleinit:

libname := libname, */yama/home/cf [benayoun/maple/lib/daimon’ :
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dapwr est composé de 16 procédures , qui correspondent aux différentes possibilitées
du logiciel; les procédures sont indépendantes.

Toutes les procédures de darpwr renvoient comme valeur une liste, sauf la procédure
dai_affec_var qui affecte globalement une valeur & une variable et les procédures dites
d’impressions qui ont pour but de visualiser des résultats.

dav puwv

Calcul de la fonction f

Probleme pVT
/ dai_f

Calcul du champ de contact
dai- champ

Intégration du champ
dai_ flot

Calcul du flot de fonctions
dai_fonc

dai new_fonc

Génération du Transformation inverse
nouveau modele dai flot_inv

Nouvelles équations
dai_affec_var

Transport inverse des fonctions

dai_fonc_inv
dai new_fonc_inv

Nouvelles fonctions dérivées

dai_deriv
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7.3 Description des procédures

7.3.1 Calcul de la fonction f dans le cas pVT

La procédure dai_f (Ag, By, A1, B1) permet de calculer le hamiltonien de contact pour
passer d’un modele thermodynamique a un autre lorsqu’on connait ’équation pV'T de
chaque modele supposée étre sous la forme (p+ A(V,T,N))(V<B(T,N)) = NRT en
utilisant la formule du théoreme 6.1

f = (Bi (T, Ni) & Bo (T, Ny) P
N / (Ao (V' + Bo (T, N;) &By (T, N;) , T, N;) A, (V',T,N;)) dV’
.
+ (Bl (T7 Nl) < By (T7 Nl)) (Al (V7 T, NZ) Ao (V + Bo (T7 Nl) =By (T7 Nl) , T, Nl)) t

Il va de soi, que si 'utilisateur le désire, il peut rentrer lui-méme la fonction f notam-
ment en utilisant une autre des formules de f , ou alors en choisissant f non linéaire par
rapport a t, ou encore en rajoutant une fonction dépendant de la température.

7.3.2 Calcul du champ et intégration

La procédure dai_champ (nb_comp,f) calcule le champ de contact et renvoie les valeurs
de celui-ci sous forme de liste champ; := [XY, XV X* XP XT XN xn].

La procédure dai_flot := proc(nb_comp::integer,f,to,t1,ptInit: :1ist,champ_f)
est le coeur de dapwr . En effet elle essaye d’intégrer le systeme différentiel de 2n+1 équa-
tions généré a partir du champ champy . Cette procédure est le point faible de davpwr |
en effet, nous voulons une intégration exacte du systeme, pour cela nous faisons appel a
la fonction dsolve de MAPLE. En théorie dsolve permet d’intégrer les systémes comme
les équations scalaires, seulement en pratique, elle est plus performante pour le cas sca-
laire. C’est pourquoi dans la procédure dai flot, nous essayons de résoudre équation par
équation, si dsolve ne sait pas résoudre, il renvoie l'intégrale de la fonction a intégrer.
Quand il a intégré une équation, il integre ’équation suivante en prenant compte les va-
leurs des fonctions déja intégrées. Nous le faisons ainsi boucler jusqu’a ce qu’il n’y ait
plus de symboles intégraux. Lorsque davpwy n’arrive pas a intégrer, il existe un autre test
d’arrét, nous fixons de maniere arbitraire un nombre maximum de boucles, nous n’avons

pas encore de critere pour évaluer ce nombre.
La version actuelle d’intégration ne sait donc pas travailler avec des équations couplées.

Le parametre ptInit permet de rentrer le point initial, il vaut [Uy, So, Vo, To, po, No, f40]
par défaut. Cette option est utile pour enchainer des transformations.

Dans le cas particulier, ou la température reste constante au cours de la transformation,
of of

c’est a dire si T—= < —= = 0, alors il est prévu de pouvoir travailler avec des fonctions f

dépendant de fonctions arbitraires de la température.

Cette méthode marche bien en pratique dans les problemes pV'T standard car en
utilisant les fonctions f proposées dans le chapitre 6, nous n’avons pas d’équations cou-
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plées. Lors des test effectués a partir des équations pV'T usuelles de la thermodynamique,

. , , . . . . JE < .. .
doprwr n’a pas su intégrer pour ’équation de Dieterici p = e~ VRT lorsqu’on utilisait

b
la formule de f dépendant de ¢, mais & réussi a intégrer pour f calculée par combinaison

verticale.

Le résultat est fourni sous forme de liste. Dans la description des procédures sui-
vantes, lorsque nous appellerons en parametre la liste flo_t1, il s’agira de celle fournie par
dai_flot.

7.3.3 Calcul du transport de fonctions

La procédure dai_fonc(nb_comp, f,tg,t1, flotl, champ_f) permet de calculer le trans-
port direct de certaines fonctions prédéfinies, comme 1’énergie libre A, I’enthalpie H, I’en-
thalpie libre G, la chaleur ) , le travail de f. Pour cela il suffit d’intégrer le champ
correspondant calculé a partir du champ des éléments de contact, ainsi pour A = U <715,
il faut intégrer le champ X4 = Xy T Xg<S5 X7, ot X7, Xg, X7 sont respectivement les

0
90 95" et 9T du champ de contact.

Ce champ complémentaire est calculé par dai_champ_cpl{(nb_comp, champ_f) qui est

composantes selon

appelée en interne par dai_fonc.

Sila procédure dai_flot a réussi a intégrer, alors 'intégration de ces fonctions ne pose
aucun probleme.

Il n’est pas nécessaire, pour un utilisateur, d’appeler cette procédure s’il ne désire pas
connalitre les valeurs transformées des fonctions précédentes.

La procédure dai_fonc ne calcule pas les transformées de toutes les fonctions thermo-
dynamiques, il est cependant possible de calculer la transformation d’autres fonctions que
celles calculées par dai fonc, grace a la procédure dai new fonc(nb_com,f,tg,ty, flot1)

L’utilisateur rentre la définition des fonctions a transporter par rapport aux 2n + 1
variables thermodynamiques, ainsi que le nom de la fonction a origine to. C’est ce nom
que D'utilisateur va appeler pour obtenir la fonction transformée.

Le nombre de fonctions a rentrer n’est pas imposé.

Il va de soi, que si la connaissance des fonctions prédéfinies suffit a un utilisateur, il
n’est pas obligatoire d’appeler cette procédure.

7.3.4 Calcul du transport inverse

La procédure dai flot_inv (nb_comp,f,lo,t1, flot]l) calcule la transformation in-
verse, c’est a dire donne la valeur de Uy, So, Vo, To, po, No, fto, qui sont les variables reliées
par I’équation d’état de départ en fonction de la valeur a linstant ¢, U, S, V, T, P, N[i], u[7].
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La méthode consiste a inverser un systeme X = A(Xg) de 2n + 1 équations a 2n + 1
variables pour obtenir une solution X = B(X).

Le résultat est obtenue sous forme de liste, mais nous pouvons affecter de maniere
globale aux variables initiales, dont la dénomination est choisie par 'utilisateur, leur valeur
par transformation inverse avec la procédure dai_affec_var(varinv,nom_var).

Une fois obtenue les valeurs des grandeurs initiales en fonction des valeurs finales, il
suffit d’évaluer sous une session MAPLE les équations d’état du modele initial en fonction
des grandeurs initiales, MAPLE substitue automatiquement celles-ci par leur valeur et les
équations ainsi obtenues, dépendant des nouvelles grandeurs, sont les équations d’état du
nouveau modele.

7.3.5 Calcul du transport inverse des fonctions thermodynamiques

Pour obtenir la valeur des fonctions thermodynamiques du nouveau modele, la méthode
est la méme que pour la procédure précedente.

Pour les fonctions d’énergie libre, d’enthalpie et d’enthalpie libre, dont la définition est
déja programmée, il faut appeler la procédure dai fonc_inv(nb_comp,f,to, {1, flo_fonc, flot;nv),

ou flo_fonc est la liste correspondant au flot direct de ces fonctions;

Pour les fonctions que l'utilisateur a définies lui-méme, il faut appeler la procédure
dai new fonc_inv(nb_comp,f,tg, 1, flo_fcal, flot;nv) ot flo_fcal est la liste correspon-
dant au flot direct de ces fonctions.

7.3.6 Calcul de la transformée des formes différentielles lorsque la va-
riété de départ est le gaz parfait

La procédure dai_deriv(nb_comp,varinv) calcule le transport de coefficients de ré-
ponse thermodynamiques prédéfinies. Elle suppose que la variété de départ est la variété
des gaz parfaits. Elle calcule la transformée des différentielles des équations d’état du gaz
parfait, les coefficients de ces différentielles vont permettre de calculer les coefficients de
réponse associées au nouveau modele. Grace au package liesymm de MAPLE, ces calculs
sont tres simple a écrire. En effet, la dérivée extérieure , d, d’une forme différentielle par
rapport a des coordonnées définies préalablement par la commande setup () est définie
dans ce package.

Ainsi si nous choisissons comme coordonnées les variables (U, S,V,T,p, N,u) , pour
obtenir la transformée d’une forme différentielle, il suffit de demander la différentielle de
I’équation d’état originelle ; par exemple, pour calculer la transformée de la différentielle
de I’équation poVy = NoRTy, il suffit de demander d(poVy = NoR1)), en tenant compte du
résultat de la transformation inverse, calculée par la procédure dai flot_inv et fournie par
la valeur varinv dans ’appel, car alors les grandeurs initiales Uy, So, Vo, To, po, No, pto sont
remplacées par leur valeur ne fonction des valeurs finales U, S, V, T, p, N, u et la fonction
d calcule notre nouvelle différentielle.
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Comme nous recherchons, pour calculer les fonctions désirées, des coefficients de forme
différentielle dépendant de variables particulieres, par exemple p, V. T, actuellement, cette
procédure ne fonctionne actuellement que si le modele de départ est la variété des gaz

parfaits.

Pour le moment, les grandeurs calculées sont les coeflicients des équations pV'7T, UVT

et SVT, a partir de ceux-ci, davpwy calcule

1
— le coefficient d’expansion thermique § = v (Z—;{) ,
P

oV

1 ibilité isoth ot
— la compressibilite 1sotherme K = —_—
b v\ar),

1
la compressibilité adiabatique y,; = <:>‘7 (Z—‘;)S ,

— les chaleurs spécifiques C', = (Z—g) ” et Cp = (Z_I;)P '

— le coefficient de Joule-Thomson Jp = (G—T) ,
OP ) i

— la vitesse du son ¢ = ol p est la densité du fluide.

VPXs

7.3.7 Procédures d’impression

A toutes ces procédures de calcul, s’ajoutent des procédures d’impression en format

de sortie MAPLE dans la session permettant de visualiser les résultats.
IEquEtat(flo_t1) imprime le flot des coordonnées en variables U, S, V, T, P.
IEquEtatCpl(flo_fonc) imprime le flot des fonctions complémentaires A(t), H(t), G (t).
IBilans(flo fonc) imprime le bilan énergétique de la transformation.
IChamp (nb_comp,champ f) imprime le champ de contact.
IChampCpl ((nb_comp,champ f) imprime le champ des fonctions complémentaires.
IDeriv(nb_comp,deriv) imprime la liste des fonctions calculées par ’appel de dai_deriv.

7.4 Evaluation du logiciel : différents modéles retrouvés

7.4.1 Les modeles mono-composant

Pour tester a la fois la validité de dawpwr et lintérét de la théorie, nous avons essayé
de retrouver les modeles usuelles de la thermodynamique; la plupart de ces modeles sont
définis par leur équation pV'7T, nous présentons ici ’équation pV'T des modeles testés et
les fonctions f utilisées pour retrouver ces modeles. Nous mettons en annexe B, I’ensemble
des équations associées a chaque modele fourni par davpwy .

Nous donnons ici des exemples de modeles retrouvés en considérant que nous ne

connaissons que leur équation pV'T et en partant du modele du gaz parfait.
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Nous avons vérifié également que les différents hamiltoniens de contact construits selon
les différentes méthodes proposées au chapitre 6 donnent pour chaque modele les mémes
équations d’état.

Dans le cas des équations cubiques, nous donnons le hamiltonien f; construit dans
M**1 x R (théoreme 6.1 page 140) et fy construit a partir du corollaire (6.1)

— Modéle de Adachi-Lu-Sugie

L’équation d’état d’Adachi-Lu-Sugie est une équation généralisant les équations dites

cubiques, comme Van der Waals ou Redlich-Kwong. Nous donnons les résultats dans

le cas mono-composant (/N = 1). Cela implique que pour calculer le flot du potentiel

chimique g, il faut intégrer (5.2) Lg; = % + g—zj\ff

Equation pVT:
a(T)
(Ved) (Ve

(P + )(vesb) = NRT

Fonctions f utilisées :

+bp

= a(T)ln (V<:>c a(T)

cd V@d) (V@c)(v <d)

a(T) V<:>c
l T
cod Tag) TR V@b)

-~ Modéle de Van der Waals
Equation pVT:

f2=

Fonctions f utilisées :

— Modéle de Clausius
Equation pVT:

a(T)
(P + v2—|—20v—|—02) (veb)=NRT
Fonctions f utilisées :
a(T) a(T)bt
= + +bp
/i (V4e)  (V+e)?
a(T) V
=——2+NRTIn|——
J2 Ve + NRTIn (V b)
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— Modéle de Soave-Redlich- Kwong
Equation pVT:

a(T)

Soap) e =NAT

Fonctions f utilisées :

~a(T) Vv a(T)bt
h== 1n(V+b)+V(V+b)+bp

~a(T) Vv Vv

— Modéle de Schmidt- Wenzel
Equation pVT:

a
b)=NRT
Pt gy e (V) =N
Fonction f utilisée:
2 b
arctanh( vaji 2b2)a bat
Vet w v
=bpe2
! b= <4 w b? + v2 b? +V2—|—va—|—wb2

Pour I’équation de Schmidt-Wenzel, dorpwr n’a pas réussi a intégrer ’équation dif-
férentielle du potentiel chimique lorsque le hamiltonien de contact était celui dépen-
dant du temps:

2V 4+ vb

arctanh( Ja
d_u_bpw Velwb? + 02h? bat
dt Slwb? + 02 b2 V2EobV + wb?
a bat(2V 4 vb)
<V oA <
(2V 4 vb)? (V24 obV +wb?)?

b2t 02h2(le—— 0
4 wb? + v (<:><:>4wb2—|—v2b2)

Nous avons quand méme pu exécuter Sarpwry pour obtenir les autres équations d’état
du modele de Schmidt-Wenzel. Pour cela, nous avons dii supposer que nous ne tra-
vaillons qu’avec les variables U, S, V,T,p c’est a dire dans un espace des phases
thermodynamique de dimension 5. Cette hypothese se traduit lors de 'appel de
doupwr par égaler a zéro le nombre de composant ; nous avons ainsi obtenu alors les
trois équations d’état, les fonctions transformées, ainsi que les différentielles.

Cependant, si nous choisissons comme hamiltonien de contact celui obtenu a partir

de la formule du corollaire 6.1:

2V 4+ 0vb
arctanh( o 2b2) a v
=2 Shwb tv RTI
/ VELwb? + v2 b2 < n(V@b)

nous avons intégré toutes les équations.
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Modéle de Benedict- Webb- Rubin

L’équation de Benedict-Webb-Rubin a été proposé en 1951, elle est déterminée de
maniere empirique et est destinée a étre utilisée pour les hydrocarbures, elle est
valable pour les volumes supérieurs a 0.56 fois le volume critique. Les constantes
Ao, By, Co, a, b, v,y sont déterminées empiriquement.

Equation pVT:

P<:>NRT =
v
T21 6 (TSRUS (b+ Byv) 2Ag T? v & Cpv' 2aT? (0¥ sa) + (v + vz)eve(_vl?))
v

Fonction f utilisée:

1 Cy 1bRT <a 1aaw
= By RT <A — — - —
! ‘:’17( o fle ”@T2) 2 Ve Vs
C 1 e<_%> e<_%>
= | <= i=4
272 e<€7>7 V2 Y

Modéle de Beattie-Bridgeman

L’équation de Beattie-Bridgeman a été proposée en 1928 est applicable pour des
volumes supérieurs a deux fois le volume critique et des températures supérieurs a
1,5 fois la température critique.

Equation pVT:

NRT
P&e =

v

% (@Rbg(bc—l— T?v* & vbT? s ve)eap T? (U2<:>va))
v

Fonction f utilisée:

RSP PRCIIE L I FC I L NS R L
T\ Tave ATV Tave EVNE 2vz T 3V3

Modéle de Dieteric
Equation pVT:

P RT (v +vel=vamT) 4 b)
v(sb+v)

)U:NRT

Fonction f utilisée:

@L) <RTIn(V)

T 577 Ei(1 _a
SRT AT Bl o @3 hT

a
= RTFi(l, =—=
f R 1(7VRT)
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ou

o0 gu
Ei(l,g):/ —du
1

U

Pour le modele de Dieterici, le systeme différentiel obtenu a partir de la fonction f
donnée par le théoreme (6.1) n’a pas pu étre intégré avec davpwr .

—~ Cycle de Carnot Nous pouvons également décrire un cycle, tel un cycle de

Carnot avec daupwr , pour cela il faut enchainer les appels de dapwr .
Chaque appel correspond & une phase du cycle.

Nous allons décrire le cycle dans 'espace des phases a 5 dimensions, c’est a dire que
Pappel dawpwr avec un nombre de composants nul pour un gaz parfait.

Nous partons d’un point initial [Uy, So, Vo, To, Fo], nous commengons par décrire la
premiere transformation isotherme, celle-ci est obtenue par le hamiltonien de contact
fr = PV < RT, le point initial se transforme, lorsque nous intégrons de 0 a p en

[U: U07S:Rp+SO7V:€pVO7T:T07P:€(_p)P0]

Nous allons repartir de ce point et décrire la premiere transformation adiabatique,

Cv PV

avec la fonction fiy = U <:>T7 nous avons alors comme nouveau point lorsque

nous intégrons de 0 a 7:

Cvr—Rp —Rp-l-‘rR-I-CU‘r)

[U=¢Up, S=Rp+So, V=Voelm=F D) T=¢Ty P=Pyel 7

Nous allons boucler le cycle, en décrivant les deux transformations retour, d’abord
I’isotherme, que nous intégrons jusqu’a <p:

_Cvr —TR-Cvr

[U = e Uy, S:SO,V:VOe( i3 ),T:eTTO, p:poe(—T)]

Puis I'adiabatique, jusqu’a <7 :
U =e"T e Uy, S =8y, V=V, T=To P= Py

En simplifiant, nous voyons que nous sommes revenus au point d’origine et que nous
avons donc bien décrit un cycle.

7.4.2 Les équations d’état multi-composant

La théorie proposée fonctionne aussi bien pour les problemes mono-composant que
multi-composants, il en est de méme pour dawpuwr , c’est 'utilisateur qui déclare le nombre
de composants.

Modéle d’Adachi-Lu-Sugie et Dieterict

Pour les équations d’état du type cubique, les regles de mélange traditionnelles sont

du type:
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=N

N2g = Z Z N;N;\/a;a; (1 <:>I(Z']‘)

=1 j=N
=N,
Nb= )" Nib;
=1

Le Hamiltonien de contact associé est donc

=N, 1 1=N. j=N¢
f= (Z szz) p@v Z Z NiNj\/ aia; (1 <:>I(ij)
=1

1 =N j=N. i=N,
Tz ) NNy a1 e Ky) (Z Nibi) t

Il suffit alors d’appeler dawrpwr en déclarant le nombre de composants.
Modéle de Benedict- Webb-Rubin

Pour les équations d’état du type Benedict-Webb-Rubin, il en est de méme, car les

constantes Ag, By, Cp,y sont de la forme:

2
Ag = (Z N AY 2)

et pour les constantes a, b, c, a;

a= (Z Niay?’) 3

Pour les mémes raisons que dans le cas de ’équation de Adachi-Lu-Sugie, nous allons

pouvoir utiliser le méme hamiltonien que dans le cas mono-composant.

7.5 Conclusion

Le package dauwpwr a été développé pour la conception de nouveaux modeles thermo-
dynamiques.

L’utilisation du calcul formel permet d’obtenir directement des équations d’état de
maniere symbolique. Le principe d’un logiciel de calcul formel pour traiter ces problemes
est, a notre connaissance nouveau et devrait permettre d’accroitre la vitesse de conception
d’un modele thermodynamique complet.

dopwr a été optimisé pour les problemes pV'T et en effet, nous avons pu retrouver
toutes les équations d’état que nous avons testé, grice a au moins un choix d’hamiltonien

de contact.
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doupwr peut servir a traiter d’autres problemes que les pV'7T, nous avons pu ainsi
décrire les 4 phases d’un cycle de Carnot.

Nous obtenons, non seulement des nouvelles équations d’état, mais aussi les expressions
de différentes fonctions thermodynamiques définies sur le nouveau modele.

daupwr a cependant deux limitations principales :

- la procédure principale dai_flot doit intégrer un systeme de 2n 4+ 1 équations diffé-
rentielles. Dans la version actuelle, il faut que les équations soient découplées, ce qui est
le cas pour les problemes pV'T.

-Les sorties de dawpwr ne sont pas toujours simplifiées et il n’est pas évident d’utiliser
tel quel les équations d’état.

Ces limitations sont des limitations usuelles du calcul formel.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons développé I'idée qui est a la base du travail exploratoire
de R. Mrugala [54] et que I’on peut résumer ainsi : le changement de "nature” d’un systéme

thermodynamique est un processus qui releve lui-méme de la thermodynamique.

Notre étude s’est faite autour de trois axes:

1. Contribution a I’écriture de la thermodynamique dans le cadre des structures de
contact.

2. Mise au point d’une méthode systématique et simple de développement de modele
thermodynamique.

3. Réalisation d’un outil informatique utilisant cette méthode.

Le premier axe se situe dans la suite des travaux de R. Hermann [36] et de R. Mrugala
[51], [54]. Nous nous sommes efforcé de redéfinir dans le cadre de la théorie des struc-
tures de contact les objets usuels de la thermodynamique (modeles thermodynamiques,
équations d’état ...). Dans ce cadre-1a, nous avons vu que la notion d’équations fondamen-
tales apparaissait naturellement. De plus, des méthodes classiques de calcul s’interpretent
bien, comme la méthode des Jacobiens, les transformations de Legendre ou les relations
de Maxwell.

C’est autour du deuxiéme axe que nous avons apporté notre plus grande contribution
théorique. La transformation d’une sous-variété de Legendre en une autre par transfor-
mation de contact était connue depuis longtemps, ainsi que la construction du champ de
contact a partir d’un hamiltonien de contact. Il faut noter que cette derniere construction
n’est pas toujours présentée de maniere simple. Mais nous n’avons pas trouvé trace dans
la littérature du probleme inverse suivant : comment choisir le hamiltonien de contact?

Nous nous sommes efforcé dans cette these d’apporter des réponses a cette question.

Sur le plan mathématique, nous avons montré le lien entre un hamiltonien de contact
engendrant une transformation entre deux sous-variétés de Legendre et les fonctions géné-
ratrices de ces deux sous-variétés. De plus, nous avons étudié un probleme nouveau : celui
des hamiltoniens de contact dépendant du temps. Cette derniere théorie mérite d’étre en-
core approfondie : nature de la transformation construite dans I'espace élargi M?"t! x R?
sens de la nouvelle 1-forme? quels sont les liens avec les transformations symplectiques?

Nous avons alors étudié également la question du point de vue thermodynamique.
Comment est relié un hamiltonien de contact aux équations d’état?
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Nous avons établi le lien entre un hamiltonien de contact et les équations fondamentales
de la thermodynamique. A partir de la, nous avons pu facilement établir le lien avec les
équations d’état ou les coefficients de réponse dérivés des équations fondamentales.

Nous avons présenté différentes méthodes de construction d’hamiltoniens de contact a
partir d’une équation d’état et d’une analyse de sa forme:

— Construction par identification des termes de 1’équation.

— Construction par paramétrisation des termes de ’équation.

— Construction en séquence (enchainement de transformations).

C’est pour ces types de constructions que nous avons dii supposer la dépendance du
hamiltonien de contact au “temps” et donc travailler dans un espace élargi. Nous avons
ainsi généralisé la forme de Gibbs en rajoutant un terme qui trouve une interprétation
physique dans cette théorie: le travail de transformation d’une substance en une autre.

La réalisation du logiciel dawpwr , sous la forme de package MAPLE, permettant d’uti-
liser ces transformations, concrétise notre travail et le rend praticable. Le calcul formel
était indispensable pour I’écriture d’un logiciel permettant soit de modéliser des trans-
formations thermodynamiques quasi-statique, soit de construire un nouveau modele ther-
modynamique (ensemble des équations d’état, potentiels et fonctions thermodynamiques,
coefficients de réponse) par intégration symbolique d’un systeme différentiel.

Finalement, nous voyons que les outils permettant d’exploiter 'idée de déformation
d’un modele en un autre ne sont pas tres compliqués: il suffit de définir une fonction f
“fondamentale”. Cependant, conceptuellement, pour pouvoir donner corps a cette idée,
il est nécessaire de “plonger” toutes les substances thermodynamiques dans un méme
“espace” et de disposer d’outils mathématiques adaptés. Ces outils sont d’ailleurs tres
semblables a ceux qui ont fait leurs preuves en “mécanique moderne”.

La thermodynamique habituelle, a base de transformations se produisant au sein d’un
systeme donné, apparait comme un cas particulier de cette méthode générale. Il reste a
voir si la méthode développée ici apporte des simplifications ou des possibilités nouvelles
dans ce cadre.

D’un point de vue concret, le résultat principal est le fait que nous ayons pu retrouver
toutes les équations d’états usuelles et ce, a partir de fonctions f tres simples. Cela ouvre
la possibilité a des applications intéressantes. Il est a noter d’ailleurs qu’il n’existe, a
notre connaissance, aucun formulaire aussi complet que celui de I’annexe B concernant les
équations de base pour la thermodynamique appliquée.

Une méthodologie solide est ainsi en cours d’élaboration. Elle se traduira peut-étre par
I’émergence de nouvelles méthodes de calcul thermodynamique fondées sur la résolution
de systemes d’équations différentielles ordinaires.
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Annexe A

Formes différentielles et algebre
différentielle extérieure

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions des outils de calcul différentiel que
nous avons utilisé dans notre travail. Il existe dans le domaine de nombreux livres de
référence ([3],[66],[22],[42]), aussi bien d’un point de vue mathématique rigoureux que d’un
point de vue physique, nous y renvoyons le lecteur qui voudrait approfondir la question.

Nous avons essayé d’illustrer par des exemples intuitifs les définitions.

A.1 Variétés, espaces tangents, espaces cotangents

Intuitivement, [58] une variété est une “surface” de dimension quelconque sur laquelle
on veut faire les mémes calculs différentiels que dans IR™. Ainsi, pour calculer une dérivée
d’une fonction , il suffit de connaitre la fonction dans un voisinage du point considéré, de
méme, une variété aura une structure locale semblable a IR™. Par exemple sur la figure
A.1 la courbe de gauche a un point double, elle ne peut pas étre une variété: il n’est pas
possible de ramener un voisinage du point double de M & un intervalle de R; en revanche
la courbe de droite est une variété.

Exemple A.1 L’espace des configurations d’un systeme mécanique est rarement un es-
pace euclidien IR™. Par exemple, un point astreint a rester d distance constante d’un point
fize se déplace sur une sphere. La position d’un point sur une sphere est localement définie
par deux coordonnées (longitude et latitude). Ceci a conduit les géometres a introduire la
notion de variété différentiable. <&

Définition A.1 Un espace topologique séparé est appelé variété topologique de dimension
n st en tout point il posséde un voisinage homéomorphe a une boule d’un espace vectoriel
de dimension n (dans la pratique R" ).

Un systéeme d’applications, qui réalise un homéomorphisme de la variété sur un ouvert
d’un espace numérique IR”™, est appelé systéeme de coordonnées locales.
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Fia. A.1 — A gauche ce n'est pas une variété, a droite c’est une variété

Une variété différentielle est une variété topologique munie d’une collection cohérente
de systéemes de coordonnées locales, i.e. telle que les applications de changement de coordon-
nées soient des difféomorphismes locaux. Dorénavant, lorsque nous parlerons de variété,

il s’agira de variété différentielle.

La donnée d’un ouvert U de la variélé et de Uhoméomorphisme ¢ correspondant est
appelé carte. Si la carte associée a la variété est de classe C", la variété est dite de classe
C" ; dans la suite, la variété sera considérée comme C™ lorsque sa classe n’est pas précisée.

Deux cartes (Uy, ¢1) et (Uz, ¢2) sont dites cohérentes ou compatibles si

P1(UrNUy) et ¢po(Uy NU3) sont difféomorphes ; autrement dit, si on recouvre une zone
de la variété par différents systemes de coordonnées, ses images sur les différents ouverts
de R" sont difféomorphes.

Un ensemble de cartes cohérentes est appelé un atlas.
En résumé, la notion de variété généralise la notion de courbes et surfaces dans IR"™

et les cartes nous permettent de définir un systeme de coordonnées sur celle-ci. Nous
verrons que nous pouvons ainsi définir sur les variétés des objets mathématiques définis

habituellement sur IR" (applications différentiables, ... ).
Exemple A.2 — IR"™ est une variété de dimension n avec comme atlas I’application
identité.

— Des exemples plus intéressants sont ceux qui font ressortir la différence entre variété
et espace vectoriel. Ainsi, la sphere ou le tore sont des exemples classiques de variétés;
différentes cartes peuvent étre associées a celles-ci.

La sphere unité S* = {z = (2!,2%) € R?/||z||2 = 1} est une variété de dimension
1. Un atlas de S! est donné, par exemple, par les deux projections stéréographiques

suivante : la projection stéréographique du péle sud est "application qui envoie tout
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point p de St excepté le pole sud sur le point de ’équateur aligné avec le pole sud et
p. On définit de méme la projection stéréographique du pdle nord (voir figure A.2).

Les mémes projections peuvent étre utilisées pour avoir un atlas de la sphere 5.

p2

Fia. A.2 — Projection stéréographique du pole sud

— De nombreux systemes physiques peuvent étre représentés par les variétés. Ainsi,
I’évolution du pendule double peut étre décrit par le tore 72 <&

A.1.1 Sous-variétés

Définition A.2 Soit S C IR™. S est appelé sous-variété de dimension m si pour tout
a € § il existe un voisinage ovvert U de a dans IR™ et un difféomorphisme h : U — V tel

que h(UNS) =V N (R™ x0) (voir figure A.3).

Exemple A.3 La sphére unité S? de IR® est une sous-variété de dimension 2 de la variété

R? . &

La notion d’applications C'° peut s’étendre a des variétés en regardant ’expression de
I’application dans les coordonnées locales données sur toute carte de 'atlas associé a la
variété.

Définition A.3 Soient M et N, deux variétés différentiables de dimension m et n, munies
d’atlas respectifs ¢,, et ¢, [ une application de M dans N.

Une application f de M dans N est dite C™° si et seulement si les applications ¢, o
fod,t sont C lorsqu’elles ont un sens ( ces applications sont définies d’un ouvert de
IR™ dans un ouvert de R" ).

Une bijection f entre M et N est un difféomorphisme C™ si f et f=1 sont des appli-
cations C'*°°. FEn particulier, s’il existe un difféormophisme entre M et N alors m = n.
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h(a) <I R

Fic. A.3 — Sous-variété

Proposition A.1 L’expression locale de f dans n’importe quel systéme de coordonnées
locales appartenant a Uatlas servant a définir la variété est alors différentiable.

Soit F'(IR") = C*°(IR", IR) 'anneau des fonctions C* a valeurs réelles f : IR" — IR.

F(M) = C*(M,R) représentera I’anneau des fonctions C'* a valeurs réelles de la
variété M.

Si m € M, on notera C*(m, R) 'ensemble des fonctions C'*° définies dans un voisinage
de me M.

Proposition A.2 Soit ¢ : M — N une application entre deux variétés. Alors ¢ est
appelée application C™ si et seulement si: pour chaque g € F(N), Uapplication composée
g o ¢ appartient a F(M).

On note

¢* : F(N)— F(M)
g gog

Notation

Si f est une fonction différentiable définie dans un voisinage U de p sur lequel on a des
coordonnées locales, ¢’est une fonction définie sur un ouvert de R™ par 'intermédiaire des
coordonnées locales z!',...,2". On a:
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d
ot F(uq,...,u,) est une fonction réelle différentiable sur IR". Alors par définition —f(p)

T Ozt

désignera

)

et g—f désignera la fonction de U dans IR qui a p fait correspondre g—f(p) Les exemples
't 't

de la sphere et du tore montrent que, malheureusement, on ne retrouve pas sur les variétés

la notion de linéarité des espaces vectoriels, utile pour des calculs aussi élémentaires que

I’addition de vecteurs. A cause de cela, on ne va pas travailler sur les variétés, mais sur des

espaces vectoriels associés que sont les espaces tangents et leur dual, les espaces cotangents.

A.1.2 Espace tangent a une variété

Définition A.4 Soit M une variété, un vecteur tangent v a M en un point m de M peut
étre défini

1.

3.

Géométriquement : (Vest une classe d’équivalence de courbes paramétrées de M pas-
sant par m. Deux courbes paramétrées x et y sur M et telles que z(0) = y(0) = m
sont dites équivalentes si ||z(t) <y(t)|| = o(t) dans n’importe quelle carte recouvrant
m.

n

Analytiquement : C’est une expression de la forme Z
=1

aiﬁ dans un systeme de
x

coordonnées centré en m.

Algébriquement : C’est une forme linéaire sur F/(M) vérifiant v(fg) = v(f)g(m)+ f(m)v(g)

Remarque A.1 Ces définitions sont les mémes que les définitions sur IR":

1.

2.

3.

2 courbes sont équivalentes si elles ont mémes vecteurs tangents au point m, c’est a
x! :
0) =a".
o0

dire

n
) o : d
On I’associe a 'expression ;=
: ozt
=1
n
X S af
et a la forme linéaire f +— E aia -
x
=1

(m). &

L’ensemble des vecteurs tangents au point m € M se note T, (M).

Si 'on forme {m} xT),,(M) en associant ’espace vectoriel 1, (M )au point m, cela nous
permet de construire le fibré tangent & M : T'(M) = U {m} x T,,,(M).

meM

Un point du fibré tangent est un couple (m,v). T(M) peut étre muni d’une structure

de variété différentiable.
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Une section différentiable X de T'(M) est une application différentiable de M dans
T (M) telle que mo X = idps ou 7 est la projection sur M, 7(m,v) = m, idy application
identité sur M et X :m € M — (m,.).

Définition A.5 Une section différentiable du fibré tangent T (M) est appelé champ de
vecteurs.

Un champ de vecteurs peut étre interprété comme:

1. générateur d’un flot.

2. une expression de la forme Zai(m)%Vm dans un systeme de coordonnées avec
les régles habituelles de changements de coordonnées (voir paragraphe A.3)
3. un opérateur linéaire, appelé dérivation, de F(M): v : F(M) < F(M) vérifiant
de plus v(fg) = v(f)g + fo(g).
Nous noterons Vect(M) 'ensemble des champs de vecteurs (différentiables) sur M. Cest
un module sur F'(M):

F(M) x Vect(M) < Vect(M)
(£, X) = fX
Un champ de vecteur X = Zaz(m)i sur une variété M est différentiable dans un

ozt

voisinage d’un point m € M si dans ce voisinage les fonctions a; sont différentiables.

Remarque A.2 Construire un espace tangent a une variété M en un point m n’est
pas simple, parmi les différentes fagons, nous allons décrire celle qui nous semble la plus
“simple” :

Rappelons d’abord la notion de dérivée directionnelle dans R”.

Soient m € R™ et f € C*(m, R).

Si v € IR”, alors on définit la dérivée de f dans la direction de v au point m comme
étant

< Vf(m),v>
, ou <, > est le produit scalaire dans IR™, nous noterons v(f) cette quantité:
v(f) =< Vf(im),v> (A.1)
Dans la base canonique (A.1) s’écrit:

o)=Y uod (m)

=1

v; étant les composantes du vecteur v. Ceci nous permet d’introduire la notation

- J
U:;UZ’%

m
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8 -
Azt

exprimant ainsi le vecteur v dans la “base” {

L o(f+g)=v(f) +v(g)
v(Af)=Av(f),Vf,g € C(m,R) et X € R.

m} avec cette notation, nous avons:

2. v(fg) =v(f)g(m)+ f(m)v(g), cette relation est appelée regle de Leibniz.

Définition A.6 [’espace tangent T,,(M) a la variété M au point m est alors l'ensemble
des applications linéaires v de C*°(m,R) dans R vérifiant la régle de Leibniz (2).

On démontre [58] que T}, (M) est un espace vectoriel de dimension n.
L’ensemble T'(M) = U {m} x T,,,(M) est appelé fibré tangent a M, il peut étre muni

meM
canoniquement d’une structure de variété différentiable de dimension 2n. <&

Définition A.7 Soit & : M — N une application différentiable. L’application linéaire
.. qui en tout point p de M associe a un vecteur de T,M un vecteur de Ty )N est appelée

différentielle de ®.

A.1.3 Champ de vecteurs et groupes de transformations a 1 parametre

Un champ de vecteurs X dans le plan associe a chaque point z de ce plan un vecteur
X (z) (de facon infiniment différentiable par exemple). Une courbe v(¢), paramétrée par
le “temps” t, est une courbe intégrale (ou orbite ou trajectoire) de X si son vecteur vitesse
coincide toujours avec le vecteur correspondant X (y(¢)). Les théorémes fondamentaux de
la théorie des équations différentielles établissent que par chaque point passe une unique
trajectoire qui peut cependant n’étre définie que localement. Dans de nombreux cas ces
trajectoires sont en fait globales; on dit alors que X est complet.

Considérons un champ de vecteurs complet X. Si z est un point et ¢{ un nombre réel,
on note ¢(x) la valeur au temps ¢t de la trajectoire qui est en z a l'origine des temps. Pour
chaque nombre réel ¢, la transformation associant ¢;(z) &  est bijective, différentiable
ainsi que son inverse; on dit que ¢; est un difféomorphisme. Le théoreme de Cauchy sur
les équations différentielles permet alors de montrer facilement que ¢, 0 ¢5 = P45, C'est
a dire que 'on est en présence d’'un “groupe a un parametre”. Il est clair que ’étude des
orbites de X est équivalente a celle d’un groupe a un parametre réel des difféomorphismes
¢; auquel on a donné le nom de flot associé au champ X.

Pour les variétés, nous pouvons généraliser cela[47] : Soit M une variété différentiable
et Vect(M) 'ensemble des champs de vecteurs définis sur M.

A X € Vect(M) est associé une équation différentielle

dz
L _x
i (2)

Définition A.8 Une courbe différentiable C' :]a,b[€ IR <> M est appelée une courbe
intégrale du champ de vecteurs X si pour tout t €a,b[, on a

C(t) = Xow
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Définition A.9 Une famille {(bt}tEIR de difféomorphismes ¢; de M est appelée groupe
de transformations a un parametre si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. ¢So¢t:¢t+5 7VS7t€IR.

2. L’application de IR x M dans M qui a (t,p) fait correspondre ¢(p) est différentiable.

Soit un groupe de transformations a 1 parametre, si f € C*®(M), alors f(¢¢(p)) est
fonction différentiable de ¢t & p fixé. Alors application

X, : C®(M)s>R
. Ao

dt t=0

est un vecteur tangent et I'application X qui a p fait correspondre X, est différentiable,
c’est donc un champ de vecteur différentiable sur M, appelé transformation infinitésimale
du groupe de transformations {¢;}. Le groupe des transformations a un parametre de M
s’appelle aussi flot engendré par X.

A.1.4 Espace cotangent

Définition A.10 Soit M une variété, p un point de M. Une application IR-linéaire w
T,M — IR est appelée vecteur cotangent de M en p. L’ensemble de tels vecteurs forme un
espace vectoriel, noté T ;M.

L’espace cotangent est en fait 'espace dual de I'espace tangent, c’est a dire I'espace
des formes linéaires ou 1-formes sur ’espace tangent.

Définition A.11 Si f € F(M),p € M, la différentielle de f en p, notée df, est un
élément de Ty M, définie comme suit :

df(v) =v(f) pour veT,M

De plus, si X = (a1, ... ™) est un systéme de coordonnées locales au voisinage de p,
Nous noterons dX = (da!, ... | dz™) une base de l’espace cotangent TyM et (%, e %)

une base de l’espace tangent T, M.

Définition A.12 Soit M, N deux variétés et ¢ une application C* : M — N, Soit
p € M. La différentielle de ¢ en p, notée ., est Uapplication R-linéaire T,M — Ty, )N,
définie comme suit:

6.(0)(f) = v(&"(f), pour , v e T,M, f € F(M).
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A.2 Formes différentielles extérieures

A.2.1 Formes différentielles extérieures sur un espace vectoriel

Dans tout le paragraphe, I désignera un espace vectoriel réel de dimension n.

Définition A.13 On appelle forme extérieure de degré p ou p-forme sur F toute appli-

cation
a:FP=FxFE..xE—=IR
N———/
p fois
qui est

1. p-linéaire
2. alternée
1. La p-linéarité de ’application signifie que:

a(zy,...,ex; + by zip1, ..., 2p) =

Ao (Tyy .o, Ti Tigty o5 8p) Foa (T, o0 Y Tigr, -

Yi=1,...,p Va,beIR

2. Dire que 'application est alternée signifie que:

QT ey B Tty Ty e e, Tp) = S0 (D1, ey, T, Ty, T, - -

, Tp)

Sap)Vi=1,...,p

Remarques A.1 e Si(z1,...,zp) est un p-uplet de vecteurs linéairement dépendants

alors il existe une combinaison linéaire non triviale telle que

Zcixi =0 (CZ' € IR)

=1
Supposons ¢; # 0; alors 21 = Zdﬂi et par suite

1>1

>1 1>1

Comme z; se retrouve deux fois dans I'expression « (2, 3, . ..

d’alternance, cette quantité est nulle.

o (Zdi$i7$27 . ,xp) = Zdia (2, z2,. ..

, Tp)

, &p), par la propriété

Donc une p-forme est nulle sur tout p-uplet de vecteurs linéairement dépendants.

e Cas particulier : si nous considérons une p-forme sur un espace de dimension n et

que p > n, alors cette p-forme est nulle.
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Notation : A’/ — ensemble des p-formes sur I

On introduit la convention
A (E)=R
et de plus, nous avons :

AV (F) = E* | dual de F = espace des formes linéaires sur F/

A"T(E) =10} Vg >1
Lemme A.1 APFE est un espace vectoriel sur IR.

1. Produit extérieur et algébre extérieure

Nous allons d’abord définir le produit extérieur de deux 1-formes [25].

(a) Produit extérieur de deux 1-formes

Soient wy et wy appartenant & A! (F) deux formes linéaires. On leur associe un
élément de A? (F) (une 2-forme) noté wy A wy et défini par:

w1 Aws (21, 22) = wy (1) we (22) ©wy (22) wa (21)

Nous vérifions immédiatement que wy A wy appartient bien & A% (E).

Nous pouvons écrire ceci :
w1 Awsg (21, 22) = dét ( wi (x1) wz (1) )

Exemple A.4 Soient les deux applications définies par:

pr: RR=R e p: RE=R
(z,y) == (z,y) =~y

p1 et po sont bien deux formes de degré 1.

Soient alors X| = (x1,y1) et Xo = (x2,y2) deux vecteurs de R?. Il est clair
que :

p1 A p2 (X1, Xo) = p1 (X1) pa (Xo) p1 (X2) p2 (X1) = 212 S22

et nous retrouvons alors le déterminant construit sur les deux vecteurs Xy et Xs.

&

Remarque A.3 wi Awy = <9 Awy, le produit extérieur est non-commutatif.

&
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(b)

La définition précédente se généralise immédiatement de la maniere suivante:

sl wi,...,wp € ALY (E) et siag,... , ¥, € I/, alors nous pouvons poser:
wi (1) - wp (1)
Wi A Awy (210 xp) = dét : : (A.2)
wi (wp) v wp(3))

Remarque:
Par la propriété méme d’un déterminant wy A --- A w, est une p-forme sur F.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition A.3 Les p I-formes sur E wy,...,w,, sont linéairement dépen-
dantes (dans lespace vectoriel A (F)) si et seulement si la p-forme wi A+ - -Aw,
est identiquement nulle.

e Si les p-formes sont indépendantes, aucune n’est identiquement nulle, on peut
donc trouver un ensemble de p vecteurs X; tels que:

Wi(Xj):(SZ']‘ Ly=1,...,p
dans ce cas
WA Awp =1

e Si les w; sont dépendants alors pour tout p-uplet (Xy,...,X,) la matrice

(w; (X)) est de rang strictement inférieur & p.

Généralisation : Produit extérieur de formes extérieures

Définition A.14 Le produit extérieur de deux formes est une application :

A AP(E)X AT(E) — APT(F)
(o, ) = aA S

telle que

aAB(x1,...,Tppq) =

1
— Z €(0) o (wg(l), . ,wg(p)) 3 (xg(p_l_l), . ,xg(p+q))

1g!
P 0ESptq

Sp+q désigne le groupe des permutations de p+ q éléments et ¢ (o) la signature
de la permutation.
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Nous avons construit les espaces de p-formes (A? (E)), 5.

Nous pouvons former la somme directe :

AE)=A"(E)& .. .6 A" (E)&...6 A" (E)
qui est I’ensemble des éléments de la forme:

w=wy+...+w,

avec w; € A" (E).

Cette écriture étant unique. w, sera la p-composante de w.

Définition A.15 A (F) est un espace vectoriel réel : l’espace vectoriel des formes
extérieures.

Nous allons pouvoir maintenant introduire de facon naturelle un produit sur
cet espace vectoriel afin de le munir d’une structure d’algebre.

Définition A.16 Le produit extérieur de deux éléments de A(F) est Uapplica-
tion :

AN ANE)xAE) = A(F)
(w,m) = wAT

qui vérifie les propriétés suivantes:
1. FElle est associative
aA(BAY)=(aAB)Ay Ya,B,v € AE)
1. FElle est distributive par rapport a l'addition
aN(f+y)=aAf+aAy Ya,8,7v € A(E)
iii. Sia € AP (E) et p € A1 (F), alors

aAf=E)ENa

Le produit extérieur est donc une loi interne sur A (F), alors qu’il ne peut
I’atre sur aucun des A'(E), i < n. Ce qui fait de A (F) une algebre asso-
ciative unitaire et non commutative: c’est ’algébre (graduée) des formes
extérieures.

Produit intérieur

Les éléments de A (E) peuvent étre considérés comme engendrés par A° (F) et
Al (E) grace a l'opération du produit extérieur et & la linéarité.
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Cependant le produit extérieur est une opération ascendante

AP (E) x AT (E) — APT9(E)

Il y aurait beaucoup de problemes si ’on ne disposait pas aussi d’une opération
descendante, c’est le produit intérieur que nous allons introduire.

Définition A.17 Soit a, € AP (E) et X € E un vecteur (p > 1) le produit
intérieur ix o, de X par la forme ay, est la p-forme définie par

iXOép (X17"' 7Xp—1) = 0y (X,Xh... 7Xp—1) VXh... 7Xp—1 cFE

Etudions quelques propriétés de cette opération[25][32] :

L yxqrya =txa+iya
ii. ix) = Aixa pour A € A% (E)
iii. txiya = Slyiya
iv. 1xyixa=20
v. Par convention, si ag € A’ (E) et X € F

ixog =0
vi. St ay € A'(E) et X € E alors, par définition :
ixog = oq (X)
vil. Siap, B, e AP (E)et X € F
ix (ap + Bp) = ixap +ix
viii. Nous avons enfin la formule fondamentale
ix (aAB) = (ixa) A+ (&)™ a A (ixP)

2. Différentiation extérieure

La différentiation extérieure d de A(E) — A(L) est définie par[25]:

(&) d(aAf)=danf+ (1) o Ads.

Définition A.18 Les (p+1)-formes w qui sont les différentielles de p-formes 8, w =
df, sont appelées formes exactes.
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Exemple A.5 Soit w la forme différentielle sur R® définie par
w = aydz' + ayda? + asda®

alors en appliquant (b), on se raméne a des monémes, puis en appliquant (d) a
chacun des monomes :

_ (%8s L 002 2 gps (90 L 008Y s gy (902 LO00N Gy g
dw_(8$2<:>8$3)dx A dx” + 8x3<:>8x1 dz® N det + 8x1<:>8x2 dz" N dx

Définition A.19 Une p-forme dont la différentielle est nulle est dite fermée.

Une p-forme exacte est nécessairement fermée.

Lemme A.2 (Poincaré) Siw est une p-forme définie sur un ouvert étoilé de IR"

et que w est fermée, alors w est exvacte.

A.2.2 TFormes différentielles extérieures sur une variété

Définition A.20 On appelle forme extérieure de degré p ou p-forme en un point x
d’une variété M une p-forme sur T, M. On notera AP(TY) Uespace des p-formes en

x et A(T)) Uespace des formes extérieures en x.

Un champ « de formes extérieures de degré p sur une variété M de degré n est la
donnée en tout point x de M d’une p-forme «, en ce point. Dans un domaine U
d’une carte locale ¢, «, sera définie en chaque point par ses coefficients dans une
base de AP(T;M). Le champ « est dit différentiable en un point zg de U si ces

coefficients sont différentiables en xg.

Définition A.21 Un champ « de p-formes sera dit différentiable dans un ouvert
U s’il est différentiable en tout point de cet ouvert. Un champ de p-formes différen-
tiable dans la variété M toute entiere sera appelé p-forme différentiable ou forme
différentielle extérieure de degré p sur M.

On notera AP(M) Uensemble des p-formes sur M et A(M) Uensemble des formes

différentielles extérieures sur M.

Les définitions introduites ci-dessus pour les formes différentielles extérieures sur

espace vectoriel se généralisent aux variétés.

A.3 Forme induite par une application différentiable
Soit ® une application différentiable d’une variété M™ dans une variété N™. On

définit I'image réciproque ou forme induite d’une g<forme différentielle w sur N™

par la g<forme ®*w sur M™ définie en coordonnées locales par:
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Si @ est définie par

® : M™es NP

(@l .. 2™ = (yH(x),. .., y"(x) (A-3)

avec x = (z!,... 2™) et w par

w= Z Wa (Yt oy g™yt AL Ay
1<o;<n

ol a = (a,...,q,) alors [28]:

En réarrangeant les termes, cela s’écrit sous la forme

(@w)= D @yt a™)det AL A dat (A.5)
1<i1 <. <ig<m

Exemple A.6 Soit w la 2-forme donnée dans IR® par
w=Plz,y,z)de Ndy+ Q(z,y,z)dz AN de + R(x,y, z)dy A dz
et soit Uapplication différentiable ® :
® : R’ R?
(u,0) = (2,9, 2)
avec :
=z (u,v), y=y(u,v), z=z(u,v)

Alors en notant

Plu,v) = P(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) , Qu,v)=Q(x(u,v),y(u,v),z(u,v))
et R(u,v) = R(z(u,v),y(u,v), z(u,v))

nous avons

e (P P (P O
¢*w = P(u,v) (8udu+ 8Udv) A (8udu—|— 8Udv) (A.6)
0z 0z dx dx

+9(u,v) (%du + %dv) A (%du + %dv) (A.7)

oy dy 0z 0z
+R(u,v) (%du—l— %dv) A (%du—l— %dv)
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Soit

Gudv ~ v ou Gudv " ovou
TR (u, v) (89% N %) } du A dv

oo {P(w) (axay Lo ay) + Q) (82 du 82836) 48)

Judv  dvou

Avec la notation de U'équation (A.5), nous avons:

Plu,v) = Plu,v) (252 222)
Q(u,0) = Q(u,0) (5255 & 52 57)

)

3]

R(u,v) = R(u,v) (%% =

Q3|Q3
Sl
Q3|Q3
ISR

Propriétés

— Application réciproque d’une 0-forme
Soit f une 0-forme sur N”, alors ®*f est la fonction induite sur M™ par le
changement de variables :

(@) (z) = (f o @)(z) = f(P())

— Application réciproque d’une 1-forme

Soit y : N <= IR, alors 'image réciproque de la 1-forme dy vaut :
¢ dy = d(P™y)

Preuve: Soit ¢ définie par (A.3), alors par application de (A.4):

O dy = i %y da’
=1

ozt

Donc

d(®*y) = Z @;yidx
=1

Généralisons & une 1-forme o = > a;(y)dy* € AY(N7"), alors ®*a € AY(M™)
=1
est définie par:

(¢ e)(z) = Z(‘P*ai)(w)d(@*yi)

avec v = ¢~ 1(y).
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— Ces propriétés se généralisent aux formes de degré quelconques
Solent v, B € A(N") et & : M™ — N alors on étend ®*
O A(N?) — A(M™)
¢ (a+ ) = P a+ ¥
O*(a A [B) = P*a AP
¢ *da = d(P*a)
Soit ® une application différentiable d’une variété M™ dans une variété N". L’appli-

cation qui associe a un champ de vecteurs X de M™ un champ de vecteurs de N” sera
noté ®,.. Nous avons les propriétés suivantes :

- ¢* (ip, xw) = ix (Pfw)

A.4 Dérivées de Lie

Soit une transformation [14] & un parametre ®;, : M — M ; ¢ — ¢ sur une variété M.
Une telle transformation pouvant agir a la fois sur les points de la variété, sur les vecteurs
tangents et les 1-formes, il est utile de pouvoir mesurer les changements effectués, c’est
le role de la dérivée de Lie. Comme les 1-formes ne peuvent étre comparées qu’en étant
évalué au méme point, nous utilisons 'opérateur de rétro-projection pour ramener sur le
point initial la 1-forme évaluée au nouveau point.

Définition A.22 Soit X un champ de vecteur sur M et ®; un groupe a I-parameétre
de transformations locales engendré par X, alors la dérivée de Lie Lyw d’une forme
w € Ak(E) par rapport au champ de vecteurs X est:

Lxw(q) = lim (w) (A.9)

=0
Nous voyons que £xw € A¥(M) pour w € A¥(M).

Lemme A.3 (Formule d’homotopie) La dérivée de Lie d’une k-forme w par rapport
a X € T(M) est égale a

ﬁXw:ide—I—d(in) (A.lO)

Définition A.23 (Crochet de Lie) Soient X et Y deux champs de vecteurs sur une
variété différentiable M. Le crochet de Lie de X et'Y est le champ de vecteurs

(X, Y]=XY &YX
c’est a dire pour f € F(M):
[(X,Y]f =ix(ivdf) iy (ixdf)
Proposition A.4 Le crochet de Lie a les propriétés suivantes:

1. [ X, Y+ Z]=[X,Y]+ [X, Z];
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2.

3.

/.

(X, /Y] = (XNY + [IX,Y] , feF(M);
[X,Y] = <Y, X];

(X, [Y, Z]]+[Y. [Z, X]]+ [Z,[ X, Y]] = 0.

Cette derniere €galité est appelée Uidentité de Jacobi.

Théoréme A.1 La dérivée de Lie est une application de A*(M) dans A*(M), k =

0,...
1.

2.

,n vérifiant les propriétés suivantes :
Lxf=ixdf VfeA° (M)
Lx(a+p)=Lxa+Lxp
Lx(anB) = (Lxa)AB+an(LxP)

. Lxdo=d(Lya)

,Cf,XOé = fLxa+df A (iXa)
£X+Y04 =Lxa+ Ly«

,C[Xy]Oé =LxLyasLyLxa

Nous avons de plus que:

o} (Lo, xw) = P (lg,,xdw) + @7d (ig,, xw) (A.11)
= ix (®7dw) +d (] (ip.xw))

= iy (@dw) +d (ixPiw) = Lx (Pw)

A.5 Equation différentielle extérieure

A.5.1 Equations extérieures

Soient A(L) l'algeébre extérieure sur un espace vectoriel £ de dimension finie et une
p-forme w € A(L)

On appelle équation extérieure [22]

w=0 (A.12)

I’équation dont les solutions sont des sous-espaces vectoriels de F*, dual de F qui annulent
I’élément donné w € A(E); si w est de degré p (c’est-a-dire w € AP(E))

w=w(Xy,...,Xp) (A.13)
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Un systeme d’équations extérieures est donné par un nombre fini N d’équations extérieures

w*=0,a=1,...,N. (A.14)

Un systeme différentiel extérieur sur une variété différentiable N™ est obtenu en égalant
a 0 N formes différentielles extérieures données sur N

w* (z,dz) =0 (A.15)

(z point de N, dz élément de T, N", espace vectoriel tangent en z a N").

ffw=0

Une variété différentiable M™ plongée dans N™ par f est dite variété intégrale du
systeme différentiel si les formes induites par les w® sur M™ sont nulles, c’est-a-dire f
étant une application différentiable de M™ dans N™ si:

f*woz

0 (A.16)

Un cas particulier important de variété différentiable est M™ sous-variété de N™ et f
I’application identité de N™ dans lui-méme restreinte a M™.

Définition A.24 Soit une varieté différentiable M. Un idéal homogéne I de lalgébre
extérieure A(M) est un ensemble d’éléments de A(M) tel que

1. sia, B e, alors a4+ €1 quand la somme est définie.
2. Siawel alorsyNa €l Vy e AM).

Définition A.25 On appelle fermeture du systeme différentiel extérieur
w¥=0,a=1,...,N (A.17)
le systeme extérieur
w*=0,dw*=0,a=1,... N (A.18)
Théoréme A.2 Un systeme différentiel et sa fermeture ont mémes variétés intégrales.

Définition A.26 Soit I l'idéal de l'algébre extérieure A engendré par les w®.Un systéme
différentiel extérieur est dit fermé si dl C I.

A.5.2 Problémes de Pfaff

Dans cette partie, nous allons rappeler la théorie des problemes de Pfaff et résumer les
principaux points de 'article d’Elie Cartan [17] pour résoudre ce probléme.
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Expression de Pfaff

Définition A.27 Un systéeme différentiel extérieur sur un voisinage ouvert U d’un point
d’une variété V' est dit systeme de Pfaff si les formes w® sont de degré 1.

Un systeme de Pfaff constitué de r formes linéaires indépendantes w® s’écrit dans une
carte locale :

waEZA?(xj)dwizo a=1,...,r (A.19)

=1
L’annulation en un point d’une forme w® est une équation linéaire sur les vecteurs de
I’espace vectoriel tangent a V,,, T,,(V").
1. Dérivées d’une expression de Pfaff

Soit une expression de Pfaff & n variables

w= Zpidxi (A.20)
1=1

L’expression différentielle de degré 2 définie par

dow = dp; Ada’ (A.21)

=1
est appelée expression dérivée.

Théoréme A.3 Si un changement de variables transforme Uexpression de Pfaff w
en une expression w, ce méme changement transforme expression dérivée dw dans
Uexpression dérivée dw.

Remarque

E.Cartan notait cette dérivée w'.

Cartan définit des dérivées d’ordres supérieurs par

1

W = —w A (dw)™ pourm >0 (A.22)
m!
1

w1 = —!(dw)m pour m > 1 (A.23)

ot (dw)™ est le produit extérieur de dw avec lui-méme m fois.
2. Classe d’une expression de Pfaff

Définition A.28 On appelle classe d’ une expression de Pfaff le nombre minimum
de variables permettant d’exprimer cette expression par un changement de variables
convenables. Une expression de Pfaff de la premiére classe est une différentielle
exacte.
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La notion de classe va donc étre importante dans le probleme de réduction d’une
expression de Pfaff.

Exemple A.7 La forme w = zdy + ydx est de classe 1. En effet, en faisant le
changement de variables z = xy, nous obtenons w = dz. <&

Théoréme A.4 Une condition nécessaire pour qu’une expression de Pfaff w soit de

ieme

classe p est que sa dérivée p soit identiquement nulle.

Dans ce cas, bien évidemment, toutes les dérivées d’ordre supérieur a p sont nulles.

ieme

Si une expression de Pfaff est mise sous une forme a p variables, sa dérivée p est

de degré p+ 1 a p variables, donc est identiquement nulle.

On a une réciproque du théoreme précédent :

Théoréme A.5 Si la dérivée p™° d’une expression de Pfaff est identiquement
nulle, alors cette expression est de classe p au plus.

Théoréme A.6 (Darboux) Etant donnée une expression de Pfaff quelconque de
classe 2m, on peut toujours, par un changement de variables, la mettre sous la forme

=m
w= Zpidxi (A.24)
=1
2l 2 pi, ..., P étant 2m variables indépendantes.

Théoréme A.7 FEtlant donnée une expression de Pfaff quelconque de classe 2m+1,
on peut toujours, par un changement de variables, la mettre sous la forme

i=m
w=dz" + Zpidxi (A.25)
=1
2t 2 20 p, . p €tant 2m + 1 variables indépendantes.

Démonstration Une démonstration du théoréme de Darboux en dimension paire
comme impaire est proposée dans [32, page 118] . O

. Annulation d’une expression de Pfaff

Nous allons nous intéresser au probleme de trouver les systemes d’équations annulant
une expression de Pfaff, supposée sans restriction de généralités, de classe impaire.

Nous avons a résoudre I’équation
w=da® + Zpidwi =0 (A.26)
=1

1 0
s, Y P, P Le

au moyen du nombre minimum de relations entre x
nombre minimum de relations permettant de définir une variété intégrale d’un sys-
teme de Pfaff de classe 2m + 1 est m + 1 et nous pourrons considérer alors que notre

systeme définit une variété de dimension m.
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Systéme de Pfaff

Définition A.29 Un point g € V,, variété de dimension n, est appelé point générique
st le sous-espace vectoriel engendré par les r 1-formes w® ,a = 1...r en ce point est de

dimension r.

Remarque
I ne peut pas y avoir de variété intégrale a plus de (n <) dimensions car en un point
d’une telle variété, les da” ne peuvent satisfaire & r relations linéairement indépendantes.

Exemple A.8 L’équation de Pfaff dans IR® :
w=ayde' + ayde® + asda® =0 (A.27)
admet pour variété intégrale la courbe paramétrée sur Uintervalle Ja, b[
et =2tt), 2* =22t), 2 =27 (), a <t < b (A.28)

de' de? da?

— ——, —— | vérifie Uéquation
dt ' dt T dt ) fie léq

st le vecteur tangent (

> ai(@ (1) dx;t(t) =0 a<t<b (A.29)

FElle admet par ailleurs comme variété intégrale la surface définie sur un ouvert Q C IR?

par:
¢ :(u,v) =2t =2 (u,0) u,w e QCR? i=1,...,3 (A.30)

)

6 (w) = (Z ai(xj(u,v))aaf:) du+ (Z ai(xj(u,v))aaiz) dv = 0 (A.31)

K3

c’est-a-dire si

S ai(ad (u, 0)) gf: —0 (A.32)

7

et

Zai(wj(u, v))aaf; =0 (A.33)

Exemple A.9 w une I-forme sur IR®
w = dz° + ydz + pdyg
o,

(u,v) =~ (x(u,v), y(u,v),wo(u, v), p(u,v), q(u,v))
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z(u,v) = <uv, y(u,v)=u+v, plu,v) =uv,

q(u,v) = u+v, 2%u,v) = v?v+ uv?
est une variété intégrale :

w = (uv suv)du + (wvsuv)dv =0

est une variété intégrale :
sw = (217 &3t° <t(2t) +t(3t%))dt = 0

Définition A.30 Un systéme de Pfaff de la forme (A.19) est dit complétement intégrable
sl passe par chaque point d’un ouvert U C V™ une variété intégrale a (n<r) dimensions.

Théoréme A.8 (Théoréme de Frobenius) Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un systeme de Pfaff soit completement intégrable au voisinage d’un point générique x

est que dans un voisinage de ce point le systéeme soit fermé.

La démonstration du théoréeme de Frobenius, exposée dans [22], est en fait un procédé

de construction des intégrales premieres, donc des variétés intégrales.

Critére d’intégrabilité

Lemme A.4 Si w',...,w" sont des formes de Pfaff indépendantes, une condition né-
cessaire et suffisante pour que la forme différentielle extérieure 0 appartienne a lidéal T

engendré par w', ... ,w" au voisinage d’un point générique T est que
OANGIA AU =0 (A.34)
Du lemme et du théoreme de Frobenius, on déduit le critere d’intégrabilité suivant:
dw AW AL AW =0, 0=1,...,7. (A.35)
Exemple A.10 L’équation de Pfaff dans R> :

w=ajdet + ayde® + asde® = 0 (A.36)
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est complétement intégrable au voisinage U d’un point xo(x}, 22, 23) de R?, done équi-

valente dans ce voisinage a dp =0 si
wAdo=0 (A.37)

donc si

8(13 8(12 8(11 8@3 8@2 8@1
s e = A.
“ (8962 <:>8$3) T (8963 o T D2l 02 0 (A.38)
Si w est complétement intégrable dans U, il passe par chaque point xq € U “généri-

ue” (c’est-a-dire ot aq , ay , a3 ne sont pas tous nuls) une variété intégrable de dimension
7 (c’est-a-d 1, @2, d3 i i l 1€ intégrable de d

2 et une seule:
p(at, w?, a®) = o(ag, x5, ) (A.39)

définie dans un voisinage de ce point. <&

Annulation d’une équation de Pfaff

Nous nous intéressons au cas particulier, ou nous avons qu’une seule équation :

i=n

w=da® + Zpidxi (A.40)

=1

D’apres le critere d’intégrabilité de Frobenius, w est completement intégrable si
wAdw =0 (A.41)

Nous pouvons démontrer que quel que soit le n-uplets de variables z%,p,, ,1 =
1,...,p,j=p+1,...,n considérées comme indépendantes, c’est-a-dire :

TN AT Apa, A A Pa, 0 (A.42)
nous avons:

Lemme A.5 w complétement intégrable est équivalent 4 w =0

Lemme A.6 (Condition d’intégrabilité d’une forme de Pfaff) Soitw une 1-forme
sur une variété M. On a Uéquivalence entre

(¢) il existe une sous-variété plongée N définie par Uapplication différentiable ¢ : N —
M telle que ¢*w =0

(11) La restriction de w sur N est complétement intégrable sur N

(iii) ¢*(w A dw) = 0
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Annexe B

Formulaires de modeles
thermodynamiques
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Dans cette annexe, nous fournissons un formulaire des modeles thermodynamiques que
nous avons retrouvé avec daipuwy .
Pour chaque modele, nous donnons

1. L’hamiltonien de contact utilisé,

2. Le champ de contact associé,

3. Les équations d’état calculées,

4. Les fonctions thermodynamiques A, H, G, z,

5. Les fonctions dérivées (coefficients de réponse).

en espérant qu’il n’y a pas d’erreurs.

Nous rappelons, de plus, dans ce formulaire les différents hamiltoniens de contact que
nous avons déterminés permettant de construire un modele thermodynamique a partir
d’un autre.

B.1 Les différents hamiltoniens de contact

Ces hamiltoniens étant calculés a partir d’une fonction thermodynamique (équations
fondamentales, équations d’état, coefficient de réponse) supposée connue sur le modele
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final.

—_

10.

11.

12.

13.

14.

15.

f(S7 V7 Nz) = Ul (57 V7 Nz) <:>Uv0 (57 V7 Nz)

(S, VNG = / Ty (S,V, N}y =Ty (S, V, Ni) dS + & (V, Ny)

L F(S,V,N) = / D1 (S V, Ny o (S, V, Ny dV + B (5, N;)
. f (V7 N, T) = A (V7 N, T) S Ag (V7 N;, T)

P (VN T) = / Sy (V, N, T) <80 (V, N, T) T + ® (V, Ny)

f(N27T7p) = Gl (NZ7T7p) <:>G10 (N27T7p)

F(NLTp) = / St (Ni, T, p) S0 (N, T, p)dT + B (N, p)

. f(Ni7T7p>:/v1 (N, T, p) Vo (N, T, p) dp+ ® (N3, T)

f(S7 vap) = Hl (57 vap) <:>I{0 (57 vap)

£ (S, Niyp) = / Ty (S, Nip) To (S, N, p) dS + ® (N3, p)

£ (S Nip) = / Vi (S, Ni p) Vo (S, Ni, p) dp + & (S, N3)

N = [ [eet G ) Col R D grar 4 o.v,n,)

Cot V,N,T)  Coo(V,N, T
f(Ni7T7p):// pl(T )+ pO(T )deT—I—(I>(NZ»7p)

Passage de

o (V,Ni, T, p) = (p+ Ao (V. Ni, ) (V = Bo (N, T')) = NRT

Iy (VN T, p) = (p+ AL (V. N, 1)) (V =By (N, T) = NRT
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o1 (08Tt = 0 (1) + (B (N T) B (V) ! 1)

@/VOO (Ao (V'+ By (N;,T) ©By (N;,T),N;,T) <A, (V!,N;,T) )¢’ (t)dv’

+ (B1 (N;, T) < By (N, T) ) (A1 (V, N, T) Ao (V + By (N;, T) & By (N, T), Ny, T) ) G (1) ¢ (1)
L2 (U5 V. Tpt) = (B (N T) 0B (N T) ) 1)

@/VOO (Ao (V'+ (Bo (N;,T) =By (N, T)) ¥ (t) ,N;,T) <Ay (V,N;, T) ) & (t)dv’

(B ) B (VT) ) (A VML) ¥ (06 () + 0 (T)

o U5V Tpt) = (B (N T) 0B (N, T) ) 1)

@/VOO (Ao (V/,N;,,T) <A (V/,N,;,T) ) ¢ (t)dV’

N (31 (N.,T) By (Ni, T) ) (Ao (V.NAT) (1 26 (1) + Ay (V, N, T) ) 6 (1) () + B (T)

16. Hamiltonien de contact en séquence:
fr= (B2 (N, T) By (N, T)) p
et

f2 = <:>/ A2 (V, ]\72'7 T) <:>A1 (V, ]\72'7 T) dv

B.2 Dieterici

a a a a
= RTFi(l, — ) &RT e #aT) Ei(l, —— & — V= RTIn(V
/ il ) SRTETRTEL oo @) S RTIn(V)

ou

0 e—xt
Fi(l,z) :/ dt
1

t
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Champ de contact

dU_a (—7%5) 1o a a
Fr MTEhO“VRTﬁﬁRT)
ds a a a a bV
— = — ) Ei(1 (-s37) _OEV N (v
a7 (R*'Tb) 1(’X/RT<$bRT)€ bRT'+(¢£*'V2RJQb)€ ’
a
Ei(1 1
¢£1(’VR)+$RT+RHW)
v
dt
a7 _
dt
4P RTeFVRH_%RT
dt V ob v
v _
dt
dp a _a_ a
TE (1, —— Tel-7T) Ei (1, =0 o2 Tl
L= RTE (1, o ) @R T T B (1, oo @ ) @R T (V)
RT ( )
Ty Qa v V)4—RT

Equations d’état

V (beV)

U@%e(—ﬁ) Ei (1, Vb;;‘g) N/CV

(RTb+ a) (- r22) s a (V <b) . a
S b e\"wvrT/) Ei 17<:>m —|—RE1(17VRT)<:>R1H(V)

:N/Q%DAT+NRM(%)
a (V <b)

- . a . (_L)
o = RTEi (17 —VRT) <:>E1 (17 @m) € bRT RT@RTIH (V)

RT(@v+veFﬁ%)+Q
P V=NRT

RT (_L)
©VZ%(€ vhT V)+RT+JVT/

Cv(T) Vv
T dT'+ N Rln (ﬁ)

214



Fonctions associées

. b
A=A, + RTFi (1 )@Re(_m)Ei (1, M) T<RTIn (V)

a
"VRT VRTD

H = H,, + 7 {77 Ei (1, ¢ (V‘:’b)) i)

VETD ) TV b ((CamIv) + BT

V eb .
G=G,,+RTEi (1, %) oFi (17 %) c—557) BT

RT (_ a )
SRTIn (V) &g (CvFm)v) 4 R

_ Ve(_ﬁ)
 Veb

Fonctions dérivées

((RTV—I—a) Cvm) 92 RT (V1)) (V b)

T ((VRTb=(V b) a) (7T S PV (V 20)?)
V (beV)?
(VRTba(V eb) a) e vET) &PV (V ob)?

o2 o~ 757) Ej (1, %) taeTE) b RT
» €U = b2 RT2 +Cv (T)

7"{_

((RTV—|—a) evET) 22 (V ob) RT)2
T ((v RTb=(V ob) a) ~757) PV (V @b)Q)
TV
cp
%2 %3 %1T?0* R .
V( PRTIV baV) %l V (baV) %2) bIRTTAL
%2 (b=V) '

cp = Ccv &=

J.T =

9

vit_son =

%2
V %2 %12
b2 RT3
( PRTS T2 (b)) v)
%l =<2V RT+ RTV e-757) £ 2RT b+ ae-757)

chi_s =

a (bsV)

%2 := a2 (- 7R7) Ei (17 i

) +ae~vET) b RT + Cv(T) b2 RT?

%3 := ae"7HT) bsa e "TVET) V 0PV 2 +2PV2h o P V3 4V Re-vET) T )
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B.3 Adachi-Lu-Sugie

Les hamiltoniens de contact correspondant a chaque proposition sont

h= +bp

ced

a(T) Vece a(T)
In (V @d) TWeo(Ved

a(T) Vece Vv
_ l Tl ——
f2 c<:>dn(V<:>d)+R H(V@b)

Champ de contact

du 1 Ve bt

a (c<:>d1n (V @d) TVeo @d)) (1) =T (72(1)

s 1 Ve !

- <:>(c<:>d1n (V @d) T Ve v @d)) (7ra(1))

v _,

=

T _,

&=

dr 1 bt 2V &dec) .

dt _( (Ve (Ved ' (Ve (V@d)Q) @)

dN

oo

di

dp 1 ) V eec bt Vv bt 2V &d o) .
a - ore (c<:>d1 (v @d) T Veged  Veaq Ved (Ve (V @dﬁ) @

Equations d’état

a(T
(P T Ve ved

U= C;dln (“;:2) (a(T) oT (%a(T))) -I-/CV(T) T

§— (V‘:’C) (ia(T))Jr/CV—(T)dTJrRln(v@b)

) (Veb)=RT

cod \Vad oT T
1 V ¢ V &b Cv (T)
- 1 T)ob P+ T [ 24T 4 Rln(V <b
H (c<:>dn(V<:>d)+(V<:>c)(V<:>d)) a(l) <bP+ / T +Rin(V <)
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Equations associées

B a(T) Vece
A_Agp+c<:>dln( )

V &d

(2 (1) ST (Fall), (Ve (v 2b) a ()
cod In (V @d) ST Sg Ved

H = Hy, +

(V<b) a(l)
(V ee) (Ved)

)@bP+

T
G=ay+ a( )ln(V<:>c

c<d Ved
bP V &b T
o (Veb)a(T)

—1
TUUTRUTR (Ve (Ved

Equations dérivées

(Vo) (Ved Re(Ved) (Za(l) (Ve (Ved
V (Ve (Ved? P+ eV (Vab) +b (Vacad +cd) a(l)
(V <b) (Vo) (Vod)?
V (Vee) (Vad?® P+ («V (Veab) +b (Vacad) +cd) a(T)
In (g:;) T (%a(T))

= T
cv Tod + Cv (T)

T (Vo) (Vad) RV ob) (Za(T)))
(Vo) (Ved? P+(&V (Vab) +b (Vecead +ed) a(l) (Veb)
TV eV
cp

vit son—(w( LI SN %2 (cod) T ) (c =d) T %2 )1/2
ST o) T%1%2 T (Ved) (Ve (Veb) %3) %3 (Veb) %1

(V od)? (V<o) (Veb)® %3
V (Vb)) %3 (Ved)? (Ve (Vab)+V (ced) T %2°

%l = (V<) (V <d)

6=

cp = cv+

Jr =

chi_s =

%2 = (V &c) (Ved) Re(Veb) (ZFa(l))

%3 := <in (“;:2) T (QQ;QEL( ))—I—CV(T) (ced)

%4 = (V ec)® (Ved)? Pe(VI4h (c+d) ecd) a(T)

Si c=d , comme dans le cas de Van der Waals, alors

a(T) a(T)bt_l_bP

I = et ey
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B.3.1 Van der Waals

Nous avons par rapport au modele de Adachi-Lu-Sugie :
a(ly=a, c=d=0

Les hamiltoniens de contact associés sont donc:

N2?a  (N?%a) (Nb)t
= Nb
N P <= v + V2

2

a |4
— e U NRTIN
f2 TR n(V@Nb)

Equations d’état

_ NRT <:>Nza
V &Nb V2

N2
U:N/CV(T)dT@ 2

v
B Cy (T) Ve&ND
_ 2Na NRTbH Cy (T) VoND

Fonctions associées
N2g
AZT"’AW

<2Na®> N2RTDH
G = vV +V<:>Nb+Ggp

o <2Na®> N2RTDH

Vv + V&Nb  Hap

N2q Nb2b

71
SRV T van
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Fonctions dérivées

5 RV?(VoNb)
@2 N?a (VeNb?+NRTV
B V2 (VaNb)?
@2 N?’a (VeNb?+NRTV
cv =Cv(T)
TR*V?
cp=Cv(T)+ 5 5 3
2 Nla (VeNb) +NRTV
Jr= LBVeV
Cp

e J . ((@>2 NVQS@ ' (V]EVTI))?) ﬁ((v @NRI))TCV (T))Q)

(V<N b)? Cv(T)
V ((VeNb)’ Cv(T) + T R?)

chi_s =

B.3.2 Clausius

Nous avons par rapport aux notations du modele de Adachi-Lu-Sugie :

a(l) = % , c=d=¢c
Les deux hamiltoniens de contact sont
NZ2q N3abt

fi=

+ + Nb
T (V+e) T (V+e)l? P

N%a |4
—e— ' L NRTIn | ——
h=ermyat n(V@Nb)
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Champ de contact

d_U_ 2(1(V+C<:>bt)
dt T (V+c)

ﬁ_ a 4 bat

dt — T(V+e)T? T2 (V 4 ¢)?
dVv

i S

dt

dT
—~ 0
dt

dP a bat

T 5 T2 3
dt T (V+c) T (V+c¢)
dN
——0
dt

d—“—bP@ ¢ + bat @V( a4 =2 bat )
dt ~ V+o)T T (V+ec)? T(V+e)? T (V4e)P

Equations d’état

a

(P—I—m) (Veb)=NRT

U—I—QW:N/CV(T) dT
a B Cy (T) Vb

a(V <b)

a V
=bPs & —I—NRln(—)
g TWV+e)? (V4T N

Fonctions associées

A=A V+eo)T
a(V <b) a
H=H,+bP
" T(V4e) (V40T
V b
G:Ggp+bP<:>;(( =b) ¢

P a(Veb
RT "T?2R (V+¢)?

z=1
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Fonctions dérivées

TR (V+c)+ (Vb a(V+e)
PV T2 (V+e)ea (Ve
L (Veb T (V+e)
S VPT (V4P ea (Ve

2a
C’U—CV(T)-I—W

TR (V +¢)’ 4+ (Vb)) a®

6=

9

cp = cv + ,
P TSP (Vie+(Veab a(ltbto
T
jp=Avey
Cp

%1T 2
(V—|—c)3 (Vb)) T ﬁ((V—I—C) (V <b) %2) )’
T (V+¢)® (Veb)® %2
V(&0 (V4 (Vob)? %2 %)
%1:=T?*R (V+¢)> 4 (Vb a

vit s — J 2 (PT (V+¢)’ @a (Vo)

chiy, =

%2:=2a+Cy(T)T? (V+c)

B.3.3 Redlich-Kwong
Nous avons

a

a (T) = m , C= @b s d = 0
Les deux hamiltoniens de contact sont

NZ2g \% ) N3abt

= In + + Nb

= (v+b N AUET
=X () 4 RT
= n n
T T \V+b V &Nb
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Champ de contact

dU  aln (V) <:>aln(V—|—b) L+ ba
dt VT VT VT (VZ4+bV)
T <:;aln(V) laln(V{—b)@l ba
2 T3/ 2 T3/2p 2732 (V24 V)
dS  laln(V) 1a1n(V—|—b)+1 ba
dt — 2 T3/2p T2 T3/%) 2732 (V24+0b0V)
dV
=y
dt
dT_0
dt
ar_ e a ba (2V +0)
dt — TVToV  TH(V40b) VT (VE4+bV)?
v _,
dt
d mu aln (V) aln(V 40) ba
=bP+ &= +
di VTh VTh VT (VZ4bV)

a a ba (2V +b)
- (ﬁbvﬁﬁb Vb)) VT (V2—|—bV)2)

Equations d’état

at
(P+ﬁv (b+V)

3 «a \%
Us- 1 =N |C, (D) dT
<3yt (i) = few

1 a Vv B Cy (T) Vb
S+§T3/2bln(V—|—b) =[S dr s xR (T)
a ( V )—l—bP<:> a (V <b)

& In R A
PTRVT U\ Vb VT (V+b)V

Fonctions associées

a |4
A=A 1
w T n(v+b)
3 a Vv a (V <b)
H=H, + - ln( )—I—bP<:>—
Y 2oVT AV VI (V+0)V
a 4 a (V <b)

+ m( )—|—bP _aVeh)
TUbVT U \V 4D VT (V+b) V
bP a (V <b)

TR R(V1b) VI

) (Vesbt)= NRT

G=G

z=1&
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Fonctions dérivées

Cla(Veb)+2R (V4b) VI
2 T (V4D (VQP\/T@CL)

_ Vel vT
V2P T &a
13aln(V+0b)<3aln (V)
co=C I +7 T3/%)
ol (a (Vob)+2R (V+b) VT32)?
cp = Uy -
4 3/2 (v 4 b)? (vzpﬁ <:>a) (V <b)
Jr= VeV
Cp
. 3 L V2PVT oa (a (Vob)+2R (V+b) VIT32)? T2p2
(% = —
s50N 2 T b 2
VT (V&) (V +b)* (Vob)? (<:8a1n (VLH) +4C, (T) T3/? b)
Ys = (@3@111 (VLH) +4Cy (T) T3/2b) VTV (V +b)* (Vab)/

(V2 (V <b)’ (@3@111 (VLH) +4C,y (T) T3/? b) VT (V4 b)?

b (a (Vab) +2R (V+1) VT3/2)2)
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B.4 Beattie-Bridgeman

Le Hamiltonien de contact associé est donc:

STV T2 "NV T2vz) Ty T ors \ T2 v T3 e
Champ de contact

dU 1 1 T3 1 b 1 1
=RT By (<:>— i = — C)—|—A0 (<:>——|-§%)

dt VvV 2 T3V? 3T3V3

-
1 1&bT%ec 1 be 3 be
7 (RB = = 7B _C 4 e
= (R ’ (‘:’V@z V2 <:>3T3V3)+R ’ (<:>§T4V2+T4V3))

dsS 1 1&bT?ee 1 be 3 ¢ be
— =8RB (- s oo TB e
S by ( v T2 sy T3 T3V3) SR Dy (‘:’5 T4V2+T4V3)

)

dP 1 T3 e be 1 a
a b (W+ e +T3V4)®A0 (W@W)

@

1<hbT?<e 1 be

N | —

ar vV o3 1syz T378ys

1
%
1 T3 e be 1 a

d 1
L =RTB, (@—@ )+Ao S+

a
%]

Equations d’état

(P+ (V) Ao (c&VT?) (V ob) RB

o v ) V=NRT

U&=

T e T [

1 RBy (4bce6T?V2+3VHT? <6V c) Cy (T) vV
c e _N/idT—kNRln v

1(212V+9a) 4g 1 (9VITP49Vee8bee12T3V?) R By
S V2 6 T2V3

_ Cv (T) v
_NT/ ——dT'+ N Rln (N)

S+
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Fonctions associées

1 (3Vas6V?) 4, 1 (3VT>&2bce6T3V2+3Ve) RBy
A=Ay ++5 3 + = 273
6 v 6 T2V
1(3VasdVE) Ay 1 2VDIT?4bcas2T?*VE4+5Ve) RB
g oL ) Ao, 1 ) 1B
2 V3 2 T2V3
1 (9Vael12V?) 4 1 (9VIT?<8bce12T3V24+9V e) RBy
G=Cluty & % T2V3
. (SV24+TVa) Ay (VT34 VesbeaT?V?E) By
sieTTrvar T V3
Fonctions dérivées
R%1
p= ;
T %3
V4T2
Ty
%2
NN
oy — 2 N R* %17
P=ays TV e gy
RV %1
% sV
JT = %3
%2 N R? %17
T3V3  V3T3%3
%2 %3 R%LT
v T R%1
. (T3V4R%1‘:’V%2) %
vt_son = ,
%2
chi_s = (7%2 T
02 R*%1
V3T4( V2T4<:>V7T6)

%1 =By (T2 V2+ VT +2bco2V )+ T3V
%2 = <R By c(3V <2b)+ C, (T) T3 V3

%3=RBy (ST?*VE42VT?+2Vea3be) oA, T?V (V&2a)+ PT?VH
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B.5 Viriel

@i (T)
/= ; (i 1) V-1
Pour obtenir le modele du Viriel avec depwr | nous devons tronquer la sérire, nous

donnons ici un modele du Viriel avec deux termes.

Champ de contact

d_U_ aq (T) 1&2 (T) 1 8@1( ) 1 8@2(T>
a -V v C\SvTor o ar
ﬁ - i@al(T) 1 8@2(T>
dt VvV oT 2VZ 9T
dVv
=
an_,
dt
dP i (T) | ax (1)
a - Tvr s
an _,
dt
dp  a (1) 1 ay(T) a; (1) ax(T)
- Ty Tyvr SV v tys

Equations d’état

(P—I— G (T) V+a2(T>)) V=NRT
V3

1 8@2(T> 8al(
Ut 51 (@T( o )—|—2a1(T)V—|—a2(T)<:>2T( o N/C dT

1 8@1(T> 8a? v
S@m(Q( o7 )V—I—( )) N/ dT—I—NRln(ﬁ)
1 C, 14
2V2(4a1(T)V—|—3a2(T)) NT/ T( )dT—I-NRl (N)

Fonctions associées

Aol e (1) V e (T)

[

V2
H=H, + 2‘1/2 (T (3@51(?)) eday (T) Va3ay (T)+2T (GaééT)) V)
1 (4a; (T) V +3ay (1))
G = Ggp Bl V2
(ar (T) V4 a3 (T))
S VERT
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Fonctions dérivées
(29(0) v+ (221) RV
ca (T) Ve2ay(T)+ PV
V3
cay (T) Ve2ay (T)+ PV

cv=Cy (T) + L(a‘”m) T %1 <2 (8“1(T)) V@(a‘“m) +2 (8“1(T)) V42T %2V,

K=

2V? or or or or

T ((8“1< >) V4 (8“2( )) @RVQ)
VZ (cay (1) V o203 (T) + PV3)

cp = cv+

chis = (V3T 2l or Zullly w20, (1) V2)

(V4T (285}2 Ly 4 Zeall )) L 2VEC(T) + 2T (M Ly 4 2aa(T >)2
SATRV? ((228) v+ (20)) 421 R V),

I =2 ((T290V + 7280 T RV ay (T) V 20, (T) + PV?) V3)
(2T ay () + TPV T a (1) V) (22588 v + 22

car () v+ (52 orrnrs () v (549)

&4 Cy (T) V2 (T) 02C, (T) VPay (T) +2C, (T) VP P+ 2T R*V?)

1
V(TAJ@T yorZaly oo, (1) V2) (

vit_son =

oT? oT?

(2T%a, (T)+T?PV>&T?ay (T) V) ( 82;;@)2
9%ay(T) 9%ay(T)

+(ATV(Co(T) V4 T) (VPP &Vay (1) #20 (1)) =

+ ((4T2V2857T(2T)2+8TV3% Cy (T)) (VPP eVay (T) &2ay (T)))
SAT VO R2 24 C, (T) VH(Vay (T) ©2ay (T) + V2 P) +8T2V5 (8a1(TT)) R
(W (120 1o 280y +20,(T) V2) )

T () e () ()

(v (r 250 w2 2500y 2, ) v)')

_I_
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B.6 Benedict-Webb-Rubin

f=ol (B RT oA, of0) LMo Lo, L @e<_%>@e<_%>
v "TTr) T2 Ve sVET2T (%), £

Champ de contact

o % Ty vz Tsys o

Co
dv BT Bicdiom 1RTbea laa | c (
el

v
Cy
e RBO—I_Qﬁ@l Rb<:> e 1 o <:>e<_%> <:>e<_%>
S
V 2 V2 T3

ar - V2 Ve Tye e

Cy
dP RT By =40 <7z RTbea woa e 1 e<_€5>7
_ o (
e

Equations d’état

v (Ba RT? <A, T? <:>Ca) + V3 (bRT3 saT? + e<_%> c)
PV &NRT =<

(Vor?)

N e<_%> c'yV—I—aoeTQI

(Ver?)

,
280e(T2) Vs 4y V1 (2104, T2 230 )

= N [y (T) dT
U /C () ‘:{ 10V5 T2

2aaT?y+~V3 (<:k5aT2 <:>15e<_%> c)

_I_

10V5 T2+
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1 26<‘%>c (v4+2V2)+ 2By RVT?y+4C, Vy+bRT?y
2 V213~

B ey (1) i
S—N/ T dT—I—NRln(N)—l-

ey (1) Vv
—NT [ r  NRIn [ =
" / T T R“(N)

1 4e<_%> CV2+V’)/<QBO RT3—|—4CO) —I—bRTSPy—I—Qe(_%> cy
N {2 V273

Fonctions associées

A=Ay + (BRT?bV3y+10RT?> By Viy ©10 A VAIT? v 10 Cp Viy

1072y V5

<:k5e<_%> 67V3<:>5QV3T27—|—20&@T27<:>106<_%>€V5)

H=H,+ (10RT3bV37—|—10RT3Bg VAy 20 A, VAIT? vy 240 Cy Viy

10 T2~ V5

<:k5e<_%> eyV3e15aV3T?y + 1204(1T27<:>306<_%> eV5 4 1072€€<_%> V)

G=Gyp+ (I5RT?bV3y +20RT* Bg V* iy <20 A, VAT? v 20 Cp Viy

1072~ V5

+5 e<_%> ey V3e15aV3T? v+ 12aaT? v <10 e<_%> eV?® + 1072€€<_%> V)

T?V3Rb+V*RT? By &V A, T? &V ( +e<‘%> eV (v+ V) el Viat aaT?

Pl TSVS R
Fonctions dérivées
P V2 %2
T %4
V7T2
K= TV
cv—<:>—%3
RN ER
oy — %3 N %2?
P= sy, T VeI g
3
V= %2 T
J.T = 2t ,
%3 N %2?
V2T3~  V2T3%4
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1/2
vit_son = G ackili (%2)2 :
T \veT? V4 %3°

%2 = 2e0T) ¢ (V24 4) oV (RTP By +2Cy) ST VIR (boV?)

~

%3 ::67‘/00—|—6e<_V2>eV2—|—3%1<:>CV (1) T3y V?
G = 2 TVARD VS RT? By + V5 Ay T2+ V5 Oy 4 2+2e07) e 52 (07) ¢ 12

2TV 0 e2e07) eV esV aa T 4 PV
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B.7 Schmidt-Wenzel

2V 4+ b
arctanh oo bat
=bP a2 w v
S = Vel wh? 1 022 VI bV i
2V 4+ 0vb
arctanh oo a v
=2 wo Ty SRTIn | ——
f2 Vetwl? + 202 n(vw)
Champ de contact
( 2V +vb )
arctanh
d_U:2 A wb? 4+ v2h?
d Vet wb? + v? b2
ds
E:dn(‘/@b)R—FRIH(V)
dVv
ar Y
dT
a =Y
d_P_ RT o4 a _I_RT
dt TV eb T (wb?+02h?) 2V +ob)? VY
dN
a7
2V 4+ vb
A arctanh T BT a
. v
=2 TR SRT I (v%)
=4 (RT +4 ¢ Q@RT)
Vb SAwb? +v2bh? <2V +vb) V
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Equations d’état

a
P Vaob)=NRT
( +V2—|—va—|-wb2)( “b)
2V 4+ b
arctanh a
<h? (4w ev?)
U2 :N/CV(T)dT
<h? (4w ev?)

S:N/#dﬁrzvmn (@)

RT (va2+bV2—|—wb3) a
w4+ RTIn + =2
V &b Vwb24+V3+VivbaouwbdobViaeVub? &b? (4w <0?)

Cy (T) %
=NT | —2dT+ NRI —
/ T “ T R“(N)

Fonctions associées

2V 4+ 0vb ) a
<h? (4w =02
( ) <RTIn (L)
<h? (4w v?) Veb
arctanh 2V b
ot 5 <h? (4w s0?) 1%
e R 2 Viw oo TVILVobt wb?

2 arctanh (

A=A, &

SRTH (VP4 Vob+wb?)

b (&V ob+wb?+V?)
= Tl
Gop=G+R n(V<:>b)+Vwb2—|—V3—|-V2vb<:>wb3<:>bv2<:>va2

2V 4+ vb
arctanh
<h? (4w 0?) aV
+2 &
<h? (4w ev?) Vit Vob+ wb?

_ PV RTwb+RTOV2eaV? +aVbt RTV b
TRT T (Vo eVEeViobtwblP L bVi4Vob?) RT

y4
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Fonctions dérivées

_ R%1?
V%2’

(V <b) %1
V%2

cv =C, (1),

8

N T R* %1°
%2 (V <b)’

TR %12
%2
TR2%1%
C (D) + %2 (V <b)
Cy (T) %2 RT )
V2 TR
( T%R (Vb G (1)
Cy (T) (V <b) ’
(V<b) C, (1)

v ( (Vv @b)T Cy (T) ‘:’VR;b)

cp=C, (1)

<V
J.T =

vit_son =

chi_s =

%1 :=V24+0bV + wb?
%2 :=<aV24+2aVb+avb? 4+ PVi*42PV30b+2PVZwb?>+ Pu?b?V?2

F2PubPVw+ Pw?b* + awb?
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