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Mode d'emploi de 
ette th�ese

La grande majorit�e des r�esultats que nous allons exposer i
i ont donn�e lieu �a des
arti
les d�ej�a r�edig�es. Nous en avons pro�t�e pour adopter une m�ethode de r�eda
tion
malhonnête mais dot�ee de nombreux attraits.

Dans les arti
les math�ematiques, o�u il faut faire 
ourt, les aspe
ts te
hniques
in
ompressibles o

upent un volume important au d�etriment des id�ees. I
i, �a l'in-
verse, nous avons d�e
id�e de ne donner dans le 
orps du do
ument que tr�es peu de
d�emonstrations ; 
ela permet de ne 
onserver que 
e qui est au fond essentiel, de
multiplier exemples et r�ef�eren
es 
ulturelles et d'obtenir un texte fa
ilement lisible.
Cela risque en revan
he de donner au le
teur une id�ee fausse de la 
omplexit�e des
r�esultats �enon
�es i
i ; on s'aper
evra bien vite qu'en tout 
as 
ela attribue �a 
haque

hapitre un volume qui n'est proportionnel ni �a la taille des arti
les 
orrespondant,
ni �a la longueur des preuves de 
e qu'il 
ontient. Si 
ela signi�e que tout 
e que
nous exposons peut sembler �egalement simple et naturel, nous nous en r�ejouirons.

Puisque nous faisons des math�ematiques, il faut bien fournir des d�emonstrations
�a nos r�esultats. Nous avons joint �a 
ette th�ese les arti
les r�edig�es ; la plupart des
preuves se trouve dans 
es arti
les. Cependant, 
eux-
i sont �a prendre 
omme des
annexes. Nous entendons par l�a que le 
orps poss�ede en propre ses notations, sa bi-
bliographie et sa num�erotation mais surtout nous in
itons le le
teur �a se pr�eo

uper
avant tout du texte de la th�ese. Hormis mention expli
ite du 
ontraire toute r�ef�eren
e
renvoie �a un �el�ement du 
orps lui-même. Les arti
les utilisent parfois des notations
di��erentes des parties de la th�ese qui lui 
orrespondent ; lorsque nous renvoyons le
le
teur �a l'un des arti
les nous signalons les am�enagements de notation �a prendre en

ompte. La bibliographie g�en�erale a �et�e pla
�ee en avant du texte pour �eviter qu'elle
se 
onfonde ave
 la bibliographie des arti
les. L'arti
le [AP2℄, qui n'a pas de liste
de r�ef�eren
es ind�ependantes, utilise la bibliographie du 
orps du texte.

En�n, les d�emonstrations les plus importantes et les plus instru
tives sont �ebau-

h�ees dans le texte ; les d�emonstrations des r�esultats qui n'apparaissent pas dans
les arti
les sont donn�ees in extenso dans le 
orps.
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Introdu
tion

Pourquoi des probabilit�es quantiques ?

On peut s'int�eresser aux probabilit�es quantiques pour des raisons purement
math�ematiques ; 
elles-
i sont en e�et l'une des extensions non 
ommutatives pos-
sibles de la th�eorie 
lassique des probabilit�es. Elles sont, plus pr�e
is�ement, l'exten-
sion qui suit le formalisme hilbertien de la m�e
anique quantique tel que l'a d�e�ni
von Neumann (voir [vNe℄ ou [Dav℄).

Nous pr�ef�erons justi�er l'introdu
tion des probabilit�es quantiques par la raison
peu �el�egante de la n�e
essit�e. En e�et, on sait que la th�eorie physique de la m�e
anique
quantique est intrins�equement al�eatoire ; on a don
 essay�e d'utiliser les probabilit�es

lassiques pour mod�eliser les al�eas li�es �a toute mesure de grandeur physique. Les
exp�erien
es d'Aspe
t (\exp�erien
e d'Orsay") et les in�egalit�es de Bell ont 
ependant
montr�e que des situations même extrêmement simples fournissent des observations
qui ne peuvent être d�e
rites par la th�eorie probabiliste 
lassique (voir �a 
e sujet
[KM1℄). Il a don
 �et�e n�e
essaire de 
r�eer une nouvelle th�eorie ad ho
.

La m�e
anique quantique asso
ie �a tout syst�eme physique un espa
e de Hilbert,
appel�e espa
e d'�etat ; les grandeurs mesurables du syst�eme sont alors repr�esent�ees
par les op�erateurs autoadjoints sur l'espa
e d'�etat. En a

ord ave
 
e formalisme,
les probabilit�es quantiques auront don
 pour nouvelles \variables al�eatoires" des
op�erateurs sur des espa
es de Hilbert.

Cal
ul sto
hastique quantique

Les probabilit�es 
lassiques prennent leur v�eritable ampleur une fois que l'on
d�e�nit les int�egrales sto
hastiques et que l'on a un vrai 
al
ul sto
hastique ; la
situation est identique dans le 
as quantique. Les int�egrales sto
hastiques quantiques
ont �et�e d�e�nies initialement par Hudson et Parthasarathy (dans [H-P℄) a�n de
formaliser les \�equations de Langevin quantiques" des physi
iens, o�u apparaissaient
des termes de bruit de nature quantique. Une int�egrale sto
hastique quantique est,
dans 
e 
adre, une int�egrale du type

R
Hs da

�
s o�u les Hs sont des op�erateurs sur

l'espa
e de Hilbert 
onsid�er�e, et les bruits quantiques da� sont des \di��erentielles"
d'op�erateurs a�. Le 
al
ul sto
hastique quantique, qui a �et�e am�elior�e par les travaux
de Attal, Meyer, Belavkin et Lindsay entre autres, est maintenant un outil robuste :

15
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on dispose d'une formule d'Itô, de 
rit�eres d'existen
es de solutions aux �equations
di��erentielles sto
hastiques, et
. (on pourra 
onsulter[At5℄ pour un expos�e g�en�eral).

Il est don
 parti
uli�erement int�eressant de pouvoir �e
rire un op�erateur donn�e
sous la forme d'une int�egrale sto
hastique quantique ; il se pose alors naturelle-
ment la question de savoir si 
ela est possible. On sait depuis le 
ontre-exemple
de Journ�e (voir [J-M℄) que 
ela n'est pas possible en g�en�eral et que les fa
teurs
d�eterminants ne se limitent pas �a des 
onsid�erations de domaine ; les r�esultats posi-
tifs �a 
ette question sont 
ependant en nombre tr�es limit�e (voir [P-S℄, [At3℄, [Co2℄).
Un autre type de repr�esentation poss�ede un int�erêt �equivalent : les repr�esentations
en op�erateurs �a noyaux de Maassen-Meyer. Les r�eponses 
onnues �a la question de
la repr�esentabilit�e nu
l�eaire ne sont 
ependant pas plus nombreuses que pour les
repr�esentations int�egrales.

Au d�ebut de 
ette th�ese, le th�eme de nos travaux �etait sp�e
i�quement 
elui-
i :
apporter des �el�ements de r�eponse �a 
es questions de repr�esentabilit�e.

Approximations dis
r�etes du 
al
ul sto
hastique quantique
Un outil d�evelopp�e par Attal �a 
ette �epoque est 
ependant venu perturber nos

o

upations : il s'agit d'une m�ethode expli
ite d'approximation du 
al
ul sto
has-
tique quantique par un analogue \�a temps dis
ret", d�e�nie dans [At7℄.

Cette approximation �etait 
onsid�er�ee depuis longtemps par les physi
iens ; parmi
les math�emati
iens elle �etait en g�en�eral 
onsid�er�ee 
omme une sour
e d'inspiration
(voir [Me1℄). Leitz-Martini a enti�erement d�e�ni le 
al
ul sto
hastique quantique
par des te
hniques d'analyse non-standard �a partir du 
al
ul �a temps dis
ret (voir
[LeM℄) mais le 
adre de sa 
onstru
tion semble disjoint de 
elui qui nous int�eresse
en g�en�eral. La m�ethode de Attal, en revan
he, fait 
ohabiter les deux th�eories dans
un même 
adre.

De plus, la m�ethode de Attal est 
ompl�etement expli
ite en termes de 
al
ul
d'Itô abstrait. Ce 
al
ul est un outil parti
uli�erement maniable et �evo
ateur et est
�a la base de l'appro
he Attal-Meyer de la th�eorie de l'int�egration sto
hastique.
Cette nouvelle m�ethode semble don
 bien se prêter �a l'approximation des int�egrales
sto
hastiques quantiques.

Il a �evidemment fallu 
ommen
er par donner un sens pr�e
is �a l'int�egration sto-

hastique quantique �a temps dis
ret puisque 
ela n'avait �et�e fait que dans le 
adre
de la dimension �nie ; 
ette th�eorie de l'int�egration est pr�esent�ee dans le 
hapitre 1
et dans l'arti
le [Pt2℄ que l'on trouve en annexe B.

Questions de repr�esentations en temps dis
ret
Cette m�ethode d'approximation montrait que des 
rit�eres en temps dis
ret de

repr�esentabilit�e en int�egrales sto
hastiques ou en op�erateurs �a noyau pouvaient me-
ner �a des �el�ements de r�eponse pour le 
adre �a temps 
ontinu. De plus, trouver
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des 
rit�eres en temps dis
ret semblait plus fa
ile. Nous avons don
 
ommen
�e par

her
her de tels �el�ements de r�eponse ; notre premi�ere appro
he a �et�e d'utiliser le
fait que, en temps dis
ret, les propri�et�es d'adaptabilit�e des op�erateurs permettent
essentiellement de se ramener �a des situations de dimension �nie.

Il apparut bien vite que les r�esultats obtenus suivant 
ette appro
he ne sont
pas suÆsants. Nous avons don
 adopt�e une autre m�ethode : 
elle-
i, utilisant des
outils d�e�nis par Lindsay et 
ertaines propri�et�es sp�e
i�ques au temps dis
ret, nous
a permis d'obtenir des r�eponses satisfaisantes �a la question de la repr�esentabilit�e en
op�erateurs �a noyau dans 
e 
adre, et 
ela ave
 des formules expli
ites pour le noyau
asso
i�e �a un op�erateur. Par ailleurs, �a partir de 
es r�esultats nous avons pu obtenir
des r�esultats analogues et tout aussi expli
ites pour les repr�esentations int�egrales.

Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le 
hapitre 2 et font l'objet de la publi
ation
[Pt1℄, jointe en annexe A.

Formules d'Itô �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu
On s'aper�
oit en d�e�nissant l'int�egration sto
hastique �a temps dis
ret que 
elle-


i pr�esente une di��eren
e majeure ave
 le 
al
ul sto
hastique �a temps 
ontinu :

elle-
i r�eside dans les formules d'Itô exprimant la 
omposition de deux int�egrales.
On a 
onsid�er�e 
ette di��eren
e, que l'on observe imm�ediatement en dimension �nie,

omme rendant impossible l'utilisation eÆ
a
e du 
al
ul sto
hastique �a temps dis-

ret 
omme moyen d'appro
her son analogue �a temps 
ontinu. Puisque nos r�esultats
de repr�esentation nous permettaient d'exprimer l'approximation d'une int�egrale sto-

hastique

R
Hs da

�
s, nous nous sommes propos�e le but suivant : red�emontrer la for-

mule d'Itô �a temps 
ontinu en n'utilisant rien d'autre que notre m�ethode d'approxi-
mation (dans laquelle la formule d'Itô n'intervient pas) et la formule d'Itô �a temps
dis
ret. C'est 
e que nous exposons dans le 
hapitre 4 et dans l'arti
le [Pt2℄ pr�esent�e
en annexe B, montrant ainsi que la di��eren
e entre formules d'Itô n'est en rien une
obstru
tion �a 
e que l'approximation de Attal soit un outil utile.

Dans 
e 
hapitre 4 nous rappelons par ailleurs enti�erement la m�ethode de Attal,
ave
 de rares modi�
ations qui simpli�ent l�eg�erement son utilisation.

Retour sur la repr�esentabilit�e des op�erateurs
Nous avons par la suite essay�e d'utiliser nos r�esultats de repr�esentabilit�e en

temps dis
ret pour obtenir des r�esultats en temps 
ontinu. Malheureusement, les

onditions analytiques n�e
essaires pour que nous puissions appliquer nos r�esultats
et que les repr�esentations soient 
onserv�ees dans le passage �a la limite sont telles
que nous avons pu, suivant 
ette m�ethode, red�emontrer des r�esultats 
onnus mais
h�elas rien de nouveau.

Nous avons don
 adopt�e une autre appro
he, qui 
onsiste �a 
onsid�erer nos for-
mules expli
ites de repr�esentation et les formules obtenues par passage �a la li-
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mite 
omme des informations a priori sur les int�egrandes apparaissant dans une
repr�esentation int�egrale d'un op�erateur donn�e. On peut alors, �a partir de 
es infor-
mations, 
her
her des 
onditions pour pouvoir d�e�nir rigoureusement 
es int�egrandes,
pour que l'on puisse 
onsid�erer les int�egrales sto
hastiques asso
i�ees et en�n pour
que les int�egrales obtenues repr�esentent bien l'op�erateur qui nous int�eresse. Cette
m�ethode pr�esente un in
onv�enient : pour estimer les formules a priori des int�egrandes
il faut que l'op�erateur 
onsid�er�e permette des 
al
uls expli
ites.

Nous avons don
 appliqu�e 
ette m�ethode aux op�erateurs de se
onde quanti�-

ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle, op�erateurs tr�es utilis�es en phy-
sique. Nous en avons tir�e une 
ara
t�erisation simple de 
eux de 
es op�erateurs
qui admettent une repr�esentation int�egrale, ave
 des formules expli
ites pour les
int�egrandes.

Ces r�esultats, ainsi que notre premi�ere appro
he, sont pr�esent�es dans le 
hapitre
5. Les 
rit�eres de repr�esentabilit�e pour les op�erateurs de se
onde quanti�
ation
(di��erentielle ou non) sont par ailleurs expos�es dans l'arti
le [Pt3℄ que l'on trouve
en annexe C.

Equations di��erentielles sto
hastiques quantiques et intera
tions r�ep�et�ees
en m�e
anique quantique

Nous avons ensuite 
her
h�e �a voir si nos r�esultats �etaient assez puissants pour
que l'on puisse obtenir la 
onvergen
e de solutions d'�equations aux di��eren
es vers
les solutions des �equations di��erentielles obtenues en passant formellement �a la
limite. Nous avons obtenu des r�esultats tr�es g�en�eraux de 
onvergen
e.

Nous nous sommes aper�
us par la suite que 
es r�esultats avaient une port�ee bien
plus grande en termes physiques : en e�et, ils montrent que l'op�erateur d'�evolution
asso
i�e en m�e
anique quantique �a une intera
tion r�ep�et�ee (
e qui 
ouvre un 
adre
tr�es large) est donn�e, �a la limite, 
omme la solution d'une �equation di��erentielle sto-

hastique quantique que l'on peut expli
iter. Nous pouvons ainsi d�e
rire le passage
d'�evolutions dis
r�etes �a des �evolutions 
ontinues en un sens plus pr�e
is que dans
les r�esultats de 
onvergen
e 
onnus jusqu'alors : notre passage �a la limite prend en

ompte l'�evolution des deux entit�es entrant en intera
tion et pas seulement l'une
des deux.

Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le 
hapitre 6 et dans l'arti
le [AP1℄, �e
rit en

ollaboration ave
 St�ephane Attal et pr�esent�e en annexe D.

Nous n'avons pu, pour des raisons de volume et d'unit�e de sujet, rappeler autant
que nous l'aurions voulu le formalisme des �evolutions dans les syst�emes quantiques
ouverts ni justi�er notre int�erêt pour les objets que nous �etudions. Nous renvoyons
don
 le le
teur �a [Dav℄ ou [Reb℄.
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Convergen
es de mar
hes al�eatoires et �equations de stru
ture
Nous n'avons pas parl�e en
ore des r�esultats 
ontenus dans l'arti
le [AP2℄, �e
rit

en 
ollaboration ave
 St�ephane Attal : 
'est que nous nous sommes aper�
us que,
parmi les r�esultats qu'il 
ontient, 
eux que l'on ne retrouve pas dans d'autres de
nos arti
les sont d�ej�a 
onnus.

Cet arti
le garde 
ependant un int�erêt en 
e qu'il adopte un point de vue nou-
veau. Il provient de la question des interpr�etations probabilistes �a donner aux es-
pa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e sup�erieure au 
lassique \b�eb�e Fo
k".
Nous nous sommes aper�
us que, lorsque l'on 
onsid�ere des mar
hes al�eatoires dans
R
n , on peut tout �e
rire dans une stru
ture alg�ebrique qui est 
ompl�etement ind�epen-

dante de la loi de la mar
he ; tout le 
ontenu probabiliste est alors 
ontenu dans des
�equations de stru
ture �a temps dis
ret. Nos te
hniques d'approximation permettent
alors d'observer que, suivant la forme des �equations de stru
ture asso
i�ees �a une
mar
he al�eatoire, une renormalisation de 
ette mar
he 
onverge vers un pro
essus
qui s'expli
ite 
omme une somme d'un mouvement brownien et de pro
essus de
Poisson.

Ces r�esultats sont �evoqu�es tout au long de 
ette th�ese, dans des exemples ; ils
sont par ailleurs pr�esent�es sous une forme non d�e�nitive dans l'arti
le [AP2℄ que
l'on trouve en annexe E.
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Premi�ere partie

Pr�esentation des r�esultats obtenus
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Chapitre 1

Cal
ul sto
hastique quantique sur

l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret

Dans 
e 
hapitre, nous d�e�nissons l'espa
e de Fo
k \�a temps dis
ret" et le 
al
ul
sto
hastique quantique qui lui est asso
i�e.

Dans la se
tion 1.1, nous justi�ons tr�es rapidement l'apparition de 
et espa
e par
des raisons 
ompl�etement ind�ependantes de l'id�ee d'approximation de l'espa
e de
Fo
k �a temps 
ontinu. L'une de 
es justi�
ations provient de la physique quantique,
l'autre des probabilit�es 
lassiques.

Dans la se
tion 1.2, nous d�e�nissons le 
al
ul d'Itô abstrait et la th�eorie de
l'int�egration sto
hastique quantique �a temps dis
ret. Ces outils sont intuitivement
plus simples �a manier que leurs analogues �a temps 
ontinu ; il est 
ependant �evident
que, pour que nous puissions utiliser de mani�ere eÆ
a
e le pro
�ed�e d'approximation,
il faut des �enon
�es pr�e
is. C'est 
e qui justi�e le d�eveloppement de la th�eorie telle
que nous la pr�esentons. Nous n'y d�e
rirons pas les repr�esentations en noyaux : le
sens �a donner �a 
es repr�esentations est dis
ut�e dans le 
hapitre suivant.

Ces deux se
tions 
orrespondent approximativement �a la premi�ere partie de
l'arti
le [Pt2℄.

Dans la se
tion 1.4, nous d�e
rivons les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret \de
multipli
it�e sup�erieure �a 1", que nous appellerons ainsi puisqu'ils sont en fait les
espa
es qui serviront �a appro
her les espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu de multipli
it�e
sup�erieure �a 1. Nous verrons que, tout 
omme l'espa
e de Fo
k T� est asso
i�e �a des
mar
hes al�eatoires sur Z, 
es espa
es sont asso
i�es �a des martingales �a temps dis
ret
�a valeurs ve
torielles.

Cette se
tion 
orrespond �a la premi�ere moiti�e de l'arti
le [AP2℄.
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24 Chapitre 1

1.1 Motivations pour l'�etude de T�

Avant d'aborder l'�etude te
hnique de l'espa
e T� et du 
al
ul sto
hastique qui
lui est asso
i�e, nous allons justi�er 
ette �etude et montrer pourquoi 
et espa
e est
un objet int�eressant en soi et pas uniquement 
omme moyen d'appro
her l'espa
e
de Fo
k �a temps 
ontinu.

1.1.1 Une motivation physique

L'un des postulats de la physique quantique veut qu'�a 
haque syst�eme physique
soit asso
i�e un espa
e de Hilbert qui repr�esente les �etats (�a prendre i
i au sens
intuitif du terme) du syst�eme. Si l'on 
onsid�ere par exemple un syst�eme 
onstitu�e
d'une seule parti
ule qui n'a que deux �etats di��erents (par exemple deux niveaux
d'�energie, deux �etats de polarisation, et
.) alors l'espa
e d'�etat asso
i�e est C 2 . Si
l'on veut 
onsid�erer un ensemble in�ni d�enombrable de telles parti
ules et que l'on
suppose 
elles-
i distinguables et ind�ependantes, alors l'espa
e d'�etat �a 
onsid�erer
est le produit tensoriel des espa
es asso
i�es �a 
haque parti
ule.

Cet espa
e d'�etat T� est don


T� =
O
N

C
2 :

Notons f
i; Xig la base 
anonique de la i-�eme 
opie de C 2 . Pour simpli�er les
notations on 
hoisit de ne pas faire apparâ�tre le ve
teur 
i dans les produits ten-
soriels : par exemple Xi1 
Xi2 repr�esente


0 
 : : :
 
i1�1 
Xi1 
 
i1+1 
 : : :
 
i2�1 
Xi2 
 
i2+1 
 : : : :

Ce 
hoix est motiv�e par l'id�ee que 
i repr�esente l'�etat \vide" ou \au repos" du
i-�eme site.

On a alors une base hilbertienne naturelle, 
onstitu�ee d'un ve
teur 



 = 
1 
 
2 
 : : :

appel�e ve
teur vide, et par tous les ve
teurs Xfi1;:::;ing pour i1 < : : : < in. Cha-

un de 
es ve
teurs Xfi1;:::;ing 
orrespond �a un �etat du syst�eme dans lequel par
exemple les parti
ules du syst�eme qui sont ex
it�ees sont exa
tement les parti
ules
index�ees i1; : : : ; in. Notons PN l'ensemble des parties �nies de N , que l'on munit de
la mesure de d�enombrement. Ce qui pr�e
�ede montre que l'espa
e

N
N
C 2 admet un

isomorphisme expli
ite ave
 l2(PN) : on identi�e simplement 
haque Xfi1;:::;ing ave

l'indi
atri
e de l'�el�ement fi1; : : : ; ing de PN . L'objet physique que nous 
onsid�erons,

et ensemble d�enombrable de parti
ules �a deux niveaux, est appel�e 
hâ�ne de spins ;
nous lui avons asso
i�e naturellement l'espa
e d'�etat l2(PN).
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1.1.2 Une motivation probabiliste

Supposons que l'on veuille 
onsid�erer une suite (�i)i�0 de variables de Bernoulli
ind�ependantes et de param�etre p. Pour 
onstruire une telle suite, on 
onsid�ere une
r�ealisation quel
onque d'une variable de Bernoulli �1 sur un espa
e E1 muni d'une
mesure ad ho
 �1(p). La suite de variables ind�ependantes de même loi que �1 peut
être r�ealis�ee sur le produit E =

N
N
Ei o�u 
haque Ei est une 
opie de E1, E �etant

muni de la mesure produit �(p) =
N

N
�1(p),

On veut �evidemment pouvoir 
onsid�erer des fon
tionnelles de notre pro
essus ;
on s'int�eresse don
 plutôt �a l'espa
e L2(E; �(p)) asso
i�e �a E, espa
e que l'on notera
en
ore T�. On a naturellement et de mani�ere expli
ite

L2(E; �(p)) '
O
N

L2(E1; �1(p)): (1.1.1)

Par ailleurs, 
haque L2(Ei; �1(p)) est un espa
e 
omplexe de dimension 2 dont une
base est donn�ee par la variable d�eterministe �egale �a 1, que l'on note 
i, et la variable
al�eatoire de Bernoulli �i de param�etre p. Cette base peut être orthonormalis�ee en

onsid�erant 
i et la variable al�eatoire 
entr�ee r�eduite Xi obtenue en normalisant �i

en Xi = (�i� p)=
p

p(1�p). On obtient ainsi une base orthonormale de L2(E) faite de
ve
teurs Xfi1;:::;ing 
omme pr�e
�edemment.

Venons-en �a l'int�erêt de 
ette 
onstru
tion : quelle que soit la loi des variables
al�eatoires de Bernoulli (�i)i�0, l'espa
e L

2(E) asso
i�e est naturellement isomorphe �a
l2(PN). On a don
 perdu les propri�et�es probabilistes qui leur �etaient asso
i�ees. Ces
propri�et�es 
ependant sont enti�erement d�etermin�ees par le param�etre p et l'on voit
bien que 
elui-
i est d�etermin�e par la loi produit qui est d�e�nie sur L2(E) : 
ette
loi est en e�et enti�erement d�etermin�ee par les formules

X2
i = 1 + 
pXi; (1.1.2)

valables pour tout i, o�u 
p =
1�2pp
p(1�p)

est une fon
tion biunivoque de p.

En d�e�nissant sur notre espa
e l2(PN) une famille de lois produits { un produit
pour 
haque p de ℄0; 1[ { on a don
 une stru
ture abstraite 
ommune permettant de
rendre 
ompte des dif�erentes stru
tures probabilistes, suivant la loi produit que l'on
ajoute �a 
ette stru
ture hilbertienne. Dans la suite, nous ne parlerons pas de 
hoix
d'une loi produit asso
i�ee �a une relation (1.1.2) mais de 
hoix d'une interpr�etation
probabiliste.

Dans le 
as de la multipli
it�e sup�erieure, la question des interpr�etations proba-
bilistes sera plus 
omplexe mais �evidemment plus int�eressante. Nous y reviendrons
dans la se
tion 1.4.1.
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1.2 Cal
ul d'Itô abstrait sur l'espa
e de Fo
k �a

temps dis
ret

A partir de maintenant, l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret est d�e�ni 
omme l'es-
pa
e L2(PN), que nous noterons simplement l2(P), la notation l2 devant suÆre �a
rappeler que l'espa
e P 
onsid�er�e est dis
ret. On notera aussi T� l'espa
e l2(P)
pour souligner l'analogie ave
 l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu � (le T vient de
l'anglais : l'espa
e de Fo
k dis
ret, ou suivant la terminologie plus sympathique de
Meyer, b�eb�e Fo
k, est appel�e en anglais toy Fo
k). Remarquons en
ore que nous
appellerons T� l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret simple par opposition aux espa
es
de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e sup�erieure que nous d�e�nirons en 1.4.

Fixons une base fXA; A 2 PNg de T�. Le ve
teur X; sera en g�en�eral not�e 

et appel�e le ve
teur vide. Les variables dans P seront not�ees M , N , ... Fixons tout
de suite une notation �a propos de 
es variables : pour tout M de P, tout i de N
on notera Mi l'ensemble M \ f0; : : : ; i � 1g et M[i l'ensemble M \ fi; : : :g. Nous
noterons par ailleursM < i (respe
tivementM � i) �a la pla
e deM � f0; : : : ; i�1g
(respe
tivement M � f0; : : : ; ig.

L'espa
e de Fo
k poss�ede une propri�et�e importante de d�e
omposition tensorielle
expli
ite qui va nous permettre de retrans
rire la notion probabiliste de pr�evisibilit�e
et plus loin d'utiliser 
et espa
e pour obtenir des dilatations de pro
essus d'op�era-
teurs. D�etaillons 
ette propri�et�e : de même que nous avons 
onsid�er�e dans notre
pr�esentation probabiliste un espa
e de Fo
k T� asso
i�e �a une suite de variables
de Bernoulli ind�ependantes, nous aurions pu 
onsid�erer un espa
e T�i asso
i�e aux
variables �1; : : : ; �i�1 et un autre, T�[i, asso
i�e aux variables �i; �i+1; : : :. L'isomor-
phisme (1.1.1) montre alors imm�ediatement que l'on a

T� ' T�i 
 T�[i; (1.2.1)

Cet isomorphisme est en
ore expli
ite et nous le d�etaillons 
i-dessous. De plus, il
est 
lair que nous aurions pu regrouper autrement les indi
es des variables, 
e qui
fait que l'on a de mani�ere tr�es g�en�erale le r�esultat suivant :

Proposition 1.2.1 Soit N = [iIi une partition disjointe de N ; on a alors l'iso-
morphisme expli
ite suivant :

T� '
O
i

T�Ii:

qui est donn�e pour toute famille (Ai)i, o�u 
haque Ai est une partie �nie de Ii, par

X[iAi
 �
O
i

XAi
:
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Nous utiliserons prin
ipalement des d�e
ompositions du type (1.2.1). Faisons deux

ommentaires �a 
e sujet : d'abord, on voit qu'un espa
e T�i s'identi�e �a l'espa
e
L2 
onstruit sur la tribu i-pr�evisible naturellement asso
i�e �a la mar
he de Ber-
noulli. Ce
i justi�e l'int�erêt probabiliste des op�erateurs du 
al
ul d'Itô abstrait que
nous d�e�nissons un peu plus loin. Par ailleurs, nous avons parl�e du fait que la
stru
ture produit est enti�erement d�e�nie par les X2

i , qui font apparâ�tre la valeur
de p. Nous n'avons pas parl�e de la nature des produits XiXj, i 6= j ; on voit i
i
que l'ind�ependan
e au sens probabiliste des variables Xi et Xj se traduit par une
ind�ependan
e alg�ebrique qui fait du produit XiXj un produit tensoriel.

Dans la suite nous identi�erons tout espa
e T�I �a un sous-espa
e de T� et omet-
trons d'�e
rire les signes 
, �etant entendu que nous ne 
onsid�ererons pas de produit
autre que tensoriel. Autrement dit, sauf mention expli
ite, nous ne 
onsid�ererons
pas de produit qui dependrait du 
hoix d'une interpr�etation probabiliste. Remar-
quons par ailleurs que le point de vue que nous adoptons m�ene naturellement �a voir
l'indi
e i 
omme une variable de temps, alors que notre pr�esentation physique en
faisait plutôt une variable d'espa
e ; voir l'indi
e i 
omme une variable de temps
m�ene naturellement �a l'inspiration probabiliste et 
'est justement la 
oexisten
e des
points de vue qui fait l'originalit�e de notre appro
he.

Ave
 
e point de vue probabiliste, les d�e�nitions suivantes sont naturelles ; no-
tons que l'on appelle pro
essus une suite (que 
e soit une suite de ve
teurs ou
d'op�erateurs) lorsque l'on veut mettre l'a

ent sur le fait que l'indi
e est vu 
omme
une variable de temps.

D�e�nition 1.2.2 Soit i � 0 ;
� Un ve
teur f de T� qui appartient �a T�i est dit i-pr�evisible.
� Un pro
essus de ve
teurs (fi)i�0 est dit pr�evisible si pour tout i de N, le ve
teur
fi est i-pr�evisible.

� On appelle proje
tion pr�evisible au temps i l'op�erateur de proje
tion orthogo-
nale sur le sous-espa
e T�i.

Un op�erateur pi s'exprime de la mani�ere suivante :

pif(M) =

�
f(M) si M � f0; : : : ; i� 1g
0 sinon,

(1.2.2)

Par ailleurs si l'on 
onsid�ere un �el�ement f de T�, on voit fa
ilement que pour tout
i, des ve
teurs (pi+1�pi)f asso
i�es �a des i distin
ts sont orthogonaux et que 
ha
un
s'�e
rit dif Xi pour un 
ertain dif de T�i dont on obtient fa
ilement l'expression
expli
ite. Ce
i justi�e la d�e�nition suivante et les propri�et�es (1.2.4) et (1.2.5) :

D�e�nition 1.2.3 Pour tout i � 0, on d�e�nit un op�erateur di sur l2(P), appel�e
gradient pr�evisible au temps i, par les formules

dif(M) =

�
f(M [ i) si M � f0; : : : ; i� 1g

0 sinon.
(1.2.3)
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Cela d�e�nit bien un op�erateur di sur l2(P) qui v�eri�e, pour tout f , les �egalit�es

f = f(;)
 +
X

i

dif Xi (1.2.4)

et
kfk2 = jf(;)j2 +

X
i

kdifk2: (1.2.5)

A tout ve
teur f est ainsi asso
i�e un pro
essus i-pr�evisible (dif)i�0.

On remarque par ailleurs que pour tout pro
essus pr�evisible (gi)i�0 on a pour
tout f dans l2(P) X

i�0
hgi; difi = h

X
i�0

giXi; fi (1.2.6)

si l'on peut d�e�nir la s�erie
P

i giXi. et que la s�erie
P

i�0 kgiXik2 a un sens si et
seulement si X

i�0
kgik2 < 1:

Il est don
 naturel de d�e�nir l'op�eration adjointe de 
elle qui �a un ve
teur f de
T� asso
ie le pro
essus pr�evisible (dif)i�0. En
ore une fois il est fa
ile d'obtenir
l'expression de

P
i2N giXi 
omme fon
tion sur P : X

i�0
giXi

!
(M) = g_M(M n _M) (1.2.7)

o�u _M repr�esente le plus grand �el�ement de M .
L'objet que nous avons d�e�ni ainsi s'appelle l'int�egrale d'Itô :

D�e�nition 1.2.4 Soit (gi)i�0 un pro
essus pr�evisible v�eri�ant
P

i�0 kgik2 < 1.
Ce pro
essus est alors dit Itô int�egrable et son int�egrale d'Itô est d�e�nie 
omme
l'�el�ement de l2(P) �egal �a

P
i�0 giXi ; 
et �el�ement v�eri�e l'�equation (1.2.7) et la

relation de dualit�e (1.2.6).

Il est fa
ile de v�eri�er que l'on a, pour tout i,

pi
X
j�0

gj Xj =
i�1X
j=0

gj Xj et di
X
j�0

gj Xj = gi:

Pour illustrer 
es notions nous allons maintenant d�e�nir une 
lasse d'�el�ements
de l2(P) : la 
lasse des ve
teur exponentiels. A toute fon
tion u de l2(N) on asso
ie
un �el�ement e(u) de l2(P) de la mani�ere suivante :

e(u)(M) =
Y
i2M

u(i)
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et en parti
ulier e(u)(;) = 1. La fon
tion e(u) ainsi d�e�nie est bien un �el�ement de
l2(P) d'apr�es l'in�egalit�e

n!
X
jAj=n

���Y
i2A

ju(i)j
���2�

 X
i�0

ju(i)j2
!n

;

valable pour tout n et qui entrâ�ne que ke(u)k2 � ekuk
2

. Remarquons que l'on n'a
pas en revan
he de formule simple pour un produit s
alaire he(u); e(v)i.

La d�e
omposition tensorielle (1.2.1) de e(u) dans T�i 
 T�[i s'�e
rit aussi tr�es
simplement : en e�et, un ve
teur exponentiel e(u) v�eri�e pour tout i

e(u) = e(ui) e(u[i);

o�u, 
omme pour les ensembles, nous notons ui la restri
tion de u �a f0; : : : ; i� 1g et
u[i sa restri
tion �a fi; : : :g.

On a par ailleurs pour tout i

pie(u) = e(ui) et die(u) = u(i)e(ui);

d'o�u la repr�esentation pr�evisible de e(u) :

e(u) = 
 +
X
i�0

u(i)e(ui)Xi:

On notera E l'ensemble des ve
teurs exponentiels.

Remarque
Le le
teur familier ave
 l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu � sait que, outre

leur fa
ilit�e de manipulation, les ve
teurs exponentiels ont l'avantage de former une
famille totale et libre. On voit fa
ilement que les ve
teurs exponentiels de T� tels
que nous les avons d�e�nis forment une famille totale dans � (tout ve
teur XA s'�e
rit

omme 
ombinaison lin�eaire de ve
teurs exponentiels ; voir par exemple 4.2.2 dans
le 
hapitre 4). En revan
he une famille �nie de ve
teurs exponentiels n'est plus
for
�ement lin�eairement ind�ependante. Si par exemple on prend u = 0, v �egal �a la
suite dont tous les termes sont nuls sauf le premier qui vaut 1 et w �egal �a 2v, on a

e(u)� 2e(v) + e(w) = 0:

On voit fa
ilement que 
'est l'atomi
it�e de la mesure 
onsid�er�ee dans l2(N) qui

ause 
ette di��eren
e : i
i u, v, w sont distin
ts mais ne di��erent qu'en un point
(
e qui ne pourrait se produire s'ils �etaient �el�ements de L2(R+)). On peut voir
qu'en revan
he si une famille de n ve
teurs s�epare au moins n � 1 points alors les
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ve
teurs exponentiels qui leur sont asso
i�es sont lin�eairement ind�ependants. De la
même mani�ere, 
'est l'atomi
it�e de la mesure qui fait qu'on n'a qu'une in�egalit�e
ke(u)k2 � ekuk

2

et pas de formule simple pour he(u); e(v)i : 
ontrairement �a 
e qui
se passe en temps 
ontinu, les diagonales de N2 par exemple ne sont pas de mesure
nulle.

1.3 D�e�nition du 
al
ul sto
hastique quantique �a

temps dis
ret

Le 
al
ul d'Itô abstrait que nous avons d�e�ni est une stru
ture pratique pour
parler des ve
teurs de l'espa
e de Fo
k ; nous allons nous tourner �a pr�esent vers les
op�erateurs de 
et espa
e.

1.3.1 Op�erateurs fondamentaux

Nous 
ommen�
ons par d�e�nir une famille parti
uli�ere, appel�ee �a jouer un rôle
important : les op�erateurs de 
r�eation (a+i )i�0, annihilation (a�i )i�0 et 
onservation
(aÆi )i�0.

D�e�nition 1.3.1 Pour tout entier naturel i on d�e�nit trois op�erateurs born�es a+i ,
a�i , a

Æ
i sur T� par

a+i XA =

�
XA[fig si i 62 A;

0 sinon,

a�i XA =

�
XAnfig si i 2 A;

0 sinon,
(1.3.1)

aÆiXA =

�
XA si i 2 A;
0 sinon.

Les op�erateurs ainsi d�e�nis sont born�es, de norme 1 ; on les �etend don
 �a T� tout
entier. Pour des raisons d'homog�en�eit�e des notations on notera parfois a�i l'op�erateur
identit�e Id.

On remarque imm�ediatement que aÆi s'exprime simplement 
omme le produit
a+i a

�
i et que 
es op�erateurs a+i , a

�
i v�eri�ent une relation d'anti
ommutation

a+i a
�
i + a�i a

+
i = Id;


e qu'il faut relier au fait que T� peut aussi être 
onstruit 
omme un espa
e de Fo
k
antisym�etrique. On peut remarquer que les op�erateurs de 
r�eation et annihilation
que nous avons d�e�nis ne sont en fait pas exa
tement les op�erateurs usuels d�e�nis
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sur un espa
e de Fo
k antisym�etrique ; ils n'en di��erent 
ependant que par un signe,
et 
ela de telle mani�ere que la relation d'anti
ommutation reste satisfaite.

L'int�erêt de d�e�nir 
es a�i , � = +; Æ;� vient des observations suivantes : dans
une d�e
omposition de l'espa
e T� de la forme

T� = T�i 
 T�fig 
 T�[i+1;

les op�erateurs a�i , � 2 f+;�; Æ;�g s'�e
rivent Id 
 a�i 
 Id. De plus, T�fig est iso-
morphe �a C

2 ; l'ensemble des op�erateurs lin�eaires de la forme Id 
 a�i 
 Id dans

ette d�e
omposition tensorielle est don
 de dimension 4 et, si on leur adjoint l'iden-
tit�e, les op�erateurs a+, a�, aÆ forment une base de 
et ensemble. Ils s'identi�ent
respe
tivement, dans la base 
; X de C 2 , aux matri
es de M2(C )�

0 0
1 0

�
;

�
0 1
0 0

�
;

�
0 0
0 1

�
:

Pour toute partie �nie B de N , tout � 2 f+;�; Æg on d�e�nit a�B =
Q

i2B a
�
i . Ces

op�erateurs v�eri�ent

a+BXA =

�
XA[B si B \ A = ;;
0 sinon,

a�BXA =

�
XAnB si B � A;
0 sinon,

(1.3.2)

aÆBXA =

�
XA si B � A;
0 sinon.

Nous allons simpli�er l'�e
riture de 
es op�erateurs en faisant une 
onvention de
notation suppl�ementaire qui nous servira tout au long de 
ette th�ese. Nous noterons
simplement

a+BXA = XA+B

a�BXA = XA�B

en 
onsid�erant que toute quantit�e dans laquelle intervient A + B (respe
tivement
A�B) est nulle si A \B 6= ; (respe
tivement B 6� A) ; en pratique 
ela reviendra
simplement �a restreindre des ensembles de sommation : par exemple, C �etant �x�e,
une somme

P
A+B=C est l'ensemble des sommes sur les A, B disjoints et de r�eunion

C.

On observe fa
ilement deux propri�et�es de 
es familles d'op�erateurs, propri�et�es
qui seront fondamentales dans la suite.



32 Chapitre 1

Tout d'abord, du 
al
ul

a+Aa
Æ
Ba

�
CXM =

�
XM+A�C si B �M;

z�ero sinon

pour un triplet A;B;C disjoint, on d�eduit fa
ilement que la famille�
a+Aa

Æ
Ba

�
C ; A; B; C disjoints et dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.3)

forme une base de l'espa
e ve
toriel des op�erateurs born�es sur T�i (nous devrions
�e
rire : de l'ensemble des h
 Id pour h born�e sur T�i).

En utilisant le fait que a+Aa
Æ
Ba

�
C = a+A+Ba

�
B+C pour tous A;B;C on voit par

ailleurs que �
a+Aa

�
B; A; B dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.4)


onstitue une autre base du même espa
e.

Par ailleurs, on remarque fa
ilement diverses relations, d'une part 
on
ernant
les op�erateurs a�i entre eux :

(a+i )
� = a�i et (aÆi )

� = aÆi ;

et d'autre part entre 
es op�erateurs et les op�erateurs du 
al
ul d'Itô abstrait : on
a di = pia

�
i . Nous pourrions don
 simpli�er nos notations et r�eduire le nombre

d'objets 
onsid�er�es ; nous 
onservons 
ependant tous 
es objets pour souligner les
analogies ave
 le 
as du temps 
ontinu.

En 
ombinant les deux remarques 
i-dessus, on remarque en
ore que (di)
� =

a+i pi. Comme pour tout f dans T� on a a+i pif = (pif)Xi, on a un �e
lair
issement
sur l'identit�e (1.2.6) et sur d'autres relations de dualit�e que nous observerons plus
tard.

Exemples
� Un op�erateur de multipli
ation Mp

Xi
par Xi pour le produit asso
i�e �a une

valeur de p se d�e
ompose lui aussi en Id
Mp
Xi

 Id. Il est fa
ile de v�eri�er �a

partir des formules (1.3.1) et de (1.1.2) que Mp
Xi

peut s'�e
rire

Mp
Xi

= a+i + a�i + 
pa
Æ
i :

� Une autre base de C 2 est plus 
lassique : 
'est la base form�ee des matri
es de
Pauli

�x =

�
0 1
1 0

�
�y =

�
0 �i
i 0

�
�z =

�
1 0
0 �1

�
(1.3.5)

et de la matri
e identit�e. Si l'on note a+, a�, aÆ les op�erateurs a+i , a
�
i , a

Æ
i vus


omme agissant sur C 2 , alors on a

a+ =
1

2
(�x � i�y) a� =

1

2
(�x + i�y) aÆ =

1

2
(Id� �z) (1.3.6)
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On va s'int�eresser dans la suite �a un analogue, pour les op�erateurs, de la repr�esen-
tation pr�evisible (1.2.4).

1.3.2 D�e�nition de l'int�egrale sto
hastique �a temps dis
ret

Nous allons dis
uter un type de repr�esentation analogue aux repr�esentations
pr�evisibles mais 
on
ernant les op�erateurs. Pour 
ela nous devons d'abord d�e�nir la
notion de pr�evisibilit�e d'un op�erateur.

Consid�erons le 
as d'une variable 
lassique f , ou plutôt de l'op�erateur de mul-
tipli
ationMf qui lui est asso
i�e dans une interpr�etation probabiliste quel
onque ;
on voit fa
ilement que, si f est i-pr�evisible, alors l'op�erateur Mf s'�e
rit Mf 
 Id
dans T�i 
 T�[i. C'est de 
ette propri�et�e que nous nous inspirons pour d�e�nir
la pr�evisibilit�e au temps i d'un op�erateur de T� ; 
ette d�e�nition peut parâ�tre
�etonnamment simple en regard de 
elle qu'il faut 
onsid�erer en temps 
ontinu pour
ne pas restreindre son domaine de validit�e. La di��eren
e est qu'i
i la pr�evisibilit�e
permet de se ramener essentiellement �a la dimension �nie, et que 
onsid�erer, en di-
mension �nie, des op�erateurs non born�es tient d'une subtilit�e qui serait i
i gratuite.

Le Lemme 1.3.3 qui suit la d�e�nition fait le lien entre notre d�e�nition de la
pr�evisibilit�e et la d�e�nition plus alg�ebrique que l'on obtiendrait en retrans
rivant
m�e
aniquement les d�e�nitions 
onsid�er�ees par Attal et Lindsay.

D�e�nition 1.3.2 Un op�erateur h de T�i est dit i-pr�evisible s'il est de la forme
h
 Id dans T�i 
 T�[i.

On voit en parti
ulier que tout op�erateur i-pr�evisible peut être �etendu en un op�erateur
born�e ; 
'est pourquoi, dans la suite (�a l'ex
eption du lemme suivant), tout op�erateur
i-pr�evisible sera 
onsid�er�e 
omme born�e.

Lemme 1.3.3 Un op�erateur h sur T� qui satisfait aux 
onditions suivantes :
� Son domaine Domh est stable par pi et par tous les op�erateurs dj, j � i.
� Les �egalit�es suivantes sont v�eri��ees sur Domh :

hpi = pih et

hdj = djh pour tout j � i

peut être �etendu en un op�erateur pr�evisible au sens de la D�e�nition 1.3.2.

Exemples
� Tout op�erateur de multipli
ation dans une interpr�etation probabiliste quel-

onque par une variable al�eatoire i-pr�evisible est un op�erateur i-pr�evisible.

� Tout op�erateur qui est 
ombinaison lin�eaire d'op�erateurs a+Aa
Æ
Ba

�
C pourA, B, C


ontenus dans f0; : : : ; i�1g est i-pr�evisible. On peut voir grâ
e �a la remarque
(1.3.3) qu'inversement tout op�erateur i-pr�evisible (born�e) est de 
ette forme.
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On voit d�ej�a �a quel point la 
ombinaison des notions d'adaptation et du temps
dis
ret permet de simpli�er les probl�emes par rapport au 
as usuel.

Nous allons maintenant d�e�nir de mani�ere rigoureuse les int�egrales sto
hastiques
quantiques �a temps dis
ret. On veut que de telles int�egrales forment des analogues,
pour les op�erateurs, de la repr�esentation pr�evisible des ve
teurs ; on veut don
 pou-
voir �e
rire des op�erateurs sous la forme de s�eries

P
i hi ai o�u le terme hi ai repr�esente

l'a
tion \au temps i". Il est alors naturel de vouloir que ai soit un op�erateur agissant
sur T�fig uniquement, et que les op�erateurs int�egr�es hi n'agissent que sur T�i ; or
nous avons d�ej�a vu que la famille Id, a+i , a

�
i , a

Æ
i forme une base de l'ensemble des

op�erateurs qui s'�e
rivent Id
 ai 
 Id dans T�i 
 T�fig 
 T�[i+1.
Nous 
onsid�erons don
 les repr�esentations qui nous int�eressent 
omme des \s�eries"

(en un sens �a pr�e
iser) d'op�erateurs hi ai o�u hi est i-pr�evisible et ai est Id, a
+
i , a

�
i ,

aÆi . Ce
i explique l'int�erêt de notre 
onvention de notation a�i = Id pour tout i.
On appelle pro
essus pr�evisible un pro
essus d'op�erateurs (hi)i�0 tel que 
haque

hi est i-pr�evisible. Rappelons que nous 
onsid�ererons toujours un op�erateur i-pr�evi-
sible 
omme born�e.

D�e�nition 1.3.4 Soit � dans f+;�; Æ;�g. Pour tout pro
essus pr�evisible (h�i)i�0,
on d�e�nit l'int�egrale de (h�i)i�0 par rapport �a a� 
omme la s�erie

P
i�0 h

�
ia

�
i, au sens

o�u :
� Dom

P
i
h�ia

�
i est l'ensemble des f 2 T� tels que(

pour tout M 2 P;Pi�0 jh�ia�if(M)j < +1
M 7!Pi�0 h

�
ia

�
if(M) est alors de 
arr�e int�egrable.

� P
i
h�ia

�
i f est d�e�ni par�X

i

h�ia
�
i f
�
(M) =

X
i�0

hia
�
if(M)

pour tout M de P.

Remarquons { 
ela nous sera utile dans la suite { que la 
ondition de sommabilit�e
�a M �x�e

P
i
jh�ia�if(M)j < +1 est triviale pour � �egal �a + ou Æ.

Il sera pratique, pour �enon
er 
ertains des th�eor�emes �a venir, de 
onsid�erer des
int�egrales restreintes, aux propri�et�es analytiques plus maniables.

D�e�nition 1.3.5 Soit � dans f+;�; Æ;�g. Pour un pro
essus pr�evisible (h�i)i�0 on
d�e�nit l'int�egrale restreinte

P
i

Rh�ia
�
i 
omme la restri
tion de l'int�egrale

P
i
h�ia

�
i �a

l'ensemble des ve
teurs f de Dom
P

i
h�ia

�
i tels que

M 7!
X
i�0

jh�ia�if(M)j

est une fon
tion de 
arr�e int�egrable sur P.
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Lien ave
 une d�e�nition Attal-Lindsay des int�egrales
Il est fa
ile de voir �a partir des formules (1.3.1), que
� la quantit�e a+i f(M) est non nulle seulement si i 2 M et qu'alors a+i f(M) =
f(M � i). On a don
 pour tout M de P,X

i

hia
+
i f(M) =

X
i2M

hif(M � i);


'est-�a-dire que
P

i
h+i a

+
i f est \l'int�egrale de Skorohod" (voir [Bel℄ ou [A-L℄)

de (h+i f)i�0.
� l'op�erateur de gradient pr�evisible di est �egal �a pia

�
i , don
 pour tout M de P,X

i

hia
�
i f(M) =

X
i

hif(M + i);

� l'�egalit�e aÆi = a+i a
�
i et les deux remarques impliquent que pour tout M de P,X

i

hia
Æ
i f(M) =

X
i2M

hif(M)

et dans 
es trois �egalit�es il est �equivalent que l'un ou l'autre des termes forme
une s�erie sommable et d�e�nisse un �el�ement de l2(P). Les int�egrales que nous avons
d�e�nies sont don
 exa
tement les tradu
tions en temps dis
ret des int�egrales au
sens de Attal et Lindsay (voir [A-L℄). De même, les int�egrales restreintes que nous
d�e�nissons sont les analogues des int�egrales restreintes de Attal et Lindsay.

En parti
ulier, 
es int�egrales se manipulent exa
tement de la même mani�ere
que les int�egrales �a temps 
ontinu du type Attal-Lindsay, ave
 
e
i de di��erent que
nous 
onsid�erons nos int�egrandes hi 
omme born�es et qu'une 
ondition de domaine
est par 
ons�equent supprim�ee. Cette 
ondition est 
ependant la 
ondition la \moins
li�ee" �a l'int�egrale elle-même : on peut tout autant, en temps 
ontinu, se restreindre �a
des int�egrales de pro
essus d'op�erateurs born�es. Il est don
 possible de retrans
rire
m�e
aniquement des preuves 
on
ernant les int�egrales sto
hastiques quantiques �a
temps 
ontinu et d'obtenir ainsi �a peu de frais des propri�et�es importantes satisfaites
par nos int�egrales.

Nous donnerons trois telles propri�et�es. La premi�ere est la formule d'Hudson et
Parthasarathy d�e
rivant l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique sur le domaine expo-
nentiel ; 
es formules nous seront utiles dans nos pro
�edures d'approximation. La
se
onde de 
es propri�et�es est une 
ara
t�erisation des int�egrales restreintes 
omme
solutions d'esp�e
es d'�equations di��erentielles, qui montre que nos int�egrales res-
treintes sont les trans
riptions en temps dis
ret des int�egrales sto
hastiques au sens
de la d�e�nition Attal-Meyer. Cette formulation a le d�efaut de donner une expression
moins expli
ite de l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique mais 
ondense de mani�ere
parti
uli�ement pratique les 
onditions de domaine. La troisi�eme propri�et�e que nous
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�enon
erons est la formule d'Itô qui donne une expression de la 
omposition de
deux int�egrales sto
hastiques quantiques et nous int�eressera parti
uli�erement dans
le 
hapitre 4.

Il est fa
ile, dans notre 
adre �a temps dis
ret, d'obtenir �a 
haque fois, les ex-
pressions voulues par des 
al
uls formels ; la diÆ
ult�e porte sur des questions de
domaine qui alourdissent les d�emonstrations de dis
ussions peu instru
tives. Il n'y
avait don
 que peu d'int�erêt �a donner les preuves i
i. Puisque par ailleurs 
elles-
i se
d�eduisent de mani�ere syst�ematique du 
as �a temps 
ontinu, elles n'apparaissent pas
non plus dans l'arti
le [Pt2℄. Le le
teur qui voudra des d�emonstrations 
ompl�etes
pourra se reporter �a [A-L℄ ; il n'y a presque au
un 
hangement �a e�e
tuer pour
obtenir des preuves dans notre 
adre �a temps dis
ret.

Proposition 1.3.6 (Proposition 1.7 de [Pt2℄) Soit � 2 f+; Æ;�;�g et soit un
pro
essus pr�evisible (h�

i)i�0. Supposons qu'un ve
teur exponentiel e(u) soit dans le
domaine de l'int�egrale restreinte

P
i

Rh�
i a

�
i ; alors pour tout v de l2(N) on a

he(u);
X
i�0

h+i a
+
i e(v)i =

X
i�0

u(i)he(u1l6=i); h+i e(v)i si � = +

he(u);
X
i�0

h�i a
�
i e(v)i =

X
i�0

v(i)he(u); h�i e(v1l6=i)i si � = �

he(u);
X
i�0

hÆi a
Æ
i e(v)i =

X
i�0

u(i)v(i)he(u1l6=i); hÆi e(v1l6=i)i si � = Æ

he(u);
X
i�0

h�i a
�
i e(v)i =

X
i�0

he(u); h�i e(v)i si � = �

o�u, dans 
haque 
as, la s�erie est sommable et o�u u1l6=i par exemple repr�esente la
suite �egale �a u, sauf pour le i-�eme terme qui vaut z�ero.

La propri�et�e suivante est la 
ara
t�erisation de type Attal-Meyer de nos int�egrales
restreintes :

Proposition 1.3.7 (Proposition 1.8 de [Pt2℄) Soit � dans f+; Æ;�;�g et soit
(h�

i)i�0 un pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. Alors
P

i

Rh�
i a

�
i peut aussi être

d�e
rit 
omme l'unique op�erateur h v�eri�ant

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h+i pif Xi si � = +;

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h�i dif si � = �;

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

hÆidif Xi si � = Æ;
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hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h�i pif si � = �;

o�u hi =
P

j<i
h�
ja

�
j et o�u une �egalit�e 
i-dessus signi�e que

� un ve
teur f est dans le domaine de h si et seulement si
{ (hidif)i�0 est Itô-int�egrable et
{ la 
ondition similaire de sommabilit�e (Itô int�egrabilit�e ou sommabilit�e sui-

vant �) de la se
onde somme est v�eri��ee
� l'�egalit�e est v�eri��ee.

Ave
 nos d�e�nitions de l'int�egrale sto
hastique on obtient la formule fonda-
mentale suivante, qui donne la repr�esentation int�egrale de la 
omposition de deux
int�egrales sto
hastiques quantiques. Cette formule, la formule d'Itô, �etend la for-
mule de 
omposition de deux variables al�eatoires 
lassiques si on identi�e 
elles-
i
�a des op�erateurs de multipli
ation.

Th�eor�eme 1.3.8 (Th�eor�eme 1.9 de [Pt2℄) Soient �; � 2 f+; Æ;�;�g ; soient
(h�

i)i�0 et (k�
i )i�0 deux pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. Alors

X
i�0

Rh�
ia

�
i

X
i�0

Rk�
i a

�
i �
X
i�0

Rh�
ikia

�
i �
X
i�0

Rhik
�
i a

�
i �
X
i�0

Rh�
ik

�
i a

�:�
i ; (1.3.7)

est une restri
tion de l'op�erateur nul, o�u a�:� est simplement a� a�. Si les deux
premi�eres int�egrales sont partout d�e�nies, alors l'op�erateur (1.3.7) est l'op�erateur
nul.

Dans le 
as o�u � = � et � = +, on a a�:� = a�� aÆ, et le r�esultat est vrai a fortiori
si la derni�ere int�egrale est rempla
�ee par deux int�egrales.

Un 
al
ul formel sur le produit de s�eries
P

i
hia

�
i

P
j
kja

�
j permet d'obtenir

imm�ediatement la formules 
i-dessus. Il est 
ependant �evident que l'on ne peut �eviter
de dis
uter les domaines de validit�e des diverses s�eries ; pour 
ela, la 
ara
t�erisation
sous forme Attal-Meyer (voir (1.3.7)) est n�e
essaire.

Notons que a�:� est donn�e par le tableau suivant :

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

(1.3.8)

sur lequel nous reviendrons au 
hapitre 4.
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1.4 Espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli-


it�e sup�erieure �a 1

Nous d�e�nissons dans 
ette se
tion les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de mul-
tipli
it�e sup�erieure �a 1.

Il est fa
ile de motiver physiquement l'introdu
tion d'un espa
e de Fo
k �a temps
dis
ret de multipli
it�e N : si l'on veut 
onsid�erer une 
hâ�ne de parti
ules qui n'ont
plus seulement deux niveaux d'�energie mais, par exemple, N+1 niveaux, il nous faut

onsid�erer l'espa
e d'�etat O

N

C
N+1 ;

que nous appelerons espa
e de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e N (et pas de
multipli
it�e N + 1). L'int�erêt de faire apparâ�tre 
es espa
es dans un 
adre pro-
babiliste est en revan
he moins �evident ; 
'est 
e que nous allons dis
uter dans la
partie 1.4.1, o�u nous nous 
antonnons aux espa
es de Fo
k de multipli
it�e �nie pour
rappeler les r�esultats expos�es dans [AP2℄. Dans la partie 1.4.2 en revan
he nous
donnons en revan
he les d�e�nitions les plus g�en�erales et d�e
rivons l'analogue, sur

es espa
es, de la th�eorie que nous avons d�etaill�ee en multipli
it�e 1.

1.4.1 Espa
e de Fo
k asso
i�e �a une mar
he al�eatoire

Soit X une variable al�eatoire sur un espa
e (A;A; P ), �a valeurs dans R
N qui

prend N + 1 valeurs exa
tement (au sens o�u elle prend 
ha
une de 
es valeurs ave

une probabilit�e non nulle), 
es valeurs engendrant tout l'espa
e RN ; nous noterons
X1; : : : ; XN les variables 
oordonn�ees de X dans la base 
anonique. Pour normaliser
le probl�eme on suppose que 
ette variable al�eatoire est 
entr�ee et r�eduite, 
'est-�a-dire
que

E (X i) = 0 pour tout i = 1; : : : ; N

E (X iXj) = Æi;j:

Consid�erons une suite (Xn)n�0 de 
opies ind�ependantes deX r�ealis�ee par exemple
sur (A
N;A
N; P
N) ; on voit alors (Proposition 4 de [AP2℄) que l'on obtient na-
turellement une base de l'espa
e L2(A
N ;A
N; P
N) en 
onsid�erant les variables
al�eatoires

XM =
Y

(nk;ik)2M
Xnk

ik

o�u M d�e
rit l'ensemble des parties �nies de N � f1; : : : ; Ng. On a don
 bien fait
apparâ�tre l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e N , analogue �a l'espa
e
de Fo
k �a temps dis
ret simple.
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Dans le 
as simple 
ependant, l'int�erêt de 
ette 
onstru
tion r�esidait dans le
fait qu'elle permettait de faire 
ohabiter toutes les interpr�etations probabilistes qui

orrespondaient au di��erentes valeurs prises par un param�etre p 2℄0; 1[. Il est moins

lair que l'on va pouvoir 
onserver une distin
tion entre les di��erents 
hoix de la
variable X ; 
ela d�e
oule en fait des r�esultats suivants (expos�es 
omme Th�eor�emes
2 et 3 dans [AP2℄ mais prouv�es initialement dans [A-E℄) :

Th�eor�eme 1.4.1 Soit X une variable al�eatoire 
omme 
i-dessus. Alors il existe
une famille (T i;j

k )i;j;k=1;:::;N de s
alaires telle que pour tout i; j dans 1; : : : ; n,

X iXj = Æi;j +
NX
k=1

T i;j
k Xk (1.4.1)

et la famille (T i;j
j ) a les deux propri�et�es de sym�etrie suivantes :

� la fontion (i; j; k) 7! T i;j
k est sym�etrique,

� la fon
tion (i; j; l;m) 7!PN
k=1 T

i;j
k T l;m

k + Æi;jÆl;m est sym�etrique.
Inversement toute famille (T i;j

k )i;j;k v�eri�ant 
es propri�et�es d�e�nit une unique
variable al�eatoire X 
entr�ee r�eduite 
omme 
i-dessus.

C'est don
 la famille (T i;j
k )i;j;k qui va jouer le rôle du param�etre p du 
as simple

(ou plutôt de 
p : l'�equation (1.1.2) est l'analogue dans l'espa
e T� simple de
(1.4.1)) ; en parti
ulier �a toute telle famille { nous dirons en
ore interpr�etation proba-
biliste { sera asso
i�ee un produit di��erent. Nous donnons plus loin la repr�esentation
int�egrale d'un op�erateur de multipli
ation par X i

k dans une interpr�etation probabi-
liste, de même que nous l'avons fait en 1.3.1 pour le 
as simple.

1.4.2 Espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e quel-


onque

Nous d�e�nissons de mani�ere plus g�en�erale les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret
de multipli
it�e sup�erieure �a 1. Un tel espa
e est asso
i�e �a un espa
e de multipli
it�e
qui sera un espa
e de Hilbert K, �eventuellement de dimension in�nie mais toujours
s�eparable. Le 
as de multipli
it�e �nie N se retrouvera en 
hoisissant K = C N .

On �xe une base hilbertienne (e�)�2� de K ; nous supposons par 
ommodit�e que
l'indi
e z�ero 0 n'apparâ�t pas dans �. On peut identi�er K �a C � ; il est alors naturel
de d�e�nir T�(K) 
omme l'ensemble des fon
tions sur P�, o�u P� est l'ensemble des
parties �nies de N � � sur lesquelles la proje
tion sur la premi�ere 
oordonn�ee est
inje
tive : autrement dit, un �el�ement de P� est un ensemble �ni

f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g

ave
 i1 < : : : < in dans N et �1; : : : ; �n quel
onques dans �.
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Une base naturelle est ainsi donn�ee par l'ensemble fXA; A 2 P�g ; pour i � 0
et � 2 �, nous noterons X�

i plutôt que Xfi;�g, 
ela �a la fois pour des questions de
lisibilit�e et pour souligner l'id�ee que les (Xi;�)i�0 devraient pouvoir être interpr�et�es

omme des pro
essus ind�ependants dans une interpr�etation probabiliste. Pour sim-
pli�er les notations dans la suite on notera parfois Xi;0 ou X i

0 le ve
teur 
.
On a exa
tement 
omme avant une d�e
omposition tensorielle

T�(K) ' T�(K)i 
 T�(K)[i:
I
i T�(K)i s'identi�e �a l'ensemble des fon
tions de l2(P�) qui ont un support dans
f0; : : : ; i�1g��, 
'est-�a-dire qu'un �el�ement f de � est dans T�(K)i si et seulement
si f v�eri�e

f(A) = 0 d�es que A 6� f0; : : : ; i� 1g � �;

l'espa
e T�(K)[i s'identi�e de même �a l'ensemble des fon
tions de l2(P�) �a support
dans fi; : : :g � �.

On d�e�nit don
 
omme dans le 
as pr�e
�edent un op�erateur pi de proje
tion
orthogonale sur T�(K)i et on appelle pro
essus pr�evisible de ve
teurs toute famille
(fi)i�0 ave
 fi 2 T�(K)i pour tout i � 0. Il doit exister �a la pla
e du gradient
pr�evisible di, toute une famille d'op�erateurs : en e�et, si l'on 
onsid�ere un ve
teur
f de T�(K), tout (pi+1 � pi)f va s'�e
rire sous la formeX

�2�

d�i f X�
i :

Il faut don
, si l'on veut 
onserver une repr�esentation pr�evisible de la même forme
que dans le 
as de l'espa
e de Fo
k simple, d�e�nir une famille d'op�erateurs d�i . Pour
tout � 2 �, on notera ainsi d�i l'op�erateur d�e�ni par

d�i f(A) =

�
f(A [ fi; �g) si A � f0; : : : ; i� 1g � �

0 sinon.

L'op�erateur pi, que l'on notera parfois d0i pour simpli�er nos notations, s'exprime
par

pif(A) =

�
f(A) si A � f0; : : : ; i� 1g � �
0 sinon.

On a alors les formules suivantes, qui expriment la propri�et�e de repr�esentation
pr�evisible dans T�(K) : pour tout f 2 T�(K),

f = f(;)
 +
X
�2�

X
i�0

d�i f X�
i :

et
kfk2 = jf(;)j2 +

X
�2�

X
i2N



d�i f

2:



Cal
ul sto
hastique quantique sur les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret 41

Nous n'avons pas d�etaill�e la d�e�nition de l'int�egrale d'Itô ; 
elle-
i ne pose 
ependant
pas de probl�eme analytique : pour fi 2 T�(K)i, fj 2 T�(K)j et �; � 2 �, les ve
teurs
fiX

�
i et fjX

�
j sont orthogonaux �a moins que (i; �) = (j; �).

Il existe aussi plus d'op�erateurs fondamentaux que dans le 
adre de l'espa
e
de Fo
k simple : pour tout i on d�e�nit des op�erateurs de 
r�eation, annihilation
et 
onservation asso
i�es �a 
haque � 2 � ainsi que des op�erateurs d'�e
hange. Nous
allons utiliser �a nouveau des 
onventions de notation du type A + B, A � B pour
des �el�ements A, B de P�. Pour toute paire d'�el�ements A, B de P�, on note A +B
l'�el�ement A [ B si les proje
tions sur N de A et B sont disjointes, la grandeur qui
porte A+B en indi
e �etant nulle sinon. C'est-�a-dire que si

A = f(i1; �1); : : : ; (im; �m)g

et
B = f(j1; �1); : : : ; (jn; �n)g

alors A+B est A[B si fi1; : : : ; img et fj1; : : : ; jng sont disjoints. On notera A�B
l'�el�ement A nB si B � A, la grandeur qui porte A�B en indi
e �etant nulle sinon.

Ave
 
es notations nous pouvons d�e�nir plus simplement les op�erateurs fonda-
mentaux : pour i � 0, � 2 �, on d�e�nit a+i;�, a

�
i;�, a

Æ
i;� 
omme dans le 
as simple

par
a+i;�XA = XA+fi;�g;

a�i;�XA = XA�fi;�g

aÆi;�XA = a+i;�a
�
i;�XA;


e qui donne
aÆi;�XA = XA si (i; �) 2 A et z�ero sinon.

Ces op�erateurs sont alors born�es de norme 1 et on peut les �etendre �a l'ensemble
de T�. On d�e�nit par ailleurs, pour � 6= � dans �, i �x�e, les op�erateurs d'�e
hange
de � �a � par a+i;�a

�
i;� ; 
es op�erateurs agissent en
ore sur T�(K)fig uniquement et

transforment X�
i en X�

i , annulant tout autre ve
teur de T�fig.
Il sera utile d'homog�en�eiser les notations : nous noterons a0;�i les op�erateurs

de 
r�eation, a�;0i les op�erateurs d'annihilation et a�;�i = a0;�i a�;0i les op�erateurs de

onservation ou d'�e
hange. On souhaite alors d�e�nir une int�egrale par rapport aux
pro
essus (a�;�i )i�0. I
i 
ependant l'existen
e d'une in�nit�e de types d'int�egrales nous
oblige �a d�e�nir X

�;�2�[f0g

X
i

h�;�i a�;�i


omme un tout pour prendre en 
ompte les questions de sommabilit�e suivant �,

�. Pour une famille
�
(h�;�i )i�0

�
f�;�2�[f0gg

de pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles,
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l'int�egrale asso
i�ee est d�e�nie, 
omme en 1.3.4, 
omme l' op�erateurX
�;�2�[f0g

i2N

h�;�i a�;�i ;

au sens o�u, 
omme pr�e
�edemment, le domaine est l'ensemble des f de T�(K) tels
que
� pour tout A 2 PI , X

�;�2�[f0g
i�0

h�;�i

���a�;�i f(A)
��� < +1

� la grandeur X
�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

X
i�0

h�;�i a�;�i f(A)

d�e�nit une fon
tion de 
arr�e sommable en A.
Comme pr�e
�edemment on d�e�nit l'int�egrale restreinteX

�;�2�[f0g

X
i2N

Rh�;�i a�;�i ;


omme la restri
tion de l'int�egrale pr�e
�edente au domaine 
onstitu�e de l'ensemble
des f tels que

A 7!
X

�;�2�[f0g

X
i�0

���h�;�i a�;�i f(A)
���

est de 
arr�e int�egrable.

Exemple
Soit (Xn)n�0 une mar
he al�eatoire dans RN 
omme dans la se
tion 1.4.1. L'op�era-

teur de multipli
ation par X i
n dans l'interpr�etation probabiliste asso
i�ee �a (Xn)n�0

s'�e
rit
a0;in + ai;0n +

X
j;k

T j;k
i aj;l: (1.4.2)

Nous n'allons pas �enon
er les analogues dans 
e 
as de tous les r�esultats que
nous avons mentionn�es dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret simple mais
allons nous 
ontenter de donner la formule d'Itô dans 
e 
adre, formule qui prend
une forme agr�eablement 
ompa
te ave
 nos 
onventions de notation.

Th�eor�eme 1.4.2 (Formule d'Itô pour les int�egrales sur T�(K)) Soient

h =
X

�;�2�[f0g

X
i�0

Rh�;�i a�;�i
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et
k =

X
�;�2�[f0g

X
i�0

Rk�;�i a�;�i

deux int�egrales restreintes sur T�(K). Alors l'op�erateur

h k �
X

�;�2�[f0g

X
i�0

Rhi k
�;�
i a�;�i �

X
�;�2�[f0g

X
i�0

Rh�;�i ki a
�;�
i

�
X

�;�2�[f0g

X
�2�

X
i�0

R
�
h�;�i k�;�i

�
a�;�i a�;�i

est une restri
tion de l'op�erateur nul.
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Chapitre 2

Repr�esentations int�egrales et

nu
l�eaires sur l'espa
e de Fo
k �a

temps dis
ret

Dans 
e 
hapitre, nous abordons la question de la repr�esentabilit�e des op�erateurs
de T� sous la forme d'int�egrales sto
hastiques ou d'op�erateurs �a noyau, 
'est-�a-
dire de s�eries (en un sens �a pr�e
iser) de la forme

P
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C o�u A;B;C

d�e
rivent P et o�u le noyau k est une fon
tion �a valeurs s
alaires.

Dans la se
tion 2.1 nous pr�esentons une appro
he na��ve de la question de la
repr�esentabilit�e. Cette appro
he, si elle ne permet pas d'obtenir de 
ara
t�erisaton
satisfaisante, est int�eressante pour deux raisons. D'abord, elle montre que l'on a
de bonnes 
han
es d'obtenir des r�esultats de repr�esentabilit�e sur T� ; par ailleurs,
elle permet de pr�e
iser 
e que l'on attend d'une repr�esentation nu
l�eaire et d'en
donner une bonne d�e�nition. Nous introduisons ensuite les outils qui nous per-
mettront d'�etudier les 
onditions de repr�esentabilit�e nu
l�eaire puis obtenons une

ara
t�erisation des op�erateurs repr�esentables, ave
 des formules expli
ites pour les
noyaux.

Dans la se
tion 2.2 nous �etablissons un lien entre repr�esentations nu
l�eaires
et repr�esentations int�egrales puis utilisons les r�esultats pr�e
�edents pour obtenir
des 
rit�eres de repr�esentabilit�e int�egrale ave
 des expressions expli
ites des 
oef-
�
ients (h+i )i�0, (h

�
i )i�0, (h

Æ
i )i�0 apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'un

op�erateur h.

En�n, dans la se
tion 2.3, nous donnons les r�esultats analogues dans le 
as des
espa
es de Fo
k dis
rets de multipli
it�e sup�erieure.

Ce 
hapitre reprend essentiellement l'arti
le [Pt1℄.

45
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2.1 Repr�esentations nu
l�eaires

2.1.1 Une premi�ere appro
he

L'id�ee fondamentale de 
ette appro
he est extrêmement simple et s'appuie sur les
remarques (1.3.3) et (1.3.4) : sur notre espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, la pr�evisibilit�e
permet de se ramener �a un 
adre ve
toriel de dimension �nie. Nous avons dit alors
que pour tout i la famille�

a+Aa
Æ
Ba

�
C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1g	


onstitue une base de T�i, et qu'en parti
ulier tout op�erateur i-pr�evisible hi admet
une repr�esentation de la forme

hi =
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C ; (2.1.1)

o�u k est une fon
tion P � P ! C (qui n'est d�e�nie en fait que sur les triplets
(A;B;C) disjoints, les autres termes �etant simplement inutiles). Une telle somme
est �nie ; il n'y a don
 pas en
ore de probl�eme d'ordre analytique.

Si maintenant nous nous int�eressons �a l'existen
e de repr�esentations analogues
pour un op�erateur donn�e, sans hypoth�ese de pr�evisibilit�e, nous devons faire un 
hoix
du sens �a donner �a une telle repr�esentation mais essayons d'exploiter le r�esultat 
i-
dessus portant sur les op�erateurs pr�evisibles. Consid�erons don
 un op�erateur h de
T� ; pour la dis
ussion �a venir nous nous autorisons des hypoth�eses tr�es 
onfortables
et le supposons born�e. Notons E ih l'op�erateur �egal �a pihpi
 Id ; il est 
lair que E ih

onverge fortement vers h lorsque i tend vers l'in�ni. De plus 
et op�erateur est
i-pr�evisible don
 il existe une fon
tion ki : P � P � P ! C telle que

E ih =
X

A+B+C<i

ki(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C :

On voit fa
ilement par ailleurs pour j > i, d'une part que E i(E jh) = E ih, et d'autre
part que

E i

X
A+B+C<j

kj(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C =

X
A+B+C<i

kj(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C :

Cela implique que le noyau kj 
o��n
ide ave
 le noyau ki sur les triplets de parties
de f0; : : : ; i� 1g. Il existe don
 une fon
tion k telle que pour tout i,

E ih =
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C
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et par 
ons�equent

h est la limite forte de
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C lorsque i!1:

On obtient ainsi une esp�e
e de repr�esentation en noyau pour tout op�erateur born�e.
On a 
ependant plusieurs raisons de ne pas être satisfait de 
ette repr�esentation :
tout d'abord, 
e raisonnement utilise l'hypoth�ese que l'op�erateur h est born�e, 
e
qui r�eduit 
onsid�erablement le domaine d'appli
ation ; par ailleurs, et l�a est le plus
grave, on voudrait que la s�erie

P
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , même si elle reste une �e
riture

formelle, soit \ind�ependante de l'ordre de sommation". Cela semble en e�et être une
exigen
e minimale si l'on veut que 
ette �e
riture en s�erie ait de bonnes propri�et�es.
Notre appro
he na��ve, elle, a fourni une s�erie qui n'est a priori que semi-
onvergente.

Observons quelles 
onditions 
ette exigen
e impose : on veut qu'une repr�esenta-
tion h =

P
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C o�u l'on somme sur les triplets A;B;C de P deux

�a deux disjoints, soit telle que pour tout f dans son domaine, pour tout N de P,
hf(N) 
o��n
ide ave
 l'expression que l'on obtient apr�es 
al
ul formel de l'a
tion deX

A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C sur

X
M

f(M)XM

et que l'expression obtenue soit ind�ependante de l'ordre de sommation suivant
A;B;C et M (
ela 
ar la s�erie

P
M
f(M)XM est naturellement absolument 
onver-

gente).
L'�egalit�e

a+Aa
Æ
Ba

�
CXM = XM+A�C si B �M; z�ero sinon

montre queX
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

X
M

f(M)XM =
X
A;B;C

X
M�B

k(A;B;C)f(M)XM+A�C :

La sommation en M ne se fait que sur les M qui 
ontiennent B et C ; on e�e
tue
don
 un 
hangement de variable qui permet de r�e�e
rire l'�egalit�e 
i-dessus enX

M

k(A;B;C)f(M +B)XA+B+M :

Ce qui nous int�eresse dans 
ette expression est la 
oordonn�ee suivant un XM . Apr�es
un 
hangement de variable suppl�ementaire on voit que l'expression 
i-dessus se
r�e�e
rit X

M

 X
U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N)

!
XM ;
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de sorte que l'on doit avoir hf(M) �egal �aX
U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N):

Pour que 
ette quantit�e soit ind�ependante de l'ordre de sommation, il faut don
 que
pour 
haque M de P, 
ette s�erie soit absolument 
onvergente, 
e qui revient �a dire
que pour tout triplet U , V , W , d'�el�ements deux �a deux disjoints de P on aX

N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1:

Cela sera l'une des 
onditions d�e�nissant les op�erateurs �a noyau.

Dans 
e qui pr�e
�ede nous avons utilis�e le fait que la famille

fa+AaÆBa�C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1gg
est une base de de T�i pour justi�er l'int�erêt que nous portons aux �e
ritures en
s�eries

P
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C . Nous avons vu 
ependant que la famille

fa+Aa�B; A, B quel
onques dans f0; : : : ; i� 1gg

onstitue une autre base du même espa
e ; nous aurions pu en suivant le même

heminement que pr�e
�edemment arriver �a la 
on
lusion qu'il existe une fon
tion
k : P � P 7! C telle que

h est la limite forte de
X
A[B<i

k(A;B)a+Aa
�
B

(notons que les arguments A et B ne sont plus disjoints).
On peut don
 tout aussi l�egitimement s'int�eresser �a des repr�esentations de la

forme h =
P

A;B2P
k(A;B)a+Aa

�
B. Comme pr�e
�edemment il est naturel d'exiger

qu'une telle repr�esentation soit telle que pour tout f du domaine de h, tout N
de P, hf(N) soit donn�e par le d�eveloppement formel deX

A;B

k(A;B)a+Aa
�
B

X
M

f(M)XM

et que le r�esultat soit ind�ependant de l'ordre de sommation. En examinant 
omment
se traduisent 
es exigen
es nous arrivons 
ette fois-
i �a

hf(M) =
X

U+V=M

X
N

k(U;N)f(V +N)

et la 
ondition asso
i�ee est maintenant que pour tous U; V disjoints de P,X
N

jk(U;N)f(V +N)j < +1:
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Nous donnons don
 les d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 2.1.1
� Soit une fon
tion k3 : P �P �P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a trois arguments

asso
i�e �a k3 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� tels
que pour tous U , V , W deux �a deux disjoints de P, on aitX

N2P

jk3(U; V;N)f(V +W +N)j < +1

et que l'expression

hf(M) =
X

U+V+W=M

k3(U; V;N)f(V +W +N)

d�e�nisse un �el�ement de l2(P).
� Soit une fon
tion k2 : P � P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a deux arguments

asso
i�e �a k2 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� tels
que pour tous U , V disjoints de P, on aitX

N2P

jk2(U;N)f(V +N)j < +1

et que l'expression

hf(M) =
X

U+V=M

k2(U;N)f(V +N)

d�e�nisse un �el�ement de l2(P).
Nous allons �etudier 
es deux types de repr�esentations. Nous verrons en parti
ulier
qu'elles sont stri
tement �equivalentes ; de plus, l'�e
riture en noyau �a deux argu-
ments nous permettra de donner une interpr�etation simple des d�e
ompositions en
op�erateurs �a noyau.

2.1.2 Transformations de noyaux

La premi�ere transformation que nous 
onsid�erons est 
elle qui permet de passer
d'une repr�esentation �a deux arguments �a une repr�esentation �a trois arguments,
du moins dans le 
as des op�erateurs pr�evisibles ou des op�erateurs born�es, suivant
l'appro
he que nous avons pr�esent�ee en introdu
tion. Cette transformation se d�eduit
des �egalit�es

a+Aa
�
B = a+AnBa

Æ
A\Ba

�
BnA et a+Aa

Æ
Ba

�
C = a+A[Ba

�
B[C
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(la se
onde �etant valable pour A, B disjoints seulement) et s'exprime par

k2(A;B) = k3(A nB;A \B;B n A)
et (2.1.2)

k3(A;B;C) = k2(A [B;B [ C):

La se
onde transformation que nous 
onsid�erons nous a �et�e inspir�ee par les
travaux de Lindsay (dans [Li1℄). Dans notre 
adre dis
ret, on peut les d�e�nir pour
les noyaux �a deux ou trois arguments :

D�e�nition 2.1.2
� Soit un noyau �a trois variables k3 : P�P�P ! C ; on d�e�nit sa transform�ee
k03 : P � P � P ! C par

k03(A;B;C) =
X
V�B

k3(A; V; C):

� Soit un noyau �a deux variables k2 : P � P ! C ; on d�e�nit sa transform�ee
k02 : P � P ! C par

k02(A;B) =
X

V�A\B

k2(A nB + V;B n A + V ):

Dans le 
as des noyaux �a trois arguments 
ette transformation est simplement la
transformation de M�bius par rapport �a la se
onde variable ; dans le 
as des noyaux
�a deux arguments l'expression en est un peu plus 
ompliqu�ee mais la transformation
k2 7! k02 s'exprime en
ore grâ
e �a la transformation de M�bius, de sorte que l'on
peut inverser 
es deux transformations :

k3(A;B;C) =
X
V�B

(�1)jB�V jk03(A; V; C) (2.1.3)

dans le 
as d'un noyau �a trois variable et

k2(A;B) =
X

V�A\B

(�1)jA\B�V jk02((A nB) [ V; (B n A) [ V ) (2.1.4)

dans le 
as d'un noyau �a deux variables.

On peut par ailleurs v�eri�er qu'ave
 les d�e�nitions 
i-dessus les noyaux k03, k
0
2

sont reli�es entre eux par des relations identiques �a (2.1.2) :

k02(A;B) = k03(A nB;A \B;B n A) et k03(A;B;C) = k02(A [ B;B [ C): (2.1.5)
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On observe en
ore que les transformations que nous avons d�e�nies sont telles
que le graphe suivant est 
ommutatif :

k2  ! k3
l l
k0
2  ! k0

3

;

et que toutes les 
orrespondan
es sont bije
tives. Cela signi�e en parti
ulier qu'une
notation 
omme k0

3 est sans ambigu��t�e. Pour 
ette raison, nous supprimons les in-
di
es 2 ou 3 et notons simplement k, k0 les di��erents noyaux, �etant entendu qu'ils
sont reli�es par les relations 
i-dessus.

Nous n'avons pas justi��e la d�e�nition de la transformation k 7! k0 autrement
que par son utilit�e dans les travaux de Lindsay. On se rendra pourtant 
ompte
a posteriori que 
'�etait de prime abord un objet tr�es naturel ; nous 
hoisissons
malhonnêtement de ne pas en
ore d�evoiler pourquoi.

La proposition suivante prouve l'�equivalen
e entre repr�esentations �a deux et �a
trois arguments et montre en partie l'int�erêt que pr�esentent les transformations que
nous avons d�e�nies :

Proposition 2.1.3 (Proposition 1 de [Pt1℄) Soit f un ve
teur �x�e de l2(N) ;
on 
onsid�ere les 
onditions suivantes :
� pour tous U; V;W deux �a deux disjoints de PX

N2P

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1 (2.1.6)

� pour tous U; V disjoints de PX
N2P

jk(U;N)f(V +N)j < +1 (2.1.7)

� pour tous U; V disjoints de PX
N2P

jk0(U; V;N)f(V +N)j < +1 (2.1.8)

� pour tout U de P X
N2P

jk0(U;N)f(N)j < +1: (2.1.9)

Alors les 
onditions sur les noyaux �a trois arguments sont �equivalentes aux 
ondi-
tions sur leurs analogues �a deux arguments, 
'est-�a-dire que

(2.1.6) et (2.1.7) sont �equivalents,

(2.1.8) et (2.1.9) sont �equivalents.
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De plus, les 
onditions sur des noyaux k impliquent les 
onditions sur leurs trans-
form�ees k0, 
'est-�a-dire que

(2.1.6), (2.1.7) impliquent (2.1.8), (2.1.9).

En�n, si toutes 
es 
onditions sont v�eri��ees, les expressions suivantes sont
�egales : X

U+V+W=M

X
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N) (2.1.10)

X
U+V=M

X
N2P

k0(U; V;N)f(V +N) (2.1.11)

X
U+V=M

X
N2P

k(U;N)f(V +N) (2.1.12)

X
N2P

k0(M;N)f(N) (2.1.13)

Remarque
Les 
onditions sur les noyaux transform�es k0 n'impliquent en revan
he pas les


onditions sur les noyaux k ; si par exemple on prend k de la forme

k(A;B;C) = (�1)jBjj(A;C)

o�u jBj est le 
ardinal de B et j est une fon
tion sur P � P, alors

k0(A;B;C) = 1lB=; j(A;C):

La 
ondition (2.1.8) devient

pour tout U de P;
X
N

jj(U;N)f(N)j < +1;

alors que (2.1.6) est

pour tous U; V de P disjoints,
X
N

jj(U;N)f(V +N)j < +1:

On voit alors que si l'on 
onsid�ere
� une fon
tion j telle que j(U;W ) = 0 si le 
ardinal de W est di��erent de 1,
� un ve
teur f nul sur les singletons,

alors (2.1.8) est triviale tandis que (2.1.6) devient

pour tous U; V disjoints de P;
X
n�0

jj(U; fng)f(V + fng)j < +1: (2.1.14)
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e qui impose en
ore des 
onditions sur les valeurs de j et de f . On peut don


onstruire de nombreux 
ontre exemples.

Dans son arti
le [Li1℄, Lindsay, qui �etudie des transformations analogues en
temps 
ontinu pour des noyaux �a trois arguments, aÆrme que la 
ondition sur la
transform�ee k0 implique la 
ondition sur k (la trans
ription en temps 
ontinu rem-
pla
e simplement la somme par une int�egrale). Notre 
ontre-exemple 
ependant se
traduit imm�ediatement au 
as du temps 
ontinu et o�re un 
ontre-exemple �a 
ette
aÆrmation. Notons 
ependant que 
ette erreur n'a au
une 
ons�equen
e sur le reste
de l'arti
le [Li1℄ ni sur l'arti
le asso
i�e [B-L℄.

On peut par ailleurs identi�er un domaine sur lequel les 
onditions (2.1.6), (2.1.7)
sont �equivalentes aux 
onditions plus simples (2.1.8), (2.1.9) :

Proposition 2.1.4 (Proposition 2 de [Pt1℄) Soit f un ve
teur de l2(P) tel qu'il
existe une fon
tion � : P ! R+ v�eri�ant pour tous A, B de P � P,

jf(A+B)j � jf(A)j
Y
i2B

�(i):

Pour 
e ve
teur f les 
onditions (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) sont �equivalentes.

D�e�nition 2.1.5 Un ve
teur f de l2(P) v�eri�ant la 
ondition 
i-dessus est dit sous-
exponentiel ; l'ensemble des ve
teurs sous-exponentiels est not�e sE . Cet ensemble
sE 
ontient l'ensemble E des ve
teurs exponentiels ainsi que tous les ve
teurs XA,
A 2 P.

Cet ensemble sE n'est pas un espa
e ve
toriel ; tout 
e qu'on peut en dire est que
pour f , g dans sE et �, � dans C , la fon
tion j�j jf j+ j�j jgj est dans sE .

Remarque
La Proposition 2.1.4 nous a montr�e en parti
ulier qu'on a une stri
te �equivalen
e

entre les noyaux �a trois arguments et 
eux �a deux arguments, de sorte que nous ne
nous sou
ierons plus de distinguer les deux types de repr�esentations.

Les Propositions 2.1.3 et 2.1.4 donnent une expression simpli��ee des 
onditions
de repr�esentabilit�e pour les op�erateurs dont le domaine est in
lus dans sE . Nous
allons voir 
ependant que, même lorsque l'on souhaite �etudier la repr�esentabilit�e
d'un op�erateur dont le domaine n'est pas in
lus dans sE , nos transformations res-
tent utiles. L'�equation (2.1.13) en parti
ulier a une 
ons�equen
e tr�es importante :
supposons que h soit un op�erateur �a noyau k et que la base fXA; A 2 Pg soit

ontenue dans le domaine de h. Alors pour tout M de P,

hXA(M) =
X
N

k0(M;N)1lA=N ;
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et puisque hXA(M) est simplement hXM ; hXAi, on obtient la formule

k0(A;B) = hXA; hXBi (2.1.15)

sous les 
onditions de domaine 
i-dessus. Nous disposons don
 th�eoriquement de
tous les 
rit�eres permettant de d�eterminer si un op�erateur dont le domaine 
ontient
fXA; A 2 Pg est repr�esentable. L'expression de k0 en fon
tion de k 
ependant n'est
en g�en�eral pas tr�es maniable, de sorte que nous allons nous int�eresser dans la suite
�a des 
rit�eres plus dire
tement a

essibles.

Remarques
� Cette derni�ere formule �e
lair
it le sens des 
onditions (2.1.8) et (2.1.9) : en
e�et, grâ
e �a 
ette formule, la 
ondition (2.1.9) devient

pour tout M;
X
N

jhXM ; hXNif(N)j < +1;

de sorte que, sous les 
onditions portant sur les transform�ees k0 dans la Propo-
sition 2.1.3, le d�eveloppement en noyau est une simple r�e�e
riture de l'�egalit�e

pour tout M hXM ; h
X
N

f(N)XNi =
X
N

hXM ; hXNif(N): (2.1.16)

� La formule (2.1.15) nous permet aussi d'�e
lair
ir le sens de 
ette repr�esentation
en noyaux. On a, du moins formellement,

h =
X
A;B

hXA; hXBi jXAihXBj; (2.1.17)

or jXAihXBj = a+A p0 a
�
B et, 
omme nous allons le voir plus bas en (2.1.19),

p0 =
X
N2P

(�1)jN jaÆN ;


e qui permet de d�eduire la forme de la repr�esentation en noyau en substituant

ette expression dans 
e qui pr�e
�ede.

La justi�
ation que nous avons pr�esent�ee dans la deuxi�eme remarque 
i-dessus
se retrouve dans les questions de repr�esentations en noyau dans les espa
es de Fo
k
�a temps 
ontinu ; dans 
e 
as bien sûr les probl�emes analytiques deviennent plus
exigeants. Nous dis
uterons l'apparition de 
es id�ees dans le 
hapitre suivant, dans
la se
tion 3.3.

R�esumons la 
ara
t�erisation que nous avons obtenue dans le 
as d'op�erateurs
dont le domaine est 
ontenu dans sE :
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Proposition 2.1.6 Soit h un op�erateur sur T� dont le domaine v�eri�e

fXA; A 2 Pg � Domh � sE ;
alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout f
dans Domh, tout M dans P,( P

N
jhXM ; hXNif(N)j < +1 etP

N
hXM ; hXNif(N) = hf(M):

(2.1.18)

et le noyau k est alors donn�e par

k0(A;B) = hXA; hXBi:
Cette proposition n'est qu'une reformulation de notre d�e�nition utilisant 2.1.3
et 2.1.4 ; elle peut sembler d�e
evante. En e�et, il se 
omprend que l'hypoth�ese
Domh � sE soit n�e
essaire pour �eviter que l'op�erateur �a noyau n'ait un domaine
trop fantaisiste en regard de 
elui de h. Il peut sembler en revan
he que la se
onde

ondition de (2.1.18) puisse être rempla
�ee par une hypoth�ese de fermabilit�e dans
lesquelles on parti
ulariserait la base fXA; A 2 Pg. L'�enon
�e ne peut se simpli�er
autant qu'on le 
roirait a priori. En e�et, une 
ondition de fermabilit�e usuelle s'�e
rit
ainsi : si une suite (un)n�0 d'�el�ements du domaine de K v�eri�e(

(un)n�0 tend vers z�ero et

la suite (Kun)n�0 
onverge,

alors la limite de (Kun)n�0 est z�ero. La deuxi�eme 
ondition de (2.1.18), elle, est �a
la fois plus faible que la fermabilit�e puisque les seules suites appro
hantes (un)n�0


onsid�er�ees sont des sommes partielles de
P

N
f(N)XN . Elle est en revan
he plus

forte que la fermabilit�e puisque l'hypoth�ese de 
onvergen
e au sens faible disant
que pour tout M de P, hXM ; Kuni 
onverge et d�e�nit une fon
tion de M de 
arr�e
int�egrable doit impliquer que, pour tout M , la limite est z�ero.

2.1.3 Une 
ondition suÆsante de repr�esentabilit�e nu
l�eaire

Il est 
lair d'apr�es la remarque montrant que les 
onditions de la Proposition
2.1.6 sont 
elles qui permettent d'�e
rire (2.1.16), qu'il existe un 
as dans lequel la
question de la repr�esentabilit�e se simpli�e grandement : 
'est 
elui o�u l'on s'auto-
rise des hypoth�eses sur l'adjoint de l'op�erateur 
onsid�er�e. Nous prouvons ainsi le
th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.7 (Th�eor�eme 2 de [Pt1℄) Soit h un op�erateur sur T� tel que
fXA; A 2 Pg � Domh \ Domh�; alors les formules (2.1.15) d�e�nissent un
op�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.
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Il faut remarquer que, dans 
e th�eor�eme, il n'y a plus d'hypoth�ese sur le domaine
du type Domh � sE ; nous ne nous servons plus en fait de la proposition 2.1.4
mais prouvons pour tout f de T� les 
onditions plus fortes (2.1.6), (2.1.7) de la
Proposition 2.1.3. Nous prouvons de plus que, dans 
e 
as, l'op�erateur �a noyau hk
obtenu est un op�erateur ferm�e. Notons 
ependant que l'in
lusion h � hk n'est pas
une �egalit�e a priori.

Extensions de 
es r�esultats
Il est �a remarquer que, dans tout 
e que nous avons fait, nous n'avons jamais uti-

lis�e l'ordre sur N ; on peut don
 trans
rire nos r�esultats sans au
une modi�
ation au

as o�u l'on travaille sur un espa
e de Fo
k 
onstruit sur l2(A) pour A d�enombrable.
Cela signi�e que, si l'on 
onsid�ere un espa
e de Hilbert s�eparable et que l'on asso
ie
�a une base hilbertienne quel
onque des op�erateurs de 
r�eation, annihilation, 
onser-
vation de la même mani�ere qu'i
i, on peut, sous des hypoth�eses analogues �a 
elles
de la Proposition 2.1.6 du Th�eor�eme 2.1.7, repr�esenter tout op�erateur de 
et espa
e

omme une s�erie de produits de 
es op�erateurs a+, a�, aÆ. En parti
ulier, tout 
ela
s'applique aux espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure et même de multipli
it�e
�nie. Nous d�etaillerons 
es r�esultats en 2.3.

Exemples de repr�esentations en noyaux
� Consid�erons un op�erateur de proje
tion adapt�ee pi. Le Th�eor�eme 2.1.7 s'ap-
plique et l'on trouve

k0(A;B) = hXA; piXBi
qui vaut 1 si A = B � f0; : : : ; i � 1g et 0 sinon. En inversant 
ette formule
nous trouvons des repr�esentations

pi =
X
B�i

(�1)jBjaÆB =
X
B�i

(�1)jBja+Ba
�
B: (2.1.19)

� Pour �, � dans P on peut 
onsid�erer l'op�erateur jX�ihX�j. Alors k0(A;B)
vaut 1 pour A = �, B = �, 0 sinon. On obtient

jX�ihX�j =
X
B2P

(�1)jBja+�a
Æ
Ba

�
� ; (2.1.20)

qui se d�eduit de l'exemple pr�e
�edent et du fait que jX�ihX�j = a+�p0a
�
� (voir

la se
onde remarque apr�es la formule (2.1.15)).
� D�e�nissons un op�erateur h sur l'espa
e engendr�e par fXA; A 2 Pg par

hXA =
X
B�A

XB:
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On voit fa
ilement alors que h� n'est pas d�e�ni sur l'ensemble fXA; A 2 Pg de
sorte que l'on ne peut appliquer le Th�eor�eme 2.1.7 ; en revan
he, la Proposition
2.1.6 s'applique et montre que h est �etendu par l'op�erateur

P
C
a�C .

2.2 Appli
ation aux questions de repr�esentations

int�egrales

Nous allons utiliser �a pr�esent la stru
ture d'ordre qui existe sur N pour obtenir
des repr�esentations int�egrales �a partir de nos repr�esentations nu
l�eaires. Nous avons
d'abord besoin de remarquer que, d'apr�es nos 
al
uls de

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

X
M

f(M)XM ;

la D�e�nition 2.1.1 revient �a d�e�nir l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C 
omme

ayant pour domaine l'ensemble des f de T� tels que
� pour tout M de P,X

A;B;C

��k(A;B;C)(a+Aa
Æ
Ba

�
C f)(M)

�� < +1

� la fon
tion
M 7!

X
A;B;C

�
k(A;B;C)(a+Aa

Æ
Ba

�
C f)

�
(M)

est de 
arr�e int�egrable de M .

Grâ
e �a 
ette remarque on voit qu'un op�erateur �a noyau est bien une s�erieX
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

au sens o�u nous avons d�e�ni les s�eries d'op�erateurs dans le 
as des int�egrales.
En parti
ulier, les deux propri�et�es suivantes deviennent 
laires : d'abord, si l'on

�e
rit k 
omme une somme k1 + : : : + kn o�u les ki ont deux �a deux des supports
disjoints, alors l'op�erateurX

A;B;C

k1(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C + : : :+

X
A;B;C

kn(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

est une restri
tion de l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C . En e�et, la premi�ere


ondition 
i-dessus (sommabilit�e suivant A;B;C) est v�eri��ee de mani�ere �equivalente
par une �e
riture et par l'autre et la propri�et�e que l'expression donne une fon
tion
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l2 de M est plus forte pour la se
onde �e
riture. Par ailleurs, si l'on �e
rit P 
omme
une r�eunion disjointe P = [i�0Pi alors

X
i

 X
A;B;C2Pi

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

!

est une extension de l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C puisque la 
ondition de

sommabilit�e suivant i dans l'�e
riture 
i-dessus est plus faible que la 
ondition de
sommabilit�e suivant A;B;C dans l'�e
riture en noyau, la 
ondition l2 �etant ensuite
�equivalente dans un 
as et dans l'autre.

2.2.1 Repr�esentations nu
l�eaires et int�egrales

Suppposons qu'un op�erateur h sur T� admette une repr�esentation en noyau au
sens de la D�e�nition 2.1.1. Comme, pour tout (A;B;C) 6= (;; ;; ;), le plus grand
�el�ement de A[B[C est dans un et un seul des ensembles A;B;C, on peut r�e�e
rire la
repr�esentation en noyau de deux mani�eres di��erentes : d'apr�es les remarques faites

i-dessus, la somme des trois s�eries

k(;; ;; ;) +
X
i�0

A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i (2.2.1)

+
X
i�0

A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +

X
i�0

A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i

est �etendue par l'op�erateur �a noyau
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , qui est �a son tour

�etendu par

k(;; ;; ;) +
X
i

� X
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i (2.2.2)

+
X

A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +

X
A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i

�
:

Si l'on d�e�nit par ailleurs trois pro
essus pr�evisibles (h+i )i�0, (h
Æ
i )i�0, (h

�
i )i�0 par8>><

>>:
h+i =

P
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

hÆi =
P

A;B;C<i
k(A;B + i; C)a+Aa

Æ
Ba

�
C

h�i =
P

A;B;C<i
k(A;B;C + i)a+Aa

Æ
Ba

�
C

(2.2.3)

alors (2.2.2) se r�e�e
rit en

k(;; ;; ;) +
X
i

(h+i a
+
i + hÆia

Æ
i + h�i a

�
i ); (2.2.4)
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et l'on voit de la même mani�ere que l'int�egrale

k(;; ;; ;) +
X

i

h+i a
+
i +

X
i

hÆia
Æ
i +
X

i

h�i a
�
i

est elle-même une extension de (2.2.1) et une restri
tion de (2.2.4).

On a don
 obtenu une int�egrale sto
hastique quantique qui 
o��n
ide ave
 l'op�era-
teur h sur leur domaine 
ommun et on peut expli
iter une partie de 
e domaine

ommun. En parti
ulier, si la base fXA; A 2 Pg est dans le domaine de h alors
elle est aussi dans 
elui de (2.2.1) puisque seule l'une des trois s�eries porte sur un
nombre in�ni de termes.

De plus, les 
oeÆ
ients de l'int�egrale sont donn�es sous la forme d'op�erateurs �a
noyau par (2.2.3) ; nous savons relier le noyau �a l'expression de l'op�erateur grâ
e �a
la formule (2.1.15), de sorte que nous pouvons d�eduire une forme plus expli
ite des
op�erateurs h�i si nous supposons que fXA; A 2 Pg est in
lus dans le domaine de h.
Ces op�erateurs s'expriment de mani�ere parti
uli�erement simple grâ
e aux op�erateurs
du 
al
ul d'Itô abstrait : 8>><

>>:
h+i pi = dihpi

h�i pi = piha
+
i pi

hÆi pi = diha
+
i pi � pihpi:

(2.2.5)

2.2.2 Une 
ondition suÆsante de repr�esentabilit�e int�egrale

Dans la se
tion pr�e
�edente nous avons montr�e le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.2.1 (Th�eor�eme 3 de [Pt1℄) Soit h un op�erateur sur T� tel que
fXA; A 2 Pg est 
ontenu dans Domh \ Domh�, et notons h la fermeture de h ;
alors si l'on note h�i les op�erateurs d�e�nis par (2.2.5) et � = h
; h
i, l'op�erateur

�
�Id+

X
i

h+i a
+
i +

X
i

hÆi a
Æ
i +
X

i

h�i a
�
i

�
� h

est une restri
tion de l'op�erateur nul dont le domaine 
ontient fXA; A 2 Pg.
Les pi �a droite des expressions (2.2.5) ne sont l�a que pour mettre en valeur la

sym�etrie ; puisque di = pia
�
i et que a+i ; a

�
i sont mutuellement adjoints, 
es formules

entrâ�nent que

(k�)+i = k�i ; (k�)�i = k+i et (k�i )
Æ = kÆi ;

o�u les (k�)� sont les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de h�.
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Repr�esentation des pro
essus
Dans 
e qui pr�e
�ede, nous ne nous sommes int�eress�es qu'�a la repr�esentation

d'un op�erateur isol�e. Si l'on souhaite 
onsid�erer un pro
essus d'op�erateurs (hi)i�0,
que l'on suppose pr�evisible, on peut bien sûr d�eduire des formules pr�e
�edentes une
repr�esentation int�egrale de 
haque hi mais les 
oeÆ
ients de 
es repr�esentations
d�ependront de i, or nous aimerions avoir des �e
ritures 
ompatibles entre elles. On
obtient fa
ilement, �a partir des formules pr�e
�edentes, une repr�esentation int�egrale

ommune du pro
essus �a 
ondition d'y int�egrer une int�egrale par rapport au temps :
il suÆt pour 
ela de remarquer que tout hi+1 � hi se d�e
ompose en une partie
h+i a

+
i +h�i a

�
i +hÆi a

Æ
i et une partie i-pr�evisible. Remarquons qu'i
i on n'a plus au
un

probl�eme de domaine puisque les op�erateurs pr�evisibles sont born�es et que toutes
les sommes sont �nies.

Corollaire 2.2.2 Soit (hi) un pro
essus pr�evisible d'op�erateurs sur T�. Alors il
existe quatre familles (h+i )i�0, (h

�
i )i�0 , (hÆi )i�0 , (h�i )i�0 telles que pour tout i on

ait

hi = �Id+
X
j<i

h+j a
+
j +

X
j<i

h�j a
�
j +

X
j<i

hÆja
Æ
j +
X
j<i

h�j a
�
j

o�u � = h
; h0
i et les int�egrandes sont donn�ees par8>>>>>><
>>>>>>:

h+i pi = dihi+1pi

h�i pi = pihi+1a
+
i pi

hÆi pi = dihi+1a
+
i pi � pihi+1pi

h�i pi = pi(hi+1 � hi)pi:

(2.2.6)

Exemples de repr�esentations int�egrales
� les op�erateurs de proje
tion adapt�ee pi pour i � 0 s'�e
rivent

pi = Id +
X
j�i

hÆja
Æ
j (2.2.7)

pour hÆj = �P
N�fi;:::;j�1g

(�1)jN jaÆN et 
ette repr�esentation int�egrale est n�e
es-
sairement valable partout puisqu'on a une repr�esentation nu
l�eaire sur tout
T� qui est stri
tement �equivalente �a la restri
tion 
ommune (2.2.1).

� Soient �, � dans P et supposons par exemple que le plus grand �el�ement de
�[� est un �el�ement a 2 �. Alors l'op�erateur jX�ihX�j admet la repr�esentation
int�egrale �

a+��a(Id +
a�1X
j=0

hÆja
Æ
j)a

�
�

�
a+a +

X
j�a

�jX�ihX�j hÆj
�
aÆj
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o�u les op�erateurs hÆj sont d�e�nis dans l'exemple pr�e
�edent. En
ore une fois

ette repr�esentation est valable sur tout T�.

2.3 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e

sup�erieure �a 1

Dans 
ette se
tion, nous 
onsid�erons le 
as o�u l'on travaille sur un espa
e de
Fo
k �a temps dis
ret T�K, pour un espa
e de Hilbert s�eparable K, dont une base
hilbertienne est index�ee par f0g [ �, 
omme dans la se
tion 1.4. On rappelle que
P� est l'ensemble des parties �nies M de N � � telles qu'il n'existe pas dans M
deux �el�ements de la forme (i; �) et (i; �).

Dans un tel espa
e, une repr�esentation en noyau est en
ore une s�erie du typeP
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C o�u les a+, a�, aÆ sont 
eux que nous avons d�e�nis en 1.4 et

A;B;C sont des �el�ements de P� ; 
es ensembles A;B;C sont non seulement disjoints
mais les proje
tions sur N de A, B sont disjointes, 
elles de B, C sont disjointes. En
revan
he on peut avoir par exemple des �el�ements (i; �) dans A et (i; �) dans C, ave

� 6= � 
ependant. Ce
i 
ependant n'a rien �a voir ave
 nos preuves 
ombinatoires (de
telles 
onsid�erations n'apparaissent pas dans les repr�esentations �a deux arguments)
et tous nos 
rit�eres portant sur les repr�esentations en noyaux restent valables si l'on

onsid�ere des repr�esentations en noyaux sur T�(K) ; seuls les ensembles d'indexation
vont 
hanger.

Pour �enon
er l'analogue de la Proposition 2.1.6 il faut dire que l'ensemble sE(K)
se d�e�nit 
omme dans la Proposition 2.1.4 en 
onsid�erant des fon
tions � de N ��
dans R+ .

Proposition 2.3.1 Soit h un op�erateur sur T�(K) dont le domaine v�eri�e

fXA; A 2 P�g � Domh � sE(K);
alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout f
dans Domh, tout M dans P�,( P

N2P�
jhXM ; hXNif(N)j < +1 etP

N2P�
hXM ; hXNif(N) = hf(M):

(2.3.1)

et le noyau k est alors donn�e par

k0(A;B) = hXA; hXBi:
Th�eor�eme 2.3.2 Soit h un op�erateur sur T�(K) tel que fXA; A 2 P�g � Domh\
Domh�; alors la formule

k0(A;B) = hXA; hXBi:
d�e�nit un op�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.
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On peut �a nouveau tirer formellement une repr�esentation int�egrale d'une repr�esen-
tation en noyaux ; sans d�etailler les 
al
uls, on peut voir que l'on obtient des
int�egrandes donn�es par leur repr�esentation en noyaux. On obtient ainsi le th�eor�eme
suivant, qui est l'analogue du Th�eor�eme 2.2.1 :

Th�eor�eme 2.3.3 Soit h un op�erateur sur T� tel que fXA; A 2 Pg est 
ontenu
dans Domh \Domh�, et notons h la fermeture de h. Si l'on d�e�nit des pro
essus
pr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout 
ouple (�; �) d'�el�ements de �[f0g ave
 (�; �) 6= (0; 0)
par �

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi pour �; � distin
ts dans � [ f0g;

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi � pihpi pour � dans �

et un s
alaire � par
� = h
; h
i;

alors l'op�erateur 0
B��Id+ X

�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

X
i�0

h�;�i a�;�i

1
CA� h

est une restri
tion de l'op�erateur nul dont le domaine 
ontient fXA; A 2 P�g.
En�n, on a pour 
orollaire le r�esultat de repr�esentation des pro
essus, analogue

du Corollaire 2.2.2. I
i, 
ependant, une int�egrale arrêt�ee au temps i n'est plus une
somme �nie puisqu'il existe une in�nit�e de termes h�;�i ; on ne peut don
 pas, par
rapport au Th�eor�eme 2.3.3, am�eliorer le domaine de validit�e de la repr�esentation
int�egrale.

Corollaire 2.3.4 Soit (hi) un pro
essus pr�evisible d'op�erateurs sur T�(K) ; il existe
des pro
essus pr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout 
ouple (�; �) d'�el�ements de �[f0g tels
que pour tout i l'op�erateur

hi � �Id+
X

�;�2�[f0g

h�;�i a�;�i

est une restri
tion de l'op�erateur nul dont le domaine 
ontient fXA; A 2 P�g ; les
int�egrandes sont donn�es par8<

:
h�;�i = d�i ha

0;�
i pi pour �; � distin
ts dans � [ f0g;

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi � pihpi pour � dans �;

h0;0i = pi(hi+1 � hi)

et � est donn�e par
� = h
; h0
i:
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Cal
ul sto
hastique quantique sur

l'espa
e de Fo
k

Dans 
e 
hapitre, nous pr�esentons rapidement la th�eorie du 
al
ul sto
hastique
quantique sur les espa
es de Fo
k bosoniques 
onstruits sur des espa
es L2(R+ ;K)
o�u K est un espa
e de Hilbert s�eparable.

Dans la se
tion 3.1, nous d�e�nissons 
es espa
es de Fo
k et le 
al
ul d'Itô abstrait
qui lui est asso
i�e ; 
e 
al
ul d'Itô m�ene naturellement �a la formulation Attal-Meyer
de l'int�egration sto
hastique quantique. Nous d�e�nissons 
ette formulation dans
la se
tion 3.2 ; nous donnons �egalement des expressions du type Attal-Lindsay ou
Hudson-Parthasarathy de l'a
tion des int�egrales qui nous seront utiles dans la suite.
Nous n'entrerons 
ependant pas dans les subtilit�es des re
oupements pr�e
is entre
les diverses th�eories.

Dans la se
tion 3.3 nous pr�esentons rapidement un autre type de repr�esentation
des op�erateurs : les noyaux de Maassen-Meyer.

Nous nous sommes e�or
�es, dans 
ette pr�esentation, de mettre en avant les
analogies entre th�eories �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu. Pour plus de d�etails sur
la th�eorie de l'int�egration sto
hastique quantique suivant 
ette appro
he on pourra

onsulter le livre de Meyer [Me2℄ ou le texte de pr�esentation [At5℄.

3.1 Espa
es de Fo
k

3.1.1 D�e�nition de l'espa
e de Fo
k simple

Nous 
ommen�
ons par d�e�nir l'espa
e le plus 
ouramment 
onsid�er�e en proba-
bilit�es quantiques : l'espa
e de Fo
k bosonique sur L2(R+). Nous pr�esenterons plus
loin les analogues de multipli
it�e sup�erieure, 
'est-�a-dire les espa
es de Fo
k boso-
niques sur L2(R+ ;K) o�u K est un espa
e de Hilbert s�eparable quel
onque. Nous

63
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avons fait 
e 
hoix a�n d'all�eger l'expos�e : les r�esultats que nous �enon�
ons dans l'es-
pa
e de Fo
k simple s'�etendent aux 
as plus g�en�eraux sans grande diÆ
ult�e mais
les notations s'en trouvent alourdies.

Nous travaillerons don
 prin
ipalement sur l'espa
e de Fo
k simple, not�e �, qui
est d�e�ni usuellement 
omme le 
ompl�et�e de l'espa
e pr�ehilbertienM

n�0
L2(R+)

Æn ;

o�u Æ repr�esente le produit tensoriel sym�etrique, et o�u L2(R+)
Æ0 = C par 
onven-

tion. Comme dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, les manipulations
seront grandement simpli��ees par l'utilisation de la notation de Gui
hardet ; nous
ne d�etaillerons pas la 
onstru
tion de l'isomorphisme expli
ite, que l'on peut trouver
dans tous les ouvrages de r�ef�eren
e. Disons simplement qu'il s'agit d'identi�er les
�el�ements de L2(R+)

Æn �a l'ensemble des fon
tions sym�etriques sur Rn
+ ou en
ore aux

fon
tions des n-uplets de R+ .
Nous nous appuyons sur l'analogie ave
 le temps dis
ret pour d�e�nir dire
tement

l'espa
e de Fo
k � 
omme l'espa
e de fon
tions de 
arr�e int�egrable L2 (P), o�u P
est l'ensemble des parties �nies de R+ muni de la mesure qui 
o��n
ide ave
 la
mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur le sous-ensemble Pn de P 
onstitu�e des
n-uplets, et telle que l'ensemble vide ; est un atome de masse 1. Nous utiliserons
don
 indi��eremment les notations � et L2 (P).

Un �el�ement de � sera don
 une fon
tion f : P 7! C telle que

jf(;)j2 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

jf(fs1; : : : ; sng)j2 < +1:

L'�el�ement 
anonique dans P sera not�e � et l'�el�ement in�nit�esimal d�. Nous
respe
terons par ailleurs la 
onvention qui veut qu'une partie fs1; : : : ; sng soit tou-
jours �e
rite sous forme ordonn�ee : les si sont suppos�es v�eri�er s1 < : : : < sn hormis
mention 
ontraire.

L'indi
atri
e de l'ensemble vide est appel�ee le ve
teur vide de L2 (P) et est not�ee

. Pour tout n de N , le sous-espa
e s'identi�ant �a L2(Pn) est appel�e le n-i�eme 
haos.
Cet espa
e est simplement le sous-espa
e de � form�e des fon
tions �a support dans
les n-uplets : pour toute fon
tion f de L2 (P),

f appartient au n-i�eme 
haos , f(�) = 0 si j�j 6= n:

On notera Æ le produit de Wi
k qui est simplement le produit sym�etrique dans
L2 (P) : pour deux �el�ements f , g de L2 (P), on d�e�nit f Æ g(�) pour tout � par

f Æ g(�) =
X
���

f(�)g(� n �):
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Le produit f Æ g n'est pas a priori un �el�ement de L2 (P). Si 
ependant f et g
appartiennent aux n-i�eme et m-i�eme 
haos respe
tivement, alors f Æg est un �el�ement
de L2 (P) et même un �el�ement du n+m-i�eme 
haos. Il est 
lair alors que le n-i�eme

haos est exa
tement l'espa
e engendr�e par les ve
teurs de la forme u1 Æ : : : Æ un

pour u1; : : : ; un dans L2(R+).

3.1.2 Cal
ul d'Itô abstrait sur �

Voyons d'abord que l'espa
e � a lui aussi une propri�et�e int�eressante de d�e
ompo-
sition tensorielle expli
ite. Pour tout I � R+ , on peut d�e�nir le sous-espa
e �I des
�el�ements de L2 (P) �a support dans I, 
'est-�a-dire que pour un �el�ement f de �,

f appartient �a �I , f(�) = 0 pour presque tout � tel que � 6� I:

La proposition suivante �enon
e la propri�et�e de d�e
omposition tensorielle de � :

Proposition 3.1.1 Soit R+ = [i2NIi une partition en intervalles disjoints ; alors
on a un isomorphisme expli
ite

� '
O
i2N

�Ii

obtenu en asso
iant �a toute famille de fon
tions (fi)i2N ave
 fi 2 �Ii une fon
tion
f par

f(�) =
Y
i2N

fi(� \ Ii):

Pour tout t de R+ on notera en parti
ulier �t ou L2(Pt) le sous-espa
e de L2 (P)

onstitu�e des fon
tions �a support dans [0; t℄, et �[t le sous-espa
e des �el�ements de
L2 (P) �a support dans [t;+1).

Il sera plus simple dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu de parler
d'adaptation au lieu de pr�evisibilit�e. La notion d'adaptation pour les ve
teurs de �
reste par ailleurs similaire �a la notion de pr�evisibilit�e de l'espa
e de Fo
k �a temps
dis
ret :

D�e�nition 3.1.2
� Un ve
teur f de � qui appartient �a L2(Pt) est dit t-adapt�e.
� On appelle proje
tion adapt�ee au temps t l'op�erateur de proje
tion orthogonale

sur le sous-espa
e �t.

Un op�erateur de proje
tion adapt�ee Pt s'exprime de la fa�
on suivante :

Ptf(�) =

�
f(�) si � � [0; t℄
0 sinon,
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On d�e�nit aussi une famille d'op�erateurs appel�es gradients adapt�es. Cette d�e�nition
pose 
ependant plus de probl�emes que dans le 
as �a temps dis
ret : on voudrait
d�e�nir, pour f dans �, le ve
teur Dtf par

Dtf(�) =

�
f(� [ ftg) si � � [0; t℄

0 sinon.
(3.1.1)

Il est 
ependant 
lair qu'une telle d�e�nition ne peut d�e�nir un op�erateur Dt d�e�ni
sur tout f de � puisque les �el�ements de L2 (P) ne sont d�e�nis que presque partout :
on ne peut esp�erer d�e�nir au mieux, pour un f donn�e, Dtf que pour presque tout t.
Nous reviendrons sur 
e probl�eme un peu plus loin. Il est en revan
he �evident que,
s'il est d�e�ni, Dtf est, 
omme Ptf , un ve
teur t-adapt�e.

Dans 
e 
adre �a temps 
ontinu nous devons être plus prudent ave
 les ques-
tions analytiques. Nous appellerons don
 pro
essus de ve
teurs dans � toute fa-
mille (ft)t�0 de ve
teurs de � telle que t 7! ft est mesurable. Le premier pro
essus
de ve
teurs qui nous int�eressera sera le pro
essus (�t)t�0, par rapport auquel nous
int�egrerons pour obtenir l'int�egrale d'Itô :

�t(�) =

�
1 si � = fsg et s < t
0 sinon.

On souhaite d�e�nir une int�egrale de pro
essus adapt�es (ft)t2R+ de ve
teurs par
rapport �a la 
ourbe (�t)t2R+. Nous appuyant sur le 
as dis
ret, nous d�e�nissons
dire
tement l'int�egrale sous forme alg�ebrique : le ve
teur

R
ft d�t est d�e�ni parZ

ft d�t(�) =

�
f_�(� n _�) si � 6= ;

0 sinon.
(3.1.2)

Notons que l'on peut retrouver 
ette d�e�nition 
omme une limite en norme de
sommes de Riemann

P
i
fti 
 (�ti+1 � �ti), 
e qui justi�e la notation sous forme

int�egrale.
On voit fa
ilement qu'ave
 
ette d�e�nitionZ

P

����
Z

ft d�t(�)

����
2

d� =

Z
kftk2 dt (3.1.3)

qui montre qu'il est n�e
essaire et suÆsant, pour que la d�e�nition (3.1.2) d�e�nisse
bien un �el�ement de L2 (P), que R kftk2 dt < +1. De plus on v�eri�e par un 
al
ul
analogue, que Z 1

0

Z
Pt

jf(� [ t)j2 d� dt = kfk2

qui indique que Dtf est bien d�e�ni pour presque tout t. On obtient alors fa
ilement
la proposition suivante :
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Proposition 3.1.3 Soit f un ve
teur de � ; ave
 la d�e�nition (3.1.1), Dtf est bien
d�e�ni 
omme �el�ement de L2 (P) pour presque tout t. On a don
 un pro
essus adapt�e
(Dtf)t�0 d�e�ni pour presque tout t, qui v�eri�e

f = f(;)
 +

Z
Dtf d�t (3.1.4)

et

kfk2 = jf(;)j2 +
Z

kDtfk2 dt: (3.1.5)

L'�e
riture (3.1.4) d'un ve
teur de f est appel�e sa repr�esentation pr�evisible ; nous
reviendrons un peu plus loin sur 
ette appellation.

On peut remarquer que l'on a, pour tout f de � et presque tout t,

Pt

Z 1
0

fs d�s =

Z t

0

fs d�s et Dt

Z 1
0

fs d�s = ft:

La Proposition 3.1.3 fait apparâ�tre plus pr�e
is�ement le lien entre � et T� ; en
e�et, la d�e
omposition tensorielle 3.1.1 dans � montre que l'on a en quelque sorte

� '
O
t�0

�[t;t+dt℄

et la repr�esentation pr�evisible d'un ve
teur (3.1.4) montre que �[t;t+dt℄ est \en-
gendr�e" par 
 et d�t, don
 peut être vu 
omme isomorphe �a C

2 . On a don
 en
quelque sorte

� '
O
t�0

C
2 :

et il est �a pr�evoir que � puisse être appro
h�e d'une 
ertaine mani�ere par des \fon
-
tions en es
alier" qui pourront être vues 
omme �el�ements de T�. C'est l'id�ee sous-
ja
ente �a 
e que nous verrons dans la se
tion 4.

Remarquons par ailleurs que l'on peut it�erer la repr�esentation pr�evisible d'un
op�erateur f : les ve
teurs Dtf sont des �el�ements de l'espa
e de Fo
k et ont �a leur
tour une repr�esentation pr�evisible, et ainsi de suite. On arrive ainsi �a �e
rire tout
�el�ement de � 
omme

f = f(;)
 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�sn

que l'on abr�ege en

f =

Z
P
f(�) d��;
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formule �a laquelle est asso
i�ee la formule d'isom�etrie

kfk2 =
Z
P
jf(�)j2 d�:

Cette repr�esentation est appel�ee repr�esentation 
haotique de f . Elle nous montre
que notre espa
e de Fo
k est isomorphe �a l'espa
e 
haotique de toute martingale
et �a l'espa
e L2 
anoniquement asso
i�e �a toute martingale normale. Par exemple �
s'identi�e �a l'espa
e L2(�) o�u � est la mesure de Wiener par l'identi�
ation de

f = f(;)
 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�sn

�a la variable al�eatoire 
lassique

f = f(;) +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) dWs1 : : : dWsn

o�u (Wt)t�0 est le mouvement brownien ; il en serait de même si nous avions 
onsid�er�e
une autre martingale normale, 
omme le pro
essus de Poisson 
ompens�e ou 
elles des
martingales d'Az�ema qui ont la propri�et�e de repr�esentation 
haotique. Remarquons
que, dans le 
as d'une martingale normale qui n'a pas la propri�et�e de repr�esentation

haotique, son espa
e 
haotique est en
ore isomorphe �a � mais pas l'espa
e L2 qui
lui est asso
i�e.

L'identi�
ation de � �a un tel espa
e L2 asso
i�e �a une martingale 
lassique est ap-
pel�e une interpr�etation probabiliste. Comme dans le 
as dis
ret, l'espa
e � que nous
avons 
onstruit o�re une stru
ture hilbertienne permettant de 
onsid�erer de nom-
breuses situations probabilistes ; 
'est en
ore en faisant le 
hoix d'une loi produit sur

et espa
e que nous ferons r�eapparâ�tre les propri�et�es v�eritablement probabilistes.

Remarquons en
ore que, dans toutes 
es interpr�etations, les op�erateurs Pt s'iden-
ti�ent aux esp�eran
es 
onditionnelles, les Dt donnent la repr�esentation pr�evisible
au sens 
lassique de variables al�eatoires, l'int�egrale d'Itô abstraite s'identi�e �a
l'int�egrale par rapport �a la martingale 
onsid�er�ee ; notre formalisme traduit sim-
plement le fait que 
es op�erateurs s'expriment, sur les d�e
ompositions 
haotiques,
de mani�ere ind�ependante de l'interpr�etation probabiliste.

Sous-ensembles de �
Nous 
onsid�ererons souvent trois sous-ensembles parti
uliers de L2 (P) : le pre-

mier est le domaine exponentiel E , le deuxi�eme est le sous-espa
e J d�e�ni par
Coquio dans [Co2℄ et le troisi�eme est l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F .

A toute fon
tion u de L2(R+) on asso
ie une fon
tion E(u) sur P par� E(u)(;) = 1
E(u)(fs1; : : : ; sng) = u(s1) : : : u(sn):
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Cette fon
tion E(u) est un �el�ement de L2 (P), 
omme on peut le voir grâ
e �a l'�egalit�eZ
s1<���<sn

ju(s1) : : : u(sn)j2 ds1 : : : dsn =
1

n!

Z
R+

ju(s)j2 ds

qui implique

kE(u)k2 = ekuk
2

:

L'ensemble de tous les ve
teurs exponentiels est not�e simplement E , 
omme dans
le 
as �a temps dis
ret ; la notation pour les ve
teurs est en revan
he di��erente et
il n'y aura pas de risque de 
onfusion. Cet ensemble E est total dans L2 (P) et,
de plus, toute famille �nie de ve
teurs exponentiels E(u1); : : : ; E(un) asso
i�es �a des
fon
tions u1; : : : ; un deux �a deux distin
tes est une famille libre (voir par exemple
[Me2℄). Ces ve
teurs sont de plus parti
uli�erement fa
iles �a manier puisque, 
omme
nous le verrons 
i-dessous, les op�erateurs du 
al
ul d'Itô s'expriment simplement sur
E . Pour toutes 
es raisons, le domaine exponentiel est un domaine parti
uli�ement
pratique et utile.

L'ensemble J est le sous-espa
e de L2 (P) engendr�e par le ve
teur vide 
 et par
les ve
teurs j(v; u) d�e�nis, pour tous u; v dans L2(R+), par�

j(v; u)(;) = 0
j(v; u)(fs1; : : : ; sng) = v(sn) u(s1) : : : u(sn�1):

La relation E(u) = 
+j(u; u) implique que J 
ontient E ; l'espa
e J est don
 dense
dans �.

En�n, l'espa
e �a nombre de parti
ules �ni F est d�e�ni 
omme la somme alg�ebrique
des 
haos ; pour un ve
teur f de L2 (P) on a don
,

f 2 F , il existe N 2 N tel que f(�) = 0 si j�j � N:

Il est �evident, de par la d�e�nition de �, que F est un sous-ensemble dense de � et
qu'il est engendr�e par 
 et les ve
teurs de la forme u1 Æ : : : Æ un.

On peut voir que les ve
teurs exponentiels et ve
teurs j(v; u) v�eri�ent les re-
lations suivantes, au regard du 
al
ul d'Itô abstrait. Pour toute fon
tion u nous
noterons i
i 
omme dans la suite ut la fon
tion u 1l[0;t℄.

PtE(u) = E(ut)
DtE(u) = u(t)E(ut)

E(u) = 
 +

Z 1

0

u(t)E(ut) d�t:

Ptj(v; u) = j(vt; ut)
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Dtj(v; u) = v(t)E(ut)

j(v; u) =

Z 1

0

v(t)E(ut) d�t:

3.1.3 Espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1

Nous allons maintenant pr�esenter bri�evement l'analogue de 
e qui pr�e
�ede dans
le 
as d'un espa
e de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1.

Soit K un espa
e de Hilbert ; on en �xe une base hilbertienne (e�)�2� et on
suppose pour simpli�er les notations que � ne 
ontient pas l'indi
e z�ero. L'espa
e de
Fo
k de multipli
it�e K, que l'on note �K, est usuellement d�e�ni 
omme le 
ompl�et�e
de M

n2N
L2(R+ ;K)Æn:

En
ore une fois nous utilisons dire
tement la notation de Gui
hardet ; on observe
que L2(R+ ;K) est isomorphe �a L2(R+ � �) si l'on munit R+ � � du produit de la
mesure de Lebesgue et de la mesure de d�enombrement. Il est ensuite simple de voir
que �K s'identi�e �a L2(P�) o�u les �el�ements de P� sont les parties �nies de P�� ; un
�el�ement de �K est don
 une fon
tion de variable �, 
ette variable �etant maintenant
de la forme

f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g
o�u n 2 N , les sk sont deux �a deux distin
ts et appartiennent �a R+ et les �k appar-
tiennent �a �. Nous appliquerons en
ore la 
onvention que � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g
est impli
itement �e
rit de mani�ere �a 
e que s1 < : : : < sn. La 
ondition d'int�egrabilit�e
pour qu'une fon
tion f sur P� appartienne �a �K est maintenant la suivante :

X
n

X
�1;:::;�n2�

Z
s1<:::<sn

���f(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g)���2 ds1 : : : dsn < +1:

Les int�egrales d'Itô abstraites sont maintenant d�e�nies par rapport �a une famille
de 
ourbes ��

t , � 2 �, et on d�e�nit des op�erateurs de gradient adapt�e D�
t pour


haque � 2 �. Pour tout f de �K, on pose

Ptf(�) =

�
f(�) si � � [0; t℄� �
0 sinon,

D�
t f(�) =

�
f(� [ f(t; �)g) si � � [0; t℄� �

0 autrement.

Pour homog�en�eiser nos notations nous noterons parfoisD0
t l'op�erateur de proje
tion

adapt�ee Pt. Pour d�e�nir les int�egrales d'Itô abstraites on 
onsid�ere des familles
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(��
t )t�0 de ve
teurs de �K. Pour un pro
essus adapt�e (ft)t�0 de ve
teurs de �K,

l'int�egrale
R1
0

ft d�
�
t est d�e�nie pour 
haque i de � parZ 1

0

ft d�
�
t (�) =

�
fsn(� n (sn; �n)) si � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g ave
 �n = �

0 sinon,

et en parti
ulier toutes les int�egrales sont nulles sur l'ensemble vide. Nous noteronsR
ft d�

0
t l'int�egrale par rapport au temps

R
ft dt.

Tout ve
teur f de �K a alors une repr�esentation pr�evisible

f = f(;) +
X
�2�

Z 1

0

D�
t f d��

t

ave
 la formule d'isom�etrie

kfk2 = jf(;)j2 +
X
�2�

Z 1

0



D�
t f


2 dt:

Les ve
teurs exponentiels E(u), les j(v; u) et les ve
teurs �a nombre �ni de parti-

ules sont eux aussi d�e�nis de mani�ere analogue au 
as de l'espa
e de Fo
k simple � :
un ve
teur exponentiel est maintenant asso
i�e �a tout u de L2(R+ ;K) par

E(u)(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g) = u(s1; �1) � � �u(sn; �n);

on a un ensemble JK de ve
teurs j(v; u) d�e�nis pour v; u dans L2(R+ ;K) par

j(v; u) = 
 +
X
�2�

Z 1

0

v(s; �)E(us)d��
s ;

et le domaine �a nombre �ni de parti
ules est engendr�e par 
 et par les ve
teurs de
la forme

u1 Æ : : : un
pour u1; : : : ; un dans L2(R+ ;K).

3.2 D�e�nition de l'int�egration sto
hastique quan-

tique

3.2.1 Int�egration sto
hastique quantique sur l'espa
e de Fo
k

simple

Il existe plusieurs d�e�nitions des int�egrales sto
hastiques quantiques. Ces d�e�ni-
tions di��erent surtout par leur domaine de validit�e et le 
ara
t�ere plus ou moins
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expli
ite de l'expression de l'a
tion des int�egrales. Nous n'aurons pas besoin du
domaine de d�e�nition maximal qu'o�re la d�e�nition de Attal et Lindsay (dans
[A-L℄) ; nous nous 
ontenterons don
 de donner la d�e�nition des int�egrales au sens
de Attal et Meyer (�enon
�ee �a l'origine dans [A-M℄), dont on sait qu'elle donne les
int�egrales restreintes de la th�eorie Attal-Lindsay, 
'est-�a-dire une restri
tion en un
sens pr�e
is des int�egrales les plus g�en�erales. Des expressions du type Attal-Lindsay
ou Hudson-Parthasarathy de l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique quantique nous
serviront dans la suite ; nous les �enon�
ons don
 
omme propri�et�es v�eri��ees par les
int�egrales du type Attal-Meyer. De plus, la th�eorie Attal-Meyer a le m�erite de
permettre une pr�esentation de l'int�egrale sto
hastique quantique intuitivement tr�es
pro
he du 
as dis
ret.

L'id�ee sous-ja
ente �a la d�e�nition Attal-Meyer des int�egrales sto
hastiques quan-
tiques est la suivante : puisque les int�egrales sto
hastiques du type

R
Ht dat que nous

voulons d�e�nir doivent g�en�eraliser l'int�egrale sto
hastique 
lassique, une int�egrale
du type

R
Ht dat doit �etendre le 
as o�u Ht et dat sont des op�erateurs de multipli
a-

tion. Il est don
 naturel de 
onsid�erer que, dans une int�egrale
R
Ht dat, le pro
es-

sus int�egr�e (Ht)t�0 doit être adapt�e, 
'est-�a-dire, dans une premi�ere appro
he, agir

omme Ht 
 Id sur �t 
 �[t ; l'a

roissement dat ayant la propri�et�e d'agir 
omme
Id
 dat 
 Id dans �t 
 �[t;t+dt℄ 
 �[t+dt.

La propri�et�e de repr�esentation pr�evisible nous montre par ailleurs que �[t;t+dt℄

doit être vu 
omme engendr�e par 
 et d�t ; l'ensemble des op�erateurs sur C 2 �etant
de dimension 4, tout bruit 
onvenable dat peut être �e
rit �a partir des quatre bruits
fondamentaux da+t , da

�
t , da

Æ
t , da

�
t donn�es par le tableau suivant :

da+t 
 = d�t et da+t d�t = 0;
da�t 
 = 0 et da�t d�t = dt;
daÆt 
 = 0 et daÆt d�t = d�t;
da�t 
 = dt et da�t d�t = 0:

L'analogie que nous avons �evoqu�ee plus tôt, montrant que 
haque �[t;t+dt℄ 
orrespond
�a un T�fig de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, apparâ�t en
ore i
i : les a

roisse-
ments de la 
ourbe d'int�egration d�t 
orrespondent aux ve
teurs Xi du 
as dis
ret
et il est alors 
lair d'apr�es le tableau 
i-dessus, �a 
omparer ave
 (1.3.1), que les
op�erateurs di��erentiels da�

t 
orrespondent aux op�erateurs a�
i . Par analogie ave
 le


as dis
ret il est naturel d'appeler 
r�eation le bruit da+t , annihilation le bruit da�t
et 
onservation le bruit daÆt .

Remarquons en
ore que l'a
tion de da�t 
orrespond �a une simple multipli
ation
par dt ; on n'a don
, d'apr�es 
e qui pr�e
�ede, besoin de 
onsid�erer des int�egrales que
par rapport aux trois bruits quantiques da�

t, � = +;�; Æ, et par rapport au temps.

On obtient les �equations Attal-Meyer pour les int�egrales par rapport �a 
es trois
bruits v�eriablement quantiques da�, � = +;�; Æ, en 
onsid�erant l'a
tion d'une famille



Cal
ul sto
hastique quantique sur les espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu 73

d'int�egrales du typeHt =
R t

0
H�

s da
�
s sur un ve
teur f = f(;)
+R Dsf d�s de �. Tout

d'abord, puisque Ht doit être t-adapt�e, Htf est d�etermin�e par Htft. Par ailleurs,
une telle int�egrale doit satisfaire �a une relation de type Itô :

d(Htft) = dHt ft +Ht dft + dHt dft:

En d�eveloppant en dHt = H�
t da

�
t, dft = Dft d�t et en utilisant le fait que da�t doit

agir uniquement sur �[t;t+dt℄ on arrive �a une �equation du type

Htft = H0 f(;)
 +

Z t

0

HsDsf d�s +

8>>><
>>>:

R t

0
H+

s Psf d�s si � = +R t

0
HÆ

s Dsf d�s si � = ÆR t

0
H�

s Dsf ds si � = �R t

0
H�

s Psf ds si � = �
(3.2.1)

On en vient ainsi �a d�e�nir une int�egrale au travers d'une esp�e
e d'�equation
di��erentielle v�eri��ee par la fon
tion

R t

0
H�

s da
�
s de t. Avant d'aller plus loin, nous

devons pr�e
iser le sens �a donner �a l'adaptation d'un op�erateur de � ; on peut garder
l'id�ee que, 
omme dans le 
as dis
ret, un op�erateur t-adapt�e est un op�erateur H qui
s'�e
rit sous la forme

H 
 Id

dans �t 
 �[t. Cependant, dans 
e 
adre �a temps 
ontinu, travailler ave
 des in-
tervalles de temps born�e ne suÆt pas �a lever les diÆ
ult�es d'ordre analytique et
une telle d�e�nition de l'adaptation est trop restri
tive. Nous 
hoisissons don
 une
d�e�nition plus alg�ebrique, �a rappro
her du Lemme 1.3.3

D�e�nition 3.2.1 Soit t � 0. Un op�erateur H sur � est dit t-adapt�e si et seulement
si

� le domaine de H est stable par Pt et par Du pour presque tout u � t,
� on a �

H Pt = PtH
HDu = DuH

sur le domaine de H:

Un pro
essus (Ht)t�0 d'op�erateurs, 
'est-�a-dire une famille index�ee par t d'op�erateurs,
est dit adapt�e si pour tout t, l'op�erateur Ht est t-adapt�e.

Notons au passage que nous n'avons pas fait d'hypoth�ese de mesurabilit�e sur les
pro
essus d'op�erateurs. Les hypoth�eses dont nous aurons besoin seront impli
ites
dans la d�e�nition des int�egrales sto
hastiques quantiques, et nous ne parlerons de
pro
essus d'op�erateurs que pour les int�egrer.

Ce
i nous permet de d�e�nir les int�egrales sto
hastiques quantiques ; la d�e�nition
de l'arti
le d'Attal et Meyer 
on
erne en fait le pro
essus (

R t

0
H�

s da
�
s)t�0. On peut


ependant adapter 
ette d�e�nition pour d�e�nir une int�egrale isol�ee :

H = � Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s
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en la 
ara
t�erisant par le fait qu'elle doit satisfaire, pour tout t, une �equation du
type (3.2.1).

D�e�nition 3.2.2 (D�e�nition de l'int�egrale sto
hastique [A-M℄) Soient trois
pro
essus adapt�es d'op�erateurs (H+

t )t�0, (H
+
t )t�0, (H

+
t )t�0. L'int�egrale

� Id+

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

est d�e�nie 
omme l'op�erateur H maximal parmi 
eux qui, si on note (Ht)t�0 le
pro
essus (PtHPt)t�0, v�eri�ent l'�equation

Hf = �f(;) +
Z 1

0

HsDsf d�s +

Z 1

0

H+
s Psf d�s +

Z 1

0

H�
s Dsf ds+

Z 1

0

HÆ
sDsf d�s:

(3.2.2)

Par \v�eri�e l'�equation (3.2.2)" nous entendons qu'un ve
teur f est dans le domaine
de H si et seulement si toutes les 
onditions naturelles de domaine sont v�eri��ees,
les int�egrandes sont Itô-int�egrables ou int�egrables par rapport au temps suivant les

as, et l'�equation est valide.

On peut d�e�nir une int�egrale

� Id +

Z t

0

H+
s da+s +

Z t

0

H�
s da�s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s


omme l'int�egrale des pro
essus (H�
s 1l[0;t℄(s))s�0. On observe que pour presque tout

t, 
ette int�egrale est un op�erateur t-adapt�e qui 
o��n
ide sur �t ave
 Ht. On notera
don
 Ht l'int�egrale arrêt�ee au temps t ; malgr�e 
e 
hangement de notation l'�equation
(3.2.2) reste in
hang�ee. Remarquons par ailleurs qu'il n'est pas �evident qu'il existe
toujours une solution �a une �equation (3.2.2) ; l'existen
e g�en�erale de telles solutions
est justi��ee par la th�eorie Attal-Lindsay.

Une int�egrale par rapport au temps
R
H�

s dt (en
ore not�ee
R1
0

H�
s da

�
s ) est d�e�nie

suivant un pro
�ed�e pro
he de la m�ethode que nous avons appliqu�ee dans le 
as
dis
ret :

R t

0
H�

s da
�
s a pour domaine l'ensemble des f tels queZ

P

�Z 1

0

��H�
t f(�)

�� dt�2

d� < +1;

et s'exprime par Z 1

0

H�
s dt f(�) =

Z 1

0

�
H�

s f(�)
�
ds:

On peut voir alors qu'une int�egrale sto
hastique

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z 1

0

H�
s da�s
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v�eri�e en
ore l'�equation du type Attal-Meyer

HtPtf = �f(;) +
Z t

0

HsDsf d�s +

Z t

0

H+
s Psf d�s

+

Z t

0

H�
s Dsf ds+

Z t

0

HÆ
sDsf d�s +

Z t

0

H�
s Psf ds

sugg�er�ee par notre appro
he heuristique, o�u 
omme pr�e
�edemment Ht est l'int�egrale
du pro
essus arrêt�e au temps t. Dans la suite, nous 
onsid�ererons, lorsqu'il le fau-
dra, des int�egrales

R
Ht dt ; 
ependant, lorsque nous 
her
herons, dans le 
hapitre

5, des repr�esentations int�egrales d'op�erateurs, nous ne nous int�eresserons qu'�a des
int�egrales ne faisant pas intervenir d'int�egrale par rapport au temps. Il est im-
portant de 
omprendre pourquoi : dans 
e 
hapitre nous nous 
her
herons des
repr�esentations int�egrales �a un op�erateur. Or, lorsque l'on 
her
he �a repr�esenter
un op�erateur H en int�egrale sto
hastique quantique, seule une repr�esentation du
type

H = � Id +

Z
H+

s da+s +

Z
H�

s da�s +

Z
HÆ

s da
Æ
s

pr�esente un int�erêt ; en e�et, la situation est 
omparable au 
as o�u l'on 
onsid�ere
un pro
essus de variables al�eatoires 
lassiques : 
omme dans 
e 
as-l�a, on n'a pas
uni
it�e d'une repr�esentation faisant intervenir une int�egrale par rapport au temps,
et une telle repr�esentation ne donne pas la repr�esentation pr�evisible de la variable
al�eatoire ni ne permet de retrouver le pro
essus de martingale asso
i�e. Ave
 une
repr�esentation en int�egrale par rapport aux seuls bruits quantiques da+, da�, daÆ,
on sait que si H se repr�esente en int�egrales sto
hastiques quantiques, alors

PtHPt = PtHt = HtPt (3.2.3)

o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t.
Notons que si, en revan
he, on 
her
he �a repr�esenter un pro
essus d'op�erateurs

(Ht)t�0, il est int�eressant et même a priori n�e
essaire de 
her
her une repr�esentation
sous la forme

Ht = � Id +

Z t

0

H+
s da+s +

Z t

0

H�
s da�s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z t

0

H�
s da�s :

Exemples
� Les op�erateurs 
lassiques des espa
es de Fo
k a+f , a

�
f , pour f 2 L2(R+),

apparaissent i
i 
ommeZ 1

0

f(s) da+s ;

Z 1

0

f(s) da�s :
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On distingue en parti
ulier les op�erateurs a+t , a
�
t ainsi que aÆt , qui sontZ 1

0

da+s ;

Z 1

0

da�s ;
Z 1

0

daÆs

respe
tivement.
� Dans 
e 
adre �a temps 
ontinu, 
e sont les �equations de stru
ture (voir [A-E℄)
qui distinguent les interpr�etations probabilistes. En e�et, toute martingale
normale (Xt)t�0 v�eri�e une �equation d[X;X℄t = dt +  t dXt. L'op�erateur de
multipli
ation par un �el�ement f de � s'�e
rit alors dans l'interpr�etation pro-
babiliste asso
i�ee �a (Xt)t�0

f(;) +
Z 1

0

MDtf(da
+
t + da�t ) +

Z 1

0

MDtfM t da
Æ
t ;

o�u MDtf est l'op�erateur de multipli
ation par Dtf (voir [At2℄ ou [At5℄).
En parti
ulier, l'op�erateur de multipli
ation par Xt s'�e
rit

a+t + a�t +

Z t

0

 s da
Æ
s: (3.2.4)

� Si les quatre pro
essus adapt�es (H�
t )t�0, � = +; Æ;�;�, sont d�e�nis sur E et

sont tels que, pour tout u 2 L2(R+),Z 1

0



H+
s E(u)



2+ju(s)j

H�
s E(u)



+ju(s)j2 kHÆ
sE(u)k2+



H�
s E(u)



 ds < +1;

(3.2.5)
alors l'int�egraleZ 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s +

Z 1

0

H�
s ds

est bien d�e�nie sur E(L2(R+)) et v�eri�e pour tous u, v dans L2(R+)

hE(u); HE(v)i =

Z 1

0

�
u(s)hE(u); H+

s E(v)i+ v(s)hE(u); H�
s E(v)i (3.2.6)

+u(s)v(s)hE(u); HÆ
sE(v)i+ hE(u); H�

s E(v)i
�
ds:

Cette �equation est l'�equation d�e�nissant l'int�egrale (sans possibilit�e d'aller au-
del�a du domaine exponentiel) dans la d�e�nition de Hudson et Parthasarathy
(dans l'arti
le fondateur [H-P℄) des int�egrales sto
hastiques quantiques.

� SoitH une int�egrale sto
hastique quantique v�eri�ant les 
onditions de l'exemple
pr�e
�edent, et telle que H� peut aussi s'�e
rire 
omme une telle int�egrale. Alors

es deux int�egrales peuvent être �etendues partout o�u le terme de droite est bien
d�e�ni (
'est-�a-dire l�a o�u les 
onditions naturelles de domaine et d'int�egrabilit�e
sont v�eri��ees). Voir �a 
e sujet [A-M℄.
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� Si l'on 
onsid�ere quatre pro
essus adapt�es (H�
t )t�0 d'op�erateurs born�es sur �

dont les normes v�eri�ent les 
onditions8>>><
>>>:

t 7! 

H�
t



 est de 
arr�e int�egrable,

t 7! 

HÆ
t



 est essentiellement born�e

t 7! 

H�
t



 est int�egrable,

(3.2.7)

alors l'int�egraleZ 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s +

Z 1

0

H�
s ds

est d�e�nie sur tout E . On note S 0 l'ensemble des int�egrales sto
hastiques
v�eri�ant les 
onditions (3.2.7) 
i-dessus ; on note par ailleurs S les int�egrales
appartenant �a S 0 et qui sont de sur
rô�t des op�erateurs born�es. D'apr�es la
remarque pr�e
�edente la repr�esentation int�egrale d'un �el�ement de S s'�etend �a
tout �.

Les ensembles S et S 0 d�e�nis 
i-dessus ont �et�e �etudi�es par Attal dans [At3℄. Nous
en reparlerons �a propos de la formule d'Itô, apr�es la Proposition 3.2.5.

Nous avons �evoqu�e plus haut l'existen
e d'une autre th�eorie de l'int�egration
sto
hastique quantique, d�evelopp�ee par Attal et Lindsay ; 
ette th�eorie est bas�ee
sur une d�e�nition des int�egrales qui a pour point de d�epart les formules que nous
�enon�
ons dans la proposition suivante. Il est relativement simple de montrer que
les int�egrales que nous avons d�e�nies dans la D�e�nition 3.2.2 v�eri�ent 
es �equations
sur leur domaine de d�e�nition.

Proposition 3.2.3 (Formules Attal-Lindsay pour les int�egrales [A-L℄) Soit

H = � Id+

Z
H+

s da+s +

Z
H�

s da�s +

Z
HÆ

s da
Æ
s +

Z
H�

s da�s

une int�egrale sto
hastique quantique. Si un ve
teur f de � est dans le domaine de
H, alors pour tout � de P on a

Hf(�) = �f(;) +
X
s2�

HsQsD�(s
f(�s)) si � = + ou Æ

et

Hf(�) = �f(;) +
Z 1

0

HsQsD�(s
f(�s)) ds si � = � ou �;

o�u

Qs =

�
Ps si � = + ou �
Ds si � = � ou Æ
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et

�s) = � \ [0; s)

�(s = � \ (s;+1[

Ces formules pr�esentent le grand avantage d'être expli
ites, par opposition aux
formules (3.2.1), qui sont impli
ites au sens o�u on n'a pas d'�equation donnant l'ex-
pression de Hf , sinon faisant apparâ�tre �a nouveau H. Nous nous en servirons
bri�evement dans le 
hapitre 5.

Il y a deux questions naturelles 
on
ernant l'int�egrale sto
hastique quantique,
que nous n'avons pas en
ore �evoqu�ees : 
e sont les questions de l'existen
e et de
l'uni
it�e d'une telle repr�esentation pour un op�erateur donn�e. La question de l'uni
it�e
a �et�e trait�ee par Attal dans [At1℄ :

Proposition 3.2.4 ([At1℄) Soit H un op�erateur sur � qui peut s'�e
rire 
omme
une int�egrale

H = �Id+

Z 1

0

H+
t da

+
t +

Z 1

0

H�
t da

�
t +

Z 1

0

HÆ
t da

Æ
t ;

si les op�erateurs H�
t , � = +; Æ;�, sont fermables pour presque tout t, tout �, alors

H est nul si et seulement si presque tout op�erateur H�
t est nul.

Pour 
ette raison, lorsque nous parlerons de repr�esentations int�egrales sto
hastiques
quantiques d'op�erateurs, il sera impli
ite que les op�erateurs H�

t sont suppos�es fer-
mables.

La question de l'existen
e d'une repr�esentation int�egrale pour un op�erateur
donn�e a �et�e largement �etudi�ee, en parti
ulier dans les travaux de Parthasarathy
et Sinha (voir [P-S℄ ou [Me3℄), Attal ([At4℄, [At3℄), Coquio ([Co2℄) et pourtant
on ne 
onnâ�t que peu d'�el�ements de r�eponse. On sait que tout op�erateur n'est pas
repr�esentable : le 
ontre-exemple le plus 
lassique est dû �a Journ�e et 
on
erne une
famille d'op�erateurs 
ontra
tifs, 
e qui montre que la repr�esentabilit�e ne d�epend pas
simplement de questions de domaine (voir [J-M℄ ; un autre 
ontre-exemple, qui est
aussi un op�erateur born�e, est d�e
rit dans [Me3℄) et nous le pr�esenterons dans la se
-
tion 5.2.1. On a d�egag�e des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�e, en parti
ulier
au sujet de la r�egularit�e des traje
toires { nous reviendrons sur 
e point �a propos
du 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer { et on 
onnâ�t des 
lasses d'op�erateurs
repr�esentables, mais le foss�e entre les 
onditions n�e
essaires et les 
onditions suf-
�santes est en
ore large. Dans le 
hapitre 5 nous d�e
rirons une 
ara
t�erisation
des op�erateurs repr�esentables parmi deux 
lasses fondamentales d'op�erateurs : les
op�erateurs de se
onde quanti�
ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle, que
nous d�e�nissons en (5.2.1) et (5.2.2).

L'int�egrale sto
hastique usurperait gravement son nom si n'y �etait asso
i�e une
formule, que l'on aura pro�t �a appeler formule d'Itô, qui permet d'exprimer le
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produit de deux int�egrales, sous forme d'int�egrale. L'appro
he heuristique du style
Attal-Meyer permet de retrouver la forme que doit prendre la formule d'Itô de

omposition des int�egrales sto
hastiques quantiques �a partir des formules informelles
de 
omposition

da�t da
+
t = dt

da�t da
Æ
t = da�t

daÆt da
+
t = da+t

daÆt da
Æ
t = daÆt

et d'un raisonnement qui revient �a retrans
rire notre preuve du 
as dis
ret ; les
interversions d'int�egrales sont bien sûr extrêmement non justi�ables. On pourra

ommen
er �a 
omparer la formule de 
omposition (3.2.8) et la table qui lui est
asso
i�ee (3.2.9) �a leurs analogues �a temps dis
ret (1.3.7) et (1.3.8).

Nous nous autorisons �a nouveau des hypoth�eses de domaine on ne peut plus
larges, et n'�e
rivons la 
omposition que pour le produit de deux int�egrales, 
ha
une
par rapport �a un seul bruit, 
e
i dans un sou
i de lisibilit�e.

Proposition 3.2.5 (Formule d'Itô quantique, [A-M℄) Soient

H =

Z 1

0

H�
tda

�
t et K =

Z 1

0

K�
t da

�
t

deux int�egrales sto
hastiques quantiques d�e�nies sur � tout entier. Alors la 
ompo-
sition HK peut s'�e
rire

HK =

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
t Kt da

�
t +

Z 1

0

H�
t K

�
t da

�:�
t (3.2.8)

o�u da�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a� 0
Æ 0 aÆ a+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

(3.2.9)

Exemple
On revient sur le 
as de l'ensemble S 
it�e plus haut : tout �el�ement de S entre dans

le domaine d'appli
ation de la proposition pr�e
�edente et il est fa
ile de 
onstater �a
partir de la formule d'Itô (3.2.9) que la 
omposition de deux �el�ements de S donne un
�el�ement de S. L'ensemble S est don
 une sous-alg�ebre de l'ensemble des op�erateurs
born�es de �, appel�ee alg�ebre des semimartingales r�eguli�eres. Elles ont �et�e introduites
par Attal dans [At3℄.
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Retour sur les bruits quantiques
Nous avons utilis�e des arguments informels, fond�es sur la propri�et�e de repr�esenta-

tion 
haotique, pour aÆrmer qu'il n'existe que trois bruits quantiques int�eressants,
tous les autres pouvant s'y ramener ; Coquio a pr�e
is�e 
ette appro
he en montrant
rigoureusement (dans [Co1℄) que, si une famille (Mt)t�0 d'op�erateurs d�e�nis sur E
et ayant un adjoint sur E , a la propri�et�e que, pour presque tous s < t on ait l'�egalit�e

(Mt �Ms) E(u) = E(us)
Ks;tE(ut � us)
 E(u� us) 8 u 2 L2(R+)

pour un 
ertain op�erateur Ks;t sur E(L2([s; t℄)), alors il existe une fon
tion a sur
R+ , deux fon
tions f; g dans L2lo
(R+) et une fon
tion k dans L1(R+) telles que

Mt = a(t)Id +

Z t

0

f(s) da+s +

Z t

0

g(s) da�s +

Z t

0

k(s) daÆs:

3.2.2 Le 
as de la multipli
it�e sup�erieure �a 1

Si l'on veut d�e�nir une int�egration sto
hastique quantique sur un espa
e de Fo
k
de multipli
it�e sup�erieure �a 1, il faut prendre en 
ompte des int�egrales sto
hastiques
d'op�erateurs par rapport �a une famille de bruits quantiques da�;�t pour �; � dans
� [ f0g. On notera da0;0t la di��erentielle de temps dt Id ; les bruits da0;�t , da�;0t

et da�;�t repr�esenteront respe
tivement les op�erateurs de 
r�eation, annihilation et

onservation au point � 2 �, les autres bruits da�;�t pour � 6= � repr�esentant les
op�erateurs d'�e
hange.

On d�e�nit l'int�egrale

� Id +
X

�;�2L[f0g
(�;�)6=(0;0)

Z 1

0

H�;�
s da�;�s


omme pr�e
�edemment mais on restreint son domaine de d�e�nition aux ve
teurs f
de �(K) dont seules un nombre �ni de 
oordonn�ees sont non nulles ; autrement dit,
les ve
teurs f tels qu'il existe F � � de 
ardinal �ni tel que

f(�) = 0 si � 6� N � (F [ f0g):
La d�e�nition de l'int�egrale se fait alors exa
tement 
omme dans le 
as de l'espa
e

de Fo
k de multipli
it�e 1 : 
'est l'op�erateur maximal v�eri�ant

Hf = �f(;) +
X
�2�

Z 1

0

HsD
�
s f d�

�
s +

X
�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

Z 1

0

H�;�
s D�

s f d�
�
s (3.2.10)

o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t, qui 
o��n
ide ave
 PtHPt sur �t. Les 
ondi-
tions que nous sous-entendons en disant que l'�equation est v�eri��ee sont en
ore
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les 
onditions naturelles de domaine et de validit�e de l'�equation. Les 
onditions
d'int�egrabilit�e des pro
essus deviennent

Z 1
0

X
�2�



HsD
�
s f


2 ds+ Z 1

0

X
�2�



 X
�2�[f0g

H�;�
s D�

s f


2 ds+ Z 1

0

X
�2�



H0;�
s



 ds:

Cette d�e�nition 
orrespond �a 
elle de l'espa
e de Fo
k de multipli
it�e un si � est

onstitu�e d'un unique �el�ement.

On ajoute �a 
es int�egrales une int�egrale par rapport au temps, qui 
orres-
pond ave
 nos notations de 
onvention �a une int�egrale par rapport �a da0;0. On
peut remarquer que l'on a en
ore une formule (3.2.10) même si le 
ouple (�; �)
peut prendre la valeur (0; 0). Notons 
ependant que lorsque nous 
her
herons �a
repr�esenter un unique op�erateur et pas un pro
essus, nous ne nous int�eresserons
qu'aux repr�esentations ne faisant pas intervenir l'int�egration par rapport au temps :
nous ne 
onsid�ererons que les bruits da�;�s pour (�; �) 6= (0; 0) dans les repr�esentations
en int�egrales sto
hastiques quantiques.

La formule d'Itô donnant la 
omposition de deux int�egrales sto
hastiques quan-
tiques dans 
e 
adre prend une forme extrêmement 
ompa
te ave
 nos notations :

Proposition 3.2.6 Soient

H =
X

�;�2�[f0g

Z 1
0

H�;�
s da�;�s et K =

X
�;�2�[f0g

Z 1
0

K�;�
s da�;�s

deux int�egrales sto
hastiques quantiques d�e�nies sur �(K) tout entier. Alors le pro-
duit HK s'�e
rit

HK =
X

�;�2�[f0g

�Z 1
0

HsK
�;�
s da�;�s +

Z 1
0

H�;�
s Ksda

�;�

�

+
X

�;�2�[f0g

X
�2�

Z 1
0

H�;�
s K�;�

s da�;�:

La formule d'Itô se d�eduit de la formule de 
omposition des bruits

da�;� da�;� = Æ̂�;� da
�;�

o�u le delta d'Evans Æ̂�;� est donn�e par

Æ̂�;� =

�
1 si � = � et (�; �) 6= (0; 0)
0 sinon.
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Exemple et retour sur l'arti
le [AP2℄
Nous avons donn�e dans la partie 3.2.1, page 76, la repr�esentation int�egrale des

op�erateurs de multipli
ation dans une interpr�etation probabiliste asso
i�ee �a une
martingale (Xt)t�0, qui d�epend de l'�equation de stru
ture v�eri��ee par X. En multi-
pli
it�e sup�erieure, on a aussi des �equations de stru
ture : toute martingale (Xt)t�0
v�eri�e un syst�eme d'�equations

d[X i
t ; X

j
t ℄ = Æi;j dt+

NX
k=1

T i;j
k (s) dXk

t (3.2.11)

(nous nous bornons aux 
as de multipli
it�e �nie) o�u 
haque T i;j
k (s) est un pro-


essus pr�evisible tel que pour presque tous (s; !),
�
T i;j
k (s; !)

�
i;j;k

est doublement

sym�etrique, 
'est-�a-dire qu'il poss�ede les propri�et�es suivantes :
� (i; j; k) 7! T i;j

k (s; !) est sym�etrique

� (i; j; l;m) 7! T i;j
k (s; !)T l;m

k (s; !) est sym�etrique.

Restreignons-nous au 
as o�u les pro
essus T i;j
k sont 
onstants et d�eterministes.

Alors l'op�erateur de multipli
ation par Xk
t dans 
ette interpr�etation probabiliste est

donn�ee (voir [At2℄) par

a0;kt + ak;0t +
NX

i;j=1

T i;j
k ai;jt : (3.2.12)

Il est rappel�e dans [AP2℄, Proposition 12, qu'une martingale normale admettant

omme i
i une �equation de stru
ture �a 
oeÆ
ients 
onstants (Xt)t�0 a la même loi
qu'un pro
essus

Wt +
X
s2�

(N s
t � ksk�2t ) s

o�u � est une famille orthogonale de ve
teurs de RN , 
haque (N s
t )t�0 est un pro
essus

de Poisson d'intensit�e ksk�2 et (Wt)t�0 est un mouvement brownien dans �? si et
seulement si elle v�eri�e une �equation de stru
ture (3.2.11) �a 
oeÆ
ients 
onstants.

La repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multipli
ation par une telle mar-
tingale nous permet, dans [AP2℄, d'observer la 
onvergen
e de mar
hes al�eatoires

onvenablement normalis�ees vers des pro
essus qui s'�e
rivent de la mani�ere d�e
rite

i-dessus, au sens de la 
onvergen
e des op�erateurs de multipli
ation. On peut
ainsi d�eterminer la stru
ture exa
te du pro
essus limite en fon
tion de la forme
de l'�equation de stru
ture dis
r�ete.

3.3 Repr�esentations en noyaux deMaassen-Meyer

Les objets d�e�nis dans 
ette se
tion n'apparâ�tront presque plus dans la suite ;
nous ne les introduisons i
i que par
e que nous avons abondamment utilis�e les
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repr�esentations en noyaux dans le 
as du temps dis
ret et par
e que nos pro
�ed�es
d'approximation 
oupl�es �a nos formules de repr�esentations en noyaux nous per-
mettent de retrouver un r�esultat int�eressant �a 
e sujet.

On peut arriver �a une d�e�nition naturelle de 
es noyaux par des manipulations
du même type que 
elles que nous avons e�e
tu�ees dans le 
hapitre 3 : pour une
fon
tion

k : P � P � P ! C , un 
al
ul formel de

H =

Z
A;B;C2P

k(A;B;C) da+Aa
Æ
Ba

�
C

Z
M2P

f(M) d�M

aboutit �a l'expression suivante : pour tout f dans le domaine de H, pour presque
tout � dans P,

Hf(�) =
X

U+V+W=�

Z
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N) dN: (3.3.1)

Maassen a, le premier, 
onsid�er�e des op�erateurs d�e�nis par 
e type de relations dans
[Ma1℄ pour r�esoudre des �equations di��erentielles sto
hastiques quantiques : en e�et,
une �e
riture en noyau est un outil naturel pour la r�esolution d'une telle �equation.
Maassen s'autorisait des hypoth�eses assez larges sur le noyau k et les ve
teurs f
sur lesquels il op�ere ; Belavkin et Lindsay ont donn�e une d�e�nition plus g�en�erale,
leur appro
he 
onsistant �a 
her
her des 
onditions, �a partir d'estimations �nes des
int�egrales

R
g(�)Hf(�) d�, pour que la formule (3.3.1) d�e�nisse bien un op�erateur

sur des sous-ensembles de �. Nous ne d�evelopperons pas leurs r�esultats et dirons
simplement que l'op�erateur asso
i�e au noyau k a pour domaine l'ensemble des f
tels que pour tout � les int�egrales qui apparaissent dans (3.3.1) sont bien d�e�nies
et que (3.3.1) d�e�nisse bien un �el�ement de L2 (P).

Nous devons mentionner le fait que Belavkin et Lindsay font intervenir de
mani�ere importante la transform�ee que nous avons utilis�ee :

k0(�; �; 
) =
X
���

k(�; �; 
):

La raison d'être de 
ette transform�ee est la même que dans le 
adre dis
ret (voir
(2.1.17)) : si un op�erateur peut s'�e
rire

K =

Z
�;


k0(�; 
) jd��ihd�
j (3.3.2)

alors on tire une repr�esentation en noyau formelle du fait que

jd��ihd�
j = da+� P0 da
�

 (3.3.3)
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et que

P0 = Id +

Z
�2P

(�1)j�jdaÆ�:

Les situations 
onnues o�u la repr�esentation en noyau prend un sens 
omme s�erie
d'int�egrales it�er�ees d�e
oulent des 
as o�u on peut donner un sens �a l'�e
riture (3.3.2) ;
la premi�ere de 
es situations est l'�etude de Attal dans [At4℄ du 
as des op�erateurs
de Hilbert-S
hmidt (une �e
riture sous forme d'op�erateur de Hilbert-S
hmidt n'est
rien d'autre qu'une d�e
omposition (3.3.2) en un sens rigoureux) dans laquelle il
trouve un pro
�ed�e it�eratif donnant l'�e
riture de K 
omme une somme d'int�egrales
it�er�ees d'ordres 
roissant et d'un terme qui disparâ�t �a la limite. Ce pro
�ed�e it�eratif
provient en fait simplement de l'�equation P0 = Id� R1

0
P0 da

Æ
s.

La se
onde situation est en fait tr�es semblable �a la premi�ere : 
'est 
elle d'une
appro
he \bruit blan
" o�u l'exigen
e analytique est assouplie : on n'exige plus que
(3.3.2) ait un sens dans � mais depuis l'un de ses sous-espa
es sur son espa
e dual :
voir par exemple Ji et Obata, [J-O℄.

Dans les deux 
as les formules sont les mêmes que 
elles que l'on obtient formel-
lement en substituant (3.3.3) dans (3.3.2).

A propos des travaux de Belavkin et Lindsay on peut noter que, sa
hant d'un
op�erateur qu'il peut s'�e
rire 
omme op�erateur �a noyau (d'a
tion donn�ee par (3.3.1))
ave
 un noyau k lo
alement int�egrable par rapport �a ses trois variables, ils obtiennent
(dans [B-L℄, Proposition 3.3) une expression de 
e noyau : dans notre langage,

k0(�; �; 
) = lim
Æ!0

1

Æj�jÆj�jÆj
j
h��[� ; K��[
i;

o�u par exemple j�j repr�esente le 
ardinal de � et ��[� est (�t1+Æ � �t1) : : : (�tn+Æ �
�tn), les [ti; ti+ Æ℄ �etant j�j+ j�j intervalles 
ontenant exa
tement un point de �[�

ha
un.

On pourra retrouver imm�ediatement 
ette expression �a partir de notre formule
(2.1.15) et du pro
�ed�e d'approximation que nous d�e
rirons dans la se
tion 5, ap-
pliqu�e aux op�erateurs �a noyau.
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Approximations dis
r�etes du


al
ul sto
hastique quantique

Dans 
e 
hapitre, nous pr�esentons la te
hnique d'approximation du 
al
ul sto-

hastique quantique �a temps 
ontinu par son analogue �a temps dis
ret.

Dans la se
tion 4.1, nous pr�esentons la m�ethode d�e�nie par Attal, qui permet de
reproduire l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme sous-espa
e de �, ave
 de pre-
miers r�esultats de 
onvergen
e. Nous soulignons ensuite 
e qui semble une di��eren
e
majeure entre les 
al
uls sto
hastiques �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu : la
di��eren
e entre tables d'Itô, puis expliquons pourquoi 
ette di��eren
e devrait dis-
parâ�tre dans les passages �a la limite.

Pour appliquer les r�esultats que nous avons obtenus dans le 
as dis
ret, nous
aurons besoin de savoir 
al
uler eÆ
a
ement les approximations d'objets vivant sur
� : nous d�e
rivons don
 dans la se
tion 4.2 les relations entre op�erateurs du 
al
ul
d'Itô abstrait �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu, puis les proje
tions d'int�egrales
sto
hastiques de � �e
rites 
omme int�egrales �a temps dis
ret, et en�n les proje
tions
d'op�erateurs �a noyau.

Dans la se
tion 4.3 nous montrerons que la di��eren
e entre les deux formules
d'Itô n'est en au
un 
as une obstru
tion �a l'utilisation de T� 
omme outil d'ap-
proximation du 
al
ul sto
hastique quantique sur �. Nous donnerons en e�et une
preuve de la formule d'Itô �a temps 
ontinu utilisant ex
lusivement notre m�ethode
d'approximation et le 
al
ul sto
hastique �a temps dis
ret.

85
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4.1 L'approximation de Attal

4.1.1 Approximation de l'espa
e de Fo
k simple

La m�ethode d'approximation que nous d�e�nissons i
i est un outil fondamental
pour le reste de 
ette th�ese : hormis au 
hapitre 5, elle sera utilis�ee en permanen
e.
Les id�ees sous-ja
entes sont simples : il s'agit simplement de 
onsid�erer un a

rois-
sement in�nit�esimal de ve
teurs d�t 
omme la limite d'un Xi, un a

roissement
in�nit�esimal d'op�erateurs da�t 
omme la limite d'un a�i , et tout 
ela en utilisant les
normalisations ad�equates. Remarquons qu'il n'a �et�e possible d'arriver �a une intui-
tion aussi simple que grâ
e au formalisme parti
uli�erement parlant du 
al
ul d'Itô
abstrait.

Ce que nous pr�esentons dans 
ette se
tion provient, ave
 quelques modi�
ations,
de l'arti
le d'Attal [At7℄.

Soit S = f0 = t0 < t1 < : : :g une subdivision de R+ (nous entendons par l�a
que la subdivision est non born�ee : la suite (tn)n�0 diverge vers l'in�ni) ; �a 
ette
subdivision on asso
ie une famille de ve
teurs en posant, pour tout i � 0 :

Xi =
�ti+1 � �tip

ti+1�ti

et pour toute partie �nie A de N ,

XA = Xi1 
 : : :
Xin

si A = fi1 < : : : < ing est non vide, X; = 
,sinon. On remarque par ailleurs
que tout ve
teur Xi appartient �a �[ti;ti+1℄. Les XA 
onstituent alors une famille
orthornorm�ee de � et on note T�(S) l'espa
e ferm�e engendr�e par tous les XA,
A 2 P. Il est alors �evident que l'on a un isomorphisme expli
ite (tellement expli
ite
que nous utiliserons les mêmes notations), pour toute subdivision S, entre T�(S)
et T�.

On asso
ie de plus �a S les op�erateurs qui, pour tout i, s'�e
rivent dans le produit
�ti 
 �[ti;ti+1℄ 
 �[ti+1

a�i = Id
 a�ti+1 � a�tip
ti+1�ti

P (1) 
 Id

a+i = Id
 P (1)
a+ti+1 � a+tip
ti+1�ti


 Id

aÆi = Id
 P (1)(aÆti+1 � aÆti)P
(1) 
 Id;

o�u P (1) repr�esente la proje
tion sur le 
haos d'ordre 1 (rappelons que pour � =
+; Æ;� nous notons a�t =

R t

0
da�s).
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On peut alors v�eri�er que 
es op�erateurs stabilisent T�(S) et que l'isomorphisme
entre T�(S) et T� que nous avons �evoqu�e 
i-dessus envoie 
es op�erateurs a�

i sur les
op�erateurs a�

i de l'espa
eT�. On peut v�eri�er de sur
rô�t qu'en tant qu'op�erateurs
sur �, les op�erateurs a�

i sont born�es, de norme 1. Dans l'arti
le de Attal [At7℄, les
proje
tions P (1) sont absentes de la d�e�nition de a�i et aÆi ; les ajouter ne 
hange

ependant rien �a l'a
tion de 
es op�erateurs sur T�(S) don
 ne 
hangera rien aux
preuves des propri�et�es que nous �enon�
ons plus bas. En revan
he, 
ela a l'avantage
de faire des op�erateurs a�

i , vus 
omme op�erateurs sur �, des op�erateurs born�es.
On a don
 asso
i�e �a toute subdivision S de R+ un espa
e T�(S) et une famille

d'op�erateurs qui reproduisent dans � lui-même l'ensemble des stru
tures que nous
avons d�e�nies dans le 
hapitre 1. Le but avou�e de 
ette 
onstru
tion est �evidemment
de 
onstruire une approximation de � ; il nous faut don
 des r�esultats de 
onver-
gen
e. Notons pour 
ela ES l'op�erateur de proje
tion sur le sous-espa
e ferm�e T�(S)
de �. Alors on a la proposition suivante :

Proposition 4.1.1 ([At7℄)
� La famille de proje
tions ES asso
i�ee aux subdivisions S de R+ 
onverge for-

tement vers l'identit�e sur � lorsque le pas jSj de la subdivision tend vers z�ero.
� Pour tout t � 0, les op�erateursX

ijti�t

aÆi ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a

+
i ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

�
i


onvergent fortement sur E vers aÆt , a
+
t , a

�
t respe
tivement.

� De même, pour tout t � 0, les op�erateursX
ijti�t

aÆi ES ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a

+
i E S ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

�
i ES


onvergent fortement sur E vers aÆt , a
+
t , a

�
t respe
tivement.

On notera toujours dans la suite jSj le pas de la subdivision S.
On aura besoin d'expli
iter la proje
tion E S f d'un �el�ement f de �. Puisqu'il est

parti
uli�erement pratique de manipuler les int�egrales d'op�erateurs sur le domaine
exponentiel, nous d�e
rivons en exemple la proje
tion d'un ve
teur de 
e domaine.

Lemme 4.1.2 Soit f un ve
teur de � ; alors pour toute subdivision S de R+ , la
proje
tion ES f de f s'�e
rit

ES f =
X
A2P

E Sf(A)XA

ave


E Sf(A) =
1p

ti1+1�ti1 : : :
p
tin+1�tin

Z
[ti1 ;ti1+1℄�:::[tin ;tin+1℄

f(s1; : : : ; sn) ds1 : : : dsn:

si A = fi1; : : : ; ing est non vide,
�
E S f

�
(;) = f(;) sinon.
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Exemple
On 
onsid�ere un ve
teur exponentiel E(u) asso
i�e �a un ve
teur u de L2(R+).

Alors on peut v�eri�er grâ
e au Lemme 4.1.2 que la proje
tion ESE(u) de E(u) est
un ve
teur exponentiel e(~u) dans T� o�u ~u est l'�el�ement de l2(N) naturellement
asso
i�e �a u par la subdivision S : pour tout i de N on a

~u(i) =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

u(s) ds:

Il faut noter que ESE(u) n'est pas un ve
teur exponentiel dans � : en parti
ulier,
pour presque tout t de R+ ,

PtE(~u) = E(~ui)
�
1 + ~u(i)

�t � �tip
ti+1�ti

�
et DtE(~u) = ~u(i)p

ti+1�ti
E(~ui):

4.1.2 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure

�a 1

Dans le 
as d'un espa
e de Fo
k �(K) o�u K est un espa
e s�eparable dont une
base hilbertienne est index�ee par �, on asso
ie un sous-espa
e T�(S) de �(K) �a
toute subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de la mani�ere suivante : on d�e�nit pour
tout � dans �, pour tout i dans N un ve
teur

X�
i =

��
ti+1

� ��
ti

ti+1�ti

et �a toute partie A = f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g de P� (les ij �etant suppos�es deux �a
deux distin
ts), on asso
ie le ve
teur

XA = X�1
i1
: : :X�n

in :

Le sous-espa
e T�(S) de �(K) engendr�e par 
es ve
teurs XA s'identi�e alors �a
T�(K). On note E S l'op�erateur de proje
tion orthogonale sur T�(S) ; 
et op�erateur
s'exprime �a pr�esent, pour f dans �, A dans P� de la forme f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g,
par

E Sf(A) =
1p

ti1+1�ti1 : : :
p
tin+1�tin

Z ti1+1

ti1

Z tin+1

tin

f(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g) ds1 : : : dsn:

Pour tout � de �, tout i de N , on d�e�nit les op�erateurs

a�;0i = Id
 a�;0ti+1 � a�;0tip
ti+1�ti

P (1) 
 Id
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a0;�i = IdP (1) 
 a0;�ti+1 � a0;�tip
ti+1�ti


 Id

et pour tout 
ouple �, � de �,

a�;�
i = Id
 (a�;�

ti+1 � a�;�
ti )
 Id;

toutes 
es d�e
ompositions tensorielles �etant donn�ees dans �[0;ti℄
�[ti;ti+1℄
�[ti+1 (de

mani�ere similaire au 
as simple, a�;�
t d�esigne

R t

0
da�;�

s pour tous �; � dans � [ f0g).
Comme pr�e
�edemment on a alors

Proposition 4.1.3
� La famille de proje
tions ES asso
i�ees aux subdivisions S de R+ 
onverge

fortement vers l'identit�e sur �(K) lorsque le pas jSj de la subdivision tend
vers z�ero.

� Pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursX
ijti�t

a�;�
i ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

0;�
i ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

�;0
i


onvergent fortement sur E vers a�;�
t , a0;�t , a�;0

t respe
tivement.
� De même, pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursX

ijti�t

a�;�
i ES ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

0;�
i E S ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a

�;0
i ES


onvergent fortement sur E vers a�;�
t , a0;�t , a�;0

t respe
tivement.

C'est 
ette proposition qui nous permet dans [AP2℄ de montrer �a partir des repr�esen-
tations int�egrales des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es (voir (3.2.12) et (1.4.2))
que l'on a 
onvergen
e forte des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es �a des mar
hes
al�eatoires 
onvenablement normalis�ees vers des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es
�a des pro
essus qui s'�e
rivent 
omme une somme d'un brownien et de pro
essus de
Poisson 
omme en page 82.

4.1.3 Tables d'Itô �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu

Il semblait exister une obstru
tion �a 
e que l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret

onstitue un outil ad�equat pour appro
her le 
al
ul sto
hastique de l'espa
e �. Cette
obstru
tion r�esidait dans la di��eren
e des tables d'Itô. Rappelons 
es di��eren
es :
dans l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme dans 
elui �a temps 
ontinu il existe
une formule de 
omposition des int�egrales sto
hastiques, appel�ee formule d'Itô, qui
s'exprime parX

i�0

h�
ia

�
i

X
j�0

k�
j a

�
j =
X
i�0

h�
iki a

�
i +
X
i�0

hi k
�
i a

�
i +
X

i

h�
ik

�
i a

�:�
i
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o�u a�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

pour les int�egrales �a temps dis
ret, et pour les int�egrales �a temps 
ontinu parZ 1

0

H�
sda

�
s

Z 1

0

K�
s da

�
s =

Z 1

0

HsK
�
s da

�
s +

Z 1

0

H�
s Ks da

�
s +

Z 1

0

H�
s K

�
s da

�:�
s (4.1.1)

o�u a�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a� 0
Æ 0 aÆ a+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

Dans [At7℄, Attal proposait une expli
ation possible �a 
ette di��eren
e entre les
deux tables d'Itô (expli
ation d�ej�a �evoqu�ee informellement dans le livre de Meyer
[Me2℄), portant sur les di��eren
es de normalisation entre les di��erents bruits ; il
�etait 
ependant loin d'être �evident que 
ette expli
ation pouvait suÆre et que des
ph�enom�enes parasites ne pouvaient intervenir et perturber 
ette expli
ation. Ave

nos outils permettant d'expli
iter l'approximation d'une int�egrale, de 
al
uler sa
repr�esentation int�egrale puis d'e�e
tuer un passage �a la limite nous avons pu obtenir
une nouvelle preuve de la formule d'Itô dans le 
as du temps 
ontinu ; 
ette preuve
n'apporte �evidemment rien de nouveau mais montre que la di��eren
e entre les deux
tables d'Itô est loin d'être une obstru
tion �a l'utilisation de l'espa
e de Fo
k �a temps
dis
ret pour appro
her rigoureusement le 
al
ul sto
hastique quantique de T�.

Nous allons 
ommen
er, dans la se
tion suivante, par 
al
uler les repr�esentations
en int�egrales sto
hastiques sur T� d'approximations d'int�egrales sto
hastiques sur
� ou les repr�esentations en noyaux d'approximations d'op�erateurs �a noyau.

4.2 Les proje
tions d'int�egrales et de noyaux

Nous avons pr�esent�e dans la se
tion pr�e
�edente un moyen de re
onstruire �a
l'int�erieur de l'espa
e � toutes les stru
tures �a temps dis
ret que nous avons d�e�nies
dans le 
hapitre 1. Dans 
ette stru
ture dis
r�ete on a des 
rit�eres de repr�esentabilit�e
ainsi que des formules expli
ites, que 
e soit pour les repr�esentations en int�egrales
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sto
hastiques ou pour les repr�esentations en noyaux de Maassen-Meyer ; il est don

naturel de 
her
her �a utiliser 
es r�esultats en temps dis
ret pour �etudier les questions
de repr�esentabilit�e sur �.

Il faut tout d'abord �etudier les moyens d'appro
her les int�egrales et op�erateurs
�a noyau et de relier les repr�esentations �a temps 
ontinu aux repr�esentations �a temps
dis
ret. La r�ef�eren
e g�en�erale pour 
ette se
tion est l'arti
le [Pt3℄.

4.2.1 Relations de 
ommutation

Pour 
al
uler les repr�esentations en int�egrales �a temps dis
ret d'approximations
d'op�erateurs sur � nous aurons besoin, �a en juger par les formules (2.1.15), de
pouvoir exprimer l'a
tion de piES , diE S sur �, ou en
ore de 
al
uler l'approximation
d'un ve
teur de � en fon
tion de sa repr�esentation pr�evisible.

Lemme 4.2.1 (Lemme 2.1 de [Pt2℄) Soit S une partition de R+ . Pour tout f
de �, tout i de N on a les relations suivantes :

piES f = E SPtif;

diES f =
1p

ti+1�ti
ES

Z ti+1

ti

PtiDtfdt;

et

E S

Z 1

0

ftd�t =
1p

ti+1�ti

X
i�0

�
ES

Z ti+1

ti

Ptift dt
�
Xi:

4.2.2 Proje
tions d'int�egrales

On 
al
ule grâ
e aux relations du Lemme 4.2.1 et aux formules (2.1.15) la
repr�esentation int�egrale de la proje
tion ESHES d'une int�egrale

H =

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s:

Pour �eviter tout probl�eme de nature analytique, nous nous autorisons des hy-
poth�eses de domaine 
onfortables : les int�egrales 
onsid�er�ees sont suppos�ees v�eri�er
les hypoth�eses (HD) d�e
rites 
i-dessous ; remarquons que �0 est d�e�ni par :

+0 = � �0 = + Æ0 = Æ:
On 
onsid�ere alors l' hypoth�ese suivante :

(HD)

(
Les int�egrales

R1
0

H�
s da

� et
R1
0
(H�

s)
�da�0

sont d�e�nies sur E et ses images par les ES :
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Remarquons (
f. Remarque 3, se
tion I de [A-M℄) que 
ela implique, si l'on note
H l'int�egrale

R1
0

H�
s da

�
s, que l'int�egrale

R1
0
(H�

s)
�da�

0
est �egale �a H� sur E et toutes

ses proje
tions.

Il faut remarquer que 
ela implique aussi que les proje
tions ESHES , E SH�E S
sont d�e�nies sur tout fXA; A 2 Pg :

Lemme 4.2.2 Soit S une subdivision de R+ . L'ensemble des proje
tions E SE(u)
de ve
teurs exponentiels 
ontient la base fXA; A 2 PNg.

En e�et on voit d'apr�es la forme des proje
tions de ve
teurs exponentiels de � que
leurs proje
tions 
onstituent tout l'ensemble des ve
teurs exponentiels de T�. Il
suÆt alors de remarquer que, dans T�,

� l'exponentielle de la suite nulle est 
,
� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf le i-�eme, qui vaut
1, est 
 +Xi,

� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf les i et j-�emes, qui
valent 1, est


 +Xi +Xj +Xi;j

et ainsi de suite.

D'apr�es notre Th�eor�eme 2.2.1 l'op�erateur ESHES est don
 repr�esentable en
int�egrale sto
hastique quantique ; on peut 
al
uler les 
oeÆ
ients de la repr�esentation
grâ
e aux formules (2.2.5). Le Lemme 4.2.1 nous permet ainsi d'obtenir la proposi-
tion suivante :

Proposition 4.2.3 (Proposition 2.2 de [Pt2℄) Soit H =
R
H�

sda
�
s une int�egrale

sto
hastique quantique sur � qui v�eri�e l' hypoth�ese (HD). Alors ESHES admet
une repr�esentation en int�egrale sto
hastique quantique sur fXA; A 2 PNg au moins
et les 
oeÆ
ients h+i ; h

�
i ; h

Æ
i sont donn�es par

� pour � = +,

h+i ES =
1p

ti+1�ti
E S

Z ti+1

ti

PtiH
+
t dt

h�i ES = 0

hÆi ES =
1

ti+1�ti
ES

Z ti+1

ti

PtiH
+
t (a

+
t � a+ti )dt
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� pour � = �,

h+i ES = 0

h�i ES =
1p

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt

hÆi ES =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

Pti(a
�
t � a�ti )H

�
t dt

� pour � = Æ,

h+i ES = 0

h�i ES = 0

hÆi ES =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
Æ
t dt

o�u toutes les �egalit�es sont sur T�i et o�u toutes les int�egrales des termes de droite
sont des int�egrales fortes. Dans le 
as de � = Æ, l'int�egrale dis
r�ete est d�e�nie sur
le domaine exponentiel de T�.

Il apparâ�t deux ph�enom�enes surprenants : tout d'abord, il n'est pas �evident, même
ave
 les hypoth�eses 
i-dessus, que l'int�egrale dis
r�ete que l'on fait apparâ�tre 
omme
proje
tion de H soit d�e�nie sur le domaine exponentiel de T� lorsque l'on 
onsid�ere
les 
as � = + ou �. D�etaillons 
e point : on peut montrer (voir la longue remarque
apr�es la Proposition 2.2 dans [Pt2℄) que pour � = + par exemple, on a pour tout
E(u) 2 Domh,X

i�0

��h+i a+i E(u)(A)�� < +1 et
X
i�0

jhÆiaÆi E(u)(A)j < +1

pour tout A 2 P et X
A2P

���X
i�0

(h+i a
+
i + hÆia

Æ
i )E(u)(A)

���2 < +1: (4.2.1)

En revan
he, on ne peut aÆrmer que l'on aX
A2P

j
X
i�0

h+i a
+
i E(u)(A)j2 < +1 et

X
A2P

j
X
i�0

hÆi a
Æ
i E(u)(A)j2 < +1; (4.2.2)

la raison en est simplement que l'on ne peut d�eduire 
e type de propri�et�e que de
l'hypoth�ese que Z

P

Z 1

0

��H+
t Pte(~u) (�)

��2 d� dt < +1:
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Or pour ti � t < ti+1 on a

Pte(~u) = e(~ui) + ~u(i)
�t � �ti

ti+1�ti
(4.2.3)

qui est en
ore

e(~ui) +
~u(i)

ti+1�ti
(a+t � a+ti )e(~ui);


e qui implique (4.2.1) mais on n'a au
un moyen de s�eparer les deux termes pour
obtenir (4.2.1).

L'�egalit�e (4.2.3) est aussi la raison du se
ond ph�enom�ene a priori surprenant : la
proje
tion d'une int�egrale par rapport �a da+ ou da� peut faire apparâ�tre un terme
en aÆ. On s'attend �evidemment �a 
e que 
e terme tende vers z�ero ave
 le pas de la
subdivision S. Il faut 
ependant remarquer que l'on ne sait pas, 
omme on l'a fait
remarquer plus haut, si les int�egrales des projet�es sont d�e�nies au-del�a de fXA; A 2
Pg. On est don
 limit�e pour 
e qui est de prouver une quel
onque 
onvergen
e, même
faible. On peut par exemple remarquer que les images par un E S d'exponentielles
de fon
tions �a support 
ompa
t s'�e
rivent toujours 
omme 
ombinaisons lin�eaires
d'un nombre �ni de fXA; A 2 Pg.
Lemme 4.2.4 (Lemme 2.3 de [Pt2℄) Soit H =

R1
0

H�
s da

�
s une int�egrale satis-

faisant l'hypoth�ese (HD) ave
 � = + ou � ; alors l'int�egrale parasite
P

i�0
hÆi a

Æ
i qui

lui est asso
i�ee par la proposition 4.2.3 tend faiblement vers z�ero au sens o�u

hE(u); ES
X
i�0

hÆia
Æ
i ESE(v)i

tend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v de
L2(R+) �a supports 
ompa
ts.

Exemples
� La proje
tion d'un op�erateur a+ti+1 �a+ti par exemple donne bien

p
ti+1�ti a

+
i ;

en revan
he si l'on prend un t tel que ti < t < ti+1, la proje
tion de a+t � a+ti
est

ES (a+t � a+ti )E S =
t� tip
ti+1�ti

a+i :

� La proje
tion d'un op�erateur aÆt � aÆti pour ti � t < ti+1 est

E S (aÆt � aÆti)ES =
t� ti

ti+1 � ti
aÆi :

� La proje
tion d'un op�erateur
R tj
0
a+s da+s est de la forme

P
i<j

h+i a
+
i ave


h+i pi =
p
ti+1�ti

�X
j<i

p
tj+1�tj a

+
j

�
:
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� La proje
tion d'un op�erateur
R tj
0
a�s da

+
s est de la forme

P
i<j

h+i a
+
i +
P

i<j
hÆia

Æ
i

ave

h+i pi =

p
ti+1�ti

�X
j<i

p
tj+1�tj a�j

�
:

hÆi =
1

2
(ti+1�ti)Id:

4.2.3 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure

�a 1

Nous �enon�
ons i
i dans le 
as d'un espa
e de Fo
k ave
 espa
e de multipli
it�e K
les analogues de la Proposition 4.2.3 et du Lemme 4.2.4.

Proposition 4.2.5 Soit (�; �) un 
ouple d'�el�ements de � [ f0g di��erent de (0; 0)
et soit H =

R1
0

H�;�
t da�;�t une int�egrale sur T�(K). On suppose que

R1
0

H�;�
t da�;�t

et
R1
0
(H�;�

t )� da�;�t sont d�e�nies sur le domaine exponentiel et ses images par les
ES . Alors ESHES admet une repr�esentation en int�egrale sto
hastique quantique sur
fXA; A 2 PN;�g au moins et les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par

� pour �; � tous deux non nuls,

h�;�i E S =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
�;�
t dt

toutes les autres int�egrandes �etant nulles,
� pour � = 0,

h0;�i E S =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
0;�
t dt

h�;�i E S =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
0;�
t (a0;�t� a0;�ti)dt pour tout � dans �;

toutes les autres int�egrandes �etant nulles,
� pour � = 0,

h�;0i E S =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
�;0
t dt

h�;�i E S =
1

ti+1�tiES
Z ti+1

ti

Pti(a
�;0t� a�;0ti)H

�;0
t dt pour tout � dans �:

toutes les autres int�egrandes �etant nulles.

Comme pr�e
�edemment on peut montrer que les termes parasites disparaissent �a
la limite :
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Lemme 4.2.6 Soit H une int�egrale sto
hastique quantique sur T�(K) de la formeR1
0
H�;0

s da�;0s ave
 � 6= 0 (respe
tivement
R1
0
H�;�

s da0;�s ave
 � 6= 0). On suppose
que l'int�egrale H satisfait aux hypoth�eses de la Proposition 4.2.5 ; alors l'int�egrale
parasite

P
�2�

P
i�0

h�;�i a�;�i (respe
tivement
P

�2�

P
i�0

h�;�i a�;�i ) qui lui est asso
i�ee
par la Proposition 4.2.5 tend faiblement vers z�ero au sens o�uD

E(u); ES
X
�2�

X
i�0

h�;�i a�;�i ESE(v)
E

(respe
tivement D
E(u); ES

X
�2�

X
i�0

h�;�i a�;�i ESE(v)
E

)

tend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v de
L2(R+) �a supports 
ompa
ts.

4.2.4 Proje
tions d'op�erateurs �a noyau

On va 
onsid�erer i
i la proje
tion d'un op�erateur �a noyau au sens o�u il a �et�e
d�e�ni dans le 
hapitre pr�e
�edent ; 
ela nous permettra de retrouver la formule du
noyau donn�ee par Belavkin et Lindsay dans leur arti
le [B-L℄.

Consid�erons un noyau k : P �P �P 7! C qui est lo
alement int�egrable au sens
o�u pour tout n, toute partie born�ee E de R+ , k est int�egrable sur Pn(E) :Z

Pn(E)3
jk(�; �; 
)j d� d� d
 < +1:

L'op�erateur asso
i�e, que nous notons K, est bien d�e�ni sur les �el�ements de L2 (P)
qui sont des indi
atri
es de pav�es born�es de Rn

+ ; par 
ons�equent ESKE S est bien
d�e�ni sur tous les ve
teurs XA, A 2 PN, de l2(PN) (nous reprenons momentan�ement
la notation PN pour l'ensemble des parties �nies de N).

Pour �xer les id�ees, supposons que la subdivision S est r�eguli�ere de pas Æ ; on
peut 
al
uler que pour tout f de � tel que E S f est dans le domaine de K, on a
pour tout M de PN :

E SKE S f(M) = (4.2.4)X
U+V+W=M

X
N2PN

(
1p

ÆjU jÆjV j
p
ÆjN j

Z
U

Z
V

Z
N

k(�; �; �) d� d� d�) ES f(V +W +N)

o�u
R
U
est
R ti1+1
ti1

: : :
R tin+1
tin

si U = fi1; : : : ; ing.
Il est par ailleurs �evident que pour tous U; V;W �x�es la s�erie en N qui apparâ�t

dans l'expresssion (4.2.4) est sommable lorsque f est une indi
atri
e de pav�e born�e
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de R
n
+ . Par 
ons�equent l'op�erateur E SKES 
o��n
ide sur fXA; A 2 PNg ave
 un

op�erateur �a noyau. Nous notons en
ore k 
e noyau, les variables (A;B;C dans PN ,
�; �; 
 dans PR+) se 
hargeant de distinguer entre noyau de ESKE S et noyau de
K). On a alors

k(A;B;C) =
1p

ÆjAjÆjBj
p
ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k(�; �; 
) d� d� d
:

D'apr�es 2.1.15 on a don
 pour tous A;B;C de PN
hXA[B; ESKESXB[Ci = k0(A;B;C):

Par ailleurs on voit fa
ilement que

k0(A;B;C) = (
1p
ÆjAj

1

ÆjBj
1p
ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k0(�; �; 
) d� d� d
);

en�n,
hXA[B; ESKE SXB[Ci = hXA[B; KXB[Ci:

Si l'on note pour se rappro
her des notations utilis�ees dans la se
tion 3.3,

�A = (�ti1+1 � �ti1 ) : : : (�tin+1 � �tin )

si A = fi1; : : : ; ing, on a don


1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k0(�; �; 
) d� d� d
 =
1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj
h�A[B; K�B[Ci

et ave
 notre hypoth�ese de lo
ale int�egrabilit�e on retrouve le r�esultat de Belavkin
et Lindsay 
it�e dans la se
tion 3.3 : si pour tout S on asso
ie �a tous �; �; 
 de PR+
des �el�ements A, B, C de PN tels que

si � 2 [ti1 ; ti1+1℄� : : :� [tin ; tin+1℄ alors A = fi1; : : : ; ing
(B, C �etant 
hoisis de mani�ere similaire) on a

Proposition 4.2.7 Soit k un noyau lo
alement int�egrable au sens d�e�ni 
i-dessus ;
alors l'op�erateur K asso
i�e est bien d�e�ni sur les indi
atri
es de pav�es born�es de
Rn+ quel que soit n et le noyau k v�eri�e

k0(�; �; 
) = lim
jSj!0

1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj
h�A[B; K�B[Ci

o�u A, B, C sont 
hoisis pour tout S 
omme 
i-dessus.

Notre preuve reste parfaitement valable dans le 
as d'une subdivision S qui n'est
pas r�eguli�ere, ave
 les adaptations de notations qui s'imposent.
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4.3 Convergen
e de la table d'Itô

4.3.1 Preuve de la formule d'Itô

Dans 
ette se
tion nous allons exposer, 
omme nous l'avons annon
�e plus haut,
une preuve de la formule d'Itô en temps 
ontinu 3.2.5 en utilisant uniquement la
formule d'Itô en temps dis
ret 1.3.8 et notre pro
�ed�e d'approximation. Nous l'avons
dit dans notre exposition : pour pouvoir parler de formule d'Itô �a temps 
ontinu,
il faut n�e
essairement 
omposer des op�erateurs et se pose alors le probl�eme des
domaines. C'est pourquoi, pour pouvoir d�e
rire de mani�ere 
on
ise le domaine de
validit�e de la formule d'Itô, on a besoin de supposer que les int�egrales 
onsid�er�ees
sont partout d�e�nies. Nous nous autoriserons en
ore plus de souplesse dans les
hypoth�eses en ne 
onsid�erant que des int�egrales qui v�eri�ent des hypoth�eses du
type S (voir (3.2.7)).

Dans la suite de 
e 
hapitre, toute int�egrale

H =

Z 1

0

H�
s da

�
t

v�eri�era les hypoth�eses suivantes :

(HS)

8>>>><
>>>>:

1: l'int�egrande H�
t est un op�erateur born�e tel que t 7! kH�

tk est :
� de 
arr�e int�egrable si � = + ou �;
� int�egrable si � = �;
� essentiellement born�e si � = Æ

2: H est un op�erateur born�e sur �:

Remarquons tout d'abord qu'ave
 de telles hypoth�eses la repr�esentation en
int�egrale sto
hastique sur T� asso
i�ee �a H est d�e�nie sur tout T�.

Lemme 4.3.1 (Lemme 3.1 de [Pt2℄) Si une int�egrale
R1
0

H�
s da�s satisfait aux

hypoth�eses (HS), alors la repr�esentation int�egrale asso
i�ee �a E SHES par la propo-
sition 4.2.3 a pour domaine restreint T� tout entier.

Rappelons que le 
as � = 0 de 
e r�esultat est d�ej�a 
ontenu dans la Proposition 4.2.3.
On prouvera, sous 
es hypoth�eses et en n'utilisant que notre pro
�ed�e d'approxi-

mation, la formule d'Itô :

Th�eor�eme 4.3.2 (Formule d'Itô sur S) Soient

H =

Z 1

0

H�
sda

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

deux int�egrales satisfaisant aux hypoth�eses (HS) ; alors on a

HK =

Z 1

0

HsK
�
s da

�
s +

Z 1

0

H�
sKsda

�
s +

Z 1

0

H�
sK

�
s da

�:�
s

sur tout �, o�u a�:� est donn�e par la table d'Itô 
ontinue (3.2.9).
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Etablissons d'abord nos notations ; 
ela nous permettra d'exposer le plan de la
preuve, dont les d�etails sont assez te
hniques.

Notations
On 
onsid�erera deux int�egrales

H =

Z 1

0

H�
s da

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

qui v�eri�ent les hypoth�eses (HS) ; � et � peuvent prendre les valeurs +;�; Æ ou �.
Les proje
tions ESHES , ESKE S seront not�ees h, k respe
tivement. Dans le 
as

o�u � ou � est di��erent de �, les pro
essus (h�
i)i�0, (k

�
i )i�0 et �eventuellement (hÆi )i�0,

(kÆi )i�0 sont donn�es par la proposition 4.2.3 ; le 
as des proje
tions d'int�egrales par
rapport �a a� est dis
ut�e 
i-dessous. Si par exemple � = + ou � alors on a vu que h
s'�e
rit

h =
X
i

h�
ia

�
i +
X
i

hÆi a
Æ
i ;

on notera alors ~hÆ l'int�egrale
P

i
hÆi a

Æ
i qui est 
e que nous appellerons l'int�egrale \pa-

rasite". Comme pr�e
�edemment, on notera, dans l'exemple 
i-dessus, hj l'int�egrale

hj =
X
i<j

h�
ia

�
i +
X
i<j

hÆi a
Æ
i ;

et ~hÆj l'int�egrale

~hÆj =
X
i<j

hÆi a
Æ
i :

Le premier probl�eme apparâ�t lorsque l'on veut projeter des int�egrales �a temps

ontinu par rapport �a a�. Consid�erons en e�et une int�egrale H =

R1
0

H�
s da�s

satisfaisant �a (HS), 
'est-�a-dire que les op�erateurs H�
s sont born�es, que la fon
tion

s 7! kH�
s k est int�egrable et que H est born�e. Si l'on projette H sur l'espa
e de Fo
k

�a temps dis
ret et 
onsid�ere dire
tement la repr�esentation int�egrale de ESHES , on
obtient

ESHES =
X
i�0

h+i a
+
i +

X
i�0

h�i a
�
i +

X
i�0

hÆi a
Æ
i

mais 
haque h�
ia

�
i ne pourra être reli�e qu'�a la repr�esentation (unique) de H sous la

forme

H =

Z
H+

s da
+
s +

Z
H�

s da
�
s +

Z
HÆ

sda
Æ
s:

De même, si l'on 
onsid�ere la repr�esentation du pro
essus (E S
R ti
0
H�

s da�s E S )i�0,
on obtient un pro
essus d'int�egrales dont les 
oeÆ
ients se relient en
ore �a la
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repr�esentation de H sous forme d'int�egrales par rapport aux trois bruits +, �, Æ. Le
probl�eme est, au fond, qu'une �e
riture H =

R
H�

s da
�
s est une �e
riture qui 
ontient

bien peu d'informations ; nos formules donnent alors de E SHES une repr�esentation
plus pr�e
ise (puisqu'unique), mais on ne peut alors pas relier 
ette repr�esentation
�a l'�e
riture

R
H�

s da
�
s d'origine. D'autres repr�esentations semblent don
 plus na-

turelles : on peut, de mani�ere tr�es g�en�erale, repr�esenter une int�egrale
R1
0

H�
s da

�
s


omme X
i

h
0�
i a�i

ave


h
0�
i = ES

Z ti

ti�1

H�
s dsES ;

qui est bien pr�evisible, et l'int�egrale restreinte
P

i
h
0�
i a�i est alors bien d�e�nie sur

E S (Domh) (Proposition 2.4 de [Pt2℄). Il apparâ�t 
ependant un nouveau probl�eme :
si l'on 
ompare l'expression de h

0�
i aux expressions des h�

i , � = +;�; Æ on voit
imm�ediatement que, d�es que l'on va manipuler plusieurs int�egrales �a la fois, il va
falloir 
omparer des int�egrales Z ti

ti�1

H�
s ds

�a des int�egrales Z ti+1

ti

H�
s ds:

La premi�ere �etape sous nos hypoth�eses (HS) est don
 d'obtenir une repr�esentation
plus maniable pour une int�egrale

R1
0

H�
s da

�
s .

Lemme 4.3.3 (Lemme 3.6 de [Pt2℄) Soit H =
R1
0

H�
s da

�
s une int�egrale satis-

faisant aux hypoth�eses (HS) ; alors H est la limite forte, lorsque le pas jSj de la
partition S, de X

i

h�i a
�
i

o�u

hi = ES

Z ti+1

ti

PtiH
Æ
sdsES :

Dans la suite de la preuve, nous n'�etablirons que des 
onvergen
es faibles ; de
plus, nous ne 
omposerons une proje
tion E S

R1
0

HÆ
sds ES qu'ave
 des op�erateurs

qui seront uniform�ement born�es. Nous pouvons d�es lors rempla
er toute approxi-
mation E S

R1
0

H�
s ds ES (qui 
onverge aussi fortement vers

R1
0

H�
s ds) par la sommeP

i
h�i a

�
i .
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A partir d'i
i, la d�emonstration se d�e
ompose ainsi : tout d'abord on montre que
les int�egrales parasites par rapport �a aÆ que l'on obtient en projetant des int�egrales
par rapport �a da+ ou da� tendent vers z�ero ainsi que les termes que 
es parasites
engendrent lorsque l'on 
ompose plusieurs proje
tions entre elles. Ensuite on prouve
que la 
omposition des int�egrales projet�ees (dont on a ôt�e les termes parasites)
peut être 
al
ul�ee ave
 la table d'Itô �a temps 
ontinu ave
 une erreur qui tend
vers z�ero. En�n, on prouve que les int�egrales dis
r�etes que l'on obtient apr�es 
ette

omposition 
onvergent vers les int�egrales �a temps 
ontinu d�esir�ees. Remarquons que
l'on utilisera souvent des arguments de passage �a l'adjoint pour regrouper plusieurs

as ; il est important pour 
ela de se rappeler que, si H satisfait aux 
onditions
(HS), alors H� aussi et que

H� =
Z 1

0

(H�
s)
�da�

0

s

est valable sur �, o�u +0 = �, �0 = +, Æ0 = Æ. On a le même type de relations pour
les int�egrales dis
r�etes d'apr�es les formules (2.2.5)

La premi�ere �etape est 
ontenue dans la proposition suivante, qui renfor
e dans
notre 
adre la Proposition 4.2.4 :

Proposition 4.3.4 (Proposition 3.8 de [Pt2℄) Soient �; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-
ent H;K deux int�egrales sto
hastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pour
tout u; v 2 L2(R+),

hE(u) ; ESHES ESKE SEvi � he(~u) ;
X

i

h�
ia

�
i

X
i

k�
i a

�
i e(~v)i

tend vers z�ero ave
 le pas jSj de la subdivision.

La preuve de 
ette proposition se ram�ene �a la preuve de deux 
onvergen
es : on
peut en e�et remarquer que la 
omposition E SHES ESKE S de deux proje
tions est
de la forme

((h� ~hÆ) + ~hÆ)((k � ~kÆ) + ~kÆ)

si � et � sont tous deux �egaux �a + ou �,

((h� ~hÆ) + ~hÆ)k

si par exemple � est seul �egal �a + ou � (les 
as sym�etriques se traitent par passage
�a l'adjoint) ; on a par ailleurs h� ~hÆ =

P
i
h�
ia

�
i. Il n'y a par ailleurs rien �a prouver

si ni � ni � n'est �egal �a + ou � ; en utilisant la sym�etrie et les passages �a l'adjoint
on est ramen�e �a montrer que

� ~hÆk tend vers z�ero pour � = � ou + et � quel
onque,

� ~hÆ~kÆ tend vers z�ero si �; � sont tous deux �egaux �a + ou �.
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Le se
ond point est prouv�e dire
tement par des estimations ; pour prouver le pre-
mier, on se ram�ene �a montrer la 
onvergen
e faible de ~hÆ en remarquant qu'on
peut appro
her kESE(u) par la proje
tion d'une 
ombinaison lin�eaire de ve
teurs
exponentiels de � 
hoisie ind�ependamment de S.

La deuxi�eme �etape de notre preuve du Th�eor�eme 4.3.2 
onsiste �a montrer que
les di��eren
es entre les deux tables d'Itô disparaissent �a la limite :

Proposition 4.3.5 (Proposition 3.9 de [Pt2℄) Soient �; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-
ent H;K deux int�egrales sto
hastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pour
tout u; v 2 L2(R+), la quantit�e

D
E(u); ESHES ESKESEv

E
�D

e(~u);
�X

i

h�
i(
X
j<i

k�
j a

�
j )a

�
i +

X
i

(
X
j<i

h�
ja

�
j)k

�
i a

�
i +

X
i

h�
ik

�
i a

�:�
i

�
e(~v)

E

tend vers z�ero ave
 le pas jSj de la subdivision, o�u �:� est donn�e par la table d'Itô

ontinue.

Pour obtenir 
ette proposition, on a �a montrer que

pour (�; �) = (+;�); on a
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i

jSj!0�! 0 (4.3.1)

et

pour (�; �) = (�;+); on a
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i

jSj!0�! 0: (4.3.2)

et que le terme d'Itô 
onverge vers z�ero lorsque � ou � est � ; toutes 
es preuves se
font par des estimations dire
tes.

Une fois 
es deux propositions prouv�ees, il suÆt, pour obtenirZ
H�

sda
�
s

Z
K�

s da
�
s =

Z
H�

sKsda
�
s +

Z
HsK

�
s da

�
s +

Z
H�

sK
�
s da

�:�
s ;

de montrer que

he(~u) ;
X
i

h�
ikia

�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�

sKsda
�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

hik
�
i a

�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
HsK

�
s da

�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

h�
ik

�
i a

�:�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�

sK
�
s da

�:�
s E(v)i:
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On peut fa
ilement voir par ailleurs que les propositions pr�e
�edentes s'appliquent
aux int�egrales

R
H�

sKsda
�
s ,
R
HsK

�
s da

�
s ,
R
H�

sK
�
s da

�:�
s ; on a don


he(~u) ;
X

i

(H�K)�ia
�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�

sKsda
�
s E(v)i

he(~u) ;
X

i

(HK�)�i a
�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
HsK

�
s da

�
s E(v)i

he(~u) ;
X

i

(H�K�)�:�i a�:�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�

sK
�
s da

�:�
s E(v)i

o�u (HK�)�i , (H
�K)�i sont les 
oeÆ
ients asso
i�es par la Proposition 4.2.3 (ou par le

Lemme 4.3.3) �a l'int�egrale
R
HsK

�
s da

�
s , et
. Il suÆt don
 de prouver que

he(~u) ;
X

i

(h�
iki � (H�K)�i) a

�
ie(~v)i �! 0

he(~u) ;
X

i

(hik
�
i � (HK�)�i ) a

�
i e(~v)i �! 0

he(~u) ;
X

i

(h�
ik

�
i � (H�K�)�:�i )a�:�

i e(~v)i �! 0

Les deux premi�eres 
onvergen
es sont adjointes l'une de l'autre. On a don
 �a prouver
deux types de 
onvergen
e uniquement ; 
ette derni�ere �etape repr�esente 
ependant
le gros de la d�emonstration du Th�eor�eme 4.3.2 dans [Pt2℄.

4.3.2 Cons�equen
es pour les probabilit�es 
lassiques

La formule d'Itô 
lassique pour les int�egrales sto
hastiques quantiques par rap-
port �a une martingale normale (Mt)t�0 peut être d�eduite de la formule d'Itô quan-
tique au travers de la repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multipli
ation as-
so
i�e (voir [At5℄). Ce que nous avons montr�e prouve que, si l'on sait que le 
ro
het
droit d'une martingale (Mt)t�0 vaut [M ℄t = t, alors le 
ro
het oblique de 
ette
martingale se d�eduit de la repr�esentation en int�egrale sto
hastique de l'op�erateur
de multipli
ation asso
i�e et des relations de 
ommutation des matri
es de Pauli. Il
n'y a l�a rien de bien surprenant, puisque la repr�esentation int�egrale de l'op�erateur
de multipli
ation se d�eduit elle-même de la formule d'Itô, don
 de la forme de
l'�equation de stru
ture v�eri��ee par la martingale. Nous 
royons 
ependant que les
exemples de 
al
uls expli
ites dans des 
as 
lassiques peuvent �e
lairer 
e que nous
avons d�emontr�e dans 
e 
hapitre.

D'apr�es (3.2.4), le mouvement brownien (Wt)t�0 peut être identi��e au pro
essus
(a+t +a�t )t�0. Si l'on 
onsid�ere une partition S de pas 
onstant Æ, alors l'approxima-
tion de l'op�erateur de multipli
ation par Wt est

P
ijti�t

p
Æ(a+i +a�i ) plus des termes
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dont on a montr�e qu'ils tendent vers z�ero ave
 Æ. Par ailleurs, a+i + a�i est �x et
don
 �p

Æ(a+i + a�i )
�2

= Æ�2x = ÆI:

L'op�erateur ÆI est l'approximation du pro
essus d�eterministe (t)t�0. Cela implique
que dhW it = dt.

Un autre exemple int�eressant est le pro
essus de Poisson 
ompens�e (Xt)t�0 =
(Nt � t)t�0. Le pro
essus de multipli
ation asso
i�e est (a+t + a�t + aÆt )t�0. Pour
une partition S r�eguli�ere de pas Æ, l'op�erateur a+t + a�t + aÆt est appro
h�e parP

ijti�t
(
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i ) plus des termes qui disparaissent lorsque l'on passe

�a la limite. Puisque
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i =

p
Æ�x � 1

2
�z +

1
2
I, on obtient

�p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i

�2
= Æ�2x +

1

4
�2z +

1

4
I

� 1

2

p
Æ(�x�z + �z�x) +

p
Æ�x � 1

2
�z

=
�p

Æa+i +
p
Æa�i + a�i

�
+ ÆI


ar �x�z + �z�x = 0 et �2x = �2z = I. Cela implique, 
omme nous l'avons montr�e,
que dhXit = Xt + t.



Chapitre 5

Appli
ation �a la repr�esentation

des op�erateurs

Dans 
e 
hapitre, nous 
her
hons �a appliquer les r�esultats de repr�esentabilit�e
que nous avons obtenus dans le 
as �a temps dis
ret.

Dans la se
tion 5.1, nous pr�esentons une appro
he g�en�erale utlisant 
es r�esultats ;
nous montrons que 
ette appro
he, si elle ne permet de prouver au
un 
rit�ere nou-
veau, reste 
r�edible 
omme outil d'�etude de probl�emes pr�e
is et qu'en parti
ulier
les expressions que fournissent nos formules �a temps dis
ret sont de bonnes infor-
mations a priori.

Dans la se
tion 5.2 nous �etudions 
es informations dans un 
as expli
ite. 
elui
des op�erateurs de se
onde quanti�
ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle.
Nous adoptons dans 
ette se
tion une appro
he na��ve et am�eliorons pas �a pas les
r�esultats obtenus, plutôt que de les annon
er d'embl�ee 
omme dans [Pt3℄.

En�n, dans la se
tion 5.3, nous donnons plusieurs am�eliorations et variations
des 
rit�eres expos�es dans la se
tion pr�e
�edente.

Les r�esultats de la se
tion 5.2 et d'une partie de la se
tion 5.3 ont fait l'objet de
l'arti
le [Pt3℄.

5.1 D�emar
he g�en�erale

Dans le 
hapitre 2, nous avons obtenu des 
rit�eres et formules expli
ites pour
les 
oeÆ
ients apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'un op�erateur H sur
�. On aimerait �evidemment pouvoir utiliser 
es expressions pour obtenir des infor-
mations sur les repr�esentations int�egrales dans le 
as du temps 
ontinu. On ne peut
�evidemment pas retrans
rire les formules (2.2.5) : en prenant garde aux normalisa-
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tions on s'aper�
oit que l'on devrait avoir8<
:

H+
t Pt = DtH Pt

H�
t Pt = PtH

da+t
dt

Pt

HÆ
t Pt = DtH da+t Pt � PtHPt

(5.1.1)


e qui n'a au
un sens pr�e
is (notons 
ependant que de telles formules sont impli
ites
dans d'autres appro
hes du 
al
ul sto
hastique quantique 
omme l'appro
he \non
standard" de Leitz-Martini [LeM℄ o�u la d�erivation est une di��eren
e, ou dans des
appro
hes \bruit blan
").

Cependant nos formules 2.2.5 peuvent mener �a des preuves rigoureuses dans

ertains 
as, par l'interm�ediaire des approximations d'op�erateurs de �. Ces 
as sont
h�elas trop parti
uliers pour que nous soyons arriv�es �a des r�esultats nouveaux ; nous
allons 
ependant pr�esenter rapidement une telle preuve, d'une part pour montrer
que 
et outil qu'est l'approximation reste prometteur et d'autre part pour justi�er
le fait que nous ayons �etudi�e dans des 
as expli
ites les formules a priori fournies
par (5.1.1).

Consid�erons une subdivision S 
omme dans le 
hapitre 4. Asso
ions alors �a tout
� de P un �el�ement A de PN par

si � 2 [ti1 ; ti1+1℄� : : :� [tin; tin+1℄ alors A = fi1; : : : ; ing
et une quantit�e

ÆA = (ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin):
On montre alors fa
ilement �a partir de la formule exprimant un op�erateur di en

fon
tion des Dt (voir le Lemme 4.2.1) que pour tout f , pour presque tout �,

dAp
ÆA


onverge dans L2 (P) vers D�f ; (5.1.2)


ela va nous permettre d'�etablir des 
onvergen
es pon
tuelles.
Consid�erons don
 un op�erateur H sur � et supposons d'abord que sa proje
tion

E SHES est telle que l'on puisse lui appliquer notre th�eor�eme de repr�esentabilit�e
2.2.1. Supposons de plus que les 
oeÆ
ients h�i apparaissant dans la repr�esentation
sont tels que, pour presque tout t,

1p
ti(t)+1�ti(t)

h�i(t)
Æ!0�! H�

t

hÆi(t)
Æ!0�! HÆ

t

o�u les 
onvergen
es sont fortes et o�u i(t) est d�e�ni 
omme l'unique indi
e i 2 N

v�eri�ant ti � t < ti+1, 
ela ave
 des estimations uniformes raisonnables.
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Dans le 
hapitre 1, nous avons fait le lien entre notre d�e�nition des int�egrales
sto
hastiques quantiques �a temps dis
ret et une trans
ription simple des d�e�nitions
au sens de Attal et Lindsay. Cela implique en parti
ulier que nos int�egrales v�eri�ent
des �equations du type Attal-Lindsay (voir 3.2.3 pour 
es formules en temps 
ontinu) ;
on a don


E SHES f(A) =
X
i2A

h+i pidA[i+1
f(Ai) +

X
i

h�i didA[i
f(Ai) +

X
i2A

hÆi didA[i+1
f(Ai):

En divisant les deux membres par ÆA et en passant �a la limite, on tire d'apr�es la
remarque (5.1.2) une expression Attal-Lindsay �a temps 
ontinu

Hf(�) =
X
s2�

H+
s PsD�(sf(�s)) +

Z 1

0

H�
s DsD�(sf(�s)) +

X
s2�

HÆ
sDsD�(sf(�s))

qui montre que, si les 
onditions d'int�egrabilit�e n�e
essaires sont v�eri��ees, on a bien
obtenu une repr�esentation int�egrale de H.

Une telle d�emonstration peut être faite en toute rigueur dans le 
as des martin-
gales r�eguli�eres telles que les ont d�e�nies Parthasarathy et Sinha dans [P-S℄. On
peut ainsi obtenir une preuve de leur 
ara
t�erisation par l'interm�ediaire de notre
pro
�ed�e d'approximation ; nous ne d�e
rirons 
ependant pas 
ette d�emonstration
puisque les diÆ
ult�es et m�ethodes pour les r�esoudre sont en �n de 
ompte les mêmes
qu'en temps 
ontinu. En e�et, d'apr�es notre dis
ussion 
i-dessus, il nous suÆt de

onstruire des pro
essus (H�

t )t�0 qui soient des limites de h�i =
p
ti+1�ti ou hÆi 
omme


i-dessus. On s'aper�
oit 
ependant bien vite que, s'il est fa
ile, pour tout f de �, de

onstruire Htf de mani�ere 
onvenable pour presque tout t, il est plus probl�ematique
de le 
onstruire pour tout t et on en arrive ainsi �a reproduire le point 
ru
ial de la
preuve de Meyer (voir [Me3℄) du r�esultat de Parthasarathy et Sinha.

L'appro
he que nous proposons pour �etudier la repr�esentabilit�e d'un op�erateur

onsiste don
 �a essayer de donner un sens aux formules (5.1.1) puisque 
ela revient
�a �etudier, les ES en moins, la limite des expressions obtenues par (2.2.5), puis, les

onditions permettant de d�e�nir des int�egrales des pro
essus d'op�erateurs obtenus
�etant suppos�es, v�eri�er que l'on obtient une repr�esentation int�egrale de l'op�erateur
�etudi�e.

Nous devons faire une remarque suppl�ementaire �a propos de la 
onvergen
e des
dA=

p
tA+1�tA vers D� d�e
rite 
i-dessus : une des raisons qui donnent les formules

(2.2.5) est que dans T� on a dipi = 0 pour tout i. Dans � en revan
he, ave
 la
d�e�nition usuelle de Dt donn�ee dans le 
hapitre 3, DtPt est ind�etermin�e.

Ce
i nous in
ite �a modi�er, dans notre tentative de donner un sens �a (5.1.1),
notre d�e�nition de Dt. Nous 
hoisissons de 
onsid�erer la d�e�nition suivante de Dt :
pour tout f dans �, presque tout � dans P,
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Dtf(�) = lim
�!0

1

�

Z t+�

t

f(� [ fsg) ds:

Ce
i ne diminue en rien le domaine de d�e�nition de Dt (pour tout f , Dtf est d�e�ni
pour presque tout t, de même que pour la d�e�nition usuelle) ni les formules de
repr�esentation pr�evisible et d'isom�etrie asso
i�ees, de sorte que rien de 
e que nous
avons �etabli jusqu'i
i ne doit être modi��e ; en revan
he 
ette nouvelle d�e�nition l�eve
l'ind�etermination de DtPt : pour tout f , presque tout t, on a DtPtf = 0.

5.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs de

se
onde quanti�
ation

5.2.1 Op�erateurs de se
onde quanti�
ation

Les strat�egies d'appro
he des questions de repr�esentabilit�e que nous avons pr�esen-
t�ees dans la se
tion pr�e
�edente ont le d�efaut d'exiger que l'on puisse obtenir des ex-
pressions a priori �a partir de (5.1.1). Cela n'est pas fa
ile 
ependant ; il existe une

lasse d'op�erateurs d'importan
e fondamentale en physique et qui a le m�erite d'être
tr�es maniable. En parti
ulier, l'expression de 
es op�erateurs sur les di��erents termes
d'une d�e
omposition tensorielle s'exprime tr�es bien, 
e qui va fa
iliter le 
al
ul de
H�

t qui est en g�en�eral le plus probl�ematique.
A tout op�erateur born�e h sur L2(R+) on asso
ie deux op�erateurs �(h) et �(h) ;


es op�erateurs sont d�e�nis sur l'espa
e F par

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ : : : Æ hun; (5.2.1)

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ u2 Æ : : : Æ un + : : :+ u1 Æ : : : Æ un�1 Æ hun (5.2.2)

pour tout n, tous u1; : : : ; un dans L2(R+).
On �etend 
es op�erateurs par lin�earit�e et fermeture ; on peut voir �a partir des

expressions 
i-dessus que �(h) et �(h) v�eri�ent respe
tivement �(h)� = �(h�) et
�(h)� = �(h�) sur F et sont don
 fermables.

Ces op�erateurs ont une a
tion parti
uli�erement simple sur la famille des ve
teurs
exponentiels :

�(h)E(u) = E(hu)
�(h)E(u) = a+huE(u):

et 
'est 
e qui justi�e i
i notre int�erêt pour eux. Ils sont par ailleurs fondamentaux
en physique quantique. Les op�erateurs de se
onde quanti�
ation, par
e qu'il per-
mettent de transporter un op�erateur de L2(R+) sur l'espa
e de Fo
k asso
i�e ; les
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op�erateurs de se
onde quanti�
ation di��erentielle �(h), par
e qu'ils sont reli�es aux
pr�e
�edents de la mani�ere suivante : pour tout h born�e sur L2(R+), tout t de R, on
a

�(eith) = eit�(h):

Dans le 
as o�u h est autoadjoint, 
ela signi�e que �(h) est le g�en�erateur du se-
migroupe unitaire obtenu par se
onde quanti�
ation du semigroupe unitaire sur
L2(R+) engendr�e par h.

Nous n'avons d�e�ni i
i que les se
ondes quanti�
ations d'op�erateurs born�es, qui
nous int�eresseront en g�en�eral ; nous parlerons plus loin de se
ondes quanti�
ations
d'op�erateurs non born�es de L2(R+), la d�e�nition se d�eduisant fa
ilement de (5.2.1)
et (5.2.2). Nous avons �evoqu�e, dans la se
tion 3, le 
ontre exemple de Journ�e et
Meyer �a la repr�esentabilit�e en int�egrale sto
hastique ; 
e 
ontre-exemple 
on
erne un
op�erateur de se
onde quanti�
ation et 
'est pourquoi nous le pr�esentons maintenant.
On 
onsid�ere l'op�erateur de se
onde quanti�
ation �(h), o�u h est la transformation
de Hilbert sur L2(R+) (plus pr�e
is�ement, l'appli
ation qui �a un �el�ement f de L2(R+)
asso
ie la restri
tion �a R+ de la transform�ee de Hilbert de l'extension 
anonique de
f �a R). Puisque la transformation de Hilbert est un op�erateur unitaire, l'op�erateur h
est une 
ontra
tion de L2(R+) et l'op�erateur �(h) asso
i�e est born�e. On peut montrer

ependant que �(h) n'est pas repr�esentable en int�egrales sto
hastiques quantiques
sur tout E { ni même sur le sous-ensemble E(L2 \ L1(R+)). En e�et, Journ�e et
Meyer montrent que, si, pour un �el�ement u de L2 \L1(R+), le ve
teur exponentiel
E(u) est dans le domaine d'un op�erateur H qui s'�e
rit 
omme une int�egrale, alors
t 7! PtHE(ut) a une variation quadratique �nie. Journ�e et Meyer exhibent ensuite
un ve
teur u de L2 \L1(R+) pour lequel t 7! PtHE(ut) n'a pas 
ette propri�et�e : la
se
onde quanti�
ation de la transformation de Hilbert n'est don
 pas repr�esentable
en int�egrale sto
hastique quantique. Nous reviendrons sur 
e ph�enom�ene dans 5.2.3

Nous allons examiner formellement la forme que prennent les expressions (5.1.1) ;
nous montrerons ensuite que 
ette heuristique permet d'identi�er exa
tement les

rit�eres qui d�eterminent la repr�esentabilit�e d'un tel op�erateur. Ces 
rit�eres ont le
bon goût de se traduire ensuite de mani�ere parti
uli�ement lisible, 
e qui nous per-
met d'obtenir une 
ara
t�erisation simple des op�erateurs de se
onde quanti�
ation
qui sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques. Nous verrons en�n
que notre preuve se trans
rit tr�es exa
tement au 
as des op�erateurs de se
onde
quanti�
ation di��erentielle ; la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h) est don
 �equivalente
et nous pourrons exprimer les 
rit�eres dont elle d�epend.

Il est �a remarquer que, dans 
ette se
tion, on va travailler en permanen
e ave
 des
op�erateurs de se
onde quanti�
ation et don
 �etablir des liens entre les propri�et�es
d'op�erateurs sur L2(R+) et 
elles d'op�erateurs sur L2 (P) qui leur sont asso
i�es.
Nous utiliserons des lettres majus
ules pour les op�erateurs et grandeurs asso
i�es �a
L2 (P) et des minus
ules pour 
eux qui sont asso
i�es �a L2(R+). Dans le reste de
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ette th�ese, les minus
ules sont asso
i�ees aux objets des espa
es de Fo
k dis
rets
par opposition �a 
eux des espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu. Il ne sera pas question
dans 
e 
hapitre d'espa
es de Fo
k �a temps dis
ret et 
ette 
onvention adopt�ee le
temps d'un 
hapitre ne devrait pas être sour
e de 
onfusion.

Consid�erons un op�erateur de se
onde quanti�
ation H = �(h) pour h born�e sur
L2(R+). Nous allons essayer d'appliquer les formules (5.1.1) �a H sur le domaine
exponentiel, domaine sur lequel on a une bonne �e
riture �a la fois de l'a
tion des
int�egrales et de l'a
tion des op�erateurs de se
onde quanti�
ation. On doit avoir,
pour presque tout � de P,

H+
t E(ut)(�) = Dt �(h) E(ut)(�)

=
1

�

Z t+�

t

E(hut)(� + s) ds 1l�<t

=
1

�

Z t+�

t

hut(s) dsPtE(hut)(�)

= hh�1l[t;t+�℄=�; ut)iE(�th �t u)(�);

o�u le fait d'�e
rire 
ette grandeur sous la forme donn�ee dans la derni�ere ligne sera
justi��e a posteriori par la forme que prend H+

t . Remarquons que le point de vue sur
Dt sugg�er�e par l'appro
he dis
r�ete nous a �et�e utile i
i : nous aurions dû autrement

onsid�erer (hut)(t), qui n'est pas une grandeur d�e�nie.

Pour H�
t on doit avoir

H�
t E(ut) = lim

�!0
Pt�(h)

a+[t;t+�℄

�
E(ut)

= lim
�!0

1

�
Pt�(h)

�E(ut) Æ 1l[t;t+�℄

�
= lim

�!0
Pt

�E(hut) Æ h1l[t;t+�℄

�

�
= E(�th �t u) Æ (�th1l[t;t+�℄=�):

o�u pour tout t, �t repr�esente l'op�erateur de multipli
ation par l'indi
atri
e de 1l[0;t℄
dans L2(R+). Si l'on suppose que 
es termes ont un sens on doit supposer que les
limites

lim
�!0

�t(h1l[t;t+�℄=�) et lim
�!0

�t(h
�1l[t;t+�℄=�)

ont un sens. En parti
ulier, la 
onvergen
e pour h doit avoir lieu dans L2(R+) ; pour
h� une 
onvergen
e faible semble suÆre. Dans la suite, nous allons sym�etriser nos
hypoth�eses en h et h� pour avoir une vraie 
onvergen
e en norme.
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Examinons alors le 
as de HÆ
t E(u). Pour tout �, HÆ

t E(u)(�) doit être �egal �a

HÆ
t E(ut)(�) = lim

�!0

Z t+�

t

�(h)
a+[t;t+�℄

�
E(ut)(� + s) ds� Pt�(h)E(ut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

�(h)
�E(ut) Æ 1l[t;t+�℄

�

�
(� + s) ds� E(hut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

�E(hut) Æ h1l[t;t+�℄

�

�
(� + s) ds� E(hut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

(hut)(�)
h1l[t;t+�℄

�
(s) ds� E(hut)(�)


ar les autres termes que l'on obtient en d�eveloppant
�E(hut) Æ (h1l[t;t+�℄=�)

�
(� + s)

sont en nombre �ni et de la forme

E(hut)(� n fag)
Z t+�

t

hut(s) ds(h1l[t;t+�℄=�)(a)

pour a dans � ; le dernier terme (h1l[t;t+�℄=�)(a) est 
onvergent pour presque tout a
d'apr�es nos hypoth�eses don
 l'expression 
i-dessus doit tendre vers z�ero. L'expres-
sion de HÆ

t E(ut)(�) doit don
 être de la forme�
h1l[t;t+�℄=�

�
(�) =

�
lim
�!0

h1l[t;t+�℄; h1l[t;t+�℄i � 1
� E(hut)(�):

Nous n'avons pas i
i dis
ut�e les 
onditions qui sont n�e
essaires pour pouvoir
d�e�nir les int�egrales des pro
essus que nous avons d�e�nis ; nous pourrions 
ontinuer
l'examen de 
es 
onditions pour pr�e
iser les propri�et�es des limites qui apparaissent
dans les expressions 
i-dessus et trouverions exa
tement les autres 
onditions que
nous �enon�
ons dans notre Proposition 5.2.1 
i-dessous.

Nous sommes partis de l'hypoth�ese que, si les 
onvergen
es qui apparaissent
dans les 
al
uls 
i-dessus ont bien lieu et d�eterminent des op�erateurs H+

t , H
�
t , H

Æ
t

qui ont les propri�et�es d'int�egrabilit�e n�e
essaires pour 
onsid�erer l'int�egrale sto
has-
tique quantique asso
i�ee �a 
es int�egrandes, alors 
ette int�egrale doit repr�esenter
l'op�erateur �(h).

Dans l'arti
le [Pt3℄, nous avons montr�e de mani�ere rigoureuse que la repr�esentabi-
lit�e des op�erateurs �(h) et �(h�) est d�etermin�e par les 
rit�eres que nous obtenons
ainsi ; nous allons d�etailler les r�esultats 
ontenus dans 
et arti
le. Notons que, dans

e 
hapitre, nous notons toujours �tu et pas ut la restri
tion d'une fon
tion u de
L2(R+) �a l'intervalle [0; t℄, 
ela a�n d'�eviter la 
onfusion lorsque apparaissent des
familles (�t)t2R+, (�t)t2R+ o�u 
haque �t, �t est une fon
tion de L2(R+).

Avant d'�enon
�e la proposition suivante, rappelons que le sens que nous don-
nons �a une int�egrale sto
hastique quantique suit la d�e�nition Attal-Meyer (voir la
D�e�nition 3.2.2) et que nous ne nous int�eressons qu'aux repr�esentations int�egrales
dans lesquelles les op�erateurs H�

t sont fermables pour presque tout t et tout �.
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Proposition 5.2.1 (Proposition 2.2 de [Pt3℄) Si �(h) et �(h�) 
o��n
ident sur
E ave
 une int�egrale sto
hastique quantique, alors h v�eri�e les 
onditions (C) :

(C)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

pour presque tout t;

� �th1l[t;t+�℄=� 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand �! 0;

� �th
�1l[t;t+�℄=� 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand �! 0;

� 1
�

R t+�

t
h1l[t;t+�℄(s)ds 
onverge vers un s
alaire 
(t) quand �! 0;

les limites ont les propri�et�es suivantes :

� les fon
tions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) sont de 
arr�e int�egrable,

� la fon
tion t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.

D�emonstration.
D�etaillons la stru
ture de 
ette d�emonstration : en testant la repr�esentation int�egrale
sur des ve
teurs exponentiels on obtient la 
onvergen
e suivante, valable pour
presque tout t :

�th �[t;t+�℄u=�
�!0�! u(t)P 1H�

t E(�tu) dans L
2(R+) : (5.2.3)

o�u P 1 repr�esente la proje
tion sur le premier 
haos.
Consid�erer le 
as parti
ulier o�u u est une indi
atri
e d'intervalle 
ompa
t m�ene �a

�th1l[t;t+�℄=�
�!0�! P 1H�

t E(1lt℄) dans L2(R+) ; (5.2.4)

et en notant �t le terme de droite pour tout t on obtient bien la premi�ere 
ondi-
tion de (C) ; la deuxi�eme est obtenue par sym�etrie entre h et h�. En se basant sur

es premiers r�esultats de 
onvergen
e nous arrivons �a montrer en testant en
ore la
repr�esentation int�egrale sur de bons ve
teurs exponentiels, que l'on a la troisi�eme

ondition de 
onvergen
e. Le fait que la limite 
(t) est, 
omme fon
tion de t, essen-
tiellement born�ee, est obtenu dire
tement par l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz :����1�

Z t+�

t

h1l[t;t+�℄(s) ds

���� � khk :

On obtient ainsi tous les points de (C) �a l'ex
eption des 
onditions d'int�egrabilit�e
portant sur t 7! k�tk, t 7! k�tk. Ce point est en fait le plus d�eli
at de la preuve de
la Proposition 5.2.1. On peut montrer �a partir de (5.2.3) que pour u suÆsamment
r�egulier (presque partout di��erentiable suÆt), on a pour presque tout t

u(t)P 1H�
t E(ut) = u(t)P 1H�

t E(1lt℄): (5.2.5)
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On peut montrer par ailleurs que, pour un u 2 L2(R+) donn�e, v�eri�er 
ette �egalit�e
impose en fait la valeur de u(t)H�

t E(ut) non seulement sur le premier, mais sur
tous les 
haos. En utilisant la fermabilit�e de H�

t et l'�egalit�e (5.2.5) pour les u
assez r�eguliers on arrive alors �a montrer que l'�egalit�e (5.2.5) est valable en fait
pour tout u de L2(R+) (Lemme 2.4 de [Pt3℄). Comme nous savons par ailleurs que
t 7! ju(t)j

H�

t E(ut)


 est int�egrable pour tout u, 
ette �egalit�e entrâ�ne que pour

tout u de L2(R+), l'appli
ation

t 7! ju(t)j k�tk
est int�egrable et par 
ons�equent t 7! k�tk est de 
arr�e int�egrable ; on pro
�ede de
même pour �t.

Ce
i termine la preuve de la Proposition 5.2.1. Nous obtenons ainsi un premier

ensemble de 
onditions �a la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur E . Nous 
her
hons
alors �a obtenir une 
ara
t�erisation plus parlante de l'ensemble de 
onditions (C) :

Lemme 5.2.2 (Lemme 2.6 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e ; les 
onditions
(C) de la Proposition 5.2.1 sont �equivalentes �a l'existen
e d'un op�erateur de Hilbert-
S
hmidt k tel que

h = k +M
;

o�u M
 est l'op�erateur de multipli
ation par 
.

Dans [Pt3℄, l'op�erateur k est not�e K.

Il existe don
 une fon
tion � de R+�R+ dans C telle que pour tout u de L2(R+),
presque tout t de R+ ,

hu(t) =

Z 1

0

�(s; t)u(s) ds+ u(s) 
(s);

et le lien entre 
ette fon
tion � et les fon
tions �, � de (C) est le suivant :�
�(s; t) = �t(s) si s < t et
�(s; t) = �s(t) si s > t:

(5.2.6)

Nous avons ainsi montr�e que, si �(h) et �(h�) ont une repr�esentation int�egrale
sur E , alors h est de la forme donn�ee dans le Lemme 5.2.2.

Nous montrons alors l'impli
ation inverse, la forme parti
uli�ere de h nous per-
mettant, �a partir des formules fournies par notre appro
he heuristique, de d�e�nir
les int�egrandes suivantes :8>>><

>>>:
H+

t E(�tu)=
R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�th �tu)

H�
t E(�tu)=E(�th �tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�th �tu);

(5.2.7)
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es op�erateurs �etant ensuite �etendus par adaptation.
Nous montrons alors que sous 
es hypoth�eses, les int�egrandes d�e�nies sont bien

des op�erateurs fermables, que les int�egrales sto
hastiques asso
i�ees sont bien d�e�nies
sur E et qu'elles 
o��n
ident ave
 �(h). Puisque h� est de la même forme que h on

onstruit de même une int�egrale �egale sur E �a �(h�).

Les formules (5.2.7) 
i-dessous montrent que sur E , les int�egrandes v�eri�ent
8>>><
>>>:

H+
t Pt= Pt�(h) a

�
�(:;t)

Pt

H�
t Pt= Pt a

+
�(t;:) �(h)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt �(h)Pt;

(5.2.8)

expressions qui nous permettent d'�etendre 
ette repr�esentation �a un domaine di��erent
de E : on voit par exemple que 
ette repr�esentation est en
ore valide sur le domaine
J .

De plus, la Proposition 3.2.4 montre que si �(h), �(h�) sont repr�esentables, alors
les 
oeÆ
ients de la repr�esentation ont n�e
essairement la forme (5.2.8).

Nous avons ainsi obtenu une 
ondition n�e
essaire et suÆsante de repr�esentabilit�e
de �(h) et �(h�) sur E . On peut de plus remarquer que, dans notre preuve, l'hy-
poth�ese de repr�esentabilit�e sur E n'a servi que 
omme ensemble de ve
teurs test ;
en parti
ulier nous aurions pu donner exa
tement la même preuve en 
onsid�erant
la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F .

Nous obtenons ainsi, sans rien ajouter �a la d�emonstration (ou presque) la 
a-
ra
t�erisation suivante :

Th�eor�eme 5.2.3 (Th�eor�eme 2.1 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;
on a alors �equivalen
e entre les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-
tiques sur le domaine E,

2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-
tiques sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F ,

3. h est de la forme

h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt et M
 est un op�erateur de multipli-

ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
.

Dans tous les 
as, les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-
sions (5.2.7) et (5.2.8). De plus, si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee, alors la
repr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .
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Les formules (5.2.7) et (5.2.8) montrent de plus que l'on a a priori un lien fort
entre le fait que �(h) soit born�e et 
elui que les 
oeÆ
ients de la repr�esentation le
soient ; on peut en fait montrer le r�esultat suivant

Proposition 5.2.4 (Proposition 2.8 de [Pt3℄) Soit �(h) un op�erateur de se-

onde quanti�
ation ; les propri�et�es suivantes sont alors �equivalentes :

1. �(h) appartient �a S 0,
2. �(h) appartient �a S,

3. h est de la forme k+M
 o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt et M
 est
un op�erateur de multipli
ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
, et
h est de plus une 
ontra
tion.

5.2.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs de se
onde

quanti�
ation di��erentielle

Il est remarquable que notre preuve n'utilise en fait, de la repr�esentation int�egrale,
que son a
tion sur le premier 
haos ; si l'on remarque qu'un op�erateur de se
onde
quanti�
ation di��erentielle �(h) 
o��n
ide sur le premier 
haos ave
 l'op�erateur de
se
onde quanti�
ation 
orrespondant �(h), on voit que notre preuve s'applique �a
l'identique au 
as des op�erateurs de se
onde quanti�
ation di��erentielle. On obtient
ainsi le r�esultat suivant, qui �etend un r�esultat de Coquio dans [Co2℄ :

Th�eor�eme 5.2.5 (Th�eor�eme 3.1 de [Pt2℄) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;
on a alors �equivalen
e entre les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-
tiques sur le domaine E,

2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-
tiques sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F ,

3. h est de la forme
h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt et M
 est un op�erateur de multipli-

ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
.

Dans tous les 
as, les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-
sions (5.2.9) et (5.2.10) 
i-dessous. De plus, si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee,
alors la repr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .

Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale sont donn�es par8>>><
>>>:

H+
t E(�tu)=

R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�tu)

H�
t E(�tu)=E(�tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�tu);

(5.2.9)
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et 
omme pr�e
�edemment on a des expressions plus g�en�erales qui nous permettent
d'�etendre la repr�esentation au-del�a de E :8>>><

>>>:
H+

t Pt= a�
�(:;t)

Pt

H�
t Pt= a+�(t;:)Pt

HÆ
t Pt= (
(t)� 1)Pt:

(5.2.10)

5.2.3 Le 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer

Remarquons d'abord que le 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer est un 
ontre-
exemple �a la repr�esentabilit�e de �(h) et que l'on ne suppose rien de la repr�esentabilit�e
de �(h�). Cependant l'op�erateur h 
onsid�er�e dans 
et exemple v�eri�e h� = �h et l'on
peut adapter notre preuve pour montrer que si l'op�erateur h v�eri�e une telle relation
(ou plus g�en�eralement si h et h� sont proportionnels), alors �(h) est repr�esentable
en int�egrale sto
hastique quantique si et seulement si h est par ailleurs de la forme
k +M
 
omme en 5.2.2.

Cependant on peut v�eri�er que h v�eri�e pour tous a; b de R+ que h1l[a;b℄(s) =
1
�
log s�a

s�b
pour presque tout s. En parti
ulier, 1

�
h1l[t;t+�℄ 
onverge presque partout vers

s 7! 1
�

1
t�s

, et 
ette fon
tion n'est pas de 
arr�e int�egrable, don
 
ette 
onvergen
e
ne peut pas être vraie au sens L2. Cet op�erateur h est don
 loin de v�eri�er les

onditions (C) : la fon
tion �t asso
i�ee est telle que

R t

0
�t(s) d�s ne d�e�nit pas un

�el�ement de �, don
 l'�egalit�e

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s) d�s Æ E(�th �tu);

n'a de sens dans � pour au
un u de L2(R+).
C'est pourquoi une telle repr�esentation int�egrale de �(h) ne peut exister qu'en

un sens plus faible : la repr�esentation d�e�nie par Parthasarathy dans sa r�eponse �a
Journ�e et Meyer [Py1℄ est sans doute 
e que l'on peut faire de mieux : H+

t E(�tu)
y est d�e�nie que pour des fon
tions u suÆsamment r�eguli�eres mais H�

t n'est d�e�ni
que 
omme une distribution.

Remarquons que le 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer montre en fait que �(h)
n'est repr�esentable sur au
un espa
e L2 \ Lp(R+). Nous donnons dans la suite
une 
ara
t�erisation des op�erateurs qui ont une repr�esentation int�egrale sur un tel
sous-ensemble de E ; 
ependant 
et exemple parti
ulier est tellement pathologique
(le noyau asso
i�e n'est même pas de 
arr�e int�egrable en une variable) que 
ette

ara
t�erisation ne nous apprend rien de nouveau dans 
e 
as pr�e
is.

Remarquons par ailleurs que notre th�eor�eme o�re une foule d'exemples d'op�era-
teurs non repr�esentables : pour tout op�erateur h autoadjoint (ou même, nous l'avons
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vu 
i-dessus, pour lequel h et h� sont proportionnels) qui n'est pas de la forme k+Mf


omme pr�e
�edemment, l'op�erateur asso
i�e �(h) n'est pas repr�esentable sur E .

5.3 Extensions possibles de 
es r�esultats

Dans 
ette se
tion, nous donnons plusieurs extensions des r�esultats 5.2.3 et 5.2.5 ;
nous �etudions des 
rit�eres de repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de E , le 
as
de la multipli
it�e in�nie, puis donnons des 
onditions suÆsantes permettant de
repr�esenter un op�erateur de se
onde quanti�
ation d'un op�erateur non born�e de
L2(R+).

5.3.1 Repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de E

Dans les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5, la 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e qui
s'appuie sur les ve
teurs exponentiels utilise sur une hypoth�ese tr�es forte : la repr�esen-
tabilit�e sur tout le domaine exponentiel. On peut souhaiter, pour des appli
ations
pratiques, obtenir une 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs de se-

onde quanti�
ation ou se
onde quanti�
ation di��erentielle sur des parties de l'en-
semble E . On peut fa
ilement adapter les d�emonstrations pr�e
�edentes pour obte-
nir des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�e en int�egrale sto
hastique quan-
tique sur les exponentielles de fon
tions appartenant �a un sous-espa
e A de L2(R+)
v�eri�ant 
ertaines propri�et�es :

Proposition 5.3.1 Soit A un sous-espa
e ve
toriel L2(R+) tel que
� l'espa
e A est stable par passage �a la valeur absolue
� l'espa
e A 
ontient les indi
atri
es d'intervalles born�es de R+ .

Si �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur E(A)
alors les 
onditions (C) sont v�eri��ees, �a l'ex
eption de la 
ondition portant sur k�tk,
k�tk qui est rempla
�ee par

t 7! k�tku(t); t 7! k�tk u(t) sont int�egrables pour toute fon
tion u de A:

La même 
on
lusion est valable en partant de l'hypoth�ese que �(h) et �(h�) sont
repr�esentables sur E(A).

Le d�efaut de 
ette formulation des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�e
a un d�efaut �evident : on ne sait en g�en�eral pas traduire 
es 
onditions de mani�ere
plus 
on
ise. Un autre d�efaut est plus grave : on ne sait pas si les noyaux obtenus �a
partir des fon
tions �, � 
omme pr�e
�edemment sont suÆsamment int�egrables pour
d�e�nir un op�erateur sur A.

Dans le 
as ou A est un espa
e de type L2 \ Lp pour p � 1, on peut esp�erer
obtenir une formulation plus 
laire. En e�et, il semble que toutes les �etapes de la
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preuve de 5.2.3 restent valables ; l'�etape 
ru
iale montrant que t 7! k�tk, t 7! k�tk
sont de 
arr�e int�egrable semble être rempla
�ee par un r�esultat \lisible" grâ
e au
lemme suivant, analogue de 
elui que nous avons utilis�e dans la preuve de 5.2.3 :

Lemme 5.3.2 soit p dans [1;+1[ et soit u une fon
tion mesurable telle que uv
est int�egrable pour toute fon
tion v de L2 \Lp(R+). Alors u appartient �a L2(R+)+
Lq(R+), o�u q 2℄1;+1℄ est l'indi
e 
onjugu�e de p.

Il demeure en fait la même obstru
tion que dans le 
as g�en�eral : on ne sait même pas,
si l'on d�e�nit une fon
tion � �a partir de � et � 
omme pr�e
�edemment, si l'int�egraleZ 1

0

�(s; t)u(s) ds

sera d�e�nie pour u dansL2 \ Lp(R+): En e�et, 
e que le lemme 5.3.2 va nous per-
mettre de montrer est que

t 7!
�Z t

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2

+
�Z t

0

j�(t; s)j2 ds
�1=2

est dans L2 \ Lp(R+) et pas

t 7!
�Z 1

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2


omme on pourrait le 
roire. On ne pourra don
 pas d�e�nir l'op�erateur de noyau �
sur E(L2 \ Lp(R+)).

On peut, en se restreignant au 
as o�u p 2 [1; 2[, obtenir une 
ara
t�erisation de
la repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�) ; on peut obtenir dans 
ertains 
as
parti
uliers une 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�).

Fixons d'abord quelques notations et une d�e�nition : pour toute fon
tion �
d�e�nie sur R+ � R+ , on note ~� la fon
tion v�eri�ant

~�(s; t) = �(t; s);

et on d�e�nit une fon
tion k�k par

k�k (t) =
�Z 1

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2

:

D�e�nition 5.3.3 Soit q un �el�ement de [1;+1[. Un (2; q)-noyau est une fon
tion
� sur R+ � R+ telle que pour tout t, les fon
tions k�k et k~�k sont �nies presque
partout et appartiennent �a L2(R+) + Lq(R+).

On a alors le r�esultat suivant, analogue de 6.3.1 et 5.2.5 :
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Th�eor�eme 5.3.4 Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) et soit p � 2. On d�e�nit
les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale sto
hastique sur E(L2 \
Lp(R+)),

2. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale sto
hastique sur E(L2 \
Lp(R+)),

3. il existe un (2; q)-noyau � et une fon
tion essentiellement born�eee 
 telle que

h = K� +M
 et h� = K~� +M


sur L2 \ Lp(R+).

Alors
� 1. ou 2. impliquent 3.
� 3. implique 2.
� 3. implique 1. si l'on fait les hypoth�eses suppl�ementaires suivantes :

3 0:

8>>>><
>>>>:

Z 1

0

����
Z s

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � C

Z 1

0

ju(r)j2 dr
et Z 1

0

����
Z s

0

�(s; r)u(r)dr

����
2

ds � C

Z 1

0

ju(r)j2 dr

pour une 
onstante positive C et tout u dans L2 \ Lp(R+).
De plus, d�es que 3. (et 3'. dans le 
as de �(h), �(h�)) sont v�eri��ees, les repr�esentations
sont valables sur le sous-espa
e J (L2 \ Lp) de J engendr�e par les ve
teurs j(g; f)
ave
 f et g dans L2 \ Lp(R+).

Remarques
On peut �enon
er des 
onditions plus expli
ites sous lesquelles 1. et 2. sont

v�eri��es. Si par exemple h est positive alors les trois propri�et�es 1, 2, 3 sont �equivalentes ;
si jhj v�eri�e les 
onditions de 3. alors �(h), �(h�) sont repr�esentables en int�egrales
sto
hastiques quantiques sur E(L2\Lp(R+)). Nous pr�e
iserons apr�es la d�emonstration
les modi�
ations �a apporter �a 
elle-
i pour obtenir 
es di��erentes assertions.

Ce th�eor�eme n'apparâ�t pas dans [Pt3℄ ; nous donnons don
 i
i sa d�emonstration.

Preuve du Th�eor�eme 5.3.4
Nous allons donner une preuve 
ompl�ete dans le 
as des op�erateurs �(h), �(h�),


'est-�a-dire que nous d�emontrons que 1. implique 3, puis que 3. et 3'. impliquent �a
elles deux 1.
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Commen�
ons par la preuve de l'impli
ation 1. ) 3. ; on obtient 
omme dans le

as du Th�eor�eme 5.2.3 les 
onditions suivantes sur h et h� :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

pour presque tout t;

� �th1l[t;t+�℄=� 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand �! 0;

� �th
�1l[t;t+�℄=� 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand �! 0;

� 1
�

R t+�

t
h1l[t;t+�℄(s)ds 
onverge vers un s
alaire 
(t) quand �! 0;

les limites ont les propri�et�es suivantes :

� les fon
tions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) appartiennent �a (L2 + Lq)(R+);

� la fon
tion t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.

On d�e�nit 
omme dans le 
as du Lemme 5.2.2 � �a partir de �, � :�
�(s; t) = �t(s) si s < t et
�(s; t) = �s(t) si s > t:

(5.3.1)

Consid�erons une suite (tn)n�0 d'�el�ements de R+ qui 
rô�t vers +1. La suite
�tnh �tn 
onverge fortement vers h don
 pour tout u 2 L2(R+), il existe une sous-
suite de (tn)n2N telle que �tnh �tnu 
onverge presque partout vers u: En utilisant la
s�eparabilit�e de L2(R+), la 
ontinuit�e de h et un pro
�ed�e diagonal, on obtient une
sous-suite de (tn)n�0 pour laquelle

pour presque tout s; pour tout u de L2(R+) ; �tnh �tnu(s)! hu(s):

On note en
ore (tn)n�0 
ette sous-suite. On restreint toutes les fon
tions �a un in-
tervalle born�e [0; tn℄ ; l'ensemble L2 \ Lp est alors �egal �a l'ensemble L2 ; la preuve
du Lemme 5.2.2 adapt�ee �a 
e 
as montre alors que pour presque tout s, la formule
suivante est valable pour tout u de L2(R+) et tout n suÆsamment grand :

h �tnu(s) =

Z tn

0

�(r; s)u(r) dr + u(s)f(s):

Le membre de gau
he 
onverge vers hu(s), et le deuxi�eme terme du membre de
droite est �x�e ; l'int�egrale 
onverge don
 lorsque n tend vers l'in�ni et, ave
 un abus
de notation momentan�e, on a en
ore pour presque tout s, tout u :

hu(s) =

Z 1

0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s): (5.3.2)

L'abus en question tient �a 
e que l'int�egrale
R1
0

�(r; s)u(r)dr est pour l'instant une
int�egrale impropre . On peut 
ependant 
onsid�erer, au lieu de u, la fon
tion v d�e�nie
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par

v(r) =

(
u(r)� �(r;s)

j�(r;s)j si �(r; s) 6= 0

0 sinon.

Cela montre que r 7! j�(r; s)u(r)j est int�egrable et que l'int�egrale est en fait abso-
lument 
onvergente. Par sym�etrie on obtient les propri�et�es de h� et r 7! �(s; r) ; on
a don
 prouv�e que 1. implique 3.

La preuve que 3. ave
 la 
ondition suppl�ementaire 3'. entrâ�ne 1. est semblable
�a l'une des �etapes de la preuve du Th�eor�eme 5.2.3 : grâ
e �a 3'., on peut d�e�nir
H+

t E(ut), H
�
t E(ut) �a partir des formules (5.2.7) et on v�eri�e exa
tement 
omme

dans le 
as du Th�eor�eme 5.2.3 que les int�egrales ainsi d�e�nies 
o��n
ident ave
 �(h),
�(h�). L'extension au sous-ensemble J est obtenu 
omme pour 5.2.3.

Ce
i 
on
lut la preuve.

�

Remarques sur l'hypoth�ese suppl�ementaire 3'.
Soulignons d'abord le fait que l'on ne peut se passer d'ajouter l'hypoth�ese 3'.

En e�et, la majoration

Z 1

0

����
Z 1

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � khk2kuk2;

que l'on d�eduit de la forme de h, n'implique pas que

Z 1

0

����
Z s

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � khk2kuk2:

On a 
ependant 
ette impli
ation si h est un op�erateur positif, 
e qui prouve
l'une de nos remarques. Par ailleurs, si 3. est v�eri��ee pour jhj alors on d�e
ompose
h sous la forme :

h = h+< � h�< + ih+= � ih�= ;

et 
ha
un v�eri�e la 
ondition 3. puisqu'il est born�e par jhj ; 
ependant, 
omme les
�egalit�es

�(h) = �(h+<)� �(h�<) + i�(h+=)� i�(h�=)

et

�(h�) = �(h+<)� �(h�<)� i�(h+=) + i�(h�=)

sont v�eri��ees sur J , 
haque terme est repr�esentable et on a une �egalit�e du même
type pour les int�egrales. Il existe bien sûr d'autres 
as parti
uliers dans lesquels on
peut adapter la preuve 
i-dessus pour obtenir la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�).
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5.3.2 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1

Dans la se
tion 4 de l'arti
le [Pt3℄, nous donnons une extension des r�esultats
pr�e
�edents au 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a un ; notons
que les op�erateurs de se
onde quanti�
ation sont d�e�nis dans les espa
es de Fo
k
de multipli
it�e sup�erieure �a un suivant les expressions (5.2.1) et (5.2.2) 
omme
pr�e
�edemment, deux op�erateurs �(h) et �(h) �etant maintenant asso
i�es �a tout
op�erateur h sur L2(R+ ;K).

Avant d'�enon
er le th�eor�eme de 
ara
t�erisation, pr�e
isons les d�e�nitions sui-
vantes :

D�e�nition 5.3.5
� Un op�erateur de Hilbert-S
hmidt sur L2(R+ ;K) est un op�erateur k tel qu'il

existe une famille (�i;j)i;j2� de fon
tions dans L2(R+ � R+) telles que

X
i;j2�

Z
R+�R+

j�i;j(s; t)j2 ds dt < +1

et que pour tout i dans �, presque tout s dans R+ ,

kf(s; i) =
X
j2�

Z 1

0

�i;j(r; s)f(r; j)dr:

� Un op�erateur de multipli
ation est un op�erateur M
 pour lequel il existe une
appli
ation s 7! �


i;j(s)
�
i;j2� dont les 
oeÆ
ients v�eri�ent que pour presque

tout s de R+ ,

k
k (s) =
 X

i;j2�

j
i;j(s)j2
!1=2

est �ni et

M
f(s; i) =
X
j2�


i;j(s)f(s; j):

Le th�eor�eme suivant 
ondense les analogues en multipli
it�e sup�erieure �a un des
Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5. Les expressions des int�egrandes sont donn�ees plus loin.

Th�eor�eme 5.3.6 (Th�eor�eme 4.2 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e sur l'es-
pa
e L2(R+ ;K). Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

1. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur
l'ensemble E(L2(R+ ;K)) des ve
teurs exponentiels

2. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur
l'ensemble FK des ve
teurs �a nombre �ni de parti
ules

3. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur
l'ensemble E(L2(R+ ;K)) des ve
teurs exponentiels
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4. �(h) et �(h�)sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur
l'ensemble FK des ve
teurs �a nombre �ni de parti
ules

5. h est de la forme

h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt et M
 est un op�erateur de multi-
pli
ation par la matri
e (
i;j)i;j2� tel que la fon
tion k
k est essentiellement
born�ee sur R+ .

Si par ailleurs l'une des 
onditions 
i-dessus est v�eri��ee, alors on peut �etendre les
repr�esentations int�egrales �a tout JK.
La preuve 
onsiste essentiellement �a appliquer les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5 �a 
haque
\�el�ement de matri
e" des op�erateurs 
onsid�er�es et �a v�eri�er que les 
onditions de
sommabilit�e suivant i, j impos�ees par les repr�esentations int�egrales en multipli
it�e
sup�erieure impliquent les 
onditions sur 
 et k ou inversement.

Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)

Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-
vantes sur E(L2(R+ ;K)) :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E((h �tu)t)

Hj;0
t E(�tu) = E((h �tu)t) Æ

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E((h �tu)t):

(5.3.3)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,
8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t Pt = Pt�(h)Pt

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s

Hj;0
t Pt =

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt�(h)Pt

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1)Pt�(h)Pt:

(5.3.4)

Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)
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Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-
vantes sur E(L2(R+ ;K)) :8>>>>>>><

>>>>>>>:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E(�tu)

Hj;0
t E(�tu) = E(�tu) Æ

X
i2�

Z t

0

�j;i(t; s)d�
i
s

H i;j
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E(�tu):

(5.3.5)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t Pt =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s Pt

Hj;0
t Pt =

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1) Pt:

(5.3.6)

5.3.3 Se
ondes quanti�
ations d'op�erateurs non born�es

Dans 
ette se
tion nous nous int�eressons rapidement au 
as des op�erateurs de
se
onde quanti�
ation ou de se
onde quanti�
ation di��erentielle 
onstruits �a par-
tir d'op�erateurs non born�es ; la d�e�nition de tels op�erateurs se d�eduit de mani�ere
imm�ediate de 
elle que l'on a donn�ee dans le 
as d'op�erateurs born�es. La diÆ-

ult�e dans 
e 
as tient au fait que, sans information pr�e
ise sur la forme du do-
maine des op�erateurs h, h�, on ne peut obtenir de bonne 
ondition n�e
essaire de
repr�esentabilit�e sur la forme de l'op�erateur h. Nous ne donnons don
 que des 
ondi-
tions suÆsantes tr�es g�en�erales pour que l'on puisse d�e�nir une int�egrale sto
hastique
quantique 
o��n
idant ave
 �(h) ou �(h) sur son domaine.

Ces 
onditions peuvent �evidemment servir dans le 
as d'op�erateurs born�es si
par exemple on veut repr�esenter des op�erateurs �(h), �(h) sans hypoth�ese sur les
adjoints.

Proposition 5.3.7 (Proposition 5.1 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur sur L2(R+)
de domaine Domh et supposons qu'il existe deux fon
tions � : R+ � R+ ! C et

 : R+ ! C telles que, pour tout u dans Domh, presque tout s dans R+ ,

hu(s) =

Z 1

0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s):

Consid�erons les 
onditions suivantes :
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1. t 7! R t

0
j�(s; t)j2 ds est int�egrable,

2. pour tout u de Domh, t 7! ju(t)j
qR t

0
j�(t; s)j2 ds et t 7! jf(t)� 1j ju(t)j

sont int�egrables,

3. pour tout u de Domh, k�t h �tuk est uniform�ement born�e en t,

alors
� Si les 
onditions 1. et 2. sont v�eri��ees, �(h) est repr�esentable en int�egrale

sto
hastique quantique sur J (Domh) et F(Domh)
� Si les 
onditions 1.,2. et 3. sont v�eri��ees, alors �(h) est repr�esentable en

int�egrale sto
hastique quantique sur J (Domh) et F(Domh).
Les expressions des 
oeÆ
ients des repr�esentations int�egrales sont donn�ees par
(5.2.8) et (5.2.10).

Les ensembles J (Domh) et F(Domh) repr�esentent respe
tivement le sous-espa
e
engendr�e par 
 et les j(g; f) ave
 g, f dans Domh et le sous-espa
e engendr�e par
les u1 Æ : : : Æ un pour u1; : : : ; un dans Domh.
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Chapitre 6

Approximations d'EDS quantiques

et 
r�eation de bruits quantiques

Dans 
e 
hapitre, nous d�e
rivons l'appli
ation du 
al
ul sto
hastique quan-
tique �a la 
onstru
tion de dilatations unitaires d'�evolutions 
ompl�etement posi-
tives. Nous �etudions 
es questions en temps dis
ret et appliquons nos te
hniques de
dis
r�etisation et de passage �a la limite pour d�e
rire le 
omportement asymptotique
des op�erateurs d'�evolution asso
i�es �a une intera
tion r�ep�et�ee.

Dans la se
tion 6.1 nous rappelons les d�e�nitions et r�esultats dont nous aurons
besoin 
on
ernant les solutions d'�equations di��erentielles sto
hastiques quantiques
et la 
onstru
tion de dilatations unitaires.

Dans la se
tion 6.2 nous �etablissons des r�esultats analogues dans le 
as du
temps dis
ret et mettons en pla
e le mod�ele g�en�eral 
orrespondant aux intera
tions
r�ep�et�ees.

Dans la se
tion 6.3 nous �etablissons les r�esultats de 
onvergen
e que nous ap-
pliquerons �a notre mod�ele physique ; 
eux-
i s'expriment fa
ilement dans le langage
des �equations di��erentielles. Nous les pr�esentons don
 sous 
ette forme puis les tra-
duisons dans le langage qui permet de d�e
rire le 
omportement asymptotique dans
les intera
tions r�ep�et�ees.

En�n, dans la se
tion 6.4, nous �etablissons les r�esultats asso
i�es de 
onvergen
e
des semigroupes d'�evolutions asso
i�es - r�esultats qui sont bien plus simples mais bien
moins puissants que nos r�esultats pr�e
�edents - puis les r�esultats de 
onvergen
e des
Hamiltoniens asso
i�es �a 
es intera
tions.

La plus grande partie de 
e 
hapitre 
orrespond �a la publi
ation [AP1℄ �e
rite
en 
ollaboration ave
 St�ephane Attal. Depuis la r�eda
tion de 
et arti
le 
ependant
nous avons remarqu�e que nos preuves s'�etendaient sans au
une modi�
ation (mais
parfois un peu de pruden
e) pour s'appliquer au 
as o�u le \petit syst�eme" H0 est
de dimension in�nie et l'espa
e de Fo
k qui sert de r�eservoir est de multipli
it�e
quel
onque. Nous donnons tous les �enon
�es i
i ave
 
es hypoth�eses plus g�en�erales

127
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et soulignons �a l'o

asion le fait que les d�emonstrations de [AP1℄ restent valables.

6.1 Dilatations d'�evolutions 
ompl�etement posi-

tives et EDS quantiques

6.1.1 Evolutions 
ompl�etement positives et th�eor�eme de

Lindblad

Dans les �enon
�es que nous donnons i
i, nous ne 
her
hons �a donner ni des �enon
�es

omplets ni des hypoth�eses minimales : le but de 
ette sous-se
tion est de �xer le

adre de travail de 
e 
hapitre. Pour la motivation de l'�etude de 
es questions, on
pourra 
onsulter [Dav℄ ; pour les r�esultats les plus importants (en parti
ulier 6.1.3,
qui n'existait pas �a la parution de 
e dernier livre) on pourra se reporter �a [Py2℄.

Supposons que nous nous int�eressions �a un syst�eme physique dont l'espa
e d'�etat
est un espa
e de Hilbert H0 s�eparable, typiquement une parti
ule qui a un 
ertain
nombre de niveaux d'�energie ; on appellera petit syst�eme indi��eremment le syst�eme
physique ou l'espa
e d'�etat H0. On souhaite s'int�eresser dans 
e 
hapitre �a des
�evolutions de 
e syst�eme qui ne sont pas suppos�ees 
onservatives ; physiquement,

ela signi�e que 
e syst�eme dissipe de l'�energie.

Nous 
hoisissons de travailler ex
lusivement dans l'interpr�etation de Heisenberg ;
math�ematiquement, la non 
onservativit�e de l'�evolution signi�e que l'�evolution des
observables X 2 B(H0) du syst�eme n'est pas de la forme X 7! e�itHXeitH. On ne
peut 
ependant autoriser n'importe quels op�erateurs pour traduire 
ette �evolution.
Suivant que l'on 
onsid�ere des �evolutions �a temps dis
ret ou �a temps 
ontinu, notons
(tn)n�0 ou (Tt)t�0 les op�erateurs qui donnent la traje
toire d'une observable X 2
B(H0) du petit syst�eme :

Xn = tn(X)

ou

Xt = Tt(X):

Si l'on suppose que le syst�eme est stationnaire, il est naturel de 
onsid�erer que 
es
pro
essus sont des semigroupes ; en outre, des arguments physiques (voir [Dav℄)
nous 
onvainquent de faire l'hypoth�ese suppl�ementaire que 
ha
un de 
es op�erateurs
sur B(H0) a la propri�et�e d'être 
ompl�etement positif. D�e�nissons 
ette notion de

ompl�ete positivit�e :

D�e�nition 6.1.1 Soit T un op�erateur sur B(H0). Pour n 2 N
� on dit que T est

n-positif si l'appli
ation T (n) sur B(H0 
 C n) 'Mn

�B(H0)
�
d�e�nie par

T (n) (Xi;j)i;j=1;:::;n = (T (Xi;j))i;j=1;:::;n
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est positive. L'op�erateur T est dit 
ompl�etement positif s'il est n-positif pour tout
n 2 N

� .

On a un premier th�eor�eme fondamental, dans lequel, 
omme dans la suite, il est
impli
ite que H0 est s�eparable.

Th�eor�eme 6.1.2 (Kraus) Soit ` un op�erateur sur B(H0), �-faiblement 
ontinu
et 
ompl�etement positif. Il existe une suite d'op�erateurs born�es (Vi)i�0 sur H0 telle
que pour tout X de B(H0),

`(X) =
X
i�0

L�iXVi

o�u la s�erie est fortement 
onvergente pour tout X.
Si H0 est de dimension �nie alors on a le même r�esultat ave
 un nombre �ni

d'op�erateurs V0; : : : ; VN .

Par ailleurs, on sait, si l'on s'autorise des 
onditions analytiques 
onfortables,

ara
t�eriser enti�erement les semigroupes d'�evolution �a temps 
ontinu qui nous int�eres-
sent :

Th�eor�eme 6.1.3 (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) Soit (Tt)t�0 un
semigroupe d'op�erateurs sur B(H0), �-faiblement 
ontinus, 
ompl�etement positifs et
v�eri�ant Tt(Id) = Id pour tout t. On suppose que T0 = Id et que t 7! Tt est fortement

ontinu si l'on munit B(H0) de la norme d'op�erateurs.

Alors il existe un op�erateur autoadjoint born�e H et une suite d'op�erateurs born�es
(Li)i�0 de H0 tels que (Tt)t�0 se mette sous la forme

Tt = etL

ave


L(X) = i[H;X℄ +
X
i�0

1

2

�
2L�iXLi � L�iLiX �XL�iLi

�
o�u la s�erie est fortement 
onvergente pour tout X.

En
ore une fois, si H0 est de dimension �nie, le r�esultat est vrai ave
 un nombre
�ni d'op�erateurs L1; : : : ; LN .

On a

epte de se restreindre aux �evolutions ayant les 
onditions de r�egularit�e
d�e
rites dans 
es deux th�eor�emes. Une �evolution �a temps 
ontinu du type qui nous
int�eresse est don
 enti�erement d�etermin�ee par l'�equation

dXt

dt
= L(Xt)

ave
 L de la même forme que dans le th�eor�eme 
i-dessus. Une telle �equation est
appel�ee �equation mâ�tresse ; l'op�erateur L asso
i�e est appel�e Lindbladien. En temps
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dis
ret le tableau se simpli�e puisque un semigroupe (tn)n�0 ayant toutes les pro-
pri�et�es que nous avons d�e
rites est for
�ement de la forme

tn = (t1)
n

o�u t1 est de la forme donn�ee dans le th�eor�eme de Kraus.
Une appro
he possible pour mod�eliser l'�evolution dissipative d'un petit syst�eme

est ainsi de se donner la forme du Lindbladien ou de l'op�erateur t1. Une autre
appro
he est de fermer le syst�eme, 
'est �a dire de le 
oupler �a un \r�eservoir" H et
de voir l'�evolution sur H0 
omme la \tra
e" sur H0 d'une �evolution unitaire sur
H0 
H. On d�etermine alors l'�evolution du syst�eme en se donnant un Hamiltonien
qui d�e
rit l'�evolution de l'ensemble du syst�eme.

D�e�nissons 
e qu'est une dilatation d'un semigroupe d'�evolution. Pour 
ela,
supposons �x�e un ve
teur de r�ef�eren
e 
 de H (lorsque nous prendrons H �egal �a
� ou T� 
e sera �evidemment le ve
teur vide), et notons E 0 l'op�erateur de tra
e
partielle qui �a un op�erateur X sur H0 
H asso
ie un op�erateur sur H0 par

ha; E 0(X)bi = ha
 
; X b
 
i:

Alors on appellera dilatation sur H d'un semigroupe (Tt)t�0 d'op�erateurs de H0 la
donn�ee d'un pro
essus (Ut)t�0 d'op�erateurs sur H0 
 H tels que pour tout t, tout
X de B(H0) on ait

Tt(X) = E 0(U
�
t (X 
 Id)Ut);


'est-�a-dire que le diagramme suivant est 
ommutatif pour tout t :

B(H0)
Tt�! B(H0)

:
Id # " E0

B(H0 
H)
U�
t :Ut�! B(H0 
H)

(6.1.1)

La d�e�nition de la dilatation d'une �evolution �a temps dis
ret se d�eduit de mani�ere
imm�ediate de 
elle-
i.

6.1.2 Equations di��erentielles sto
hastiques quantiques

Un lien entre l'appro
he Lindbladienne et l'appro
he Hamiltonienne peut être
�etabli grâ
e au 
al
ul sto
hastique quantique ; partant d'une �evolution d�e�nie par
un Lindbladien sur H0 on peut en e�et 
onstruire sur un espa
e de Fo
k des dilata-
tions de 
ette �evolution. Cette 
onstru
tion �etait l'obje
tif de l'arti
le fondateur de
Hudson et Parthasarathy [H-P℄. Notons au passage que l'espa
e H0 que nous appe-
lons petit syst�eme est appel�e de mani�ere plus 
lassique en probabilit�es quantiques
espa
e initial.
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Ces dilatations sont 
ara
t�eris�ees par une �equation di��erentielle sto
hastique
quantique (EDS quantique ou en
ore EDSQ) asso
i�ee. Les r�esultats que nous allons
donner pr�esentent un int�erêt en 
e qui 
on
erne de telles �equations ind�ependamment
des questions de dilatations ; par ailleurs, ils s'exprimeront de mani�ere plus 
oh�erente
ave
 le reste de 
ette th�ese en termes d'�equations di��erentielles. Nous d�e�nissons
don
 
e que nous entendons par une solution d'EDSQ ; on 
onsid�ere un espa
e de
multipli
it�e K, espa
e de Hilbert s�eparable dont une base hilbertienne (ei)i2� est
�x�ee ; 
omme en 1.4 on suppose que l'indi
e 0 n'appartient pas �a �. Si l'on se donne
de plus une famille Li;j, i; j 2 � [ f0g d'op�erateurs (born�es) sur H0, on dit qu'un
pro
essus d'op�erateurs (Ut)t�0 est solution de l'�equation

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j
t (6.1.2)

sur un domaine D si pour tout f de D, tout t de R+ , l'�equation

Ut f = U0 f +

Z t

0

X
i;j

Li;jUs da
i;j(s)

a un sens et est v�eri��ee.

Notons qu'i
i est dans la suite nous notons Li;j et pas L�;� les op�erateurs

onsid�er�es (de même pour les bruits), 
ela a�n de rester plus pro
he des notations
utilis�ees dans [AP1℄ o�u la multipli
it�e �nie rend naturels les indi
es i; j.

Le th�eor�eme suivant est une version tr�es simpli��ee d'un r�esultat d�emontr�e dans
[Py2℄, Proposition 27.5 ; il rempla
e, en multipli
it�e in�nie, le Th�eor�eme 8 de [AP1℄.

Th�eor�eme 6.1.4 Soit H0 un espa
e de Hilbert s�eparable, et soit (Li;j)i;j2�[f0g une
famille d'op�erateurs born�es telle que

X
i;j2�[f0g



Li;j


2 < +1:

Alors il existe un unique pro
essus d'op�erateurs (Ut)t�0 qui est solution de l'�equation
(6.1.2) sur le domaine exponentiel.

Ce
i montre en parti
ulier que l'on a une solution d�es que H0 est de dimension �nie.

Le 
as qui nous int�eressera plus parti
uli�erement est 
elui dans lequel la solution
de l'�equation (6.1.2) est 
onstitu�ee d'op�erateurs unitaires. Ce 
as est enti�erement

ara
t�eris�e en terme de la forme des op�erateurs Li;j par le Th�eor�eme 6.1.5 
i-dessous
(voir Corollaire 26.4 de [Py2℄). Nous �enon�
ons par ailleurs dans 
e même th�eor�eme
le r�esultat de Hudson et Parthasarathy donnant des dilatations de toute �evolution

ompl�etement positive.
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Th�eor�eme 6.1.5 ([H-P℄) Soit H0 un espa
e de Hilbert s�eparable. S'il existe sur
H0 un op�erateur autoadjoint born�e H, des op�erateurs born�es Si;j, i; j 2 � tels que
la matri
e (Si;j)i;j2� soit unitaire et des op�erateurs Li, i 2 � tels que pour tous
i; j 2 � [ f0g : 8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

L0;0 = �(iH +
1

2

X
k

L�kLk)

Li;0 = Li

Li;0 = �
X
k

L�kS
k;j

Li;j = Si;j � ÆijI;

alors l'�equation (6.1.2) admet une solution (Ut)t�0 
onstitu�ee d'op�erateurs unitaires.
Dans 
e 
as on a pour tous a; b de H0,

ha
 
; Ut b
 
i = ha; et(iH+ 1
2

P
L�iLi) bi

et pour tout X de B(H0),

ha
 
; U�
t (X 
 Id)Ut b
 
i = ha; etLbi

o�u L est donn�e par le Th�eor�eme 6.1.3 o�u les Li, sont donn�es par les formules

i-dessus.

Soulignons le fait que 
es r�esultats assurent en parti
ulier que toutes les s�eries
d'op�erateurs 
onsid�er�ees sont fortement sommables.

Ce th�eor�eme d�e�nit don
 une dilatation de l'�evolution Tt = etL sur un espa
e de
Fo
k �(K). Cela montre qu'une �evolution 
ompl�etement positive peut être d�e�nie
suivant une troisi�eme appro
he : on peut se donner l'�equation

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j
t

que l'on voit 
omme une �equation de S
hr�odinger perturb�ee par des termes al�eatoires
Li;jUt da

i;j(t) ; l'espa
e � est en
ore vu 
omme un r�eservoir ou un environnement
auquel est 
oupl�e le petit syst�eme H0. Une telle �equation 
onsid�er�ee du point de
vue physique est appel�ee �equation de Langevin quantique. D'un point de vue plus
math�ematique et lorsque les 
oeÆ
ients Li;j v�eri�ent les 
onditions du Th�eor�eme
6.1.5 qui font de la solution un pro
essus unitaire, l'�equation di��erentielle est appel�ee
�equation de Hudson-Parthasarathy.

La mod�elisation d'une �evolution par une �equation de Langevin a toujours �et�e

onsid�er�ee 
omme un mod�ele pratique mais sans v�eritable sens physique ; les r�esultats
que nous allons �enon
er dans la suite montrent que l'on obtient rigoureusement une
telle des
ription �a partir d'une �evolution Hamiltonienne.
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6.2 Dilatations en temps dis
ret et intera
tions

r�ep�et�ees

6.2.1 Intera
tions r�ep�et�ees

Nous 
onsid�erons toujours notre petit syst�eme H0, et supposons maintenant que
l'on veut faire interagir de mani�ere r�ep�et�ee 
e petit syst�eme ave
 un autre syst�eme
h. On suppose que 
ette intera
tion se fait de mani�ere parti
uli�ere : on 
ommen
e
par 
oupler les deux syst�emes pour un temps Æ pendant lequel ils interagissent
typiquement suivant une �evolution Hamiltonienne puis on les d�e
ouple ensuite et

ouple �a nouveau le même syst�eme H0 (modi��e par la premi�ere intera
tion) ave

une 
opie en
ore vierge de h, �a nouveau pour un temps Æ, et ainsi de suite.

Cela 
orrespond �a de nombreuses situations : par exemple, �a l'ex
itation d'un
laser o�u l'on introduit �a des intervalles r�eguliers des photons identiques dans une

avit�e (voir �a 
e sujet [F-R℄) ; �a des ph�enom�enes de mesures r�ep�et�ees o�u l'on applique
au petit syst�eme un instrument de mesure \rafrâ�
hi" apr�es 
haque utilisation. Plus
g�en�eralement 
ela peut 
orrespondre �a toute situation si l'on suppose que les temps

ara
t�eristiques de H0 et de h sont suÆsamment di��erents pour que l'on 
onsid�ere
que la perturbation sur h disparâ�t apr�es un temps tr�es faible ; 
ette remarque
prendra tout son sens lorsque l'on 
onstatera qu'apparâ�t naturellement dans notre
mod�ele la limite de 
ouplage faible.

Pour mod�eliser 
ette situation, on 
onsid�ere l'espa
e

H0 
 h
 h
 : : :

et pour plus de 
lart�e on indexe en h1, h2; : : : les 
opies de h. Puisque l'on r�ep�ete le
même 
ouplage, l'�evolution sur H0 
 h durant un intervalle de temps Æ est donn�ee
par un op�erateur L(Æ) sur H0
h ; lors de la premi�ere intera
tion L agit sur H0
h1,
lors de la deuxi�eme sur H0
h2, et
. On 
onsid�ere don
 des ampli�
ations L1 , L2 ; : : :
de L, o�u 
haque Li est d�e�ni sur le produit H0
 h1
 h2
 : : : 
omme L sur H0
 hi
et 
omme l'identit�e sur les autres fa
teurs hi.

L'�evolution globale est alors donn�ee par

un+1 = Ln+1un

o�u 
haque un est un op�erateur sur H0 
 h
 : : :, et u0 = Id.
L'espa
e h
h
 : : : est un espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme nous les avons


onstruits dans la se
tion 1.4.2. Il faut prendre garde 
ependant que 
e n'est pas
l'espa
e de Fo
k de multipli
it�e h (
e dernier serait le produit tensoriel des h� C ).
Nous 
onsid�erons don
 une base hilbertienne (e�)�2�[f0g de h qui est index�ee par
�[f0g, 
e qui signi�e que nous parti
ularisons une dimension de h. Nous reviendrons
l�a-dessus plus loin.
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Nous travaillerons dor�enavant sur l'espa
e H0
T�, �etant impli
ite que l'espa
e
de Fo
k 
onsid�er�e est en fait l2(P�) 
omme dans la se
tion 1.4.2. Nous 
onsid�ererons
des op�erateurs L qui peuvent s'�e
rire 
omme une matri
e

�
L

i;j
�
i;j2�[f0g �a 
oeÆ
ients

dans B(H0) grâ
e �a l'isomorphisme B(H0 
 h) ' B(H0)
 B(h).
Les id�ees d�evelopp�ees i
i ont �et�e inspir�ees par [KM2℄.

6.2.2 Dilatations en temps dis
ret

Nous allons montrer i
i que, de même que l'on peut dilater une �evolution 
ompl�e-
tement positive �a temps 
ontinu sur un espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu, on peut
dilater une �evolution �a temps dis
ret sur un espa
e de Fo
k �a temps dis
ret.

Proposition 6.2.1 (Th�eor�eme 2 de [AP1℄) Soit (`n)n�0 un semigroupe d'op�era-
teurs 
ompl�etement positifs, �-faiblement 
ontinus, sur B(H0). Il existe alors une
matri
e unitaire L =

�
Li;j
�
i;j�0 �a 
oeÆ
ients dans B(H0) telle que la solution de

l'�equation �
un+1 = Ln+1un

u0 = Id
(6.2.1)

sur H0 
 T� v�eri�e pour tout X de B(H0), tous a; b dans H0, tout n de N

ha; `n(X)bi = ha
 
; u�n(X 
 Id)un b
 
i:

La preuve pr�esent�ee dans [AP1℄ n'utilise en fait qu'un pro
�ed�e de 
ompl�etement
de famille orthonormale en base orthonormale, qui reste parfaitement li
ite lorsque
H0 est de dimension in�nie.

Puisque nous allons de toute fa�
on 
onsid�erer une r�ealisation de T� 
omme
sous-espa
e de � et qu'alors les ve
teurs vide de l'un et de l'autre sont les mêmes,
nous pouvons adopter une notation unique pour l'op�erateur de tra
e partielle E 0 .
La proposition pr�e
�edente signi�e alors que, pour tout n

B(H0)
`n�! B(H0)

:
Id # " E0

B(H0 
 T�)
u�n:un�! B(H0 
 T�)

donne une dilatation de (`n)n�0 sur H0 
 T�.

Remarques
� L'�equation 6.2.1 
i-dessus peut s'interpr�eter 
omme une �equation aux di��eren-

es

un+1 � un =
X

i;j2�[f0g

(Li;j + Æij Id) una
i;j
n
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en prenant � = N
� , �a la 
ondition a priori �etrange de 
onsid�erer que a0;0 n'est

plus l'identit�e mais l'op�erateur qui s'exprime par

a0;0
 = 


a0;0X� = 0 pour � 6= 0

ave
 les notations du 
hapitre 1. Cela est simplement dû au rôle parti
ulier
que joue l'op�erateur a0;0 tel que nous l'avons d�e�ni : nous avons 
hoisi les ai;j


omme d�e
rivant la base 
anonique de B(C �[f0g), �a l'ex
eption de a0;0, qui est
l'identit�e.

� Notre 
hoix d'utiliser des indi
es dans f0g[� n'est �evidemment pas inno
ent :
l'indi
e z�ero va jouer un rôle di��erent des autres. Physiquement il repr�esente
un �etat de r�ef�eren
e de l'ext�erieur, de sorte que, dans la matri
e L, l'op�erateur
L0;0 
orrespond �a une �evolution propre du petit syst�eme, les Li;j , i; j 6= 0 �a
une �evolution propre du syst�eme h et les termes L

i;0 ou L
0;j �a des termes

d'intera
tion.

6.3 R�esultats de 
onvergen
e

Nous avons dit 
i-dessus qu'une �equation d'�evolution du type (6.2.1)peut être
vue �a peu de 
hoses pr�es 
omme une �equation sto
hastique quantique aux di��eren
es.
Dans l'arti
le [AP1℄ toutes les preuves sont faites sans mentionner une telle in-
terpr�etation ; il semble naturel dans 
ette th�ese de pr�esenter nos r�esultats sous 
ette
forme, d'autant plus que les formes que nous pouvons ainsi en donner sont plus
puissantes que 
elles qui sont pr�esent�es dans l'arti
le [AP1℄. La di��eren
e tient en

e
i, que nous 
onsid�erons dans la se
tion 6.3.1 des perturbations des 
oeÆ
ients
de l'EDS qui d�ependent du temps, 
e qui n'a pas de sens dans notre interpr�etation
physique.

6.3.1 Convergen
e de solutions d'�equations di��erentielles

sto
hastiques quantiques

Soit K un espa
e de multipli
it�e, de base hilbertienne (e�)�2� 
omme dans la
se
tion 1.4 ; l'ensemble � est au plus d�enombrable et 
omme pr�e
�edemment nous
supposons qu'il ne 
ontient pas l'indi
e z�ero.

Consid�erons une EDS du type (6.1.2) sur H0 
 �, que nous notons E
 pour la
dur�ee de 
ette sous-se
tion :8><

>:
dUt =

X
i;j2�[f0g

Li;jUt da
i;j
t

U0 = Id:

(E
)
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Nous serons toujours dans des 
as o�u le Th�eor�eme 6.1.4 nous assure que 
ette
�equation a une solution.

Notons par ailleurs Ed l'�equation aux di��eren
es analogue8<
:

vn+1 � vn =
X

i;j2�[f0g
Æ�i;jLi;jvn a

i;j
n

v0 = Id

(Ed)

o�u

�i;j =
1

2
(Æi;0 + Æ0;j)

donne simplement la normalisation 
orrespondant �a ai;j dans nos approximations
(�i;j vaut 1 pour i = j = 0, 1=2 si seul l'un des deux 
oeÆ
ients vaut z�ero, est nul
sinon).

Notons en�n Edp une version perturb�ee de 
ette �equation8<
:

un+1 � un =
X

i;j2�[f0g
h�i;j(Li;j + !i;j

n )un a
i;j
n

u0 = Id;

(Edp)

que l'on suppose entrer en
ore dans le 
adre du Th�eor�eme 6.1.4. Il est fa
ile de
voir que les �equations (Ed) et (Edp) ont toujours une solution (un)n�0 en pro
essus
pr�evisible d'op�erateurs born�es sur H0 
 T� : il suÆt pour 
ela de remarquer que
pour tout n,

P
i;j h

�i;jLi;jai;jn est un op�erateur born�e sur H0 
 T�fng. Par ailleurs,
une solution de (E
) sur le domaine exponentiel est fournie par le Th�eor�eme 6.1.4.

On 
onsid�ere 
omme dans les 
hapitres pr�e
�edents T� 
omme �etant un sous-
espa
e de � asso
i�e �a une subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de R+ . Nous
�enon�
ons 
e qui suit dans le 
as o�u S est r�eguli�ere de pas Æ mais les mêmes r�esultats
sont vrais en rempla�
ant partout Æ par le pas de la subdivision, [t=Æ℄ par \le plus
grand k tel que tk est inf�erieur �a t", et
. Nous avons alors le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.3.1 Consid�erons une �equation (E
) ave

P

i;j
kLi;jk2 < +1 et sup-

posons que 
ette �equation admette une solution (Ut)t�0 faite d'op�erateurs born�es
tel que t 7! kUtk soit essentiellement born�ee sur tout 
ompa
t de R+ . Alors si les
op�erateurs !i;j

k v�eri�ent pour presque tout t de R+ ,

supkjtk�t

X
i;j2�[f0g



!i;j
k



2 tend vers z�ero lorsque Æ tend vers z�ero

alors, pour tous �;  de L1([0; t℄), la solution (vn)n�0 de (Edp) v�eri�e

ha
 E(�); ESu[t=Æ℄E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); Ut b
 E( )i:
De plus, la 
onvergen
e est uniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0,

uniforme pour t dans un 
ompa
t de R+ . En parti
ulier, la solution (vn)n�0 de
(Ed) 
onverge en 
e sens vers (Ut)t�0.
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Les 
ro
hets [:℄ repr�esentent bien sûr la partie enti�ere.

D�emonstration.
La preuve de 
e th�eor�eme est stri
tement �equivalente �a la preuve du Th�eor�eme

9 de [AP1℄ ; la seule di��eren
e r�eside dans le fait que dans [AP1℄, a0;0 n'est pas
l'identit�e. Pour anti
iper sur la preuve que nous allons �ebau
her, 
ela implique que
les proje
tions d'int�egrales par rapport au temps donnent des termes en ai;i pour
tout i et il s'agit de faire disparâ�tre au 
ours de la preuve 
eux qui 
orrespondent
�a i 6= 0, 
e que l'on peut faire en les in
orporant aux termes perturbatifs !i;i grâ
e
aux di��eren
es de normalisations. Notons par ailleurs que la preuve dans [AP1℄

onsid�ere des op�erateurs !i;j ind�ependants de k, mais 
ela ne fait au
une di��eren
e.

Notons par ailleurs que les d�e�nitions des op�erateurs ai;jk de [AP1℄ sont l�eg�erement
di��erentes des nôtres : notre ai;jk est le ai;jk+1 de [AP1℄.

La preuve se fait en plusieurs �etapes, que nous allons d�etailler ; les r�ef�eren
es
que nous donnons renvoient toutes �a [AP1℄. Tout d'abord on 
onsid�ere le pro
es-
sus (wn)n�0 donn�e par wn = ESUtnE S . On montre fa
ilement (Lemme 11) que 
e
pro
essus tend vers (Ut)t�0 au sens de l'�enon
�e.

Nous en sommes don
 ramen�es �a montrer la 
onvergen
e vers z�ero de un � wn

et 
ommen�
ons par montrer 
elle de vn � wn. Nous utilisons alors nos r�esultats
d�e
rivant les proje
tions d'int�egrales : le Th�eor�eme 7 de [AP1℄ est en fait une

ombinaison de la Proposition 4.2.5 et du Lemme 4.3.1 de 
ette th�ese. Ces r�esultats
nous permettent d'obtenir une expression de vn � wn (�equation (6)) ; dans 
ette
expression apparaissent des termes de la forme ES (1=Æ)

R tk+1
tk

Us ds ES ou analogues.
On peut rempla
er 
es termes par des ESUtkES = wk �a un terme d'erreur pr�es que
l'on peut �evaluer.

Dans 
es estimations 
omme dans d'autres il faut être plus prudent dans le 
as
o�u l'on suppose l'espa
e de Fo
k de multipli
it�e in�nie, autrement dit dans le 
as
o�u il y a une in�nit�e de 
ouples (i; j).Dans le 
as de [AP1℄ il suÆt d'avoir une

estimation pour 
haque (i; j) ; dans notre 
as 
'est l'hypoth�ese
P

i;j
kLi;jk2 < +1

et les hypoth�eses du même type sur la 
onvergen
e des L
i;j qui nous permet de


on
lure.

Nous obtenons ainsi la relation (7) :

��ha
 E(�); ES (vn � wn)E S b
 E( )i��
=
X
k<n

��ha
 E(~�)Fk(vk � wk)b
 E( ~ )i��+ o(1)

pour une 
ertaine famille (expli
ite) d'op�erateurs Fk, o�u le terme en o(1) tend
vers z�ero ave
 Æ de mani�ere suÆsamment uniforme par rapport aux param�etres du
probl�eme. On observe alors que si les op�erateurs Li;j sont tous suppos�es 
ontra
tifs,
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alors

supa;b�1
��ha
 e(~�n)(wn � vn)b
 e( ~ n)i

��
� hC

X
k<n

supa;b�1
��ha
 e(~�k)(wk � vk)b
 e( ~ k)i

��+ o(1):

De plus, nous pouvons, modulo un 
hangement de 
onstante C, faire 
ette hypoth�ese
de 
ontra
tivit�e. Par un argument du type Gronwall dis
ret, on arrive alors �a la

on
lusion que

supa;b�1
���ha
 e(~�n)(wn � vn)b
 e( ~ n)i

��� � �
1 + CÆ

�n � o(1):

Puisque nÆ est born�e par t, on en 
on
lut que wn�vn tend vers z�ero au sens d�esir�e.
On peut alors, en utilisant 
ette derni�ere estimation des termes wk � vk et les

hypoth�eses sur les op�erateurs perturbatifs !i;j
k , obtenir une bonne estimation de

wn � un et appliquer �a nouveau un argument du type Gronwall.

�

Remarque
On voit imm�ediatement, en suivant la preuve du Th�eor�eme 9 de [AP1℄, que si

nous avions fait sur les fon
tions �,  de L2(R+) l'hypoth�ese suppl�ementaire que

kE SE(�)� E(�)k ; kESE( )� E( )k

admettent une majoration de la forme 

p
Æ, alors nous aurions eu une estimation

de la vitesse de 
onvergen
e en
p
Æ : plus pr�e
is�ement nous aurions obtenu que pour

tout T , presque tout t dans [0; T ℄ :��ha
 E(�); ESu[t=Æ℄ES b
 E( )i � ha
 E(�); Ut b
 E( )i�� � kak kbk C
p
Æ
(6.3.1)

pour une 
ertaine 
onstante C qui, en
ore une fois, ne d�epend que des normes L2

et L1 de �,  , du 
oeÆ
ient 
 
i-dessus et des normes d'op�erateurs des Li;j et des
Ut.

La 
onvergen
e obtenue peut être am�elior�ee dans le 
as o�u l'�equation (E
) est
une �equation Hudson-Parthasarathy, 
'est-�a-dire que les 
oeÆ
ients Li;j sont du type
d�e
rit dans le Th�eor�eme 6.1.5, 
e
i grâ
e �a la proposition suivante, dont le premier
r�esultat r�epond �a une question qui sera naturelle dans l'interpr�etation physique :
quand sait-on que les solutions (un)n�0 sont 
onstitu�ees d'op�erateurs inversibles ?

Proposition 6.3.2 Supposons que l'�equation (E
) 
onsid�er�ee soit du type Hudson-
Parthasarathy. Alors, ave
 les hypoth�eses sur les termes (!i;j

k )i;j;k du Th�eor�eme
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6.3.1, la solution (un)n�0 d'une �equation (Edp) asso
i�ee est 
onstitu�ee d'op�erateurs
inversibles.

Si de plus pour presque tout t, les perturbations (!i;j
k ) v�eri�ent

(!)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

supkjtk�t

X
i;j2�



!i;j
k



2 est d'ordre Æ2 pour tous i; j � 1;

supkjtk�t

X
i2�



!i;0
k



 est d'ordre Æ1=2

supkjtk�t

X
j2�



!0;j
k



 est d'ordre Æ1=2

supkjtk�t



!0;0
k



 tend vers z�ero ave
 Æ

alors le pro
essus (un)n�0 admet une borne uniforme.

D�emonstration.
Ce
i s'obtient simplement en �e
rivant l'�equation (Edp) sous forme matri
ielle : on
a un+1 = Lnun ave


(Ln)i;j = Æ�i;j(Li;j + !i;j
n ) + Æi;jId + Æ Æ̂i;j(L

0;0 + !0;0);

o�u Æ̂i;j est le delta d'Evans qui vaut 1 si i = j sont di��erents de 0, qui vaut z�ero
sinon. Ce
i est analogue �a la pr�esentation que nous avons faite dans la se
tion 6.2.1,
�a 
e
i pr�es que les 
oeÆ
ients d�ependent maintenant du temps.

On 
al
ule alors L�nLn � Id et LnL
�
n � Id ; grâ
e �a la forme parti
uli�ere des


oeÆ
ients Li;j, de nombreux termes s'annulent. Ave
 les hypoth�eses les plus faibles
de l'�enon
�e, on trouve que pour Æ assez petit, 
es deux op�erateurs sont de norme
stri
tement inf�erieure �a 1 et 
e pour tout n, de sorte que L�nLn et LnL

�
n , et don


Ln , sont inversibles.
Ave
 les hypoth�eses suppl�ementaires, on obtient

kL�nLn � Ik � CÆ

pour une 
ertaine 
onstante C, de sorte que

kLnk �
p
1 + CÆ

et que la 
omposition Ln : : : L1 est un op�erateur uniform�ement born�e en n.

�

Ce
i permet d'obtenir le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.3.3 Supposons que l'�equation (E
) soit du type Hudson-Parthasarathy.
Alors si les op�erateurs (!i;j

k )i;j;k v�eri�ent les 
onditions (!), la solution (un)n�0 est
telle que pour presque tout t de R+ ,

u[t=Æ℄ tend faiblement vers Ut:
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D�emonstration.
Ce
i se prouve �a partir du Th�eor�eme 6.3.1 ; la Proposition 6.3.2 permet d'appliquer
un argument du type \�=3".

�

6.3.2 Appli
ation aux probl�emes d'�evolution

Nous allons maintenant traduire les r�esultats �enon
�es 
i-dessus en termes d'�evolu-
tions r�ep�et�ees mod�elis�ees par une �equation

un+1 = Ln+1un; (6.2.1)

o�u Ln est l'ampli�
ation d�e
rite dans la se
tion 6.2.1 d'une matri
e L ind�ependante
de n mais d�ependant de Æ, que, 
ontrairement au 
as de la se
tion 6.2, on ne suppose
pas unitaire. On a le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.3.4 (Th�eor�eme 9 de [AP1℄) Supposons qu'il existe des op�erateurs

born�es Li;j, i; j 2 � [ f0g sur H0 tels que
P

i;j2�[f0g
kLi;jk2 < +1 et

lim
Æ!0

X
i;j2f0g[�





Li;j (Æ)� ÆijI

Æ�ij
� Li;j






2

= 0:

Supposons que l'�equation8<
:

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j(t)

U0 = Id

admette une solution (Ut)t�0 en op�erateurs born�es telle que t 7! kUtk soit essentiel-
lement born�ee sur tout 
ompa
t.

Alors pour presque tout t, pour tous �;  dans L1([0; t℄), on a la 
onvergen
e
suivante :

ha
 E(�); ESu[t=Æ℄ES b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�)Ut b
 E( )i:

De plus, la 
onvergen
e est uniforme pour a, b dans toute boule born�ee de H0,
uniforme pour tout t dans un 
ompa
t de R+ .

Remarques
� C'est i
i que l'on fait apparâ�tre la parti
ularit�e de l'indi
e z�ero : on voit que la

normalisation dans les hypoth�eses de 
onvergen
e des termes L0;0 di��ere des
normalisations de L0;j ou Li;0 , qui di��erent en
ore des normalisations de Li;j
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pour i; j 6= 0. On a dit que le 
oeÆ
ient L0;0 
orrespond �a l'�evolution du petit
syst�eme H0 lui-même, et que les Li;0 , L0;j 
orrespondent �a l'intera
tion entre
le petit syst�eme et l'environnement : on voit don
 que l'on a des 
onditions
de normalisation di��erentes sur le petit syst�eme et sur l'environnement.

� Les hypoth�eses de 
onvergen
e du Th�eor�eme 6.3.4 peuvent sembler arti�-

ielles ; nous verrons apr�es le Th�eor�eme 6.4.1 
i-dessous qu'elles sont en fait
assez naturelles si l'on veut que la matri
e L donne lieu �a des 
omportement
asymptotiques non triviaux.

Le Th�eor�eme 6.3.3 m�ene �a un r�esultat �equivalent dans 
e 
adre :

Th�eor�eme 6.3.5 (Th�eor�eme 13 de [AP1℄) Supposons que la famille de matri
es
L(Æ) soit de la forme

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

L
0;0(Æ) = I � Æ(iH +

1

2

X
k

L�kLk) + Æ !0;0(Æ)

L
i;0(Æ) =

p
Æ Li + Æ!i;0(Æ)

L
0;j (Æ) = �

p
Æ
X
k

L�kS
k;j + Æ!0;j(Æ)

L
i;j (Æ) = I + Si;j � ÆijI + Æ!i;j(Æ)

o�u
� H est un op�erateur autoadjoint born�e,
� les op�erateurs Si;j, i; j 2 �, sont born�es et tels que la matri
e (Si;j)i;j soit

unitaire et
� les op�erateurs Li, i 2 � sont born�es quel
onques,

et o�u
P

i;j
k!i;j(Æ)k2 est uniform�ement born�e ave
 de plus k!0;0(Æ)k Æ!0�! 0.

Alors la solution (un)n�0 de (6.2.1) est faite d'op�erateurs born�es ave
 une borne
lo
alement uniforme et pour presque tout t, u[t=Æ℄ tend faiblement vers Ut lorsque Æ
tend vers z�ero.

Remarque

Notons que les hypoth�eses de 
e th�eor�eme sont en parti
ulier v�eri��ees si l'on
suppose que les op�erateurs L(Æ) sont tous unitaires et que les 
oeÆ
ients Li;j (Æ)
v�eri�ent les 
onditions de 
onvergen
e du Th�eor�eme 6.3.4.



142 Chapitre 6

Exemple
Maassen 
onsid�ere une �evolution �a temps dis
ret donn�ee par la matri
e

L(Æ) =

0
BB�

os
p
Æ 0 0 � sin

p
Æ

0 1 0 0
0 0 1 0

sin
p
Æ 0 0 
os

p
Æ

1
CCA : (6.3.2)

Cette matri
e est elle-même unitaire, de sorte que le Th�eor�eme 6.3.5 ne nous
apprend rien de plus que le Th�eor�eme 6.3.4. On sait ainsi que la suite d'op�erateurs
(un)n�0 asso
i�ee est telle que, pour presque tout t de R+ , u[t=Æ℄ 
onverge faiblement
vers Ut lorsque Æ tend vers z�ero, o�u (Ut)t�0 est la solution de

dUt = �1

2
Ut dt+ V Ut da

0;1(t)� V �Ut da
1;0(t)

ave
 V =

�
0 0
1 0

�
. Cette �evolution d�e
rit le retour spontan�e �a l'�etat fondamental

dans le mod�ele de Wigner-Weisskopf de l'atome �a deux niveaux �a la temp�erature
z�ero. Pour l'exploitation de 
ette �equation dans le but d'en tirer des informations
sur l'�evolution du r�eservoir on pourra 
onsulter [M-R℄.

6.3.3 Evolution Hamiltonienne et limite de 
ouplage faible

La dynamique que nous 
onsid�erons est di
t�ee par l'op�erateur L qui d�etermine
l'intera
tion entre le petit syst�eme H0 et une 
opie de l'espa
e h ; typiquement, un
Hamiltonien H est asso
i�e �a 
ette intera
tion, de sorte que L est alors de la forme
eiÆH .

Observons 
e que 
ela signi�e sur l'exemple de Maassen 
it�e 
i-dessus : si l'on
essaie de mettre la matri
e (6.3.2) sous la forme eiÆH , on voit qu'une solution en H
est

H =

0
BB�

0 0 0 �i=pÆ
0 0 0 0
0 0 0 0

i=
p
Æ 0 0 0

1
CCA : (6.3.3)

Cet Hamiltonien s'�e
rit en
ore H = � ip
Æ
a� 
 a+ + ip

Æ
a+ 
 a�.

Ave
 l'hypoth�ese minimale que ÆH tend vers z�ero en norme lorsque Æ tend vers
z�ero, la solution est unique, de sorte qu'il n'est pas possible d'avoir un Hamiltonien
ind�ependant de Æ et que H est la matri
e 
i-dessus.

De mani�ere plus g�en�erale, supposons que l'on 
onsid�ere un quel
onque op�erateur
L sur H0 
 C N+1 dont on suppose qu'il peut s'�e
rire eihH , o�u H est une matri
e
sym�etrique (N + 1) � (N + 1) dont les 
oeÆ
ients sont des op�erateurs sur H0.
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Parmi les divers 
oeÆ
ients de H, on peut voir l'op�erateur H0;0 
omme traduisant
l'�evolution propre du petit syst�eme, les 
oeÆ
ients qui apparaissent sur les \
o-
lonnes" restantes, (H i;0)i=1;:::;N et sa transpos�ee, repr�esentant l'intera
tion entre le
petit syst�eme et son environnement ; l'interpr�etation du blo
 (H i;j)i;j=1;:::;N 
omme
l'�evolution propre de l'environnement est moins naturelle en g�en�eral.

Pour que la matri
e L asso
i�ee �a H donne une intera
tion non triviale �a la
limite (autrement dit, des 
oeÆ
ients Li;0, i = 1; : : : ; N non tous nuls), il est 
lair
que l'Hamiltonien doit d�ependre de Æ. Il semble de plus qu'il soit n�e
essaire que les

oeÆ
ients H i;0 soient d'ordre 1=

p
Æ et les 
oeÆ
ients H i;j d'ordre 1=Æ. Autrement

dit, un 
oeÆ
ient de 
ouplage � semble apparâ�tre devant les termes d'intera
tion,
tel que �2Æ soit d'ordre un ; 
'est la normalisation qui est utilis�ee dans la fameuse
limite de 
ouplage faible, qui apparâ�t i
i naturellement.

6.4 Convergen
e des Lindbladiens et Hamiltoniens

6.4.1 Evolutions asso
i�ees sur H0

Si l'on ne s'int�eresse qu'�a l'e�et de l'intera
tion sur le petit syst�eme H0, il est
beau
oup plus fa
ile d'obtenir des r�esultats de 
onvergen
e. Parthasarathy remarque
d�ej�a dans son livre qu'�a toute �evolution 
ompl�etement positive Tt = etL on peut
asso
ier une suite d'unitaires (un)n�0 sur H0 telle que l'�evolution n 7! E 0

�
u�n(X 


Id)un

�
asso
i�ee 
onverge en norme d'op�erateur sur B(H0) vers Tt (voir Exer
i
es

29.12 et 29.13 de [Py2℄).
Rappelons d'abord que, de la même mani�ere que dans notre Proposition 6.2.1,

la solution (un)n�0 de �
un+1 = Lnun

u0 = Id

engendre la dynamique suivante : pour tout X 2 B(H0),

E 0

�
u�n(X 
 Id)un

�
= `n(X)

ave

`(X) =

X
i2�[f0g

L
i;0�X L

i;0 :

La fa
ilit�e ave
 laquelle on prouve le r�esultat suivant 
ontraste ave
 la preuve
de notre r�esultat 6.3.1 :

Th�eor�eme 6.4.1 (Th�eor�eme 14 de [AP1℄) Soit L(Æ) =
�
Li;j (Æ)

�
i;j2�[f0g une

famille de matri
es telles que X
i2�[f0g

L
i;0�

L
i;0(Æ) = I
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et que les 
oeÆ
ients 
onvergent au sens suivant :
� (L0;0(Æ)� I)=Æ 
onverge en norme d'op�erateur vers L0;0,

� Pi2�




Li;0(Æ)=
p
Æ � Li;0




2 tend vers z�ero .

Alors il existe un op�erateur autoadjoint H dans B(H0) tel que, pour tout t de
R+ ,

`[t=h℄ �! etL

en norme d'op�erateur, ave


L(X) = i[H;X℄ +
1

2

X
i2�[f0g

�
2Li;0�XLi;0 � Li;0�Li;0X �XLi;0�Li;0

�
:

D�emonstration.
La preuve est simple mais il est instru
tif d'observer d'o�u proviennent l'op�erateur
H et la di��eren
e de forme entre le Lindbladien L et l'op�erateur ` sous \forme de
Kraus".

On �e
rit un d�eveloppement limit�e au premier ordre de la relation

`(Id) = Id;

on obtient imm�ediatement par identi�
ation des 
oeÆ
ients la relation

(L0;0� + L0;0) +
X

i2f0g[�

Li;0�Li;0 = 0

qui montre que

i
�
L0;0 +

1

2

X
i2f0g[�

Li;0�Li;0
�

est autoadjoint ; on le note don
 H. Il suÆt ensuite de remarquer que le d�eveloppe-
ment limit�e de ` prend la forme suivante :

`(X) = X+h
�
i[H;X℄+

1

2

X
i2�[f0g

�
2Li;0�XLi;0�Li;0�Li;0X�XLi;0�Li;0X

��
+o(hkXk);


e qui permet de 
on
lure.

�

Les 
al
uls asso
i�es permettent par ailleurs de montrer que les 
onditions de

onvergen
e qui apparaissent dans 
e r�esultat ainsi que dans nos Th�eor�emes 6.3.4
et 6.3.5 ne sont pas que des hypoth�eses arti�
iellement 
hoisies pour nous permettre
de 
on
lure mais sont au 
ontraire naturelles.

Commen�
ons par une petite digression 
on
ernant la dynamique induite par
(un)n�0 sur H0. De même qu'en temps 
ontinu (voir le Th�eor�eme 6.1.5), la solution
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de l'�equation (6.2.1) a la propri�et�e que (E 0un)n�0 est un semigroupe (�n)n�0 ; on a
ainsi pour tout n

E 0(un) = �n
1

ave

�1 = L

0;0 :

Si l'on fait l'hypoth�ese que pour presque tout t, �[t=Æ℄ 
onverge en norme d'op�era-
teur lorsque Æ tend vers z�ero et que L

0;0 est une fon
tion 
ontinue en z�ero de Æ,

alors la 
ondition (L0;0(Æ)� Id)=Æ est impos�ee puisque
�
Id+ (L0;0(Æ)� Id)

�[1=Æ℄
doit


onverger. Alors la 
ondition `(Id) = Id imposeX
i2�[f0g

L
i;0�

L
i;0(Æ) = �Æ(L0;0� + L0;0) + o(Æ);

de sorte que les ordres de grandeur des 
oeÆ
ients Li;0 sont impos�es ; les 
onditions
de 
onvergen
e du Th�eor�eme 6.4.1 sont alors naturelles. Par la suite, si l'on impose
que les matri
es L soient unitaires ou pro
hes de l'unitarit�e, les autres 
onditions
de 
onvergen
e deviennent naturelles.

Nous n'avons rien d�emontr�e qui implique les 
onditions de 
onvergen
e que nous
utilisons dans nos r�esultats ; 
'est simplement qu'au
un �enon
�e pr�e
is ne semble
avoir de v�eritable int�erêt. Il est toujours possible par exemple d'op�erer sur les 
oef-
�
ients de L(Æ) des permutations d�ependant de Æ qui ne modi�eraient au
unement
la dynamique ; nous voulions simplement, par nos remarques, montrer que nos hy-
poth�eses sont plausibles dans un probl�eme bien pos�e.

6.4.2 Hamiltoniens asso
i�es �a la dynamique

On sait que la solution d'une �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede une
propri�et�e alg�ebrique qui permet de d�e�nir sur le syst�eme 
oupl�e un Hamiltonien
asso
i�e �a la dynamique. Nous allons voir qu'une �equation dis
r�ete qui appro
he
une �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede une propri�et�e �equivalente et qu'on
peut ainsi lui asso
ier un Hamiltonien dis
ret. Plutôt que de rappeler en d�etail le

as 
ontinu, nous allons prouver les propri�et�es en temps dis
ret et �enon
er leurs
analogues �a temps 
ontinu. Pour plus d'informations �a 
e sujet on peut 
onsulter
[Gre℄.

Nous ne 
onsid�ererons plus que des �equations di��erentielles du type Hudson-
Parthasarathy. Nous supposons don
 que les matri
es L(Æ) v�eri�ent les 
ondi-
tions du Th�eor�eme 6.3.5 et 
onvergent vers une �equation (E
) du type Hudson-
Parthasarathy. Nous rappelons (voir la Proposition 6.3.2) qu'alors, pour Æ assez
petit, la suite (un)n�0 solution de

un+1 = Lnun
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est 
onstitu�ee d'op�erateurs inversibles de norme uniform�ement born�ee. Nous allons
prouver que 
e pro
essus est de sur
rô�t un 
o
y
le, 
'est-�a-dire en fait qu'il v�eri�e
la propri�et�e �enon
�ee dans la Proposition 6.4.2 
i-dessous.

Pour parler de 
es propri�et�es il nous faut �etendre notre 
adre de travail. Nous

onsid�erons notre espa
e de Fo
k T� 
omme un sous-espa
e de l'espa
e de Fo
k
T�Z 
onstruit de la même mani�ere en rempla�
ant N par Z ; dans l'interpr�etation
de Gui
hardet nous identi�ons en fait l2(PN;�) au sous-espa
e des fon
tions f de
l2(PZ;�) telles que f(A) = 0 si A 6� N � �.

On a alors la d�e
omposition tensorielle expli
ite 
omme au 
hapitre 1

T�Z' T�Z�� 
 T�N ;

ave
 des notations �evidentes, et en 
onsid�erant l'espa
e initial :

H0 
 T�Z' T�Z�� 
 (H0 
 T�N);


e qui nous permet d'ampli�er de mani�ere 
anonique tous les op�erateurs que nous
avons 
onsid�er�es jusqu'i
i �a H0 
 T�Z : soulignons que nous ne 
hangeons rien �a
notre 
al
ul sto
hastique mais faisons simplement vivre les op�erateurs d�e�nis jusqu'�a
maintenant - y 
ompris les int�egrales - dans un espa
e plus gros.

Sur l2(Z), on note � l'op�erateur de translation �a gau
he d�e�ni par

�f(n) = f(n+ 1):

C'est un op�erateur unitaire dont la se
onde quanti�
ation, en
ore not�ee �, est un
unitaire de T�Z que l'on ampli�e �a H0 
 T�Z. On voit alors fa
ilement que 
et
op�erateur v�eri�e

(��)n ai;j
1 �n = ai;j

n+1

pour tous i; j de 0 2 � et on en d�eduit la proposition suivante :

Proposition 6.4.2 On d�e�nit un nouveau pro
essus (pn)n2Z par�
pn = �nun pour n positif et
pn = p�1�n pour n n�egatif.

Alors (pn)n2Z est un groupe �a un param�etre, de sorte que pour tout n,

�nun = (� L1)
n:

Remarque
La propri�et�e parti
uli�ere des solutions (Ut)t�0 d'�equations de Hudson-Parthasa-

rathy �a temps 
ontinu s'�enon
e de la même mani�ere : on 
onsid�ere la deuxi�eme
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quanti�
ation (�t)t2R+ de l'op�erateur de translation �a gau
he sur L2(R). Le pro
es-
sus (�tUt)t2R+ s'�etend 
omme 
i-dessus aux temps n�egatifs et on a alors un groupe
�a un param�etre d'op�erateurs unitaires qui est de plus fortement 
ontinu (voir [Py2℄,
Th�eor�eme 27.8).

Le th�eor�eme de Stone lui asso
ie ainsi un op�erateur H, appel�e l'Hamiltonien du
syst�eme, qui v�eri�e

�tUt = eitH

pour tout t. Puisque dans notre 
adre dis
ret

�nun = (I + (� L1 � I))n

pour tout n, il est naturel d'appeler � L1 � I l'Hamiltonien asso
i�e �a l'�evolution
un+1 = Lnun.

Il est alors naturel de se demander si l'Hamiltonien asso
i�e au syst�eme dis
ret

onverge vers son pendant �a temps 
ontinu. Le r�esultat suivant r�epond �a 
ette
question :

Proposition 6.4.3 Supposons que la matri
e L(Æ) v�eri�e les 
onditions de 
onver-
gen
e du Th�eor�eme 6.3.5. Consid�erons alors deux ve
teurs a; b dans H0 et deux
fon
tions C1 �a support 
ompa
t dans R. Si b
 E(�) est dans le domaine de l'Ha-
miltonien H, on a pour tout � dans ℄0; 1

2
[,

ha
 E(�); 1
Æ�
ES
�
� L1)

[Æ(��1)℄ � Id
�
E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); iH b
 E( )i

o�u l'on a une estimation de la di��eren
e des deux termes en sup(Æ�; Æ1=2��), qui est
uniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0.

Remarque
La 
ondition b
 E(�) 2 DomH �equivaut, d'apr�es Gregoratti, (voir [Gre℄), aux

�egalit�es

�(0)
NX
j=1

Si;j� b = �(0) b+
NX
j=1

Si;j� Ljb 8i = 1; : : : ; N:

En parti
ulier, il peut arriver qu'au
un tel a 
 E(�) n'appartienne au domaine de
H.

Ce r�esultat n'apparâ�t dans au
un arti
le ; nous en donnons don
 i
i une preuve

ompl�ete.
D�emonstration.
Nous allons prouver que, pour � et Æ assez petits,

ha
 E(�); 1
�
(ei�H � I) b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
ES
�
(� L1)

[�=Æ℄ � I
�
ES b
 E( )i



148 Chapitre 6

admet une majoration de l'ordre
p
Æ=�, uniform�ement pour a, b dans un born�e de

H0. Le r�esultat s'en d�eduira alors en prenant � = Æ� et en utilisant le fait que
1
�
(ei�H � I) � iH est, en norme, de l'ordre de � sur le domaine de H. Remarquons

que le fait que �,  sont maintenant des fon
tions sur R tout entier ne 
hange rien
�a la validit�e des estimations pr�e
�edemment �etablies.

La r�egularit�e de � et  permet de montrer que

ha
 E(�); 1
�
b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
ES b
 E( )i

admet un majorant de la forme
p
Æ=�. Cette même r�egularit�e va nous permettre

d'utiliser l'estimation (6.3.1) faite apr�es la preuve de 6.3.1 pour �evaluer

ha
 E(�); 1
�
ei�H b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
E S (� L1)

[�=Æ℄
ES b
 E( )i:

Rappelons que ei�H est �egal �a ��U� et que (� L1)
[�=Æ℄ est �egal �a �[�=Æ℄u[�=Æ℄. Il est

par ailleurs 
lair que l'on a la relation

E S �[�=Æ℄E S = �[�=Æ℄ÆE S

et la relation analogue pour ��, ��.
Par 
ons�equent, 
e que nous voulons estimer est

1

�

�h��
� a
 E(�); ESU�ES b
 E( )i�h��

[�=Æ℄Æ a
 E(�); ESu[�=Æ℄ES b
 E( )i�
�

���h(��
� ���

[�=Æ℄Æ) a
 E(�); 1
�
ESu[�=Æ℄E S b
 E( )i

���
+
���1
�
h��

� a
 E(�); ES (U� � u[�=Æ℄)ES b
 E( )i
���:

Dans le membre de droite, le premier terme admet un majorant de la forme
p
Æ=�.

Par ailleurs,
k��

��k2 = k�k2;
k��

��k1 = k�k1 ;

et
k(��

��)
0k1 = k�0k1 :

Puisque, dans l'estimation de

kESE(�)� E(�)k ; kE SE( )� E( )k
en 


p
Æ dont nous avons servons dans la remarque (6.3.1), le 
oeÆ
ient 
 ne d�epend

que des bornes sur les d�eriv�ees de �,  , 
ette remarque nous permet d'avoir une
estimation du se
ond terme du membre de droite en

p
Æ=� ave
 une 
onstante

ind�ependante de �.

�

Ce
i 
on
lut 
ette th�ese. Nun
 est bibendum.
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Abstra
t

We study 
onditions for the existen
e of a Maassen kernel representation for

operators on in�nite dimensional toy Fo
k spa
es. When applied to the toy Fo
k

spa
e of dis
rete quantum sto
hasti
 
al
ulus, this 
ondition gives a 
riterium

for the existen
e of a representation as a quantum sto
hasti
 integral, as well as

expli
it formulas for deriving the 
oeÆ
ients of this representation. 1

Introdu
tion

The representation of operators on Fo
k spa
e over L2(R+) or L2(Rd
+) as Maassen-

Meyer kernel operators { that is, as series of iterated integrals of s
alars with respe
t
to quantum noises { is of parti
ular interest. Indeed, this type of representation has
been heavily studied be
ause of the natural arising of kernel operators as solutions of
quantum sto
hasti
 di�erential equations (see [Maa℄, [Mey℄); what's more, the 
om-
position of kernel operators is a kernel operator whi
h 
an be expli
itly 
omputed.
Nevertheless, there is no satisfying 
riterium for representability of an operator, as
existing results are s
ar
e (see [At1℄, [B-L℄).

The purpose of this arti
le is to give very general representability 
riteria in the
simpler 
ase of in�nite dimensional toy Fo
k spa
e, that is, antisymmetri
 Fo
k spa
e
over l2(N) or l2(Nd). The sear
h for su
h results was motivated by Attal's rigorous

1Keywords: quantum probability, Fo
k spa
es, toy Fo
k spa
e, Maassen-Meyer representation

AMS 
lassi�
ation: 81S25
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method to approximate boson Fo
k spa
e over L2(R+) (whi
h we denote by �) by
its \dis
rete-time" 
ounterpart: in�nite dimensional toy Fo
k spa
e T� (see [At2℄).
Sin
e the approximation method is expli
it, �nding 
riteria for the representability of
operators on T� 
ould lead to representations as kernel operators (and, as we shall see
later, as quantum sto
hasti
 integrals) of approximations of operators on �.

What's more, the toy Fo
k spa
e T� 
onspi
uously has interesting features regarding
representability as kernel operators: indeed it is straightforward to see that the von
Neumann subalgebra of B(T�) (the set of bounded operators on T�) generated by all
fundamental operators a+i , a

�
i aÆi , i � 0, is B(T�) itself. This leads to some kind of

kernel representability result for bounded operators of T�. Another simple approa
h,
presented in se
tion two, gives a more pre
ise result on the representation of a bounded
operator; yet this result is still unsatisfa
tory both in its range of appli
ation (the
operators 
onsidered in physi
al pra
ti
e are rarely bounded) and in the underlying
meaning given to a kernel representation. In this paper we dis
uss a more satisfying
de�nition of su
h a representation. We then sear
h equivalent formulations of that
de�nition; we will see that, with minor domain assumptions, these formulations lead
to expli
it formulas for the 
oeÆ
ients involved in the kernel and yield a very general
suÆ
ient 
ondition for the existen
e of a kernel representation. The proofs use dis
rete-
time analogues of 
ontinuous-time methods developed by Lindsay in [Lin℄ ; we point
out along the way a mistake 
ontained in one of the propositions of that paper, give
a 
ounterexample and make a tentative 
orre
tion. Later on we apply our results on
kernel representations to obtain 
riteria and formulas for representations of operators
as quantum sto
hasti
 integrals.

This paper is organized as follows: in se
tion one we give all the needed notations.
In se
tion two we ful�ll the above des
ribed program on kernel representations. In
se
tion three we apply our kernel representation theorems to the study of quantum
sto
hasti
 integral representations.

1 Notations

In the purpose of generalizing our representability theorems to 
riteria that apply in
any antisymmetri
 Fo
k spa
e over in�nite 
ountable Hilbert spa
es, we introdu
e all
notations in a general framework. Let us denote by A an arbitrary in�nite 
ountable
set, and by P the set of all �nite subsets of A. The spa
e we will work on, through-
out this paper, is the antisymmetri
 Fo
k spa
e over l2(A), whi
h, by Gui
hardet's
interpretation, 
an be seen as l2(P), that is, the spa
e of all maps f : P 7! C , su
h
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that X
M2P

jf(M)j2 < +1:

The most familiar 
ase is A = N , where l2(P) is the in�nite dimensional toy Fo
k spa
e.
Let us denote by XA the indi
ator fun
tion of A 2 P; the set of all XA's 
onstitutes

a (hilbertian) basis of l2(P). This parti
ular basis being �xed, one de�nes for all B 2 P
three operators by

a+BXA =

�
XA[B if B \ A = ;
0 otherwise,

a�BXA =

�
XAnB if B � A

0 otherwise,

aÆBXA =

�
XA if B � A

0 otherwise.

Those operators are 
alled respe
tively the 
reation, annihilation and 
onservation
operators. From now on, for two subsets A; B of A, we write

� A+B for A [ B if A \ B = ; and

� A� B for A nB if B � A,

using the 
onvention that any quantity in whi
h A + B (respe
tively A� B) appears
as a variable or as an index is null if A \ B 6= ; (respe
tively B 6� A). We will write
for example

a+BXA = XA+B;

a�BXA = XA�B:

Pra
ti
ally this will turn out to be a short notation to restri
t the range of summation
of sums in whi
h the variables are elements of P.

Let us write the general expression of the a
tion of an operator a+Aa
Æ
Ba

�
C on a ve
tor

f of l2(A). First, if A, B, C are not mutually disjoint then a+Aa
Æ
Ba

�
C is null; otherwise

for all M in P,
a+Aa

Æ
Ba

�
C f(M) = f(M + C � A) (1)

if B �M , and zero otherwise.

Remark that we have not in
luded here a pre
ise de�nition of what we will 
all a
kernel representation. We postpone this and the preparative dis
ussion to the next
se
tion.
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2 Kernel representation theorems on l
2(P)

Let us des
ribe a tentative approa
h to representations of bounded operators; to that
end let us restri
t our framework to the (ordered) 
ase where A = N , and denote by
pi the orthogonal proje
tion on the subset l2(Pi), where Pi is the set of subsets of
f0; � � � ; i�1g. In that 
ase, for any bounded operator K on l2(P), piKpi is an operator
on l2(Pi), and the sequen
e (piKpi)i�0 
onverges strongly to K. It is known from the

ase of �nite dimensional toy Fo
k spa
es that every one of these piKpi 
oin
ides with
a kernel operator pi

P
A;B;C<i ki(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
Cpi. It is easy to see that the ki's are


ompatible in the sense that there exists a kernel k : P3 7! C whi
h extends all kernels
ki. This k is su
h that for any ve
tor f 2 l2(P), any M 2 P,

(Kf)(M) = lim
i!1

X
U+V+W=M

X
N2Pi

k(U; V;N)f(V +W +N); (2)

so that, in some sense, the fun
tion k satis�es an analogue of the formula whi
h de�nes
kernel operators in 
ontinuous time (see [Mey℄, [Maa℄). Nevertheless, let us dis
uss
what we want a kernel representation to be. Heuristi
ally, su
h a representation should
be a series

P
(A;B;C)2P3 k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , the meaning of the sum being taken in a

weak sense: we expe
t that, for every f in some domain, the formal 
omputationP
A;B;C k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C

P
N f(N)XN , gives the right result at every M in P, that

is, that the equality

(Kf)(M) =
X

U+V+W=M

X
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N); (3)

holds for every N in P. It is a sensible demand, both from a pragmati
 point of view
and from an intuitive one (the sums

P
A;B;C and

P
N above should be independent

of the order of summation, so the �nal one also should) that this series be absolutely

onvergent. In equation (2) the series a priori la
ks that property. It is therefore
natural to look for 
onditions upon whi
h that property holds.

Coming ba
k to the general 
ase (where A is any in�nite 
ountable set), we will
solve this problem and obtain further representation theorems. The strategy of our
proof will be 
ompletely di�erent from the above; our basi
 tools will be the following:

� the transform k 7! k0 similar to the one de�ned by Lindsay (see [Lin℄) in the
regular Fo
k spa
e; we give its de�nition below.

� The additional feature, spe
i�
 to the 
ase of dis
rete-time, of equivalen
e of
two variables and three variables representation. This feature is the simple fa
t
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that, sin
e any aÆB is a+Ba
�
B, one should (and does, as Proposition 1 will prove)

obtain equivalent a
tions for the formal series
P

(A;B;C)2P3 k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C andP

(A;B)2P2 k(A;B)a+Aa
�
B if we use the 
orresponden
e

k(A;B) = k(A nB;A \ B;B n A) and k(A;B;C) = k(A [ B;B [ C): (4)

De�nition 1 For a fun
tion k : P3 7! C , let us de�ne k0 : P3 7! C as

k0(A;B;C) =
X
V�B

k(A; V; C);

and for a fun
tion k : P2 7! C , let us de�ne k0 : P2 7! C as

k0(A;B) =
X

V�A\B

k ((A nB) [ V; (B n A) [ V )

Remark : for subsets A;B;C whi
h are not mutually disjoint, the operator a+Aa
Æ
Ba

�
C

is null; therefore, when 
onsidering kernels with three arguments, the fun
tion k needs
only to be de�ned on mutually disjoint triples for our purpose, and similarly for k0.

Properties of the transform

� The 
orresponden
e k 7! k0 is bije
tive for three-arguments and two-arguments
thanks to the M�bius inversion formula whi
h yields

k(A;B;C) =
X
V�B

(�1)jB�V jk0(A; V; C) (5)

and
k(A;B) =

X
V�A\B

(�1)jA\B�V jk0((A nB) [ V; (B n A) [ V ): (6)

� The 
orresponden
e de�ned by (4) is bije
tive between the set of fun
tions de�ned
on the subset of P3 of mutually disjoint triples of P and the set of fun
tions on
P2.

� If we add for a few lines indi
es and denote kernels by k2, k
0
2, k3, k

0
3, depending

on the number of variables, the following graph is 
ommutative:

k2  ! k3
l l
k02  ! k03

;

where arrows are either the 
orresponden
e in (4) or the transformation in De�ni-
tion 1. That means in parti
ular that notations like k02, k

0
3 would be unambiguous.
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� Our 
hoi
e for the transform k 7! k0 extends the equalities in (4) to the fun
tions
k0:

for mutually disjoint (A;B;C) 2 P3; k0(A;B;C) = k0(A [B;B [ C):

Be
ause of these properties we will not distinguish anymore notations between k2
and k3, nor between k02 and k03.

The following proposition 
ontains the �rst properties that link the four di�erent
forms of a kernel.

Proposition 1 Let f be a �xed ve
tor in l2(A). Let us de�ne the four assumptions:

� for all mutually disjoint U; V;W in P

X
N2P

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1 (7)

� for all disjoint U; V in P

X
N2P

jk(U;N)f(V +N)j < +1 (8)

� for all disjoint U; V in P

X
N2P

jk0(U; V;N)f(V +N)j < +1 (9)

� for all U in P X
N2P

jk0(U;N)f(N)j < +1: (10)

Then the 
onditions on two-arguments kernels are equivalent to their three-arguments

ounterparts, that is, (7) and (8) are equivalent, (9) and (10) are equivalent. What's
more, the 
onditions on the kernels imply the 
onditions on their transforms, that is,
(7), (8) imply (9), (10).
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Besides, if all 
onditions are satis�ed, then the following are de�ned and equal for
all M 2 P: X

U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N) (11)

X
U+V=M

X
N

k0(U; V;N)f(V +N) (12)

X
U+V=M

X
N

k(U;N)f(V +N) (13)

X
N

k0(M;N)f(N) (14)

Proof.

Let us start with the proof that (7) implies (8): �rst �x U0; V0;X
N

jk(U0; N)f(V0 +N)j =
X
N

jk(U0 nN;U0 \N;N n U0)f(V0 + U0 \N +N n U0)j

�
X

U+V=U0

X
N

jk(U; V;N n U0)f(V + V0 +N n U0)j

� 2jU0j
X

U+V=U0

X
Ndisjoint from U;V

jk(U; V;N)f(V + V0 +N)j

� 2jU0j
X

U+V=U0

X
N

jk(U; V;N)f(V + V0 +N)j

< +1

where the 2jU0j arises be
ause any N 
an be written as at most 2jU0j di�erent \N nU0".

Now prove that (8) implies (7):X
N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j =
X
N

jk(U + V;N + V )f(W + (N + V ))j

=
X
N�V

jk(U + V;N)f(W +N)j

< +1:

The equivalen
e of (9) and (10) is shown exa
tly in the same way.
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To show that the above 
onditions on k imply those on the transform k0, we prove that
(7) implies (9):X

N

jk0(U; V;N)f(V +N)j �
X
N

X
��V

jk(U; �;N)f(�+ (V n �) +N)j

and the right-hand side is just a �nite sum of series of the type (7) with (U; V;W ) =
(U; �; V n �).

The equalities are trivial on
e the summability assumptions allow one to perform
all manipulations on the sums.

�

Remark : it is not true in general that the 
onditions on k0 imply their 
ounterpart
on k. Here is a 
ounterexample: let k be of the form

k(U; V;W ) = (�1)jV jj(U;W )

for some fun
tion j of two disjoint �nite subsets of N , whi
h is not to be 
onfused with
the kernel k expressed as fun
tion of two variables.

Then k0(U; V;W ) = 1lV=; j(U;W ) and (9) simply be
omes

for all U 2 P;
X
N

jj(U;N)f(N)j < +1; (15)

whereas (7) is

for all (U; V ) 2 P2;
X
N

jj(U;N)f(V +N)j < +1: (16)

Now if one 
onsiders

� a fun
tion j su
h that j(U;W ) = 0 if the 
ardinal of W is di�erent from 1,

� a ve
tor f null on sets of 
ardinality one,

then (15) is trivial while (16) be
omes

for all (U; V ) 2 P2;
X
n�0

jj(U; fng)f(V + fng)j < +1: (17)

and still implies a 
ondition on the values of j and f , so that many 
ounterexamples
exist.

The same type of 
ounterexamples holds in 
ontinuous time for the equivalen
e
des
ribed by Lindsay ([Lin℄). The next theorem des
ribes a 
lass of ve
tors for whi
h
the equivalen
e of (7), (8), (9), (10) holds; on
e again this 
lass translates in 
ontinuous
time to a 
lass of ve
tors for whi
h the equivalen
e des
ribed by Lindsay holds.



Yan Pautrat 167

Theorem 1 Let f be a ve
tor in l2(P) for whi
h there exists a fun
tion � : A 7! R+
su
h that

for all (A;B) 2 P2; jf(A+B)j � jf(A)j
Y
i2B

�(i):

Then assumptions (7), (8), (9), (10) are equivalent for that f .

Proof.

What is left to prove is that (9) implies (7). Using the parti
ular hypothesis on f , one
has for all U; V;W ,X

N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j �
Y
i2W

�(i)
X

Ndisjoint from V;W

jk(U; V;N)f(V +N)j

�
Y
i2W

�(i)
X
N

jk(U; V;N)f(V +N)j

so we 
an redu
e the proof to the 
ase where W = ;. But in that 
ase, using the
inverse M�bius transform,X

N

jk(U; V;N)f(V +N)j �
X
��V

X
N

jk0(U; �;N)f(V +N)j

�
X
��V

X
N

jk0(U; �;N)f(�+N)j
Y
i2V n�

�(i)

< +1:

�

De�nition 2 The ve
tors whi
h satisfy the property mentioned in the previous theorem
are 
alled subexponential. The set of all subexponential ve
tors, whi
h we denote by sE ,

ontains all exponential ve
tors, as well as all ve
tors XA, A 2 P.

The set sE is not a ve
tor spa
e; nevertheless, it has the properties that, if f , g are in
sE and �, � are in C , then j�j jf j+ j�j jgj is in sE .

Let us give a pre
ise de�nition, following our earlier dis
ussion, of what we 
all a
kernel operator:

De�nition 3 A (possibly unbounded) operator K on l2(P) is said to have a kernel
representation if there exists a fun
tion k su
h that:

� DomK is exa
tly the set of f 2 l2(P) that satisfy one of the 
onditions (7) or
(8),
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� the equalities in (11), (12),(13) or (14) de�ne a square integrable fun
tion of M ,

� Kf(M) is equal to the 
orresponding expression for all M 2 P.

Now, up to an additional simple assumption, the kernel de
omposition takes a

lear meaning: suppose that an operator K has su
h a representation and that the
basis fXAg is in DomK, then writing

P
N k

0(M;N)1lA(N) = (KXA)(M) yields the
fundamental formula

hXM ; KXAi = k0(M;A): (18)

Thanks to this formula, (10) be
omes

8M;
X
N

jhXM ; KXNi f(N)j < +1;

and the other two assumptions (square-integrability and equality of expressions) simply
mean that one 
an write rigourously

8M hXM ; K
X
N

f(N)XN i =
X
N

hXM ; KXNi f(N):

What this means indeed is that kernel representations are just another way to
write the above expansion. Of 
ourse there are 
onditions for this expansion to be
meaningful and 
onditions for the obtained representation to a
tually represent the
original operator. We dis
uss these 
onditions after the following proposition:

Proposition 2 Let K be an operator with domain su
h that

fXA; A 2 Pg � DomK � sE :

Then K 
an be extended to a kernel operator if and only if for every f 2 DomK and
every M in P, ( P

N jhXM ; KXNi f(N)j < +1 andP
N hXM ; KXNi f(N) = Kf(M):

In that 
ase, the asso
iated kernel is given by

k0(A;B) = hXA; KXBi :

Proof.

Thanks to Proposition 1, Theorem 1 and formula (18), this is a simple rephrasing of
our de�nition.

�
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It is 
lear that, if the domain of the operator K is not 
ontained in the subexpo-
nential subset, then the obtained kernel operator 
an be su
h that fXAg ( Dom Kk

and fXAg = Dom K \Dom Kk.

It is also 
lear that, even if

X
N

��� hXM ; KXNi f(N)
��� < +1

and
X
M

���X
N

hXM ; KXNi f(N)
���2 < +1;

for any f inDomK, so that the asso
iated kernel operatorKk is well de�ned onDomK

and 
oin
ides with K on fXA; A 2 Pg, one needs a kind of 
losability assumption to
make sure that the kernel operator is indeed an extension of K: this assumption is
exa
tly the 
ondition X

N

hXM ; KXNi f(N) = Kf(M): (19)

It does not seem that a more 
on
ise formulation 
an be found: the usual 
losability
property would be that if a sequen
e (un)n�0 
onverges to zero and is su
h that the
sequen
e of images (Kun)n�0 is 
onvergent, then its limit is zero.

The assumption (19) is weaker than 
losability in the sense that it only 
onsid-
ers approximating sequen
es (un)n�0 made of partial sums of

P
N f(N)XN , but also

stronger than 
losability in the sense that 
onvergen
e to zero of (un)n�0 with the weak

onvergen
e assumption on the images that hXM ; Kuni 
onverges for allM and de�nes
a square-integrable fun
tion of M must imply that that limit is zero.

On the other hand, it is 
lear that these properties are satis�ed if one assumes that
K has an adjoint de�ned on all ve
tors XM , M in P. Indeed in that 
ase, we have the
following result; note that no assumption of the type DomK � sE is needed; a
tually
the proof of this theorem proves the stronger summability assumptions on the kernels
k themselves and not on the transforms k0.

Theorem 2 Let K be an operator on l2(P) su
h that the set of all XA is in DomK \
DomK�. Then the kernel operator de�ned by (18) is a 
losed extension of K.

Proof.

Let us de�ne the kernel k by (18). We will show that assumption (7) holds for any
ve
tor f of l2(P). Indeed, let us �x U; V;W ; then from the M�bius inversion formula,
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one has for all N disjoint from U; V;W :

jk(U; V;N)j �
X
��V

jk0(U + �;N + �)j

�
X
��V

jhXU+�; KXN+�ij

�
X
��V

jhK�XU+�; XN+�ij ;

whi
h is a �nite sum of square-summable terms. Besides, N 7! f(V +W +N) is also
square-summable, and therefore

P
N jk(U; V;N)f(V +W +N)j is �nite.

The 
ondition on f appears in the sequel: the domain of the kernel operator Kkf

is the set of ve
tors f in T� su
h that

Kkf(M) =
X
N

hXM ; KXNi f(N)

de�nes a fun
tion belonging to l2(P). That quantity is equal toX
N

hK�XM ; XNi f(N) = hK�XM ; fi ;

so that the domain of Kk is the set of ve
tors f su
h that M 7! hK�XM ; fi is square-
integrable. For all f in DomK, hK�XM ; fi =



XM ; Kf

�
, so DomK � DomKk and

Kkf = Kf .
We now prove thatKk is 
losed: let (fn)n�0 be a sequen
e in Dom Kk that 
onverges

to some f in T� and su
h that (Kkfn)n�0 
onverges to some � in T�. ThenX
M

jhK�XM ; fij
2 =

X
M

lim jhK�XM ; fnij
2

� lim inf
X
M

jhK�XM ; fnij
2

= lim inf kKkfnk
2

= k�k2

< +1;

so that f lies in Dom Kk; besides

Kkf(M) = hK�XM ; fi

= lim hK�XM ; fni

= lim hXM ; Kkfni

= �(M)
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holds for every M in P so that � = Kkf and the proof is 
omplete.

�

Remark : the in
lusion K � Kk is a priori not an equality.

This theorem gives numerous examples of operators that admit a kernel represen-
tation.

3 Integral representation of operators on toy Fo
k

spa
e

In this se
tion we restri
t ourselves to operators on the toy Fo
k spa
e T� = l2(P) of
quantum sto
hasti
 
al
ulus, for whi
h A = N; indeed we wish to 
onsider integrals of
operators, and this demands a natural ordering on our set A. Let us suppose that an
operator K on T� has a kernel representation in the sense of De�nition 3. This kernel
representation is formally an expression of K as

P
A;B;C k(A;B;C)a

+
Aa

Æ
Ba

�
C . Let us go

on with formal expressions and apply 
areless manipulations to this sum: we write
for all (A;B;C) 6= (;; ;; ;) a+Aa

Æ
Ba

�
C = a+

Ania
Æ
Ba

�
Ca

+
i when e.g. the largest element i in

A [ B [ C is in A, and regroup terms. We obtain

k(;; ;; ;) +
X
i

X
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i

+
X
i

X
A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +
X
i

X
A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i ;

that is, we obtain an integral representation of K with the following integrands:8>><
>>:

k+i =
P

A;B;C<i k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

kÆi =
P

A;B;C<i k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

k�i =
P

A;B;C<i k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
C

(20)

Giving more rigorous meaning to that demands, of 
ourse, a de�nition of the inte-
grals. The de�nitions are a
tually quite simple (see [Pau℄): the domain of a sum

P
i hi

is the set of ve
tors f su
h that for all A 2 P,
P

i hif(A) is a summable series and su
h
that this de�nes a square-integrable fun
tion of A. An integral

P
i h

�
ia

�
i is su
h a sum

with hi = h�ia
�
i ; on the other hand, one 
an see from De�nition 3 and from the expres-

sion (1) that a kernel representation is simply a series
P

A;B;C

�
k(A;B;C) a+Aa

Æ
Ba

�
C

�
in
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the above sense. This justi�es the above manipulations ex
ept for domain properties;
what it exa
tly yields is

K � k(;; ;; ;) +
X
i

(k+i a
+
i + kÆi a

Æ
i + k�i a

�
i );

whi
h does not prove in our sense that our operator has an integral representation,
sin
e the right-hand side is itself an extension of the integral

k(;; ;; ;) +
X
i

k+i a
+
i +

X
i

kÆi a
Æ
i +

X
i

k�i a
�
i : (21)

What we have shown is that on some domain (the interse
tion of the domain of this
integral and the domain of the operator), the operator 
oin
ides with the integral.
What's more, if a ve
tor XA is in the domain of K, then it is also in the domain of
the integral (21), sin
e only one of the three series

P
i k

�
ia
�
i XA has an in�nite number

of nonzero terms.
The interesting aspe
t of this formal 
omputation is that the integrands de�ned by

(20) are everywhere de�ned as �nite sums of everywhere de�ned operators, and are
des
ribed as simple kernel operators with expli
it kernels. Using the formula (18) then
gives the a
tion of the operators k�i expressed as fun
tions of K:8>>>><

>>>>:



XA; k

+
i XB

�
= 1lA�B<i

D
XAi[+i; KXBi[

E


XA; k

�
i XB

�
= 1lA�B<i

D
XAi[

; KXBi[+i

E
hXA; k

Æ
iXBi = 1lA�B<i

�D
XAi[+i; KXBi[+i

E
�
D
XAi[

; KXBi[

E�
Using the fundamental operators of abstra
t Ito 
al
ulus on toy Fo
k spa
e pi; di,

these operators have mu
h more interesting expressions. We re
all brie
y from [Pau℄
the de�nitions of these operators: for f 2 T� and i 2 N , pif and dif are de�ned as
the ve
tors of T� su
h that, for A 2 P,

pif(M) = 1lM<if(M);

dif(M) = 1lM<if(M + i):

In parti
ular,

piXA = 1lA<iXA;

diXA = 1lA<iXA�i;
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from whi
h one sees immediately that one has8>><
>>:

k+i pi = diKpi

k�i pi = piKa
+
i pi

kÆi pi = diKa
+
i � piKpi

(22)

The above dis
ussion proves the following result:

Theorem 3 Let K be an operator on T� su
h that the set of all XA is in DomK \
DomK�. Then the operator

�+
X
i

k+i a
+
i +
X
i

kÆi a
Æ
i +
X
i

k�i a
�
i �K;

where the operators k�i are de�ned by (22) and � = h1l; K1li, is a restri
tion of the zero
pro
ess and its domain 
ontains the set fXA; A 2 Pg.

The pi's on the right of expressions in (22) are here only for the sake of symmetry;
if one noti
es that di = pia

�
i and that a+i ; a

�
i are mutually adjoint, these formulas show

that (k�)+i = k�i , (k
�)�i = k+i and (k�i )

Æ = kÆi , where the (k
�)� are the integrands in the

integral representation of K�.
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Abstra
t

The aim of this arti
le is to show that the famous quantum Ito

formula (whi
h 
ontains the 
lassi
al Ito formula) is obtained as a rig-

orous limit of the Pauli matri
es 
ommutation relations. This result

is obtained by exploiting Attal's approximation of the quantum noises
by normalized spin 
hains. Here we study this theory further by de-

veloping a quantum sto
hasti
 
al
ulus on the natural state spa
e for

spin 
hains. A representation result obtained by the author allows

us to 
ompute expli
itly approximations of quantum sto
hasti
 inte-

grals. We �nally prove that the formula for 
omposing two quantum

sto
hasti
 integrals 
an be proved by our approximation s
heme and

the 
ommutation relations for Pauli matri
es. 1

Introdu
tion

In [At3℄, Attal showed that the usual Fo
k spa
e � = �sym(L
2 (R+)) of

quantum sto
hasti
 
al
ulus, together with its quantum noises, 
an be ap-
proximated by the state spa
e of a spin 
hain and by the usual Pauli matri
es.
What's more, he 
onstru
ted this dis
rete approximation as a 
on
rete sub-
spa
e of the Fo
k spa
e �. The question whether one 
an rigorously prove
that the quantum Ito formula is a limit of the formulas implied by the Pauli
matri
es 
ommutation relations is a natural one, whi
h we solve here.

1Keywords: quantum probability, quantum sto
hasti
 integrals, Fo
k spa
es, toy Fo
k

spa
e, quantum Ito formula

AMS 
lassi�
ation:81S25, 60H05

177
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Let us be more pre
ise: on the toy Fo
k spa
e (the natural state spa
e for a
spin 
hain), one 
an equivalently 
onsider the Pauli matri
es or the 
reation,
annihilation and 
onservation operators a+; aÆ; a�. It has been shown by
the author in [Pau℄ that any reasonable (even unbounded) operator on the
toy Fo
k spa
e 
an be des
ribed as the sum of three integrals

P
i h

�
ia

�
i for

� = +; Æ;�. There is, as we proved, an Ito formula for the 
omposition of
two integrals:X

i2N
h�
ia

�
i

X
i2N

k�
i a

�
i =
X
i2N

h�
i(
X
j<i

k�
j a

�
j )a

�
i +
X
i2N

(
X
j<i

h�
ja

�
j)k

�
i a

�
i +
X
i2N

h�
ik

�
i a

�:�
i ;

where a�:� is a
tually a�:a�, so that it is given by the following table:

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

whi
h, as we re
all, is a 
onsequen
e of the Pauli matri
es 
ommutation
relations. We 
all that table the dis
rete time Ito table. On the other hand,
it is shown that on the Fo
k spa
e, and under some analyti
al 
onditions,
(see [At1℄,[A-L℄, [A-M℄) there is also an Ito formula, of similar formZ 1

0

H�
t da

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t =

Z 1

0

H�
t (

Z t

0

K�
s da

�
s)+

Z 1

0

(

Z t

0

H�
s da

�
s)K

�
t da

�
t+

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t

for the 
ontinuous time integrals, but here da�:� is given by

� � Æ + �
� 0 da� da� 0
Æ 0 daÆ da+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

whi
h we 
all the 
ontinuous time Ito table.
This paper is organized as follows: in se
tion one we develop a full theory

of quantum sto
hasti
 
al
ulus on toy Fo
k spa
e and give the statement of
the theorem of representation as quantum sto
hasti
 integrals whi
h we use
in the sequel. In se
tion two we re
all Attal's approximation s
heme and
use our expli
it formulas of representations to 
ompute the approximation
of 
ontinuous-time quantum sto
hasti
 integrals; we will see that the form
of the proje
tions is not as trivial as one would expe
t. In se
tion three we
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re
over the Ito formula with the asso
iated 
ontinuous time Ito table from
our approximation s
heme and the 
ommutation relations for Pauli matri
es.

This paper only ta
kles with simple toy Fo
k spa
e; the 
ase of toy Fo
k
spa
e \of higher multipli
ity" gives rise to very interesting interpretations
in terms of pro
esses of martingales with dis
rete state spa
es; this is the
subje
t of a forth
oming joint paper with St�ephane Attal.

1 Sto
hasti
 
al
ulus on toy Fo
k spa
e

1.1 De�nitions

The toy Fo
k spa
e T� is most naturally de�ned as the antisymmetri
 Fo
k
spa
e over l2 (N). We will nevertheless use Gui
hardet's shorthand notation
(see [Gui℄) that allows one to identify T� with the easier to handle l2 (P),
that is, the spa
e of all maps f : P 7! C , su
h thatX

A2P
jf(A)j2 < +1;

where P is the set of �nite subsets of N .
When T� is seen as l2 (P), a natural basis arises, that of the indi
ators

1lA of elements A of P; we will denote by XA these ve
tors, and by 
 the
ve
tor X;, 
alled the va
uum ve
tor. Every ve
tor f 2 T� thus admits an
orthogonal de
omposition of the form

f =
X
A2P

f(A)XA:

The toy Fo
k spa
e has an important property of tensor produ
t de-

omposition: for any partition [Nj of N , denote by T�Nj

the spa
e l2(PNj
)

where PNj
is the set of �nite subsets of Nj; then T�Nj


an be identi�ed with
a subspa
e of T� and one has the expli
it isomorphism

T� =
O
j

T�Nj
;

where we identify any XA with
N

j XA\Nj
. We will mainly 
onsider 
ases

where the Nj's are of the form f0; : : : ; i � 1g or fi; : : :g in whi
h 
ases we
denote the asso
iated spa
es by T�i, T�[i respe
tively.

A parti
ular family of elements of T� will be useful in the sequel: it is the
family of exponential ve
tors. To every u in l2 (N) we asso
iate an fun
tion
on P by

e(u)(A) =
Y
i2A

u(i) for A 2 P;
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an it 
an be seen to de�ne a ve
tor in T� by the inequality

n!
X
jAj=n

���Y
i2A

ju(i)j
���2�  X

i�0
ju(i)j2

!n

;

but this yields only ke(u)k2 � ekuk
2

and no (simple) formula for< e(u); e(v) >.
The family of exponential ve
tors is total but 
ontrarily to the 
ase of ex-
ponentials of the Fo
k spa
e �sym(L

2 (R+)), a family of exponentials of dis-
tin
t fun
tions is not ne
essarily linearly independent: 
onsider for example
the 
ase of u = (0; : : :), v = (1; 0; : : :) and w = (2; 0; : : :). Then one has
e(u)� 2e(v) + e(w) = 0.

Fundamental operators on T� one de�nes for all i 2 N three operators
by their a
tion on the basis fXAg:

a+i XA =

�
XA[fig if i 62 A

0 otherwise,

a�i XA =

�
XAnfig if i 2 A

0 otherwise,

aÆiXA =

�
XA if i 2 A
0 otherwise,

and the more general operators a+M , a�M , aÆM for M 2 P by

a�M =
Y
i2M

a�i ; � 2 f+;�; Æg:

Their a
tion is therefore given by

a+MXA =

�
XA[M if M \ A = ;

0 otherwise,

a�MXA =

�
XAnM if M � A

0 otherwise, .

aÆMXA =

�
XA if M � A
0 otherwise.

We will simplify notations to a+MXA = XA+M , a�MXA = XA�M , using
the 
onvention that M + A = M [ A (respe
tively M � A = M n A) if
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M \ A = ; (respe
tively M � A) and that the asso
iated quantity is null
otherwise . This will pra
ti
ally be a 
ompa
t notation, in summations where
the index are subsets, for 
onditions on those indi
es, and this shall lead to
no ambiguity: for example, for �xed C in P, a sum

P
A+B�C is simply a sum

over all disjoint subsets A, B of C. One more word of notation is needed
here for su
h manipulations on sets: an inequality of type A < j means that
i < j for all i in A. Besides, we won't make a di�eren
e, in the writing of
su
h quantities, between the set fig and the point i.

The above operators are 
losable, of bounded 
losures (with norm 1), and
we will keep the same notations for their 
losures, whi
h we 
all operators of

reation (a+), annihilation (a�) and 
onservation (aÆ).

1.2 Relations with Pauli matri
es

A more physi
al des
ription of our framework would start with the following:
quantum me
hani
ally speaking, a parti
le with, for example, two energy
levels should be des
ribed by the 
omplex ve
tor spa
e of dimension two:
C
2 . The 
ustomary des
ription for the most important operators of position

and impulsion, whi
h we denote for a few lines by Q and P respe
tively, is

Q =

�
0 1
1 0

�

P =

�
0 �i
i 0

�
and Q;P satisfy the 
ommutation relation

QP � PQ = 2i I:

The *-algebra generated byQ and P is the whole of the algebra of 
omplex
2� 2 matri
es; that algebra is also linearly generated by I, Q, P and QP . If
we denote for 
onsisten
y Q, P , �iQP by �x, �y, �z respe
tively, we obtain
the famous Pauli matri
es. We therefore have a basis I, �x, �y, �z with
parti
ular algebrai
 relations.

Now if we denote by 
, X the 
anoni
al basis

�
1
0

�
,

�
0
1

�
, there is a

more natural basis for the ve
tor spa
e of 2� 2 matri
es, that is, I, a+, a�,
aÆ with

a+ =

�
0 0
1 0

�
a� =

�
0 1
0 0

�
aÆ =

�
0 0
0 1

�
:
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These operators satisfy

a+
 = X a+X = 0

a�
 = 0 a�X = 


aÆ
 = 0 aÆX = X;

and we have the relations

a+ =
1

2
(�x � i�y)

a� =
1

2
(�x + i�y)

aÆ =
1

2
(I � �z);

so that the 
ommutation relations for a+, a�, aÆ are straightforward 
onse-
quen
es of those for Pauli matri
es.

Now our toy Fo
k spa
e is simply the state spa
e for a spin 
hain, that
is, an in�nity of distinguishable parti
les with two energy levels; besides,
the operators a�i we 
onsider are just independent 
opies of the above a�,
� = +;�; Æ, that is, for any i, a�i is

Id
 a� 
 Id

in the de
omposition

T� = T�i 
 T�fig 
 T�(i:

The relation of the obje
ts we 
onsider with the physi
ally more 
ustomary
Pauli matri
es is therefore 
lear.

1.3 Ito 
al
ulus on T�

The main di�eren
e between Ito 
al
ulus on Toy Fo
k spa
e and on regular
Fo
k spa
e is that predi
tability should repla
e adaptability for a simpler
trans
ription of the 
lassi
al results. Therefore we de�ne the (everywhere
de�ned) predi
table proje
tion and gradient at time i 2 N , of a ve
tor f in
T� by

pif(M) = 1lM<i f(M)

dif(M) = 1lM<i f(M [ i)
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where 1lM<i is equal to one if M < i, and zero otherwise.
These operators are 
alled predi
table be
ause for any f 2 T�, both

(pif)i�0 and (dif)i�0 are predi
table pro
esses, that is, are sequen
es of ve
-
tors su
h that the i-th ve
tor belongs to T�i. In 
ontrast with the 
ontinuous
time 
ase, there is no de�nition problem for the di's as individual operators.
We will write, to simplify notations,

dA = di1 : : : din if A = fi1 < � � � < ing;
and

d; = Id:

The other essential tool for quantum Ito 
al
ulus is the abstra
t Ito inte-
gral:

De�nition 1.1 A predi
table pro
ess of ve
tors (fi)i�0 is said to be Ito-
integrable if X

kfik2 < +1:

One then de�nes its Ito integral as the sum of mutually orthogonal termsX
i

fiXi:

It 
an be alternatively des
ribed as the ve
tor I(f) su
h that

I(f)(M) = f_M(M � _M) and I(f)(;) = 0;

where _M denotes the largest element in the n-uple M .

Let us stress the fa
t that, in fiXi the produ
t is just a tensor produ
t
in T�i 
T�[i thanks to the previsiblity of the pro
ess: fi belongs to T�i, Xi

belongs to T�[i.
The 
ondition for the alternative de�nition to a
tually de�ne a square-

integrable fun
tion of A is easily seen to be the above Ito-integrability 
on-
dition.

Substituting the equality dif =
P

A<i f(A + i)XA in the 
haoti
 de
om-
position of a ve
tor f yields the following results:

Proposition 1.2 Any f 2 T� admits a unique de
omposition of the form

f = f(;)
 +
X
i2N

dif Xi

and one has the asso
iated isometry formula:

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i2N

kdifk2:

This de
omposition is 
alled the predi
table representation of f.
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The isometry formula polarizes to the following adjoint relation:

h
X
i

fiXi; gi =
X
i2N

hfi; digi

for all g 2 T� and all Ito-integrable pro
ess (fi)i�0 of ve
tors of T�.

1.4 Quantum sto
hasti
 integration on T�

Our de�nition of quantum sto
hasti
 integrals is partly inspired by their

ontinuous-time analogues as de�ned by Attal and Lindsay (see [A-L℄); in-
deed, it will turn out that a very natural de�nition of integrals as sumsP

i h
�
ia

�
i is equivalent to a dis
rete-time trans
ription of Attal and Lindsay's

algebrai
 de�nitions. First of all we have to de�ne predi
tability of an op-
erator on T�; a 
lassi
al, i-predi
table random variable, identi�ed in our
framework with the asso
iated multipli
ation operatorMf , has the property
of de
omposing as Mf 
 Id in T�i 
 T�[i. We keep that feature as ground
for the de�nition of i-predi
table operators:

De�nition 1.3 An operator is i-predi
table if it is of the form h 
 Id in
T�i 
 T�[i.

It is 
lear from this de�nition that an i-predi
table operator is bounded
and therefore 
an be extended to an everywhere de�ned operator of the
above form. We will therefore always assume predi
table operators to be
everywhere de�ned.

The following lemma 
an be dedu
ed from the former de�nition and links
our de�nition with a more algebrai
 approa
h whi
h would be a trans
ription
of Attal and Lindsay's de�nition:

Lemma 1.4 A bounded operator h on T� is i-predi
table if and only if it
satis�es the following 
onditions:

� Its domain Domh is stable by pi and by all operators dj, j � i.

� The following equalities hold on Domh:

hpi = pih and

hdj = djh for all j � i:

Proof.
It is 
lear that an i-predi
table operator satis�es the above properties. Con-
versely, one 
an prove that the 
ommutation relations in the statement of
the lemma are equivalent to the relation

hf(M) = (hpidM\fi;:::g)f(M \ f0; : : : ; i� 1g) (1.1)
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for all f in Domh, all M in P . From this relation one 
an then show that,
for any ve
tor of the form f 
 g in T�i 
 T�[i, one has f 2 Domh and
h(f 
 g) = (hf) 
 g. The boundedness of h implies that it is of the form
h
 Id.

�

We will now de�ne quantum sto
hasti
 integrals in dis
rete time; �rst re-
mark that we wish these integrals to give analogues of predi
table representa-
tions for operators; this means that we want to be able to write operators in
the form

P
i hi ai. What's more, we wish to be able to 
onsider the 
lassi
al


ase where hi, ai are multipli
ation operators and yet the 
omposition hiai
should involve no probabilisti
 interpretation, so that the operators hi and
ai should be tensori
ally independent and the 
omposition hiai should be a
tensor de
omposition in T�i
T�fig. We have remarked already that a+i , a

�
i ,

aÆi , Id, is a basis for T�fig; for all these reasons we will 
onsider integrals as
series of the form

P
i hia

�
i where every hi is i-predi
table.

We 
all predi
table pro
ess a pro
ess (hi)i2N of operators, su
h that every
hi is i-predi
table.

De�nition 1.5 Let (h�i)i2N be a predi
table pro
ess. For any � in f+;�; Æ;�g,
we de�ne the integral of (hi)i2N with respe
t to a�, as the operator seriesP

i2N hia
�
i in the weak sense that

� Dom
P

i h
�
ia

�
i is the set of all f 2 T� su
h that(

for all M 2 P;Pi2N jhia�if(M)j < +1
M 7!Pi2N hia

�
if(M) is square-integrable.

� Pi h
�
ia

�
if is de�ned by

(
X
i

h�ia
�
if)(M) =

X
i

(hia
�
if(M))

for all M in P.

For some of the results to 
ome we will need more restri
tive summability
assumptions; we therefore de�ne restri
ted integrals:

De�nition 1.6 Let (h�i)i2N be a predi
table pro
ess. For any � in f+;�; Æ;�g,
we de�ne the restri
ted integral

PR
i2N h

�
ia

�
i of (h

�
i)i2N with respe
t to a�, as the

restri
tion of the integral
P

i2N h
�
ia

�
i to the set of ve
tors f in Dom

P
i h

�
ia

�
i

whi
h are su
h that
M 7!

X
i2N

jhia�if(M)j

is a square-integrable fun
tion on P.
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We have talked about the relation between the above des
ribed, natural
de�nitions of integrals and dis
rete-time analogues of Attal and Lindsay's
algebrai
 de�nitions of quantum sto
hasti
 integrals. One 
an see from the
de�nitions of operators a�, � = +; Æ;�, that

� the quantity a+i f(M) is null if i 62 M and if i 2 M then a+i f(M) =
f(M � i). Therefore we have for all M in P,X

i

hia
+
i f(M) =

X
i2M

hif(M � i);

and the a
tion of
P

i hia
+
i gives a \dis
rete Skorohod integral" of hif .

� the adapted gradient di equals pia
�
i , so that for all M inP,X

i

hia
�
i f(M) =

X
i

hif(M + i);

� the above two remarks and the equality aÆi = a+i a
�
i imply that, for all

M in P, X
i

hia
Æ
i f(M) =

X
i2M

hif(M)

and in ea
h of these equalities it is equivalent for one expression or for the
other to de�ne a summable series (in the 
ase where � = �) and to de�ne an
element of l2 (P). It is therefore 
lear that our integrals are exa
tly trans
rip-
tions of Attal and Lindsay's integrals as de�ned in [A-L℄; in a similar way,
the restri
ted integrals we de�ned are analogues of their restri
ted integrals.

In parti
ular these integrals handle just like Attal and Lindsay's, ex
ept
that, thanks to the dis
rete-time framework, the integrands hi are bounded
so that one of the domain 
onditions disappears; yet it is, of all 
onditions,
the least intrinsi
 to the integral. We take advantage of these analogies to
state a few properties of these integrals and refer the reader to the proofs
in [A-L℄ instead of reprodu
ing rather tedious 
omputations. Of the proper-
ties we state here, the �rst is a dis
rete-time Hudson-Parthasarathy formula
for the a
tion of an integral on the exponential domain; the se
ond is an
alternative 
hara
terization of restri
ted integrals, in Attal-Meyer form. The
third is the famous Ito formula whi
h gives the integral representation for
the 
omposition of two sto
hasti
 integrals.

Proposition 1.7 (Hudson-Parthasarathy formulas) Let (hi)i�0 be a pre-
di
table pro
ess, let � 2 f+; Æ;�g and assume an exponential ve
tor e(u) to
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be in the domain of the restri
ted integral
P

i
Rh�ia

�
i. Then for all v in l2 (N)

one has

he(u);
X
i2N

h+i a
+
i e(v)i =

X
i2N

u(i)he(u1l6=i); h+i e(v)i if � = +

he(u);
X
i2N

h�i a
�
i e(v)i =

X
i2N

v(i)he(u); h�i e(v1l6=i)i if � = �

he(u);
X
i2N

hÆi a
Æ
i e(v)i =

X
i2N

u(i)v(i)he(u1l6=i); hÆi e(v1l6=i)i if � = Æ

he(u);
X
i2N

h�i a
�
i e(v)i =

X
i2N

he(u); h�i e(v)i if � = �

and every one of the above series is summable. Here u1l6=i (respe
tively v1l6=i)
represents the sequen
e whi
h is equal to u (respe
tively to v), ex
ept for the
i-th term, whi
h is null.

The following 
hara
terization for restri
ted integrals 
an be a most useful
tool, espe
ially as it very ni
ely summarizes the domain 
onditions for an
integral to be de�ned.

Proposition 1.8 (Attal-Meyer 
hara
terization) Let (h�i)i2N be a pre-
di
table pro
ess and let � 2 f+; Æ;�g; the restri
ted integral

PR
i2N h

�
ia

�
i as the

operator h that satis�es

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h+i pif Xi if � = +;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h�i dif if � = �;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

hÆidif Xi if � = Æ;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h�i pif if � = �;

where hi =
P

j<i h
�
ja

�
j and where these equalities mean that

� a ve
tor f is in the domain of h if and only if hidif is Ito-integrable
and the se
ond series is Ito-integrable or summable in norm (depending
on �),

� equality holds.
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That 
hara
terization turns out to be very useful in many proofs; for
example the proof of the following proposition, whi
h seems to redu
e to a
simple permutation of two summations, is made quite painful be
ause of do-
main 
onsiderations. Proposition 1.8 summarizes very ni
ely these problems
so that the proof be
omes a (even then tedious) play with 
ommutation rela-
tions between integrals and operators pi, di. Noti
e that in 
ontrast with the

ontinuous-time Attal-Meyer de�nition, the above is not an impli
it de�ni-
tion via a kind of di�erential equation; the di�eren
e is that here, an integral
stopped at time i is readily de�ned as a �nite sum of operators.

The next theorem expresses the 
omposition of two quantum sto
has-
ti
 integrals in integral form. Note that, in the following proposition, the

onsidered integrals are restri
ted ones.

Theorem 1.9 (Ito formula) Let � and � be two elements of f+; Æ;�;�g
and (h�i)i2N and (k�i )i2N be two predi
table operator pro
esses on T�. Then
the operatorX

i2N

Rhia
�
i

X
i2N

Rkia
�
j i�
X
i2N

Rih�i ki a
�
i �
X
i2N

Rhik
�
i a

�
i �
X
i2N

Rh�ik
�
i a

�:�
i ; (1.2)

is a restri
tion of the zero pro
ess; the symbol a�:� is given by the following
table

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

(1.3)

so that a�:� is simply a� a�.

1.5 Integral representations of operators

Here we simply re
all results from [Pau℄. In that paper we 
hara
terized
operators on T� whi
h 
an be represented as quantum sto
hasti
 integrals,
and obtained expli
it formulas for the integrands. The most useful result was
the following:

Theorem 1.10 Let h be an operator on T� su
h that all ve
tors XA belong
to Domh \ Domh�. Then the integral operator with integrands8>>><>>>:

h+i pi = dihpi

h�i pi = piha
+
i pi

hÆi pi = diha
+
i pi � pihpi

(1.4)
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and � = h
; h
i is su
h that

h� (�+
X
i�0

h+i a
+
i +
X
i�0

h�i a
Æ
i +
X
i�0

hÆia
Æ
i )

is a restri
tion of the zero pro
ess and the set fXA; A 2 Pg is in its domain.

This theorem is not quite enough if we want to 
onsider predi
table pro-

esses of operators, that is, sequen
es (hi)i of operators su
h that hi is i-
predi
table, and represent su
h a pro
ess by

hi =
X

�=+;Æ;�;�

X
j<i

h�ja
�
j:

The presen
e of an integral with respe
t to a� is unavoidable if we want the
h�j 's to be independent of i. Minor adaptations of the above result lead
to slighly di�erent formulas and the boundedness of predi
tible operators
simpli�es the analyti
al problems:

Corollary 1.11 Let (hj)j2N be a predi
tible pro
ess of operators on T�.
Then for every j the operator hj is equal to

�+
X
i<j

h+i a
+
i +
X
i<j

h�i a
Æ
i +
X
i<j

hÆia
Æ
i +
X
i<j

h�i a
�
i

where 8>>>>>><>>>>>>:

h+i pi = dihi+1pi

h�i pi = pihi+1a
+
i pi

hÆi pi = dihi+1a
+
i pi � pihi+1pi

h�i pi = pi(hi+1 � hi)pi

(1.5)

and � = h
; h0
i.

2 Approximations of 
ontinuous-time integrals

2.1 A reminder on quantum sto
hasti
 
al
ulus

We shall here re
all brie
y some ne
essary de�nitions and results from quan-
tum sto
hasti
 
al
ulus on regular Fo
k spa
e, whi
h will seem very analogous
to the dis
rete time theory developed above. First of all, the Fo
k spa
e is
de�ned as � = L2 (P), i.e. the set of fun
tions on the set P of �nite subsets
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of R+ when P is equipped with the measure su
h that the empty set is the
only atom, of mass one, and the measure is equal to the n-th dimensional
Lebesgue measure on sets of 
ardinality n. The 
anoni
al variable will be
denoted by �, and the in�nitesimal volume element by d�. We keep the same
kind of 
onventions for the notations on sets as in the dis
rete 
ase.

Pre
isely, the elements of � are the fun
tions de�ned on all in
reasing
simplexes �n = ft1 < � � � < tng of R+ su
h thatX

n

Z
�n

jf(t1; � � � ; tn)j2 dt1 � � �dtn < +1: (2.1)

It is 
lear from this 
haoti
 representation that � is isomorphi
 to the 
haos
spa
e of any normal martingale (e.g. the brownian motion, the 
ompensated
Poisson pro
ess, the Az�ema martingales, et
.). We shall label �t the anal-
ogous set of fun
tions de�ned on simplexes of [0; t℄; �t will be 
anoni
ally
in
luded in �.

A parti
ular set of elements in � is relevant, that is the exponential do-
main: an exponential over a fun
tion u 2 L2 (R+) is de�ned by

E(u)(�) =
Y
s2�

u(s): (2.2)

It is an element of �, as one 
an see that kE(u)k2 � ekuk
2

. Besides, the
exponential domain E(L2 (R+)) is total in � and is easy to handle so that it
is a domain of 
hoi
e for many proofs.

Abstra
t Ito 
al
ulus Let us 
onsider for all t the element �t of � de�ned
as follows:

�t(�) =

�
1ls<t if � = fsg
0 otherwise.

The isomorphism from � to any 
haos spa
e sends �t to the brownian motion
at time t when onto the 
haos spa
e of brownian motion, to the Poisson
pro
ess at time t when onto the 
haos spa
e of Poisson pro
ess, et
. One 
an
de�ne an integral of adapted pro
esses (ft)t�0 of elements of � (that is, su
h
that ft 2 �t for almost all t), with respe
t to the 
urve (�t)t�0 (see [At2℄),
denoted

I(f) =

Z
ft d�t

and satisfying

kI(f)k2 =
Z
R+

kftk2dt; (2.3)
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as soon as the latter real-valued integral is �nite; the 
omplete 
onstru
tion
uses the isometry property (2.3) for step pro
esses. This integral is 
alled
the (abstra
t) Ito integral.

There is an alternate 
onstru
tion for this integral:

I(f)(�) = f_�(��) (2.4)

where _ � is the largest element in � and �� = � n (_ �). The natural

onditions for this to be well de�ned 
an be seen to be the same as above,
namely the square-integrability of the pro
ess (kftk)t�0.

Let us de�ne the two fundamental operators of abstra
t Ito 
al
ulus on
�:

� the adapted proje
tion Pt is de�ned for all t, as the orthogonal proje
-
tion onto �t. Expli
itly, for any f 2 �,

Ptf(�) = 1l�<tf(�); (2.5)

� the adapted gradient is de�ned by

Dtf(�) = 1l�<tf(� [ t): (2.6)

Substituting (2.6) in (2.4) yields immediately

f = f(;) +
Z

Dtf d�t (2.7)

and

kfk2 = jf(;)j2 +
Z

kDtfk2dt: (2.8)

Now noti
e that we have not been pre
ise in our de�nition of the operators
Dt; a
tually it is quite ill-de�ned in the sense that an individual Dt is not a
well-de�ned operator and all one 
an say is, thanks to formula (2.8), that for
any f , Dtf is de�ned for almost all t.

Formula (2.7) is the 
ontinuous time analogue of a formula proved in
Proposition 1.2; it is the predi
table representation together with the asso-

iated isometry formula on Fo
k spa
e.

Quantum sto
hasti
 integrals We shall here de�ne integralsZ 1

0

Hsda
�
s
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with respe
t to the three quantum noises da+, daÆ, da� and to time, whi
h

orresponds to the noise da�.

The heuristi
s of the Attal-Meyer quantum sto
hasti
 
al
ulus, whi
h we
present in a simpli�ed way, derives from the fa
t that the noises, whi
h will
turn out to be di�erentials of 
ontinuous-time fundamental operators, should
a
t just like the fundamental operators of toy Fo
k spa
e, that is:

� any da�t a
ts only on �[t;t+dt℄, whi
h from (2.7) 
an be seen as \gener-
ated" by 
 and d�t and

� the da�t are given by the following table:

da+t 
 = d�t and da+t d�t = 0

da�t 
 = 0 and da�t d�t = dt


daÆt
 = 0 and daÆtd�t = d�t

da�t 
 = dt
 and da�t d�t = 0:

These heuristi
s allow us to de�ne integrals
R
H�

sda
�
s for adapted pro
esses

(H�
s)s�0, that is, pro
esses of operators su
h that for almost all s, all f 2

DomHs,

Psf 2 DomH�
s; Duf 2 DomH�

s for a.a. u � s and

H�
sPsf = PsH

�
sf and H�

sDuf = DuH
�
sf for a.a. u � s:

In that 
ase, a formal 
omputation leads us to give the following de�nition:
the integral

R1
0

H�
sda

�
s is de�ned as the only operator whi
h satis�es the

following equality:

Hf =

Z 1

0

HsDsfd�s +

8<:
R t

0
H+

s Psfd�s if � = +R t

0
H�

s Dsfds if � = �R t

0
HÆ

sDsfd�s if � = Æ
(2.9)

with Hs = PsHPs. That is, f is in the 
ommon domain of the integrals
if and only if the right-hand side is well de�ned and equality holds. One

an de�ne an integral

R b

a
Hsda

�
s as the integral of the pro
ess equal to Hs for

s 2 [a; b℄ and zero otherwise; one then noti
es that (2.9) holds equivalently
with Hs =

R s

0
H�

r da
�
r. We also de�ne the integral of an adapted pro
ess

(H�
s )s�0 as the strong integral

R
H�

s ds. The operators a�t are then de�ned

as the integrals
R t

0
da�s in the above sense.

We give here as a 
orollary the formulas of Hudson and Parthasarathy,
whi
h originally were the 
ornerstone of the �rst theory of quantum sto
hasti

integration on Fo
k spa
e
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Hudson-Parthasarathy formula Let us 
onsider a quantum sto
hasti

integral H de�ned on the exponential domain (see (2.2)). Then the following
equality holds for all u; v 2 L2 (R+), almost all t 2 R+ :

hE(u) ; HE(v)i =
Z 1

0

�(s)hE(u) ; H�
sE(v)ids (2.10)

where

�(s) =

8>><>>:
u(s) if � = +
v(s) if � = �

u(s)v(s) if � = Æ
1 if � = �:

2.2 Expli
it formulas for the proje
tions of integrals

We use here the embedding of toy Fo
k spa
e in regular Fo
k spa
e de�ned by
Attal in [At3℄ and the formulas (1.4) to obtain the proje
tion of an integral
operator in dis
rete time. Let us �rst re
all the de�nitions of [At3℄: for any
subdivision S = f0 = t0 < t1 < � � � g of R+ (we mean by \subdivision of
R+" that the subdivision is not bounded, that is, that the sequen
e (tn)n2N
diverges to in�nity), one de�nes the following on �:

a�i = Id
 a�ti+1 � a�tip
ti+1�ti P

(1) 
 Id

a+i = Id
 P
(1)
i

a+ti+1 � a+tip
ti+1�ti 
 Id

aÆi = Id
 P (1)(aÆti+1 � aÆti)P
(1) 
 Id;

where P (1) represents the proje
tion on the 
haos of order 1, and where the
tensor de
omposition is meant in �ti
�[ti;ti+1℄
�[ti+1 . The spa
e T�(S) � �
is de�ned as the 
losed subspa
e spanned by the ve
tors XA =

Q
i2AXi for

A 2 P; it is isomorphi
 to the toy Fo
k spa
e, and the restri
tions of the above
operators a�A 
oin
ide with the operators de�ned in the previous se
tion. We
denote by ES the proje
tion on the subspa
e T�(S).

The main relations for our 
omputations are given in the following lemma:

Lemma 2.1 Let us �x a given partition S = f0 = t0 < t1 < � � �< tn < � � � g.
One has for all f 2 �,

piES f = ESPtif;

diES f =
1p

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiDtfdt;
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and

E S

Z 1

0

ftd�t =
1p

ti+1�ti
X
i�0

E S

Z ti+1

ti

Ptift dt Xi:

Proof.
The third equality is a 
onsequen
e of the predi
table representation property
on toy Fo
k spa
e and of the se
ond equality; the �rst is straightforward. We
therefore prove only the se
ond one:

Sin
e di = pia
�
i , one has:

diES f = pia
�
i E Sf =

1p
ti+1�ti ESPti((a

�
ti+1

� a�ti )f);

but

(a�ti+1 � a�ti )f =

Z 1

ti

(a�t^ti+1 � a�ti )Dtf d�t +

Z ti+1

ti

Dtfdt

by the Attal-Meyer formulas, so

diES f =
1p

ti+1�tipiE S (
Z ti+1

ti

Dtfdt)

=
1p

ti+1�tiES (
Z ti+1

ti

PtiDtfdt):

�

We need to make some assumptions on the 
onsidered operator integrals:
indeed we want to 
ompute operators ESHES and need these to have large
enough domain for us to apply our representation theorem 1.10. The follow-
ing will therefore be assumed from now on:

(HD)
The integrals

R1
0

H�
s da

�
s and

R1
0
(H�

s)
�da0� are well-de�ned on

E(L2 (R+)) and all its images by any ES :

Here �0 is de�ned by the following:

+0 = � �0 = + Æ0 = Æ:
The assumption (HD) implies in parti
ular, if we denote H =

R1
0

Hs da
�
s,

that H� equals
R1
0
(H�

s)
�da�

0

on E(L2 (R+)) and all its proje
tions by ES .
The above hypothesis implies in parti
ular that the proje
tions ESHES

and ESH�
ES are de�ned on all �nite linear 
ombinations of XA's. Indeed,

by Lemma 3.2
ESE(1) = 
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E SE(1l[ti;ti+1℄) =
p
ti+1�tiXi + 


ESE(1l[ti;ti+1℄[[tj ;tj+1℄) =
p
ti+1�ti

p
tj+1�tj Xi;j+

p
ti+1�tiXi+

p
tj+1�tj Xj+


and so on. We therefore apply Theorem 1.10 to obtain the following:

Proposition 2.2 Let H =
R
H�

tda
�
t be a quantum sto
hasti
 integral on �

that satis�es the assumptions (HD). Then E SHES has a representation as a
dis
rete quantum sto
hasti
 integral whi
h holds at least on ve
tors fXA; A 2
Pg and the integrands h+

i ; h
�
i ; h

Æ
i are given by:

� for � = +,

h+
i =

1p
ti+1�ti ES

Z ti+1

ti

PtiH
+
t dt

h�i = 0

hÆi =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
+
t (a

+
t � a+ti )dt

� for � = �,

h+
i = 0

h�i =
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt

hÆi =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

Pti(a
�
t � a�ti )H

�
t dt

� for � = Æ,

h+
i = 0

h�i = 0

hÆi =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
Æ
t dt

where the equalities are over T�i (
onsidering, for the right-hand-side, T�i

as a subspa
e of �ti) and where all operator integrals are in the strong sense.
In the 
ase where � = Æ, the integral representation has the exponential

domain of T� in its restri
ted domain.
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Remark: it is rather disappointing that the dis
rete-time is not de�ned
on a larger spa
e, for example on the exponential domain of T� in the 
ase
where � = + ou �. Let us dis
uss this phenomenon: noti
e �rst that, in any

ase,

h+i a
+
i + h�i a

�
i + hÆia

Æ
i = ES

Z ti+1

ti

H�
s da

�
sES :

Denote Hi =
R ti+1
ti

H�
s a

�
s. For all f 2 Domh, all A 2 P, one hasX

i

jh�ia�if(A)j < +1 et
X
i

jhÆiaÆi f(A)j < +1; (2.11)

so that the problems will arise from summability over A in P. To prove
the above 
laim (2.11), noti
e �rst that it is straightforward when � = +;

ontinue with � = �. The sum

P
i jE SHiE S f(A)j is smaller than

X
i

1p
(ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin)

Z ti1+1

ti1

: : :

Z tin+1

tin

jHiES f(s1; : : : ; sn)j ds1 : : : dsn
(2.12)

if A = fi1; : : : ; ing. This is smaller than

X
i

1li=in(

Z ti+1

ti

kHsDsE Sfk2 ds)1=2 +
Z ti+1

ti



H�
s DsE S f




whi
h is �nite. Besides, ESHiES is h�i a

�
i +h

Æ
ia
Æ
i and the 
ondition

P
i jhÆi aÆi f(A)j

is straightforward sin
e only a �nite number of terms in the sum are non null
and this implies the 
ondition on

P
i h

�
i a

�
i .

Then one has
P

A2P j
P

i ESHiE Sf(A)j2 < +1 sin
e it is dominated by

kPiHiE S fk2. Therefore one dedu
es thatX
A2P

j
X
i

(h�ia
�
i + hÆi a

Æ
i )f(A)j2 < +1; (2.13)

but there is no reason why one should haveX
A2P

j
X
i

h+i a
+
i f(A)j2 < +1 and

X
A2P

j
X
i

hÆi a
Æ
i f(A)j2 < +1;


hoose for example � = + and f = E(u) to see in detail what happens. For
ti � t < ti+1 one has

Pte(eu) = e(eui) + eu(i)e(eui)�t � �ti

ti+1�ti (2.14)
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whi
h implies (2.13) by the Attal-Meyer formulation but this does not imply
that Z 1

0



H+
t e(eui)



2 dt+ Z 1

0





H+
t eu(i)e(eui)

�t � �ti

ti+1�ti





2 dt < +1:

One 
an on the other hand obtain the de�niteness of the integral
P

i h
Æ
ia
Æ
i

on the exponential domain from the fa
t that for ti � t < ti+1,

eu(i)p
ti+1�tiH

Æ
t e(eui) = HÆ

tDte(eu):
The equality (2.14) is also the reason for the surprising presen
e of a aÆ

integral in the proje
tion of an integral with respe
t to a� when � is + or �.
We prove now that that parasite integral vanishes in the limit; yet, sin
e

we do not know if that integral is well-de�ned beyond the linear span of
fXA; A 2 Pg, we have to prove that result on a subdomain of E(L2 (R+))
su
h that its proje
tions ES belong to that linear span. The set of exponential
ve
tors of square-integrable fun
tions with 
ompa
t support �ts that need:

Lemma 2.3 Let H =
R1
0

Hs da
�
s be an integral that satis�es the assumptions

(HD) with � = + or �. Then the parasite aÆ integral whi
h arises in the
proje
tion ESHES vanishes as the mesh size jSj of the partition tends to zero,
in the sense that

hE(u); ES
X
i2N

hÆia
Æ
i ESE(v)i

tends to zero as jSj goes to zero, for any u, v in L2 (R+) with 
ompa
t support.

Proof.
Take for example � = +; then one 
an see that

hE(u); ES
X
i

hÆia
Æ
i ESE(v)i =

X
i

eu(i)ev(i)he(eui); h
Æ
i e(evi)i

=
X
i

eu(i)p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui); H
+
t Pt(e(evi+1)� e(evi))i

=
X
i

Z ti+1

ti

hDtE SE(u); H+
t Pt(e(evi+1)� e(evi))i:

Now, by the assumptions (HD) we know thatZ 1

0



(H�
t )

�DtESE(u)


 dt < +1
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whereas ke(evi+1)� e(evi)k is of order ev(i), whi
h is smaller thansZ ti+1

ti

kv(t)k2dt

and 
onverges to zero uniformly in i (see Lemma 3.5 below).

�

Proof of Proposition 2.2
Let us prove for example the 
ase � = +. Let us 
onsider the a
tion of
h+i ; h

�
i ; h

Æ
i on a ve
tor XA with A < i. One has by (1.4) and Lemma 2.1,

h+i XA = diE SHXA

=
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiDtHXA dt

and the Attal-Meyer equations yield DtHXA = H+
t XA. and we obtain the

expression of h+i . The value of h�i is easily 
omputed:

h�i XA = piE SHa+i XA

= E SPtia
+
i XA

= 0:

Finally,

hÆiXA = diESHa+i XA � piESHXA

=
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiDtHa+i XA dt� ESPtiHXA:

We need to 
ompute Ha+i XA = HXA+i :

HXA+i =

Z 1

0

HsDsXA+i d�s +

Z 1

0

H+
s PsXA+i d�s

=

Z ti+1

ti

Hs
XAp
ti+1�ti d�s +

Z ti+1

ti

H+
s XA

�s � �tip
ti+1�ti d�s;

so that

PtiDtHXA+i =
1p

ti+1�tiPtiHtXA +
1p

ti+1�tiPtiH
+
t (XA(�t � �ti));
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now we have
PtiHtXA � PtiHXA = 0

for t � ti and
H+

t (XA(�t � �ti)) = H+
t (a

+
t � a+ti )XA:

The proof is 
omplete. The other two 
ases are treated exa
tly in the same
way.

�

Suppose now that we want to proje
t an integral H =
R
H�

s da�s ; if we

ompute ESHES we obtain a dis
rete time integral of the formX

i

h+i a
+
i +

X
i

h�i a
�
i +

X
i

hÆia
Æ
i : (2.15)

Indeed, what we obtain is a
tually the proje
tion of the (unique) integral
representation of H in the formZ 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

where the proje
tions are as before. Even if we 
ompute the representation of
the pro
ess (ES

R ti
0
H�

s da�s )i�0 what we obtain is more related to the above
representation (2.15) of H than to the pro
ess (H�

s )s2R+. The reason is
the following: the representation of H as

R1
0

H�
s ds is not unique; if we


ompute proje
tions a

ording to our s
hemes, be it proje
tions of the pro
ess
or proje
tions of the operator only, we 
ompute an unique representation,
that is, we try to 
ompute a representation with more information than
the original one, so that one 
an not relate expli
itly the 
oeÆ
ients of the
proje
tion to the pro
ess (H�

s )s2R+. This is why it will be more 
onvenient to
take a 
ompletely di�erent approa
h to proje
t integrals

R1
0

H�
s da�s . We only

state the following proposition, whi
h shows an alternative way to proje
t
integrals with respe
t to time.

Proposition 2.4 Let H =
R +1
0

H�
s da

�
s be an integral in � whi
h satis�es

the assumptions (HD). Then ESHES 
an be written as the sum
P

i�1 h
0�
i ,

where

h
0�
i = ES

Z ti

ti�1

H�
t dt ES

is i-predi
table for ea
h i.

We should emphasize here on the fa
t that the representation given above
is not a 
ontradi
tion to the formulas (1.5): it is just another 
onsequen
e
of the fa
t that in dis
rete-time also, the representation of one operator h as
h =

P
�=+;Æ;�;�

P
i h

�
ia

�
i is not unique.
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3 Convergen
e of the Ito table

Here we want to prove that the Ito formula for 
ontinuous-time quantum
sto
hasti
 integrals is a limit of the one for dis
rete-time integrals; to a
hieve
this we a
tually reprove the quantum Ito formula for regular semimartingales
as de�ned in [At1℄, using nothing but our approximation s
heme and the Ito
formula on toy Fo
k spa
e. For this we de�ne below our assumptions on
the 
onsidered quantum sto
hasti
 integrals. The proof will be done in three
steps: �rst, we will show that the unwanted aÆ integrals that appear when
proje
ting integrals with respe
t to a+ or a� vanish, as well as the terms they

reate when two proje
tions are 
omposed. Se
ond, we shall prove that,
asymptoti
ally, one 
an 
ompute the 
omposition of two proje
tions using
the 
ontinuous Ito table. The third step will be dedi
ated to showing that
the remaining dis
rete-time integrals obtained after 
omposition do 
onverge
to the 
ontinuous-time integrals we are looking for.

Throughout this se
tion we will make the following assumptions on the
operator integrals

H =

Z 1

0

H�
tda

�
t :

(HS)

8>>>><>>>>:
1: the integrands H�

t are bounded operators su
h that t 7! kH�
tk is:

� square-integrable if � = + or �;
� integrable if � = �;
� essentially bounded if � = Æ

2: H is a bounded operator on �:

Noti
e that these assumptions are the ones made for all terms of a regular
semimartingale pro
ess as de�ned in [At1℄.

For the rest of this paragraph assume that � 6= �. With su
h assumptions,
it is straightforward from general sto
hasti
 integration theory on � thatH =R1
0
H�

tda
�
t is the strong limit of the

R T

0
H�

tda
�
t as T goes to in�nity, with uniform

norm estimates. As a 
onsequen
e, H is the strong sum of all
R ti+1
ti

H�
tda

�
t and

ESHES is the strong sum of all

ES

Z ti+1

ti

H�
tdtES = h+i a

+
i + h�i a

�
i + hÆi a

Æ
i :

This implies in parti
ular that the integral
P

i h
Æ
ia
Æ
i obtained from an integralR

HÆ
sda

Æ
s by Proposition 2.2 is de�ned on the whole of T�. For the 
ases where

� = + or � we still have to prove that
P

i h
�
ia

�
i and

P
i h
Æ
ia
Æ
i are de�ned

separately and not only in
P

i(h
�
ia

�
i + hÆia

Æ
i ). A

ording to the remark made

after Proposition 2.2 it suÆ
es to show that, for all f in �, the expression
A 7!P

i h
�
ia

�
i E Sf(A) de�nes an element of T�.
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Lemma 3.1 Let � equal + or � and the integral
R1
0

H�
sda

�
s satisfy the as-

sumptions (HS). Then the integral
P

i h
�
ia

�
i asso
iated to E SHES has the

whole of T� for restri
ted domain.

Proof.
By the Attal-Meyer 
hara
terization (Proposition 1.8) of restri
ted integrals
it is enough to prove that for all f in �, the ve
tor ES f of T� is su
h thatP

i khidiES fk2 and
P

i



h+i piES f

2 or
P

i



h�i diES f

, depending on �, are
�nite. This is obtained from the fa
t that

khik � kHk
and that 

h�i 

2 � Z ti+1

ti

kHsk2ds

is square-integrable.

�

Let us �x the notations to be used in the rest of the paper: we will

onsider two integrals

H =

Z 1

0

H�
s da

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

whi
h satisfy the assumptions (HS); � and � 
an take the values +;�; Æ or�.
The proje
tions ESHES , E SKE S will be denoted by h, k respe
tively. In

the 
ase where � or � is di�erent from �, the pro
esses (h�
i)i2N, (k

�
i )i2N and

(hÆi )i2N, (k
Æ
i )i2N are as de�ned in Proposition 2.2; we will dis
uss again later

the 
ase of � = �. If � is + or � then we have seen that h is equal to

h =
X
i

h�
ia

�
i +
X
i

hÆi a
Æ
i ;

we then denote by ehÆ the integral
P

i h
Æ
i a
Æ
i whi
h we will usually 
all the

\parasite" term. As before, hj will denote the integral stopped at time j

hj =
X
i<j

h�
ia

�
i +
X
i<j

hÆi a
Æ
i ;

and ehÆj the integral ehÆj =X
i<j

hÆi a
Æ
i :

We need a few lemmas to start the te
hni
al proofs:
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Lemma 3.2 Let u belong to L2 (R+). The proje
tion E SE(u) is again an
exponential ve
tor in T� over the fun
tion eu(i) = 1p

ti+1�ti
R ti+1
ti

u(s)ds. When

seen as a ve
tor of �, it is not ne
essarily an exponential ve
tor, but one has
for all ti � t < ti+1,

Dte(eu) = eu(i)p
ti+1�ti

e(eui)
Proof.
For all A = fi1; : : : ; ing 2 P, we have

ESE(u)(A) =
1p

(ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin)

Z ti1+1

ti1

� � �
Z tin+1

tin

E(u)(s1; : : : ; sn)ds1 : : : dsn

=
Y
i2A

1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

u(t)dt

=
Y
i2A
eu(i):

�

Lemma 3.3 For all s < t, the operator (a+t � a+s )Ps is bounded on the
exponential domain, with norm

p
t� s.

Proof.
On �s, the operator (a

+
t �a+s ) is simply the tensor multipli
ation by �t��s.

�

Lemma 3.4 Let � = + or �. Then for all u 2 L2 (R+), we have

khÆi e(eui)k � 1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

kH�
tk dt ke(eui)k (3.1)




ehÆi e(eui℄)


 � kukL2
sZ 1

0

kH�
t k2dt exp kuk2=2 (3.2)

Proof.
The �rst inequality is trivial from Lemma 3.3. The se
ond one 
omes from
aÆi e(eu) = eu(i)e(eui)e(eu(i) and ehÆi =Pj<i h

Æ
ja
Æ
j .

�

Lemma 3.5 Let f be an integrable fun
tion over R+ . One has

supjt�sj<Æ

Z t

s

jf(u)j du !
Æ!0

0
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Proof.
The fun
tion x 7! R x

0
jf(u)j du has arbitrarily small variations outside of a


ompa
t set, and is 
ontinuous, hen
e uniformly 
ontinuous, on that 
ompa
t
set.

�

We shall �rst simplify the 
ase when � = �, proving the fa
t that one

an 
hoose to 
onsider the alternative des
ription des
ribed at the end of the
pre
eding se
tion.

Lemma 3.6 Let H =
R1
0

H�
s ds be an operator satisfying (HS). Then H is

equal to the series
P

i h
�
i ; where

hi pi = ES

Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt ESpi:

Proof.
First let us observe that, by the strong left-
ontinuity of the pro
ess, whi
h
is obvious from (HS), and Proposition 2.4, the result holds if we 
onsider
h
0�
i in pla
e of h�i . Now let us prove that

X
i

(h
0�
i � h�i )

=
X
i

(ES

Z ti

ti�1

H�
s ds ES � ES (pi

Z ti+1

ti

H�
s ds pi)
 I ES )


onverges strongly to zero on the exponential set. Let us say a word about
the tensor produ
t whi
h appears in that formula: the proje
tion hi is the
a
tion of

R ti+1
ti

H�
s ds before time ti, so that its tensor produ
t de
omposition

in T�i 
 T�[i is given as in the above formula.

Sin
e the 
onsidered operators are norm-bounded (with bound 2
R t

0
kHsk ds),


onvergen
e on any ve
tor in � will follow. The above operator, when applied
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to an exponential ve
tor E(u), yields
X

i

(ES

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui)� piES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui))e(eu[i)

=
X

i

�
(I � pi)ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui)

� ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui+1) + ES

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui)

+ E S

Z ti+1

ti

H�
s ds (e(eui+1)� e(eui))

�
e(eu[i)

=
X

i

(pi+1 � pi)ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui)e(eu[i)

�
X

i

(ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui+1) + E S

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui+1))

+
X

i

(ES

Z ti+1

ti

H�
s ds (e(eui+1)� e(eui))):

The last sum is smaller in norm than
P

i jeu(i)j R ti+1
ti

kH�
s k ds ke(eu)k, hen
e

smaller than the vanishing sequen
e
R kH�

s k ds supi jeu(i)j kE(u)k. The se
-
ond sum is X

i

E S (
Z ti+1

ti

H�
s ds e(eu)� Z ti

ti�1

H�
s ds e(eu));

hen
e appears as the sum of in
rements of a summable sequen
e; therefore it
is either zero or of the form

R t

ti
H�

s ds e(eu) for the largest i s.t. ti � t, in whi
h


ase it is bounded by
R t

ti
kH�

s k ds kE(u)k and therefore vanishes by Lemma
3.5. The �rst term is equal to

ES

Z 1

0

(pi+1 � pi)H
�
s e(eui)e(eu[i)ds

where i is a
tually an i(s), whi
h is de�ned by ti(s) � s < ti(s)+1. The inte-
grand is pointwise bounded by kH�

s k kE(u)k, whi
h is an integrable fun
tion,
independently of the partition, and 
onverges pointwise to zero with the mesh
size of the partition. Lebesgue's dominated 
onvergen
e theorem thus applies
and the proof is 
omplete.

�
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Consequen
e of Lemma 3.6 Noti
e that a proje
tion ES
R
H�

s da
�
s will,

in our s
heme, be 
omposed only with bounded operators. Besides, we will
from now on only be interested in weak 
onvergen
es so that one 
an always

onsider adjoint relations. Be
ause of that, we will systemati
ally repla
e the
proje
tion ESHES of an integralH =

R
H�

s da
�
s by the alternative des
ription

des
ribed in Lemma 3.6.
The following proposition 
onstitutes the �rst of the three announ
ed

steps of our demonstration, that is, getting rid of the unwanted aÆ from the
proje
tion, and of the terms they indu
e after 
omposition:

Proposition 3.7 Let �; � 2 f+;�; Æ;�g and let H;K be two operator inte-
grals satisfying the assumptions (HS). Then for all u; v 2 L2 (R+),

hE(u) ; ESHES ESKESE(v)i � he(eu) ;X
i

h�
ia

�
i

X
i

k�
i a

�
i e(ev)i

tends to zero as the partition's mesh size tends to zero.

Proof.
If both � and � are Æ, there is nothing to do but re
all that ESHES and
ESKE S 
onverge strongly on � and are uniformly bounded in norm. If one
of �, � is �, the 
orresponding proje
tion 
an be immediately repla
ed by the
integral with respe
t to a� thanks to the emphasized 
onsequen
e of Lemma
3.6.

To work out the other 
ases noti
e that

hk = ((h� ehÆ) + ehÆ)((k � ekÆ) + ekÆ) if � and � are both + or �;

hk = ((h� ehÆ) + ehÆ)k if for example � only is + or � :

Besides, h � ehÆ =
P

i h
�
ia

�
i , so that one only has to show that ehÆk, hkÆ and

hÆekÆ tend to zero in our weak sense. Thanks to adjointness properties the
proof redu
es to proving that

ehÆk 
onverges to zero for � = �;+ and any � (3.3)

and ehÆekÆ 
onverges to zero when � and � are both + or � (3.4)

where 
onvergen
e is meant \asymptoti
ally on the exponential domain" in
the same sense as in the proposition.

For the �rst assumption (3.3), let us observe that

he(eu) ;ehÆke(ev)i = h ehÆ�e(eu); ke(ev)i
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and that, sin
e k = ESKE S is bounded and (ehÆ)�e(eu) is uniformly bounded
by Lemma 3.4, one 
an repla
e e(ev) by anything whi
h tends to it in norm
with the mesh size jSj. One 
an approximate KE(v) by a linear 
ombination
of exponential ve
tors; let us suppose for simpli
ity that KE(v) is approxi-
mated by a single ve
tor E(w). Then, sin
e
kke(ev)� e(ew)k = kE SE(w)� ESKE SE(v)k

� kE SE(w)� ESKE(v)k+ kESKE(v)� E SKE SE(v)k
� kKE(v)� E(w)k+ kKk kE(v)� ESE(v)k ;

and both terms on the right-hand side 
an be made arbitrarily small if the
partition is re�ned enough, one 
an repla
e ke(ev) by e( ew). Now our assump-

tion redu
es to showing that he(eu) ;ehÆe( ew)i tends to zero with jSj. But it is
equal toX

i

eu(i)ev(i)he(eui) ; h
Æ
i e( ewiihe(eu(i); e(ev(i)i

=
X

i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; Pti(a
�
t � a�ti )H

�
t e( ewi)idthe(eu(i); e(ev(i)i

if for example � = � (the 
ase � = + is proved by dual 
omputations). Using
Lemma 3.3, one has���he(eu) ;ehÆe( ew)i��� �

X
i

jeu(i)ew(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti



H�
t



dt ke(eu)k ke(ew)k
�

X
i

jeu(i)ew(i)jsZ ti+1

ti



H�
t



2dt ke(eu)k ke( ew)k
� kuk kwk exp kuk exp kwk

s
supi

Z ti+1

ti



H�
t



2dt
and the last term 
onverges to zero by Lemma 3.5.

To prove (3.4) let us write

ehÆekÆ =X
i

hÆiekÆi aÆi +X
i

ehÆi kÆi aÆi +X
i

hÆik
Æ
i a

Æ
i

using the dis
rete time Ito formula. That implies

he(eu) ;ehÆekÆe(ev)i =X
i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (h
Æ
i
ekÆi + ehÆi kÆi + hÆi k

Æ
i )e(evi)i
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up to uniformly bounded fa
tors he(eu(i); e(ev(i)i. For the sake of lisibility, we
will forget it and all its avatars from now on. Using Lemma 3.4 and the fa
t
that ehÆi ; ekÆi are bounded with norms � kHk ; kKk, one has a majoration of���he(eu) ;ehÆekÆe(ev)i��� by three terms of the kind

X
i

jeu(i)ev(i)jsZ ti+1

ti

kKtk2dt�

and sin
e the series
Peu(i)ev(i) is 
onvergent, one 
on
ludes again using

Lemma 3.5.

�

Proposition 3.8 With the assumptions of Proposition 3.7, the quantity

hE(u) ; ESHESKESE(v)i�he(eu) ; �X
i

h�
ikia

�
i+
X

i

hik
�
i a

�
i +
X

i

h�
ik

�
i a

�:�
i

�
e(ev)i

tends to zero as the partition's mesh size tends to zero, where �:� is 
omputed
using formally the 
ontinuous Ito formula.

Proof.
All that is left to prove is that

for (�; �) = (+;�); one has
X

i

h�i k
+
i a

Æ
i !
jSj!0

0 (3.5)

and

for (�; �) = (�;+); one has
X

i

h�i k
+
i a

Æ
i !
jSj!0

0: (3.6)

plus the 
onvergen
e to zero in all 
ases involving an integral with respe
t to
�. The proofs of (3.5) (3.6) are the same; let us prove for example (3:5):

jhe(eu) ;X
i

h�i k
+
i a

Æ
i e(ev)ij �X

i

jeu(i)j jev(i)j

h��i e(eui)


 

k+i e(evi)




up to a 
onstant fa
tor, and sin
e



h��i e(eui)


 �sZ ti+1

ti



H��
t



2dt ke(eui)k

and 

k+i e(evi)


 �sZ ti+1

ti



K+
t



2dt ke(evi)k ;
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one 
on
ludes as before.
Now in the 
ase where �, for example, is �, one writes the usual equalities

he(eu) ; a�(h�k�)e(ev)i =
X
i�0

he(eui) ; h
�
i k

�
i e(evi)ihe(eu[i); e(ev[i)i

=
X
i�0

Z ti+1

ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; H
�
t K

�
s e(evi)ihe(eu[i); e(ev[i)i dt ds

(keep in mind that �:� = � in all 
ases), and this is dominated by the
following quantities:

� Pi

R ti+1
ti



H�
t



 dt R ti+1
ti



K�
t



 dt if � = �,

� Pi

p
ti+1�ti

R ti+1
ti



H�
t



 dtqR ti+1
ti

kK�
t k2dt if � = +;�,

� Pi(ti+1�ti)
R ti+1
ti



H�
t



 dt kKÆk1 if � = Æ
where all majorations are up to 
onstant fa
tors. In all three 
ases the
summed term in the majorant is a summable one multiplied by a vanishing
one.

�

We now apply these results to prove the �nal result:

Theorem 3.9 (Ito formula in 
ontinous time) Let H =
R1
0

H�
s da

�
s and

K =
R1
0

K�
s da

�
s be two 
ontinuous-time integrals satisfying the assumptions

(HS). Then the following equality holds on �:Z 1

0

H�
tda

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t =

Z 1

0

H�
tKtda

�
t +

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t

where a�:� is 
omputed using the 
ontinuous Ito table.

Remark : we insist on the fa
t that this reproves the Ito formula on reg-
ular Fo
k spa
e knowing nothing but its 
ounterpart on the toy Fo
k spa
e.

Proof.
We will prove that for any u; v 2 L2 (R+) one has

hE(u) ;
Z 1

0

H�
t da

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t E(v)i =

hE(u) ; (
Z 1

0

H�
tKtda

�
t +

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t )E(v)i:
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By Proposition 3.8, it suÆ
es to show that

he(eu) ;X
i

h�
ikia

�
ie(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�
sKs da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

hik
�
i a

�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

HsK
�
s da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

h�
ik

�
i a

�:�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�K� da�:�
s E(v)i

but one 
an see that the previous propositions apply to the integrals
R
H�

sKsda
�
s,R

HsK
�
s da

�
s ,
R
H�

sK
�
s da

�:�
s so that one also has that

he(eu) ;X
i

(H�K)�ia
�
ie(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�
sKsda

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

(HK�)�i a
�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

HsK
�
s da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

(H�K�)�:�i e(ev)i ! hE(u) ;
Z 1

0

H�
sK

�
s da

�:�
s E(v)i

where (HK�)�i , (H
�K)�i are the integrands asso
iated by Proposition 2.2 (or

by Lemma 3.6) to the integral
R
HsK

�
s da

�
s , et
. It suÆ
es then to prove that

he(eu) ;X
i

(h�
iki � (H�K)�i)a

�
ie(ev)i ! 0 (3.7)

he(eu) ;X
i

(hik
�
i � (HK�)�i )a

�
i e(ev)i ! 0 (3.8)

he(eu) ;X
i

(h�
ik

�
i � (H�K�)�:�i )a�:�

i e(ev)i ! 0 (3.9)

(3.7) and (3.8) derive one from another by adjointness. Let us prove the
di�erent 
ases one by one.

(3.7) in the 
ase � = � or +: let us take for example � = +.

he(eu) ; a�(h�k � (H�K)�i)e(ev)i =X
i

eu(i)he(eui) ; (h
+
i ki � (H+K)+i )e(evi)i:

The above quantities are equal toX
i

eu(i)he(eui) ;
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

Pti(H
+
t ki �H+

t Kt)e(evi)dti

=
X

i

eu(i)p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

hH+�
t e(eui); (ki �Kt)e(evi)idt
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So the norm of the left-hand side is smaller thanX
i

jeu(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti



H+�
t



 k(ki �Kt)e(evi)k dt

�
X

i

jeu(i)jsZ ti+1

ti

kHtk2k(ki �Kt)e(evi)k2dt

� keuk2l2
sZ 1

0



H+
t



2k(ki �Kt)e(evi)k2dt (3.10)

by repeated use of the Cau
hy-S
hwarz formula and 
onvenient erasing of

onstant terms. The index i in the last line is a
tually a i(t).

But, sin
e ki = ESKtiE S ,

k(ki �Kt)e(evi)k � kKtie(evi)k+ kKte(evi)k :
If � = +; Æ;�, then (Kt) is an operator martingale, so, sin
e ti � t with
e(evi) 2 �ti ,

k(ki �Kt)e(evi)k � kESKtie(evi)k+ kKte(evi)k
� 2 kKe(evi)k
� 2 kKk ke(ev)k :

A majoration of the same kind is immediately obtained in the 
ase � =
� sin
e kKtk � R kK�

s k ds. One 
an then apply Lebesgue's dominated

onvergen
e theorem to the integral in (3.10). Besides,

k(ki �Kt)e(evi)k � k(ESKti �Kti)e(ev)k+ k(Kti �Kt)PtiE SE(vti)k :
And both terms on the right-hand side tend to zero a.e.; the proof of

(3.7) with � = + or � is now 
omplete.

(3.7) in the 
ase � = Æ:
we now 
onsider the quantityX

i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (h
Æ
iki � (HÆK)Æi )e(evi)i

where we forget on
e again the last fa
tor. It is equal toX
i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; H
Æ
t (ki �Kt)e(evi)idt

=

Z 1

0

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

he(eui) ; H
Æ
t (ki �Kt)e(evi)idt:
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The bra
ket is uniformly bounded, and t 7! eu(i)p
ti+1�ti ,

ev(i)p
ti+1�ti where on
e again

i is a
tually a i(t), tend to u,v in L2 (R+) by the martingale 
onvergen
e
theorem. One 
an therefore 
onsider, instead of the above, the quantityZ 1

0

u(t)v(t)he(eui) ; H
Æ
t (ki �Kt)e(evi)idt

so that one 
an now apply Lebesgue's theorem in the same way as in the
previous 
ase.

(3.7) in the 
ase � = �: we 
onsiderX
i

he(eui) ; (h
�
i ki � (H�K)�i )e(evi)i

=
X
i

Z ti

ti�1

hH��
t e(eui); (ESKti �Kt)e(evi)idt;

whi
h we 
an estimate as before by
R kH�

s k ds.
Let us now prove (3.9). First let us settle the problem when one of � or � is �;

we take for example � = �. In this 
ase we have to show that

he(eu) ;X
i

h�i k
�
i a

�
i e(ev)i

vanishes when the mesh size of the partition tends to zero. But that quantity
is smaller in norm than X

i



(h�i )�e(eu)

 kk�
i a

�
i e(ev)k

whi
h in turn is smaller than a 
onstant timesX
i

Z ti+1

ti



H��
t



 dt 

k�
i a

�
i e(evi℄)

 : (3.11)

Now the following observations will be used over and again so that we
make a lemma out of them but do not prove it.

Lemma 3.10 One has the following estimates:

� if � = +, then k�
i a

�
i e(evi℄) = k�

i e(ev1l6=i)Xi, and



k�
i a

�
i e(evi℄)

 �

sZ ti+1

ti

kK�
t k2dt kE(v)k :
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� if � = �, then k�
i a

�
i e(evi℄) = ev(i)k�

i e(ev1l6=i) and



k�
i a

�
i e(evi℄)

 �

sZ ti+1

ti

kK�
t k2dt jev(i)j kE(v)k :

� if � = Æ, then k�
i a

�
i e(evi℄) = ev(i)k�

i e(ev1l6=i)Xi and

k�
i a

�
i e(evi℄)

 � kKÆk1 jev(i)j kE(v)k :

� if � = �, then k�i a
�
i e(evi℄) = �

k�i e(evi)� (
 + ev(i)Xi) and



k�
i a

�
i e(evi℄)

 � Z ti+1

ti



K�
t



 dt (1 + jeu(i)j):
In the 
ase we are interested in ((3.7) in the 
ase � = �), we obtain that

in all 
ases, (3.11) is a sum of terms of the form
R ti+1
ti



H��
t



 times a term
that vanishes uniformly in i with the mesh size of the partition.

There are four non trivial 
ases left: (�; �) equal to (�;+), (Æ; Æ), (Æ;+)
and (�; Æ). The last two 
ases have similar proofs; let us prove them �rst.

(3.9) in the 
ase (�; �) = (�; Æ) or (Æ;+):
we take for example (�; �) = (Æ;+). What we want to prove is that

he(eu) ;X
i

(hÆik
�
i � (HÆH+)+i )a

+
i e(ev)i �!

jSj!0
0:

This quantity is equal toX
i

eu(i)he(eui) ; (h
Æ
ik

+
i � 1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
Æ
t K

+
t dt)e(evi)i

=
X

i

eu(i)he(eui) ;
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

HÆ
t (

1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )dt e(evi)i

hen
e the norm of the left-hand side is, up to a fa
tor term depending only
on u; v; smaller than:X

i

jeu(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti

kHÆ
t k k(

1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )e(evi)kdt

� sup kHÆ
t k
X

i

jeu(i)jsZ ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )e(evi)k2dt:
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Sin
e e(evi℄)� e(evi) = ev(i)e(evi)Xi, substituting e(evi) with e(evi℄) 
reates an
error term whi
h is smaller than

 X
i

Z ti+1

ti





( 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

K+
s ds�K+

t )ev(i)e(evi)Xi)





2dt
!1=2

�
 
2
X

i

Z ti+1

ti

(
1

(ti+1�ti)2

�Z ti+1

ti

kKsk ds
�2

+ kKtk2) jev(i)j dt
!1=2

up to a 
onstant fa
tor; but that is smaller by the Cau
hy-S
hwarz inequality
than

 X
i

Z ti+1

ti

(
1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

kKsk2ds+ kKtk2) jev(i)j2 dt
!1=2

=

 X
i

jev(i)j2 (Z ti+1

ti

kKsk2ds+
Z ti+1

ti

kKtk2dt)
!1=2

up to 
onstant fa
tors again. This tends to zero by Lemma 3.5.

Using the adaptation of operators, one sees easily that, on
e e(evi℄) has
been substituted to e(evi), it 
an be in turn substituted with e(ev); the usual
majorations allow one to substitute it then with E(v). The 
onvergen
e to
zero of X

i

Z ti+1

ti

k 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

K+
s E(v)ds�K+

t E(v)k2dt

is then a simple 
onsequen
e of the L2 martingale 
onvergen
e theorem.

(3.9) in the 
ase (�; �) = (�;+): what we must show vanishes is

X
i

he(eui) ; (h
�
i k

+
i � (H�K+)�i )e(evi)i:

We show that

X
i

he(eui) ;

�
h�i k

+
i � E S

Z ti+1

ti

H�
t K

+
t dt

�
e(evi)i
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vanishes. Its norm is easily shown to be smaller thanX
i

Z ti+1

ti



H�
t



 k( 1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )e(evi)kdt

�
X
i

sZ ti+1

ti



H�
t



2dt sZ ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )e(evi)k2dt

� 

H�


2

sX
i

Z ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti

k+i �K+
t )e(evi)k2dt

and one 
on
ludes using Lemma 3.6.

(3.9) in the 
ase (�; �) = (Æ; Æ):
the last step is the proof that

he(eu) ;X
i

(hÆi k
Æ
i � (HÆKÆ)Æi )a

Æ
i e(ev)i �!

jSj!0
0:

But it is equal toX
i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (h
Æ
ik
Æ
i � (HÆKÆ)Æi )e(evi)i

up to the usual last fa
tor in the sum. The above line is equal to:X
i

eu(i)ev(i)he(eui) ;
1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(HÆ
t k

Æ
i �HÆ

t K
Æ
t )e(evi)dti

=
X
i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

hHÆ�
t e(eui);

1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(KÆ
s �KÆ

t )e(evi)dsidt
=

Z 1

0

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

hHÆ�
t e(eui);

1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(KÆ
s �KÆ

t )e(evi)dsidt
As in the proof of 3.3 we 
an repla
e eu(i)ev(i)

ti+1�ti by u(t)v(t). The norm of the

integrated fun
tion is then smaller than

ju(t)v(t)j 2 sups kHÆ�
s k sups kKÆ

sk kE(u)k kE(v)k

whi
h is integrable. By Lebesgue's theorem, the 
onsidered quantity tends
to zero with the mesh size of the partition.

�
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3.1 A remark on the 
lassi
al Ito formula

It is well known that the 
lassi
al Ito formula for quantum sto
hasti
 integrals
with respe
t to any normal martingale is a 
onsequen
e of the quantum Ito
formula. Indeed, any normal martingale, that is, any martingale M with
square bra
ket [M ℄t = t, 
an be identi�ed to a multipli
ation operator on
Fo
k spa
e. That operator has a quantum sto
hasti
 integral representation
(see [At2℄), so that its angle bra
ket 
an be obtained from the Ito formula.

Therefore, we have proved that, on
e the normality of the martingale is
known, the value of the angle bra
ket is dedu
ed from the quantum sto
hasti

integral representation of the multipli
ation operator and the 
ommutation
relations for Pauli matri
es. There is nothing very deep here sin
e the inte-
gral representation of the multipli
ation operator itself is derived from the
stru
ture equation of the martingale (see for example [At2℄), but it may help
and shed some light on the general 
omputations we have made.

The brownian motion (Bt)t�0 
an be identi�ed to the operator pro
ess
(a+t + a�t )t�0. If we 
onsider a partition S with 
onstant steps Æ, then the
approximation of the multipli
ation operator by Bt will be

P
ijti�t

p
Æ(a+i +

a�i ) plus some terms whi
h we have shown 
an be, in the limit when Æ goes
to zero, negle
ted. Besides, a+i + a�i is �x so that

�p
Æ(a+i + a�i )

�2
= Æ�2x = ÆI:

The operator ÆI is the approximation of the deterministi
 pro
ess (t)t�0.
This, as we have shown, implies that dhBit = dt.

Another example is the 
ompensated Poisson pro
ess (Nt�t)t�0 = (Xt)t�0.
It 
an be identi�ed with the operator pro
ess (a+t + a�t + aÆt )t�0. If we 
on-
sider again a partition S with 
onstant step Æ, a+t + a�t + aÆt is proje
ted
to
P

ijti�t(
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i ) plus asymptoti
ally negligible terms. Sin
ep

Æa+i +
p
Æa�i + a�i =

p
Æ�x � 1

2
�z +

1
2
I, we obtain

�p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i

�2
= Æ�2x +

1

4
�2z +

1

4
I

� 1

2

p
Æ(�x�z + �z�x) +

p
Æ�x � 1

2
�z

=
�p

Æa+i +
p
Æa�i + a�i

�
+ ÆI

be
ause �x�z + �z�x = 0 and �2x = �2z = I. That, as we have shown, implies
that dhXit = Xt + t.
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Abstra
t

We give a ne
essary and suÆ
ient 
ondition for the se
ond quan-

tization operator �(h) of a bounded operator h on L2 (R+), or for its

di�erential se
ond quantization operator �(h), to have a representa-

tion as a quantum sto
hasti
 integral. This 
ondition is exa
tly that h

writes as the sum of a Hilbert-S
hmidt operator and a multipli
ation

operator. We then explore several extensions of this result. We also

examine the famous 
ounterexample due to Journ�e and Meyer and
explain its representability defe
t. 1

Introdu
tion

Se
ond quantization operators and di�erential se
ond quantization operators
on Fo
k spa
es are the most basi
 operators that appear in the quantum
theory of �elds, after 
reation and annihilation operators. On the other
hand, on Fo
k spa
es of the form �K = �(L2(R+ ;K)), where K is a separable
Hilbert spa
e, an e�e
tive theory of quantum sto
hasti
 integration is now
well-developed and has found numerous appli
ations (su
h as the ergodi

properties of dissipative quantum systems). One of the basi
 questions in
that 
ontext is to 
hara
terize the operators on �K whi
h 
an be represented
as a quantum sto
hasti
 integral. Many arti
les have been devoted to that
problem (see for example [P-S℄, [At1℄, [Coq℄), yet it is far from being 
losed.

We study here two parti
ular families of operators: the se
ond quantiza-
tion operators �(h) and the di�erential se
ond quantization operators �(h),

1Keywords: se
ond quantization, di�erential se
ond quantization, quantum probabil-

ity, quantum sto
hasti
 integrals, Fo
k spa
es

AMS 
lassi�
ation: 81S25, 60H05
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for a bounded operator h on L2(R+ ;K). Rather surprisingly we �nd a ne
es-
sary and suÆ
ient 
ondition for �(h) and �(h�) to be represented as quantum
sto
hasti
 integrals on the set of exponential ve
tors or on the set of �nite
parti
le ve
tors:
Theorem 1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a quantum sto
hasti
 integral representation on

the set E(L2 (R+)) of exponential ve
tors
2. �(h) and �(h�) have a quantum sto
hasti
 integral representation on

the set F of �nite parti
le ve
tors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator and M
 is a multipli
ation by

an essentially bounded fun
tion 
.

Surprisingly also, the exa
t same theorem holds for di�erential se
ond
quantizations.
Theorem 2 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a quantum sto
hasti
 integral representation on

the set E(L2 (R+)) of exponential ve
tors
2. �(h) and �(h�) have a quantum sto
hasti
 integral representation on

the set F of �nite parti
le ve
tors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator andM
 is a multipli
ation by

an essentially bounded fun
tion 
.

We furthermore derive fully expli
it formulas for the integrands in the
integral representation in both 
ases (di�erential and nondi�erential); we
give suÆ
ient 
onditions for the existen
e of integral representations of su
h
operators in the 
ase of unbounded operators h. We also prove various results

on
erning the obtained representations.

The paper is organized as follows: in se
tion one we give all the ne
es-
sary theoreti
al ba
kground and notations. The se
ond se
tion is the 
ore of
this arti
le: the above quoted theorem for (non di�erential) se
ond quanti-
zations is proved. Chara
terizations of the fa
t that �(h) de�nes a regular
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semimartingale (see [At1℄) are also given and the 
ounterexample of Journ�e
and Meyer is dis
ussed. In the third se
tion we prove the result for dif-
ferential se
ond quantization operators. Se
tion four handles the extension
of our 
hara
terizations and formulas to the 
ase of Fo
k spa
e of higher
(possibly in�nite) multipli
ity. In se
tion �ve we treat the 
ase of se
ond
quantization and di�erential se
ond quantizations of unbounded operators,
whi
h often arise in physi
al appli
ations of the theory. In that 
ase we give
simple suÆ
ient 
onditions for the existen
e of a quantum sto
hasti
 integral
representation.

1 Preliminaries

1.1 Quantum sto
hasti
 
al
ulus

The usual framework of quantum sto
hasti
 
al
ulus is the symmetri
 Fo
k
spa
e �sym(L

2 (R+)) over the spa
e L2 (R+), that is, the 
ompletion ofM
n�0

L2 (R+)
Æn

where L2 (R+)
Æn denotes the n-fold symmetri
 tensor produ
t of L2 (R+) for

n � 1 and L2 (R+)
Æ0 = C by 
onvention.

We denote by � that spa
e; a

ording to the above de�nition, the el-
ements of � are sequen
es (f0; f1; : : :) where f0 2 C , fn is a symmetri

fun
tion on R

n
+ for n � 1, and

jf0j2 +
X
n�1

Z
s1<���<sn

jfn(s1; : : : ; sn)j2 ds1 : : : dsn < +1:

We will use the more 
on
ise notation of Gui
hardet (see [Gui℄): we identify
sequen
es (f0; f1; : : :) with fun
tions f on P, P being the set of �nite subsets
of R+ . Su
h a fun
tion belongs to � if

jf(;)j2 +
X
n�1

Z
s1<���<sn

jf(fs1; : : : ; sng)j2 ds1 : : : dsn < +1:

On P we 
an de�ne a measure simply by taking its restri
tion to the subset
of P that has n-uples for elements to be equal to the n-dimensional Lebesgue
measure and taking the empty set to be an atom of mass one. Equipped
with su
h a measure, L2 (P) 
an be seen to be isomorphi
 to the spa
e
�sym(L

2 (R+)). From now on we will always work with this realization of
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Fo
k spa
e and write indi�erently � or L2 (P). The 
anoni
al element in P
will be denoted by � and the in�nitesimal element by d�. We will also follow
the 
onvention that subsets fs1; : : : ; sng are always written in ordered form:
the si's are always assumed to satisfy s1 < : : : < sn unless otherwise stated.

Among ve
tors of L2 (P) we denote by 
 the va
uum ve
tor, whi
h is
the indi
ator of the empty set. For any t in R+ we will denote by �t or by
L2(Pt) the subspa
e of L

2 (P) made of fun
tions with support in [0; t℄: for a
fun
tion f in L2 (P),

f belongs to L2(Pt) , f(�) = 0 for a.a. � su
h that � 6� [0; t℄:

A ve
tor f of � whi
h belongs to L2(Pt) is said to be t-adapted. For any n
in N we also de�ne the n-th 
haos as the subspa
e of � made of fun
tions
with support in the n-uples: for a fun
tion f in L2 (P),

f belongs to the n-th 
haos , f(�) = 0 if 
ard � 6= n:

The n-th 
haos is therefore equal to the 
losed subspa
e generated by all
ve
tors of the form u1 Æ : : : Æ un with u1; : : : ; un in L2 (R+).

In L2 (P) we will often 
onsider three most important subspa
es: the �rst
is the exponential domain E(L2 (R+)), the se
ond is the subspa
e J (L2 (R+))
introdu
ed by Coquio in [Coq℄, the last is the �nite parti
le ve
tor F .

To any fun
tion u in L2 (R+) we then asso
iate a fun
tion E(u) on P by� E(u)(;) = 1
E(u)(fs1; : : : ; sng)=u(s1) : : : u(sn):

This E(u) is an element of L2 (P) as one 
an see from the equalityZ
s1<���<sn

ju(s1) : : : u(sn)j2 ds1 : : : dsn =
1

n!

Z
R+

ju(s)j2 ds

whi
h implies

kE(u)k2 = ekuk
2

:

The set E(L2 (R+)) is total in L2 (P) (see [Mey℄).
The set J (L2 (R+)) is the subspa
e of L2 (P) generated by the va
uum

ve
tor and by the ve
tors j(v; u) de�ned for any u; v in L2 (R+) by�
j(v; u)(;) = 0

j(v; u)(fs1; : : : ; sng)=v(sn) u(s1) : : : u(sn�1):

From the relation E(u) = 
 + j(u; u) one sees that J (L2 (R+)) 
ontains the
linear span of E(L2 (R+)) so that J (L2 (R+)) is dense.
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The �nite parti
le domain F is de�ned as the algebrai
 sum of n-th

haoses for n in N . Thus for a ve
tor f in L2 (P),

f 2 F , 9N 2 N s.t. f(�) = 0 if 
ard � � N:

It is 
lear from the de�nition of � that F is a dense subset as well and that
it is generated by 
 and all ve
tors of the form u1 Æ : : : Æ un.

Abstra
t Ito 
al
ulus For details on all obje
ts de�ned in this paragraph,
see [A-M℄ or [At3℄. Let us 
onsider for all t the element �t of L

2 (P) de�ned
by

�t(�) =

�
1 if � = fsg and s < t
0 otherwise.

A family (ft)t�0 of elements of L2 (P) is 
alled an adapted pro
ess if for
almost all t, the fun
tion ft is t-adapted, that is, ft belongs to L2(Pt). For
an adapted pro
ess (ft)t�0 satisfying

R kftk2 dt < +1, one 
an de�ne the
integral of (ft)t�0 with respe
t to the 
urve (�t)t�0. This de�nes an element
of L2 (P), denoted Z 1

0

ft d�t

whi
h we 
all the Ito integral of (ft)t�0. It has square norm




Z 1

0

ft d�t






2

=

Z 1

0

kftk2 dt: (1.1)

That integral 
an be 
onstru
ted from the 
ase of step pro
esses, extending
the de�nition by the isometry formula (1.1). One 
an 
he
k that, as a fun
tion
on P, the integral R1

0
ft d�t is given byZ 1

0

ft d�t (�) =

�
0 if � = ;

f_�(� n _�) otherwise (1.2)

where _� represents the largest element in �. We de�ne integrals
R b

a
ft d�t

to be the integral of the pro
ess (ft 1l[a;b℄(t))t�0.
Apart from this integral, the two main tools of abstra
t Ito 
al
ulus

are the following families of operators: the adapted proje
tions (Pt)t�0 and
adapted gradients (Dt)t�0, whi
h we now de�ne.

For any f in �, the image of f by these operators is de�ned by

Ptf(�) =

�
f(�) if � � [0; t℄
0 otherwise,

Dtf(�) =

�
f(� [ ftg) if � � [0; t℄

0 otherwise.
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It is 
lear that for all f in L2 (P), all t in R+ , Ptf is a well-de�ned
element of L2 (P); the question of de�niteness of Dt will be addressed a little
further. What is 
lear is that, as soon as Ptf , Dtf are de�ned, they belong to
L2(Pt): in parti
ular the operator Pt is simply the orthogonal proje
tion on
the subspa
e L2(Pt). Thus the families (Ptf)t�0 and (Dtf)t�0 are adapted;
this allows us to 
onsider the integral

R1
0

Dtf d�t. One dedu
es from the
de�nition of the integral (1.2) the following equality, valid for all f in �:

f = f(;) 
 +

Z 1

0

Dtf d�t (1.3)

together with the isometry formula

kfk2 = jf(;)j2 +
Z 1

0

kDtfk2 dt: (1.4)

Equality (1.3) is known as the previsible representation of f .
In the de�nition of operators Dt we have omitted to dis
uss the question

of de�niteness; now formula (1.4) shows that for all f in �, almost all t in R+ ,
the fun
tion Dtf is a well-de�ned element of �. This 
an not be improved,
so that an individual Dt is not de�ned as an operator.

On ve
tors of E(L2 (R+)) or J (L2 (R+)) the operators Pt or Dt satisfy

PtE(u) = E(�tu) DtE(u) = u(t)E(�tu)
Ptj(v; u) = j(�tv; �tu) Dtj(v; u) = v(t)E(�tu);

where �t is the operator of multipli
ation by the indi
ator fun
tion of [0; t℄
on L2 (R+).

This gives in parti
ular the previsible representations of exponential ve
-
tors and ve
tors j(v; u):

E(u) = 
 +

Z 1

0

u(t)E(�tu) d�t

and

j(v; u) =

Z 1

0

v(t)E(�tu)d�t:

Se
ond quantization operators For any bounded operator h on L2 (R+)
we de�ne operators �(h), �(h) on ve
tors of � of the form u1 Æ : : : Æ un with
u1; : : : ; un in L2 (R+) by

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ : : : Æ hun; (1.5)
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�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ u2 Æ : : : Æ un + : : :+ u1 Æ : : : Æ un�1 Æ hun: (1.6)

These operators �(h) and �(h) are then extended by linearity and 
losure;
one 
an 
he
k that their domain is the set of all f in L2 (P) su
h that,
denoting fn the restri
tion of f to the n-th 
haos, we haveX

n

k�(h)fnk2 < +1

or respe
tively X
n

k�(h)fnk2 < +1:

The a
tion of these operators on exponential ve
tors is easily expressed:

�(h)E(u) = E(hu)
�(h)E(u) = a+huE(u):

These two types of operators are linked by the following formula, whi
h

an be taken as the de�nition of di�erential se
ond quantization operators,
and explains the term di�erential: for any bounded h on L2 (R+), any t in
R, one has

�(eith) = eit�(h):

In the 
ase of a selfadjoint operator h this means that �(h) is the (uniquely
de�ned) generator of the unitary semigroup obtained by se
ond quantization
of the unitary semigroup with generator h.

We will mention in se
tion �ve se
ond quantizations of unbounded oper-
ators h. The de�nition for su
h operators is easily adapted from the above
formulas (1.5), (1.6).

Quantum sto
hasti
 integration We will now de�ne integrals of opera-
tor pro
esses with respe
t to the three quantum noises da+t , da

�
t , da

Æ
t .

We 
onsider quantum sto
hasti
 integrals as de�ned by Attal and Meyer
in [A-M℄. To des
ribe it we �rst need to de�ne adapted pro
esses of operators:

De�nition 1.1 An adapted pro
ess of operators on � is a family (Hs)s�0 of

operators on � su
h that, for almost all s, the operator Hs is s-adapted, that

is:

� DomHs is stable by the operators Ps and Du for a.a. u � s;

� for any f in DomHs the following equalities hold:

HsPsf = PsHsf

HsDuf = DuHsf for a.a. u � s:
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Now, for three adapted families (H+
s )s�0, (H

�
s )s�0, (H

Æ
s )s�0 of operators

on � and a s
alar �, the integral

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

is de�ned as the only operator H that satis�es the following equality:

Hf = �f(;)+
Z 1

0

HsDsf d�s+

Z 1

0

H+
s Psf d�s+

Z 1

0

H�
s Dsf ds+

Z 1

0

HÆ
sDsf d�s;

(1.7)
where Hs is PsHPs. The domain of H is then the set of all ve
tors f in �
su
h that equation (1.7) is meaningful, that is:

� for almost all s in R+ , Dsf belongs to DomHs, DomH�
s , DomHÆ

s and
Psf belongs to DomH+

s .

� the equality (1.7) holds (remark that H appears on both sides of the
equation).

We de�ne integrals
R b

a
H�

s da
�
s to be the integral of the pro
ess (H

�
s 1l[a;b℄(s))s�0.

Then it 
an be seen that an operator Ht is re
overed as the restri
tion to �t

of

� Id +

Z t

0

H+
s da+s +

Z t

0

H�
s da�s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s:

In the theory of quantum sto
hasti
 integration a fourth type of integrals
is usually 
onsidered: integrals

R1
0
H�

s da�s with respe
t to the noise da�s .
The noise da�s is a
tually equal to ds and that new integral is simply the
strong integral

R1
0
H�

s da
�
s . Therefore there is no interest in representing a

single operator H as

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z 1

0

H�
s da�s :

Note that the pi
ture is di�erent if one looks for representation of pro
esses
of operators, in whi
h 
ase the introdu
tion of the time integral is in general
ne
essary.

In this paper we are interested in representing operators individually, so
that we will 
onsider representations as integrals

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

only. What's more, we will always look for representations in whi
h, for
a.a. s, the operators H+

s , H
�
s , H

Æ
s are 
losable; otherwise the uni
ity of the

representation does not hold (see [At2℄).
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The Journ�e-Meyer 
ounterexample The question of whether all op-
erators on Fo
k spa
e are representable as quantum sto
hasti
 integrals as-
suming simple domain assumptions was given a negative answer by Journ�e
and Meyer in [J-M℄: their 
ounterexample 
onsists of a bounded operator on
L2 (P) whi
h is not representable on the whole of the exponential domain.
The reason why we in
lude this 
ounterexample here is that the 
onsidered
operator is a se
ond quantization: Journ�e and Meyer 
onsider the se
ond
quantization operator �(h) where h is the Hilbert transform on L2 (R+)
(more pre
isely, to a fun
tion f in L2 (R+) it asso
iates the restri
tion to
R+ of the Hilbert transform of f seen as an element of L2(R)). Sin
e the
Hilbert transform is a unitary operator, the operator h is a 
ontra
tion of
L2 (R+) so that the asso
iated �(h) is a bounded operator; yet this opera-
tor �(h) is not representable on the whole of E(L2 (R+)) { not even on the
subset E(L2 \ L1(R+)). Indeed Journ�e and Meyer prove that, if some u in
L2 \ L1(R+) is su
h that E(u) is in the domain of some integral operator
H, then t 7! PtHE(ut) has �nite quadrati
 variation. Then they 
onstru
t
expli
itly some u in L2 \ L1(R+) for whi
h t 7! PtHE(ut) does not have
�nite quadrati
 variation.

The 
ase of Fo
k spa
e of higher multipli
ity We present here brie
y
the 
ounterpart of the above de�nitions in the 
ase of Fo
k spa
e of higher
multipli
ity.

For that 
onsider some separable Hilbert spa
e K and �x a hilbertian
basis (ei)i2I , where we assume for notational 
onvenien
e that I does not

ontain the index zero. The Fo
k spa
e with multipli
ity spa
e K, whi
h we
denote by �K, is de�ned as the 
ompletion ofM

n�0

L2(R+ ;K)Æn

as before, but again Gui
hardet's shorthand notation gives a more 
on
ise
form and we des
ribe it now without details. The Fo
k spa
e �K is identi�ed
with L2(PI) where elements of PI are �nite subsets of P �I. An element of
�K is now a fun
tion with variable � of the form

f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g
where n 2 N , the sk's belong to R+ and the ik's belong to I. As before we
always write su
h a � so that s1 < : : : < sn. The integrability 
ondition for
a fun
tion f on PI to belong to �K is nowX

n

X
i1;:::;in2I

Z
s1<:::<sn

jf(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g)j2 ds1 : : : dsn < +1:
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The exponential ve
tors E(u), ve
tors j(v; u) and �nite parti
le ve
tors
are de�ned in ways analogous to the 
ase of simple Fo
k spa
e �: exponential
ve
tors are now 
onstru
ted with respe
t to fun
tions u in L2(R+ ;K) by

E(u)(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g) = u(s1; i1) � � �u(sn; in);

the set J (L2(R+ ;K) of ve
tors j(v; u) for v; u in L2(R+ ;K) is de�ned by

j(v; u) = 
 +
X
i2I

Z 1

0

v(s; i)E(us)d�
i
s;

and the �nite parti
le domain is generated by 
 and ve
tors of the form

u1 Æ : : : Æ un

for u1; : : : ; un in L2(R+ ;K).
The abstra
t Ito 
al
ulus uses now a set of 
urves �i

t and operators Di
t

for i 2 I. For any f in �K, we de�ne Di
tf and Ptf by

Ptf(�) =

�
f(�) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with all si in [0; t℄
0 otherwise,

Di
tf(�) =

�
f(� [ (t; i)g) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with all si in [0; t℄

0 otherwise.

To de�ne an abstra
t Ito integral we 
onsider again a family of elements
(�i

t)t�0 of �K. For an adapted pro
ess (ft)t�0 in �K an integral
R1
0

ft d�
i
t is

de�ned for ea
h i in I byZ 1

0

ft d�
i
t(�) =

�
fsn(� n (sn; in)) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with in = i

0 otherwise.

and all integrals are de�ned as zero on the null set. To unify our notations
we will denote by

R
ft d�

0
t the time integral

R
ft dt, and by D0

t the proje
tion
Pt.

Now any ve
tor f of �K has a previsible representation of the form

f = f(;) +
X
i2I

Z 1

0

Di
tf d�i

t

with asso
iated isometry formula

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i2I

Z 1

0



Di
tf


2 dt;
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se
ond quantization and di�erential se
ond quantization operators are de-
�ned as before, but now for operators h on L2(R+ ;K).

Sto
hasti
 integrals of operators are now to be 
onsidered with respe
t
to a set of quantum noises dai;j

t for i; j both in I [ f0g. The noise da0;0t will
represent the time di�erential dt Id; da0;it , dai;0

t and dai;i
t represent respe
-

tively the 
reation, annihilation and 
onservation operators at site i 2 I, the
remaining ones dai;j

t for i 6= j representing ex
hange operators.
Now an integral

�Id +
X

i;j2I[f0g

Z 1

0

H i;j
s dai;j

s

is de�ned as the operator H that satis�es

Hf = �f(;) +
X
i2I

Z 1

0

HsD
i
sf d�

i
s +

X
i;j2I[f0g

Z 1

0

H i;j
s Di

sf d�
j
s:

This de�nition meets the one for Fo
k spa
e of multipli
ity one if I is made
of a single element.

Note that, as before, we will be interested in representing operators as
sums of integrals that ex
lude integration with respe
t to time: only the
noises dai;j

s for (i; j) 6= (0; 0) will be 
onsidered in quantum sto
hasti
 integral
representations.

2 Se
ond quantization operators

2.1 A representation theorem

The main theorem to be proved in this se
tion is the 
hara
terization of
operators h on L2 (R+) su
h that the operators �(h), �(h�) are representable
on the exponential domain or on the �nite parti
le domain.

The expli
it formulas for the integrands to appear in the representation
are given along the proof, in (2.12), (2.13).

Theorem 2.1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set

E(L2 (R+)) of exponential ve
tors

2. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set F
of �nite parti
le ve
tors
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3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator and M
 is a multipli
ation by

an essentially bounded fun
tion 
.

Besides, if one of these holds, then the representation holds on the set J (L2 (R+)).

First we will prove the equivalen
e of 1. and 3.; the proof of the equiva-
len
e of 2. and 3 will then appear as a simpli
ation.

The proof will be de
omposed as follows:

� we prove in Proposition 2.2 below that 1. implies a seemingly weaker
set of 
onditions (C),

� we prove the equivalen
e of (C) and 3. in Lemma 2.6,

� we prove the impli
ation 3. ) 1.,

� we extend a representation to the domain J (L2 (R+)).

We re
all that we denote by �t the operator on L2 (R+) of multipli
ation
by the indi
ator fun
tion of [0; t℄. We will also denote by 1l[a;b℄ the indi
ator
fun
tion of [a; b℄ � R+ and by 1lt℄ the indi
ator of [0; t℄.

Proposition 2.2 If �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation

on the set E(L2 (R+)) then h satis�es the following set of 
onditions (C):

(C)

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�for a.a. t; �th1l[t;t+�℄=� 
onverges in L2 (R+) to a fun
tion �t as �! 0;

�for a.a. t; �th
�1l[t;t+�℄=� 
onverges in L2 (R+) to a fun
tion �t as �! 0;

�the fun
tions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) are square-integrable,

�for a.a. t; 1
�

R t+�

t
h1l[t;t+�℄(s)ds 
onverges to a s
alar 
(t) as �! 0 and

�the fun
tion t 7! 
(t) is essentially bounded.

Proof of Proposition 2.2. We suppose here that the equality

�(h) = �Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H+
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s (2.1)

holds on E(L2 (R+)). We also assume that �(h�) has su
h a representation.
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First let us remark that �(h)
 = 
; then the equality (2.1) implies :


 = �
 +

Z 1

0

H+
s 
 d�s

so that � = 1 (and H+
s 
 = 0 for almost all s, but we do not need this).

Now we 
ompute Pt�(h)E(�t+�u) and Pt�(h)E(�tu) for some fun
tion u
in L2 (R+):

�(h)E(�t+�u) = 
 +

Z t+�

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z +1

0

H+
s E(�s^(t+�)u) d�s

+

Z t+�

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z t+�

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s;

so that

Pt �(h)E(�t+�u) = 
 +

Z t

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z t

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z t+�

0

u(s)PtH
�
s E(�su) ds+

Z t

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s;

whereas

Pt �(h)E(�tu) = 
 +

Z t

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z t

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z t

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z t

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s:

Hen
e

1

�
Pt (�(h)E(�t+�u)� �(h)E(�tu)) = Pt

1

�

Z t+�

t

u(s)H�
s E(�su) ds:

But s 7! ju(s)j kH�
s E(�su)k is integrable by de�niteness of the da� inte-

gral on E(L2 (R+)), so that, for almost all t, the integral on the right-hand
side above tends in norm to u(t)H�

t E(�tu). The operator Pt is a proje
tion
and the limit H�

t E(ut) belongs to its image �t℄, so that the right-hand side
also 
onverges to u(t)H�

t E(�tu).
For simpli
ity we denote by �[t;t+�℄ the operator �t+� � �t. When re-

stri
ted to the �rst 
haos, the left-hand side, with this notation, is simply
(�thp[t;t+�℄u)=� so that we have proved that

for a.a.t; �th�[t;t+�℄u=�
�!0�! u(t)P 1H�

t E(�tu) in L2 norm. (2.2)
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where P 1 is the proje
tion on the �rst 
haos.
Applying that result in the 
ase where u is taken to be 1lN ℄ for some N

in N yields the fa
t that

for a.a.t; �th1l[t;t+�℄=�
�!0�! P 1H�

t E(1lt℄) in L2 norm. (2.3)

We denote from now on P 1H�
t E(1lt), by �t and remark that t 7! k�tk is a

lo
ally integrable fun
tion sin
e t 7! ��1lN ℄(t)
�� 

H�

t E(�t1lN ℄)


 is integrable for

any N in N .
By the assumption that �(h�) has an integral representation we obtain

the dual assumptions, so that we have proved the two �rst 
onditions of (C).
We have not proved the third, that is, the square-integrability of k�tk and
k�tk; we will address that issue after the last proof of 
onvergen
e.

We prove the fourth property of (C). Let us 
onsider �(h)E(�t+�u) on
the �rst 
haos, for some u in L2 (R+). For almost any s � t+ �,

�(h)E(�t+�u)(s) = u(s)HsE(�su)(;) +H+
s E(�su)(;)

+

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr + u(s)HÆ

sE(�su)(;);

where the lower bound s for the a� integral arises be
ause H�
r E(�ru)(s) is

zero for r < s by adaptedness.
Thus one has, using the fa
t that �(h)E(�t+�u)(s) = h�t+�u(s),

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds =
1

�

Z t+�

t

u(s)ds+
1

�

Z t+�

t

H+
s E(�su)(;) ds (2.4)

+
1

�

Z t+�

t

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr ds+

1

�

Z t+�

t

u(r)HÆ
rE(�ru)(;) dr:

For almost all t:

� the �rst term 
onverges to u(t),

� the se
ond and fourth terms 
onverge respe
tively to H+
t E(�tu)(;)

and u(t)HÆ
t E(�tu)(;) be
ause of the integrability properties of of s 7!

H+
s E(�su), s 7! u(s)HÆ

sE(�su),

� the third term vanishes. Indeed, an appli
ation of Fubini's theorem
shows that����1�

Z t+�

t

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr ds

���� � 1

�

Z t+�

t

ju(r)j
Z r

t

��H�
r E(�ru)(s)

�� ds dr;
and the integral

R r

t
jH�

r E(�ru)(s)j ds is smaller than
p
� kH�

r E(�ru)k
for any r in [t; t+�℄ by the Cau
hy-S
hwarz inequality. That third term
is therefore equal to

p
� times a 
onvergent term.
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Thus we have shown that

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds 
onverges as �! 0: (2.5)

But then
1

�

Z t+�

t

h�tu(s) ds = h(h�1l[t;t+�℄)=� ; �tui;

and �tH
�1l[t;t+�℄=� 
onverges in L2 (R+), so that

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds 
onverges as �! 0: (2.6)

Substra
ting (2.6) from (2.5) one �nally obtains that for all u in L2 (R+),

for almost all t;
1

�

Z t+�

t

h�[t;t+�℄u(s) ds has a limit as � tends to zero.

In the 
ase where u is equal to some indi
ator fun
tion 1lN ℄ with t < N ,
this implies that

for almost all t;
1

�

Z t+�

t

h1l[t;t+�℄(s) ds has a limit as � tends to zero,

and in that parti
ular 
ase we denote the limit by 
(t). For every �,

����1�
Z t+�

t

h1l[t;t+�℄(s)ds

���� � 1p
�

�Z ��h1l[t;t+�℄

��2�1=2

� khk

so that the fun
tion 
 is ne
essarily essentially bounded.
We now prove the square-integrability of �t and �t. The argument is the

following: we prove in Lemma 2.4 below that

u(t)�t = u(t)P 1H�
t E(�tu) almost everywhere in P

therefore showing that t 7! u(t) k�tkL2([0;t℄) is integrable for any u in L2 (R+),
and 
on
lude thanks to the the following lemma:

Lemma 2.3 Let p 2 [1;+1[. Let v be a measurable fun
tion su
h that uv is

integrable for every u is in Lp(R+). Then v is in Lq(R+), where q 2℄1;+1℄
is the 
onjugate index of p.
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Proof of Lemma 2.3 If u 7! R
uv is bounded, then the 
lassi
al duality

theorem imply that v 2 Lq(R+). It is therefore enough to prove that u 7! uv
is 
ontinuous between the two Bana
hs Lp(R+) and L1(R+). By the 
losed
graph theorem it is enough to prove that the graph of that appli
ation is

losed: for that let us suppose that un ! u in Lp(R+) with unv 
onverging
in L1(R+). Almost-everywhere 
onvergen
e of subsequen
es holds in both

ases, and this shows that the limit of unv is uv.

�

The following is therefore a 
ru
ial step of our demonstration:

Lemma 2.4 For all u 2 L2 (R+), almost all t,

P 1H�
t E(�tu) = P 1H�

t E(1lt℄): (2.7)

Proof of Lemma 2.4
First noti
e two simple 
onsequen
es of (2.3) and (2.2):

� for all u, v, one has (u+ v)(t)P 1H�
t E(�t(u+ v)) = u(t)P 1H�

t E(�tu) +
v(t)P 1H�

t E(�tv),

� for any almost everywhere di�erentiable fun
tion u, the desired equality
(2.7) holds for almost all t.

To prove the se
ond point, 
onsider an almost everywhere di�erentiable
fun
tion u. For almost all t, the following three 
onditions hold:

�th�[t;t+�℄u=�! u(t)P 1H�
t E(�tu); (2.8)

�th(u(t)1l[t;t+�℄)=�! u(t)�t; (2.9)

and u is di�erentiable at t. The di�erentiability of u at t implies that the
fun
tion ju� u(t)j =� is bounded on [t; t + �℄ for small enough �. Therefore

the L2 norm of �[t;t+�℄
u�u(t)

�

onverges to zero as � goes to zero and so does

the L2 norm of h�[t;t+�℄
u�u(t)

�
. We dedu
e the equality (2.7) from (2.8) and

(2.9).
Thanks to the �rst point, one 
an restri
t the proof of Lemma 2.4 to the


ase of a positive fun
tion u. Besides, it is enough to prove equality (2.7) for
almost all t in a 
ompa
t interval [0; T ℄.

Consider therefore an almost everywhere positive fun
tion u in L2([0; T ℄).
The sequen
e (vn)n�0 with vn = sup(u; 1

n
) 
onverges to u in L2([0; T ℄). Be-

sides, 
lassi
al 
onvolution te
hniques allow us to approximate any vn by
a sequen
e of smooth fun
tions whi
h are almost everywhere greater than
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1
n
. Combining these two remarks provides us with a sequen
e of almost ev-

erywhere stri
tly positive smooth fun
tions (un)n�0 whi
h approximate u in
L2([0; T ℄).

For every n we have, sin
e un is smooth,

for almost all t in [0; T ℄; un(t)P
1H�

t E(�tun) = un(t)P
1H�

t E(1lt℄):
The following lemma strengthens that equality:

Lemma 2.5 For any fun
tion u su
h that u(t)P 1H�
t E(�tu) = u(t)P 1H�

t E(1lt℄)
for almost all t, we have

u(t)H�
t E(�tu) = u(t)

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tu) (2.10)

for almost all t also.

Proof of Lemma 2.5 One of the �rst steps of the proof of Proposition 2.2
was to show that

1

�
Pt (�(h)E(�t+�u)� �(h)E(�tu))


onverges to u(t)H�
t E(�tu). Now, on the n-th 
haos, the above quantity is

equal to
1

�
Pt ((h�t+�u)

Æn � (h�tu)
Æn) ;

and writing h�t+�u = h�[t;t+�℄u + h�tu, and expanding that expression, we
obtain that the above is

1

�
Pt

�
h�[t;t+�℄u Æ (h�tu)

Æ(n�1) + (h�[t;t+�℄u)
Æ2 Æ (h�tu)

Æ(n�2) + � � �+ (h�Æn[t;t+�℄u)
�

and sin
e 1
�
�th�[t;t+�℄u 
onverges to u(t)�t, the normalisations imply that the

above 
onverges almost everywhere to u(t)�t Æ (�th�tu)
Æ(n�1), on the n-th


haos, so that we obtain equality (2.10).

�

We now apply Lemma 2.5 to ea
h of the fun
tions un. In ea
h relation
we 
an simplify by un(t) and still have an equality whi
h holds almost every-
where. Besides, we have a 
ountable set of almost-everywhere equalities so
that:

For almost all t in [0; T ℄:

for all n; H�
t E(�tun) =

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tun);
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the right-hand-side 
onverges in L2 (P), hen
e the left-hand-side also does.
Sin
e E(�tun) 
onverges to E(�tu) whi
h is in the domain of the 
losable

operator H�
t , the 
losability of H�

t implies that for almost all t,

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tu);

a relation whi
h, proje
ted on the �rst 
haos, yields

for almost all t; P 1H�
t E(�tu) = �t:

�

This 
on
ludes the proof of Proposition 2.2.

�

We now take on the se
ond step of our proof, that is, the equivalen
e of

onditions (C) and 2.

Lemma 2.6 For a bounded operator h, the 
onditions (C) in Proposition

2.2 are equivalent to the existen
e of a Hilbert-S
hmidt operator K su
h that

h = K +M
;

where M
 is the multipli
ation operator by 
.

Proof of Lemma 2.6
That h being of the mentioned form implies 
onditions (C) is straightforward
(and unne
essary for our purpose). Now, to prove the 
onverse, let us de�ne
a kernel � by �

�(s; t) = �t(s) if s < t and
�(s; t) = �s(t) if s > t:

(2.11)

Our assumptions on � and � show thatZ
0<s<t

j�(s; t)j2 ds dt < +1

and Z
0<t<s

j�(s; t)j2 ds dt < +1

so that the kernel � de�nes a Hilbert-S
hmidt operator K whi
h is in parti
-
ular a bounded operator on L2 (R+). The operator of multipli
ation by 
 is
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also bounded. Therefore we 
an 
onsider h�K�M
 instead of h and show
that, if h satis�es(C) with �; �; 
 all null then h is the null operator.

To prove that 
laim, observe that if u 2 L2 (R+), and a < b, then for
almost every t > b:

h(u1l[a;b℄)(t) = lim
�!0

1

�

Z t+�

t

h(u1l[a;b℄)(s) ds

= lim
�!0
h(h�1l[t;t+�℄)=�; u1l[a;b℄i

and the limit is zero sin
e the restri
tion of (h�1l[t;t+�℄)=� to [0; t℄ 
onverges to
zero in L2. Therefore h(u1l[a;b℄) is a.e. null on [b;+1[. The same property
holds by symmetry for h�.

For 
 < d < a,

Z d




h(u1l[a;b℄)(s) ds = hh�1l[
;d℄ ; u1l[a;b℄i

whi
h is zero by the previous step.

Therefore h(u1l[a;b℄) has support in [a; b℄, so that for any u 2 L2 (R+), any
interval I of R+ , one has

h(u1lI) = 1lI(hu:)

From this one dedu
es that h is a multipli
ation operator. It is straight-
forward from the last 
ondition in (C) with 
 = 0 that this multipli
ation is
null.

�

Proof of 3. ) 1. of Theorem 2.1

Suppose that h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator with kernel �. We then de�ne for any
u 2 L2 (R+) 8>>><

>>>:
H+

t E(�tu)=
R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�th�tu)

H�
t E(�tu)=E(�th�tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�th�tu);

(2.12)
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and extend all three operators by adaptedness. Remark that this means that
on the set E(L2 (R+)),

8>>><
>>>:

H+
t Pt= Pt�(h) a

�

�(:;t)
Pt

H�
t Pt= Pt a

+
�(t;:) �(h)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt �(h)Pt:

(2.13)

From the above equations one 
an 
he
k that, if one denotes by ~H+
t , ~H�

t ,
~HÆ

t the operators de�ned in an analogous way from h� instead of h, then the
equalities

~H+
t = (H�

t )
�

~H�
t = (H+

t )
�

~HÆ
t = (HÆ

t )
�

hold on E(L2 (R+)); this implies that the integrands we have de�ned are

losable.

From formulas (2.12) one also derives the estimates

8>>><
>>>:



H+
t E(�tu)



2�R t

0
j�(s; t)j2 ds k�tuk2 exp(khk2k�tuk2)

H�

t E(�tu)


2� R t

0
j�(t; s)j2 ds exp(khk2k�tuk2)

kHÆ
t E(�tu)k2� (k
k1 + 1)2 exp(khk2k�tuk2);

(2.14)

whi
h imply that for all u 2 L2 (R+), ju(t)j


H�

t E(�tu)


 is integrable and

H+

t E(�tu)


 ; ju(t)j kHÆ

t E(�tu)k are square-integrable.

The operator

H = Id +

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s

is therefore well-de�ned on the set E(L2 (R+)). One 
an 
he
k that the
operator

Id +

Z 1

0

~H+
s da

+
s +

Z 1

0

~H�
s da

�
s +

Z 1

0

~HÆ
sda

Æ
s

is adjoint to H on the exponential domain, so that H has a densely de�ned
adjoint, and therefore is 
losable.
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We now prove that H a
tually equals �(h) on E(L2 (R+)). Let u belong
to L2 (R+). Then

HE(u) = 
 +

Z 1

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z 1

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z 1

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z 1

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s

and for almost all t 2 R+ ;

DtHE(u) = u(t)HtE(�tu) +H+
t E(�tu) +Dt

Z 1

0

u(s)H�
s E(�su) ds+ u(t)HÆ

t E(�tu)

so that, for � < t one has

DtHE(u)(�) = u(t)HtE(�tu)(�) +

Z t

0

�(s; t)u(s) ds (h�tu)(�)

+

Z +1

t

u(s)H�
s E(�su)(� [ t) ds+ u(t) (
(t)� 1) (h�tu)(�):

Where the a� integral is restri
ted to [t;+1[ for reasons of adaptedness.
We will write (h�tu)(�) for

Q
a2�(h�tu)(a) or the equivalent short nota-

tion for other fun
tions, as is 
ustomary. We now use the fa
t that for a in
�,

h�tu(a) =

Z t

0

�(s; a)u(s) ds+ u(a)
(a)

and develop su
h expressions as (h�tu)(�):

DtHE(u)(�)=u(t) (HtE(�tu)�E(h�tu)) (�)+
X
���

Y
a2�[t

�Z t

0

�(s; a)u(a) ds

�
(u
)(� n �)

+

Z +1

t

u(s)
X
b2�[t

�(s; b)(h�su)(� [ t n b) ds+
X
���

Y
a2�

�Z t

0

�(s; a)u(a) ds

�
(u
)(� [ t n �):

where all unions [ denote disjoint unions. The term with the
R +1
t

integral
is equal toZ +1

t

�(s; t)u(s)
X
���

Y
a2�

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(� n �)

+
X

�[�[fbg=�

Z +1

t

�(s; b)u(s)
Y
a2�

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(� + t)

+
X

�[�[fbg=�

Z +1

t

�(s; b)u(s)
Y

a2�[t

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(�):
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From this formulation one 
an see that
�
DtHE(u)�u(t)HtE(ptu)�E(hptu)

�
(�)

is

�
(u
)(t) +

Z 1

0

�(s; t)u(s) ds
� X
�[�=�

Z 1

0

Y
a2�

�(r; a)u(r) dr (u
)(�)

whi
h equals E(hu)(� [ ftg), and we have proved that

DtHE(u)�DtE(hu) = u(t)Pt (E(hu)� E(h�tu)) :

Sin
e HE(u)(;) = E(hu)(;), the previsible representation isometry (1.4)
yields

kHE(u)� E(hu)k2 =

Z 1

0

ju(t)j2 kPt (HE(�tu)� E(h�tu))k2 dt

�
Z 1

0

ju(t)j2 k(HE(�tu)� E(h�tu))k2 dt;

and this allows us to 
on
lude that HE(�Tu) = E(h�Tu) for any T in R+

thanks to Gronwall's lemma. The 
losability of H, whi
h we have proved
before, entails HE(u) = E(hu).

This ends the proof of the equivalen
e of 1. and 3.

Extension of the representation to J
We 
onsider the sto
hasti
 integral representation de�ned on E(L2 (R+))

above and prove now that it holds on all of the domain J . First of all,
sin
e Dtj(g; f) = g(t)E(ft), the estimates (2.14) are enough to prove that
t 7! 

H�

t Dtj(g; f)


 and t 7! kHÆ

t Dtj(g; f)k2 are integrable. Now one needs
to show that H+

t 
an be extended to j(g; f): one de�nes it through (2.13).
To prove that it is well-de�ned it is enough to show, sin
e the restri
tion of
�(h) to the n-th 
haos has norm khkn, that, denoting by P n the proje
tion
on the n-th 
haos,

X
;n�0

khk2n



P n(a�

�(:;t)
Ptj(g; f))




2 < +1;

and this series would be an upper bound for


H+

t Ptj(g; f)


2. One 
an see

that, for almost all s1 < � � � < sn,

a�
�(:;t)

Ptj(g; f)(s1; � � � ; sn) =

Z sn

0

�(r; t)f(r) dr j(g; f)(s1; � � � ; sn)

+

Z t

sn

�(r; t)g(r) dr E(ft)(s1; � � � ; sn);
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so that


P na�
�(:;t)

Ptj(g; f)(s1; : : : ; sn)



2

� 2

Z t

0

j�(r; t)j2 dr �kfk2kP nj(g; f)k2 + kgk2kP nE(f)k2� :
Sin
e

P
n�0
khk2n kP nj(g; f)k2 andP

n�0
khk2n kP nE(f)k2 are �nite, this proves

both that H+
t is well de�ned on J and that t 7! 

H+

t Ptj(g; f)


 is square-

integrable. Therefore the 
onsidered quantum sto
hasti
 integral is de�ned
on J and a proof that it a
tually equals �(h) on that set would be similar
to the proof of equality on E(L2 (R+)).

Proof in the 
ase of the �nite parti
le domain To obtain the equiv-
alen
e of 2. and 3. in Theorem 2.1 we need to obtain the following impli
a-
tions:

� 
ondition 2. implies 
onditions (C),

� 
ondition 3. on the form of h implies 
ondition 2.,

be
ause the other parts of the proof are un
hanged.
To prove 
onditions (C) from 2. one �rst 
omputes for u in L2 (R+)

Pt�(h)

Z t+�

0

u(s) d�s � Pt�(h)

Z t

0

u(s) d�s

and shows that this implies

(�th�[t;t+�℄u)=� =
1

�
Pt

Z t+�

t

u(s)H�s 
 ds

so that �th�[t;t+�℄u=� 
onverges to u(t)H�t 
. Sin
e

u(t)H�t 
 = H�t Dt(

Z 1

0

u(s) d�s);

this implies as before that P 1H�t 
 belongs to L2 (R+) and that t 7! k�tk is
square-integrable. By duality this proves the �rst three 
onditions in (C).

The proof of the fourth and �fth 
onditions in (C) is similar to the one we
have given in the 
ase of the exponential domain, the assumed representation
being applied to

R
u(s) d�s instead of E(u).

Assuming that h = K + M
 with Hilbert-S
hmidt K and essentially
bounded 
 we know from the previous 
ase that the quantum sto
hasti

integral with integrands given by (2.12) is well-de�ned and equal to �(h) on
E(L2 (R+)). It is immediate to see that the integral is also de�ned on F ;
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besides, it is 
lear from the formulas for the integrands that any 
haos spa
e
is stable by the so de�ned integral operator. Therefore the equality of �(h)
and the integral operator on an exponential E(u) imply, for any n in N , the
equality on uÆn, hen
e by polarization the equality on any u1 Æ : : : Æ un.
This ends the proof of Theorem 2.1.

�

Possible extensions of Theorem 2.1 It is 
lear that the hypothesis in
1. that the integral representation of the 
onsidered operator is valid on the
whole of the exponential domain is most important to our proof: it is what en-
ables us to prove that the fun
tions t 7! k�tk ; t 7! k�tk are square-integrable,
implying that the kernel operator we 
onstru
t is of Hilbert-S
hmidt type. It
would be interesting for appli
ations to 
onsider weaker assumptions su
h as
the representability on E(L2 \ Lp), the set of exponentials of fun
tions both
in L2 (R+) and Lp(R+). In that 
ase we obtain the property that t 7! k�tk
and t 7! k�tk belong to L2 (R+) + Lq(R+) where q = p=p � 1, but this has
no su
h simple 
onsequen
es on the form of h as in the 
ase we have treated.
See [Pau℄ for detailed results and proofs.

2.2 The Journ�e-Meyer 
ounterexample

First of all one should remark that the 
ounterexample of Journ�e and Meyer
is a 
ounterexample to the representability of �(h); nothing is said of the
representability of �(h�). Yet the same phenomena appear as in our 
ase
and the representability of �(h) on E(L2 (R+)) would be equivalent to the
fa
t that h is of the form K +M
 as before.

Indeed, here h� = �h; this has no a priori 
onsequen
e on the repre-
sentability of �(h�) but it nevertheless allows us to obtain all 
onditions (C):
the representability of �(h) alone gives the �rst 
ondition in (C), the relation
h = h� gives the se
ond one and the rest is proved as before. Therefore h is
of the form h = K +M
.

In the 
onsidered 
ase the operator h satis�es h1l[a;b℄(s) = 1
�
log s�a

s�b
for

a.a. s (see [J-M℄). This implies that 1
�
h1l[t;t+�℄ 
onverges almost everywhere

to s 7! 1
�

1
t�s

, and this last fun
tion is not square-integrable, so that the above

onvergen
e 
an not hold in the L2 sense. This operator h is therefore far
from ful�lling 
onditions (C): the asso
iated �t is su
h that

R t

0
�t(s) d�s does

not de�ne an element of �, so that the equality

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s) d�s Æ E(�th�tu);
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an not be given a de�nite meaning for any u.

This is why a sto
hasti
 integral representation 
an be de�ned only in a
weaker way: indeed the representation de�ned in Parthasarathy's response
[Par℄ is probably the best possible one: H+

t E(�tu) is de�ned only for u's with
some regularity (enough to make the integral

R t

0
1

t�s
u(s) ds meaningful) and

H�
t is only de�ned as a distribution, through the a
tion of its adjoint.

Let us make an additional remark: the fun
tion u pointed out by Journ�e
and Meyer is a
tually bounded with 
ompa
t support, so that it belongs
to all sets Lp(R+); this proves that �(h) is not representable even on the
smaller subspa
es L2 \ Lp(R+). As we noted before, a more general 
har-
a
terization of representability on su
h a subspa
e is given in [Pau℄; in this
example the representability defe
t is a
tually so strong (the kernel is not
even square integrable in one variable) that that 
hara
terization does not
tea
h us anything new about this parti
ular 
ase.

2.3 Se
ond quantization operators as regular martin-

gales

It is 
lear from formulas 2.12 or 2.13 that the boundedness of �(h) is strongly
linked to that of the operators H+

t , H
�
t , H

Æ
t . This allows us to obtain a

pleasant 
hara
terization of the operators of �(h) that belong to one of Attal's
semimartingale algebras (see [At1℄).

We re
all the de�nition of the two semimartingale algebras:

De�nition 2.7 � An operator H is an element of S 0 if it has a quantum

sto
hasti
 integral representation with bounded integrands H+
t , H

�
t and

HÆ
t that moreover are su
h that t 7! 

H+

t



 ; 

H�
t



 are square integrable

fun
tions and t 7! kHÆ
t k is an essentially bounded fun
tion.

� An operator H is an element of S if it is an element of S 0 and is a

bounded operator.

Proposition 2.8 For a se
ond quantization operator �(h) the following are

equivalent:

1. �(h) belongs to S 0,

2. �(h) belongs to S,

3. h is of the form K +M
 as in Theorem 2.1 and h is a 
ontra
tion.
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Proof.
We �rst prove that 3. implies that �(h) is an element of S. If h is a 
on-
tra
tion then (2.14) shows that H�

t , H
Æ
t are bounded on E(L2 (R+)), with

norms smaller than
qR t

0
j�(t; s)j2 ds, (kfk1 + 1) respe
tively. That is, both


an be extended as bounded operators on �, with t 7! 

H�
t



 and t 7! kHÆ
t k

respe
tively square-integrable and essentially bounded. Now to prove that
H+

t is bounded we re
all the following earlier remark: if one denotes by ~H�
t

the analogue of operator H�
t asso
iated to h�, then the equality ~H�

t = (H+
t )

�

holds on E(L2 (R+)). Therefore the adjoint of H+
t is 
ontained in a bounded

operator with norm
qR t

0
j�(s; t)j2 dr, the 
losure of H+

t is a bounded oper-

ator and t 7! 

H+
t



2. The operator �(h) itself is bounded so that �nally
�(h) 2 S.

Now let us prove that 1. implies 3.: we suppose that �(h) has a rep-
resentation as a quantum sto
hasti
 integral with the relevant boundedness
assumptions on H+

t ; H
�
t ; H

Æ
t . Then the same property holds for �(h�) (see

[At1℄) and our Theorem 2.1 applies, and shows that h is of the form K+M


as before. Besides, sin
e the integrands H+
t , H

�
t , H

Æ
t are bounded and there-

fore 
losable, Attal's uniqueness theorem applies (see [At2℄) and shows that
the integrands satisfy formulas (2.12). Therefore

H�

t E(�tu)


2 = k�tk2 exp k(h�tu)tk2;

and is to be smaller than a 
onstant times exp k�tuk2 for every u. Denote
by �t the proje
tion in L2 (R+) of restri
tion to [0; t℄; it is ne
essary that
u 7! �th�t be a 
ontra
tion. This being true for every t, one has for any u
in L2 (R+), any s, any t larger than s that

k�th�suk � kuk ;
so that h�s is a 
ontra
tion for any s. The boundedness of h implies that h
is itself a 
ontra
tion.

That 2. implies 1. is always true, so that the proof is 
omplete.

�

3 Di�erential se
ond quantization operators

We 
onsider now the 
ase of di�erential se
ond quantization operators and
obtain a 
hara
terization whi
h is exa
tly the same as in the previous 
ase
of of non di�erential se
ond quantizations. The expli
it formulas for the
integrands in the obtained representations are given below in (3.1) and (3.2).
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Theorem 3.1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set

E(L2 (R+)) of exponential ve
tors

2. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set F
of �nite parti
le ve
tors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator and M
 is a multipli
ation by

a L1 fun
tion 
.

Besides, if one of these holds, then the sto
hasti
 integral representation holds

on the set J (L2 (R+)).

Note that this theorem is an improvement of a result proved by Coquio
in [Coq℄, where the representation of �(h) and �(h�) in 1. was assumed to
hold on the set J .
Proof.
Observe simply that our proof of Proposition 2.2 uses only equalities involv-
ing the sto
hasti
 integral operator and �(h)E(u) or �(h�)E(u) on the 
haoses
of order zero and one, for fun
tions u in L2 (R+). But then �(h)E(u) (re-
spe
tively �(h�)E(u)) 
oin
ides with �(h)E(u) (respe
tively �(h�)E(u)) on
the 
haos of order one, and is zero indepently of u on the 
haos of order
zero whereas �(h)E(u) (respe
tively �(h)E(u)) is one indepently of u on that
same 
haos. Therefore it is easy to see that our proof of Proposition 2.2
would hold if we 
onsidered di�erential se
ond quantization operators in-
stead of the non di�erential ones. That 1. implies 2. is then proved by
Lemma 2.6. The proofs for the 
onverse and the extension to J are also
similar to the previous: if 2. is assumed then we de�ne H+

t , H
�
t , H

Æ
t by the

following formulas:8>>><
>>>:

H+
t E(�tu)=

R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�tu)

H�
t E(�tu)=E(�tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�tu);

(3.1)

then the de�niteness of the integral

H =

Z
H+

s da
+
s +

Z
H�

s da
�
s +

Z
HÆ

sda
Æ
s

on J and the equality DtHj(v; u) = Dt�(h)j(v; u) are obtained as before.
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�

Note that above de�ned integrals have a more general expression:8>>><
>>>:

H+
t Pt= a�

�(:;t)
Pt

H�
t Pt= a+�(t;:)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt:

(3.2)

4 The 
ase of Fo
k spa
e of higher multipli
-

ity

On
e again the proofs in this se
tion would be simple rewritings of the proof
of Theorem 2.1; our task will be therefore to point out the similarities and
to de�ne a 
orre
t way of writing our 
onditions in a 
on
ise form.

Let us 
onsider as in the preliminaries a �xed hilbertian basis (ei)i2I of
our multipli
ity spa
e K. Let us de�ne, or re
all, the terms to appear below:

De�nition 4.1

� A Hilbert-S
hmidt operator in L2(R+ ;K) is an operator K for whi
h

there exists a family (�i;j)i;j2I of fun
tions in L2(R+ � R+) su
h that

X
i;j2I

Z
R+�R+

j�i;j(s; t)j2 ds dt < +1

and for all i in I, almost all s in R+ ,

Kf(s; i) =
X
j2I

Z 1

0

�i;j(r; s)f(r; j)dr:

� A matrix multipli
ation operator is an operator M
 for whi
h there

exists a set of fun
tions (
i;j)i;j2I on R+ su
h that for almost all s in

R+ , the quantity

k
k (s) =
 X

i;j2I

j
i;j(s)j2
!1=2

is �nite and

M
f(s; i) =
X
j2I


i;j(s)f(s; j):
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Here are Theorems 2.1 and 3.1 rolled into one in the 
ase of Fo
k spa
e
of in�nite multipli
ity. The formulas for the integrands are given below, in
(4.2), (4.3) for the integrands of �(h) and (4.4), (4.5) for the integrands of
�(h).

Theorem 4.2 Let h be a bounded operator on L2(R+ ;K). The following

properties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set

E(L2(R+ ;K)) of exponential ve
tors

2. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set FK
of �nite parti
le ve
tors

3. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set

E(L2(R+ ;K)) of exponential ve
tors

4. �(h) and �(h�) have a sto
hasti
 integral representation on the set FK
of �nite parti
le ve
tors

5. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-S
hmidt operator and M
 is a multipli
ation by

a matrix (
i;j)i;j2I su
h that the fun
tion k
k is essentially bounded on

R+ .

Besides, if one of these holds, then the representations hold on the set J (L2(R+ ;K).
Proof.
The proof is essentially the same as before: 
onsider for instan
e the equiva-
len
e of 1. and 3.. By the same arguments as in the 
ase of multipli
ity one,
the \i,j matrix element" �(h)i;j of �(h) is of the form

�(h)i;j = Ki;j +M
i;j
(4.1)

where 
i;j is an essentially bounded fun
tion and Ki;j is a Hilbert-S
hmidt
operator with kernel �i;j. Besides, the operator �(h) is bounded and equality
(4.1) for all i; j imply that the operator K with kernel (�i;j)i;j2I is bounded.
Indeed, for any t in R+ , Pt�(h)i;jPt = PtKi;jPt and from this and the dual
relation one dedu
es that Pt�(h)Pt is bounded uniformly in t. The operator
of multipli
ation by the matrix (
i;j)i;j2I is thus also bounded; the theory of
Hilbert-S
hmidt operators then implies that these operators satisfy integra-
bility assumptions as in De�nition 4.1.

The proof that 3. allows the 
onstru
tion of a well-de�ned integral whi
h

oin
ides with the desired operator is exa
tly the same as before. The for-
mulas for integrands are the following:
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Integrands for the representation of �(h): the integrands in the rep-
resentation of �(h) are given by:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E((h�tu)t)

Hj;0
t E(�tu) = E((h�tu)t) Æ

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s (4.2)

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E((h�tu)t):

for all i, j in I. Otherwise stated, they satisfy the following equalities on
E(L2 (R+)) and F ,

H0;i
t Pt = Pt�(h)Pt

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s

Hj;0
t Pt =

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt�(h)Pt (4.3)

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1)Pt�(h)Pt;

and these equalities 
an be extended to J (L2 (R+)).

Integrands for the representation of �(h): the integrands in the rep-
resentation of �(h) are given by:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E(�tu)

Hj;0
t E(�tu) = E(�tu) Æ

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s (4.4)

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E(�tu):

Otherwise stated, they satisfy the following equalities on E(L2(R+ ;K)) and
FK,

H0;i
t Pt =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s Pt

Hj;0
t Pt =

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt (4.5)

H i;j
t Pt = (
i;j(t)� 1) Pt;

and these equalities 
an be extended to J (L2(R+ ;K).
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5 The 
ase of unbounded operators

This se
tion is meant to handle the 
ase where h is an unbounded operator.
In this parti
ular 
ase, the la
k of information about the domain makes it
impossible to obtain simple 
onditions on the form of h. One 
an still obtain
ne
essary 
onditions for the representability of �(h): for example, for any u
in the domain of h, one has for almost all t

� (hut;t+�)=� 
onverges in L2 ([0; t℄),

� 1
�

R �

0
hu[t;t+�℄(s)ds 
onverges to some 
omplex number.

But these 
onditions do not translate to a more satisfa
tory 
ondition on h.
Nevertheless, suÆ
ient 
onditions are very easy to obtain: the proof of

Theorem 2.1 makes it 
lear that it is enough for �(h) to be representable on
E(L2 (R+)) that the expressions in 2.12 and 3.1 be well-de�ned on the set
E(Domh) with estimates that make the quantum sto
hasti
 integrals also
well-de�ned. This is summarized in the next proposition:

Proposition 5.1 Let h be an operator on L2 (R+) with domain Domh. As-

sume that there exist a fun
tion � : R+�R+ ! C and a fun
tion 
 : R+ ! C

su
h that, for any u in Domh, almost all s in R+ ,

hu(s) =

Z 1
0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s):

Consider the following 
onditions:

1. t 7! R t

0
j�(s; t)j2 ds is integrable,

2. for any u in Domh, t 7! ju(t)j
qR t

0
j�(t; s)j2 ds and t 7! jf(t)� 1j ju(t)j

are integrable,

3. for �xed u in Domh, k(h�tu)tk is uniformly bounded in t.

Then:

� If 
onditions 1. and 2. hold, then �(h) is representable as a quantum

sto
hasti
 integral on J (Domh), that is, the set of ve
tors of the form

j(g; f) with g, f in Domh.

� If 
onditions 1.,2. and 3. hold, then �(h) is representable as a quantum

sto
hasti
 integral on J (Domh).
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Abstra
t

Consider a simple quantum system with state spa
e H0 whi
h is 
oupled to another quantum

system with state spa
eH. They evolve together for a short time h following an Hamiltonian evolution

eihH . After this intera
tion H0 is de
oupled from H and put into 
onta
t with another 
opy of the

system H, independently of the �rst one. We then let both evolve together in the same way as

previously. We dis
uss the dis
rete time quantum evolution whi
h is indu
ed by repeating inde�nitely

these su

essive intera
tions, whi
h are determined by H and h only. When passing to the limit

towards 
ontinuous quantum dynami
s (h ! 0), we show that some quantum noises and quantum

sto
hasti
 di�erential equations are spontaneously produ
ed by these deterministi
 dynami
s. For the

very �rst time, these \sto
hasti
 S
hr�odinger equations" (or \quantum Langevin equations") do not

appear as a model anymore but as a true limit of repeated deterministi
 quantum intera
tions. We

apply these results to the passage from repeated to 
ontinuous quantum measurement, for whi
h we

justify the usual sto
hasti
 S
hr�odinger limit model from the more and more frequent repetition of

a �xed quantum measurement. We also apply these results to the approximation of 
ontinuous time

quantum master equations by dis
rete time ones. In parti
ular we show how 
ompletely positive maps

tend to Lindblad generators after 
onvenient normalization. We �naly apply these results to a rigourous

dis
ussion of the \
oarse-grained approximation" method in quantum opti
s.
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I. Introdu
tion and main results

I.1 Physi
al motivations

It is part of the folkore in 
ontinuous quantum measurement theory or quan-
tum opti
s models that the asso
iated quantum dynami
s are well modelized by
a sto
hasti
 S
hr�odinger equation (or quantum Langevin equation), that is, a
S
hr�odinger equation perturbed by additional quantum noise terms (or sometimes

lassi
al noise terms). These kinds of evolution equations are in general justi�ed
as models for the intera
tion of a small system with a large environment; they give
rise to unitary dilations of the asso
iated master equation on the small system;
they give an a

ount of the Markovian 
hara
ter of the evolution.

The aim of this arti
le is to show that these sto
hasti
 S
hr�odinger equations
appear not only as a satisfa
tory model, but as a true limit of a very general 
lass of
dis
rete quantum dynami
s: repeated short intera
tions with some environment.

The general physi
al 
ontext whi
h is involved in this arti
le 
an be des
ribed
as follows: we 
onsider a small quantum system H0 (a �nite dimensional Hilbert
spa
e in our arti
le) and another quantum system H whi
h represents an environ-
ment, a measurement apparatus, in
oming photons... or any other system whi
h
is going to intera
t with the small system. We 
onsider H0 
 H to 
ouple the
two systems, and 
onsider a unitary operator IL on H0 
 H whi
h des
ribes an
intera
tion of the two systems during a small interval of time h: typi
ally, IL is of
the form IL = eihH for some Hamiltonian H on H0 
H.

Now we repeat this intera
tion on the small system with a similar 
oupling
but independently of the �rst environment. One 
an think of two main sets of
examples where this situation arises: in repeated quantum measurement, where a
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family of identi
al measurement devi
es is repeatedly presented before the system
H0 (or one single devi
e whi
h is refreshened after every use); in quantum opti
s,
where a sequen
e of independent photons arrives one after the other to intera
t
with H0 for a short time.

In this arti
le we show that the e�e
t of this 
oupling on both the small system
and the environment are des
ribed by an equation of the form

un+1 = ILun (1)

where (un)n2IN is a pro
ess of operators on H0 
 H. We then show that, as the

hara
teristi
 time interval h of the intera
tions goes to 0, we rea
h in the limit
to a 
ontinuous intera
tion and the evolution equation (1) 
onverges weakly to a
S
hr�odinger equation perturbed by quantum noise terms:

dUt = L00Ut dt+
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t) (2)

where the Li
j are operators on H0; su
h an equation is 
alled in physi
ist language

a quantum Langevin equation. The operator L00 en
odes the resulting dynami

on H0; the other operators Li

j on H0, 
oupled to quantum noises daij, en
ode the
intera
tion of H0 with the environment. The solution to this sto
hasti
 di�erential
equation 
ompletely determines the master equation asso
iated to this evolution;
yet it 
ontains more information than the master equation sin
e it summarizes the
evolution of the whole system, in
luding the dissipation into the environment.

These results are of a very new type in the following sense. Evolution equa-
tions su
h as (2) have been known for 25 years to modelize the dissipative in-
tera
tion of simple quantum systems with large environments. They are used in
quantum opti
s, 
ontinuous quantum measurement, ele
troni
 transport... But,
up to now, they appeared only as a 
onvenient model, to be 
ompared with other
models (for example with purely Hamiltonian ones).

With our approa
h and our results, these evolution equations appear as a
true limit of the detailed dis
rete dynami
 whi
h gives an a

ount of the repeated
intera
tions with the environement. These results show that equations su
h as
(2) are not only models but the true result of the 
ontinuous limit of repeated
intera
tions. This shows that the quantum noises (and by the way, the 
lassi
al
noises) appear as a true limit of some elementary intera
tions.

I.2 Main mathemati
al results

This arti
le has two ba
kbones: these are the ideas of dilations of 
ompletely
positive evolutions and the relations between dis
rete time and 
ontinuous time
evolutions. The original de�nition of quantum sto
hasti
 integrals by Hudson
and Parthasarathy in [H-P℄ was motivated by the 
onstru
tion of unitary dila-
tions of 
ontinuous-time 
ompletely positive evolutions. Besides, it was originally
remarked by Parthasarathy (see the Exer
ises 29.12 and 29.13 of [Par℄) that, 
on-
sidering su
h an evolution, it 
ould be approximated by a dis
rete-time 
ompletely
positive evolution whi
h itself has a unitary dilation.
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In this arti
le we 
omplete the pi
ture; in se
tion II.3 we show that any

ompletely positive dis
rete-time evolution on the small system H0 has a unitary
dilation whi
h is obtained by 
oupling the small system to a spin 
hain

N
CN+1.

The unitary pro
ess whi
h determines the dilation is the solution of an equation
of type (1) and this justi�es the interest of 
onsidering this type of equations.

In se
tion III.4 we prove that, if the 
oeÆ
ients of the matrix IL whi
h deter-
mines the dis
rete-time evolution 
onverge with parti
ular normalizations (
oeÆ-

ients 
orresponding to the small system having di�erent normalization than the
other), then the solution (un)n2IN 
onverges, as the time s
ale h tends to zero, to
the solution (Ut)t�0 of a quantum sto
hasti
 di�erential equation of type (2). This
gives an expli
it way of approximating 
ontinuous-time evolutions and dilations
but also fully des
ribes the asymptoti
 behaviour of a dis
rete-time evolution. It
therefore rigorously establishes Markovian models as limits for Hamiltonian ones.

II. Dis
rete dynami
s on the spin 
hain

II.1 A model for repeated intera
tions

We will now introdu
e our framework; to this end, we 
onsider the 
ase of
quantum measurement. The most general quantum measurement made on H0 is
des
ribed as follows (see [K-M℄): we 
onsider another (�nite dimensional) Hilbert
spa
e H, the reservoir, with a given referen
e state !; this spa
e, in this 
ase,
represents the measurement apparatus. We 
ouple the two systems and let them
evolve together for a 
ertain amount of time. Assume this elementary evolution
is des
ribed by a unitary operator IL on H0 
H; then an initial state (a density
matrix) �
 ! on H0 
H is transformed into the state

IL(�
 !)IL�:

Equivalently, in the Heisenberg pi
ture, an observable A
B on H0 
H is trans-
formed into

IL�(A
B)IL�:

If we want to see the e�e
t of that intera
tion on the small system only, we tra
e
out the new state along the reservoir:

M�(�) = TrH0

�
IL(�
 !)IL�

�
where TrH0

denotes the partial tra
e on H0. In the Heisenberg pi
ture, the new
observable on H0 is

M(A
B) = (I 
 !)
�
IL�(A
 B)IL�

�
:

We pro
eed with the Heisenberg pi
ture. Suppose we want to repeat that
operation on the small system, that is to repeat the same measurement on it, now
that its state has been 
hanged. We 
annot simply perform the transformation IL �
IL� again onH0
H, be
ause the state ofH was a�e
ted by the �rst transformation.
We have to present a new 
opy of H before H0 and perform the transformation
on that 
ouple. Consider the tensor produ
t H0 
H
H and let IL1 be the 
opy
of the unitary operator IL but a
ting on the tensor produ
t of H0 and the �rst
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opy of H, so that IL1 a
ts as the identity on the se
ond 
opy. Let IL2 be the 
opy
of the unitary operator IL but a
ting on the tensor produ
t of H0 and the se
ond

opy of H, so that IL2 a
ts as the identity on the �rst 
opy. Let u1 = IL1 and
u2 = IL1IL2. For any initial observable A
 B 
 C on H0 
H
H we have

(I 
 ! 
 !) (u�1(A
 B 
 C)u1) =M(A
B)
 !(C)

and
(I 
 ! 
 !) (u�2(A
 B 
 C)u2) = M(M(A
 B)
 C):

The results of both the �rst and the se
ond measurement are 
omputable this way.

It is now easy to �gure out what the setup should be for an inde�nite number
of repeated measurements: we 
onsider as state spa
e

H0 

O
IN

H:

and the operator ILn whi
h is the 
opy of the operator IL but a
ting on the tensor
produ
t of H0 and the n-th 
opy of H; the operator ILn a
ts as the identity on
the other 
opies. Let un = IL1IL2 : : : ILn, that is, the solution of

un+1 = ILn+1un:

The result of the n-th measurement is then given by 
I 


O
IN

!

!
(u�n(A
 B1 
 : : :
 Bn 
 I 
 : : :)un) :

In this arti
le we will study the behaviour of the dynami
s as the 
hara
teristi


oupling time h tends to zero and see that it 
an be obtained via a quantum
sto
hasti
 di�erential equation. The relevan
e of our dis
rete-time model will also
be justi�ed by the fa
t that, just as in 
ontinuous time, any 
ompletely positive
evolution on the small system H0 has a unitary dilation in the spa
e H0


N
IN H.

One example we will follow throughout this arti
le is the simplest non triv-
ial example of su
h an intera
tion. The small system is C2 and the measuring
apparatus is C2 also. The unitary evolution operator is

IL =

0B�

os� 0 0 � sin�
0 1 0 0
0 0 1 0

sin� 0 0 
os�

1CA
with the normalization � =

p
h.

II.2 The spin 
hain and evolution equations

Let N be an integer � 1. We 
onsider the Hilbert spa
e CN+1 in whi
h we

hoose a �xed orthonormal basis denoted by f
; X1; : : : ; XNg. This parti
ular

hoi
e of notation is motivated by physi
al and probabilisti
 interpretations: in-
deed, this basis 
an be seen as the eigenstates of the energy levels of an atom (the
ground state 
, the �rst ex
ited state X1,...) or else des
ribing the o

upation of
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a site by some parti
les (
 represents the va
uum, X1 the presen
e of a parti
ule
of type 1,...). There are some interesting probabilisti
 interpretations of those no-
tations, in terms of n dimensional random walks, whi
h are developed in [AP2℄.
We shall not evoke that topi
 here.

Note that, in order to unify the notation we may sometime denote 
 by X0.

Let T� be the Hilbert spa
e 
INC
N+1. That is, the 
ountable tensor produ
t

of 
opies of CN+1. A natural orthonormal basis of T� is des
ribed by the family

fXA;A 2 PINg
where

{ PIN is the set of �nite subsets A = f(n1; i1); : : : ; (nk; ik)g of IN �f1; : : : ; Ng
su
h that the ni's are mutually distin
t. Another way to des
ribe the set PIN is to
identify it to the set of sequen
es (An)n2IN with values in f0; : : : ; Ng whi
h take
only a �nite number of time a value di�erent from 0.

{ XA denotes the ve
tor



 : : :
 

Xi1 
 

 : : :
 

Xi2 
 : : :

of T�, where Xi1 appears in the 
opy number n1, Xi2 appears in the 
opy n2,...
When A is seen as a sequen
e (An)n2IN as above, then XA is advantageously
written 
nXAn .

The signi�
ation of this basis is physi
ally easy to understand: we have a

hain of sites, indexed by IN ; in the interpretation of T� as state spa
e des
ribing
the o

upan
y of di�erent sites, the basis ve
tor XA above spe
i�es that there is a
parti
ule of type i1 in the site n1, a parti
ule of type i2 in the site n2... all the other
sites being empty. The spa
e T� is what we shall 
all the spin 
hain with some
abuse; we will denote by T�i℄ the spin 
hain until time i, whi
h is the subspa
e of
T� generated by those XA's for whi
h A is 
ontained in f0; : : : ; ig � f0; : : : ; Ng.
It will also help for 
larity to label the 
opies of CN+1 and denote by CN+1

i the
i-th 
opy.

We denote faij ; i; j = 0; : : : ; Ng the natural basis of B(CN+1); that is, for
(i; j) 6= (0; 0)

aij(Xk) = ÆikXj:

We denote by aij(n) the natural ampliation of the operator aij to T� whi
h

a
ts on the 
opy number n as aij and the identity elsewhere.

Note, for information only, that the operators aij(n) form a basis of the algebra

B(T�), that is, the von Neumann algebra generated by the aij(n), i; j = 0; : : : ; N ,
n 2 IN , is the whole of B(T�) (for T� admits no subspa
es whi
h is non trivial
and invariant under this algebra).

Suppose now that we are given a �nite dimensional Hilbert spa
e H0 whi
h
we 
all initial spa
e or, in a

ordan
e with our physi
al motivation, small system.
We 
onsider the spin 
hain spa
e T� =

N
IN CN+1, presented above, here 
alled
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reservoir or large system. We 
onsider an operator IL on H0 
 CN+1, whi
h we
see as a N �N matrix of operators on H0:

IL = (Ai
j)i;j=0;:::;N :

Note that we have indexed the elements of the matrix from 0 to N instead of the
usual 1 to N ; this means of 
ourse that we will parti
ularize the index zero as

orresponding to the small system H0.

For any i 2 IN , we denote by ILi the natural ampliation of the operator IL
to H0 
 T� where it is understood that IL a
ts on the tensor produ
t of H0 and
the i-th 
opy CN+1

i of CN+1 in the spin 
hain; the operator ILi thus a
ts as the
identity I on the other 
opies of CN+1. For notational 
onvenien
e it will be easier
to 
onsider this operator as a
ting on (H0 
 T�i�1℄)
CN+1

i (and as the identity
on other fa
tors), so that it 
an be written as a (N + 1) � (N + 1) matrix with
entries Ai

j 
 I, ea
h of whi
h is an operator in H0 
 T�i�1℄. Of 
ourse we will

usually write simply Ai
j for Ai

j 
 I.

The dis
rete time evolution equations we shall 
onsider are the following equa-
tions on H0 
 T�:

un+1 = ILn+1un (3)

for all n 2 IN , always with initial 
ondition u0 = I. Keep in mind that, despite
our 
hoi
e of notations, any un is an operator on H0 
 T�.

The following results are obvious:

Proposition 1 {The solution (un)n2IN of (3) always exists and is unique. It is
a sequen
e of unitary (resp. isometri
, 
ontra
tive) operators if and only if IL is
unitary (resp. isometri
, 
ontra
tive).

The aim of this arti
le is to show that these equations 
onverge, when the time
parameter (here equal to 1) tends to 0, towards sto
hasti
 di�erential equations
with respe
t to quantum noises, that is, pertubations of S
hr�odinger-like evolution
equations by some additional quantum noise terms representing the intera
tion
with some environment.

But beforehand, we show why our framework is a very general one modelizing
all kinds of physi
al situations.

II.3 Unitary dilations of 
ompletely positive semigroups

In this se
tion, we will show that equations su
h as (3) appear naturally in
a general setup and allow one to obtain unitary dilations of 
ompletely positive
semigroups in dis
rete time.

Consider a dis
rete semigroup (Pn)n2IN of 
ompletely positive maps on B(H0),
that is,

Pn(X) = `n(X)
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where ` is a 
ompletely positive, weakly 
ontinuous map on B(H0). In the sequel
we always assume that `(I) = I. By Kraus' theorem (see [Par℄, Proposition 29.8)
this means that ` is of the form

`(X) =
NX
i=0

V �
i XVi

for someN and some familly (Vi) of bounded operators onH0 su
h that
P

i V
�
i Vi =

I. Of 
ourse the indexation is a priori indi�erent to the spe
i�
ity of the value
i = 0. The spe
ial role played by one of the values will appear later on.

Let IE0 be the partial tra
e on H0 de�ned by

<� ; IE0(H) > = <�
 
 ; H 
 
>

for all �;  2 H0 and every operator H on H0 
 T�.

Theorem 2 {For any 
ompletely positive map

`(X) =
NX
i=0

V �
i XVi

on B(H0) there exists a unitary operator IL on H0
CN+1 su
h that the asso
iated
unitary family of automorphisms on B(H0 
 T�)

jn(H) = u�nHun

(where un is asso
iated to IL by (3)) satis�es

IE0(jn(X 
 I)) = Pn(X);

for all n 2 IN .

Proof

Consider a de
omposition of L of the form

`(X) =
NX
i=0

V �
i XVi

for a familly (Vi) of bounded operators on H0 su
h that
PN

i=0 V
�
i Vi = I.

We 
laim that there exists a unitary operator IL on H0 
 CN+1 of the form

IL =

0BB�
V1 : : : : : :
V2 : : : : : :
...

...
...

VN : : : : : :

1CCA :
Indeed, the 
ondition

PN
i=0 V

�
i Vi = I guarantees that the m �rst 
olumns of IL

(where m = dimH0) 
onstitute an orthonormal family of H0 
 CN+1. We 
an
thus �ll the matrix by 
ompleting it into an orthonormal basis of H0
CN+1; this
makes out a unitary, (N + 1)� (N + 1) matrix IL on H0, of whi
h we denote the
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oeÆ
ients by (Ai
j)i;j=0;:::;N ; with this notation we have for all i, Ai

0 = Vi+1. To

this matrix IL we asso
iate a family (ILi)i�0 of ampliations as explained in se
tion
II.2.

Now, for every operator H on H0 
 CN+1, put

jn(H) = u�nHun:

It satis�es
jn+1(H) = u�nIL

�
n+1H ILn+1un:

We 
onsider this relation for an operator H of the form H = X 
 I, where X is
an operator on H0. Write IL�n+1(X 
 I)ILn+1 in (H0
T�n℄)
CN+1

n+1 ; it is simply

IL�n+1(X 
 I)ILn+1 =

=

0BB�
(A0

0)
� (A1

0)
� : : :

(A0
1)
� (A1

1)
� : : :

...
...

...
(A0

N )� (A1
N )� : : :

1CCA
0BB�
X 0 : : : 0
0 X : : : 0
...

...
...

0 0 : : : X

1CCA
0BB�
A0
0 A0

1 : : :
A1
0 A1

1 : : :
...

...
...

AN
0 AN

1 : : :

1CCA
whi
h is easily seen to be the matrix (Bi

j(X))
i;j=0;:::;N

with

Bi
j(X) =

NX
k=0

(Ak
j )
�X Ak

i :

Note that, more pre
isely, the operator IL�n+1(X 
 I)ILn+1 is written in (H0 

T�n℄) 
 CN+1

n+1 as the matrix (Bi
j(X) 
 I)i;j=0;:::;N . The operator un, in turn,

a
ts only on H0
CN+1
n , so that u�nIL

�
n+1(X 
 I)ILn+1un 
an be written in (H0


T�n℄)
 CN+1
n+1 as

�
u�n
�
Bi

j(X)
 I�un�i;j=0;:::;N ; simply put, we have proved that

(jn+1(X 
 I))ij = jn(B
i
j(X)
 I)

be
ause both terms a
t as the identity beyond (H0 
 T�n℄)
 CN+1
n+1 .

Consider now Tn(X) = IE0(jn(X 
 I)). We have

<� ; Tn+1(X) > = <�
 
 ; jn+1(X 
 I) 
 
>

= <� ; (jn+1(X 
 I))00  >
= <� ; jn(B

0
0(X)
 I) >

= <� ; Tn(B
0
0(X)) >;

now remember that for all i, Ai
0 = Vi+1. This implies that B0

0(X) = `(X). The
above proves that Tn+1(X) = Tn(`(X)) for any n and the theorem follows.

III Convergen
e to Quantum Sto
hasti
 Di�erential Equations

We now des
ribe the 
onvergen
e of these dis
rete time evolutions to 
on-
tinuous time ones, in whi
h we will see quantum noises and quantum sto
hasti

di�erential equations appear spontaneously. This is performed in three steps:
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{ we �rst embed the 
hain
N

IN CN+1 into the bosoni
 Fo
k spa
e � =
�(L2(IR+)) as a natural subspa
e assos
iated to some partition S of IR+ , in
su
h a way that these subspa
es 
onstitute an approximation of the Fo
k spa
e �
when the diameter Æ(S) of the partition goes to 0.

{ we introdu
e the mathemati
al tools of quantum noises, quantum sto
has-
ti
 integrals and quantum sto
hasti
 di�erential equations, together with their
proje
tions of the subspa
e

N
IN CN+1.

{ we �nally show that the evolution equation (3) weakly 
onverges in � to a
quantum sto
hasti
 di�erential equation.

III.1 Approximation of the Fo
k spa
e by spin 
hains

We re
all the stru
ture of the bosoni
 Fo
k spa
e � and its basi
 stru
ture
(
f [Att℄ for details).

Let � = �s(L
2(IR+;CN+1)) be the symmetri
 (bosoni
) Fo
k spa
e over the

spa
e L2(IR+;CN+1). We shall here give a very eÆ
ient presentation of that spa
e,
the so-
alled Gui
hardet interpretation of the Fo
k spa
e.

Let I = f1; : : : ; Ng and let P be the set of �nite subsets f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g
of IR+ � I su
h that the si's are mutually distin
t; then

P = [nPn where Pn is the set of n-elements subsets of IR+ � I. By ordering
the IR+-part of the elements of � 2 Pn, the set Pn 
an be identi�ed with the
in
reasing simplex �n = f0 < t1 < � � � < tng � I of IRn � I, so that Pn inherits a
measured spa
e stru
ture from the Lebesgue measure on IRn times the 
ounting
measure on I. This also gives a measure stru
ture on P if we spe
ify that on
P0 = f;g we put the measure Æ;. Elements of P are often denoted �, the measure
on P is denoted d�. The �-�eld obtained this way on P is denoted F .

We identify any element � 2 P with a family f�1; : : : ; �Ng of (two by two
disjoint) subsets of IR+ where

�i = fs 2 IR+; (s; i) 2 �g:
For a s 2 IR+ we denote by fsgi the element � =

�;; : : : ; ;; fsg; ;; : : :;	 of P
(where fsg is at the i-th position).

The Fo
k spa
e � is the spa
e L2(P;F ; d�). An element f of � is thus a
measurable fun
tion f : P ! C su
h that

jjf jj2 =
Z
P

jf(�)j2 d� <1 :

One 
an de�ne, in the same way, P[a;b℄ and �[a;b℄ by repla
ing IR
+ with [a; b℄ � IR+.

There is a natural isomorphism between �[0;t℄
�[t;+1[ given by h
 g 7! f where
f(�) = h(� \ [0; t℄)g(� \ (t;+1[).

De�ne 1l to be the va
uum ve
tor, that is, 1l(�) = Æ;(�).
De�ne �i

t2� by

�t(�) =
n
1l[0;t℄(s) if � = fsgi
0 otherwise.

Then �t belongs to �[0;t℄; we even have the stronger property that �i
t � �i

s2�[s;t℄

for all s � t. This last property allows to de�ne a so-
alled Ito integral on �.
Indeed, let (git)t�0 be families in �, for i = 1; : : : ; N , su
h that for all i in 0; : : : ; N ,
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i) t 7! kgitk is measurable,

ii) git belongs to �[0;t℄ for all t,

iii)
R1
0
kgitk2 dt <1,

then one de�nes
P

i

R1
0

git d�
i
t to be the limit in � ofX

i=0;:::;N

X
j

1

tj+1 � tj

Z tj+1

tj

Ptjg
i
s ds


�
�i
tj+1

� �i
tj

�
where Pt is the orthogonal proje
tion onto �[0;t℄ and ftj ; j2INg is a partition of

IR+ whi
h is understood to be re�ning and to have its diameter tending to 0. Note
that 1

tj+1�tj

R tj+1
tj

Ptjgs ds belongs to �[0;tj ℄, whi
h explains the tensor produ
t

symbol in (3).
We get that

P
i

R1
0

git d�
i
t is an element of � with


X

i

Z 1

0

gt d�t




2 =X
i

Z 1

0

��git��2 dt : (4)

Let f2L2(Pn), one 
an easily de�ne the iterated Ito integral on �.

In(f) =

Z
Pn

f(�) d�i1
t1
: : : d�in

tn

by iterating the de�nition of the Ito integral. We use the following notation:

In(f) =

Z
Pn

f(�) d��

whi
h we extend, in an obvious way, to any f 2 �.
We then have the following important representation.

Theorem 3 ([Att℄) {Any element f of � admits an abstra
t 
haoti
 representation

f =

Z
P

f(�) d��

with

kfk2 =
Z
P

jf(�)j2 d�

and an abstra
t predi
table representation

f = f(;)1l +
X
i

Z 1

0

Di
tf d�i

t

with

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i

Z 1

0

kDi
sfk2 ds

where [Di
sf ℄(�) = f(� [ fsgi)1l��[0;s[.

Let us now re
all the de�nitions of the basi
 noise operators aij(t), i; j =
0; : : : ; N , on �. They are respe
tively de�ned by

[a0i (t)f ℄(�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi);
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[ai0f ℄(�) =

Z t

0

f(� [ fsgi) ds;

[aijf ℄(�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi [ fsgj)

for i; j 6= 0 and a00(t) = tI.

There is a good 
ommon domain to all these operators, namely

D =
n
f2� ;

Z
P

j�j jf(�)j2 d� <1
o
:

Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a partition of IR+ and
Æ(S) = supi jti+1 � tij be the diameter of S. For �xed S, de�ne �n = �[tn;tn+1℄,
i2IN . We then have � ' 
n2IN�n (with respe
t to the stabilizing sequen
e
(1l)n2IN ).

For all n 2 IN�, de�ne for i; j 6= 0

Xi(n) =
�itn � �itn�1p
tn � tn�1

2 �n ;

ai0(n) =
ai0(tn)� ai0(tn�1)p

tn � tn�1
P1℄ ;

aij(n) = P1℄ (a
i
j(tn)� aij(tn�1))P1℄ ;

a0i (n) = P1℄
a0i (tn)� a0i (tn�1)p

tn � tn�1
;

where P1℄ is the orthogonal proje
tion onto L2(P1) and where the above de�nitions
are understood to be valid on �n only, with a0i (n), a

i
0(n), a

i
j(n) being the identity

operator I on the others �m's. We put a00(n) = I for all n.

Proposition 4 {We have �
ai0(n)X

j(n) = Æij1l
ai0 1l = 0�
aij(n)X

k(n) = ÆikX
j(n)

aij 1l = 0�
a0i (n)X

j(n) = 0
a0i (n) 1l = Xi(n)

:

Thus the a
tion of the operators aij on the Xi(n) is similar to the a
tion of
the 
orresponding operators on the spin 
hain of se
tion II. We are now going to

onstru
t the spin 
hain T� inside �.

We are still given a �xed partition S; de�ne T�(S) to be the spa
e of ve
tors
f of � whi
h are of the form

f =
X

A2PIN�

f(A)XA
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(with kfk2 =PA2PIN�
jf(A)j2 <1).

The spa
e T�(S) 
an therefore be identi�ed to the spin 
hain T�; the oper-
ators aij(n) a
t on T�(S) exa
tly in the same way as the 
orresponding operators
on T�. We have 
ompletely embedded the toy Fo
k spa
e into the Fo
k spa
e.
Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a �xed partition of IR+. The spa
e
T�(S) is a 
losed subspa
e of �. We denote by IES the operator of orthogonal
proje
tion from � onto T�(S).

Lemma 5 { ([Pa1℄)The proje
tion of an exponential ve
tor "(�) is the ve
tor e(~�)
whi
h satis�es for all A in PIN�

e(~�)(A) =
Y
i

Y
k2Ai

~�i(k);

where Ai = fk 2 IN s:t: (k; i) 2 Ag and ~� is the fun
tion IN� 7! CN+1 de�ned by

~�i(k) =
1p

tk � tk�1

Z tk

tk�1

�i(t) dt:

We need a few more notations: �rst, for any k in IN we will denote by T�k℄

the subspa
e of T� generated by all XA, A � f1; : : : ; kg�f0; : : : ; Ng. Then if, for
~� in l2(IN�; CN+1), we denote by ~�k the restri
tion of ~� to f1; : : : ; kg, then e(~�k)
is the orthogonal proje
tion of e(~�) onto T�k℄.

Remark:

Our de�nitions of the ve
tors and operators of T�(S) are slightly di�erent
from the ones in the original arti
le [Att℄; in parti
ular the indexations have been

hanged by one step.

III.2 Quantum sto
hasti
 integrals and their proje
tions

We shall here re
all the de�nitions of the quantum sto
hasti
 integralsZ 1

0

Hs da
i
j(s)

with respe
t to the three quantum noises daij(s) and to time, whi
h 
orresponds

to the noise da00(s).

The heuristi
s of the quantum sto
hasti
 
al
ulus developed in [A-M℄, whi
h
we present in a simpli�ed way, derives from the fa
t that the noises, whi
h will
turn out to be di�erentials of 
ontinuous-time fundamental operators, should a
t
just like the fundamental operators of the spin 
hain, that is:

{ any daij(t) a
ts only on �[t;t+dt℄, whi
h from Theorem 3 
an be seen as

\generated" by 1l and the d�it and
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{ the daijt are given by the following table:�
dai0(t)djt = Æij1l
dai0(t)1l = 0�
daij(t)dX

k
t = ÆikdX

j
t

daij(t)1l = 0�
da0i (t)dX

j
t = 0

da0i (t)1l = dXi
t

:

These heuristi
s allow us to de�ne integrals
R
Hs da

i
j(s) for adapted pro
esses

(Hs)s�0, that is, pro
esses of operators su
h that for almost all s, all f 2 DomHs,

Psf 2 DomHs; D
i
uf 2 DomHs for a.a. u � s; all i = 1; : : : ; N and

HsPsf = PsHsf and HsD
i
uf = Di

uHsf for a.a. u � s; all i = 1; : : : ; N:

In that 
ase, a formal 
omputation leads us to give the following de�nition: an
adapted operator pro
ess (Tt)t�0 is said to be the integral pro
ess (

R t
0
Hs da

i
j(s))t�0

if the following equality holds for almost all t � 0:

Ttf =
X
k

Z 1
0

Tt^sD
k
s fd�

k
s +

Z t

0

HsD
i
sfd�

j
s

with the notations: D0
s = Ps and d�0s = ds

That is, f is in the 
ommon domain of the integrals if and only if the right

hand side is well de�ned and equality holds, an integral
R b
a
Hs da

i
j(s)s is then

simply an integral of the pro
ess equal to Hs for s 2 [a; b℄ and zero otherwise. An
integral

R1
0
Hsda

i
j(s) is then well de�ned if all integrals are well-de�ned when one

substitutes t with 1 in the above formulas.
The fundamental operators aij(t) are re
overed as the integrals

R t
0
daij(t) in

the above sense.

In parti
ular, if � 2 L2(IR+;CN+1), 
onsider the asso
iated 
oherent ve
tor
"(�) in �. That is,

["(�)℄(�) =
Y
i

Y
s2�i

�i(s):

Put �i(s) to be the 
oordinates of �(s), with the 
onvention �0(s) = 1 for all s.
If � is su
h that Z t

0

j�i(s)j1�Æ0;i kHs"(f)k1�Æ0;j ds <1

then
R t
0 Hs da

i
j(s) is well-de�ned on "(f) with

<"( ) ;

Z t

0

Hs da
i
j(s)"(f)> =

Z t

0

 i(s)�j(s)<"( ) ; Hs"(�)>ds:

for all  2 L2(IR+;CN+1).

We now use the embedding of the spin 
hain in � as de�ned previously. We
wish to 
ompute the 
orresponding proje
tions of the quantum sto
hasti
 integral
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operators, and represent them as dis
rete-time quantum sto
hasti
 integrals. For
all details on those integrals we refer the reader to [Pa1℄; here the integrals we are
going to 
onsider are restri
ted ones and the de�nition is simple:

De�nition 6 {Let i; j in f0; : : : ; Ng and let (hij(k))k2IN be a sequen
e of bounded
operators on T� su
h that for all k in IN , the operator hk is of the form hk 
 I
in T�k℄ 


N
l>i C

N+1
l .

Then the integral
P

i;j=0;:::;N

P
k2IN hij(k) a

i
j(k + 1) is de�ned by� X

i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

hij(k) a
i
j(k + 1)

�
f(A) =

X
i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

(hij(k) a
i
j(k + 1) f(A))

on the domain

ff 2 T� s.t.
X

i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

X
A2PIN

��hij(k) aij(k + 1)f(A)
��2 < +1g:

We will des
ribe the dis
rete-time integral representations of quantum sto-

hasti
 integrals. We restri
t our statement to the 
ase where integrals are of the
type H =

R1
0

Hi;j
t daij(s), with (i; j) 6= (0; 0), and satisfy the following 
onditions

(HS):

{ the operator H is bounded and
{ the integrands Hi;j

t are bounded for all t and t 7! kHtk is square-integrable
if one of i or j is zero, integrable if both i and j are zero and essentially bounded
otherwise.

Even though they are rather restri
tive, these hypotheses will suÆ
e for our
needs.

The following result is a 
ombination (adapted to the 
ase of higher mul-
tipli
ity) of Propositions 2.2 and Lemma 3.1 of [Pa1℄. Remark that here again
the indexation di�ers from the quoted results in that paper, whi
h followed the

onventions of [Att℄.

Theorem 7 {Let H =
R
Hi;j

t daij(t) be a quantum sto
hasti
 integral on � that
satis�es the assumptions (HS), with (i; j) 6= (0; 0). Then IESHIES is equal to
a dis
rete quantum sto
hasti
 integral in the restri
ted sense on the exponential
domain of T� and the integrands hij(k) are given for all k in IN by:

{ if both i and j are nonzero,

hij(k) =
1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
i
j(t) dt

{ if i = 0,

h0j (k) =
1p

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
0
j (t) dt

and for all l 6= 0;

hlj(k) =
1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
0
j (t)

�
a0l (t)� a0l (ti)

�
dt
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{ if j = 0,

hi
0(k) =

1p
tk+1 � tk

IES

Z tk+1

tk

PtkH
i
0(t) dt

and for all l 6= 0;

hi
l(k) =

1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

Ptk

�
al
0(t)� al

0(ti)
�
Hi

0(t) dt

and all the unmentioned integrands are null. All equalities are over T�i℄ and all
operator integrals are in the strong sense.

We have not mentioned the 
ase of integrals with respe
t to (i; j) = (0; 0);
for these we do not use the (unique) representation in the form of integralsP

(i;j)6=(0;0)

P
k h

i
j(k) a

i
j(k + 1), but rather use a bolder method of approximation

and write simply

IES

Z 1
0

H0
0 (t) dt IES =

X
k

�
IES

Z tk+1

tk

H0
0 (t) dt IES

�
:

III.3 Quantum sto
hasti
 di�erential equations

The aim of quantum sto
hasti
 di�erential equations is to study equations of
the form

dUt =
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t); (5)

with initial 
ondition U0 = I. The above equation has to be understood as an
integral equation

Ut = I +

Z t

0

X
i;j

Li
jUt da

i
j(t);

for operators on H0 
 �, the operators Li
j being bounded operators on H0 alone

whi
h are ampliated to H0 
 �.
The main motivation and appli
ation of that kind of equation is that it gives

an a

ount of the intera
tion of the small system H0 with the bath � in terms of
quantum noise perturbation of a S
h�odinger-like equation. Indeed, the �rst term
of the equation

dUt = L0
0Ut dt+ : : :

des
ribes the indu
ed dynami
s on the small system, all the other terms are quan-
tum noises terms.

One of the main appli
ation of equations su
h as (5) is that they give expli
it

onstru
tions of unitary dilations of semigroups of 
ompletely positive maps of
B(H0) (see [H-P℄). Let us only re
all one of the main existen
e, uniqueness and
boundedness theorems 
onne
ted to equations of the form (5). The literature is
huge about those equations; we refer to [Par℄ for the result we mention here.

Theorem 8 { If H0 is �nite dimensional then the quantum sto
hasti
 di�erential
equation

dUt =
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t);
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with U0 = I, admits a unique solution de�ned on the spa
e of 
oherent ve
tors.
The solution (Ut)t�0 is made of unitary operators if and only if there exist,

on H0, a bounded self-adjoint H, bounded operators Si
j, i; j = 1; : : : ; N , su
h that

the matrix (Si
j)i;j is unitary, and bounded operators Li, i = 1; : : : ; N su
h that,

for all i; j = 1; : : : ; N

L00 = �(iH +
1

2

X
k

L�kLk)

L0i = Li

Li
0 = �
X
k

L�kS
k
j

Li
j = Si

j � ÆijI:

If the operators Li
j are of this form then the unitary solution (Ut)t�0 of the above

equation exists even if H0 is only assumed to be separable.

III.4 Convergen
e theorems

In this se
tion we study the asymptoti
 behaviour of the solutions of an equa-
tion

un+1 = ILn+1un;

if the matrix IL(h) 
onverges (with a parti
ular normalization) as h tends to zero
and prove that, in the limit, the solutions of su
h equations 
onverge to solutions of
quantum sto
hasti
 di�erential equations of the form (3). Noti
e that we no longer
assume that IL(h) has been 
onveniently 
onstru
ted for our needs; in parti
ular
IL is not assumed to be unitary.

Let h be a parameter in IR+, whi
h is thought of as representing a small time
interval. Let IL(h) be an operator on H0 
 CN+1, with 
oeÆ
ients ILi

j(h) as a
(N +1)� (N +1) matrix of operators on H0. Let un(h) be the asso
iated solution
of

un+1(h) = ILn+1(h)un(h):

In the following we will drop dependen
y in h and write simply IL or un. Besides,
we denote

"ij =
1

2
(Æ0i + Æ0j)

for all i; j = 0; : : : ; N .

Theorem 9 {Assume that there exist operators Li
j on H0 su
h that

lim
h!0

ILi
j(h)� ÆijI

h"ij
= Li

j

for all i; j = 0; : : : ; N , where 
onvergen
e is in operator norm. Assume that the
quantum sto
hasti
 di�erential equation

dUt =
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t)
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with initial 
ondition U0 = I has a solution (Ut)t�0 whi
h is a pro
ess of bounded
operators with a lo
ally uniform norm bound.

Then, for almost all t, for every �;  in L1([0; t℄), the quantity

<a
 "(�) ; IESu[t=h℄IES b
 "( )>


onverges to
<a
 "(�) ; Ut b
 "( )>

when h goes to 0.
Moreover, the 
onvergen
e is uniform for a, b in any bounded ball of K, uni-

form for t in a bounded interval of IR+.

Remarks
{ This is where we parti
ularize the index zero : the above hypotheses of


onvergen
e simply mean that, among the 
oeÆ
ients of IL,

(IL0
0(h)� I)=h 
onverges,

ILi
j(h)=

p
h 
onverges if either i or j is zero,

ILi
j(h)� Æi;j 
onverges if neither i nor j is zero

and we re
over the fa
t that the 0 index must relate to the small system, on whi
h
the 
onsidered time s
ale is di�erent from the time s
ale of the reservoir. We will
dis
uss these 
onditions in se
tion IV.1.

{ The assumption that H0 is �nite dimensional is only needed in order to
ensure that the quantum sto
hasti
 di�erential equation has a solution; if for
example the Li

j 's are of the form des
ribed in Theorem 8 then the separability of
H0 is enough.

Consider the quantum sto
hasti
 di�erential equation on H0 
 �:

dUt =
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t)

where the Li
j are the bounded operators on the initial spa
e H0 given by our

assumptions.
We 
onsider that h is �xed and the asso
iated partition S = f0 = t0 < t1 =

h < : : : < tk = kh < : : :g is also �xed (note that we have 
hosen su
h regular
partitions only for simpli
ity and that all our result hold with general partitions
when the mesh size tends to zero). We also �x some bounded interval [0; T ℄ of
IR+.

We will pro
eed by su

essive simpli�
ations. Consider the operator on the
spin 
hain de�ned by wk = IESUtkIES . The following estimate will be used over
and again:

Lemma 10 {For any r < s, any ve
tors a
 "(�), b
 "( ) with �,  in L2 \L1,
one has

jha
 "(�); (Us � Ur) b
 "( )ij � C kak kbk (s� r)

where C depends only on the norms of the operators Li
j and on the L2 and L1

norms of � and  .
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Proof

j<a
 "(�) ; (Us � Ur) b
 "( )>j
�
X
i;j

Z s

r

���i(u)�� j j(u)j
��<a
 "(�) ; Li

jUu b
 "( )>du
��

from whi
h the estimate follows, using the fa
t that that j�(u)j � k�k1 and
j (u)j � k k1, the Li

j are bounded and U is lo
ally uniformly bounded.

The following lemma shows that (wk)k�0 
onverges to (Ut)t�0, in the same weak
sense as in the theorem, as h goes to zero.

Lemma 11 {For any tk < s, any ve
tors a
"(�), b
"( ) with �,  in L2(IR+)\
L1(IR+), we have

j<a
 "(�) ; (uk � Us) b
 "( )>j
� C kak kbk �(tk � s) + k(I � IES)"(�)k+ k(I � IES)"( )k

�
:

where C depends only on the norms Li
j and on the L2 and L1 norms of �,  .

Proof

We have

j<a
 "(�) ; (wk � Us) b
 "( )>j
� j<a
 "(�) ; (Utk � Us) b
 "( )>j

+ j<a
 "(�) ; (IESUtkIES � UtkIES) b
 "( )>j
+ j<a
 "(�) ; (UtkIES � Utk) b
 "( )>j

� j<a
 "(�) ; (Utk � Us) b
 "( )>j
+ k(I � IES)a
 "(�)k kUtkIES b
 "( )k
+


U�tk a
 "(�)



 k(I � IES) b
 "( )k
and we 
on
lude as in the previous proof.

Let !i
j(h) be su
h that

ILi
j(h)� ÆijI = h"ijLi

j +
bÆij hL00 + h"ij!i

j(h);

so that for any i; j, !i
j(h) tends to zero in operator norm. Re
all that (un)n2IN is

the solution of
un+1 = ILn+1un

with the notations of se
tion II.2, and 
onsider the solution (vn)n2IN of the equa-
tion

vn+1 � vn = [(h"ijLi
j + bÆij hL00)i;j ℄n vn:

where bÆij = �
1 if i = j and (i; j) 6= (0; 0),
0 if i 6= j or (i; j) = (0; 0).
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It will be simpler to 
ompare u and v if we 
onsider the above equations in
terms of the basis aij(n):

un+1 � un =
X
i;j

�
h"ij (Li

j +
bÆij hL00 + !i

j(h))
�
un a

i
j(n+ 1):

and
vn+1 � vn =

X
i;j

�
h"ijLi

j +
bÆij hL00� vn aij(n+ 1):

From the above lemma it is enough to prove the 
onvergen
e to zero of wn � un;
�rst we prove the 
onvergen
e of wn � vn.

From the fa
t that

Utk+1 � Utk =
X
i;j

Z tk+1

tk

Li
jUs da

i
j(s)

and thanks to the formulas for proje
tions of Fo
k spa
e integrals onto the toy Fo
k
spa
e re
alled in Theorem 7, one obtains the following expression for wk+1 � wk:

wk+1 � wk = IES
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt dt (
X

(i;j)6=(0;0)

�
h"ijLi

j a
i
j(k + 1)

�
IES

+ IES
1

h

Z tk+1

tk

Ut dt hL
0
0

X
i

aii(k + 1) IES

+
X
i6=0

X
j 6=0

IES

�
1

h

Z tk+1

tk

Ptk

�
Li
0(a

j
0(t)� aj0(tk))

�
Ut dt

+
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt

�
L0j (a

0
i (t)� a0i (tk))

�
dt

�
aij(k + 1)IES ;

remember that I =
P

i a
i
i(k + 1) for all k. As a 
onsequen
e

wn � vn =
X
k<n

�
IES

1

h

Z tk+1

tk

PtkUt dtIES � vk
�� X

(i;j)6=(0;0)

h"ijLi
j a

i
j(k)

�
+
X
k<n

�
IES

1

h

Z tk+1

tk

Ut dtIES � vk
�
hL00

X
i

aii(k + 1) IES

+
X
k<n

X
i6=0

X
j 6=0

IES

�
1

h

Z tk+1

tk

Ptk

�
Li
0(a

j
0(t)� aj0(tk))

�
Ut dt

+
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt

�
L0j (a

0
i (t)� a0i (tk))

�
dt

�
IES a

i
j(k + 1): (6)

We �rst wish to repla
e 1
h
IES

R tk+1
tk

PtkUt dt or 1
h
IES

R tk+1
tk

Ut dt in the �rst two
terms by wk = IESUtkIES . Lemma 10 allows us to estimate the error terms.
Consider two essentially bounded fun
tions �,  in L2 (IR+) and two ve
tors a; b
in the unit ball K1 of K; we expand the �rst term in (6):���<a
 e(~�) ; X

k<n

�
1

h
IES

Z tk+1

tk

PtkUt dt� wk

� X
(i;j)6=(0;0)

h"ijLi
j a

i
j(k) b
 e( ~ )>

���
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�
X
k<n

X
(i;j)6=(0;0)

���~�i(k)��� ��� ~ j(k)
��� ���<a
e(~�k) ; IES 1

h

Z tk+1

tk

(Us�Utk )dsL
i
j b
e( ~ k)>

���;
where we have omitted a uniformly bounded fa
tor

<a
 e(~�� ~�k) ; b
 e( ~ � ~ k)>:

From the fa
t that j~�(k)j � p
h k�k1, j ~ (k)j � p

h k k1 and using Lemma 10 we
obtain an estimation of the error term of the form

C kak kbk
p
h

for some 
onstant C whi
h depends only on T , on the norms of Li
j and on the L2

and L1 norms of � and  . On the other hand, the error term asso
iated to the
se
ond sum in (6) is 
learly dominated by C h in norm.

We now seek to evaluate the third sum in (6); for that 
onsider again two
fun
tions �;  in L1([0; t℄) and two ve
tors a; b in the unit ball K1 of K; we have,
up to an uniformly bounded fa
tor,����<a
 "(�) ; Li

0

1

h
IES

�Z tk+1

tk

Ptk(a
j
0(s)� aj0(tk))Us ds

�
aij(k + 1) IES b
 "( )>

����
=
���~�j(k) ~ i(k)

��� ����<a
 "(�k) ;

Z tk+1

tk

Li
0(a

j
0(s)� aj0(tk))Us  
 "( k) ds>

����
� h3=2



Li
0



 k�k1 k k1 ;

for
���~�(k)��� � p

h k�k1,
��� ~ (k)��� � p

h k k1 and aj0(s)� aj0(tk) is bounded on �tk ,

with norm
p
s� tk. One obtains similarly����<a
 "(�) ; L0
j

1

h
IES

Z tk+1

tk

Ptk(a
0
i (s)� a0i (tk))Us ds a

i
j(k) IESb
 "( )>

����
� h3=2



L0
j



 k�k1 k k1 ;

so that the se
ond sum in (6) is bounded by C
p
h 2t k�k1 k k1.

We have shown that, putting Fk =
P

i;j(h
"ijLi

j +
bÆij hL0

0) a
i
j(k),

j<a
 "(�) ; IES(wn � vn)IES b
 "( )>j
=
X
k<n

���<a
 "(~�) ; Fk(wk � vk)b
 "( ~ )>
���+ o(1) (7)

where o(1) is a term whi
h 
onverges to zero as h goes to zero uniformly for a, b
in K1 and for t in a bounded interval. That uniform 
onvergen
e property will be
most important in the sequel.
Expanding Fk in the equation (7) gives���<a
 "(~�n) ; (wn � vn)IES"( ~ n)>

���
�
X
i;j

X
k<n

h"ij
���~�i(k)��� ��� ~ j(k)

��� ���< (Li
j)
�a
 e(~�k) ; (wk � vk)b
 e( ~ k)>

���
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+
X
i6=0

X
k<n

h
���~�i(k)��� ��� ~ i(k)��� ���< (L00)

�a
 e(~�k) ; (wk � vk)b
 e( ~ k)>
���

+o(1);

where in ea
h term we have omitted an uniformly bounded fa
tor and the notation
o(1) indi
ates a fun
tion of h whi
h 
onverges to zero as h goes to zero.

Sin
e � and  are essentially bounded, the quantities h"ij
��~�i(k)���� ~ j(k)�� are

again of order h. Besides, remark that normalizing all operators would only im-
ply an additional 
onstant fa
tor, so that we 
an assume all operators Li

j to be

ontra
tions. In that 
ase the above estimate implies that, for all n,

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn) b
 e( ~ n)>
���

� hC
X
k<n

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; (wk � vk) b
 e( ~ k)>
���+ o(1)

for some 
onstant C. Noti
e that we have used our earlier remark that all 
onver-
gen
es are uniform in a; b 2 K1. This implies that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn)b
 e( ~ n)>
��� � (1 + Ch)n � o(1)

and sin
e nh 
onverges to t, the quantity (1 + Ch)n is bounded so that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn)b
 e( ~ n)>
���


onverges to zero as h goes to zero.
We have proved the desired 
onvergen
e property for the pro
ess (vk)k�0.

Now we will prove that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (vn � un)b
 e( ~ n)>
���


onverges to zero as h goes to zero. We have

un � vn =
X
k<n

Fk(uk � vk) +
X
k<n

�X
i;j

h"ij!i
j(k) a

i
j(k)

�
uk

=
X
k<n

�
Fk +

X
i;j

h"ij!i
j(k)a

i
j(k)

�
(uk � vk)

+
X
k<n

�X
i;j

h"ij!i
j(k)a

i
j(k)

�
vk (8)

The interest of the se
ond form lies therein, that the term without re
urring uk�vk

an now be estimated thanks to our previous result:���<a
 e(~�k) ; X

k<n

�X
i;j

h"ij!i
j(k)a

i
j(k)

�
vk b
 e( ~ k)>

���
is bounded byX

k<n

�X
i;j

h"ij
��~�i(k)���� ~ j(k)�� 

!i

j(h)


� supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; vk b
 e( ~ k)>��� (9)
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with

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; vk b
 e( ~ k)>
���

� supa;b2K1

����<a
 e(~�k) ; (vk � wk) b
 e( ~ k)>
���

+
���<a
 e(~�k) ; wk b
 e( ~ k)>

����
and our estimate shows that the �rst term on the right-hand-side 
onverges to
zero uniformly in k as h goes to zero. The se
ond term is, in turn, bounded by
k"(�)k k"( )k sin
e any wk is IESUtkIES and as su
h is a 
ontra
tion.

Thanks to our assumptions on the operators !ij(h), the bound (9) we are
interested in 
onverges to zero as h goes to zero, uniformly for a, b in K1. Besides,
for the term with re
urring uk � vk in (8) we obtain as before

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ;
X
k<n

�
Fk +

X
i;j

h"ij!ij(h)a
i
j(k)

�
(uk � vk)b
 e( ~ n)>

���
� hC

X
k<n

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; (vk � uk)b
 e( ~ k)>
��� ;

thanks to the fa
t that the operators !ij(h) are assumed to have norms whi
h

onverge to zero uniformly with h. We 
on
lude as in the previous 
ase.

This ends the proof.

Under some additional assumptions, whi
h are veri�ed in many appli
ations,
we 
an improve the 
onvergen
e result.

Theorem 12 {Consider the same assumptions and the same notations as in The-
orem 9. If furthermore kukk is lo
ally uniformly bounded in the sense that, for any
t in IR+, fkuk(h)k ; k � t=hg is bounded for any h, then u[t=h℄ 
onverges weakly
to Ut on all H0 
 �.

Proof

Theorem 9 allows us to perform a �=3 argument with an approximation of any
ve
tors of H0 
 T� by 
ombinations of ve
tors a
 "(�), b
 "( ) with essentially
bounded fun
tions �,  .

One of the main appli
ation of this last theorem is the 
ase when the matri
es
IL(h) give rise in the limit to a matrix L su
h as in Theorem 9 (the 
ase of a unitary
solution (Ut)t�0) with slightly stronger assumptions on the 
onvergen
e of the


oeÆ
ients ILij . In that 
ase we shall show that the asso
iated dis
rete evolution
(un)n2IN satis�es the 
onditions of the above theorem, so that the 
onvergen
e of
u[t=h℄ towards Ut is weak.
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Theorem 13 {Consider a family of matri
es IL(h) on H0 
 CN+1 su
h that

IL0
0(h) = I � h(iH +

1

2

X
k

L�kLk) + h!0
0(h)

ILi
0(h) =

p
hLi + h!i

0(h)

IL0
j(h) = �

p
h
X
k

L�kS
k
j + h!0

j (h)

ILi
j(h) = I + Si

j � ÆijI + h!i
j(h)

where
{ H is a bounded self-adjoint operator,
{ Si

j, i; j = 1; : : : ; N , are bounded operators su
h that the matrix (Si
j)i;j is

unitary and
{ Li, i = 1; : : : ; N are operators on H0

and where all the 
oeÆ
ients !i
j(h) are uniformly bounded and



!0
0(h)



 
onverges
to zero as h tends to zero.

Then the solution (un)n2IN of

un+1 = ILn+1un

is made of invertible operators whi
h are lo
ally uniformly bounded in norm. In
parti
ular for almost all t, u[t=h℄ 
onverges weakly to the solution Ut of (5) as h
tends to zero.

Beware that the operators !i
j do not bear the same normalizations here as

before.

Proof

A straightforward 
omputation shows the spe
ial form of IL indu
es many

an
elations when 
omputing the 
oeÆ
ients of IL�IL � I and of ILIL� � I, and
that they are of order h. Thus for small enough h the operators IL�IL, ILIL� and
thus IL are invertible. Thus so are the operators !n.

Furthermore the above estimates show that kILk � p1 + Ch. This easily gives
the lo
ally uniform boundedness of (un)n2IN and thus the desired weak 
onvergen
e
by Theorem 12.

This result gives a wide range of appli
ations; for our example where IL is
given by

IL =

0B�

os� 0 0 � sin�
0 1 0 0
0 0 1 0

sin� 0 0 
os�

1CA
with � =

p
h, we do not need it and may apply Theorem 12 dire
tly sin
e for all h

the matrix IL(h) is unitary. It implies that for almost all t, u[t=h℄ 
onverges weakly
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to Ut where (Ut)t2IR+ is the solution of

dUt = �1

2
V �V Ut dt+ V Ut da

0
1(t)� V �Ut da

1
0(t)

with V =

�
0 0
1 0

�
; this is the evolution asso
iated to the spontaneous de
ay into

the ground state in the Wigner-Weisskopf model for the two-level atom.
We use this example as an illustration for an interesting 
onsequen
e of Theo-

rem 9. We have said that, typi
ally, the operator IL whi
h des
ribes the intera
tion
of the two systems H0 and H during the time interval h is of Hamiltonian form;
yet, if one wants to write the above matrix IL in the form eihH , one �nds

H =

0B�
0 0 0 i=

p
h

0 0 0 0
0 0 0 0

�i=ph 0 0 0

1CA ;

and it appears that the matrix H depends on h.
Consider more generally any operator IL on H0 
 CN+1 and assume it is

written as eihH . Then H itself is a (N + 1) � (N + 1) matrix (Hi
j)i;j=0;:::;N

of operators on H0, of whi
h H0
0 is the Hamiltonian asso
iated to the proper

evolution of the small system, the matrix (Hi
j)i;j=1;:::;N for i; j � 1 is asso
iated to

the proper evolution of the environment and the operators Hi
0, i = 1; : : : ; N and

H0
j , j = 1; : : : ; N represent the intera
tion between the two. It is 
lear that the


onditions of normalization in Theorem 9 (and further remarks made in se
tion
IV.1) for
e these last operators to depend on h if the intera
tion is to be nontrivial
in the limit. What's more, if the proper evolution of the reservoir is also to be
nontrivial, it seems that the intera
tion terms have to be of order 1=

p
h; otherwise

stated a 
oupling 
onstant � has to appear in the Hamiltonian, whi
h must be
su
h that �2h is of order one. This is the normalization in use in the famous
weak 
oupling limit and it again appears as the right normalization for nontrivial
behaviour in su
h models.

Remarks :
{ As we have already stated, our results appear in a more intuitive form in

quantum probabilisti
 language. What we have proved amounts to the fa
t that
solutions of perturbed dis
rete-time equations

un+1 � un =
X
i;j

h"ij (Li
j + !i

j)un a
i
j(n+ 1)


onverge to solutions of expli
it quantum sto
hasti
 di�erential equations

dUt =
X
i;j

Li
jUt da

i
j(t):

In the setup we have presented it is natural to 
onsider that the perturbative

oeÆ
ients !i

j in the dis
rete-time equation do not depend on the time variable
n; it is natural, in a quantum probabilisti
 setup, to wonder whether there exist
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analogous results in the 
ase of time-dependent perturbations. All of our results
remain if one assumes uniform estimates; for this we refer the reader to [Pa2℄ where
these questions are also 
onsidered from the point of view of quantum sto
hasti

di�erential equations.

{ It is well known (see [H-P℄) that a strongly 
ontinuous group of unitaries,
hen
e a \Hamiltonian" operator, is asso
iated to unitary dilations or equivalently
to Lindbladians. The properties of su
h Hamiltonians have been heavily studied
by Chebotarev and Gregoratti (see [Gre℄ and the referen
es therein). Likewise,
there is a dis
rete Hamiltonian naturally asso
iated to the unitary dilations we
have 
onsidered; from our estimates it is possible to dedu
e the 
onvergen
e of the
dis
rete Hamiltonian to its 
ontinuous time 
ounterpart; this is fully developed in
[Pa2℄.

IV. Convergen
e of semigroups and generators

IV.1 From dis
rete to 
ontinuous master equations

First re
all that, just like in se
tion II.3, the solution (un)n2IN of the equation

un+1 = ILnun

with u0 = I indu
es a 
ompletely positive evolution on the small system: in the
Heisenberg pi
ture, one has for any a, b in H0, any X in B(H0),

<a
 
 ; u�nXun b
 
> = <a ; `n(X) b>

where
`(X) =

X
i2f0;:::;Ng

ILi
0
�XILi

0:

It is straightforward to prove the following result:

Theorem 14 {Let IL(h) =
�
ILi

j(h)
�
i;j2f0;:::;Ng

be a family of matri
es su
h thatPN
i=0 IL

i
0
�ILi

0(h) = I and su
h that the 
oeÆ
ients 
onverge in the following sense:

{ (IL0
0(h)� I)=h 
onverges in operator norm to some L0

0,

{ ILi
0(h)=

p
h 
onverges in operator norm to some Li

0 for all i in f1; : : : ; Ng.
Then there exists a selfadjoint operator H in B(H0) su
h that for all t in IR+,

`[t=h℄ �! etL

in operator norm, where

L(X) = i[H;X℄ +
1

2

NX
i=1

�
2Li

0
�XLi

0 � Li
0
�Li

0X �XLi
0
�Li

0

�
:

Proof

It is a straightforward 
omputation that

`(X) = X + h(L0
0
�X +XL0

0) + h
NX
i=1

Li
0
�XLi

0 + o(hkXk);
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the equality `(I) = I entails

(L0
0
� + L0

0) +
NX
i=1

Li
0
�Li

0 = 0

so that

i
�
L0
0 +

1

2

NX
i=1

Li
0
�Li

0

�
is selfadjoint; we denote it by H. Then ` is of the form

`(X) = X + h
�
i[H;X℄ +

1

2

NX
i=1

�
2Li

0
�XLi

0 � Li
0
�Li

0X �XLi
0
�Li

0X
��

+ o(hkXk);

whi
h is, with the notations of the above statement

`(X) = X + hL(X) + o(hkXk):
The above mentioned 
onvergen
e is therefore 
lear.

As a 
onsequen
e, it is very easy to obtain approximations of solutions of

ontinous-time master equations

dXt

dt
= L(Xt)

by solutions of dis
rete-time ones:

xn+1 = `xn:

Yet noti
e that the master equation gives no information whatsoever on the in-
tera
tion between the small system and the environment or on the environment
itself. On the other hand, the asso
iated quantum Langevin equation 
ontains the
information on the whole system; this justi�es our e�ort.

Noti
e that, in the above proposition, no hypothesis is needed on the other

oeÆ
ients of the matrix IL(h). Their properties a
tually depend on the 
hoi
e of
additional features of the matri
es IL(h), for example their unitarity. The possibil-
ity of 
hoosing IL(h) to be unitary and obtain in the end the desired Lindbladian
L is des
ribed by Parthasarathy in exer
ises 29.12 and 29.13 of [Par℄.

What's more, these manipulations show that the hypotheses of 
onvergen
e
of Theorem 14 are not as arti�
ial as it seems, and are not only 
onvenient as-
sumptions we set up in order to obtain the right 
onvergen
e. Indeed, to IL(h) is
asso
iated both a dynami
 on the observables, as we have seen, and an evolution
� , de�ned by

<a ; �nb> = <a
 
 ; un b
 
>

for all a,b in H0, whi
h turns our to be

�n = (IL0
0)
n:

If one assumes that �[t=h℄ 
onverges for almost all t and that IL0
0 is assumed to be


ontinuous at h = 0 then the assumption on IL0
0 in Theorem 14 is to be ful�lled; this
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implies that
Pn

i=1 IL
i
0
�ILi

0(h) = �h(L00�+L00)+o(h), so that the other assumptions
of 
onvergen
e of Theorem 14 are natural.

The other 
onditions des
ribed in Theorem 9 are in turn ne
essary if one
wants the pro
ess (Ut)t�0 obtained in the limit to be unitary (see Theorem 9) or
alternatively the matri
es IL(h) to be suÆ
iently 
lose to unitarity.
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Châ�nes d'atomes �a (N + 1)
niveaux et bruits quantiques de

dimension N
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Abstra
t

We show the intimate relations between 
hains of (n+1)-level atoms and n-dimensional 
lassi
al

or quantum noises. From a probabilisti
 point of view they are related through the approximation

of normal martingales in IRn
by random walks in IRn

whose jumps take exa
tly n + 1 di�erent

values (dis
rete-time normal martingales). From a physi
al point of view, they are related through the

identi�
ation of the bosoni
 Fo
k spa
e �(L2(IR+;Cn)) with a Cn+1
-valued 
ontinuous �eld over

IR+
(or a 
ontinuous tensor produ
t of 
opies of Cn+1

indexed by IR+
) and its approximation by


hains of (n+1)-level atoms. The 
onvergen
e of the 
orresponding 
reation, annihilation and gauge

pro
esses exa
tly 
orrespond to the 
onvergen
e of (
lassi
al or quantum) random walks to (
lassi
al

or quantum) pro
esses in IRn
.

I. Introdu
tion

From the tools developed in [At7℄ and [Pa2℄ it appears that the symmetri

Fo
k spa
e �(L2(IR+;Cn)) and its natural quantum noises pro
esses aij(t) are well

approximated by (n+1)-level atom 
hains 
INC
(n+1) and their matrix basis aij(k).

Indeed, the natural quantum noises of �(L2(IR+;Cn)) are the time pro
ess
a00(t), the 
reation pro
esses a0i (t), the annihilation pro
esses ai0(t) and the ex-

hange pro
esses aij(t). With di�erent normalisations, they are the limit of the


orresponding (n+ 1)2 basi
 matri
es aij(�) on 
INC
(n+1).

But it is also well-known that the Fo
k spa
e �(L2(IR+;Cn)) admits several
probabilisti
 interpretations in terms of n-dimensional normal martingales, su
h
as n-dimensional Brownian motion, Poisson pro
ess, mixtures of them, Az�ema
martingales ... (
f [A-E℄). The aim of this arti
le is to understand how the above
approximation interprets in more probabilisti
 terms. The stru
ture of the spa
e

INC

(n+1) suggests that we are dealing with approximation of n-dimensional pro-

esses by random walks taking (n+1) di�erent values. For example, all the normal
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martingales in IR2 should be approximated by random walks in IR2 whi
h 
an only
take 3 di�erent values. The approximation of the 
ontinuous pro
esses aij(t) by

the dis
rete pro
esses aij(k) should show us how the 3 di�erent values have to be


hosen in order to approximate a given normal martingale in IR2.

The key point in this arti
le is that these (n + 1)-valued random variables

orrespond to obtuse random variables as developed in [A-E℄. They are 
entered
and normalized random variables in IRn with exa
tly (n+ 1) di�erent values.

In [A-E℄ it was shown that these obtuse random variable are naturally asso
i-
ated to a sesqui-symmetri
 3-tensor � and that the asso
iated random walk satis-
�es a dis
rete-time stru
ture equation. This stru
ture equation allows us to repre-
sent the multipli
ation operators by this normal martingale in terms of the basi

operators aij(k). Considering the approximation of the Fo
k spa
e �(L2(IR+;Cn)),
we obtain the approximation of the multipli
ation operators by a 
ontinuous-time
normal martingale. The sesqui-symmetri
 3-tensor � then 
onverges to a doubly-
symmetri
 3-tensor (in the sense of [A-E℄) whi
h is the key of the stru
ture equation
des
ribing the probabilisti
 behaviour of the normal martingale (jumps, 
ontinuous
and purely dis
ontinuous parts...).

This arti
le does not pretend to show any strong new result, it only pla
es into
perspe
tive several already existing theorems, properly quoted in the following.
The originality of this work is more in the new point of view and the uni�
ation
brought on these results.

II. The atom 
hains

Consider the spa
e Cn+1 in whi
h we 
hoose an orthonormal basis denoted
by f
; X1; : : : ; Xng. This spa
e and this parti
ular 
hoi
e of an orthonormal basis
physi
ally represent either a parti
le with n ex
ited states Xi and a ground state

, or a site whi
h is either empty (
) or o

upied by a type i parti
le (Xi). We
often write X0 for 
 when we need uni�ed notations, but it is important in the
sequel to keep distinguished one of the basis state.

Together with this basis of Cn+1 we 
onsider the following natural basis of
L(Cn+1) = Mn+1(C):

aijXk = ÆkiXj ;

for all i; j; k = 0; : : : ; n. With these notations the operator a0j 
orresponds to


lassi
al fermioni
 
reation operator for the parti
ule Xj ; indeed, we have a0j
 =

Xj and (a0j)
2 = 0. The operator aj0 
orresponds to its asso
iated annihilation

operator. The operator aij ex
hanges a i-level state with a j-level state parti
le
(or a type i parti
le with a type j parti
le).

We now 
onsider a 
hain of 
opies of this system, like a 
hain of (n+ 1)-level
atoms. That is, we 
onsider the Hilbert spa
e

T� =
O
i2IN

Cn+1
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made of a 
ountable tensor produ
t, indexed by IN , of 
opies of Cn+1. A natural
orthonormal basis is des
ribed by the family

fXA;A 2 Png
where

{ Pn is the set of �nite subset A = f(n1; i1); : : : ; (nk; ik)g of IN � f1; : : : ; ng
su
h that the ni's are two by two di�erent. Another way to des
ribe the set Pn is
to identify it to the set of sequen
es (Ak)k2IN with values in f0; : : : ; ng, but taking
only �nitely many times a value di�erent from 0.

{ XA denotes the ve
tor



 : : :
 

Xi1 
 

 : : :
 

Xi2 
 : : :

of T�, where Xi1 appears in the 
opy number i1, Xi2 appears in the 
opy i2,...
When A is seen as a sequen
e (Ak)k2IN as above, then XA is advantageously
written 
kXAk

.

The physi
al meaning of this basis is easy to understand: we have a 
hain of
sites, indexed by IN ; on ea
h site there is nothing (resp. an atom in the ground
state) or a parti
ule of type 1 (resp. an atom at energy level 1) ... The above basis
ve
tor XA spe
i�es that there is a parti
ule of type i1 in the site n1, a parti
ule
of type i2 in the site n2 ..., all the other sites being empty. The spa
e T� is what
we shall 
all the (n+ 1)-level atom 
hain, with a 
ertain abuse of language.

Put faij; i; j = 0; : : : ; ng to be the natural basis of L(Cn+1), that is,

aij(Xk) = ÆikXj:

We denote by aij(k) the natural ampliation of the operator aij to T� whi
h a
ts

as aij on the 
opy number k and as the identity elsewhere.

Note, for information only, that the operators aij(k) form a basis of the algebra
B(T�) of bounded operators on T�. That is, the von Neumann algebra generated
by the aij(k), i; j = 0; : : : ; n, k 2 IN , is the whole of B(T�) (for T� admits no
subspa
es whi
h is non trivial and invariant under this algebra).

III. Obtuse random walks in IRn

Let X be a random variable in IRn whi
h takes exa
tly n + 1 di�erent val-
ues v1; : : : ; vn+1 with respe
tive probability �1; : : : ; �n+1 (all di�erent from 0 by
hypothesis). We assume, for simpli
ity, that X is de�ned on its 
anoni
al spa
e
(A;A; P ), that is, A = f1; : : : ; n+ 1g, A is the �-�eld of subsets of A, the proba-
bility measure P is given by P (fig) = �i and X is given by X(fig) = vi, for all
i = 1; : : : ; n+ 1.

Su
h a random variable X is 
alled 
entered and normalized if IE[X℄ = 0 and

ov(X) = I.

A family of elements v1; : : : ; vn+1 of IRn is 
alled an obtuse system if

<vi ; vj > = �1
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for all i 6= j.
We 
onsider the 
oordinates X1; : : : ; Xn of X in the 
anoni
al basis of IRn,

together with the random variable 
 on (A;A; P ) whi
h is deterministi
 and always
equal to 1.

We put eXi to be the random variable eXi(j) =
p
�jXi(j) and e
(j) = p

�j .

For any element v = (a1; : : : ; an) of IR
n we put bv = (1; a1; : : : ; an) 2 IRn+1.

The following proposition is rather straightforward and left to the reader.

Proposition 1 {The following assertions are equivalent.

i) X is 
entered and normalized.

ii) The (n+ 1)� (n+ 1)-matrix (e
; eX1; : : : ; eXn) is unitary.

iii) The (n+ 1)� (n+ 1)-matrix (
p
�1bv1; : : : ;p(�n+1bvn+1) is unitary.

iv) The family v1; : : : ; vn+1 is an obtuse system of IRn and

�1 =
1

1 + jjvijj2
:

Let T be a 3-tensor in IRn, that is, a linear mapping from IRn to Mn(IR). We
write T ij

k for the 
oeÆ
ients of T in the 
anoni
al basis of IRn, that is,

(T (x))i;j =
nX

k=1

T ij
k xk:

Su
h a 3-tensor T is 
alled sesqui-symmetri
 if

i) (i; j; k) 7�! T ij
k is symmetri


and
ii) (i; j; l;m) 7�!Pk T

ij
k T lm

k + ÆijÆlm is symmetri
.

Theorem 2 { If X is a 
entered and normalized random variable in IRn, taking
exa
tly n+ 1 values, then there exists a sesqui-symmetri
 3-tensor T su
h that

X 
X = I + T (X): (1)

Proof

By Proposition 1, the matrix (
p
�1bv1; : : : ;p(�n+1bvn+1) is unitary. In parti
u-

lar the matrix (bv1; : : : ; bvn+1) is invertible and its adjoint matrix too. But the latter
is the matrix whose 
olumns are the values of the random variables 
; X1; : : : ; Xn.
As a 
onsequen
e, these n + 1 random variables are linearly independent. They
thus form a basis of L2(A;A; P ) whi
h is a n+ 1 dimensional spa
e.

The random variable XiXj belongs to L2(A;A; P ) and 
an thus be written
as

XiXj =
nX

k=0

T ij
k Xk
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where X0 denotes 
 and for some real 
oeÆ
ients T ijk , k = 0; : : : ; n, i; j = 1; : : : n.

The fa
t that IE[Xk℄ = 0 and IE[XiXj ℄ = Æij implies T ij0 = Æij . This gives the
representation (1).

The fa
t that the 3-tensor T asso
iated to the above 
oeÆ
ients T ijk , i; j; k =
1; : : : n, is sesqui-symmetri
 is an easy 
onsequen
e of the fa
t that the expressions
XiXj is symmetri
 in i; j and Xi(XjXm) = (XiXj)Xm for all i; j;m. We leave it
to the reader.

The following theorem is detailed in [A-E℄, Theorem 2, p. 268-272.

Theorem 3. {The formulas

S = fx 2 IRn;x
 x = I + T (x)g:
and

T (y) =
X
x2S

px<x ; y >x
 x;

where px = 1=(1 + jjxjj2), de�ne a bije
tion between the set of sesqui-symmetri

3-tensor T on IRn and the set of obtuse systems S in IRn.

Now we wish to 
onsider the random walks indu
ed by obtuse random vari-
ables. That is, on the probability spa
e (AIN ;A
IN ; P
IN ), we 
onsider a sequen
e
(X(n))n2IN� of independent random variables with the same law as a given obtuse
random variable X.

For any A 2 Pn we de�ne the random variable

XA =
Y

(n;i)2A
Xi(n)

with the 
onvention
X; = 1l:

Proposition 4. {The family fXA;A 2 Png forms an orthonormal basis of the
spa
e L2(AIN ;A
IN ; P
IN ).
Proof

For any A;B 2 Pn we have

<XA ; XB > = IE[XAXB℄ = IE[XA�B℄IE[X
2
A\B℄

by the independen
e of the X(n). For the same reason, the �rst term IE[XA�B℄
gives 0 unless A�B = ;, that is A = B. The se
ond term IE[X2

A\B℄ is then equal
to
Q

(n;i)2A IE[Xi(n)
2℄ = 1. This proves the orthonormal 
hara
ter of the family

fXA;A 2 Png.
Let us now prove that it generates a dense subspa
e of L2(AIN ;A
IN ; P
IN ).

If we had 
onsidered random walks indexed by f0; : : : ; Ng instead of IN , it would
be 
lear that the XA, A � f0; : : : ; Ng would have formed an orthonormal basis
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of L2(AN ;A
N ; P
N ), for their dimensions are equal. Now a general element f
of L2(AIN ;A
IN ; P
IN ) 
an be easily approa
hed by a sequen
e (fN )N su
h that
fN 2 L2(AN ;A
N ; P
N ), for all N , by taking 
onditional expe
tations on the
traje
tories of X up to time N .

For every obtuse random variable X, we thus obtain a Hilbert spa
e T�(X) =
L2(AIN ;A
IN ; P
IN ), with a natural orthonormal basis fXA;A 2 Png whi
h em-
phasizes the independen
e of the X(n)'s. In parti
ular there is a natural isomor-
phism between all the spa
es T�(X) whi
h 
onsists in identifying the asso
iated
basis. In the same way, all these 
anoni
al spa
es T�(X) of obtuse random walks
are naturally isomorphi
 to the atom 
hain T� of previous se
tion (again by iden-
tifying their natural orthonormal basis).

But this identi�
ation, as Hilbert spa
es, does not mean mu
h for the moment.
The identi�
ation of the random variable Xi(n) to the element X(n;i) of T� makes
lost all the probabilisti
 information aboutXi(n). Indeed it is impossible to re
over
the probabilisti
 nature of the random variable Xi(n) by only knowing that it is
sent to X(n;i) via some unitary operator! We have lost the law of Xi(n), the
independen
e with respe
t to the others Xj(k), ...et


The only way to re
over the full probabilisti
 information on Xi(n) in the
Hilbert spa
e formalism asso
iated to T� is to 
onsider the multipli
ation operator
by Xi(n) instead of the Hilbert spa
e element Xi(n). Indeed, if we know the
representation in T� of the operatorMXi(n) of multipli
ation byXi(n) on T�(X),
we know eveything about the random variable Xi(n).

On
e this is understood, the following theorem is one the keys of this arti
le.
It shows that all the obtuse random walks in IRn 
an be represented in a single
spa
e T� with very e
onomi
al means: linear 
ombinations of the operators aij .

Theorem 5. {Let X be an obtuse random variable, let (X(k))k2IN be the asso
i-
ated random walk on the 
anoni
al spa
e T�(X). Let T be the sesqui-symmetri

3-tensor asso
iated to X. Let U be the natural unitary isomorphism from T�(X)
to T�. Then, for all k 2 IN; i = f1; : : : ; ng we have

UMXi(k)U
� = a0i (k) + ai0(k) +

X
j;l

T jl
i ajl (k):

Proof

It suÆ
es to 
ompute the a
tion of Xi(k) on the basis elements XA, A 2 Pn.
We have, by Theorem 1

Xi(k)XA = 1l(k;�)62AXi(k)XA +
X
j

1l(k;j)2AXi(k)XA

= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g +
X
j

1l(k;j)2AXi(k)Xj(k)XAnf(k;j)g

= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g +
X
j

1l(k;j)2A(Æij +
X
l

T ij
l Xl(k))XAnf(k;j)g
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= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g + 1l(k;i)2AXAn(k;i) +
X
j

X
l

1l(k;j)2AT
ij
l XAnf(k;j)g[f(k;i)g

and we immediatly re
ognize the formula for

a0i (k)XA + ai0(k)XA +
X
k;l

T ij
l ajl (k)XA:

We shall now abadon for a while these random walk, in order to des
ribe the
Fo
k spa
e stru
ture and its approximation by the atom 
hain.

IV. Approximation of the Fo
k spa
e by atom 
hains

We re
all the stru
ture of the bosoni
 Fo
k spa
e � and its basi
 stru
ture
(
f Chapter 3 for details).

Let � = �s(L
2(IR+;Cn)) be the symmetri
 (bosoni
) Fo
k spa
e over the

spa
e L2(IR+;Cn). We shall here give a very eÆ
ient presentation of that spa
e,
the so-
alled Gui
hardet interpretation of the Fo
k spa
e.

Let I = f1; : : : ; n�1g. Let P be the set of �nite subsets f(s1; i1); : : : ; (sk; ik)g
of IR+ � I su
h that the si are two by two di�erent. Then P = [kP(k) where
P(k) is the set of k-elements subsets of IR+ � I. By ordering the IR+-part of
the elements of � 2 P(k), the set P(k) 
an be identi�ed to the in
reasing simplex
�k = f0 < t1 < � � � < tkg � I of IRk � I. Thus P(k) inherits a measured spa
e
stru
ture from the Lebesgue measure on IRk times the 
ounting measure on I.
This also gives a measure stru
ture on P if we spe
ify that on P0 = f;g we put
the measure Æ;. Elements of P are often denoted �, the measure on P is denoted
d�. The �-�eld obtained this way on P is denoted F .

We identify any element � 2 P with a family f�1; : : : ; �n�1g of (two by two
disjoint) subsets of IR+ where

�i = fs 2 IR+; (s; i) 2 �g:
For a s 2 IR+ we denote by fsgi the element � = f;; : : : ; ;; fsg; ;; : : :;g of P
(where fsg is at the i-th position.

The Fo
k spa
e � is the spa
e L2(P;F ; d�). An element f of � is thus a
measurable fun
tion f : P ! C su
h that

jjf jj2 =
Z
P
jf(�)j2 d� <1 :

One 
an de�ne, in the same way, P[a;b℄ and �[a;b℄ by repla
ing IR
+ with [a; b℄ � IR+.

There is a natural isomorphism between �[0;t℄
�[t;+1[ given by h
 g 7! f where
f(�) = h(� \ [0; t℄)g(� \ (t;+1[).

De�ne 1l to be the va
uum ve
tor, that is, 1l(�) = Æ;(�).
De�ne �i

t2� by

�t(�) =
n
1l[0;t℄(s) if � = fsgi
0 otherwise.
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Then � �t belongs to �[0;t℄. We even have �i
t � �i

s2�[s;t℄ for all s � t. This
last property allows to de�ne a so-
alled Ito integral on �. Indeed, let (git)t�0 be
families in �, for i = 1; : : : ; N � 1, su
h that

i) t 7! kgitk is measurable,

ii) git2�[0;t℄ for all t,

iii)
R1
0
kgitk2 dt <1,

then one de�nes
P

i

R1
0

git d�
i
t to be the limit in � ofX

i

X
j

1

tj+1 � tj

Z tj+1

tj

Ptjg
i
s ds


�
�i
tj+1 � �i

tj

�
(3)

where Pt is the orthogonal proje
tion onto �[0;t℄ and ftj ; j2INg is a partition of

IR+ whi
h is understood to be re�ning and to have its diameter tending to 0. Note
that 1

tj+1�tj

R tj+1
tj

Ptjgs ds belongs to �[0;tj ℄, whi
h explains the tensor produ
t

symbol in (3).
We get that

P
i

R1
0

git d�
i
t is an element of � with�����

�����
X
i

Z 1

0

gt d�t

�����
�����
2

=
X
i

Z 1

0

��git��2 dt : (4)

Let f2L2(Pn), one 
an easily de�ne the iterated Ito integral on �.

In(f) =

Z
Pn

f(�) d�i1
t1 : : : d�

in
tn

by iterating the de�nition of the Ito integral. We use the following notation:

In(f) =

Z
Pn

f(�) d��

whi
h we extend, in an obvious way, to any f 2 �.
We then have the following important representation.

Theorem 6. {Any element f of � admits an abstra
t 
haoti
 representation

f =

Z
P
f(�) d��

with

kfk2 =

Z
P
jf(�)j2 d�

and an abstra
t predi
table representation

f = f(;)1l +
X
i

Z 1

0

Di
tf d�i

t

with

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i

Z 1

0

kDi
sfk2 ds

where [Di
sf ℄(�) = f(� [ fsgi)1l��[0;s[.
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Let us now re
all the de�nitions of the basi
 noise operators aij(t), i; j =
0; : : : ; N � 1, on �. They are respe
tively de�ned by

[a0i (t)f ℄(�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi);

[ai0f ℄(�) =

Z t

0

f(� [ fsgi) ds;

[aijf ℄(�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi [ fsgj)

for i; j 6= 0 and a00(t) = tI.

There is a good 
ommon domain to all these operators, namely

D =
n
f2� ;

Z
P
j�j jf(�)j2 d� <1

o
:

Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a partition of IR+ and Æ(S) =
supi jti+1 � tij be the diameter of S. For S being �xed, de�ne �n = �[tn;tn+1℄,
i2IN . We then have � ' 
n2IN�n (with respe
t to the stabilizing sequen
e
(1l)n2IN ).

For all n2IN , de�ne for i; j 6= 0

Xi(n) =
�itn+1 � �itnp
tn+1 � tn

2 �n ;

ai0(n) =
ai0(tn+1)� ai0(tn)p

tn+1 � tn
;

aij(n) = aij(tn+1)� aij(tn) ;

a0i (n) = P1℄
a0i (tn+1)� a0i (tn)p

tn+1 � tn
;

where P1℄ is the orthogonal proje
tion onto L2(P1) and where the above de�nition
of a0i (n) is understood to be valid on �n only, with a0i (n) being the identity
operator I on the others �m's (the same is automati
ally true for ai0, a

i
j). We

put a00(n) = I.

Proposition 7. {We have �
ai0(n)X

j(n) = Æij1l
ai01l = 0�
aij(n)X

k(n) = ÆikX
j(n)

aij1l = 0�
a0i (n)X

j(n) = 0
a0i (n)1l = Xi(n)

:
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Thus the a
tion of the operators aij on the Xi(n) is similar to the a
tion of
the 
orresponding operators on the spin 
hain of se
tion II. We are now going to

onstru
t the spin 
hain inside �. We are still given a �xed partition S. De�ne
T�(S) to be the spa
e of f2� whi
h are of the form

f =
X

A2PN
f(A)XA

(with kfk2 =PA2PN jf(A)j2 <1).
The spa
e T�(S) is thus 
learly identi�able to the spin 
hain T�; the opera-

tors aij(n) a
t on T�(S) exa
tly in the same way as the 
orresponding operators
on T�. We have 
ompletely embedded the toy Fo
k spa
e into the Fo
k spa
e.
Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a �xed partition of IR+. The spa
e
T�(S) is a 
losed subspa
e of �. We denote by PS the operator of orthogonal
proje
tion from � onto T�(S).

We are now going to prove that the Fo
k spa
e � and its basi
 operators aij(t)


an be approa
hed by the toy Fo
k spa
es T�(S) and their basi
 operators aij(k).
We are given a sequen
e (Sn)n2IN of partitions whi
h are getting �ner and �ner

and whose diameter Æ(Sn) tends to 0 when n tends to +1. Let T�(n) = T�(Sn)
and let Pn be the orthogonal proje
tor onto T�(Sn), for all n2IN .

Theorem 8. {

i) For every f2� there exists a sequen
e (fn)n2IN su
h that fn2T�(n), for
all n2IN , and (fn)n2IN 
onverges to f in �. For all i; j let

"ij =
1

2
(Æ0i + Æ0j):

ii) If Sn = f0 = tn0 < tn1 < � � � < tnk < � � �g, then for all t2IR+, the operatorsX
k;tn

k
�t

(tnk+1 � tnk )
"ijaij(k)


onverge strongly on D to aij(t).

Proof

i) As the Sn are re�ning then the (Pn)n forms an in
reasing family of
orthogonal proje
tion in �. Let P1 = _nPn. Clearly, for all s � t, all i we have
that �it � �is belongs to RanP1. But by the 
onstru
tion of the Ito integral and
by Theorem 5, we have that the �it��is generate �. Thus P1 = I. Consequently
if f2�, the sequen
e fn = Pnf satis�es the statements.

ii) The 
onvergen
e of
P

k;tn
k
�t (t

n
k+1 � tnk )

"ijaij(k) to aij(t) is 
lear from the

de�nitions when i 6= 0. Let us 
he
k the 
ase of a0i . We have, for f2D� X
k;tn

k
�t

q
tnk+1 � tnka

0
i (k)f

�
(�) =

X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

℄j=1

X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

℄

f(� n fsg):
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Put tn = inf
�
tnk2Sn ; tnk � t

	
. We have


 X

k;tn
k
�t

q
tnk+1 � tnka

0
i (k)� a0i (t)f




2

=

Z
P

��� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

℄j=1

X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

℄

f(� n fsg)�
X

s2�\[0;t℄
f(� n fsg)

���2 d�

� 2

Z
P

��� X
s2�\[t;t℄

f(� n fsg)
���2 d� + 2

Z
P

��� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

℄j�2

�
X

s2�\[tn
k
;tn
k+1

℄

f(� n fsg)
���2 d�:

For any �xed �, the terms inside ea
h of the integrals above 
onverge to 0 when n
tends to +1. Furthermore we have, for n large enough,Z

P

��� X
s2�\[t;tn℄

f(� n fsg)
���2 d� �

Z
P
j�j

X
s2�

s�t+1

jf(� n fsg)j2 d�

=

Z t+1

0

Z
P
(j�j+ 1)jf(�)j2 d� ds

� (t+ 1)

Z
P
(j�j+ 1)jf(�)j2 d�

whi
h is �nite for f2D;Z
P

��� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

℄j�2

X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

℄

f(� n fsg)
���2 d�

�
Z
P

� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

℄j�2

��� X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

℄

f(� n fsg)
����2 d�

�
Z
P

� X
k;tn

k
�t

X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

℄

jf(� n fsg)j
�2

d�

=

Z
P

� X
s2�
s�tn

jf(� n fsg)j
�2

d�

=

Z
P
j�j

X
s2�
s�tn

jf(� n fsg)j2 d�

� (t+ 1)

Z
P
(j�j+ 1)

��f(�)��2 d�

in the same way as above. So we 
an apply Lebesgue's theorem. This proves ii).
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V. Multidimensional stru
ture equations

Let us re
all some basi
 fa
ts about normal martingales in IRn, as developed
in [A-E℄.

In the same way as the Fo
k spa
e � = �(L2(IR+;C)) admits probabilisti

interpretations in terms of unidimensional normal martingales, the multiple Fo
k
spa
e � = �(L2(IR+;Cn)) admits probabilisti
 interpretations in terms of multidi-
mensional normal martingales. The point here is that the extension of the notion
of normal martingale, stru
ture equation: : : to the multidimensional 
ase is not so
immediate. Some interesting algebrai
 stru
tures appear.

A martingale X = (X1 : : :Xn) with values in IRn is 
alled normal if X0 = 0
and if, for all i and j, the pro
ess Xi

tX
j
t � Æijt is a martingale. This is equivalent

to saying that
hXi; Xjit = Æijt

for all t 2 IR+, or else this is equivalent to saying that the pro
ess

[Xi; Xj℄t � Æijt

is a martingale.
A normal martingale X = (X1 : : :Xn) in IRn is said to satisfy a stru
ture

equation if ea
h of the martingales [Xi; Xj℄t � Æijt is a sto
hasti
 integral with
respe
t to X:

[Xi; Xj℄t = Æijt+
nX

k=1

Z t

0

T ij
k (s) dXk

s

where the T ij
k are predi
table pro
esses.

A family
n
Aij

k ; i; j; k 2 f1 : : :Ng
o

of real numbers is identi�ed to a linear

map A from IRn 
 IRn by

(Ax)ij =
nX

k=1

Aij
k xk :

Su
h a family is said to be diagonalisable in some orthonormal basis if there exists
an orthonormal basis fe1 : : : eng of IRn for whi
h

Aek = �ke
k 
 ek

for all k = 1 : : : n and for some eigenvalues �1 : : : �n 2 IR.

A family
n
Aij

k ; i; j; k 2 f1 : : :Ng
o
is 
alled doubly symmetri
 if

i) (i; j; k) 7! Aij
k is symmetri
 on f1 : : : ng3 and

ii) (i; j; i0; j0) 7!Pn
k=1A

ij
k A

i0j0

k is symmetri
 on f1 : : : ngk.

Theorem 9. {For a family
n
Aij

k ; i; j; k 2 f1 : : : ng
o

of real numbers, the follow-

ing assertions are equivalent.

i) A is doubly symmetri
.

ii) A is diagonalisable in some orthonormal basis.
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A family fx1 : : : xkg of elements of IR is 
alled orthogonal family if the xi are
all di�erent from 0 and are two by two orthogonal.

Theorem 10. {There is a bije
tion between the doubly symmetri
 families A of
IRn and the orthogonal families � whi
h is given by

Af =
X
x2�

1

kxk2 hx; fix
 x

and
� = fx 2 IRn n f0g ; Ax = x
 xg :

These algebrai
 preliminaries are used to determine the behaviour of the mul-
tidimensional normal martingales.

Theorem 11. {Let X be a normal martingale in IRn satisfying a stru
ture equa-
tion

[Xi; Xj℄t = Æijt+
nX

k=1

Z t

0

T ij
" (s) dXk

s :

Then for a.a. (t; !) the family fT ij
k (s; !) ; i; j; k = 1 : : :Ng is doubly symmetri
.

If �t(!) is its asso
iated orthogonal system and if �t(!) denotes the orthogonal
proje
tion onto (�t(!))

?, then the 
ontinuous part of X is given by

X
;i
t =

NX
j=1

Z t

0

�ijs dXj
s ;

the jumps of X happen only at totally ina

essible times and they satisfy

�Xt(!) 2 �t(!) :

We 
an now study a basi
 example. The simplest 
ase o

urs when T is

onstant in t. Contrarily to the unidimensional 
ase, this situation is already
rather ri
h.

Proposition 12. {Let T be a doubly symmetri
 family on IRn. Let � be its
asso
iated orthogonal system. Let B be a Brownian motion with values in the
Eu
lidian spa
e �?. For ea
h x 2 �, let Nx be a Poisson pro
ess with intensity
kxk�2. We assume B and all the Nx to be independent. Then the martingale

Xt = Bt +
X
x2�

(Nx
t � kxk�2t )x

satis�es the 
onstant 
oeÆ
ient stru
ture equation

[Xi; Xj℄t = Æijt+
nX

k=1

T ij
k Xk

t :
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Conversely, every normal martingale whi
h is solution of the above equation has
the same law as X.

Finally, let us re
all a parti
ular 
ase of a theorem proved in [At2℄, whi
h has
the advantage of not needing the introdu
tion of quantum sto
hasti
 integral and
of being suÆ
ient for our purpose.

Theorem 13. {Let X be a normal martingale in IRn whi
h satis�es a stru
ture
equation of the above form :

[Xi; Xj℄t = Æijt+
nX

k=1

T ij
k Xk

t :

Then X possesses the 
haoti
 representation property. Furthermore, the spa
e
L2(AIN ;A
IN ; P
IN ) is naturally isomorphi
 to �, by identifying the 
haoti
 ex-

pansion of f with the element ef of � whose abstra
t 
haoti
 expansion has the
same 
oeÆ
ients.

Within this identi�
ation the operator of multipli
ation by Xk
t is equal to

MXk
t
= a0k(t) + ak0(t) +

nX
i;j=1

T ij
k aij(t):

VI. Some approximations of n-dimensional noises

We shall now follow some examples of appli
ation of the above remarks and
results.

We 
onsider, in the 
ase n = 2, an obtuse random variable X whi
h takes the
values v1 = (a; 0), v2 = (b; 
) and v3 = (b; d) with respe
tive probabilities p; q; r.
In order that X be obtuse we put

a =
p
1=p� 1; b = �1=a; 
 =

p
1=q � 1� b2; d = �

p
1=r � 1� b2:

Let us 
all S this set of values for X and ps the probability asso
iated to s 2 S.
The asso
iated sesqui-symmetri
 3-tensor T is given by

T (v) =
X
s2S

ps < s; x > s
 s:

For example, in the 
ase p = 1=2, q = 1=3 and r = 1=6 we get a = 1, b = �1,

 = 1 and d = �2. The tensor T is then given by

T (v) =

�
0 �y
�y �x� y

�
if v = (x; y). Thus the multipli
ation operator by X1 is equal to

X1 = a10 + a01 � a22

and the multipli
ation operator by X2 is equal to

X2 = a20 + a02 � (a12 + a21 + a22):
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Now we 
onsider a random walk (X(k))k�0 made of independent 
opies of this
random variable X, with time step h. In the framework of the Fo
k spa
e approx-
imation des
ribed above, the operatorX

k;kh�t
X1(k)=

p
h


onverges to
a01(t) + a10(t)

and the operator X
k;kh�t

X2(k)=
p
h


onverges to
a02(t) + a20(t):

This means that the limit pro
ess X(t) is a 2-dimensional Brownian motion. In-
deed, the above representation shows that the asso
iated doubly-symmetri
 tensor
� is null and thus X satis�es the stru
ture equation

d[X1; X1℄t = dt

d[X1; X2℄t = 0

d[X2; X2℄t = dt

whi
h is exa
tly the stru
ture equation veri�ed by two independent Brownian
motion.

It is 
lear, that whatever the values of p; q; r are, if they are independent of the
time step parameter h, we will always obtain a 2-dimensional Brownian motion as
a limit of this random walk.

When some of the probabilities p; q or r depend on h the behaviour may be
very di�erent. Let us follow two examples.

In the 
ase p = 1=2, q = h and r = 1=2� h we get

a = 1; b = �1; 
 =
1p
h
+O(h1=2); d = �2

p
h+ o(h3=2):

For the tensor T we get

T (v) =

�
0 + o(h5=2) �y + o(h2)
�y + o(h2) � yp

h
� x+ o(h1=2)

�
:

The multipli
ation operators are then given by

X1 = a10 + a01 � a22 + O(h2)

and

X2 = a20 + a02 � (a12 + a21) +
1p
h
a22 + O(h1=2):

In the same limit as above we obtain the operators

a10(t) + a01(t)

297



and
a20(t) + a02(t)� a22(t):

This means that the 
oordinate X1(t) is a Brownian motion and X2(t) is an
independent Poisson pro
ess, with intensity 1 and dire
ted upwards. Indeed, the
asso
iated tensor � is given by

�(v) =

�
0 0
0 �y

�
and the asso
iated stru
ture equation is

d[X1; X1℄t = dt

d[X1; X2℄t = 0

d[X2; X2℄t = dt+ dX2(t)

whi
h is the stru
ture equation of the pro
ess we des
ribed.

The last example we shall treat is the 
ase p = 1� 2h, q = r = h. We get, for
the dominating terms

a =
p
2
p
h; b = � 1p

2

1p
h
; 
 =

1p
2

1p
h
; d = � 1p

2

1p
h
;

and

X1 = a10 + a01 �
1p
2

1p
h
a22 +

1p
2

1p
h
a11

X2 = a20 + a02 �
1p
2

1p
h
(a12 + a21):

The limit pro
ess is then solution of the stru
ture equation

d[X1; X1℄t = dt� 1p
2
dX1(t)

d[X1; X2℄t = � 1p
2
dX2(t)

d[X2; X2℄t = dt� 1p
2
dX1(t):

The asso
iated tensor is easy to diagonalise and one �nds the eigenve
tors

(�1=
p
2; 1=

p
2) and (�1=

p
2;�1=

p
2):

The limit pro
ess is made of two independent Poisson pro
esses, with intensity 2
and respe
tive dire
tion (-1,1) and (-1,-1).
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