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R ésumé

NOlis ét udions les sol utio ns d' u n système en bo ud e fermée avec un contrôleur liué nir e adap­
tatif.

D' un e pe rt , nous dé finis sons une classe de systè me s tels que tou tes ],·S »olutions soie nt
bor nées. Pour cela, nou s ob ser vons que les effet s no n mo dèlis és par un mOllèle lin éaire p eu­
vent SO W I de s hypothèses réal ist es êt re majorées pa r une norm e des signaux en trées-sor tie s .
Cet te rem arqu e motive la mo difi ca tion des lois d 'adap ta t ion , Ainsi , les pa ra mè tr ..s ad aptés .
Ir-ur vit esse , e t l 'er reur d 'a da p ta tion ac quièrent des pro prié tés telles que les pert urbat ions qui
Ir-ur sont assoc iées dans le sys tpnw boudé pui ssent êt re analysées par les m éthodes de s ta ­
bilit é to ta le. Ces résult a t s te chniques nous do nn ent une de script ion qualita tiv e des sys tè mes
auxquels 0 11 p eut appliquer une com mand e linéai re adapta t ive liée à une pi1l"am ètrisa t ion ex ­
plicite po m obtenir la bornit ud .. de toutes les solutions . Enfin , des résulta ts plus qu an ti tat ifs
sont obtenus da ns le cas d'une paramêtrisa tio n imp licite .

D 'a ut re p art , nous proposons une mét hode po ur anal yser le por trai t de ph ase des sy stè­
mes linéaires ada pta t ifs. Nou s remarquons que lorsque les signaux exog ènes on t un e rllcrgie
fai bl... ou lors que la vitesse d' ada ptat ion est réd uit e , U ll système linéai re en bo ucle fermée
avec un contrôle ur linéai re adaptatif exhibe. au moins localement , un com portem ent à deux
éche lles de temps. Le sous -sys tè me lent étar u arrêté, le sous-système ra pide es t ass im ilable
à u ne famill e paramètrée dt> sys t èmes linéai res et une desc rip tio n exhaustive de ses solu­
tions bornée s et de leur stabilité peut êt re obt enue. La méthode de Poincaré nou s permet
de p réci Sf'f celles qui S(' prolong...nt en solu tions péri odiq ues du système réel. P ar ailleurs,
tir ant profit de la stahilité st ruc turelle d.-s en sembles intégraux hy pe rb oliq ues, nous mon ­
trons l'e xis tence d'e nsembles intégraux dont l' att ract ivité ou la r épuleivi t é II OU S permet ten t
d 'expliquer plus 0 11 moins localement le portra it riE' phas e. Enfin , la mé th ode d.. m oyen ­
nis at.ion p eu t êt re ap pliqu ée pou r étudier le comportement à l' int ér ieur de ces ensembles
int égraux.
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Préface

Commander un sys tè me, c'est agir sur ses entrées fonctionn elles pour lui impo ser un com ­
por temen t dy namique. Ce com port ement est géné ra lement défin i en d écomp osant le sys tème
l'fi u ne partie cert ain!': le mod èle et un e pa rt ie incertai ne: les per turba tions . La commande
clas sique suppose le modè le conn u et s'Int éresse aux réac tion s face aux per turbations . La
commande adapt ati ve suppose l'existence d 'un modèle parn mè tr é, les paramètres étant in­
con nu s. Pou r la com mande linéaire ad ap tat ive, ce mo dèle est typiquemen t un modèle linéaire
ra tion nel s ta tionnaire. I'our un te l modèle, on liait (Kailath [5]) qu'une loi de commande
elle au ssi lin éaire rat ionnelle et st ationn aire perm et de sat isfair e la plupart d es objectifs de
commande: placeme nt ne pôles, commande opt imale en hori zon infini, modèle 1.1.' référence
. . Dans le cas où l.,s par amèt res du modèle sont connu s (CM elassiquc], la commande peut

ètrr- obtenue, par ex('mpl~, par la technique d~ l' observat eur- contrôleur, Dans le cas où
1~ paramètres d u modèle son t inco nn us , il se pose en plus le pro hli'lIle d 'identification et
de réalisa tion. On peut for malise r ceci en écrivant If" sys tè me avec un état "augme nté"
(F , G , H , J ,X),

F (k + 1)

G(H ! )

H( k + 1)

J( k +l)

X ( k +l )

y(k )

F (k )

G( k)

H (k)

J(k)

F (k) X (k ) + G(k),, (k)

H (k)X (k) + .I(k) ,,(k)

où la su it c: li rep résent e les ('nt n."cs du mod èle ct la sui te y rep rt'scnte les sorties. On mesure
alors la d ifficult é du probl ème :

1. la rcpres..n ta lion (F , G , }{ , J ), même minimale , n 'es t pas u niq ue. Ct'Ci se tfl uiuir
par le fait que l'é ta t "e ugmeuté" u'eet pas obs ervab le. Ce pro b lème NIl résolu en
réd uisant le nombr e de paramètres , en choisiss an t une rep r ésent ation upproprjée, la
plus courrant e étant la rep rése ntation polynomial e:



OÙ A(q - I) ct B (q- I ) sont des [mat rices pol yn ôrninles en l'opérateur de ret ard q-1

2. le sys tème est non linéaire en l'é ta t "augmenté" On co ntou rne cette difficul té en
espérant qu'u n pr incipe de séparation s' ap plique: on commande le syst ème selon les
techniq ues de com mande linéaire classiq ue, supposan t À.ehaque inst ant les pa ram ètr es
esti més [ lnst ationnaires et inexacts} const an ts et exacts. Les par amè tres quant à eu x
so nt mil> à jour selon plusieurs techniques posslhles - minimisation d 'u n cri tè re de
perfo rmance, décroissance d 'u ne fonct ion de Lyapunov, est ima tion Le liv re de
Goodwin et Sin [3J décri t un grand nombre dl;' lois de commande linéaire adaptative
obtenues de cette façon .

Exe m p le: Considérons le mod èle d' un système d u premier ordre ayant le pôle pour
paramèt re 0:

y( k) = Oy(k - 1) + u( k - 1)

y( i) , y( i - 1) et u(i - 1), 1 :5 i :5 k, étant connus il l ' illst lln t k, fi est. solu tion d u système
linéa ire :

y( i ) - lJ(i- 1) = Y(I - I )O l :5 i :5~'

L'al l;or ithme de Kaczmarz par exemple (Householder (4, Section 4.2]), uti lisé en Ana­
lyse Numérique, nou s don ne une méthode itérative po ur ob ten ir (J:

8(kl ~ 8Ck _ 1) + YCk- I)( YC k) - uCk ) - YCk- 1)8( k - 1) )
1 + y( J... 1)2

SUpP~lIS main tenan t que l'object if de commande soit:

YCk+ 1) = '·Ckl

T étant une suite de> sorties dés ir é-s . La loi de command e:

uCkl ~ - OyCk) + 'Ck)

permet de réa liser parfaitement cet ob jectif. Ne conn aissant pas (J. nous prenons:

u(k ) ~ - 8(k ) yCk ) + 'Ckl

Cl)

(2)

(1) et (2) constituen t les éq uations d'un contrôl..ur lin éair e ad ap t at if, co nnu SOus le
nom de "cont rôleur rép onse' pile ad aptatif " (Goo dwin et Sin [3]).



Les algo rithmes de eomman de liné aire adap tative étant ain si définis, il Il'II.git d'ét udie r
les p rop riétés qu' ils confèrent aux signa ux du sys tè me auxquels ils sont app liq ués . Goodwin
d Sin [31 on t regroupé de nombre ux résult at s connus lorsq ue le systè me à commander peut
ê t re exac teme nt représenté par le mo dèle p ar amètre . Egardt [2) donne aussi une extension
au CIlS des sys tèmes pert urbès par un signal exogène born é.

E xe m p le : Si le sys tème à com man der Mt:

y(k) = ay(k- l ) + u(k - 1)

le cont rôleur répo ns e pile ad apt atif do nne les propri étés sui vantes (Goodwin r-t Sin [3,
T heor cm 6.3.1]):

• les suite s D, 1< et y sont boruèe s pour toutes condit ions ini tial es ,

• les su ites D(k + 1) - D(k) et y(k + 1) - r (k) sont de car rés somm able s.

L'objectif de ce mé mo ire es t d'é tu die r IN! pr opriétés obtenues lorsqu e le mo dèle pn rn m;'·
tré ne p ..ut pas repr ésent e r exactement le sys tè me à commander. Cette étud e es t divisée en
deux pa rties in dépendan tes :

• Bornit ude dl' toutes les soluti ons des systèm es linéaires adaptatifs

• Etude qualit ative des solut ions des systè mes linéaires adap ta t ifs

Men tionnon s [6] e t [11 qui cont ienne nt une premiè re sy nthèse dl' nos trava ux sur , re spe c t ive­
me nt, chacun de CClI suj ets .

iii
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Chapitre 1

Bornitude de toutes les so lu t ions d es
systèmes linéaires adaptatifs

1.1 I nt roduction

L'objectif de ce chapitr e Nit de défini r une clesse de syst èmes te ls que , leur a ppliquant uu
cont rôleur linéaire adaptatif, on ob tienne to utes les solu tions bornées. O n cher che plus
préc isémen t à éta blir que cett e propriété est "robuste" , c'est à clin' qu 'elle est prése rvée r-n
prése nce de certa ins types de per tu rba tions à dé finir . Nous nous cont en terons cepen dant ne
résulta ts qualit at ifs, notre mot ivat ion éta nt plu s dl" mont rer les outils et leur manipulation
que d'énoncer des résultats précis li és à des algo rith mes par t iculie rs.

Un co ntrôl eu r linéai re adaptatif est lion linéaire et, pour p rou ver la bo rn it ude de toutes
!p>< solutions, il fau t uti liser des propr iétés trtol! spé eiales du sys tème. Nous intéressan t il.
un cont rôleur linéaire ad aptat if bas é sur une adap ta tion paramét rique, nous le regardons
comme un contrôleu r linéaire pur amètr é intercon necté avec un estimate ur . P our exp loite r
techniquem ent cett e st ruc ture, il a été proposé (Egardt [2], de Larm inat [12] et bien d'autre s)
de rf"gar der le sys tème en boud e fermée comme deux sous-systèmes interconnec tés :

ê(k) = O(k - 1) + K(k)e (k ) + U(k)

(1.1)

(1.2)

Le sous-sys tème (1.1 ) est linéaire en X et, suppos ant 1/\par tie linéaire du contrôleur adaptatif
bi('n "conç ue-", jJ .~"r/>.jt exponf"ntîellemcnt etnble I\V~ entr-ées bornées si I..s p aram èt r..s
luiaptés étaient cons tan ts et Je>; effets non Iflodèli"';s ét aient born ées. Dans son équat ion :

• X représente une part ie de l' ét at du sys t ème telle quo:Bi X es t borné. l 'ét a t du syst ème
complet , mis à part If"vecteur des pa ramè tres adaptés. est borné.

• r re prése nt e des sig naux bornés tels It"Ssignaux de con signe s.

• ê représente le vecteur des param ètr es ad apt és ,



• les fon ct ions F et G sont régu lières, uniformém ent en k et pour Ô restant d ans un
ens emble fi ,

• Il existe deu x cons tante s po sitive s f et ( , ( st ric tc ll ll'n t inféri eur à 1 et po ur simplifier
f est superie-ur à 1, telles que po ur tout e dans fi , 011 ai t, pour tou s i et k (F u chs [3,
'I' heo rem 5]):

Il 'fi F (B, i )1I s 1('
, ; )+ 1

(1.3 )

• '1 est ce qu ' il faut aj outer à F X + Gr pou r ob tenir l'égalité. Ce vect eur représente
do nc les effet s 'l ui ne pe uvent ê t re modèlisés en par t iculier à cause des cont raintes sur
F e t r. L'erreur d'adep ta rion est par mi ces composantes .

Le sous -syst èm e (1.2) est la loi d 'adaptation de s par am èt res. So n rôle est de "m inimiser"
u ne erre-ur d 'ad aptation tout en gardant des par amètres au ssi const ants que poss ible. Dan s
son équation:

• J{ est une suite de gaius d 'adapta tio n dépendant de X ,

• e est l' er reur d 'ad apta t ion défini ssan t , plus ou moins exp licite me nt, un e er reur d 'est i
m at ion ,

• U est un e eo mm an de de la loi d 'adaptat ion , ut ilisée pour con t rôler le vecteur des
pa ra mètres adaptés e t en part iculier pou r introdui re la rounaiesance qu'on l'put en
avoir a prio ri.

E x e m p le : Consid érons le contrô leur réponse pilt' ad apt at if (Goo d win c-t Sin [7]) :

~ ~ y(k ) (y( k +1) - u(k ) - ' (k )y(k») }
O(k + 1) ~ 8(k) + 1 + y(k )'

u( k ) = - ' (k )y(k ) + , (k )

(1. 4)

où y est la sort ie du syst èm e, u est l'e nt rée e t r es t la consigne. Dan s ce cas l 'er reu r
d'adaptation est :

, (k ) ~ y(k ) - u( k - 1) - ' (k - 1)y(k - 1)

Reécri van r cette equation sous la forme :

y( k) ~ 9(k - l)y(k - 1) = Il (k - 1) + t(k)

( 1.5 )

(1.6)

011 obti ent une rep résentntion polyn ômiale ob servabl e inst enonnair e d'un système du
prem ier ordre où e es t r-e-qu' il faut ajou t r-r pour obte nir t"ff~c t iv~lTIf'n t une éga lité , c' est
il d ire les effet s non modélisés . Ou voit alo rs qu 'on pe u t écrire un sys t ème du type
(1.1),



X (k + 1) ~ ( 0 0)X (k) + ( : ) , (k) + ( 0 1 ) ( C(k» ) ( 1.7)
o 0 ~e( k ) 1 &(k) c(k ~ 1)

X (k + 1) ~ ( yl k) ) (1.8)
u(k)

(1. 3) est vérifiée et l'ét at du système com plet sera borné lorsque if, u et y le sont et,
par exemp le, le système à commander est linéaire un iformément détec tab le (Anders on
ct Moore [1]).

POUf obtenir des condit ions pou r lesque lles to utes les solu ti ons de (1.1)-(1.2) sont bornées.
nou s nous in spiro ns de la m étho de proposée , pour u n pro blème plus généra l, par Pe rsidskii r-t

Dychm an \14, pages 122-133 J. Il s' agit de regar der les deux sous -systèmes ind épendamme nt
l' un de l'a utre, "0 cons idérant les termes de coup lage comme des pe rt urbations , et de
d émontrer que leurs solu tions sont bornées en prés ence des pires per turbati ons que l'autre
sous-s ys tè me peu t créer. Ainsi , po ur le sous-sy~tètIle ( 1.1), les ter mes de 'pertur~atiolls .

int rodui ts par (1.2), sont l'a mpl itu de du vecteur 9{A:),sa vi tesse d 'évolu tion B(k) - BU:- 1)
,·t les effets lion modèlisés '1(k). Pou r le sous-syst ème (1.2 ), les t ermes de per tur ba tions, in ­
t ro d uits par (1. 1), sont l'incertitude su r l'am plit ude et l' orientation d u vecte ur K (k). Nou s
cherchons donc à ét ablir que, pour toute s les solu tions d u sous-sys tème (1.1), le vecteur des
pa ram ètr es ad apté !>, donné par (1.2),

1. res te da ns un compact "ad missible" T ,

2. donne un e e-rreur d'adapt a tion "pet ite" ,

3. va rie "lentement" au cours du t emps .

POlir preciser ces no tions "admissible" , "peti te", "lent ement " rela t ives au sous-s ys tème
(1.2), il nou s su llit de savoir sous que lles condit ions le sou s-système (1.1) aura t outes S l'l;

solutions bornées , mal,;r': la présence de s effet s pe rt urbateurs. Ains i:

• "l'edmisslbillté" sera reliée R l 'ensemble n où les fonctions F et G res te-nt régulièr es
uniformé ment en k .

• "la len teur" po urr a êt re caractérisé e grâce ail résnlmr classique d isan t que la st ahili té
des solut ions d 'un sys tè me linéaire lentement variable peut se déduire de celle du
syst( 'm(' "gelé" D~ façon plus pr écise, on a:

Le mme 1.1 ( Ext e nslon d e Ly a sce nk o [15]) Suppo JonJ que ( l.S) soit "ati Jfait e et que
la/onction F( ·,k) "" it Lip"chit zienn e en 0, uniformément en k, c'e3t à dire:



Vk,V8,,8,E T, IIF( 8"k)-F(8"k)11 s 1.118,-8,11 (1.9)

Soient a, P du con.•!ank l P(UitiVt:8 et P une con.danle pltu grande ou égale à 1 Si , pour
un couple d' ent itr8 (j,k), la j ui ll: 8 vérifie :

~ ljB( i ) -8(i - l ) I I ~ :::; ,q+n'J.: , 8(i) ET ,ViE[j+ l.j+k] ( 1.10)
' =1+1

pour tout p " t'ridement .,,,,pér ir tlr li (, il exi"te U'If _'"ûle born ée L tdlr que:

Il 'fi F (8(i ), i) 11 s L(kl"
,=)+ 1

ou:

(1.U )

(1.12)

• enfin , po ur la "petitesse " , Ili G est unifo rmément bor née su r 1" x N et puis que r est
bornée, on voit , avec ( 1.1) et (1. 11), qu' il ex iste des const antes pos itives Cil Cl e t ...,
t elles q ue :

,-,
IIX(k)112 :::; Cl ~1~ IIX (O)1I1 + Cl + 'Y~ >.1(1r- 1-·) II,/(i }1I2 (1.13)

Pou r pouvoir CIl conclu re que X est borne. il faut savoir comment les effets non
modèli sés , tj, sont rel iés à la part ie de l'ét a t, X , que nous avons cons id érée . T héori
quement , de nombreuses cond it ions suffisant es sur cette rela tion sont connues. Ainsi ,
une conseq uence direc te du Lem me de Gronwall es t que la suite X es t bornée si il
exis te des constantes, C;! et (~ , et une suit e de réels positifs, 11, telle s que la relation
l)-Xvérifie:

avec, pour 1111;> constante c st rictement positive et tous j , k [23]:

(1.14 )

p 2:: T ( 1.15 )

Dan s ce qui sui t , nous allons tout d 'abord énoncer des conditions dans lesq uelles une
inégalité de "pe titesse" te lle ( 1.14) es t vùifiée par l'er reur de modèlisarion do nn ée par un
modèle linéaire . En suite, nou s verrons comment, sous l' hypoth èse d'existe nce d'u n modèle
linéaire donnant ce type d 'erreur de modèlisa tion , on peut obtenir des paramètres ndaprè a
vérifiant une propri ét é de "len teu r" du type (1.10) et don nant des effl"ts non mod;'lj~s " da ns



(1.1) ~atisfai sant auss i un e inégali té de "pe tit esse" du typ e (1.14). D'a prèe ce qu i précède,
ceci no us suffira pour éta blir , IiO U S des hypoth èses "réa listes", que III com mande linéai re
ad aptati ve permet de ga ran ti r la bornitude de toutes les solu tions rlu sys t ème bouclé . Dans
le bu t de simp lifier les not a tion s, no us ne t rait ero ns que des systèmes "une en tr ée-un e llOrtic"
Les ré sul ta ts prés entés ont été éte ndu s au cas multi var iable e t mêm e 11.11cas de la co mmande
décentralisL~ ([21], [301,Sam son [311,wiemer ct Unbeh an en [35n .

1.2 Erreur d e modèlisation d ans le cas linéaire

Con sidérons u n syst ème linéaire statio nnai re de d imension fini e. On peut le re présenter par:

(LlO)

où « est l'ent rée, y la sortie et d une per turba t ion exogè ne bornée e t A e t n sont Ul' S

poly nôm es en l'opér a te ur de retard q-1, A é tant unitaire (i.e. A(O) =1). Nous cho isisso ns
d'appr oxi mer la paire syst èm e (A , E) par une paire mod èle (A..., B", ). Pour chaque u el ri,
y , obtenue de (1. 16), et ce modèle do nne nt une err eu r de mo dè lisat ion-

(Ll7)

A part ir des équ at ions (1. 16) et (1.17), nous voyons que , pou r tous polynômes T'", ct P, on
a la relation su ivante:

Pour exploiter cette égal ité , nous introduiso ns les définitions su ivan tes:

Définit io n 1.1 Soit rune con.Jtante .'Itrid em ent inféri turt ,.j 1,

• On appelle no rme 11(r) d 'une .Jude u, la .Juite défini e par;

( 1.19)

On rem arque:

(1.20)



où s , e.ll obtenue récur.livetnent :

( 1.21)

• On dit qu 'une Mlite fJ est r-expon entidlem ent décroi.!.lantc .li la .~If,i te r -kp(J,) ed
maJorée par une .~ui t e exponent iellem ent décroi.l.lan te.

• On dit qu 'une .luit e fJ C.lt r -bom ée si la .luit e r -k{J(k) e.,1 bornée.

• On dit qu 'un polynôme C(k ) à coéfficicnt.~ dépendani du temp .l e.lt T-expon entidl em en t
.ltable .li i l exi-lte deux COn.ltantC.l pO.litive.l C r.t À, >. étant .•trid em ent inféri eure à. T,
telle.' que, pour tou te .luite u, lc .~ Mlution.l de:

C( k, q- ') y( k) ~ u(k)

soien t bien défini e.l et vérifient:

(1.22)

(1.23)

fi étant un e sui te T-exponentiellement dic ro'is.lan te, ne dépelldant que de.l rondition.l
ini tia les de y_

Rem arquons qu 'un po lynôme P tel que P(Z- I ) ai t tou s ses zéros dan s le disque ouvert J e
rayon r est r -exponen tiellemera stable, Soit alors S(T), l'a lgèbre des fract ions ratiouuelles

!j;. telles que P(Z- l ) ai t to us ses zéros dans le disq ue ouv er t de rayon r Le T héorème de

Per eevel , l'i n égali t é de Schwarz et la liber té de choix de Pm et J' d ans (1.18) nou s permet tent
d 'énon cer :

P ro p rié té 1.1 Soi t d", la suit e de.l effet.! non m odêli.lés par un modêle linéaire .~ t a t ionna 'iTt

de dim en.lionfini e (A..., B", ) (1 ,17), pour un sY.lÛme linéaire statio nnai re de dimen.lionfinie

( A , B) (1.16). Pour tout r da7W10, 1[, tout!i dan,~ S (r ) et jout entier 1.., on a:

(1.24)

où, avec fi une .luite r -bornée, ne dépendan t que de P et de.! con dition.l ini ti a le.l de 1J et y ,

, { ' IA( _, )p",(Z- l ) A ( - ')1' IBI _. ) P...( Z- I) B ( -'li' )
î'"" = I~~ r z P(Z- l ) - '" z + Z P(Z- I ) - '" %

(1.25)

(1.26)



(1. 27)

où, avec fi une sui te T·e xponenti ellem ent dérroi.u ant c, ne dépendallt que de P et de.• condi·
tions initiale.• de Il et y,

(1.29)

On remarque que (1.24) implique ( 1.27), puisque:

(1. 30)

Cette inégal ité n'a pas d 'équ ivalent en temps con tinu . Pa r cont re, on démontre aisément
le rés u lta t technique sui vant , mo ntr ant que (1.24) implique auss i ( 1.27) en moyenn e sur les
interv alle s <Il' temps où la suite a es t grande, do mi ne la suite s et Ile Hait pas plu s vite
qu 'exponentiellemen t:

Le m me 1.2 Soi ent d"" fJ el s du .mite" telle•• que, p OUT tout k , on ait:

(1.31)

OÙ JI e"t une ' Qn"tante po.liliv e. Soif o une Jui te de réel" .'If n dem en t po"itif" tell e que la
"uite p.- ku(k ) "oit CTQÜ"ante. Pour chaque inten)(llle de temps [1.: + 1, 1.+ II , on a:

AVI'" ln P ropr-iét é 1.1, nous avons étab li qu 'u ne hyp oth èse , qualitativement pe u restric­
tive, sur l'e rreur de mod èlisat ion, donnée par (1. 17), es t ( 1.24) ou (1.2 7), où la suit e $T est
obtenue réc ursi vement par ( 1.21). En particulier, tous les effets pouvant être introdu its par
un système linéaire s tati onnaire de dime nsi on finie sont pris en com pte. Ce sys t~ulC peut
même êt re de dimension infinie , comporte r cer taine s non linéari tés ou êt re inst at.ionnaire

{251·



Si l'ant X du sys tè me (1.1) est observa ble À. parti r des sui tes u et y , J'in égalit é (1.24 )
est du typ e (1. 14). Ou s'attend do nc à pouvoir démontrer la born itu de des solutions si "'(2
01\ "'/00 NI t suffisume nt petit . De ee fait , on dém on t re que la bornitude des solutions est un e
prop ri ét é robuste vis il. vis des topo logies induites pa r les bases de vois inag es obtenues à
partir dos ex press ions (1.25) pt (1.28) ((25), {24), Vldy nsagar [34]). D'aprés l 'inégalit.é (1.15 )
dole Secnou Ll , on voit que les hypot hèses peuvent même êt re relâchées en remp laçan t les
con sta ntes ')"2 cu "'(00 par des su ites dont seule la moyen ne est suffisament "peti te" (21J.

En pratique. pour réd uire les const anll"ll"'/2ou "'/00 claus (1. 24) ou (1. 27), on ne travaille pas
di recte ment avec les ent rées-sor ti es du sys tème, mais avec des entrees-so rt ies condi tionnées

nous di ron s mesurées à la comp lexité r éd uit e du mod èle. Préci sément , si u, ct y" sont lf'S
entrées et so rt ies du sys tème à comm and er , tJ et y sont don nées par:

(
u.(q-,)y(I.» ) = ( [U,(q-' )- v.(q-' )T(q-' )I - q-'w.(q-' )T(q-,») ( y,(I.)- y,(I. ))
U..('1-I)U(.I:) V..(q-l) W..(q- l)T(q - l ) u,( k)

(1.33)

où :

• U... V"' W,,' U" V~ , ~V, et T son t des polynômes, (Uy - V~T) TV.. + q-IV..lV~ , U.. et U~
ayan t to us leurs zéros dan s le d isque 01lVCl"t d r- rayon p . Ceci introd ui t imp licite ment
Il com me par amè tre suppl émentaire du "système de mesu re"

• !I<I est une suit e de consig ne.

• La présen ce du polyn ôme T résu lte de l'app lica tion du "pri ncipe du modèl e interne"
Ce polynôme ét an t sensé a nn ihiler les signaux d et !/d, il a typiq uement S<'S zéros sur
le cerc le unité. Ceci permet de rendre les signaux mes urés "insensi bles" aux signaux
exogènes d et !J,J. Cepe ndant , dan s ce ces , le modèle doi t être pris SOU!l la forme
(A",S, il ", ) où S es t le plus gran d d iviseur com mun de T et V.. (voir [25]).

En défini ssant SPI' de façon analogue à SI" mais à par ti r des signa ux réels et non des signa ux
mesurés:

Propriét é 1.2 ( [25]) 1- Si le polyn ôm E T u t choisi Id qUE:

• r,,------- ---
~Jl'(Ir- ') lup(i)l' :S 8" + ",/" ~1l2(1r- ' ) l l y, ( i )l1 + IT(q - I) Up(i)12)

il ~xüte des constantEs "'(. "'(P' fJ et {JI' tellES que, p OUT tout 1.: ;

(1.34)

(1.35)

(1.36)



e! si &,. ten d ver&zéro, y" - Y.l tend ver& zéro.
f· Si u" et Y" &ont lu en tréu-Jor liu d'un JYJltme tinéaire:

(1.37)

avec d born ée, l 'erreur de modefiJalioll d..., donnée par un modrle (A",S . R", ) 4ppliqué aux
sign aux me.~uréJ , vérifi e:

(1.38)

(1. 39)

où [es .m it e.l fi"", et fi2 Jon t bornéeJ, ne dip endant que de Il, de la Juit e d et de f açon
re",ped ivem ent w/'ornée et p-ex pllnr.nt id leme n t décroü .,ante de., condition ., in iti ale.l deu d
y et le", condante., "'(00 et "'(2 ",ont donn éeJ par (l.f S) et (l. 28) en remplaça nt i l", par Am5
et en po.lant:

De pluJ, Ji le polynôme T es! choisi !tl que:

( 1.41)

d4n& (l .S8) et {1.39}, la ",uite Pl e.,t IJ·exponen titllement dicroÜJ4nte et la &uite {Joo u t
1J-oorn ée.

R e m a r-q u es

• "'(00 et "'(1 n'auront III possibilit é d'être "peti ts" que si le module des valeurs propres
associées il.des mod es presque non obser vables du système ct que Il OU S cho isissons de
ne pas prendre en com pte dalLs le modè le ( Am S , H", ) est plu s pe ti t que I l (facteu r
presq ue comm un il.A et LJdivisé par P dans (1.25) ou (1.28 )) [25]. Le choix im plicit e
de 1J fai t par le syst ème de mesure fixe don c cette borne supérieu re.

• Les égalit~ (1.40) montrent comment par dép lacement des pôles et des zéros , I(~

syst ème de mesure peu t pcnur-t tre de réd uire la comp lexité et re ndre II' système mieux
re présentable par le lI\od;'le.

• Dans Je cas où ( 1.37) est satisfaite, (1.35) est vérifiée si les polynômes T et H~ sont
premie rs entre eux.

NOliSavons établi que, SOU!! des hypoth èses réalistes , l'i négalité de "p etitesse" d u type
(1.14) est véri fiée dRll!!1<' ras lint-aire et que la satisfact ion de la condition (1.15) peut être
facilitée par un choix judi cieux du système de mesure. Notre prochain e tâche est l'étude de
l' adapta tion des pa ra mètres (1.2) .



1. 3 Ada p t ation d es p ara m ètres

Il s'agit de montrer J'existence de lois d 'ad ap ta t ion du type (1.2) telles que , si il ex iste un
mo dèle (in connu) vérifiant l' inégal ité de "petitesse" du type ( 1.14)-( 1.15), les pa ramètres
ad aptés vérifient l' Inégali t é de "len teur " du ty pe ( 1.10) et l'er reur de modelisat ion qui leur
est assoc iée, vérifie aussi une inég ali té de "petitesse" du ty pe (1.14)-(1.15 ).

1. 3 .1 P ur amètr-i sa t io n

Soient u et y les signaux d 'en tr ées -sort ies mesu r és donnés par (1.33), nous cherchons à
ad apter en ligne un mod èle du sys tè me mesuré d écr it par:

(1.42)

où les degr és n " et 118 sont fixés, A", est unit aire ct S , éga lement un it ai re, est obtenu
il. parti r du sys tè me de me sur e comme le "p.g.c.d ." de T e t V". Nous ado ptons une
approche paramétrique pou r cette adaptation. La parnmètrisarion la plu s évidente, di te
paramètrisation t riviale, con sist e à défin ir un vecteur 8 dans Rn"+"'s- I dou t les com posantes
sont les coefficients de A... et D.... Ce choix n'es t cependant pas le seul possi ble. Pour ob teni r
d 'a ut res paramètrisations, nous con sidérons les sui tes z e t Z définies pa r:

U(q- ' )x(k ) ( y(k ) )
o(k - 1)

( 1.43)
Z (k ) V(q -l)x(k)

, (k ) W (q-l ) x (k)

où U est une m atrice polynômiele 2 x 2 unit ai re dont les zéro s sont dans le disq ue ouv ert
de rayo n J.l (le mê me que po ur le systèrne de mesu re), lV est un vecteur polyn ômial Iigue ft
2 composantes et V est un e ma t rire polynômiale p x 2. Les matrices (V e lV /) 1 et U sont
prem ières à dr oite.

Définit ion 1.2 ([26]) Le tripId (U. V, 'W ) e~ t dit défin ir une parametri"atiuTi dan~ HP de
la famille de modèl e $i pour to-u polynôm e$ A,n et Dm de degré Tl A ct n n, Am étant un itaire ,
i l exüte un ved eur () de HP et un polyn ôme N premier avec det{U }, te/$ que:

dct {U1 P V - IJ'V) = .'\'(A",S • - B.... )U

La paT4mètrùation trivial e e~ t donn t e par:

(1.44 )

(1.45)

10



Une param Ftrü ation est dite explicite 3i i l exi3te une matrice P f.t un vecteur lign e Q tel"
que:

dct{U }V = N PVi U , det {U } IV =N(W1- QVi ) U

où le polynôme fil a tOU$ sea zéro~ son t dan~ le di.,que ouvert de rayon p .

Heln arques

(1.46)

• Nous cherc hons à ad ap ter les p aramètres d 'u n m odèle supposé a pr ior i stationnaire.
Dans le cas où ce mod;'k~ est ins ta tionn airc e t do nc l'insta t ionnari té est connue, les
ma t rices U, V et IV doive nt être prises dép endantes du temp s (voir Tsakalis et Ioan nou
[321et [33]).

• La pr ésence de la matrice P et du vecteur Q, dans (1.46), permet tent d'exprimer Am 5
e t Hm, fractio ns rat ionnelles en q dans une base d ifférente rie celle des q-'

E xem p le: Soit le modèle à ad apt er:

y(k ) = a y( k - 1) + u(k - 1)

Choi sisson s un réel c et posons:

(1.47)

Ce trip let dé finit une par amè tr-isa t ion dan s R2 L'app licat ion qui à la par-amèt r-isatj on
t riv iale asso cie le vect eur e est non linéaire :

a_ e ~ ("(a+ c) )

a +c

Notons qu 'une pararnètrisati on explicite est obtenue po ur:

(1.49)

c 'est ce tt e paramètr-isa t.ion qu i est uti lisée po ur le cont rô leur rép onse pile adaptat if

(1.4).

11



L'intmt des paramètrisa t ions de la Définition 1.2 eet que , Iii il existe (04....5 , B ...), un
modèle, tel que w-s suitt'5 u rt y Mtisfoll t (1.42 ), il existe 6 dan s R" donnant une su ite
.:(1:)- Z(1-)'O p ·f'xponentirll("ment décroissante. De plu s, à lill mod èle donnant une erreur
de modHisation d...., il ererespond un vec teur 8 vérifi ant l'équation d 'observation perturbée
suivante:

.:(k) = Z (k)' 8 + w,( k) (1.51)

(1.52)

Vile par amè trisut icn non tr ivill!c im pliq ue do nc un filtrage d u te rme per tur ban t l'équ ation
d'observatio n des par amèt res. Dt"plus, de t {U} eyent tous ~s 1.Î'fœj dansle d isque ouvert dt"
rayo u u, lu propriét~ de "pet i~'If''' d u ty pe (1.14), étahhe , à ln P ropri ét é 1.2, pour l'erreur
dt" modêllsarion sur les signau x mesurés, s' éte nd aux t'fret s non mcd èllsés par le vecteur de
paramètres 0:

Propriét é 1.3 ([26» SUPPO"On.ll l'erÎllttnte d 'un modtIe in.ll t a l io rUla ir~, 4 coeffic Îent" bol'·
nb , (A", ( l:)S, B...(k» dorl1lant une eTTTU de moJtIulltÎon d...,:

(1.53)

t,irifian ~ , avec 8~ cl 8l de" "vite" borniu cl S I' donnie par (l .tl ) :
~oit :

(1.54)

"o.~:

(1.55)

D ',m e part , le~ .~u it ~ ~ .: et Z vérifien t le mi me type d 'inégalité . D 'autre part , .,o ient e et N
de" "uite" aJJo ciie" au modèle (Am( k) S, B m(k )) avec une err eu r ~(k , q-I ) dan.~ :

( -, 0)d(k) 9
0

1 = d..t {U } o (W - 8( k) ' V) - N (k) o (A",(k )S - lJ...(k»U

L 'erTt:ur de mod tlûalion U'" auoelle 4 la .fuite 8:

1L,, (k) = .:(10: ) - 2 (10:) '9(10: - 1)

12
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vér ifie:
soit :

(1.58)

M it :

( 1.59)

OÙ ~ .,<" ,~uite u -born ée, d 5~, ,ut ite JI-ezpon ent idlem en t décroiH ont e, ne dépend an t que de F
et deJ conditi llll-~ ini tia l(',~ de l/!, et

,; s i~~ L/",~p (t. [\\'::)n }

,~ s l~d /~" ,~p (t. [ lI h~\:.. i)l']'} l
hp et ht:. étant lu répll1t~e.~ impluJionndleJ de det {U}- l o N et det~U} - 1 0 6.

1.:1.2 A daptat io n p a r observa te ur

(1.60)

( 1.61)

La paramètrlsat.ion linéaire du modèle que B OU S \ ' CIL(>IlS de définir nous pe rmet de poser le
pro blème d 'adap t ation do modèle comme un problème d 'obse rvation du vecteur d'état H du
sys tème linéaire in st at jonnaire suiva nt :

6(' )

0(' )

où:

n(') 6(k - 1) + 1' (' )

Z(' )'9(' - 1) + w(k)
(1.62 )

• la nota tion ~ signifie d ivision par (J, la suite (J reste à choi sir mai s es t telle 'l ue la suite
"'Z es t bornée. Rap p-l ons que. d'après la P ro pr iété 1.3, si (1.55) pst vérifi ée. les suites

supt:..,I l et supf:.., l) sont bornées.

• la p résence de la sui te west nécessaire polir t ruite-r le cas d.. modèlisaticn impali< lite .
Grâc r- à la P ro priété 1.3 on pellt ..spérer qu'avec un eholx judir-ieu x de (J . lU ~,()il hor np*" .
Noto ns que ceci es t , l' Il général , imp ossible da ns 1... 1."3.-" de la com mand.. déCl'ntralis&-
[30}.

• Cherchan t à adapter un modèle su pposé st ationnai re, le vecteur des puramêtrea re ­
cherc hé es t a priori constant. Aussi devrai t-on prend re n ~galC' à l' identité tel V nulle .
Cependant , da ns ce 1"1\.'>, la condi tion de dé t eetabilité uniforme s'é...-rît :
n eÛJt e un entier q et une COfl.$tante ~tridement posii ioe o teLl que pour tou t 1.:,
ai:!:



k+g

L Z(i)Z(i)t 2: al
i=k+l

(1.63)

Malheureusement, on ne sait pas aujourd'hui établir en général cette propriété dite de
"balayage persistent" (voir cependant Ioannou et Tao [10] et Giri et al. [5]). Par contre,
suivant Anderson et Moore [1], la détectabilité uniforme est garantie si les solutions e
de (1.62) sont exponentiellement stables, C'est le cas si II(k) est une contraction stricte
uniforme. Cette matrice est donc introduite dans le seul but de régularisation. Notons
aussi que (1.62) est un modèle d'évolution des paramètres d'un système instationnaire.
Pour distinguer ces deux rôles, nous introduisons la décomposition suivante:

(1.64)

où l'indice "rn réfère à "modèle d'instationnarité", l'indice "r à "régularisation"

Un observateur linéaire pour le système (1.62) est donné par:

f4(k -1) = ê(k - 1) + K(k) [z(k) - Z(k)tê(k - 1)]

ê(k) = IIm(k) [IIr(k) ê+(k - 1) + Vr(k)] + Vm(k)
(1.65)

(1.66)

Une analyse par le méthode de Lyapunov montre qu'un choix approprié pour le gain d'ob­
servation K est [26]:

_. M(k-l)Z(k)
l'..(k) = a(k) Z(k)iM(k -l)Z(k) (1.67)

M+(k - 1) 2: [1- b(k)K(k)Z(k/] M(k - 1), M" 2: lv4(k - 1) 2: Mi (1.68)

M(k) 2: ~:~:] M+(k -1) ~:~~~t, Ms 2: M(k) 2: 1vli

où:

• a et b sont des suites de réels positifs telles que:

a(k) + b(k) < 2

• Km est une suite de réels positifs telle que:

"max étant le maximum des modules des valeurs propres.

• Ms et M, sont des matrices symétriques positives définies.

(1.69)

(1.70)

(1.71)

• Pour réduire le biais introduit dans l'estimation, IIm devra être proche de l'identité ct
Vm de O.
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• De même pour éviter des problèmes de biais, on choisit IIr(k) strictement contractante
pour Ilê+(k - 1)11 "grand", mais proche d~ l'identité pour Ilê+(k - 1)11 "petit" Ainsi,
on prend en général II r et v,. telles que 8(k) soit dans le compact J:.(k) tel la boule
fermée de centre 80(k) et de rayon R(k) où 80 est une suite d'estimation a priori du
vecteur de paramètres adapté. Cette projection sur un convexe est aussi utile pour
s'assurer que le vecteur ê reste dans le domaine D, mentionné dans l'Introduction, où
une loi de commande régulière peut être obtenue ([21], Goodwin et Sin [7], Middleton
et al. [17]).

Notons que (1.65)-(1.66) est bien du type (1.2) annoncé, avec une commande U de la loi
d'adaptation du type feedback:

U(k) = (II(k) - I)ê+(k) + V(k)

Exemple: Soit le système:

y(k) = ay(k - 1) + u(k -1) + d(k)

pour lequel, on cherche à adapter le modèle:

y(k) = 8y(k -1) + u(k -1)

Nous choisissons la paramètrisation triviale donnée par (1.50), soit:

z(k) = y(k) ~ u(k - 1), Z(k) = y(k - 1)

Nous spécifions l'algorithme (1.65) en prenant:

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

Z(k)2
a(k) 1 +Z(k)2' O"(k) = JI+ y(k -1)2 (1.76)

v,.(k) = Vm(k) = 0, b(k) = M(k) = M(k - 1) = IIm(k) = 7rm(k) = IIr(k) = 1 (1.77)

Ceci nous donne la loi d'adaptation du contrôleur réponse pile adaptatif (1.4).

L'algorithme obtenu, sans modèle d'instationnarité ni régularisation (Tl.; ct II r sont
égales à 1), n'est pas satisfaisant. En effet, avec la loi de commande de (1.4):

u(k) = -Ô(k)y(k)

si la condition initiale y(l) est égale à 1 et si la perturbation d est:

1 [ ~ k-l 1 v'i=1] 1
d(k) = 7k - (8(1) - a) - t;i-i- "k=l

on obtient:

y(k) = ~, ê(k) < ê(l) - ~ log(k)

Ainsi bien que y et d tendent vers 0, la suite Ôest non bornée.
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1.3.3 Propriétés de l'adaptation

Pour étudier les propriétés des solutions ê du système linéaire instationnaire (1.65)-(1.66),
nous considérons une suite quelconque 8 de IRP, dite suite de comparaison, et nous posons:

wo(k)

Lo(k)

LIJ+(k)

K r (k + 1)2

Wo(k)

z(k) - Z(k)t8(k -1)

[ê(k) - 8(k)P M(k)-l [ê(k) - 8(k)]

[ê+(k) - 8(kJjl ~M+(ktl [ê+(k) - 8(k)J
[ê+(k) - 8(k) + Ur(k + 1)ji A4(k)-l [ê+(k) - 8(k) + Ur(k + 1)]

[ê+(k) - 8(k)]! A4(k)-l [ê+(k) - 8(k)]
8(k) - IIm(k) 8(k - 1) - Vm(k)

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

Wo l'erreur de modelisation, T'Yo l'erreur de modèle d'instationarité et Kr est la contraction
de régularisation. Par ailleurs, l'erreur d'adaptation est:

e(k) = z(k) - Z(k)tê(k - 1)

et la commande de régularistion est:

On peut obtenir les inégalités suivantes:

(1.86)

(1.87)

Lemme 1.3 ([26]) 1~ (l.55) et (l.58) impliquent:

LIJ+(k- 1) ~ Lo(k -1) + Z(k)tM(; _ I)Z(k) 1 _ :i~ib(k) (1.88)

X [b(k)wo(k)2+ 211- b(k)llwo(k)llë(k)l- (2 - a(k) - b(k))ë(k)2]

~ ~ 2 a(k? _ 2

118+(k -1) - B(k -1)11 :::; Z(k)tM(k -1)Z(k) Àmax{Ms} e(k)

2~ (l.56) et (l.69) impliquent:

(1.89)

Lo(k) < Km(k)2Kr(k)2Le+(k -1) + 2[LJk) IIWo(k)11 _ IIWo(k)11 2

(1.90)
JÀrrun{M;} Àmax{Ms}

Ilê(k) - ê+(k - 1)11 ~ IIUr(k)11 + IIIIm(k) - Illllê+(k -1) + Ur(k)11 + IlVm(k)1I (1.91)

et, si pour Œ(k) plus gmnd que 1, on a:

(1.92)
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IIU,(') II' :s >.:(7i~~ (1 - . ,(') ' ) L.. (' - 1) (1.93)

Cc résu lt at technique nous permet de com pren dre les cho ix faits en prat ique specifiant
l'a lgorit hm e d 'ad a ptation pour gar anti r que les soluti ons 8 dt.' ( 1.65).( 1.66) soie nt bornées .
Ain~i :

• im po sant aux suites de comparaison de vérifie r le modèle d 'inst at ionar it é , i.e . IV9 es t
nulle , et sup posan t qu e o peut ê tre choisie de sorte qu e jw,1soit infér ieure il une born e
choisie , 011 d étermine la suite a pour que le ter me entre cr ochets de (1.88) soi t négatif.
On peut alor s prendre Ur nulle et 1I"m éga le à 1. C 'est la technique de la "zone morte"
([20], Egardt [2J, Samso n [31]).

• IV, pouvant êt re non null e. mai s w, étan t born ée , on pren d lI" ... ( k ) :lIA ~·) tendant vers
une valeur st rict ement in férieure à 1 si ~(k-l ) te nd versl'infini . C 'est la technique de
la "con traction" (Egardt [2J, Ïoannou et T sakal ia [I f], de Lnrminat ct Reyn aud [13]).

• tV~ pouvant êt re non nulle et w, non bornée, on choisit 11"", ct Jr. telles qOue 1I"",Jr r8+ soit
bornée. C'est ce que fN t la projection sur un conve xe compact ([211, Eganh {2]).

P rècisément , on obti ent , par exemple, le résultat. suivant à parti r du Lemme 1.3 (voir de
Larminat et Rayneud [13] et Midd leton et al. [171 po ur d'autre s exem ples) :

Propriété 1.4 ([26]) C(Jn~idér(Jn., le ~y~tème (1. 6~)·(l. 66) avec (l .67j.{1 .69) où, eeee c,
f 9 et f a des condan te., po.,itives, le.' suites a , b, M , 11""" II,,,, V"" param ètres de la l/li
d 'adaptation , .w nt choi.,ies pour que:

a(k)2 <
Z(')'M( ' Il t (, ) - c

1 - a(' )1>{' ) +11- 1>{ ') I~ <
(2 al' ) b(' »)(1 a(' )b(')) -

Z( ')'M('- I)Z(' )
:$ r, a(k )

(1.94)

( 1.95)

< f 2 2 -a(k ) -b(k)

- , 1- a(' )'ll) + Il - 1>{ ')IJI - a(' )b(' )

' .( ' ) ~ 1 , n . (, ) ~ l , V. (l) ~ 0 (1.96)

De plus, II. et Vr .'on t choisies te/les que 8(q soit la proj ect ion de 8+(k -l), se/on la dista nce
induite par J.,4(k _1 )- 1. su c un compad convexe I(k) , la sui te l restan t dans un com pact
T
D 'un e part tout es les solrdiOFlS 8 de (1.6 5)·(l.66) rest cnt dans les compads I {k). D 'autre
pari , il cxiste de., const antes positives f , et f w • ne dépendant ql l C de c, Y , Àm;n{ M,} et
Àm~{Af. } , tdles quC', pour tout e suite B n;stant daru IC'., compacts I Jk), 11exis te une $ui te
posi live Le, bOTfléC' indépendamen t de 8, vérifi ant:
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• P"'UT l' h aTt '.nt11'Ô et 8:

!rÔ(k) - ' (1.)11 ' ~ ' ... {M.) L, Il. )

• pOUT J'errew d'adaptation:

• et pOUT la vit CMP. du »ect ev r a es paramè tre ~ adapté :

11.97)

11.98)

IIÔlk) - Ô(k - 1)11 ' ~ r "L. (k - 1) - L, I l.) + rw 11 11',( 1.)11 ) + r, r , ur. (k )' (1.99)

où c cd l 'erre ur d 'adaplation, tu, l'erreur de mlldèlü al ion, IV, l' erreu r de modae d 'jn.,ta ­
t iona ri ti :

« 1.) , (1.) - Zlk)'Ô(k - 1)
w,l k) ~ , (1.) - Z(k )'9(k - l )

11', (' ) ~ 9(1.) - 911.- 1)

(1.100 )

( 1.101)

(1.102)

Cette Propriét é Il O U S donne les pro prié tés "admissible" , "pet ite" et "lentement " don t
nous avons parl é en Introdu ct ion. En effet, avec les P roprié tés 1.2 ct 1.3 et le Lemme 1.2 ,
su pp osons l'exi st enc e d'u ne sui le de comparaison 8 telle que:
• 8(k ) appartienn e au compac t I. (k),
• l'erreur de mo dèle d'inata rionnarit é 1V, sat isfas se:

• l' erreur de modêlis a tion w, sat .isfusse:

1 ... _ , , [ 2" ( 0('+ 0 l] { (' ,U)+,y.,(i))' }-, L w,( t ) :51'.. I +T 1og~(' +1) su!' (y
, "' h l ~ q ' lË[k H .k+ l] q l

alo rs :

(1.103)

( 1.104)

• Ô(k) appart enant au compact I (k ), "l 'admi ssibilt é" sera vérifiée si ce compact est
contenu dan.. le domain e de régul ar ité n. Ce peu dant , ccci rest reint le do m aine où
l'on peut prendre la suite de com paraison 8. Une mé thode , moins contraignant e mais
plus com plexe qu e la projection, Il. été pr op osée p ur de Larminut et Raynaud [13] pour
sa t isfai re la con trainte O(k) E O.

• La suite L, étant bornée, ( 1.98) nou s donn e po ur tou t k f" t 1:

1 HI fi r l

ï i~l ë( i)l :5 'i + r:-rw Î~v + (1.105)

+ r" [ l + ~ lo (~l] su { ( '"(i ) + ~fi.l i ))'}
aÎ", 1 g ~l- I q(k+ 1) ' tlkt1~+ 1J d(t)2
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Donc, pour les intervalles de temps où a est grand mais ne croit pas plus vite qu'ex­
ponentiellement:

a(k + 1) :::; CI7(k) (1.106)

la moyenne de e2 est proportionnelle à celle de l'erreur de modèle d'instationnarité
')'~ plus celle de l'erreur de modèlisation ')';(1 + 2é2 log (~)) , les facteurs de propor~
tionnalité ne dépendant que des paramètres de la loi d'adaptation. La propriété de
"petitesse" sera donc vérifiée en moyenne [20], [21], [22],si il existe un modèle linéaire
peu instationnaire qui la satisfait (voir la Propriété 1.3) .

• De la même façon et dans les mêmes conditions, la propriété "lentement" (1.10) résulte
de (1.99):

~ .~ lIê(i) - ê(i _1)11 2 :::; ~ + rOrWi& + (1.l0ï)
.=k+l

r r 2 [1 2é
2

1 ( a(k + 1) )] {(SI'(i) + :!;;f3w(i))2}
+ q «t: + T og /ll-la(k + 1) 'E[ks~~k+l] a(i)2

Un autre renseignement important, donné par (1.98), est que, non seulement en moyenne
mais aussi "périodiquement", l'erreur e doit être proportionnelle à IIWol1 et w [30]. En effet.
si pour une constante strictement positive 8 et tout i dans [k+ 1, k + K] • Lo vérifie:

Lo(i -1) - Lo(i) > 8 (1.108)

en sommant en i et en notant Ao la borne supérieure de Lo, on obtient une majoration de
K:

Ao :2: Lo(k) - Lo(k + J{) > K8

Donc, pour au moins un entier i dans tout intervalle [k + 1 , k + ~] , on a:

(1.109)

(1.110)

On en conclut que, si il existe une suite de comparaison telle que les suites IIWol1 et Iwel
sont "petites", e est "périodiquement" "petite". De là, nom; pressentons que toute solution
qui, bien que bornée, présente de grandes amplitudes est nécessairement oscillatoire. Cette
conjecture est démontrée dans un cas simple pour le contrôleur réponse pile adaptatif dans
[15] (voir aussi le deuxième chapitre de ce mémoire).

Exemple: La Propriété lA nous donne une solution pour remédier au problème
observé pour le contrôleur réponse pile adaptatif. Sa version robustifié est (le polynôme
S est choisi égal il 1):
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u(k)

~ y(k) (y(k + 1) - u(k) - ê(k)Y(k))
8(k) + a(k + 1)2 + y(k)2

80 + min {1, _~_R__} (ê+(k) - 80 )

18+(k) - 801

-ê(k)y(k) + T(k)

(1.111)

Dans ce cas, on obtient:

(1.112)

1.3.4 Application à une paramètrisation explicite

Dans le cas d'une paramètrisation explicite, un modèle instationnaire est obtenu:

(1.113)

avec- ê, la suite donnée par l'adaptation, P, Q, lVt et Vi donnés par les équations (1.45)
et (1.46) de la paramètrisation explicite. Notant J;;., l'erreur de modelisation qui lui est
associée:

(1.114)

(1.115)

5(k) = ê(kr [det{U(q-l)} Z(k)] - det{U(q-l)} [ê(k - WZ(k)] + (1.116)

+ N(q-l) [ê(k)tY(k)] - ê(k)t [N(q-l) Y(k)]

en posant:

Y(k) = P Vi(q-l) ( y(k) ), det{U(q-l)} Z(k) = N(q-l) Y(k) (1.117)
u(k -1)

On vérifie facilement qu'il existe un entier d et une constante rj, ne dépendant que de U et
N,tels que:
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d d

18(k)1 ::::; r, ~ Ilê(k - i) - ê(k - i -1)11 I:[IIY(k - j)11+ IIZ(k - nll] (1.118)

Nous remarquons que, U et N ayant tous leurs zéros dans le disque ouvert de rayon u; il
existe deux constantes ru et r N ne dépendant que de U et N et deux suites f-l-bornées 13u
et f3Nne dépendant que de U, N et des conditions initiales de Y et Z telles que:

(1.119)

De plus, Y(k) n'étant qu'une combinaison linéaire de
y(k - 1),... ,y(k - nA),tl(k - 1),... ,u(k - nB), il existe une constante I' ne dépendant que
de nA, ne, f-l, P, N et U et une suite f-l-exponentiellemnt décroissante f3 ,ne dépendant que
de nA, n s, f-l, P, N, U et des conditions initiales de Y et Z, telles que:

sup{IIY(k)ll, IIZ(k)ll} ::; T sJ1.(k) + ,B(k)

On peut donc simplifier (1.118) en:

d

18(k)1 ::::; r', ~ IIê(k - i) - ê(k - i -1)11 sJ1.(k - i) + f3J(k)

(1.120)

'(1.121)

où maintenant, r J ne dépend que de nA, nB, f-l,P, N et U et la suite I3J est f-l-exponentielle­
ment décroissante, dépendant en plus des conditions initiales de Yet Z et de supdllê(k)II}.

Il nous reste à préciser a. Rappelons les contraintes:

1. On veut que la suite Z/a soit bornée.

2. Pour pouvoir utiliser les Propriétés 1.2 et 1.3 dans les inégalités (1.98) et (1.99), il faut
que la suite sJ1./a soit bornée.

3. Pour pouvoir utiliser le Lemme 1.2, il faut que la suite Jl-ka(k) soit croissante.

Un exemple de suite a satisfaisant ces conditions est donné par:

a(k)2 = sup{l,ç(k)}

On peut aussi prendre soit:

ç(k) = f-l\(k - 1) + Y(k)IY(k) , ç(O)= 0

soit
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ç(k) = f/?ç(k - 1) + Z(k)tZ(k) , ç(O)= 0

dans le cas où la matrice P de la paramètrisation explicite est telle que:

(1.125)

(1.126)

fp ne dépendant que de Il, nA, nB et P. Ces choix déterminent définitivement la valeur
de Mjusqu'ici borne supérieure des pôles des filtres impliqués dans le système de mesure et
dans la paramètrisation. Par aileurs, on a:

(1.127)

I', ne dépendant que de N, U, p, nA, nB et P

Exemple: Pour le contrôleur réponse pile adaptatif robustifié, nous prenons:

ç(k) p2ç(k - 1) + ItCu(k - 1)2 + y(k - 1?)

a(k)2 = sup {L, ç(k)}

Avec (1.112), on obtient alors:

f~ = 1 ~1Il, I' q = 1, I' 9 = 2

(1.128)

(1.129)

(1.130)

1.4 Commande liée à une paramètrisation explicite

1.4.1 Remarques sur la synthèse du contrôleur

En cas de paramètrisation explicite, l'adaptation nous fournit un modèle instationnaire du
système:

(1.131)

Le terme de perturbation d:n vérifie (1.115) où e satisfait (1.98) et 15satisfait (1.121). Par
ailleurs, nous savons que, si il existe une suite de comparaison ayant des erreurs de modèle
d'instationnarité et de modèlisation "petites", l'instationnarité de A: et Ji;,.. est petite en
moyenne (Propriété 1.4). Il s'en suit que, mis à part la commande quadratique traitée par
Samson [31], les lois de commande, généralement proposées pour le système (1.131), sont
obtenues en considérant à chaque instant le système comme gelé. On trouvera clans [21],
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Samson [31] et Goodwin et Sin [7] la description non reproduite ici de divers algorithmes
obtenus selon cette approche. Par ailleurs, nous observons que la théorie des systèmes
linéaires instationnaires est très avancée et Tsakalis et Ioannou [32] et [33] ont montré
l'intérêt de son application dans le contexte adaptatif. Ainsi, considérons une représentation
d'état de (1.131):

X(k+1)

y(k)

F(k)X(k) + Yl(k)u(k) + Y2(k)cv(k)

1i 1 ( k )X ( k ) + 1i 2(k )w( k )
(1.132)

où les suites cv et w sont déduites de J;".

Lemme 1.4
(Extension de Ikeda et al. [8, Theéorème 3] et Ilchman et al. [9, Théorème 6.4])

1- les suites F et YI bornées. Si pour un entier 1 et l suites R, bornées données,
il l+l euiies bornées y, 'Vérifiant:

t[ TI F(k+j)][y(k+i)Yi(k)-Ri(k)] = TIF(k+i) RI = 0 (1.133)
,,,,0 J"',+1 i",O

il existe des
ficients bornés,

instationnaires C(k) et D(k), de degré au plus l, à coe]-

1

[1 - q- 1F(k)] a C(k,q-l) + q-Iyl(k) a D(k, q-I) = 1 + 'L,q-'R'-l(k) (1.134)

En particulier, on peut prendre:

~q-'IlJ,(k) - ~ [~lq-<D:F(k+n)] oq-1YI(k)oq-'Yi(k)

1

~q-'Yi(k)

w'+l(k) = F(k + i) w,(k) + R,(k) Wo = l

(1.135)

(1.136)

(1.137)

2- Supposons les suites F, YI et F- I bornées. Les propriétés suivatites sont équi'Valentes:

1 la paire [F, yd est complètement stabilisable,
strictemetü positif À, il une suite C bornée et une constant
pour tous les entiers k etj:
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2. I l cxi~t e un enti er 1 et un réd ~ tridemt:nt po~itif v td~ que, pour tOlit k :

Ï:rTI T(j )9 1(i )1I ii' T (j )9 j(i )]' 2: v I
, :ok J ,", + 1 , _iH

(1.139)

De pltl.', lor~q1Je (1.139) e~t verifiit , une ~1Jit e C ~ (di~fai~ ant (1.19 8) e~t donn ée pcr:

cr k) = , (k) g,( k )' Plk + ' t'Flk ) (1.140)

et:

(1.142)

Ce rt"sultat n'est qu'un exemple de ce qUI : l 'on peut trouver dan s la litt éra ture . Ainsi
Poolla c t Khn rgoneknr [19, T héorèm e 4.4 1donnent l 'équivalent du point 1 et An derson ct
Moore [1, Corollai res 3.4 et 5.4]I'équivalenl. du point 2 ponr le cas moins res t rictif de la
stabilisa bilit é uniforme .

Discu ton s l' Int ér êt de ce Lemme en l' appliqu ant à une repré sent ati on d 'état de (1.131)
par mi les plu s usitées :

Flk ) =

g ,( k ) =

où :

- â,(k) 1 0

- â2(k + 1) 0 1

- ân_l( k + n - 2) 0

- â..(k+ n -l) 0

b"_ 2 ( k +n ~ 2)

"b.._ I(k + Tl - 1)

o ,
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1/,( k) = (1 0 0)

1/, (" ) = 1

- â1(k )

- ii l ( k + 1)

- iÎ .._1P· + n - 2)

-â..(k+n- l )

(1.143)

(1.1 44)



TI = su p{ u A,IlB+ l}

et :

X ( k ) ~

- â.._1( k + 11- 2)q-t

- â..(k +11 _ l )q- l

y( k) +

b.._2( k + n - 2)q-1

b.._1( k + n - l )q- 1

u(k )+

- 1

(1.145 )

w(k )( 1.l46)

D' après Pooll a et Khaegonekar [18, T héorème 3.91, cotte 1'('J>r(: ~e !lt t\ ti oll, étant équivalente à
(1.131) , es t obs ervab le et a les mêmes propri ét és dt" st ab ilisabilté. Son écri ture il. l'i ns tant
} requi ert la connais sance des suites (j et b àl'inerant J.: + 11 - 1. De p lus JE'S con di tio ns du
Lem me 1.4 re quièrent la connai ssance des sui tes T ct ç 1 pas NI avanc e où 1 est au mo ins
la dim ensi on de l'é tat. Pour ces raisons, nous prenons pour â,(k) et b,( ~· ) If'S cocffl cien ts de
.A;:(k -i - f + 1) et B:;.(k -i - / + 1). Dans Cf' cas , les s lliles T et ç sont be rnées (Propriété
l A ) e t :

(1.147)

où 'E satis fait (1.121) avec f , et 13, dé pendant en plus de f. Ce choi x d'utiliser des vale-urs
passées du vecteur des param ètres es t roh érent avec l'hypot h èse d'lm vecteur f:J con st an t pour
le modèle. Si le mo dèle à ad apter étai t supposé ins terionnai rr-, on ut.iliserart la connaissance
dt" I' insr a rion narit é pour pr édire {T sakalis et loannou [33j) .

S i (1. 133) est sa tis fai tc eve c par exem ple toutes les mat rices Il, nulles , on peut st abiliser
le sys tè me ( 1.132) par le Iecdbaek dynamique suivant, avec C( q e t D ( k) données par (1.135 )
('t (1.136):

( 1.148)

où Ud est la r-om mand .. du sys ti-lIlt" bo uclé , introduite en supplémen t de la sort ie d ésirée Yd
qui fll-i t pa rt ie d u syst hne de mesur e ( 1.33) , Ell.. peut par exemple contenir- un t erme de feed
forwerd pui sque l a perturbation agissa nt sur le syst èm e (1. 131) es t four nie par l'adaptation
([21/, Sam son [31], G iri et al . (5]). D 'après Poc lle et Kher go nekar (19. T héo rè me 4.4], il
existe aussi un Iced beck d'é t.et. stabilisant ( 1.132) dans cc cas,

Pour sat.is fai re (1.13 3), il suffit que ( 1.139) soit vérifiée et da ns ce cas les suites R,
peuv ent être choisie nrbit rai rr-nu-nt . Cette con t raint e nous don ne un critère de choix en
lign .. de s paramètres de l'a dap tat ion a . b, . . . , pou r as surer que le modèle fourn i pu isse être
uniformément com plète ment sta uilisabl... P ar exem ple d ans le cas n = 2 et cho isissant 1 = 2
(ch oix 1{' plu s contraignant), (1.139) sera " eriflé e si:
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C'est une forme quadratique en â2(k + 2) et b](k + 2) i.e, en les coefficients de B(k). On
peut chercher les paramètres de l'adaptation pour maximiser cette forme. Cc critère est
beaucoup plus simple que celui obtenu en évaluant, dans (1.149), toutes les suites à l'instant
k + 2 comme l'imposerait la commandabilité à chaque instant de la paire [F(k), 9](k)]
invoquée par exemple par de Larrninat et Raynaud (13]. Il a par contre l'inconvénient d'être
instationnaire ce qui rend la méthode, proposée par ces auteurs, difficile à étendre à ce cas.

Si en plus de (1.139), la suite lânl (le déterminant de .l') est minorée par une valeur
strictement positive, (1.140) nous donne un feedback d'état assurant la complète stabilis­
abilité uniforme de (1.132). Dans ce cas, une loi de commande est obtenue soit par le fecdback
dynamique (1.148) avec X donné par un observateur, soit par un observateur-contrôleur:

X(k+l)

u(k)

où:

F(k)X(k) + 9](k)u(k) + K(k)[y(k) -1i](k)X(k)]

-C(k)X(k) + :J(k)Ud(k)
(1.150)

• la suite IC est choisie bornée et telle que (ce qui est toujours possible):

Il lIT (F(i) - K(i)1i1(i)] Il :s; a,\k
i=J+]

(1.151)

• la suite C est, par exemple, donnée par (1.140). Nous pouvons vérifier en ligne si SOIl

choix est bon puisque:

Lemme 1.5 (Anderson et Moore [1, Theéorème 4.3]) Les suites F et 9] étant bor­
nées, il existe des constantes positives a ei ). avec ,\ strictement plus petite que 1 telles que,
pour tout k et j:

si et seulement si la suite P définie récursivement ci-dessous est bornée:

P(k + 1) = [F(k) - 9](k)C(k)] P(k) [F(k) - 9](k)C(kW + l
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1.4.2 Solutions bornées

Pour établir la bornitude des solutions du système à commander en boucle fermée avec
un contrôleur linéaire adaptatif obtenu d'une paramètrisation explicite, nous écrivons une
représentation d'état du système (1.131), de son contrôleur (1.148) ou (1.150), par exemple,
et de son modèle de perturbation (1.147) (voir des exemples dans [21] et [30]):

X(k + 1) F(k)X(k) + G(k)r(k) + "7(k)

(
Y(k») = H(k)X(k +1)
u(k)

C'est le système (1.1) avec:

• r une suite bornée, calculée à partir d'une suite de consignes,

(1.154)

(1.155)

• "7 provenant de la perturbation agissant sur le système (1.131) et d'un possible feed­
forward dans le contrôleur.

Pour ce système, supposons:

1- il existe deux constantes positives f et À, À strictement inférieure à 1 et f supérieure à
1, telles que, pour tous k ct j:

Il TI F(i)11 < i»
i=k+1

2- les suites H et Gr sont bornées:

H(k) < h, G(k)r(k):S; 9

3- il existe une constante r ~ et un entier d tels que:

Il''7(k)11 :s; r~ i=td [[e(i)[ + Ilê(i) - ê(i -1)11 SI'(i)] + (J~(k)

où (J~ est une s-uite bornée,
4- enfin, il existe des constantes positives:

(1.156)

(1.157)

(1.158)

Ji. étant. strictement inférieure à 1, et une suite bornée IX de limite supérieure rI telles que:

ê(k) < f3t (1.159)

;~~~: :s; El [L(k - 1) - L(k)J + Efv IIW(k)11 + E~ ;gj: (1.160)
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llii(1l - ii(l - Illl'

o S L(l l
supj L , JlD'(k)} ~ l1(k+ 1)

s ..(k + 1)2

, .(1)

IIX( k+ l)1I

S 10 IL(l - 1) - L(lll + T;t IIW(llll + T; ; ;:;:

p,
::5 /1D'(k ) + r . IIX (,I:+ 1)11 + 1

/12S,,(k ? + lu( kW + ly(k)12 8,,(0) = 0

:5 r"O(~' )

S O.(l)o(l)

(1.161 )

(1.162)

(1.163 )

(1.164l

(1.165)

(1.166 l

Lemme 1.6
( Ex t e nsio n d e [21, T héo rè me 7] e t Transpos it io n de [2 4 , Théo r èm e 2))
Avec leJ qu atre J hYPQtr..e" précédent e.l,
• Si i l exis te deJ eMutanteJ i3w, 'j'Ih "'{"" E el une ~tl ite bOf"nù 8", vérifian t:

el tdlCJ que, pOUT tQ U$ 1.: et f :

(1.168)

(1.169)

la JuiLl': X cd born ée d pl~ précisém ent il exis te un e con, tan te r, dépwdan t dCii lirn sup
de p~ et /J"" telle que, pour toute, conditio1U init iale,,:

(1.170)

• S i la con.,ian/e 9 l'J I nulle, la Juite {Jq u t fi-e xponentiellement dic Toissant e, la "tli te IV
t .,t som mabl e, À t 3t "ir id ement inférieure li Il ct il exi"te une Juit e P., i-t-bornée el un e
constante "Yw vérifiant:

(1.171 )

et telle$ que:

(1.172)

la <l1l i te X eilt de carréll$ommableil.
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Ce résulta t technique constitue la clef de voûte de notre é tude . Il n 'est ce pen da nt que
q ual it a t if. La con tr ai nte (1. 167) est t rès restri ct ive et la particu lar isa t ion des lois , aussi bien
d'ada p tat ion que de com mand e, po urr ait pe rmettre d 'ob tenir une condition plus prt~ise.

Suivant l'argu men tation ébauchée en Introduc tion , ce Lemme nous pcrmct , avec les
différent s élé me n ts que no us avons établis , d 't'nonc('r des condi tions t rès gén érales p our
Ip.!\qlle lles la bornit ude de toutes lr-ssolu tions peut Hrc ét ab lie. Et udi ons don c ses hy po thèses'

• D'après le Lemme 1.4 par exe mple , (1.156) est sa t isfait e si le modèle adapté vérifie une

condition de stebilisebilité complè te unif orme. La façon de satisfair e cette co ndi tion a
été l'obje t de nombr euses étu des:

- de Ler min nt ct R ayn aud [13] proposen t de ux est imateur s en par allèle , l'un non
mo d ifié , l'aut re, lit' ail pr em ier , four nissant le modè le et pouvant subir (les sauts
pour s'ôloignor d 'une non st abilisabilit é.

- Mi ddlcton ct al. [171 proposen t plusieur s es t im at eurs en parallè le, ch ac un des
vec teu rs Bcorrespondant ét ant cont ra int à rester dan s un convexe où la condi t ion
est satisfaite.

- Gi ri et al. 151 a joutent à la commande un terme proport ionnel il (T et gèle Il'
cont rôleur sur un interva lle de temps. Ccci ass ure u ne d étecrebilité un iforme de
(1.62) et pe rmet la conver gence du vect eur des paramèt res adapt é ver s ceux d'lm
modèle supp osé s ta bilisable.

• (1. 158) résulte par exe mple de (1.121) ct (1.147).

• (1. 159) à (1.162) sont données par la P rop riété 1.1.

• (1.163) vien t de (1.155) e t de la dé finit ion Ile (T (1.122).

• (1.164) est la d éfinition de SI"

• (1. 165) n 'est rien d' au tre que (1.127).

• D 'ap rès le Lem me 1.2 et le poin t 2 de la P ropriété 1.3, (1.168) ct (1.169) seron t
satisfai t es s i il existe uue sui te de com par-aison fi , restan t dan s la su ite orcomp acta T,
de la Prop ri ét é 1.4, à la quel le est a.<;soci il' un modèle:

( Am ( ' ) S , - B.(' )) = 11', - (9('j'P + Q ) V,U

po ur lequel l'erreur de modelisat ion:

vérifie
soit :

soit:
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(1.176 )

(1.167) impose alor s qu e la vitesse 8(k) - 8(k - 1) de la su ite de compar aiso n soit pe ti te
en moyen ne et qu e soit la con sta nte 1'00soit la cons tante 1'~ soit pe t ite .

• D 'après les de s Propriét és 1.2 et 1.3 , (1. 171) e t (1. 172) so nt sa t isfai tes si la suite r es t
nulle, la suite de com paraison, mentionnée ci-des sus, pst convergente au sens /1 et si
un mo dèle in terne peut être choisi dan s le syst~me nI' me sure pour annihiler tou s les
sig naux exogènes.

Pour en finir, il nou s res te ( 1.1.')7) ct (1.166). ( 1.166) est la con dition d'observabilité de
la norme de X à partir de u et y que nou s avons ment ionnée pour ét ablir la propri été
de "pet it esse" (1.14) à partir de ln propriété (1.24 ). Considérons j'exemple d u contrôleur
(1.150) . AVL'C (1.132) e t (1.1 47), X dan s (1.154 ) est donné par :

X(k )

X (k ) - X (k )

w(k - l )

X (k ) ~

W(k -T1N)

u(k - 1)

y(k -l)

(1.177)

'lN étant le degré du polyn ôme ,.... La sui te H est do nc tri via lement bornée. Par ai lleurs ,
avec 8 la sui te de comper aieon int rodui te au dessus e t (A ...(k)S. B...(k)) le mo dèle Mw cié,
X vérifie (1.146) avec:

De p lus , w verifie (1. 147) et on a:

X (k + I)-X( k+1 ) = ( ,r (k)- K( k)H ,(k»)( X (k )- X (k» + (K(k)H,( k»)+Ç,(k»w(k)(1.170)

, ( k) = w,( k) + (e(k - 1) - ' (k -I)j'Z(k )

Les su ites () et fi é tant bornée s. avec le po int 2 de la P ro priét é 1.3, on peu t établir :
si:

(1.180)

• la suite K.est cho isie pour que À soi t st r icte men t inférieure à ~l dans ( 1.151) ( tou jours
possible),

• dm ver ifie (1.170) h~ non nécess airemen t p etit )
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il ~xist~ un e cons t ante "1 tel le qu e:

IIX(k)11 s 8(k) + ",( k) ( 1.18 1)

où t3 est une su ite borné e d épend ant des condltlous initiales de y et 11, mais oe façon /J­

exp onen tiellement décroissante s' il en est de mêm e de t3l pour d", (voir Propriét és 1.1 et
1.2). L'i négalité (1.166) rés ult e alo rs de (1.154) avec (1.157) , (1.158) et (1.1 65).

L'a pplic ation du Lemme 1.6 nous don ne par exemple la réponse suivante à la que s tio n
de robuste sse posée en Int rod uct ion:

Prop riété 1 , :'> n exiJte de.' contrôleur~ lintai reJ adaptatif.t don7lan! deJ JolulionJ borné"J
/orJ qu' on lt " plact t n boud t je rm ét eeee un JYJttme dont le.' ent rieJ -JorlieJ m u urtu se­
lü/ont , a1Jl~C d un e .~uite bornée:

( 1.182)

A et H étan t des polY7lrJmeJ telJ qu 'on plli.I.~ e l1'Out!er !fi. dan.l S {tl) ct Am et B"" dCJ

polyn ôme " de degré n A et !l B dont le" coeffià w tJ .~ on t arbit raire" dams la préim age par la
paramètri.tation d'un compact T, pour "ati.,/ aire
soitr

(1.1 83)

$" i l:

le compact i , le.' en tier J nA et nR , le nomb re riel pOJitij /1, J!riet emcn t plu" petit que 1, et
le .~ bux con staraes posit ioes "Il et "1'.,., étant calculéJ à partir deJ paramètru du contrôleur.

De pluJ, Ji la "uite d e"t mille et le "ignat de con.,igne eJt anni hilé par un mo,tèt e intern e,
l' erreur de pOllr Jllite eJt de carré ., Jomma b[eJ.

(1. 183) et (1.18 4) car ac té ris ent le typ e de per turb a tio ns au torisées sa lis perdre la bo mi
tude des so lu t ions. D'après Ill.Sect ion 1.2, cette pr opriété est doue robuste à to us \{'1\effets
non modélisés qui pe uve nt être int rodu its par lin syst ème linéai re sau f des pres que non ob ­
ser vabilirée qui sera ient associées à des valeur s pr opr es de mo du le supé rieure à /J . Dien que
non écrit dan s cette Pr oprié té , le Lemme 1.6 l' t' Mil et au ssi d' é ta blir la robu st esse vi" il.vis
d'insrat ionnnri tés e t de cer tai nes non linéarités .

Exem ple: Po ur not re contrôleur réponse pile adapt a tif robustifié, on a d 'apr;'.<;( 1.112)
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E~ = 1 ~I"'fl , T:, = 2 , r, = ~ . r, = ..,Fiî (1.185)

Et, avec ( 1.7), on rema rque que tous les term es B(i ) - 8(i - 1) de ( 1.158) ne sont pas
pr esents d an s cc cas ct :

À = 0 , r, = R + [001, d = 0 , l » 1 (1.186)

1....: Lemme 1.6 nous indiq ue do nc que no tre cont rôle ur don nera des solut ions born~

si on l'utilis e avee \l ll syst ème dont les entrées-sorties mesurées sa t isfon t , avec d une
su ite bernée:

(1.18ï )

les pol yn ômes A et n v~fi ti;l.nt :

1 ( J' IA(Z- I ) P...(Z- I) - (1 +Oz- I W + IB( z- I) Pm(z- l) - w)~ < ( 1.188)
11>1= .. J P (Z- I ) P (Z- I ) 211rz

< (4 (~~~;0 I)r 1:171
avec °dan s [00 - R , R +00] et !if dans S(I-I)

1.5 C o m m a ndo liée à u ne paramètrisation irnplic ite

Considéron s l 'exe mple d 'une com mande par

1. 5.1 M od èl e d e référence po ur sys tème à modèle inverse instable

Choi sissons G, J , L , M ot R des polynôm es , paramètres du con t rôl eur adap tat if, tels 'Ille:

• R - z- I BL soit div isible par S (do nné par le systè me de mesme).

• R et M soi cllt unit.air es.

• '\'1(Z-I ) ai t tou s ses zéros dans le disq ue ouv er t de ray on n .

Cho isissons aus si deux r-nt.ie-rs tic e t rio ct po sons:
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Y~ =

s

, Y~ = , Y(k + 1) = Y~( q- I ) y(k ) + Y•.( q- I)u (k) (1.189)

Suiva nt {28] et Gawthrop [41, 1I0U~ définissons un e paramèt risa t ion imp licit e en p ren an t le
triplet (U . l' , W ) tol quc :

( IV ) , .If (R - ,-'BL -JB)
l' U - = dct{U } q-lBY~ BY~

Pou r (7, nous prenons simpll'lIwllt la suite (voir (241 pour 1lI! au t re choix):

u(k ) ~ ' " p( l. , , (k))

( 1.190)

(1.191)

Avec li ln su it e donn ée par la loi d 'ad ap ta t ion ét udiée à la P ropriété 1.4, la commande r-st
ob tenu e Cil résolvan t en u(k ), IX lur chaque k, l'éq uat ion suivante :

où

• r <'st lu commande du système (mesuré) bou dé,

• E( k) est un polyn ôme à coefficients bornés indépend amment de-ssolu t ions, obtenu pal'
exem ple en min imisant sous ce t te contrain te u n critère sur
[1 - q- ' 8( q- ') 0 E(k ,q- 1)]w (k) (voir plus loin ),

• w(k) = R(q-l ) y(k) - q- 1B(q- l ) [Ô(k) IY( k + 1) + [,(q_1) y(k) + 1(q- l ) u(k )] O. 193)

EnfUI. les com pact s convexes I (k ) sont cho isis de sor te que , pour ch aque k et chaque 8 dans
I (k ), les polynôme s 8fY~ + 1 et z - IB soie nt uniform ement s t r icte me nt prem iers entre eux.

Indépendam ment du système auquel il est appliqué , ce con trô leur 1\ les pro prié tés suiv­
an tes :

• L'e rreur w est rel iée il l'e rr eur d 'ad apt a t ion par :

( 1.194)
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' (k) det{U(q- ')} [ii(k - 1)'Z(k)] - M(q -')B(q- ') [ii(k - 1)'Y(k)] (1.195)

det {U(q- ' )} [ii(k - 1)'Z(k) j - ii( k - 1)' [det{ U(q- ' )} Z(k )J + (1.196)

+ ii( k - 1)' [M (q-' )B(q- ' ) Y(k)] - M(q- ')B(q-')[ii(k - 1)'Y(k) j

De plus, ut ilisan t les définitions de Y et Z, comme en (1.121) , il existe une co nstante
r" un entier d et une su ite rh,ne dépendant que de n e, '(ID, /-l, 5 , IvI, B et V, la
su ite (3, ét ant wexponen tiellement décroi ssante et dép end an t en plus des condi tions
initiales de Y et Z et de sllpd IlB(k)ll)' t els qne;

(1.197)

• La sortie vér ifie;

ceci exp liquant le choix de E(k).

1.5 .2 So lu t ions b ornées: r és ultat q ualitati f

Soit dm l'err eur de modèlisation donnée par un modèl e ins ta t ionnai re (A",(k) , Bm(k )6 ):

(1.199)

où le polynôme Bm(k ) est l -ex ponentiellement stable. Par const ruct ion du con trôleur, les
polynômes B(k)IY,,+ J et B é tan t uni formément st r icte ment premiers entre eux, il existe des
po lyn ôme s a (k ) et fJ(k) à coefficien ts bornés indépendamment des solutions tels que :

(1.200)

Cette équation nous permet d 'écr ire le système (mes uré) bo uclé sous la forme :

o ) (W(k»)
o y(k )

n,. (k ) u( k )

(1. 201)
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Ecr ivant un e représentation d 'é ta t de ce sys tème avec:

w(k - 1)

X (' ) ~
y(' - I)

lt( k - 1)

(1.202)

un ob tient l' équ ation (1.1 54) où la ma tice F(k) , bloc t r ian gul ai re infér ieur e, vérifie (1. 156)
d'après nos choix J e R, .\1 , des compacts I (k) e t not re hypoth èse sur B",(k ). Les aut res
hy pot hèses du Lemme 1.6 son t sati sfa ites si J'er reur dm vér ifie
soit:

(1.20 3)

soit:

(1.2 04)

la const ante 1""",ou 1"2étant suffieerne nt petite et, avec le point 2 de la Pr opr iété 1.3, A",( k)
e t Bm(k ) variant suffisa men t lentement e t restan t da ns un e suite de compacts liée à I par
la paramè tris at ion. Sou s ces conditions les suites u et y sont JOIIC born ées et sont même de
carrés som ma bl es si la suite r est nu lle, Am et Bm sont con stant s e t (1. 203) est vé rifiée avec
1300 une su it e J-l-boruée (voir P ro priét é 1.2).

Com m e pour la commande ad aptati ve à p ar t ir d 'u ne paramètrisation explicite , no us
avon s donc éta bli que la born it ude de toutes les solut ions donnée par cette com mande p ar
mod èle de r éfére nce pour système à mo dèle inv erse inst ab le est prés ervée en présence de
faibles insta t.ionnarit és, de cer taines no n linéarités et est rob ust e au sens des topologi es
induites pa r les inégali tés (1.203) ou (1.2 04) [241.

1.5.3 Solut ion s b ornées : r ésultat plus q uant it a t if

L'u ne de s raisons p our lesq uelles l'applica tion du Lem me 1.6 de ma nde des condit ions qu an ­
t it at ivement tro p rest r ict ives est que , par const ruct ion, ce résultat cherche à exploiter la
ca ra ctérisat ion de s effets lion modé lisés do nnée par la Propr ié té 1.1. Cett e car act éris at ion
est du ty pe "bo ude ouverte" , ne prenant pas en compte la "déf ormation" des effet oa non
mo d èlis és par le feedba ck. Dan s le cas d' une commande à parti r d 'u ne pa ramètr-isat.ion im
pli cite où les paramèt res sont. en fai t ceux du contrô leur , il es t po ssible de prendre en compte
(un peu de) cette "déform a tion "

Supposons que les signa ux d'e nt rées-sort ies mesurés sont tels que:
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A(q~')y(k) ~ B(q-' )u(k-1) + d(k) (1.205)

où la. su ite d, prenant en compte tous les effets non m odè lisf...R par les po lynô mes A e t B
(de degrés arb i trai res mais supp os és cons tants pour sim pli fier les énoncé s), es t supposée
sa tisf air e:

(1.206)

Pour étudier le système (mesuré) boucl é avec ce t te hypothèse, nous divisons le po lynôme
R B p ar B:

(1.207 )

Po ur fixer les idées, dan s la su ite , â sera con sidéré com me "petit" e t Hm rz-ex po nenticllement
s tab le. Posons aussi :

(1.208)

Pour tout vecteur (J (constant ) dans le comp act convexe:I. (const ant} , l'erreur de modelisa­
t ion

wa(k) = z(k) - Z(k)'9

vérifie, en prenant E cons tant po ur sim plifie r:

(1.209)

dd{U(q- I)}Bm (q- l )W8(k) = (1.210)

= Fq(q- l) [det{U(q - l )} e(k ) + b(k )J + Go(q-l)r(k ) +
+ "(q~ ' )M(q~ ' ) [8'1'(1) + J (q- ' )u(k - 1)] +M(q~')(B'Y"(q - ') + J(q~' )) d(k)

Fo = [Bm _ q-1B L - (8' 4> + JA )](1 -q- 1BE )

Go = [B", -q- 1BL -(9' <I> +JA)]M

( 1.211)

(1.2 12)

Mis à part les perturbations zs et d et la su ite born ée r-, (1.210) exp rime 11Jo en fonct ion de
e e t 6. M ais , ave c (1.98) ct (1.99) données par la loi d 'adaptat ion et (1.197), nou s avo ns
inver-semen t u ne express ion de c et h en fonc t ion oc 1110. On a do nc une ca racté risa t ion
boude fermée des effet s non rnodèlisès. Cep endant pour me ner à bie n cette approche,
nous som m es ame nés à ut iliser (1.98 ) e t ( 1.99) d 'une façon différente de celle du Lem me
1.6. Présisément , n 011S les multip lion s par IlUa (k )2 e t nous SOUillions , en re ma rquant que
le terme L k [L 9(k - 1) - Lo(k) I lt - 2ka (k )2 peu t êt re négligé. En effet , on démont re le
résultat tec hniqu e suivant :

Lemme 1.7 ([24]) So it Il 'Un e conûante posit ive .liridement inf éri CILre à 1. Consiâ érocs
la suite x défin ie par:
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(1.2 13)

OÙL6 e ~ t une ~uite po~ it i v e born ée et CT f~ ! un" ~ ,~i l " p".•itive telle que la ~uite 1J- 1k(7(k)2
$olt eroiH an te et, avec c une constante positine:

( 1.214)

Il exüle une w n$tanle r , dipenda nt un iquem en t de I!, c et sup .... {L6 }, te lle que, pOUT tout e
con,llan te é positive:

x(k) ~ e Vk EI K o , K I [

im plique:

( 1.215)

(1.216)

Ain si, su r les int ervalles de tem ps où le terme d lscut è n 'es t pas né gligeable au sens de ( 1.215),
la sui te a est moj orée par une sui te expone nt iellement décroissante.

On démo ntre alors :

P ro p ri é t é 1.6 ( [24)) Le polynôm e R étant choü i J!-t':xpo1lt':n tiellemc n t $table, il exüte do
cOlu tan t t':$ Cl à C7, dépendan t des paramflre$ du contrôll'ur el dt: "'({A } et ,..{B }, telle$ que le
con trôleur par modèle de référence pour $Y$tème à mod èle inver"e ind able, en bOlid e [ermée
avec un $Y.lame me",uri , vérifian t (1.205) el (1.206), (lU Il! .mite f3~ e$t borné e, a toutl':.' ses
",olu tion$ bornéF.:J~ i il exùte un vecteur () dan$ le compact convexe l vérifiant:

[1 - O{~}(r.H,ffl] [1 -0 {B~'} (o {~}, + o {n~'h",) ] - (1.217)

- o { n~' }' H~} c.+ o{n~'h,c,l [cdO{ I-';;'BEH > 0

la notation l' {A} ",ignifian t:

(1.218)

Ce r ';':l\l1t l\t es t é te ndu pour J.tégal à 1 d ans [291. Dan s ce Cali, corres ponda nt à une adapt ation
à gain te nda n t vers zéro , la commande ada ptat ive es t qu alit a ti vem en t au ssi robu s te qu e la
com man de liné aire .

L'i négal ité (1.217) m et bien l'Il évidence le rôle des pa ram ètres d u co ntrôleur . Ainsi, le
polynô me E doit êt re choi si selon te critè re :
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les cons t ant es raet r 9 doiv ent ê t re le plu s pet it po ssible (ca '! d 'lm syst t-r1lP st at ionn aire)..
De plu s , ( 1.217) est moins res tr ict ive que l' inégal ité ( 1.167) r-t donne une carac té risat ion
assez pré cise des syst èmes mesur és auxqu els un pe ut appliquer not re contrôl eu r pour avo ir
la born it ude de toutes les solut ions .

E x e m p le : Le contrôleur réponse pile adap ta t if robu stifié est le contrôle ur p ar modèle
de ré férenc e pour syst ème à modèle inve rse instable oht euu en prenant :

S = L = E= Y,,= O , R =B = JvJ = J = U = rid = 1

et, d 'après (1.130), on a:

App liquons-le au système mes ur é véri fiant :

Dan s ce cas . on ob tien t:

(1.219)

( 1.220)

(1.221)

CI = Ô = 'Y,J= O , B ", = 1 (1 .222)

et si lal + 0901 est plus peti t que n, on peu t chois ir (J fil l ll S le com pact con vexe
[90 - Il , 90 +R] , tel que:

( 1.223)

D'a près l 'inégal ité ( 1.217). to ut es les solu t ions seront hOl1l;"s si:

( 1.224)

11 est Intéressan t de comparer cette inég alité avre cel le obtenue pour le con trôl eur
reipon so pile linéai re:

u(/.:) = - 90 y(k ) + r( k) ( 1.225)

Dan s ce cas les solut ions son t bornées et expo uentiel lemen t stables po ur to ute suite r
si et seulement s i:

(1.226)
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Le contrôleur adaptatif es t do nc pres que au ssi robuste que le contrôle ur liué nirc permet ­
tant la plus grande incer ti tude sur a~ mais dem and an t alor s ln.connaissa nce parfait e
de al. Cependant le cont rô leu r linéaire donne born itude ct stab ili ti! nlors qu e nou s
n 'avons éta bli que la borni tu de pour le contrôleur ad aptatif.

1.6 Conclus io n

Les d ivers résulta ts énoncés au cours de cc premier chapitre nou s assurent l'exi ste nce de
cont rô leurs liné air es adaptat ifs imp lémentabl es gar antissant la bornit ude de tou tes les solu ­
tions lors qu 'on les applique à des sys t èmes do nt un mod èle linéai re rat ionnel stat ion nai re
peut êt re ob tenu en négli geant;

1. des pô les e t des zéro s sta bles suffisamcnt rapi des ,

2. des zéros ins tab les eufflsem ent rap ides ,

3. des presq ue no n-ob servabili tés si elles sont asso ciées à des mod es sufflsame nt ra pides ,

4 . des ins rationnari tés suffisament lentes en moyenn e ou petites en ampli tud e ,

5. des non lin éarit és , don t la dis tance à un e fon ct ion linéa ire est humée .

Com pa rée à. la commande linéaire, la commande linéai re wlll ptll.t ive est plus rcbust r- en
ce qui conce rne les ineert.itudes paramètri ques ct les inst.at.ion narités, mai " elle n 'e st pa s
robus te aux non observabilités associées à des mo des trop lent s. Rappelons aussi que notre
inté rê t S'Pi'lt porté sm la bo rnitude mais que "solutions bornées" es t loin d'êt re suffisan t pour
gar lUlt ir un comportement sat isfaisant r n pra ti que. Derrière le mot "borné" peut SC:' clld u:r
d!'s comportement s dynam iques ext rême ment complexes et inaccept ables . En pa rt icll lit'r,
HO I I.'; avon s pr édi t , il.III Sec tio n 1.3, un comportement osc illat oire , pr édi ction théoriq uem en t
confi rmé pOtlf cer ta ins exemples ([15], Mareels et Bitmead [16], Golden et Yd sti e [6]) . Dans
ce con texte, le deux ième résultat de la P ropriét é 1.5 est important pui sque lion seule men t
les so lut ion" sont bornées mai s leur comportement est esyuiptotiquernent sa tisfalsam. Ce
résultat eat obtenu groc.p à l'utilisation d 'un modèle interne. Ceci met en évidence l' avant age
de cette techni que dans Je c...s adaptat if et c 'est à Middlcto n e t al . (17] que ,·evient la pri meu r
cette remarque . Dans ln.deuxième partie de ce mémoire, nou s établiron s une version loca le
de ce résultat dans un cont ex te beaucoup pl us général.
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C hapitre 2

Etude qualita tive d es so lut ions d e s
systèmes linéair es adaptat ifs

2.1 Introd uctiou

L'objectif de ce chapi tr e est de mo ntrer des techn iques permett ant l'étude d u comp or te ment
t ransitoire ct du comporte ment asymptotique des solutions des systèmes linéai res ad apt at ifs
que l'on sait être humées d 'aprè s le chapitr e pr écédent , Les méthodes uti lisées pour établ ir
la bornitude c1l' 1l solut ions, reposan t sur la rohlll<tl 'llllC (le cette propriété pour If''' sys tè mes
linéaires ex ponentiellement stables , se révèle nt trop imprécises pour cette étude. Cec i t ien t
au fait que, con sidérant les cou plages en tre syst ème il com mander ct cont rôleur nIJapt", d 'u ne
part , et loi d 'adapt ation , d'a utre par t , com me des per t ur ba tio ns peu str ucturées, d l..s ne
rendent pas suffisl\ment com pte de leu rs effets. D'un a ut re côté , l' analyse du systèmt>boud é
dan s son ensemb le se r évèle très difficile dans le cas général et des dynam iques trè s com plexes
ont été mis e (' 0 évidence même peur des cas très simplifié-s[Mar eels ct Bit.mead [12], Golden
ct Yd stie [5]). Pour venir iLbou t du prob lème, nous allons ti rer profit de la prop riét é qu'ont
les sy tèmf's linéaires ada p tat ifs en présence cie te rm..s de for~age petits en am pli t.ude. En
effet, dan s ce cas, un phénom ène à deux échell es de temps apparaît local emen t ct les sytè mee
sc comp or te nt comme de peti tes p erturb ations de systè mes cons tit ués par un e fam ille dl'
syst èmes linéa ires. Grâce à cela, nous mettrons co évide nce des en sembles limite s ct df's
ens emble s int égraux et nous étu dierons leur attractivité ou rép llt-;i\' ité t' Il app liquent des
techn iqu es d.. pcrtubetions - méthode de Poincar é (Lefschet z [10]), sta bilité str uc ture lle
des en sem bles intégraux hype rboli ques (Sh ub [21), Hirsch , Pugh et Shub [7]), méthode dl~

moyen nisation (Sen dcre et Verhu lst [20]).

P r écisém ..nt , si le syst ème il. comm ander est [iné nire, il est possible dans la plupart des
cas d'é crire , au moins localem ent , Ic système en boucle fer mée sous la forme:

l' (k + 1) ~ A(, (k ))l"(k) + D(, (k ) , (k ) }

, (H 1) = ,(k) + G( Y(k),,( k),,(k) ,O( k»)
(2.1)

li représ ente les termes de forçage , signaux exor;èncs en trent dans le système. Y , dan s H~ .

est l'é tat du système il.commander, dl! cont rôleur et des filt res. 'Y rep rése nte les paramètn"S
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de rég lage de la loi d 'ad aptat ion don t l'ét a t est <p d an s RI'
P ar ailleurs, une proprié té importante véri fiée dan s la plupar t des cas par la fonct ion C est :

Posant :

y ,
X = fi ,u = -;fi

ccue égal ité IlO U S permet de réécr ire (2 .1) sou s la for me :

X (k + 1) ~ A(~( k))X ( k ) + B(~( k » u ( k ) }

, (H 1) ~ , (k) + , C( X (k), ,(k), , (k) ,q(k))

(2.2)

(2.3)

(2.4)

C'est un systè me It.deux éc he lles de tem ps lorsque e est pet it (et . .. A.(<p ) est lion cri t iqu e,
e t la cons t ante de Lipschit z de C en <p est bor née, et ... ).

POlir éviter to us pro blèmes , nous su p pose-rons dan s Cf' mémoire que les fonc tions A, B
et C sont de clas se Cl

Exe m p le: Con sidé ro ns le contrô leur répon se pile ad apt a t if "robu!lt ifié." ave c modèle
inter-ne:

ç(k + l )2

ii.( k)

ii(k + 1)

.,(k)

Il1Ç(1.:)1 + I I(u,( k)l + y( k)l)

ii(k) + y,lk) [y,(k + 1) - ' ,Ik) - ii (k )y,(k )1
m ax {l, ç( k + 1)2}+ Î'2YI( k )2

00 + min { l, 18+ ( ~~_8. 1 } (Ô-t(k ) - 00 )

- ii(k)y,(k) + (y,(k + 1) - y(k + 1)) +plk )

(2.5)

• L'indic e 1 pour une su ite Il signifie:

(2.6 )

avec T, u n po lynôme en l 'opérateur de ret ard q- I , sup po sé an nihile r les s ignaux
exogènes agissan t sur le sys tè me comm andé . P uisque l 'ordre d u sys tè me en boucle
ferm ée PSt au gment é du degré de T , pon r res te r simple, nous prenon s:

(2.7)

T devant a nn ihiler des sui tes bo rnées sur-)-00, + 00[, ce choix n'a de sen s p ratique
qu e po ur t = O ou ± l.



• p est une suite calculée à partir d'une suite de sorties désirées Yd. Par exemple:

• Il, 'YI, 'Y2, R sont des constantes strictement positives.

• Baest une estimation à priori du pôle du système à commander.

(2.8)

Nous cherchons à comprendre le comportement des solutions du système obtenu en
bouclant ce contrôleur avec le système:

y(k + 1) = ay(k) + u(k) + 8(k)

où 8 est une perturbation exogène. Ce système s'écrit (avec <.p = (j - a):

(2.9)

y(k +1)

Yt(k + 1)

ç(k+ 1)2

<.p+(k)

<.p(k+1)

-<.p(k)Yt(k) + 8(k) - t8(k -1) + p(k)

-<.p(k)Yt(k) - ty(k) + 8(k) - t8(k - 1) + p(k)

ft2Ç(k)2+ 'YI[( ((<.p(k) + a)Yt(k) + ty(k) + p(k»2) + y(k)2]

<.p(k) + Yt(~~;:{,~(~8~1)2~)+-;~~)~I;k)]

Ba- a + min {1, l 'I>!-(k)+a-ool} (<.p+(k) + a - Ba)

(2.10)

Par rapport au premier chapitre nous avons donc changé nos notations de la façon
suivante:

1er chapitre 2ième chapitre

u p

u = Tu p

Sy ~ Yt

Introduisons la suite de domaines D( k) définis par:

{

1

8(k) - t8( k - 1) - <.pYt }
D(k) = (Y,Yt,ç,<.p) ç<::;l, 1<.p+a-Bo+Yt 1 2 I<::;R

+'Y2Yt

Restreint à D(k), le système (2.10) s'écrit:

(2.11)

y(k+ 1)

Yt(k+ 1)

<.p(k+1)

-<.p(k)Yt(k) + 6(k) - t6(k - 1) + p(k)

-<.p(k)Yt(k) - ty(k) + 8(k) - t8(k -1) + p(k)
<.p(k) + Yt(k) [o(k) - t8(k - 1) - <.p(k)Yt(k)]

1 +'Y2Yt(k)2
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Nous avons omis l'équation en < car elle n'influence pas le reste du système restreint
à V(k) et ses solutions se déduisent facilement de celles de (2.12). Ce système est du
type (2.1) et nous permet d'expliquer complètement la dynamique de (2.10) restreint
à V(k). Dans la suite, nous supposerons Ret (1- fl-)/Yl suffisament grands et la- Oui
suffisament petit pour que V(k) soit non vide et les solutions auxquelles nous nous
intéresserons soient dans cette suite d'ensembles.
Par ailleurs, on vérifie:

YI [o(k) - tO(k - 1) - 'Pytl
1 +,2 y 2

Posons:

~ [O(k)-tO(k-1)
26 6

= 6 2

1+(62'2)~

Yt]
tp~

(2.13)

d(k) = 0j) , r(k) = Pj)

et pour simplifier les notations, prenons:

,2 = 1

On obtient alors un système du type (2.4):

(2.14)

(2.15)

x(k + 1)

xt(k + 1)

tp(k+ 1)

-tp(k)xt(k) + d(k) - td(k - 1) + r(k)

-tp(k)Xt(k) - tx(k) + d(k) - td(k - 1) + r(k)

tp(k) + 6 Xt(k) [d(k) -/~(:X~(~;2- tp(k)xt(k)]

(2.16)

Notons enfin que s'il n'y a pas de modèle interne. i. e. t = 0, le système se simplifie

x(k+1)

tp(k+ 1)

-tp(k)x(k) + d(k) + r(k)

tp(k) + 6 x(k) [~(; 6~~~~)X(k)]
(2.17)

Pour étudier le comportement asymptotique des solutions de (2.4), nous allons exhiber
des solutions particulières - points d'équilibres, solutions périodiques. Puis, pour comprendre
plus globalement le comportement, nous mettrons en évidence des ensembles intégraux de
structure plus complexe qui, dans certains cas, sont des sous-variétés intégrales de la variété
(in)stable de ces solutions. Ce dernier aspect nous permettra d'étudier la stabilité de ces
solutions et d'obtenir une idée de leur bassin d'attraction. Pour mieux comprendre cette
approche, nous considérons en premier lieu le cas où 6 est nul.
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2.2 Le système "gelé"

Pour é = 0, le sytème (2.4) est dit gelé.

X(k+l)

y(k+ 1)

A(y)X(k) + B(y)u(k)

y(k) = y
(2.18)

C'est une famille de systèmes linéaires indexée en y et pour laquelle on sait:

• exhiber les solutions bornées sur ] ~ 00, +oo[ pour chaque y tel que A(y) n'est pas
"critique" pour la suite u ( pas de résonnance, voir Propriété 2.1),

• étudier la stabilité de ces solutions.

Ainsi, prenons le cas où la suite u est stationnaire ou, plus précisément, solution réelle
bornée sur 1- 00, +oo[ d'une équation aux différences finies, linéaire et à coefficients con­
stants, soit:

u(k) = (2.19)

où les z, sont des nombres complexes de module égal à 1 et les u, sont des vecteurs non nuls
à coefficients complexes. Les propriétés des systèmes linéaires nous donnent:

Propriété 2.1 (Extension de LaSalle [9, Section 13]) Le système gelé, avec u donné
par (2.19), a une solution bornée pour k E] - oo,+oo[ admettant y comme composante si
et seulement si , pour chaque z" composante fréquentielle de u , qui serait uoleur propre de
A(y), le oecteur B(y)u, correspondant est dans l'image de z,I - A(y).
Si cette solution existe, elle s'écrit:

X(k,<p) = I=X'(Y)z; + f>;JA(y)k~(y)
,=1 }=1

où:

• les X,(y) sont solutions de:

(2.20)

(z,I - A(ip)) X,(ip) = B(ip) 11, (2.21)

• les ~(ip) sont les vecteurs 'unitaires de A(y) associés aux ualeurs propres S11r
le cercle unité, s'il en les Vi(y) sont nuls,

• les (XJ sont des nombres complexes quelconques.

Cette sol-t~tion e.~t, selon sa composante X:
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• globalement exponentiellement stable si A(rp) a toutes ses valeurs propres dans le disque
unité ouvert,

• globalement stable si A( rp) a toutes ses valeurs propres dans le disque unité fermé et
les valeurs propres qui seraient sur le cercle unité ont un bloc de Jordan d'ordre 1,

• instable sinon.

L'équation (2.21) définit une famille de multiapplications Xi(rp). Cependant, si, pour ip";

aucun des n'est valeur propre de A(rp*), ces multiapplications sont, comme A et B, des
fonctions de classe C2 localement autour de ip" Dans ce cas, les fonctions définies par:

3(k,rp) = ~Xi(rp) zf

sont toutes de classe C2 localement autour de rp*et uniformément en k.

Exemple: Supposons que, pour le système (2.16), on ait:

(2.22)

(2.23)

alors il y a une solution bornée pour k E]- 00, +oo[ si et seulement si Zd et Zr ne sont
pas racines de:

Z2 + rpz - up = 0 (2.24)

Elle s'écrit:

(
x(k) )
xt(k) = lJ1 {z,"~l~~.t~;~ (z.z~ t ) zl+ z; + ~:, _ t~ ( z; _ t)Z;}

++ (Z)) À(~)'} (225)

où À(rp)est racine de (2.24) et Q' est un nombre complexe non nul si et seulement si
(lorsque cela a un sens):

(2.26)

Cette solution est unique si et seulement si Q' est nul. Elle est:

• exponentiellement stable si:

trp E 1-1, 1-lrpl[
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• stable si:

t~ 1 si t < ~
-1 1 1
~ trf-[-~'2]

l+t si t>-2

• exponentiellement instable sinon.

2.3 Solutions périodiques

Ce qui nous rend ces solutions périodiques si précieuses, c'est qu'elles sont, pour
ainsi dire, la seule brèche par où nous puissions essayer de pénétrer dans une
place jusqu'ici réputée inabordable. Henri Poincaré

(2.28)

Les ensembles limites intégraux représentent ce vers quoi les solutions peuvent converger
(ou diverger) et expliquent donc les propriétés asymptotiques. Par ordre de complexité,
ce sont: point d'équilibre, solution périodique, .. La continuité des fonctions A, B et C
implique:

Propriété 2.2 ([16, Théorème 2.1]) Si le 3Y3teme (2.4) a une solution de période M
dont la condition initiale a lm point â'accumulaiioti (X*,<p*) pour' e tendant vers 0, alors
(X*, <po) est la condition initiale d'une solution de période NI d·u ,Iystème gelé en c.p*, notée
(X*(k),<p*). De plus, l'expression:

J~: C(X*(k),c.p*,ll(k),O)

est nulle.

Supposons la suite 1 périodique de période Jvl et, commme dans la Section 2.2, que:

ll(k) = (2.29)

mais, maintenant, les z, sont des racines Mième de l'unité. Soit (X*(k),<p*) une solution de
période M du système gelé. Avec la définition (2.22), la Propriété 2.1 et la périodicité, on
a nécessairement:

X*(k) = 3(k,<p*) + i>;A(<p*)k~*
J=l
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où les V;' sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de A(cp*), racines Mième
de l'unité s'il en existe, sinon les 0';sont nuls. Sous ces hypothèses, la Propriété 2.2 nous
indique que, si le système (2.4) a une solution de période M, restant bornée pour e tendant
vers 0, il existe (0';, cp') annulant l'expression:

Exemple: Supposons:

z;f = z~ = 1

(2.31)

(2.32)

Dans ce cas, le système gelé, obtenu de (2.16), n'a que des solutions de période multiple
de M La condition nécessaire d'existence de solution périodique est alors que l'on
puisse trouver cp* et 0'* tels que, avec j, un nombre entier:

J~lX;(k)(d(k)_td(k_l)_CP*X;(k))= j~lX;(k)(X'(k+l)-r(k)) = 0(2.33)

z; + cp*zr - iip" =1- 0 (2.34)

z~ + CP*Zd - tcp* =1- 0 (2.35)

où et sont donnés par (2.25) avec cp= ip" et 0' = 0'*. Remarquant que (2.33)
n'est rien qu'un produit scalaire dans IdO,j2\1 - 1], le Théorème de Parseval
nous indique que le calcul peut être fait dans le domaine fréquentiel. Avec l'expression
(2.25) de Xt, si Zd,Zret À(cp*) sont différents l'un de l'autre et non réels, nous obtenons:

!!.- [ldI2R{Zd(l-tzd)}
2 IZJ +cp'zd- tcp'12

(2.36)

et si Zd,Zrou À(cp*) est réel, Id1 2
, Irl2 ou 10'1 2 est à multiplier par 2 dans cette expression.

Rappelons aussi que 0'* est non nul que si:

(2.37)

a une racine sur le cercle unité. Par des considérations de degré, on voit que:

• si Irllzr - tl est non nul, (2.36) a une solution telle que 0'* est nul, cp' est du signe
de R{zd(1 - tz d)} et le terme de droite de (2.36) a une pente en cpnégative en ce
point .

• si Irl est suffisament petit, (2.36) a une solution telle que 10"1 est non nul, cp* est
donné par (2.26) et de même signe que R{zd(l-tzd)}' Notons que seullc module
et non l'argument de 0'* est défini.
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En particulier, si t est nul (cas sans modèle interne), en posant:

• pour:

f* ~ CT~{~d~~~{:~tr})

(2.36) n'a qu'une solution vérifiant:

0'* = 0 , 0 ::; CT'P* ::; 1

• dans le cas contraire, (2.36) a trois solutions:

(
* IdI 2

CTR{zÛ Irl2
*) * *0' =± ~{}--1\n{ },'P =CT et (0' =O,CT'P >1)I+CTn e« +CT"l. Zr

Dans les deux cas la solution ayant 0'* nul vérifie:

%;(0, 'P*) < a

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

D'après le Proposition 2.2, l'existence de solutions périodiques pour le système (2.4) est
liée à l'existence de zéros de l'expression (2.31). L'étude de l'existence de ces zéros est donc
importante. Nous avons vu que, pour notre exemple, celle-ci peut se faire par une étude de
degré. Dans [13], nous avons montré que ceci s'étend au cas général d'une commande de
type modèle de référence.

Avec des hypothèses supplémentaires de non dégénérescence, (2.31) égale à zéro devient
une condition nécessaire. Ainsi, une application du Théorème des Fonctions Implicites nous
donne:

Propriété 2.3 ([16, Extension du Théorème 2.2]) Soit (O'j,'P*) annulant (2.31) et tel
que aucuai des n'est valeur propre de A('P*)' Posons (a1JCC les définition.\ rappelées ci­
dessus):

v* = tO';~*
J=1

Si le déterminant suiuam: est non nul,

1

A('P*)M - l à:;f ('P*) (9 v*1
.~l ~(X*(i)''P*,U(i),O)A('P*)' %;(O';''P*)
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il existe éo et une unique application:

(X,'P): lX]-éo,+éo[ ------+ IRnxW,

de classe C2 en é, telle que:

• (X(k,é),'P(k,é)) est solution de période M du système (2.4).

• pour tous k:

X(k,O) = X*(k) , 'P(k,O) = 'P*

• enfin, cette solution est:

(2.45)

- exponentiellement stable si toutes les valeurs propres de A( 'P*) sont dans le di.sq1J.e
unité ouvert et toutes les valeurs propres de ~(a;,'P*) sont à partie réelle stricte­
ment négative,

- instable si l'une des valeurs propres
fermé ou l'une des valeurs propres de
positive.

est à l'extérieur du disque unité
a sa partie réelle strictement

Il est important de noter que, si un des aj est non nul, (X*(k), 'P*), la solution périodique
correspondante du système gelé, est elliptique. Son prolongement en une solution périodique
du système adaptatif peut cependant être hyperbolique.

Exemple: Appliquons cette propriété au cas t nul et posons:

(J = signe(R{zû)

Soit (o", 'P*) une solution de (2.36),

• si a* = a et 'P* f (J, le déterminant (2.44) s'écrit:

1

(-'P*)M -1 0 1

* <0

• si 0'* = ±V I:r::1::?- l+;~~zr} et 'P* = (J, on a:

1

a -M(-'P*)M-10'* ,

- 2M'P*a* *

(2.46)

(2.47)

(2.48)

On en déduit que, pour e assez petit, le système a, pour t nul, une solution de période
M exponentiellement stable si:
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instable si:

[r1 2 aR{zd}(l+a?R{zr})
fdl2 < 1 + a?R{Zd}

(2.49)

(2.50)

et que, de plus, dans cc dernier cas, il existe une autre solution de période paire. Toutes
ces solutions peuvent être approximées par:

.1:(k) = ?R{_d_zj+_r_Z;+0'*(-'P*t+1
} + O(c.)

Zd+'P* Zr+'P*Zr

'P(k) = 'P* + O(c.)

Pour le cas t non nul, sans faire de calculs, nous pouvons dire:

(2.51)

• si 'P*n'est pas l'une des valeurs (2.26), le déterminant (2.44) est du type (2.47).
Il existe donc une solution périodique de période M Elle est exponentiellement
stable si:

iip" E ] -1, 1-['P*[ [ (2.52)

• si 'P*est égal à t ~ 1 ou t ~ l' V* étant non nul et la matrice A('P*)M - I étant

de rang 1, on peut encore espérer avoir le déterminant (2.44) non nul.

• si 'P*est égal à =!-' la matrice A('P*)M - I étant nulle, le déterminant (2.44) est

nul. On ne peut conclure à l'existence d'une solution périodique dans ce cas.

2.4 Ensembles intégraux

A la section précédente, nous avons mis en évidence des solutions périodiques qui sont des
ensembles intégraux de structure très simple. Pour obtenir" plus d'informations sur le com­
portement des solutions du système, nous cherchons maintenant des ensembles intégraux
de structure plus complexe et contenant une famille de solutions. On exploite pour cela la
propriété des deux échelles de temps:
'P évoluant très lentement, X se rapproche (ou s'éloigne) beaucoup de son "régime" asymp­
totique (qui dépend de 'P) avant que 'P ait bougé de façon significative.
On s'attend donc à trouver des solutions de (2.4) telles que X(k) s'écrivent en fonction de
'P(k). Il est important de noter à ce point que si cette propriété est vraie, elle n'a rien à voir
avec une propriété de stationnarité de la suite u, Aussi, dans toute cette Section, u n'est
supposée que définie et bornée sur] - 00,00[.

Soit:

s = {fJ 1 IÀ{A(fJ)} [ < 1-7] }
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Le système gelé (2.18) a pour chaque cpde S une et une seule solution bornée pour k dans
] - oo ,+=[. Elle est globalement exponentiellement stable et s'écrit:

(2.54)

Posons alors:

k-IÔlvl
1yl~ (cp,k) = Mo (cp,k) - é i'foo A(cp)k-l ôcpo(cp,i +1) C(Mo(cp(i),i) ,cp(i),u(i),O) (2.55)

Pour le sytème (2.4), on obtient par application de la méthode de la transformée de graphe
(Shub [21]):

Propriété 2.4 ([14, Théorèmes 1 et 2]) Pour tout e suffisament petit, il existe une
fonction de classe Cl-Lipschitz,

M, : S X l -> Rn (2.56)

telle que:

X(k) = M,(cp(k),k) }

cp(k+ 1) = cp(k) + éC(M,(cp(k),k),<p(k),u(k),ey(k))
(2.57)

est une solution de (2.4) tant que: <p(k)E S.

2- POlir tout x strictement positif, il existe r(x) tel que, si e est suffisament petit, r(x) est
strictement plus petit que 1 et pour toute solution (X(k), <p(k)) de (2.4) on a:

{

X(k) se rapproche exponentiellement à
IlX(k) Il <::: x et <p(k) ES===}

un taux au moins r(x) de M, (<p(k),k)
(2.58)

3- Etudier le système (2.4), restreint à (II X(k) Il <::: x, <p(k) E S) est équivalent (au sens
équivalence topologique orbitale avec phase asymptotique) à étudier le système triangulaire:

X(k+l)

<pM(k+1)

A(cpM(k))X(k) + B(cpM(k))u(k)

cpM(k) +é C (M,(<pM(k),k) , <pM(k), u(k) , q(k))
(2.59)

4- On peut approximer M, car, pour E .mffisament petit,

~ [M,Cep,k) - MoCcp, k)] et ~ [M,(cp, k) - M~Cep, k)] soni bornés sur S x l (2.60)
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L'idée d'utiliser des variétés intégrales pour expliquer le comportement des solutions du
système nous est venue lors d'un travail en collaboration avec Petar Kokotovic et Brade
Riedle. On trouvera d'ailleurs une autre démonstration de l'existence d'une fonction Lips­
chitzienne vérifiant les points 1,2 et 4 dans la thèse de Riedle [18, Théorème 3.3].

Exemple: D'après cette Propriété, pour tout e suffisament petit, on peut trouver
deux fonctions X('P,k,ê) et Xt('P,k,ê) telles que:
• Pour l'PI inférieur à 1 -1], on ait:

• Le transitoire de toute solution (x, Xt,'P) est expliqué par l'existence de constantes
positives a et T, T < 1 telles que, si 1'P(k +j)1 est inférieur à 1 pour tout j dans [0, q],
on a, pour tout i dans [0, q]:

(

Ix(k+i)-x('P(k+i),k+i,ê)J ) ( Ix(k)-x('P(k),k,ê)1 )

+ ::; œ r ' +
IXt(k + i) - xt('P(k + i), k + i,ê)1 IXt(k) - xt('P(k), k,ê)1

(2.62)

• Enfin, les solutions de (2.16) peuvent être approximées (avec une erreur tendant
exponentiellement vers zéro), tant que leur composante 'P reste dans [-(1-1]),1-1/],
par celles de:

x(k + 1)

xt(k + 1)

'P(k+ 1)

L'importance de la Propriété 2.4, illustrée par le point 3, est d'exhiber un ensemble
intégral, graphe de la fonction M" qui étant attractif, nous permet de comprendre le com­
portement des solutions tant que leur composante 'P reste dans S. Ainsi, d'après le point 2,
les solutions limites que nous avons exhibées à la Section précédente sont dans cet ensemble
si 'P* est dans S. Elles sont donc aussi solutions de (2.59). Par ailleurs, grâce à la forme
triangulaire de (2.59) (et le fait que 'P(k) bouge lentement), on peut mettre en évidence deux
régimes:
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• un mouvement rapide transitoire caractérisé par une convergence exponentielle de la
solution vers l'ensemble intégral,

• un mouvement lent asymptotique caractérisé par un déplacement le long de cet en­
semble.

Exemple: Prenons le cas plus simple où:

d(k) = constante, T(k) = 0

Alors, pour toute solution (x,<.p),tant que l<.pl reste inférieur à 1- 7],

• [X(k) - 1 +:(k) - 0(6)1 décroit exponentiellement,

• l'évolution de <.p peut être approximée par:

(2.64)

(2.65)

et donc, la composante <.p de la solution est strictement croissante.
On en conclut que, sous la condition (2.64), aucune solution de (2.17) ne peut satisfaire
indéfiniment 1<.p(k)1 < 1 - 7] (voir [4,15] pour une démonstration plus rigoureuse).

Une conséquence directe et importante en pratique de la Propriété 2.4 est:

Propriété 2.5 Si la suite u est nulle et la fonction C uérijie [ooir (2.2)):

(2.66)

alors, p01LT' tout x, si 6 est suffisament petit, les soluiions telles que pO'ILT' un instant ko. on

ait:

IlX(ko) Il< x et <.p(ko) E S

véTifient:

• X(k) tends vers zér-o exponentiellement,

• <.p(k) cotuicrqe veT'S un point de S.
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Exemple: Supposons que le modèle interne puisse être choisi tel que:

d(k)-td(k-l) = 0 ,r(k)-tr(k-l) = 0

Dans ce cas (2.16) devient:

(2.68)

ç(k+ 1)

Xt(k + 1)

<.p(k+1)

-<.p(k)Xt(k)

-<.p(k)Xt(k) - tç(k)

<.p(k) +E: Xt(k) [d(k) -/~(:X~(~~2- <.p(k)xt(k)]

(2.69)

ç(k+l) = x(k+l)-r(k)

la Propriété 2.5 implique :
Si à l'instant ko, on a:

(2.70)

(2.71)

et E: est suffisament petit (fonction de ç(k o), xt(ko) et TI),alors la solution correspon­
dante vérifie:
x(k + 1) - r(k) et xt(k) tendent exponentiellemnt vers zéro et <.p(k) converge.

La Propriété 2.5 met en évidence l'intérêt d'utiliser un modèle interne, remarque déjà
faite avec le Lemme 1.6. Les conditions d'application sont simplement que la loi d'adaptation
vérifie (2.2) et qu'il existe un ensemble non vide de () donnant un contrôleur linéaire sta­
tionnaire stabilisant le système à commander. Par contre le résultat n'est que local en () et
E:.

Les Propriétés 2.4 et 2.5 ne s'appliquent que localement en <.p puisque les valeurs propres
de A( 'P) doivent être de module strictement inférieur à 1. Pour des valeurs propres de module
supérieur à 1, s'il existe un ensemble intégral, graphe d'une fonction de <.p, on peut s'attendre
à ce qu'il soit répulsif. Les solutions auraient donc tendance à s'éloigner de cet ensemble. Il
pourrait donc sembler inintéressant de l'exhiber pour obtenir des informations "non locales"
sur ces solutions. L'exemple ci-dessous montre que cet a priori n'est pas toujours exact:

Exemple: Prenons le cas plus simple où:

d(k) = constante, r(k) = 0, t = 0
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Dans [4,15], nous avons établi l'existence d'une constante strictement positive Tt telle
que, pour Itpl > 1 + Tt, on peut trouver une fonction Me, bornée, Lipschitzienne dont
le graphe est invariant et satisfait:

(2.73)

2- pour e suffisament petit, il existe T < 1 tel que pour toute solution (x(k),tp(k))
vérifiant Itp(k)/ > 1 +Tt, on ait:

(2.74)

On en déduit que, si x(k) est différent de M, (tp(k)), le rapport signal sur bruit ~

augmente. En conséquence [4,15]:
Pour toute solution vérifiant à un instant ko:

(2.75)

il existe un instant k l tel que:

(2.76)

On en conclut que, sous la condition (2.72), aucune solution de (2.17) ne peut satisfaire
indéfiniment Itp(k)1 > 1 + 17

Bien que ceci n'ait pas été fait, la démonstration de l'existence et des propriétés d'hyper­
bolicité d'ensembles intégraux localement sur des domaines connexes où A(tp) a un nombre
constant de valeurs propres cie moclule strictement inférieur à 1 et aucune de module égale à
1, ne devraient pas poser de problèmes techniques. En effet, un tel résultat appartient à la
famille des Théorèmes connus sur la persistance sous de petites perturbations des ensembles
invariants localement normalement hyperboliques (Hirsch, Pugh et Shub [7), Shub [21]).
Techniquement, il pourait être obtenu en combinant les méthodes de transformée cie graphe
(Shub [21]) et de diagonalisation par blocs résultant de la dichotomie exponentielle (Coppel
[3]). L'exploitation de la propriété de point selle de cet ensemble intégral pour en tirer des
informations "non locales" sur les solutions est clone a priori le "point dur" et son intérêt
pourrait justifier de nouvelles recherches.

2.5 Moyennisation

Nous avons vu, au paragraphe précédent, l'importance du système (2.59). C'est un système
triangulaire inférieur:
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• Le sous-système en X est couplé mais il peut être considéré comme un système linéaire
lentement variable. Son étude ne pose pas de difficultés théoriques (voir Coppel [3,
Proposition 1.5]).

• Le sous-système en c.p:

c.p(k+ 1) = <p(k)+ sD(<p(k),k,ê)

D(c.p,k,ê) = C(Me(c.p,k) , c.p,u(k), q(k))

est non couplé. Par contre il est non linéaire et non autonome.

(2.77)

(2.78)

Pour étudier (2.77), nous allons encore tirer profit de la présence du petit paramètre c,
Nous avons en effet le résultat suivant, facilement démontré par récurrence et reposant sur
les itérations de Picard:

Lemme 2.1 Soit f(<p,k) une fonction de W x 7Lx dans W, bornée par S, de constante de
Lipsch.itz LI et de constante de Lipschitz en <p de sa différentielle en c.p L 2 . Le produit
de des L +êf(.,k) j!érifie:

(2.79)

"localiser" ce résultai en multipliant la fonction f par une fonction caractéristique
(Lemme d'Urysohn).

Pour exploiter cette Propriété, introduisons un changement d'échelle de temps défini par
une suite d'entiers M, vérifiant:

l!vhl < u ; lvh ;::: 0 pour k ;:::0 , M k < 0 pour k < 0

et par l'application:

I<

J( --> k« =~M,

Posons:

E(<p*,I<) = kKf-l D(c.p*,k,O)
~=kl(
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Nous définissons alors le système:

'P*(I( + 1) = 'P*(K) + €E('P*(K),K) (2.84)

La Propriété 2.6 et la régularité en e de la fonction D nous permettent de tirer deux con­
clusions:

• Si 'P(k) est solution de (2.77), 'P(kI,J est une O(€2)-pseudo solution (voir Shub [21]) de
(2.84), i.e.:

(2.85)

Notons que pour obtenir une approximation en O(€3), il suffit d'utiliser un développe­
ment au premier ordre en e de la fonction C, de remplacer .M, par l\!lci donnée en
(2.55) et d'utiliser l'approximation (2.80) .

• Si (2.84) a une solution hyperbolique restant dans S, il en est de même de (2.77). Ceci
résulte encore une fois de la propriété de persistance, sous de petites perturbations,
des ensembles invariants hyperboliques (Shub [21, Théorèmee 8.3], Hirsch, Pugh et
Shub [7], Lefschetz [la, Theorem VI.7.3, Theorem VII.8.4], [1, Theorem 1.1.4])

Illustrons la propriété de pseudo solution:

Exemple: Considérons le cas où d et r vérifient (2.23), avec Zdet Zr satisfaisant (2.32)
(il suffit en fait pour ce qui suit que (2.32) soit vérifié à un O(e:) près). Comme, avec
(2.36), le système (2.84) s'écrit dans ce cas:

'P*(K + 1) = 'P*(K) + (2.86)

+~ [ IdI2~{zd(1 - tZd)} _ Irl 2 1zr - W , *(K)]
2 Iz~ + 'P*(K)Zd- t'P*(K)12 Iz;+ 'P*(K)zr - t'P'(K)12 'P

Les solutions de ce système sont croissantes dans le domaine:

'P(kf{) étant une O(€2)-pseudo solution, elle est croissante dans le domaine:

Pour établir une propriété d'hyperbolicité pour les solutions de (2.84), il suffit d'étudier
le linéarisé de ce système le long de ces solutions. Pour cela, la dichotomie exponentielle des
systèmes linéaires lentement variables (Coppel [3]) est très utile. Le résultat suivant en est
une application:
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Propriété 2.6 ([14, Théorème 3]) Soit L 2 la constante de Lipschitz en ip" de la différen­
tielle en r.p* de la fonction E. Considérons l'ensemble P(c, a):

{

* 1 i) Il::(r.p*,K+ 1) - ::(r.p*,K)11 +cL2 1IE(r.p*,K)II < cD< W2 }

P(c,a) = r.p { { (DE )}} (2.87)
ii) max ~ val.pr·op. Dr.p* (r.p*, K) s: -a

Si e est s1ljjiilaml~nt petit, ta.nt qii'wne soluiioii de (2. Tl) reste dans peE,0), elle est localement

Remarquons que le point ide (2.87) signifie que le système (2.84) est lentement vari­
able (premier terme du membre de gauche) et que la solution elle-même évolue lentement
(deuxième terme). La première condition est réalisée si les suites u et { sont M -périodiques
(E ne dépend pas de K). La deuxième l'est au voisinage d'un point d'équilibre de (2.84).
Point d'équilibre de (2.84) et cas périodique étaient exactement l'objet de la Propriété 2.3.
Ainsi, dans le cas périodique, la fonction E définie par (2.83) coincide avec la restriction à
S de celle donnée par (2.31). Et, si r.p* est dans S et vérifie:

E(r.p*,K) = 0 , max { ~{val.prop. (::(r.p*,K))}} < -a (2.88)

(2.84) a un point fixe dans peE,a) et donc (2.77) a une solution M-périodique exponen­
tiellement stable.

L'étude de conditions sous lesquelles l'ensemble P(c, a) est non vide a suscité de nom­
breuses publications [17,8,19]. Elles sont pour la plupart reprises dans [1]. En particulier,
supposant que les suites u et 'Ysont telles qu'il existe ip" dans S vérifiant le point i de (2.87),
la réalisabilté du point ii est liée aux propriétés suivantes:

• la famille (avec (2.78) et (2.83)):

{~(MO(r.p*,k),r.p*,u(k),0/;:° (r.p*, k) + ~(Mo(r.p*, k),r.p*,u(k), 0), k E [0,M - 1]}

engendre l'espace. Cette propriété est appelée "balayage persistent" dans certains cas.
Typiquement, elle résulte d'une "excitation persistente" du signal u ([1, Théorème
2.7]) .

• en plus d'une propriété de "balayage", on a besoin d'une propriété de signe. Dans
le cas où la composante r.p de la solution à laquelle on s'intéresse est constante, cette
propriété de signe résulte, en général, d'une propriété de positivité d'un opérateur
linéaire, dite "condition de positivité dépendant des signaux" (voir [1, sections 4.5,
3A,3.5]).
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En fait tous les résultats que nous venons de présenter sont du type de ceux donnés par
la méthode de "moyennisation" En effet, étant donné M, définissons la suite:

1 k+M-l

"Ç5(k) = M ~ cp(i) (2.89)

Si cpest solution de (2.77), Icp(k) -"Ç5(k)\est un O(é). Alors la Propriété 2.6 nous permet de
dire que "Ç5 est 0(.::2)-pseudo solution:

Il
1 k+M-l Il"Ç5(k + 1) - "Ç5(k) - e M ~ D("Ç5(k) , i, 0) < 0(.::2) (2.90)

C'est à dire que l'évolution de la moyenne de la solution de (2.77) est donnée, à un 0(.::2)
près, par la moyenne en temps de son second membre.

La méthode de moyennisation a été très étudiée sous de nombreuses variantes et dans
différents contextes. Sanders et Verhulst [20] ou Hale [6], pour ne citer qu'eux, font une
bonne synthèse de cette méthode appliquée aux systèmes dynamiques déterministes.

Pour les systèmes adaptatifs, la justification de cette méthode dans le contexte stochas­
tique est l'un des objectifs du livre de Benveniste, Metivier et Priouret [2]. Son application
est à l'origine des résultats regroupés dans [1], Ljung et Soderstrôm [11] et Benveniste,
Metivicr et Priouret [2]. Remarquons cependant que ces auteurs n'écrivent pas (2.77) ex­
plicitement, mais simplement son approximation obtenue en y remplaçant NI" par Mo. On
peut donc l'écrire sans avoir recours aux résultats de la Section 2.4, sa justification s'obtenant
directement en remarquant que X(k) se rapproche exponentiellement d'un tube de rayon
0(.::) autour de Mo puisque:

[X(k + 1) - Mo(cp(k+ 1), k + 1)] = A(cp(k)) [X(k) - Mo(cp(k),k)] + fl.(k) (2.91)

fl.(k) = [A(cp(k+ 1)) - A(cp(k))] Mo(cp(k),k) + [B(cp(k+ 1)) - B(cp(k))] u(k) + (2.92)

+ A(cp(k+ 1)) [Mo(cp(k + 1), k + 1) - Mo(cp(k),k)]

où, grâce à la régularité des fonctions, fl. est d'ordre e. L'inconvénient est que, n'ayant
comme point de départ qu'une approximation, les résultats de stabilité de solutions du
système réel ne sont obtenus que si des solutions du système approximant ont des propriétés
d'hyperbolicité. En particulier, la Propriété 2.5 n'a pas été obtenue de cette façon.

2.6 Conclusion

Dans ce deuxième chapitre, nous avons regroupé un certain nombre d'outils, introduits par
les mathématiciens pour étudier les systèmes dynamiques en général. Leur particularisation
au cas des systèmes linéaires adaptatifs nous a permis de proposer une méthode d'analyse
du comportement des solutions, appliquable lorsque les signaux exogènes ont une petite
amplitude ou lorsque l'adaptation est forcée à être lente, et pour des signaux exogènes
périodiques (ou plus généralement stationnaires au sens l2)' Cette méthode se décompose
en:
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1. étude du système gelé: recherche des solutions périodiques et analyse de leur stabilité,

2. mise en évidence de solutions périodiques du système réel, approximées par des solu­
tions du système gelé,

3. mise en évidence d'ensembles intégraux sous forme de graphe, l'état étant fonction des
paramètres,

4. exploitation de l'information donnée par la forme, la localisation et la répulsivité ou
attractivité de ces ensembles intégraux,

5. étude du mouvement dans ces ensembles intégraux en utilisant une méthode de moyen­
nisation.

L'application de cette méthode à notre exemple élémentaire de contrôleur réponse pile adap­
tatif, nous a permis de comprendre qualitativement le mécanisme intervenant dans un com­
portement oscillatoire se traduisant par des bouffées intermittentes des signaux [15,4].
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Annexe A

Compléments techniques sur le
chapitre 1

fi7





A.1 Une norme instationnaire adaptée

Soit F(', k) une suite de matrices telle que, pour tout k, 1 et B (qui peut être un nombre
entier):

Il IIF(B,j)11 ::; J,'
J=k+l

(A.1)

où J et , sont des constantes positives et 11·11 est la norme euclidienne. Soit pune constante
strictement supérieure à ç, pour chaque k et B, nous définissons une norme vectorielle 111'lllo,k
par:

IIIXlllo,k = ~p-i IU~t F(B,j)XII

Propriété A.l Pour tout entier k et tout B, on a les inégalité,~ suiuanie«:

1 IIXII < IIIXlllo,k S; J p ~ , IIXII

2. IIIF(B,k+1)Xlllo,k+l S; (p-p;') IIIXlllo,k

3. Si pour tout: k, on a:

alors:

IIIXllle,k ::; (1 + : !1, liB - <pli) IIIXIII""k

Preuve:

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

1- IIIXllle,k ::; J ~ (~)' IIXII ::; J p ~, IIXII (A.7)

2- Posons:

y F(B,k+1)X

On obtient:

oo I\k+i+l Il1IIYIIIo,k+l = {; p-i j122 F(B,j) Y
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~ p-i 1I:1!~F(B,j)XII

p ~ p-l IU~LF(B,j)Xl/

p[~p-IIU~L F(O,j)XII- IIXII]

< p (1 - Ph ') IIIXlllo,k

3- Les séries étant absolument convergentes, l'inégalité triangulaire nous donne:

Par ailleurs, on établit par récurrence:

(A.lD)

(A.1l)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

La conclusion vient alors de l'inégalité:
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A.2 Démonstration du Lemme 1.1

Commençons par remarquer que, grâce à l'hypothèse du Lemme et à la convexité de la
fonction x P pour p 2':1, nous avons:

(A.17)

et, par ailleurs, comme on peut le vérifier en dérivant en ~, pour tout k supérieur ou égal à
1:

Maintenant, posons pour i dans [1, k]:

ll(i) = F[8U + i),j + i] ll(i - 1), ll(O) = I

Utilisons la norme (A.2) pour définir:

.r(i) = Illll(i)llle(t+)),,+)

Avec les hypothèses du Lemme, la Propriété A.1 nous donne:

x(O) = IIIIllle()),) S p~ ,

et, par récurrence:

k

IlII(k)11 S x(k) s x(O) gr(i)

On obtient alors, en utilisant la concavité de la fonction Logarithme:

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

IIII(k)11 < .ie: (~Î=r(i))kp-' k ;=1

S .te (p_ p--.,)k (1+~~ tI8(j + i) - 8U+ i - 1)II) k
p - , f p - , k ;=1

Dk) [(p - p7') (1 + : ~~)r

(A.24)

(A.25)

(A.26)

en notant la bornitude de la suite Ldéfinie par:
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tek) = .Ie: (1 + ~ fJffIa(p-C) )k
p ~ ( k (p - ( + f fI a )pa P
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A.3 Démonstration de (1.15)

Choisissons p inférieur à 1, supérieur à r et strictement plus grand que '\. Posons:

(1.13) nous donne:

(A.28)

2 -2(k+l) k ;-1

S(k) :S IIX(O)11 2p2C~,\2 + C~_p_2 + .,~p-2i~,\2('-1-J)II1](j)112 (A.29)

C p2 C p-2(k+l) ., k-1

:S IIX(O)11
2

p2 ~ ).2 + ; _ p-2 + p2 _ ).2~ p-2
j

111](j)112
(A.30)

Avec (1.14) et puisque p2(k-;) est plus grand que r 2(k - i ) , on obtient:

Le Lemme de Gronwall nous donne alors deux constantes dl ct d2 telles que:

Tirant profit de la concavité de la fonction Logarithme, nous avons:

il (1 + ~.,~(i!2) < (1 + _1_._ ~ IIl(i) r
i=J+l P A - k - J -1 i=J+1 p2 _,\2

Alors, puisque:

on voit que la suite X est bornée si pour tous j et k:

2 (1 + _1_ ï: ~) < 1 - e
P k - j - 1 ;=J+1 p2 - ).2 -
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A .4 D é monstration d e la Propriété 1. 1

Soit 11 le 2-vec te uf r épon se im pul sionnelle dont la fonct ion de transfert es t:

De même , associons 9 à:

G(
_' ) = p",(Z-I)

• Z P( Z- l )

L'éq uat ion ( 1.18) e t la nu llité de h(O) nous donnent :

, -, ( y(1) ) •
dm(k ) - L h(k - j) . + L g(k - j) d(j) + O(k )

1""0 u(J) J = O

(A.37)

(A.38)

OÙ P(Z-I ) ayant tous ses zéro s d an s le dis que ouver t de rayon Il , b est une suite ~-exponen­

tie llement décroissante vérifiant :

A toute su it e u et pour tou t in stan t k . asso cion s la suite Uk , définie par:

«(j ) si k 5:. j

o si k > j

0 11 rem ar que:

(A.39)

(A.40)

(A.41)

La suit e ( : : ) étant à su pp or t fini et la suit e p- ' 1.(1) ét an t somm ablc on peu t ap pliquer

le Thé orème de Parse-val po ur ob te nir:
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Appliquant à nouveau le Théorème de Parseval, on en déduit le point l.

Pour le point 2, l'inégalité de Schwarz nous donne:

Le résultat est alors obtenu avec le Théorème de Parseval:
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(A.44)

(A.45)

(A.46)
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A.5 Lemme A.1

Lemme A.l Soit Il, v, w et h des suites de réels positifs telles que h soit décroissante et,
pour tout k, on ait:

~1l(i) < v(k) + ~W(i)

Pour tout k, on a aussi:

~h(i)ll(i) :<::: ~h(i)V(i) + ~h(i)W(i)

Preuve: Posons (de même pour w):

U(k) = ~U(i), U(-l) = 0

On a:

(A.4S)

(A.49)

(A.50)

k

?;h(i)U(i) ~h(i) [U(i) - U(i -1)] (A.51)

h(k)U(k) + ËU(i) [h(i) - h(i + 1)] (A.52)

k-l

:<::: h(k) [v(k) + W(k)] + ~ [v(i) + Wei)] [h(i) - h(i + 1)] (A.53)

:<::: ~h(i)V(i) + ~h(i)W(i) (A.54)
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A.a A propos d es inégalités (1. 24)-( 1. 27)

Lemme A. 2 1· POUT tout It plu.• gra n d qtJ ~ T,

(A.55)

im plique pour tout 6 pOJilif:

( A.56)

2- So ient C (k) un polynôme iTl"ta tionna'i re T-exponentiellemen t " table el D(l:) tln polynôme
inJtalion'Hli re awéfficient$ borné", Tl exi.•t e de" condan!t" c, d, \, \ élant Jtri dement
inf érieure à r , telle" que, pour toute ",Ulte 10 définie par:

(A.5 7)

on ail le.' im plication" Juivant eJ:

(A.58)

im plique

z. Id. (k)1 ~ P,(k) + 0 , ,,(k)

im plique

(A.5' )

(A.60)

(A.6!)

où 000 , ,,,ti tt' r-bomie , et é2• "uite T-exponentielleme n t décrQj""ant e, ne dépend ent que des
condi tioR", initia it" dt w.

Preuve : 1- On applique le Lemme A.t t 'II notant que:
• pour tout 6 p ositif, (A.55) im p liq u e , pour tout k:

tr-2' d..,(i )2 :5 (1 + ~) T-2~ P",,(k) + 1~ 6 "(00 t>-2(Hl[u(i _ 1) 2 + y(i _ 1)2] (A.62)
, .. 1) . _ 0

• la suite 1"~k ~- ~k est décroi ssan t e si ~ est plu "!gran d que 1"

2· D'a près (1.23) et (A.57), on a pour tout k:
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Iw(k)1 < c i:»: 1~ DJ(i)clm(i - j)I + b(k)
,=0 J=O

(A.63)

où), est strictement plus petit que T, b est T-exponentiellemnt décroissante, n o est le degré
(uniforme) de D et D J est la suite de son jième coéfficient. De l'inégalité:

Î>k-'IÏ:DJ(i)clm(i-j)1 < n» sup {\Dj(i)l} I=Àk-ilclm(i)1
1.=0 J=O ~,J i=û

on déduit l'existence d'une constante cl telle que:

Iw(k)1 < cdt ),k-. Jdm(i)\ + b(k)
~::;:;O

On obtient alors:

Appliquant l'inégalité de Schwarz, (A.59) résulte de:

(A.64)

(A.65)

(A.66)

tT-2JItV-'dm(iW
J=O ,=0

(A.67)

(A.68)

(A.69)

et du fait que si b est T-exponentiellement décroissante, Tkllbllr,k est T-bornée.

On établit (A.61) à partir de (A.69) en remarquant:

la suite T-kST(k) étant croissante.
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A .7 D érnoust r a t ion du Lernme 1.2

p()~JOS :

Utilisant la cro issan ce de 1'- · (1(k) et la pos itivit é de S , on obt ient :

(A.72)

La concl usion résulte alors direc temen t de ( 1.31) .
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A.8 Démonstration de la Propriété 1.2

SI' en fonction de sPI':

De la définition de SpI' on déduit:

(A.78)

Par ailleurs, la matrice polynômiale (UY
0) est Il-exponentiellement stable par hy­

a ti;
pothèse. Avec la bornitude de la suite Yd, Le Lemme A.2 nous garantie l'existence de
constantes rr et (3 telles que:

(A.79)

SPI' en fonction de SI':

De même, puisque:

(A.80)

et la matrice:

est fi-exponentiellement stable, il existe-j et une suite boo fi-bornée telles que:

(A.8I)

Donc, si SI' tend vers zéro, il en est de même de YP - Yd et Tu p . Enfin, notre conclusion est
une conséquence directe de l'hypothèse (1.35) puisqu'elle permet d'écrire:
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Point 2:
Avec les expressions de A et B données en (1.40), on obtient:

où:

Le résultat énoncé est donc une conséquence directe de la Propriété 1.1.
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A.9 Démonstration de la Propriété 1.3

Notons tout d'abord que d'après (1.53), Am(k) et S étant unitaires, y(k) - dm(k) est une
combinaison linéaire (finie) de u(k - i), y(k - i), i ~ 1. Donc, y(k) et, par ailleurs, u(k -1)
vérifient aussi une inégalité du type (1.54) ou (1.55). Il en est de même de z et Z d'après le
Lemme A.2, det{U} étant p-exponentiellement stable.

Par ailleurs, d'après (1.56), (1.57) et (1.53), on a:

k k ( y(i -1) )
we(k) = 'L,hp(k,i)dm(i) + 'L, ht;.(k,i)

,=0 i=1 u(i -1)

où fi vérifie:

det{U(q-I)}o(k) = 0

+ fJ(k) (A.85)

(A.86)

La propriété de det{U} implique l'existence d'une constante positive )" strictement plus
petit.e que lt, telle que les suites:

~[hp(k,i)]2
~ ),k-.

soient bornées.

et

Si (1.54) est vérifiée, on a:

~11-2(k-'l [~hp(i,j)dmU)r +

k . [ i (Y(i-1) )]2+ 'L,p2(k-'l 'L, ht;.(i,j). +
.=0 ;=0 u(z -1)

L'inégalité de Schwarz et la définition (1.60) nous donnent:

(A.87)

S ~11-2(k-il [~(h~\~/)r ~),2('-1)dm(j)2] (A.88)

S~p2(k-J) dmU? [~(~r('-J) ~ (h:\~/)r] (A.89)

De la même façon, on obtient:

k

S '"Y; 'L,p2(k-Jld mU)2
J=O

(A.90)
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On en déduit (1.58 ) avec la d;fint ion de $" et ( L M) .

).1 ain t~nlUlt . si ( LM) est vérifiée, on obtient :. .
Iw.(kl l s ?; lh.(k, i l IP,(i ) + " ~ Ih.(k , i l l .'.( i ) +

+ t llh. (k, i )1I 1 y(i-I ) 1+ Ih(k) 1I
. .. 0 ~ u (i - 1) Il

AVt'c l' in égali t é de Schwarz et III.d(~fin i t ioll de $1" on déd uit :

On a auss i. $l étant mejorée par $,,:

(A .92)

(A93 )

(A.94)

( 1.59 )!"n résulte.
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A.ID D érnonstrat.iou du Lemme 1. 3

Quelques identités pour commencer:

1 ~ De la d éfinitio n (1.67), 011 obtient;

_, ' a(k)Z(k)
M(k - 1) h ( k) ~ :t'(k)' M (k -1 )Z(k)

Z (k)' K( k) ~ a(k)

( . ' (" _ )- ' J' (k) _ a(k)'
J( ' ) M . l , - Z( k)'M(' - 1)Z(k)

2- Les définitions ( 1.81) t"t (1.86 ), nous donnent aussi:

Z( ')' (ii(1 - 1) - 9(k - I )J ~ w,( k) - '( k)

Z (k)'[ ii,( 1 - 1) - 9(k - 1)[ ~ w,(.) - (1 - a(I)) '(k)

(A.'7)

(A.'8)

(A.99)

(A. I00)

(A .lOl )

(A.103)

(A.I04)

Uti lisant la nota tion (1.82 ), on obtient alors de ( 1.65 ):

lii, (. - 1) - 9(k - 1»)' M (k - 1)- ' (ii.( k - 1) - 9(1 - I )J ~ (A.102)

L ( k ) 2a(k )' (k )( w,(.) - «'» «(I)'«k)'
~ , - 1 + Z (k)'M(k _ I )Z (' ) + :t'(')'M( ' I )Z(k)

Maintenant. un remarque que (1. 68 ) implique, "Il utilisant le Lemme d'Inversion Matricielle
et ( 1.67):

M.(k - 1)- ' ~ M (k - I r ' (J- b(k )K (k)Z (k )'t '

1 -, a(k )b(k) Z( k) Z (k )'
~ M ( ' - 1) + 1 a(k )b(') Z( ')'M (k I) Z (')

Avec la nota tion ( 1.83), nous avons étab li;

Iii.(k - 1) - 9(k - 1)1' M (k -Ir' lii, (k - 1) - 9(k - I )J ~ (A.105)

L ' a(')b(k)(Z( k)' (ii, (' -I ) - 9(k - l)])'
~ ", ( . - 1) - [1 _ «(' )b(' )J(Z(k)'M (' - 1)2 (1'»)

D u n donc:

L", ( k - 1) ~ L, (k - 1) + Z( I' )'M~~k2 1)Z(k) x (A.I 06)

x ["(I)(w,( k) - «k)[ + a(k ).( . )' + 1_~~~b( ,)[W'( k) - (1- «(k»' (' II']

( 1.88) t' Il résulte en regroupan t les termes.

Pour ét;ù>\ir (1 .89), nous observons que (1.65) nous donne directement :
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1I 0, (k - 1) _ O(k -1)11' S o(k)'Z( k)' M (k - 1)' Z (k) ,( k)'
[Z( k)'M(k -l)Z(k)j'

Le résultat vien t alors de la majorat ion de AI donnée par (1. 69) .

2- Remarquo ns l'inégalité suivante :

[8(k) - e(k) +W.(k)l' M( W ' [O(k) - O(k) +W.(k) ] ~

~ L.lk) + 2 W,( k)' M(W' [8(k) - 8(k )1 + 1V. (k) ' M (kr'IV,(k)

~ L. (k) _ 2jLjki IIW,(k)11 + IIW,(k) lI'
J À"_{M,j x, .. {M , }

Pos ons :

D 'après (1. 66) e t (1. 85) , nous avons:

O(k) - O(k) + 1V, (k ) ~ I1m(k) [O,, (k - 1) - O(k - 1)1

(A.I 07)

(A.I 0S)

(A .H19)

(A.ll0)

(A .111)

Pour con t inuer, nous remarquons que (1. 69) implique au sens des formes quadratiques :

IA.112 )

On en déduit:

[8(k) - O(k ) + W.(k)l' M(W' [8(k) - O(k) +W.(k) 1 S (A.113 )

S ' m(k )' [8,, (k - 1) - O(k - 1)]' M , (k - W' [8,,(k - 1) - O(k - 1)]

La conclusion vient de la définition (1.84) .

(1.91) s'obt ient facilemen t. D'après nos définit ions , nou s avons les égali tés suivantes:

O(k) - O,(k - 1) I1m(k) [I1,( k)O, (k - 1) + V,(k) ] + Vm(k ) - O,(k - 1)

~ I1m (k) [8,(k - 1) + U,(k )] + Vm(k ) - O, l k - 1)

~ U,(k) + [I1m (k) - I l [8. (k - 1) + U,(k) ] + Vm(k)

Enfin, notons que:

U,(k)'M,(k - I r ' [2(o,( k - 1) - O(k - 1)) + a(k)U,( k)1 S 0

(A .1l 4)

(A .115)

(A.116 )

(A.Il7)

implique:

[o(k) - 1]Ur(k)/ Ah (k - lt 1 U,(k) :s;
S - U,( k)' M, (k - Ir' [2(o, (k - 1) - e( k - 1)) + U,(k)} (A.118)

:s; _ [ll", (k)2 - l ]LII+(k - 1) (A.119)

On obt ient la dern ière inégal ité du Lemme en utili san t l'hypothèse sur 0 e t les proprié tés
de la mat.rice A4.
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A .Il Démonstratio n d e la P r op r ié t é 1.4

Cett e P ro priété pe ut êt re établie à p ar t ir du Lemme 1.3 pa r un e suit e de rem ar ques:

}- Poso ns :

A

B =

l - ab + ll - bl..,tr=""iib
(2 a b)

(2 - t1 - 6)(1 - ab)

1 - ab+ Il bl."rr=ab

(A .120)

(A .121)

Si a et b sont pos iti fs et leur som me es t s tr ictemen t plus pe t ite que 2, pmu tout rée l x, on a:

( A - b) x~ + 21I - blx + (2 -a -b - B ) :::; 0

le ra p port AIlJ étant le plus pet it vérifiant cette inégalité . On en d éduit :

(A.122)

b('l '''''k )' + 211- &(k) II",,(k) l lr( k)1 - 12 - n(k ) - b(k) ]r(k )' 5 (A.l 23)
.:5 A(k )W9(k )z - B(k) e(k)1

P ar aille urs, ( 1.95) implique pour to u t 1.::

(A .124)

(A.! 25)

2- L~ est bornée: Les suites 8 et 8 ét en t d ans le comp act Y et la suite lv/- l vérifilUlt (1.G9),
il exis t e une con s tan te A. Ile dépend a nt que J e T el ~min{M;) , telle que pou r tout k:

(A. l2 6)

3- Avec ( 1.96 ) e t ces deux premières rem ar qu es , on dé dui t du Lem me 1.3:

rq üTs( k )2 +2~II W,(k)lI - ( A. 127)
VÀm.. {M,)

- [1 - 'It.(k )1JL l!+(k - 1) - {1 l"(k )1

4· 11". e~t injirieuT à 1: Par défin itio n, Ô(k + 1) es t la pr ojection de 6+(k ), selon la distan ce­
ind ui te par A4(k)- t, sur le compact convex e 1 (1., + 1) . De (1.84 ) ct (1.81) , il suit quI" 11".

vérifie:
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• (' + 1)' ~ (9(H 1) - 8(')]' "4('t ' [9(H 1) - 9(' )]
, [9, (') - 9(')1' A4( k)- ' [B,(') - 9(')1

(A.128)

lf.( k+ 1) es t donc t rivialement "gal à 1, si ê+(k) appar ficnt à I O:+1). Dans le cas ren t rair e
les prop riéth de la convexit é et de la projection impliquent que , pour tou t (}clans I ( l' + 1),
on ait:

[9(' + 1) - ' 1'M,(. t ' [9(' + 1) - 9] ~ [9,(.) - 91' M,(W' 19.(k) - 91

[9(' +1) - 9,(')]' A4 (W ' [9- 9(' + l Jl ~ 0

D'où la conclusion, IIIsuite dt, comparaison () étant prisc dans I (k + 1).

5- Nous ayons éta bli (1.98 ), avec:

6- P uisq ue:

U,(' ) = 9(' ) - 9,( ' - 1)

d'aprè-s ( 1.92) dans le Lemme 1.3 , dé fini ssons fi par:

[9(' ) - 9, (' - 1)1' M,(' - W' [9, (' - 1) - 8(' - 1)]

0 (' ) ~ - 2 [9(')_9, (' - 1)]' A4 (' -1)- ' [9(') - 8, (' - 1)1

On voi t alors que l'inégali té (A.I30) implique :

O'(k) ~ 2

On obt ient ainsi de ( 1.93):

118(' ) - 8,(' - 1)1[' ~ 'm•• IM. } (1 - , , (. )' ) L,,(. - 1)

Enfin, l'inégalité:

(A.I 29)

(A.130)

(A.131)

(A.132)

(A.133)

(A.134)

(A.135)

11 8(') - 8(' - 1)11 ' ~ 2Àm b (M.l x (A.136)

[
"8(' ) - 8,(' - 1)11' ,r~ r, 118,(. - 1)- 8(' - 1)11' ]

x Àm,,~pvf.} + --r:- cr~Am...p ,f.J
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nous per me t d 'obtenir, avec (A.127), (1.94) et (1.89);

r,lV.(k)' + 2 J A . IIW,(k)1I - ( A.137)
À,";"{M,l

_ 1 11i!(' ) - i!(' - I )II'
2 Àm..{M,l ,up{1 , 'I;'}

D'où (1.99) , avec:

(A.138)

7- Enfin (1.97) résulte trivialeme nt de la défintion de L9 _
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A.12 A p r op os du Lemme 1.4

D émo nt r -onst r ntlcn d e ( 1. 13 4 ) :
Avec >V i défin i en (1.137), 0 11 calcule:

Il - q-'F (k )] 0 [t,q-'~, ( k)l
, ,
~q- ' I1' ,(k ) - ~q-"+l)F(k+ i )'lI , (k ) (A.139)

, ,
~q-' ~.(k) - ~ q-I ''' ) I ~ ,+ ,( k)- R,(k)1 (A.140)

,
J - q-IIH 'W'tI (k) + ~q-( I + I JR.(k ) (A.141)

Par ailleurs, de l'égalité po ur tou t i:

(A.142)

on ob tien t:

Maintenant, remarquons que (1.1 37) implique:

~,.. (k) ~ ll F (k + n) + t II F(k+j) R,(k )
.. = 0 . ",0 p".+ 1

et donc, avec ( 1.133):

, ,
~ .rr,.r(k +n) Ç,(k+i) y,( k) ~ ~ ,..(k) + R,(k)

D'où :

(A.lH)

(A.I45)

11 - ,,- 'F(k )10 ~ ['~' «: !iF(k +n)]o q- 'Ç,(k ) o , - 'Y ,(k) ~ (A.I 46 )

,
= ~q-1 Ç,(k) 0 q-' Y;(k ) _ q~ (I +J ) 'Vl+l (k ) _ q -(1 +1) R,(k)

Soustrayant (A.146) de (A.139), ut ilisant l'équation (1.13:) de C(k) et la nullité de RI. nous
obtenons enfin :
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/-1 1

II - q- IF (k )Jo C( k, q-l ) = t ; ~q- (j+ I ) R; ( k ) - q-10, (k )o ~q-jYo(k)

D'où le choix de D(k).

Démonstra ti o n d e (1.1 38) à partir d e (1.140 ):
Posons:

Clk) ~ f irr F(nç,(i )l[ rr F (j )Ç,( i )]'
. =* J='f l J""+ '

Avec l 'hypot hèse (1.139) ct III définitio n (1.142) de p . nous obtenons:

r~" ] ['" J'r(k ) ?: ~I]* F U ) P(k ) ,IlF U ) ~ ),11 rpr ) ~ Il),11 [

(A. 147)

(A.148)

(A.I49)

Les sui te s :T, 01 et F - l étant bornées par hypothèses, on Cil dédu it que p _J ('st uue suit e
bornée de ma t rices définies posi tives. La suite C dans (1.140) est donc bien définie. Oc plus,
la su ite P vérifie:

P(k + 1) ~ [F( I) I' ( k)F( kl~ - Ç,(k )Ç,(k )' ] + (A.!5 0)

+ >.21 [ TI F(j) -l al(/.: +1+1)1[ II F U r l a.p..' +1+ 1)1'
J"' *+1+1 J =*+ /+ l

donc :

(A.151)

Par ailleurs, l' expression (1.140) nous permet d'éc rire:

[F( k) - Ç,(k)C(k)l' P (I + 1)- ' IF (k) - Ç,(k)C(k )1 = F (k )' P( k + l )- ' F (k) - (A.15' )

- F (I )' [" (k) (2 - "( k)Ç,( I )'P( k +W 'Ç, (k ») (P( I + I r'ç,(k)Ç,(I)' P(1 + w')1 F ( k)

Uti lisant (1. 141) puis le Lemme d'Inversion Matricielle, on déduit:

IF(I ) - Ç,(I)C(k )]' P(k + W' IF (k) - Ç,( I )C(k)1 5

< F(k )' [P (I + W' - P(k + W ' Ç,(k )Ç,(k )'P (1 + 1)-']F (I ) (A.153)
- ),1+ ar(k )'P(k + l )- IQ.(k)

5 F (k )' [P(k + 1) + Ç' ( k~' ( k ) 'r F(k) (A.I54 )

Avec (A .151) , nou s concluons enfin, pour tout k:

IF (k) - Ç,(k)C(k)l ' P(k + W ' IF( k) - Ç,(k )C(k )] 5 À' p (l r ' (A .155)

(1.138) en rés ulte en ité ran t cett e inégalité et ti rant profit des born es supérieure et illférieun'
de la suite P
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A.1 3 D émonstration dn Lemme 1.6 : Bornitude

Remarquons tout d 'abord que (1.163), (1.166) et la bor nitude de 'Yr impliquent l'exie tcuce
d 'un e cons tan te c telle que:

u(1:+ 1) ~ c u( !:) (A. 1S6)

On en déd uit qu ' il n'y a pas d'e xp losion en temps fini. On peut donc suppose r, avec Ô un e
co nstante aussi pe ti te qu e l' on veu t que :

V k ;:: ko , 1r (k ) ::; r, + s

On a alo rs :

(A.157)

(A.158)

Pou r n' avo ir un e d épend ance que en fon ct ion des limsup des suites 13~ et /3"" I\( JU S imposons
auss i à ko de véri fier:

V 1:~ ko : {:1~( k)::; 2 I i,~~p j3,,( i ) = lI;. /J",(k)::; 2li~:;p Jj", (i ) = if.: (A.159)

Dans la suite, pour simpl ifier les not at ions nous p ren drons kocomme ori gine des te mp s

Ma intenant, avec la norme non ne ius tanonnaire ( A.2) adaptée à F 011 p es t choisi stri cte­
ment plu s grand qu e Il et À, posons:

x( k ) ~ IX(k)I._ . (A. 160)

Avec les proprié tés de cette norme, p ar tant de (1.156) et de (1.164), on obtient de ( 1.154),
(1.157), (1.l 58) et (l.lG5):

x(H 1) S F (k)+ a , [r, t [" ( i ) +r,IIIi(i) - Ii( i - III'] uri) + 9+8;]}
,d- ' (A.161)

u (k +l ) :5 f . x (k +1 ) + /I U( k ) + 1

(A.162)

Une représentation d 'pt at de ces inégali tés est :

91



x( k + 1) 7 , (k ) , (k- I ) , (k - d) x( k)

q (k + 1) r .7 J.l + r .e(k) r .e(k - 1) r . , (k - d) u(k)

~ () 1 () () +

q (k - d + l ) u(k - d)

o l(g + "PJ

1 + r .o l(g +11;)

+ () (A.!63)

,( k) ~ 0, r, (<(k) H , IIIÎ(k) - 1Î(k - !)II)

Po ur étudi er cc sys tè me, nou s poson s:

,
V (k ) = x( k ) + ~a, q(k - i)

où :

On ob tient:

Par ailleu rs, avec (1.163) et (1.166), on a:

(A.! 64)

(A.!65 )

(A.! 66)

(A .167)

auc-( k ) V (k ) - x(k ) - ~a. q( k - i)

s V( k) - [O'I( r~+li)J.l - I + ~a' Il-') a (k )

(A.! 6S)

(A.169)

On en déd uit que a (k) est gr and lorsque V (k ) es t gra nd . Pour tou te constant e li s tr ictement
posit ive , on peu t donc choisir une constante Vo telle que :
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(A.170 )

Soi t donc un intervalle JHo, H II . K I pouvan t êt re infini, tel que :

' ( ' eU-iI)
I ",~L 1 + ~~

où on pose ;

{
v. , ;J( . # 0

Vi = sup (Vo.I'(O)} sinon

Po ur tou t k dans )Ko , K I [ . on obtient:

V (k + l) :5 /-1\0 J!t (1+~ e(~~ i») 1'1

( ) " ( ' eU lI)
+ aO +~ Q'I(g+ P;;) F~+l l-J'!!l 1 + ~~

La concav it é de la fonct ion Logar it hme nous do nn e;

~ (1+ -'-.., i: t eU- I) )'-'
k - ) ;" i+l l",o ,al

~ (1+ -'-.., i: eul't,J...)'-'
k - J ''''J +I -d 1= 0 , (11

~ (1 +~~ ~ e(;»)H
(p - ,)(p - JI ) k -} ' '''J~-d

Etu d ions donc la somm e des e. De part leur d éfinition, on a pou r tout j et k:

i: el;) a , r, t Ic(;) +f, IIÔ(;) - Ô(;- 1) 11]
' =J+I ' =1+1

(A.17l)

(A.172)

(A.173)

(A.174)

(A.175)

(A .176)

(A.177)

(A.178)

(A.179)'~l tii )2 :5 E,fJ1 + E~~. 8w +

+ (E~ l'~ + E~ (1+2f2 10g ; ) (1'; r; +é2
) ] (k - j)

Une expression identique peut êt re ob te nue pour la somm e des IID(i) - D(i -1) 11 à pa rtir de
(1.161). Noto ns aussi que la suite W étan t bornée d'aprè s (1.1 68) et la su ite ;' ét an t bornée
d'après (1.169) ct (1 .165), il existe des const ant es E et e telles que, po ur to ut k:
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:i:~ '" E , Il' (k) - '(' - 1)11 s 8

O n en conclu t que pour to ut i d 6 1lS Ih ·ol. II\ 1 - I I ct k dans ]Ko , K il :.
L e(i ):::; a l r~d(E+ rpe ) +

':J+ I - d

(A. 180)

(A.181)

+ o.lr.,~ [.jEI.oI+ E'fv tJw+ rpJT 1{3 I tT;tP'w] +

+ a l r ,,(k - j ) [(E w + l'pTwhw + ( Ew + f pTw )( f plw +6)/1 + 2€21og ~ ]

Com me pour tout 0 et fi positi fs, Oll a:

2~$6(k - j) + ~ , lo,;(o+ 6) $ tog(O)+f

il ex iste des cons tantes S et r t elles que , p Oll f {) st r-ictement plu s pet it que 1:.
L «o s S + r(k- j)

' = J+ l - d

(A.182)

(:\ .183)

où, ut ilisan t (A.158):

T = + 1'6 + ( A.181 )

+ al r, [CEw + r,Twhwt (E.. + l' , T,. )(f,1'.. +6)/1 + 2e:11o/'; 1 + P: l' zr . )

Nous avons don c ét abli :

• [ ',U - l)]
, =~t 1 + ~~ (A.185)

(A.1 86)

en notant C la borne supé rieure (le:

(
1 S r.( l + d) ) '-'

1 + k _ j '(p-o")("=, """,,") +"-=;.r;"."(I-'+"d)

Posant alors :

(
r.( I + d) )o =p 1+-- - - .

• (P -1)(P-")

nous pouvons enfin exprimer l'(.I: + 1) en fonct ion de VI sous la form e:

04

(A.187)

(A.188)



(A.l 8' )

Mais , d'après (1.167), f> peut èrre cho isi tel que 11 soit s t r icte ment plus pe t it que l , d 'où :

(A. l ' O)

Comme, par définit ion, si k n'est p as nul ou da ns un intervalle du type ]/(o , K I [ , un a :

V(I.-) :;;: Vu

Nous a " "(l IHI éta bli:

1. si V(O) est inféri eur i1. VOl nous avons po ur tout 1.::

(A.l ' l )

(A.l " )

2. si V (O) est supé rieur à VO l le prob lème se pose si on ne peut tr ouve r K I (fini) tel que:

(A.193)

Dan s cet te circon st anc e, nous avo ns pour to ut k :

Il exis te donc k1 te l que , pour tout:

\/( k ) :5: 2 C (P-,1 +e. OI(9+P;;-») ---'--
1 1 . ')' 1 - e

(A.194)

(A.HI5)

En concl usion, uvee ko tin entier défini Cil (A.157), nuus 11\'00 5 montré l' exist ence d 'un e
cons tan te x , ind épend an te des conditions ini tiales, telle flue pou r t out J... supé rieur à ko, nous
avons :

IIX( k') 1I ,; x (') ,; V(' ) ,; x

R e m arqu e s

Le Lemme 1.6 s 'ét end facilement au cas où (1.154 ) es t modi fié en:

(1\.190)



X (k + 1) ~ F (ê(k),k )X(k ) + G(k ) , (k ) + , (k )

où:

(A.107)

1 il l:zù le deux con~la'ltr~ po"itive s f et >. , ,\ strictemr.nt infé rieu re à 1 ft f .mp érieur c
à l , tell es que, pour tou t {} dans le compact T et tO &J 1.. et j :

Il fi F(8,i)1I S f À'
;_ k+1

(A.19S)

2. il exis te '(me constante fi telle que pour tous 9) et 82 dan" le compact T et tout k :

IIF(B" k ) - F(O" k)11S t, lIB, - 8, 11

3. pour tou t k, 8(k ) appart ient au compact T

En d fl' t , il l'luffit dan s ce cas ,le pre ndr e:

x( k) = IX (k)lli(k_l).k_1

(A. I99 )

(A.200)

Uti lisant 1(~ propr i étés de la nonn e ins ta tionnai re adaptée et (1.166), nous obte no ns:

x(H l) S 1 ( 1 + :!'Àllê(k)- ê(k- I)II) x(k) + (A.201)

+ 0 , [r, ;.'f,[<li) + r,nê(i) - ê(i - 1)1 1o(i ) + 9 + ;;,;]

S 1 x(k) + n , 1 f :~(~. H) lIê(k) - ê(k - 1)11 o(k - 1) + (A.202)

+'" [r...~)'(i ) + r,Ilê(i) - ê(i - 1)1'1o(i ) + 9 + 8;]
La suite de la démonstr at ion est ident ique .



A .14 D émon st ration du Lemme 1.6: Convergence

Nou s u tilison s les mêmes no tations que pour la Section A.13. En particu lier ici, >. étant
s triete ment inférieur à Il , IIf JU S choisissons p éga l à IJ pour dMin ir la norme instaticnnaire
ada ptée. Ceci imp lique que l' est auss i inférieur à 1',

Par ton s de l' inégalité (A.161) où nous remarquon s que nos hypothèse s impl iquen t la.
null ité de la constante g. App liq uant la form ule de variations des constantes, !LOUS obt enon s:

, ,
rU) s 1/X(O) + ~1'H- ' v( i ) + Û' l ~,..i -I - ; P,, ( i )

PO posant:

On en d~dll it :

O n remarque que pour toute suite u, si Î est inférieur à /1, on a pour tou t k ;

(A.203)

(A.201)

(A.205)

(A.'06)

Par ailleurs, d 'après (1.17'2), (1.164), (1.15 7), (1.155) et les prop riétés de la norm e ins tat ion­
mûre adaptée, on a: .
\\wll...* :$ l' - *P..(k ) + 1",11 LJr~j .r (j ) '

J=O

(A.207 )

La su it e (3wéta nt Wbom':e e t ln suite fi~ étn nt Il-exp on r nt id k mcnt décroissante , nou s avons
établi J'ex istence d 'un e const ant e CI telle que:

(A.20S)

La suit e Jl-2ku(k)2 étant croissante, le Lem m e A.l nous mon t re que pour tou tes sui tes u
et 11, on a l'implicat ion suivante:



(A.2û9)

(A.21O)

Ccci nous pe rm et d'é crire:

(A.211)

Eva luo ns don c la som me des ;~~;: . D'après la défini t ion de li et ut ilisan t la crois sance de

Il - ~J I7U)l , nou s obteno ns:

(A.212)

La som ma bilité de W . (1.160) , (1.161) et ( 1.162) nous don nent alors l'ex iste ncc d'une CO Il­

s tan te Cl te lle qu e:

(1\.213)

Avec (A.2 11), fi pou van t ê t re arbit rai reme nt pet it , ccci mo ntre que la suite ~ est de carrés

somma blee si: a

(A.2l 4)

Avec la va leur de "'f donnée par la norm e ins ta tionnaire ad aptée , cett e inégal ité est la co n­
di tion (1.171).

Mai n tenant, la suite (J étlm t m inorée par 1, la suit e p-2JQ U )2 te nd de faço n m on ot one
vers l' infini. le Lemme de Kronecker (Go odwin et Sin [l , Le rnma D.5.5]) nous donne:

tll - 2JVU )'

lim '-"--- - 0
k _ oo ,r2t q(kp

Mais, d' après (1.163), (A.2û.5) ct (A.206) , il existe une const ante C3 telle que:

(A.21.)

(A.216)



On en dédu it que la sui te 0 est bo rn ée et donc que la suite /1 es t de carrés sommables. Le
résultat de la P ropriét é t' Il résulte en écriva nt les inégalit és (A.205) et (A.2ü6) avec J.légal il
1.

R emarq ue s

Voir la Rema rque à la fin de la section A.13.

Bibliographie

[1] Goodw in G.C.• Sin K.S.: Adapti ve jilt ering, p'l'tdid ion and control. Prenticc-Hall. 1984.



A .15 D é monstratio n d e (1.18 1)

D'ap rès (1. 177) et la définition de 8~ , on a :

IIX (k) 11 S IIX( k)11+ IIX(k) - X (k) 11 + ~ Iw( k - ;)1 + , , (k) (A.217)

K, 'h l et 92 étant bornée da ns (1.179), avec (1.151), il existe une const ante a l telle que :

IIX (k) - X( k)11 ~ aÀ' IIX( O) -X(O) 1I + a, ~À'-H IW( ; ) I (A.218)

Avec (1.146), la born itude de Îi et la défin it ion de s" , il existe une constant e Ul te lle que;

IIX( k)11 ~ ly(k)1+ Iw(k)1 + a" ,( k)

La bornitud e de 8, (1.178) et (1. 176) nous donn ent :

ly(k)1 s a, ,,( k) + ~,( k)

Nous avons donc établi l'existence de cons ta nte s b[ à b3 telles que:

(A.219)

(A.220)

Pour ma jo rer w, uitlisons (1.147) , (1.180), la born it ude de 8 - ê et (1.121). Nous obtenons,
avec la pro priété de cro issance de p.- ksl'(k ), l'e xis ten ce de const ante s Cl> C2ct p, p étant
str ictement comp ri se ent re À et Il , te lles que:

Iw(i)1 ::; t p'-J[CI S,,(j ) + c2Iw9(j) 1+PlU )]
J ;O

(A.222)

OÙ fJI est Il-exponent iellemen t décro issante et dépend des condit ions initia les, p éta nt st ric te­
me nt inférieu re à J-l, (1.59) de la P ropriét é 1.3 et la croissance de p- Js,,(j ) nous assur ent
l'e xis tence de consta ntes C3 et C4 telles que:

Iw(i)1 :s: c3s,,(i ) + P3(i) + C1 Î>'-Jt lhp(j , l )IP1(l )
J=O 1; 0

(A.223)

où 83 est jl-expo nentie llement décroissan te et dépend des condi tion s init iales. On en déduit
l'existen ce de cons t antes dl à d3 telles que ;

,
IIX (k)1I s d,s ,,(k ) + d2-\" lIcY(O) - .:f(O)1I + d3~ pk- ' S2 ( i ) + P. (k) (A.224)



011 114est p-exponen tidlcment décroissan te et nom; avons uti lisé le fait que les zéro s de de t {U }
étant dan s le disque ouvert de rayon P. les constantes ,\ et p peu vent aussi être choisies tel les
que hp(j,l),\l- , soit bornée. On a donc établi (1.181) avec. p étant strict eme nt inférieure
à Jl: .
8(k) ~ d, À' IIX (O) -X(O)1I + d., ~l-'P, ( i ) + P,(k)
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A. 16 D émons t ra ti on d e la Proprié t é 1.5

Pou r établir ce tt e P ropri é té , nou s proposons le "place ur de pô les" ada ptati f obt enu de la
façon su ivante:

1. Nous cho isisso ns un sys tème de mesur e tel que (1. 35) soi t vérifiée .

2. NOliS défi n issons une pa ramè t risation explicit e en choisissan t UA. ne , P, Q, N et U

3. Nou s choi sissons un compact T tel que, pour tout (J d ans "Ï", les polyn ômes A",S et
H... soit st ricte men t pr emiers entre eux, avec:

(A.226)

4. Nous cho isisson s un e loi d' adaptation sa t isfai sant les hyp oth èses de la P ro prié té 1.4 et
nous pren ons:

(A.227)

5. NOliS choisissons un p olynô me R(k ) tel que la m atrice comp agnon de R(k )N vérifi e le
Lemme 1.5.

6. Pou r chaq ue k, nou s ré solvons en C(k ) et D(k) l' équat ion po lynôm iale:

(C( '). DI' )) (W, - 19(k)'P + Q) v,)' ~ R(' ) (A.228)

C'e s t un système linéa ire . En fait que lques itérat ion s d'une m éthode itér at ive sont
suffisantes [IJ.

7 La com mand e est donnée par:

C(k,q - ' )u( k ) + D(k ,q - l )y (k ) = (A.229)

= E(' .q- ') [W,(q- ' ) - (9(' )'P + Q) V,(q- ' )j ( Yi' ) ) + ru; q- ' ),t ')
u(k -l)

" , suit e supposée bornée , sera la commande d u sys tème bou clé. Les polynôm es E(k )
et F( k) so nt choisis à ccé ffieien ts bo rn és et po uvant dépendre de 6, mais de faço n au
moins Lipschitzienne.

U é ln onst r a t ion:

Premi ére éta pe: (1.169) est:&a!üfai!e:

D 'après les Propri étés 1.1 e t 1.2, tout mod èle (A...5, B", ) do nne une erreur dt' modelisatio n
d", vérifian t , avec fJ"", et 8 l des suites bo rn ées:

• soit :
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(A.230)

• soi t :

(A.231)

D'après la P ropriété 1.3 et le Lemme 1.2. l'inég ali té (1.169) est donc satisfaite avec 'Y...propo r­
tionnel à ')'2 011 1'0<>' On pourrait même p rend re un modèle inst.atj onnaire (A.~ (k )S , 8 ...(k » .
Il faudrai t alo rs ajouter à '"1", un terme quantifian t cet te ins tu t.ionnari t é. Les contraintes
r ésultent en fai t des limita tion s que nous introdu isons sur "l'... (ct 1w dan s le ClIS ins tatiou­
naire] dan s (1.169) (tot (1.168 » et du fait que nous voulons une su ite e, solution de:

(. 4.( k) S, - B.(k)) _ IV, - (O( k)' P + Q) V, (A.23 2)

po uvant ser vir de suite de comparaison po ur la P ropriét é l A, i.e. O(k) a ppa rtient I(k).
Dans le cas stati onnaire, ceci signifie que les coéfficients de Am ct Dm doiven t être dan s la
préimage par l 'application définie par (A.2 32) .

D~uxih1l/: étap~: le.' hypothè~ e ~ du Lemm e 1.6 .iont ~atüfa ij c ~ :

D'après ce qui pré cède, nous pouvon s supposer l' exist ence d' une suite dl : comparaison (con­
stante pour un modè le stationnai re) () telle que :

• 8(1.) appartient 1 (1.) ,

• la su ite des erreurs de modelisation associée U' 6 vérifie (1.169). Ceci im plique que la

suite ~ est bornée et , suivant la Propriété 1.4, il en est dl' m êm.. de ; . e étan t l'erreur

d 'ad aptation.

Poson s alor s:

(A. (k ) S , - B. (k) ) ~ IV, - (lÎ(k)'P + Q) V,U

le syst ème bou d é est décr it pa r :

(04.233)

[

N( q-')

- 1

E(k, q- J)

o
.4.:(k ,q-I )S(q- l )

D( k,q- I )

103

(A.' 34)



( A.235)

avec la suite fi donn ée par (1.11û) et sa tbfai.'Sll.Ilt (1.1 21). On en déduit :

[

N (q- ') 0 0 )[ â,;(k) )
o R(k , q- ' )N (q-' ) 0 ,( k)

o 0 R(k,q- l )."".(q- I ) u(k )

(
C(k ,q-' )-n.;k, q-' )E( k, q- ') ) (d" {U(q- ' )} ' (k ) H (k») +

- ID(l', q- ' ) + A.(k , q- ') S (q- ' )E(k , q- ')i

+ ( _ n.(k, q -~ )N( q-') ) F( k,q-'),(k) + " (k)

A.(k, q- ' )S(q- ')N(q-')

où t.. résu lte de la non com mutativité des opérateur " ins tnt.ior maires , Une écri tu re ex plic ite
est sans au cun intér êt . Rem ar quons seuleme nt que 6. conti ent des te rmes t els:

et;

1. L'ap plication associant C(k-), D (I;) ct E(~' ) à ê(k) est Lipschitzien ne.

2. La suite det {U(q:I) }e + li étant bornée et N étant p-ex ponenticl lement eta ble, la

relat ion entre il .. et (J et le point 2.2 d u Lem me A.2 impliquent l'exi stence d'une
constante l' et d'une sui te P don t la lim sup ne dépend pas des conditions init iales
te lles que;

( A.236 )

3. Pa r définit ion u(k) el y(k) sont majorées par s..(k + 1).

Ll (k) vérifient donc un e inégali t; du type;

(A.237)

où Ih est une su it e bornée et sa lim sup ne dép end pas des condit ions ini t.ial es.

Considér ons alors l'é tat X :
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d,;(k - 1)

d::.(k -n"..)

y(k - 1)

X (kl =

y( k - rlN - n1/)

"(k -1 )

Ceci nous permet d'obtenir une repr ésentation d 'ét at du type (1. 154) où:

(A.238)

• (1.156) es t vérifiée grâce au choix de N ct R.

• (1.155) e t (1. 157) rés ul te nt de la born itu de de Det r et dt' la régulari té de l'application
associant C(k ), D(k ) et F(k ) à 9.

• (1.1 58) vient du fait que les com posan tes de '1 sont celles de Ô 0\1 fi,

• (1.1 59) à (1.162) son t don nées pa r la Propri ét é 1.4.

• (1.1 63) à (1.165) sont donn ées par le choix qu.. nous avons fait pour s; et o ,

• (1.166) vient de (A.236).

Bi bliogr a phie

II] Pr aly L.: JflMO indiTf'ct adap l i v ~ contrai: $tability and rohwtneu . Rap. CAl All8.
Décembre 1982.
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A .17 D ém ons t.r a t ion du Le rnrne 1.7

Défini ssons un e su ite L de la façon suivante:

C(' ) (A.239)

(A.240)

(A.241)

La suit e L, étant bornoie et la su ite I I - U O,,(k )l ét an t croiss ante, la suite E est aussi bor n ée:

Maint enant , l'hy poth r S!':

x( l.:) :::: e VI.; e l Ko • Kd

est équivalente it.:

l( k -1) - L ,( k) :::: c VI.-e l Ko , Kd

Utilisan t l'hyp othèse (1.214 ), 0 11 Il, donc pour tout k dan s 11\0 . K il :

(A.242)

(A.243)

(A.244)

cu·- 1) - C(' ) (A.245)

(A.246)

La bor nitude de l et la somme de ces inégali té s nous donnent pour tout k dans JK «, KI l:

(A .247)

Mais la suit e p -2k o jt(k)2étant croissante, ccci implique:

D 'où, avec (1.214):
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A. 1B D émo ns t r a t ion d e la P r o p ri é t é 1. 6

La démon stration dt" cene P rop riété est assez fas tidieuse et demande \ 1Il cer tain nombre de
préliminaires.

P ré ambule :

• NOliS note rons tl tou te suite scala ire ou vect orielle j.l-expoucutielleme nt décroissante.

• Ra pp elon s J'égalité :

• Pour sim plifier les notation s, nous pOM' rO Il S pa r exe mp le:

i:(q-I)U(k) = ~h(k- i ) U(i )

0\1 ft es t la répo nse impu lsionnelle don t la fonction de t r-ansfert es t ::~:-_?)

(A.250)

(A.251)

• D 'après [Desocr et Vidyas aga r [1]), u ti lisan t la nota tion (1.218 ), on a l' i n~,lI; l J i té su i­
vante en tre norm es 12(p ):

(A .252)

En particulier , puisque:

(A .253)

(A.254)

• Notons enfin le résulta t technique suivan t :

L em me A .3 Soit E el x de.%~uit l':~ dÉfinie" par:

~(k) = SUP {O, ~[L~ ( j _l ) _ L, (i)I:~21~:~~)22 }
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(A.2M)

Si l'inêgali lê (I.99) ed ~atüfaite avec nl, null e et:

(A.257)

a loTJQlIa:

avec la no tati on:

{ ' {H(hU '»)'}}g{h } = i~ 1~ 2 ~ ,\2 ~~f ~ Àj~ :

(A.258)

(A.259)

P reuve : PlU"ap plicat ion d e l' inégalité de Schwarz , on obtie nt :

x (i)' ~ [~hU,i) Y(i+I)',t.Y(l)- 8(1 - I »)r (A.'"O)

= [ï: hU,i) V - ' Y(i+I)' i: 8(1) -8(1 -1) (~)'-']' (A.261)
' .O ÀI - ' ". i+1~ P.

s ï:[hi;::)]' ~ [ (A' -'Y(i + 1)')' i: ( 8(1)-!f:,-'»)' i: (~)''' -')] (A.' 62)
.=0 . =0 1=' +1 tJ /; i+1 Il

:5 2~ 2 1: [ h (~~ : ) ] ' i: [lIê(l )- 8(1-1)117 E>.2U- J) 1l2(1- 'I IIY(i + 1)112] (.-\.263)
I~ >';=0 >. 1=1 .= 0

Comme on a aussi:

~/J-2J [t (116( /)-0(1- 1)111 ~>' 2U - I) 1l 2(l -' ) IIY (i + 1)112
) ] :$

s ~ ( "8(/) - 8(l - 1)1I 2 ~/j _2 (' +I) IIY(i + 111 2 11 2 ~ [;riJ
-

1J

)

:5 p l ~ .v t Ilê(l) - ê( I -1 ) 1 1211Y 1 1~ ,1

L'inégalité (1.99), nous don ne le résultat désiré.

Démo ns tration:

P remière é tape: tme majoTfJtion de IIw811",t :

De (1. '210), 1l 0 U ll obtenons:
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Evnlucns la norme 12( /1) de cha cun des termes de cette somme:

1- D 'après la P ropriété (1.98) do nnée par la loi d 'adaptation et sachan t que la sui te W est
nulle ici, no us obtenons, avec la. not ation (A.255):

( A .Z67)

2- D' après ( 1.195) où:

on obtient:

----'----{ }( q- ') '(k ) ~ I; h(k - ' ) [6(k - I) - ''' - I )]'I'(') + '(k -l)'"(k )
clet U ;= 0

(A. Z68 )

(A .269)

en not ant 11la réponse imp uleion nelle dont la fonc tion l ill transfert est ;\~~:{-~~~ ~~;; )

Appli quant le Lemme A.3 et p uisqu e, 8 éta nt bor née, ln norme l·l(J.t ) de 8(k - 1)'7)( k) es t
bornée, no us obt enons :

idet;U}(q-')'Ls (A.270)

~ 9 L;:~~}) 1 H l'" Y.Jl [vr. E(k ) ,' - ' q( k ) + Jr,r.11w.II•.•] + c,

3- La suit e r étant bornée, il ex iste une constante n te lle qu e:

(A.271)

4- Puisque:

(A.272)
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De toutes ces inégal ités, on déd uit:

(A .273)

{F.}[ r , {MG} { . Ie] ' _'l' n:: 7.+9 Jet{U} l' (l , . Y_)} Vr, 1;(I.:)p u(1:) +

+,{i }[r.+9L:'~~ }} , {(Y" y. )) ,;r;r.]IIw. II•• +

+ Cl + R I,- A +

{
AM } {( ' , ) } _.+.., Jet{U} B... l' 9 Y" 8 Y"+ J Jl j .. (k) +

{
.I f (B'Y. )} -, -.+ .., det{U} B... .. + J 101 /' 8,,(1) + fJll (A.274)

où nou s avons l1 ti l i~ (1.206) ~ t la bornitud e de Ih Poso ns alors:

1'1 = ,{i} [7r: +9 L:'~~ ) } ,{( l ', .Y.)) If.] (A .27.)

" r, +g L:'~~} } ,{(Y" y.)),;r;r. (A.' 76)

-r ,{ (B'Y, , B'Y. +J)) , { d';~U} } (A .277)

,. , { dct (~} B. (!l'Y, + J)} (A.278)

Nous avo ns établ i:

[1 - 1'21'{i: }] Ilw,II...!" '$ (A.Zi 9)

s 1' 1 ~ ( k)JI-ko"(k ) + [l'n {~} +1'4 1'J] 1'-·8 ,.(k) + Cl + f \ p.-k

Deuxièm e étape : le s y.l t èm e boud i:

Réunissant (1.194), (1.198), (1.192) et (1.205), on obtient:

B",(q- l )q-1B(q- I)U(k) = R(q-l ) A(q- l ) y(k) - ~(q-l) u(k - 1) - R(q-l )d (k ) (A.283)
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Et, les po lynômes ê(k)IYu + J et 8 étant uniformémen t stricte ment premiers entre eux, il
ex is te o (k ) et P(k), des polynômes à coefficient s bornés , tels que, pour chaque k :

Ceci nous pe-rmet d'é circ le sys tème boudé sous la forme:

(A.284)

où:

" (1) = Ô(k) ' [o (k ) Y.1 - " (k ) 0 [(Ô(k)' Y.I( q_')u( k)
s;

et , utilisan t le Lemme A .3, on a:

Posons alo rs:

(A.286)

(A.287)

{( 1 - q-' B E )l
75 = î' Q(k) 0 ( ê( k)I Y~ + L) - fi(k1RA 1 - '1- 18 E _ n'(k)E (A .288)

e; R Dm

O{ [,,( k )O(Ô(k), y, + L) -)l( I) RA l -q- 'B E _ o( k )E ] o ~(k ) } (A.289 )0' Dm R Dm

r { "i k) 0 IÔlk)'Y, + L ) - )ll k)RA 1 - q- 'B E _ o lk) E } (A.290)0' il ", n Dm

O. o {Y.l 9{o,;:)} Jr. IA.29l )

{ "i k ) } F:r. IA.292)-» î' {Y~ } 9 n:: r.r,

r {["' Ik ) 0 (Ôlk )'Y, + L ) - )ll k )RA 1 - q- ' B E _ o ll)E] 0 )l( k) R } (A.293)0.0 Dm R Dm Dm
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Nous ob ten on s:

Il: 11.., ~ c, + r,"-' + "n, [vkE(k) "-'a(k) + IIW' II,,' ] + (A.294)

+1'61' { ~}J,-kS ..(k ) + 1'1 [1'sI:(k) /l-k O'(kl+1'9I1lV,U...k] + 1'101'dJl- kS ..(k )

Utilisant la re la t ion entre s.. et la norme 11(/l) de u et y e t le résulta t de la prem ière é tape,
on ob tient :

[1 - 1'11'{i-}] j.l-l,..(k+ l ):$ C~ + r3 1J-
k + (A.295)

+ [1'1 (151'1+1'1')'9)+ ( 1 -1'~')' { ;:}) ("(~,),~+"f11'1l)] I:( k ) ll-lO'(k) +

+ [1'J(1S1'2 + 1'11'9)+ (1 - 1n {~}) 16] 1'{~ } /l - k.i .. (I.·) +

+ [1'4 ("(SÎ'2+ Î'71'9)+ (l -/n{i}) /10] 1d P-l,,,( k)

Conclu sion:

Notons:

1. La suite I: .,:<t bornée (vo ir la dém onstrat ion du Lemme 1.7).

2. La constante C4 , rés ult ant des nonnes 12 ( / ' ) des suites 'l, p rend en compte tous les
effets des conditions initi a les .

3. Pa r défi nit ion, on a:

sup {1 , s ..(k )} = O'(k)

L'in égal it é (A.295) nous mon tr e donc que l'h)·poth èsf:.:

im pliq ue l'ex istence d'une constante c te lle que, pour to ut k:

O'(k + 1) :$ eu (k )

(A.296)

(A,' 9')

(A,298)

De plus, il exis te un instant ko, pris comm e origine des temps dans la su ite, tel qu e, p our
to ut k s u pé r ieur il.ko, cett e cons tante c peu t être pri se ind ép en dante de s cond itions initiales
et , par ai lleurs, C~ I , k est inférieur il une cco ateute donnée . Nous pouvons donc utiliser le
résu lta t du Lemme 1.7 Par ailleurs, la su ite J.l - kO'(k ) étant croissante, l'inégalité (A.295 )
nou s do n ne auss i:

[(1-","(,f:})("-"ni*';l -,,, ,.)-(,', (ïÎ:lh ,,)(" " + ",",)jo(k ) ~

::5 C~p. l + r , + [1'1 (-YS 1'1 + Î'1 1'9)+ (1 - 1'2/ {f:}) h S/2 + ')'7 ')'8)] E(k )0'(k)( A .299)

Donc, i\ ~xi !lot~ une const an te So, indépendan te de s con ditions init ia les, te lle que :
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E(k) ~ c

implique:

u(k ) s 50

où :

(A.300)

(A.301)

c = (1 - 1'21' {~ }) (11-161 {i7}- 1 1OÎd) - (:~ ., {ê} +1'4 Î d) (-y~11 + 111'11 ) (A .302)

2 hl bs"h +171'9) + (1 1'1"'Y { ~}) (')'5 12 + 1n 8)]

Co ns idérons donc un inte rvall e JKo , Kd , KI po uva nt êt re infini , tel qu e:

u(Kd ::: So , v » E IKo, Kd ; O'(k ) > s,

où on pose :

( A.303)

{
s;

SI = sup {So, a (O)}

si Ko #- 0

sinon
(A .304)

L'implication précédente, nous permet d 'écrire:

E(k ) ~ eÔ, Y k E IK o, Kd (A .305)

Ap p liquan t le Lemme 1.7 , il exi ste une const ante r , ind épendante des cond it ions in it ia les ,
telle que:

(A.306)

Cett e décroissan ce ex ponent iel le imp lique que K I est fini. On en déd uit l' exis tence d'un
inst ant Fc; te l que:

,.,.(k ) ::: r 50, V k > r;; (A.307)

où , rappelons-le , l' et Sn ne dépendent pas des cond itions initiales et la stric te positi vité de
s d éfinie t' II (A.302) est suffisante pou r obt enir cette iné galit é.
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Annexe B

Compléments techniques sur le
chapitre 2
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B.1 Démonstration de la Propriété 2.1

Le résultat de stabilité étant bien connu (Goodwin et Sin [1, Lemma B.3.ll), concentrons
notre attention sur le résultat d'existence.

Condition suffisante:
On vérifie facilement avec (2.21) que X(k,'P), donnée par (2.20) est solution de (2.18).

Condition necessaire:
R.emarquons tout d'abord que (2.18) peut s'écrire, omettant l'équation et la dépendance en
'P pour simplifier les notations:

(B.l)

Z = diag(z,) ,
(

V I z](k) ]
U(k) = . ,

umzm(k)

I = (I ... 1) (B.2)

et nous devons nous intéresser aux solutions dont chaque composante de U est non nulle.
Appelons A la matrice du système (B.l). D'après LaSalle [1, Section 8], les solutions de ce
système définies et bornées sur ] - 00, +oo[ s'écrivent nécessairement:

(B.3)

où ÀJ est valeur propre de module égal à 1 de A et JI; est un vecteur propre associé. Les
valeurs propres de A étant celles de Z et de A, deux cas sont à considérer:

1. À
J

= z, est valeur propre de Z: Dans ce cas, le vecteur propre associé s'écrit:

JI; =

Xi

avec Xi vérifiant:
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(B.5)

Bu, doit donc être dans l'image de z.I - A.

2. ÀJ est »oleur propre de A: Dans ce cas, le vecteur propre associé s'écrit:

(B.6)

(B.7)

(2.20) est alors obtenu en écrivant la composante X de (B.3).

Bibliographie

[1] Goodwin G.C., Sin K.S.: Adapti1!e filterinç, prediction and control. Prentice-Hall. 1984.

[2] LaSalle ,1. P.: The stability and control of discrete processcs. Applied mathcmatical
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B.2 Démonstration de la Propriété 2.2

D'après les propriétés de régularité des fonctions A, B et C, pour tout k fini, (X(k) , cp(k)),
solution de (2.4) issue de (X(O), cp(O)) est une fonction continue de (X(O) , cp(O) , E). Notons
(X (k, E) , rp(k, E)) la solution périodique de période M donnée en hypothèse. Considérons
une suite de valeurs E, tendant vers zéro, telle que (X(O,E),cp(O,E))converge vers (X', cp'').
Pour tout k; (X(k,f), cp(k,E)) converge aussi et, par continuité, converge vers une solution
périodique de période AI du système gelé. La deuxième partie de la Propriété est alors une
conséquence directe de la continuité de la fonction C, vu que pour tout E non nul, on a:

o = cp(M,E) - cp(O,f)

El C(X(k,E),cp(k,E),tl(k),E~f(k))
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B.3 Démonstration de la Propriété 2.3

Existence de solutions périodiques:
Pour démontrer l'existence de solutions périodiques, nous appliquons la méthode proposée
originellement par Poincaré pour l'étude des systèmes critiques ( Miller et Michel [5]).

Les suites u et , étant périodiques de période M, (X(k,é),rp(k,é)) est une solution
de période M du système (2.4) si et seulement si (X(O,é),rp(O,E)) est un point fixe de
l'application TM qui associe à (X, rp) la valeur (X(M), rp(M)) de la solution de (2.4) à
l'instant M partant d'une condition intiale (X(O),rp(O)) égale à (X,rp) (Arnold [1, Théorème
3.28, Assertion 1]):

(X(lvI),rp(M)) = TM(X(O),rp(O),é) (B.I0)

Au lieu de chercher des points fixes de TM, on peut de façon équivalente, pour e non nul,
chercher des zéros de ZM, l'application définie par:

(B.U)

soit:

(

X(M)-X(O) l
'Él C(X(k),rp(k),u(k),q(k))

(B.12)

ZM, étant la composition de M applications de classe C2 , est aussi de classe C2

Par hypothèse, nous savons que (X*,rp*,O) est un zéro de ZM, avec X' vérifiant, selon
(2.30):

X* = 3(0, rp*) + t Œ;~'
J=1

(B.13)

Vue la propriété de régularité de l'application ZM, nous pouvons appliquer le Théorème des
Fonctions Implicites pour obtenir l'existence et la régularité de zéros pour é non nul. En
particulier, notre résultat sera établi si:

{ (

ÔZM"(X* * 0) ôZM"(X* * 0) l}
det ÔX ,rp, ~rp .v , of- 0

ô~;'P(X',rp*,O) ôô;'P(X',rp',O)
(B.14)

Pour calculer ce déterminant, utilisant la notation (2.43), nous introduisons une nouvelle
variable:
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(B I5)

Auc un des z, n'é tant valeur pr opre de A(<p* ), 2:(k,o.p) est un e applica t ion de classe C1 locale ­
ment auto ur de 'P" ct unif orméme nt en k . Ceci nous pe rme t de d écompose r, sans pe rt e de
r égula rité, l'application ZM en:

(X ,4',e) ---+ (X ,<;" e) ---+ ZM C=:(O,'P)+V" + ,r , <p, e) (D l6)

Le déterminant (8. 14) t'St alors le produit des dé term inant s des différent ielles des de ux
ap plica t ions dan s cett e décomposition .
La différ en t ielle de la première applica t ion en (X ','P ', O) est:

Z M( X , 'fI",O) =

App elant Zl\J . la deuxi ème appl ica t ion, nous re marquon s les égal ités :

(
(AI" )" - 1) X )
};;' C (3 (k ,,' ) + A(~)'[X + V 'J , , ', u(k), 0)

(

(A(, )" - 1) V' )

'ËC(o(k,, ) + A(, )' V ' " , u(k), 0)

Avec la défini tion (2.31), sa différen t ielle en (0, lPo, 0) est do nc:

D 'où notre résu lt at.

(B.I1)

(R IB)

IB.19)

(D.20)

S t a b ili t é :
D' ap rès Arn old [1, T héorème 3.28, Assertion 2]. une solu tion péri odique de pi-riod e J\J a les
m èrn .." propr-ié tés de (in)stabi li t ~ que le poin t fixe correspondant de l'application TM " Par
ai lleurs, app liq uan t le T héorè me de Lyapu nov (LaSa lle [4, Théorème 7.1], des con dit ions
su ffisantes J e (in)sta b ilité de ce p oint fixe sont données p ar ln posi tio n des valeures propres
de ln différ enriel le de TM en cc point. Etudions donc ln ma trice 'ÇTM (X ', 'P" , 0) dans le cas
0" \ A('P" ) n'a pM de valeurs propres sur le cercl e uni té (V ' est nu l) :

P remiè rement , nous remarquons qu' avec les pr opri ét és de régular ité des app licat ions TM,
X(k ,t") et ,+,( k,e), nous pouv ons uti liser le Lemme. d'Hadamard (A ubin et Ekolan d [2]) pou r
dé mont re r l'exi st en ce d' une fonction .6.(e ), born ée au voisinage de zé ro et sat is!illsatJt:
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(B.21)

Deuxièmement, la matrice 'VTM est équivalente à:

(B.22)

Enfin, 'VTM étant reliée à 'VZ M par (B.ll), 'VZM pouvant être calculée à partir de la dé­
composition (B.16), en utilisant (B.2D) et (B.17), nous obtenons:

(B.23)

où les quatre fonctions l>.,(E) sont bornées au voisinage de zéro. Maintenant, d'après Koko
tovic [3, Lemrna 1], puisque A(<p*)M -r I est non singulière, il existe une fonction L(E), bornée
sur un voisinage de zéro, telle que S soit équivalente à (omettant l'argument E):

(B.24)

On en conclut que les valeurs propres de 'VTM(X*,<p*,D) sont:

(13.25)

où 0(1) et o~) sont des fonctions continues de E, tendant vers zéro lorsque E tend vers zéro.
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BA Démonstration de la Propriété 2.5

Cette Propriété est une conséquence directe du point 3 de la Propriété 2.4. Il suffit en effet
de remarquer que (2.2) implique:

C(O,ep,o,,) = 0 (B.26)

On vérifie alors facilement que la fonction Me de la Propriété 2.4 peut être prise égale à O.
Dans ce cas, le système (2.59) n'est rien d'autre que le système gelé (2.18). La conclusion
résulte de [1, Lemma 6]).

Bibliographie
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B.5 Dérnonstration du Lernrne 2.1

Démonstration de (2.79)
Démontrons cette inégalité par récurrence. Définissons ~, II et ,6, par:

~" = Èf(.,k)

et:

(B.27)

I + EII" gl (I+Ef(',k))

I + E~" + E
2

,6,,,

(B.28)

(B.29)

Appelons cr, 7r et b leur norme Euclidienne. On a:

(B.3D)

(B.31)

De plus, les fonctions f étant bornées par 5 et de constante de Lipschitz L, en <p, on obtient:

(B.32)

Ilf (. + E II,, , n + 1) ~ f(·, n + 1) Il :s; E Ld cr"+ dO,,)

Maintenant, d'après nos définitions:

[I + Ef(-, n + 1)] 0 [I+ EII,,] =
= I + E II,, + E f (. + e II,, , n + 1)

l '' 2 [A f (. + E II,, , n + 1) - f(· , n + 1)]
= + C 6,,+1 + c Un + c

Donc, on obtient par récurrence:

f (. +c II n , n + 1) - f (. , n + 1)
6 n +1 = 6 n + e

On en déduit:

Sn+! ::; Sn + L 1 (crn+ESn)

< (1 + e Ld s; + n L 1 5

D'où:
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(B.36)

(13.37)

(B.38)

(B.39)



Démonstration de (2.80)
II, ~, tt et (7 étant définies ci-dessus, posons:

Sn = t ~(.,k) ~f(·,i)
k=1 ôcp .=1

et:

(B.4D)

(B.4l)

Soit ç et Dleur norme Euclidienne. Utilisant les propriétés des fonctions i, on obtient:

(B.42)

et:

Ilf(- + clIn, n + 1) - f(-,n + 1) - e %(.,n + l)~nll :::;

:::; Ilf(-+eIIn,n+l)-f('+Œn,n+l)11 + (B.43)

+ Il [f(-+Œn,n+l)-f(.,n+l)]-e%(-,n+l)~nll

:::; LI [e
2çn+ e3Dn] +lit [~(.+ ÀŒn,n+l)-~(.,n+l)] dÀe~nll (B.44)

< LI [e2Çn + e3Dn] + e2 L22(7; (B.45)

< e3L
1D n + e2~S [Lî+SL2] (B.46)

Maintenant, d'après nos définitions, nous avons:

(I+ef(-,n+l» 0 (I+eIIn) =

= 1 + s Il., + ef(·+eIIn, n+l) (B.47)

= 1 + e~n+l + e2S
n +l + (B.4S)

[

f('+dln,n+l)-f(-,n+l)-é?J-(.,n+1)~n]
+e3 L".n+ e2 cp

et, donc, par récurrence:

J(. + eIIn, n + 1) - J(·,n + 1) - e~(.,n + 1) n,
L".n+l = L".n + e2
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Nous avons établi que la norme de l'erreur vérifie:

Ôn+l < [1+êL1]s; + ~S [Li+SL2]

(2+êL1)(1+êL1)"+1_[(n+1)êL1+1]2_(1+êLd [2 ]
:s: 2(êL1)3 5 L[+SL2
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A n nexe C
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C.I MIMO indirect adaptive control: stability and ro­
bustness

Rapport CAl A1l8. Décembre 1982.
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AB3TRACT : We present an indirect adaptive control nc herne , At edch stage,

i t involves identification of a linear model wi.th.l.n a prescribed class

(this model must lie in a prescribed sphere and it has imposed degree

of the numerator po Iynora.La L matrix and Lmpoaed coIumn degreec] of a co Lumn

proper cierwminator polynomial mat r-Lx }, f'o Ll oweo by a compu t.a t.Lor of the

feedback matrices to match a priori e;iven poles and on line optimized

zeros. Inherent t.o the a pr i.o r-L class of models, there are residuals

between the true plant and this linear mode!. Our procedure takes

into acccunt residuals which are bo urid ed from above by the norm of the

input-output s i.gnaLa , In this viay "le encompass some problems of hieher order

plant, time variation effects, nonlinearities or ill-modeled dLs turb ancee ,

This allows us to s t.a t.e robust boundedness of Ln.pu t-s ou Lpu t sienals.

Howeve r this result needs an extra assumption whi ch may be plrrased in

terms of a Left-primeness property of the identified mode L,





I - INTRODUCTION

Dur Lng the last years, major- s teps have b een taken in the theoretical

development of adaptive control systems.

For direct schemes, global boundedness of single input single output

minimum phase systems b e or ea l.ub l i.s hed for bath con't i nuo c.e time [1J, [2J,['3J

[16J, [27J and discrete time syslens [3l, [fi], [5J. l'he asymptotic

behaviour has been studled in [6J and the extension ta the multivariable

been provided in [7J. Moreover an existence theorem established

in [11] gives sorne insight in ta the boundedness of direct schemes for

non mi.rn.mum :;JhaSe3yste'lu.

For indirect schemes, for single input single output systems and und er

an assumption about the stabilizability of the identified model, boundedness

has been established for discrete time systems fs]' f22], f24] and

for continuous time systems in [9]. The asymptotic b ehav Lour- (for

the minimum phase case) has b e en studied in f10 J and the extension ta the

multivariable case has b eer; provided in [14], ['i8J. Moreover the

question of stabilizability is discussed in [12], fn].
Eowev er' a I L Lhes e resu.1Ls are stated for Li.near- time invariant syste:ls

wi t h kno wn order and weTl modeled disturbances. Here 1'Te do use a linear modeL

but \1e wan t ta take into acco unt that the true plant may be of higher arder

(even infinite), may contain non linearities and time variations, and may be

subject ta ill-modeled plant and measurement disturbances.

More precisely, consider a MIMO system for whi.ch at time n , vie note un

the control input vector in ffim and y n the output vector in IRI • Vie

define a Iinear mod eL by cboosing integers Na' Nb and a matrix e s uch

that the modeled output fi il is giVetl as :

q;il is the fa Tl.owi ng black vector

<... U~_N~

Vie calI residuais the error n b e t ween the true output :Yn
modeled output .V

n
:



The issue we Nant ta address in t.h i.s papeT' can be forrr:ulated as f'o Ll.o wa

"hat assumptions about l'in are sufficient to ensure boundedness of

adaptive control schemes in practical use? In other wor-da how robust

is the boundedness wi th respect ta residuals ?

Sorne interesting results have b e en obtained in the corrt i.nuoue time case

in 19J Kreisselmeier shows the existence of stable do mai.ne for an ind:'_rect

sc;c,eme using relatively weak assumptions. In 115J, these domains are

made explicit for a c i.r ec t achene in the case when fast modes are

neglected. In [17J, Rohrs et al. show the necessity of modifying classicaJ

adaptation Laws , In the discrete t i.me case we have shawn [11], [21J t.ha t

same direct sc1:emes yield global b ound ed nenn wben

wher e <l> is sorne positive cons tant, N is a fixed integer vhf.ch depends on the

true plant, E is àefined from the expected closed loop characteristics.

Here, the s ame kind of boundedness pr-or.er ty is stated for an indirect

scheme for o i scz-e t e time systems (see also [2'3]). Howev er' an extra oond Ltian

of left-primeness of the identified model will be needed.

Amo:ag the works we are 2-,mre of, very few MIMO indirect schemes have

been presented. Let us mentionn Prager et [14J which propose an on-line

pole placement technique but l'iithout proving boundedness and with a strong

restriction put on the mode L structure. Here l'le study the scheme presented

in 118]. It is based on an on-line pole placement ano a zero optimization

design. It requires a restriction about the model structure wht.ch is weaker

than in [14J.
Section II devoted to the s t.aïemen i. of the r-ob us tries s problem. In

Section III, l'le describe our indirect control s cheme , The a l go r i t h'n

and i ts pr-o per-t i er are given in section IV and V. Finally in section VI

\"'e state our bound ed noae Lheorem and we d r-a» conclusions.



II - '"HE ROBU8'J'NESS PROBLE11J

In order Lo motivaLe the formulation of Lhis robustness problem Vie

first offer an example of a system which wouLd enter in this forthcoming

f'r-amewo rk ,

Let the output of the Lrue system be defined as

(5)

where -rpn is the following block vector

- '['n

t he system.

a Lime varying matrix which represents a linear component of

- f n a Lime va ry Lng non linear function l'Ihich represents a non

linear component of the system.

- w
n

is a s ecuence of vectors which represents an unstructured

cornpo n en L,

When conpar-ed vii th t he a priori linear model defined in the introduction,

Ive get the residuals as :

let suppose that :

11,"1'1 1 ';:: 6
n 1

(s)

(g)

Inequality (S), together with Lhe presence of a stric-l:ly positive

integer N in (6), that sorne fast poles or zeros are neglected in



ec d ek .

In eq ua lit y ( 9) requires the un ifor m bound ed nea a of the un e -rr-acruz-ed

d is turbane es W n'

I r.equality (10 ) i:n pli es that t ~.e no n lin eari t y is linearly dol:linated with

r es pec t t o t he tnput-output signaI s .

Wit h t hea e assUJl pt io ns, ve ge t :

Ther et or e a po ss 1b le ee eua pt.acu Cor the r es i daals re H.at ....hen norma11zed

by the input-out pu t s i gn a ls . t hey ar e un1 f ormly c cun ded fro~ ab cv e,

30wev er th i 8 pr op er t y 1nvo lv es ll<F
n

ll ....hi e h 1s unkno wn C~r our model

(s i..'l c e N 18 unknown ) . Then l e t us 1ntrodu c e a s equ enc e of posi t i v e r-ea.L

numbers s n as C01 10 ....a :

(:2 )

vher e i" and 8 v erliy

0 < 11. <1 , s >O

No t ing t ha t

....e r ea dily get

and e ance a een b e c œ a en arb itrarily l arge the b ound of th is "no 1":M11zed"

r es i da e mai n l y dep ends on o.

For t h1s s Y3t em a ro bua t ne as pt-cb Lëm vo u I d b e : gi v en t he 11ne ar ao d e j,

Ül
a

, X.
o

, 9 ). Und a linear co nt r o l La w s ueh t hat this 6 May b e str i et!y

pos iti v e .

Let us now co me ba ck: t o our gen er al farm e work and Cor.nulat e

an assumption ab out t he residua l s i n or der t o a ea t e our r obustness l'r ob l em.



11.2. The robustness problem

l'le need tvo addi tional defini tions

mean ,-smallness : Let ~,),K (sn) be the set of pa i.r-s of integers (q,k)

such that :

Note that

A aequence

of mea:a

of b o unded positive real numbers is said t o have the property

relatively to

(17 )

In wor-dc : for any time interval of lenglh larger than K 1rihe-,'e

above sorne threshold S, the average of v
n

becomes smaller Lhan n ,

other model representatio n: Let ua introduce the classical equivalent

formulation of (3) : f'o i Lo wi.ng the b Loek decomposiLion of Wu' we decompose e

(18 )

Then (3) can b e rewritten

A(t) (r eap, B(b)) is a polynomial matrix l'1ith matricial coefficient Ai

(resp. Bi).

A(O) eo ua.l to the identity matrix

is the backwarcl shift operator

bu = tl
n n-1



N '"' Max\N.) (21)
a 1<1" 1 J.

Ci ven Il mat rl x 9
0

an d a pos It tv a s cajar Po ' ve suppo s e t ha t :

• The r e exLs t s r e l a tiv e l y l e f t pr-Im e po Iync a f a L :natric es A.(b). a(b) au ch that :

A(b ) la c 01= pr op er- (a l va.Ys possibl e ) vith Ni al'! tes i
t h

oo l umn

d eg r e e {L; e , Ni l a t he me.ximal of fe c t i ve autc o-cgreee Iv e or-der- of the 1 t h ou t~'.l t l
D (b ) haa d egre e Nb.

A(O) la equaI to the i.d en ti ty !Il3trix .

...-h i e h re :nad e up o f the ea t .r-tc aa j, ooeff i c ie>1.t s of A. (b ), 3 (b )

(a ee (18» satisfies

• ':'he t-es t dua Ië cc r-r-eeponc Ing to th 1s œodet s atisfy :

(23 )

IIw, 1I '
~ hsa t he pr oy e r ty oC a een ne - emaI ûnesu rel a tively t c s n ' wi t h

a s defined hy (1 2 ).

~ : (22) me'lTlS tMt 0 r e esaumed t o ho bc un d ed vi th a k nown b o und ,

Wc a r e now in a poa il i on to fo r !llUlate our- rcb ue t nee a prob I era :

.:thL.!:.Obus t nes s prnh J em : fi nd a con t r o l law nu c h that

(i) u nâ e r a s aumptio n fiS

3:11 > 0 : VT1
w

< 1) ~ un 'Y
n

a r e uniforJUly b c u nd ed ,

(i i) i f t h er e are no r ed is udals tho outpll t Y[l trllck a ec c e r ef e r en e e O:.lt put y ~

a s " 1oIell " as posaib1e .



Note t.ha t ultimately our assumption and our problem are on the magnitude

of the "normalized" r-es i.dua'ls , As apparent from (2'3), these r-ee i.duaLs

"epend on the true system on the one hand and on the class of models on the

other hand , As a matter of fact, e involved in (23) is unkno wn, Only

i ts existence IÜ thin the specified claas is required.

The ]Jroperty of boundedness of the "normalized" residuals are more

likely 1,0 ho lei for larc;er Na' bu 1, this increas es the complexity of on-line

computations. '~his choice of is to he made off-line in our

approach using aIL a priori about the true system. Then the l'ole

of the explicit irientification algorithm is to search that e
'Üthin the specifiee! c.l aas for whicb the normallzed residuals are less

(Le. 11
w

is the smallest one). On the one h and , the role of the

control a Lgor-Lt hm would be 1,0 influence the value of 11 so that the inequali ty

Yl
w

< 11 mentionned in the statement of the robustness problem wou.Ld ho Lc ,

is the regulation pr-op er ty , On the other hand the control algori t hm

has 1,0 force the output of the system 1,0 trake sorne reference output,

that is the traking property with its inherent problems of de Lays and

non minimum phase (see [25J).



III - AN INDIRECT AnAPTIVE CONTROL SCHEI~E

As a stepping stone to o.rr- adaptive s ch eme , let us first look at the linear

control problem.

111.1. A linear pole p lacement and zero optimization control la1'1

Supposing temporarily Lhat A(b), TI(b) are knovn , from assumption HS,

it f'o l I o ws thut there exists tvo polynomial matrices C(b), D(b) auch that

-b B(b),)
= l'(b)

C(b)

where d at., cienotes the cieterminant and r(b) is an arbitrary polynomial

(see [18J). The implication of the above is thaL if the input u'l+1

is generated by the feeciback control Law :

C(b)U
11

+
1

= - D(b)Y
n

+ rCb)E(b)y~ - F(b)1'1n
(26)

wher-e E(b), F(b) are arbitrary polynomial nat r Lces and .Y~ is the output

reference, t hen the resulting closed-loop system has the characteristic

po Lynonri a.l 1'('0).

I~ore precisely, using Lhe general comparison principle teclmique [19J
or the sarne technique as the one used in appendix C, one can prove

the following theorem :

Theorem 1 : If :

HS ho Lds , but ldth A(b), B(b) kno wn

1'('0) is a strictly stable polynomial

y~ is oou nd ed ,

'I'heri the feedback control I aw (26) so Lves the first part of our

r-obus trieas pr-ob Lein , 'l"'his makes this prob Leu meaningful.

Note that E(b), F(b) are arbitrary in (26) and can b e chosen

to solve the second par-t of the robustness pr-ob Lem : let us look at the

closed-loop equations •

Let X ('0), 'oB /b), Y(b), A
1

(b ) be polynomial given by the adjoint

matrix as f'o LLowo :



(
X(b ) bB1(b))

-':'(b) A
1

(b)

'T'hen \üth (19), (::'6)

-bB(b~ = r(b) (1 Or)
C(b)) a

Therefore F(b) may be chosen in arder ta reduce the residuals by

getting the matrix (X(b )-b B
1

(b )F(b)) as close as possible ta the null

matrix and E(b) may be chosen ta get (b )E(b) as close as possible

ta the identiiy mat r i,x, Simply looking static gains l'le can take

8+ is a pseudo inverse of B(1).

111.2. An indi rect ada~tive control law

Since in fact A(b), B (b) are unknovn , the previous control law

is implemented aL each time n in Lhree main steps

1 - On-line identification of the linear model (3) or (19) (see section IV).

This gives time var.ving polynomial matrices An(b), B
n

(b) and an a posteriori

€ :

2 - 1. On-line computation of polynomial matrices C
n

(e ), D
n

(b) as so Lu Lions of:

From a practical point of v i.ew, one may just use an approximation procedure

as cüscussed in section V.

- 9 -



2.2 - On-line optimization to get Lhe polynomial matrices }'n(b), En(b).

3 - Computation of the next control Ll
n

+
1

Cn(b)Un+1 = - Dn(b)Yn + En(b)r(b)Y*n - Fn(b) En

In the 3130 case this algoriLhm r-educen to that of Goodwin and Sin [8J

(except for step 2.2).

In the I'o Llo wi.ng , we make these steps more explicit.

- 10 -



IV - MODEL IDENTIFICATION

Looking at as sump t ion HS and at the robustness problem suggests to use

an estimation procedure which roughly minimizes l'JJ5ill.\2. vie propose the

sn 1
f'o Ll.owi.ng algori thm :

8 = 8 +!'!:irl1, _P_n_-l(9 1-8) (projection) (38)
n 0 118 1-9 Il n-2" 0

n-2" 0

(regularization)

where • sn is defined by (12)

• (39) means that P
n

is any positive definite matrix greater than

P 1 and such that :
n-2"

o < A ~ À.min P ,;; Xmax P ,;; A
o n n 1

For instance, 1'/e can take

1-Tith



• an' ~n' Pn are chosen su ch that

This algorithm is essentially the least squares algorithm wi th regularization

by the projection (38) and the inequality (39). Note that (45) explicitely

involves assumption IJS (see (22)) and the presence of sn in gn (35) takes

the properties of Lhe residuals into account .

En be defined as in (31) or equivalently as :

(46 )

the properties of thi8 algori thm ar-e summarized in the following Lheorem

Tbeorem 2: wi t h assumption ES, the sequence {enl as defined by (34)-(39)

ha s the f'o.l Lowi.ng properties :

13:1~ has the property of mean TlE-smallness relatively to

sn' with

14 : lIen-en_111 has the property of mean Tle - smalless relatively

to sn' with

- 12 -



v - CONTROL COMPUTATION

V.1. Properties of the determinantal eguation

Using fairly standard techniques about polynomial matrices (see [18] or

[;:Ofl]), one can prove the following :

Theorem '7 : If :

A(b), B(b) are relatively left-prime.

A(t) is column proper with Ni i th column degree.

Nb is the degree of B (b ).

l
deg r(b) <;; i~1 Ni + mNb = d (49)

r(O) ~ 1 ,A(O) = I

Then t her-e exists polynomial matrices D(b), C(b) such that

j h column degree of D(b ) is strictly less than Ni'

The degree of C(b) is less than or equal to Nb
C(O) is ec ua.L to the identity matrix

(50)

(

A(b )

det

D(b)

_bB(IJ))
= r(b)

C(b)

In the following C(b), D(e ) are taken as given by this theorem.

Let us introduce the following b lock decomposition

(n(b) «.» = (D(b) C(b)) m-1

d(b) c(b) 1

where d(b), c(b) are polynomial row v ee tor-a , A consequence of theorem 3

is that (d (b) c(b)) has d unknown coefficients and that :

~): su:: t:~~):h:(:~ir7/A~:~a)t:v(e~~;~:;\\ime, Lhere exists a pair

"]J(b) C(b)))
is relative~ 1eft prime. Moreover, for arry left prime pair (D'(b ), C(b)),

the pair n'.(b )) , (~b B (b ))1\ has a generic oceurence to b e left prime.

~ D(b) C(b) ~



On the other hand , the expansion of (51) with respect to (d(b) c(b»

gives a linear system equivalent to (51), we note it

a%=13

where X is a vector in Rd which includes the coefficients of the coordinates

of d(b), c(b).

a(resp. 13) is a matrix (resp. a vector) which includes the coefficients

of db) and of the minors of :

'iVe have:

Corollary 2 : If A(b), B (b) are as supposed in theorem 3, then there exists

submatrices ])(b), C(b) such that a is a square invertible matrix.

V. 2. Algorithm 1 (exact procedllre)

With the previous properties, we pr'o po s e the following algorithm :

1 - Choose left prime p~ynornial submatrices On (~), Cn (u) such that the

matricial coefficient Cnb of highest power in Cn (b) is full rank.

For instance:

2 - Compute an' I3n•

'3 - Compute d
n

(b), c
n

(b)

'i'o give the properties of this algori thm, let us introduce the following

b Lock matrix :



'rheorem 4 : If we have :

Ila)\ .; A

Ilenll .; B

then the sequence {q.,n1 given by (54), (55) has the f'o Ll.o wi.ng

properties :

C2 : Moreover, there exists an integer K
c

auch t hat for any pair (q,k)

such that
Cl-tk

k > K
c

' ~ ~ Ilan-an
_

1
Il + IIP

n
- Bn_ 111 «; Tl

n=q+1

Cl+k

~ ~=q+1\Iq.,n- q.,n-111,,; Tlq., = Lcj,Tl

Mq.,' Lq., are pce i tive constants which depend on A, B, a.

(60)

Proof : It is easily derived from the faet that the entries of O~1 are

rational funetions of the entries of an (see [18J ).

Si__ee 1\(b), cn (b) are chos on and the fact that an' B
n

are polynomial

functions of the entries of en' we see that (57), (58) are consequences of the

bounc edr.ess of en Cr1 in t heo r-ern 2) and (60) is a cons equ crcc of T1, 14, C1.

r''',ereïore thi:3 algoriLhm

using elassical co n t i.nu i Lv

req"~ires the invertibility of O. Ho><ev el' ,
we have the following result (s~e [ 18J):

Theorem '2 : ';Ii th aasump t i.o n ES, these exists p, such that if :



then there exists submatrices D(a), ë(b) such that taking

yields

'1'0 complete the statement, note that wi th the indentification algori thm (see 11)

(61) will hold if

L, e. if the identification algori tnm s tarts sufficien t Ly clos e ta the

assumed mode1 e.

On the o t her hand , from (35), (Yi), (38) we see that the edries of

are linear in an

e 1 =' e
n- "2 n_1

and the entries of en are linear in P
n

wi th :

e ~
n- )"

Ile nce , if (54)

polynomial in

we have that if :

is used in the a l go r i. thm ta compute

an and det On Le a polynomial in

tj;, det a 1 is
n n-2"
P

n
' As a co ns eou.enc e

then we can f'Lnd an iù [a, 1 ]

det On (00 (67)

This means t ha t (55) cari a Lways be eornpu t ed ,

However this technique does not prevent ;i~ ~nf 1det On 1 from being null

which is not allowed by (59). Therefore assumption (59) cannat be derived



from our identification procedur-e and requires an extra condition for our

boundedness study to be d ev e Io pped ,

In order to reduce the oompu t a t i.ona L complexity of a l.go r i.thm 1 with

its pr-ob Lem of finding an' P
n,

we propose an other ale;orithm.

V.3. Algorithm ? (approximation procedure)

1 - Choose left prime polynomial submatrices

3 - Compute d
n

(b), C
n

('::J) as (see [20J) :

where for instance C
n

is taken as :

Note that the value of Zn as com put ed by (68) does no ~ exactly solve

(32) in general. Then let r n (b) b e defined as

We have:

Rn (resp R) be a vector in Rd wnos a coordinates are the coefficients of

rn(b) (resp. r(b». Usine; Lhe equivalenoe between (51) and (53), we have that

The properties of this algorit' mare :

Theorem 6 : If we have :

- 17 -
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Ila},ç A

IIBnll,ç B

(73)

Then the sequence {<!Jnl 111; o efi ried by (54), (68), (69) has t he fo I Lovir.g

properties :

C1 Il<!Jnll ,,;;M<!J

r10reover, there exists an integer Kc ' such that for any

pair (q,k) such that :

then

1 =:-tk II<!J -t), 11 <;; Ti = L Ti
k n=q+1 n n-1 <j; <j;

M<!J' L<j;' L
r

are positive constants which depend on A , B, M
1,

M
2

~: See appendix B.

Note that the candi tian of strict invertibi1ity required by a1gori thrn 1

is here substitLled for a conili tian of sorne "mean" strict invertibi1i t.y ,

However as for a Lgor-Lt hm 1 r this condition is an extra condition to be

added for our boundedness study.

Note a1so that if n 1~m=llen-8n_111= 0, then algorithms 1 and ;> yie1d



A simpler choice can be as follows

1 - Compute a oounded pseudo inverse B~

:-linIII-Bn(1 lB:11

over aIl oounded B~.

(77 )

However in what follows we o n.Iy aas-une the following two conditions

C3:

C4:

j

llFi l1'C ]V[
n f

IIE~II ';;]V[e

Therefore ID"J.ch more sophisticated procedure for the computation of

E
y

(b ), Fn (b ) are a.l lo wed ,

V.5. Feedback control laVi

With (33), (4(,), (56) the next control Un +1 is implicitely given as

- 19 -
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Theorem 7 : Let un' Yn be sequences of vectors whi.ch satisfy (80), (81).

If :

.11-14, C1-C4 hold

.r(b) (1vhich appears in C2) is strictly stable•

•y~ is bounded ,

then :

~ un ,y n are uniformly bounded

where Hr, HS' H<\>, HE are positive increasing f'unc t i.ons of MS' M<\>, Mf ~

and n only depends on r(b) and /,. (in (12)).

Proof : see appendix C.

Note that : • 11-14 are derived from the identification algorithm and

assumption liS (see theorem 2).

• C3-C4 can always be satisfied.

· if (59) (resp(75), (76)) holds, then C1-C2 are

derived from 11-14 (see theorem 4 (resp. theorem 6)).

• l'lr' l'lS' l'l<jJ and l'lE can be expressed linearly in terms of l'lw

(see theorem 2, 5 or 6).

Then theorem 7 gives :

:Rl'l : BT1w < n ~ un' Yn are uniformly bounoed ,

W'ere B depends essentially on ~-1e' '14>' ~1Î and t~e irr7erti1)ilitv o f U;1
aric is Lnu apendarrt of l1

w
'

Therefore we have established the following :

Corollary '3 : If :

Assumption ES ho Lde

r(b) is strictly stable.

Sn is given by (34 )-(39).

4>n is given by (54), (55) (resp. (54), (68), (69)).

IneqL1ality (59) (resp. (75), (76)) is satisfied

En(b), Fn(b) satisfy C3, C4.

u
n

+
1

is given by (33).



Then the first part of the robustness pr-ob Le:n is solved.

On the other hand , the behaviour of this scher'le is studied in [18J,

when the residuals w
n

are bounded. In particular if there are no

residuals we have (compare wi t h (28)) :

~i~ ""r(b)(yn- B1 n (b )En (b )y* n-1) = 0

B
1n

(b) is com pu t ed from An(b), Bn(b), Cn(b), Dn(b) as in (27)

and En(b) may chosen to get b B
1n(b)En(b)

as close as possible to the

identity matrix.

Then we conclude that our indirect adaptive scheme completely so Iv es

the robustness problem up to some extra condition. This condition has

been phrased in terms of (59) or ((75), (76)) i.e. in terms of some

left-primeness property of the identified model. However theorem 5

claimes t.hat (59) or ((75), (76)) ho Ld if the iden-;;ification a Lgor-a t hn

sLarts in a neighbourhood of the assumed model given by HS. Renee our

inciirect adaptive pole placement a Lgor Lt.hm is at least a local solution to

the robustness problem.

An indirect adaptive control seheme has been pr-es en t ed , It involves

at each time identification of the unkno wn model matrices f'o Ll.o wed by the

computation of the adaptive feedback matrices. is based on an on-line

po le placement and zero optimization technique for a 1inear model wlri ch

lies in a prescribed sphere and has prescribed degree of the numerator

polynomial mal.r-l x and pr-eacr Ib ed column degrees

of a co Lumr; proper d enorni na to r- polynomial matrix. \'Ie called r-ea i.due.Lo an

additive term on the output of this model to account for discrepancies

between tbis model and the Lr-ue system output. 'T'bis system migbt be

nonlinear or 1inear but not neoeas ar-L'ly time invariant and possibly of

hiGber order (or degrees) t.han tbe rational model. IL mighL also be

corrupted by b o und ed disturbances. Our assumption about these residuals

is essentially that for some unkno wn values of the model matrices

the ratio of the r ee Ldua , no rm over the signaIs norm is bounded , TheIl

we ])roved a boundedness theorem. Ilowev e .: this t.heor-eu r-equ l r-os an

extra condition, namely a 1eft-primeness property of t.ile Ld en t i.f'Led



model matrices. This assumption has been already made for the unxno wn

mod e l referred to above, and it will be met for the identified values too if

Lhe identification starts close enoug'h to this unknown model.

Al t hough as mentionned in the Lnt.r-o qurrt i.o n , this algorithm solves the

open question of robust boundedness of a MIMü indirect scheme, it needs

further developpments to get ar-ound the extra condition. Another po i n t

which has not yet been completely explored is the on-line zero o-ptimization

allo..red by the tracking and regulation polynomials E(b) and F(b).

At last let us emphasize the Lacnnfque used here to prove the robust

oound edneeo , It relies upon astate representation of the nonlinear

time varying system given by the adaptive scheme
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AI'l'ENDIX A

OUTLI NE OF PROOF OF THEOREM 2

The technique used here ::'s by now standard and we only point out Lhe

major steps :

Vn be defined as follows :

From (3), (34).. (45) the following relations are deduced :

v ,,;; V 1
n n-"2

(A.1 )

(A.'))

(A.4) directly e;ives 11 and wi th (40) yields the bounded.neaa of Vn'

Then (A.2), (A.3) e;ive

_ To get 12-14, we just need to note that

(A.9)



Il::" ~~ (1-""'~P~1·n+gnll.).llr~1'n~

Al Ilvnll
A;~

- A2 -

(A.9)

(A.10)



OUTLINE Dl!' PROOF OF THEOREM 6

'I'heo r-em 6 can readily be proved by noting that :

n

%n = (I-C-n an) ••• (I-c-1a1) %0 + r='2 (I-c-nan) •.• (I-C-ia):?'i_1 Bi _ 1+~nBn (B.1 )

, (I-anC-n) ••• (I-a
Q+1C-Q+ 1 ) (aq%q-Bq)

anXn-Bn = ~ +

i~+1 (I-anC-n) ••• (I-aic-i)[(ai-ai_1 )Xi_1-(Bi-Bi_1)J

- B1 -

(B.2)

(B.3 )

(B.4)

(B.5)





PROOF OF 'l'HEOREM 7

Introduction: Here vie follow the s cheme introduced in [18] which essentially

relies upo n the following Lemma :

1ernma 1 : If an' b
n

are sequences of positive real numbers su ch that

11 : "\fn, 0 ,ç a
n

+
1

<; (y+bn)an + Ma o « y < 1

13 : b
n

has the pro pe r-tv of mean ~ - smallness relatively to an' with

~ < 1 - Y

then an is bounded

Proof : 1et K,S be givell by as sump t i.on 13 (see section 11.3), and let n~

be the first integer n > 0 such that

(C.1)

Note that if n~ does not exist, an is bou nded ,

We introduce two increasing sequences of stopping time recursively defined

as follows (see fig.1) :

n~ ~ M:in ln/n > n~, an < S ] if the set is non empty

if not (C.2)

firrite

(C.3)

be the set of indices such that n: is fini te. We have

built a partition of the set of integers lN

- C1 -



To get our conclusion, it is sufficient to show that is bo unded

from above 0 .. each of those time intervals by a bound independant of this

in;;erval

a
fi

n~

Fig. 1



Using Ll , L2 and defini tions, we readily have that

Yi E I,

Moreover from Ll , we get

(C.6)

(C.7)

Bu t th e defini tion of n. y i.eLd s

then

(C.lO )

Vn ;;" n~, c .)AS + ( 1 +
J

(c.r i )

And for any n and any j we have

~ c. = exp( ~ log c.) ~ exp (~ (c .-1 »
i~j l i=j l i=j J

then with L3, let

E, = exp - (1 - Y - ~)

L'J, L3 yield

Vn E[n~,n:[, Vj E[n:,n:[ , j ~ n

n-j+1 > K ~ ~ . c. ~ ç;U-j+1
l=J l

n- j+1 c; K ~ D . c. ,;; Ali
l=J l

(C.13 )



n , = n~ + K

from (C.7), (C.11), (C.14) we get

Vn E[n~,Inf\ni,n~l[

an +1 ,;; A
K

(AS-tKMa) + Ma

And if ni < n~ we have

a
n

+
1

.;;ç;n-n~+lAS+(1+ n~K_ ç;n-j+1

j"'lli

'l'herefore we have obtained that

(C.16)

(C.17 )

Then with (C.5), (C.6), (C.7), (C.15), (C.17) we may conclude that an is

bo unded ,

Lemma 2 : Let s II b e a sequence of s trictly positive real numb ers such

that :

Sn;> À. sn_'1 ' 0 < À. < 1

and let d be an integer.

'I'her- for any sequence of positive real numbers c
n

we have the following

pro perty :

d c .
l:~
i~ n

1 _ À.(d+1)

1 - À.

-C4-



Moreover if Chas the property of mean llc-smallness relatively

to sn Las the ;property of mean Yj~ - smallness relatively to sn

with

Proof : i t is readily obtained from the property of s •

Outline of the proof of theorem 7 wi t l; Lhe intent t.o use lemma 1, Ive "'i11

proceed in Lour steps :

s t ep 1 : \'le deduce 11 from astate representatlon 1Jl
n

of equations (BO),

(81), and taking

• b n a function of Sn - Sn_1' I/Jn - cj;n-1' Rn - R, Sn' eJ-n •

s t ep 2 : 12 is a direct cona equ ence from the boundedness of Sn' tj;n.

sLey .3 : In arder ta get 13, we state that when an is growing at a high

level so -LS sn.
Here we use the link between sn and 1Jl

n
•

s t ep Ll : L3 is directly deduced from the properties of mean T]-smallness

of Ilsn-sn_111 and "::11 .
First step (11) : 1et Xn(b), Yn(b), B

1n(b),
A

1n(b)
be polynomial matrices

given by the adjoint matrix of

as follows :

(C.18)



With clefinitions (Z), (1S), (56), we app Iy (C.18)

(y~,u~+1)t or ecu i.v a Lerrt Ly ta equations (80), (81)

Nx \1

~=O X~(Yn_i-e~eJ?n_i) + ~=O B~n <jJ~ <!?n-i = rn(b)Yn

N Na 1

- ~y yi(y ,_e
t<!?

.) + ~l'=oA~n 1J~ <!?n+1-i = rn(b) u n+1i=O n Il-e L n Il-e L

~o the vector

(n.zo )

where X~, y~, B~n' A~n are the matricial coefficients and Nx ' Ny' N
b 1,

N
a 1

are the timevarying degrees of the polynomial matrices X (b), Y (e ), B
1

(b),
A

1n
(e ), n n n

Using their definition from the adjoint matrix we have:

l

Max INx ' Ny' Na l, Nb11 ~ i~1 Ni+ m Nb = d

and using 11, C1.

(C.Z1)

Lx is a positive cons tant which only depends on i , m, Na' \

Now, with (sa), (S1), (C.19), (C.ZO) yield

N

i
+ X (bh: + ~x Xi (8 .-8 )\IJ .

r
n

(b )Y
n

= N~1 ~ i=1 n n-l n n-l N'
01

. t

+ ~=O B~n(En_i_1 (b)r(b)y*n_i_1-Fn_i_1 (b)En_ i_1 )+f=oB~n(1Jn-1Jn_i_1) <lJn_ i

(C.Z4)

1

- y (b)E +
n il

T'n (b )U'1+1= + ~a1 Ai

i=O 1n

N

~:1 Y~(en-en_i) t <lJ n_ i

N

(En_ i (b )r(b )Y~-i - Fn_ i (b )En_ i )+f:; A~n (1Jn-1Jn_ i )t<lJn+1_i

(C.25)



Vie introduce a new vector 'Y
n

made u p of the coordinates of W
n

, ••• , W
n

_
d

and defined as follows

No il (C.24), (C.25) may be written in a s ta t e space form :

• F is a compani.on matrix of (r (b» 2

• I1F
n

incorporates the following differences

includes the coefficients of the entries of B~nEn_i_1 (b )r(b),

A~nEn_i (b )r(b).

•y~ is a vector defined as follows

y~t ==Cy~t ••• Y;~e)t

where,~:

e ,:; 2d + Ne +1

• H
n

includes the coefficients of the entries of

• I1
n

is a vector defined as follows

[IsiD'" C3.

(C.26)

(C.27)

(C.2S)

(C.29)

(C.30)

(C.31)



Now with the strict stability of r(b), there exists a consistent norm

auch that (see p. 46 of [20J)

IIFII ~ cr < 1 (C.32)

Renee us ing this norm (which is time invariant)

but with belp of no rm equiva1enee in finite dimensiona1 vector space,

IIGnli ~ ~~~~ {IIB~nll.IIE~_i_1\1, IIA~nll.IIELilIJ

O~j<Ne

IIHnl1 ~ ~~~~d !llx~il, IIY~II, llB~nll.IIF~_i_111, IIA~nll.IIF~_illl

O~j<;:Nf

f

lili Il ~ ~ Ile: ·11
n i=D n-l

(C.37)

Note that using Lernn.a and~, we have

(C.38)

sn' withnt€ -sma11ness relative1y tosn has the p.ro pe r ty of mean.~

Moreover wiLh (C.22), C4 and the boundedness of Ily~11 (C.34 )-CC. 36)

may b e reduced to :



d d+1

IIt'Fnll ~ IIRn-RII + Mx( f=1118n-8n_ill + ~=1 IIr\!n-r\!n_ill)

IIGJ.IIY~II ~ MxM/* = M1

Then (C.Y» yields

(C.40)

(C.41)

(C.42)

let us join 'th e definition (12) of n to this inequality to get the

following system :

But we have

then

(C.44)

(C.45)

Therefore (C.44), with (C.38) yields

To simplif.y notations, let

(C.47)

(C.48)



À. < 1, (J < 1 (C.50)

We can cboose positive constants "P
1

, P2 such that :

Moreover we have

(J max (P1 0) (ô~ 6~) (~
o P2 \0 0 0

With this notation, (C.47) yields :

~),;;;y <1

Pz

(C.51)

Thus if we let:

we have established 11.

(C.53)

(C.54)

(C.55)

Second step (12) : Since Ileoll, II<);nll are bounded (using Il! C1) Rn

is a multilinear function of en' <);n'(ens), (C.40), y i.e Ld t':.e

bouodedness of b n :

(C.56)

Third step : From definitions (2), (12), (C.26), we have

d
1I1F11.;;!: IliI? .11,;;;

n i=O n-o,

- C1ü -



a conclusion we have

with

Fourth step (L3) : From (C.55) we get

Vq, "k > d

But with help of (C.40), we have

I
~-ik IIRn-RII + d

2M
x

~-ik Ile
n-en

_
111n=q+1 n=q+1

(d+1 )2 M ~+k lit!> -t!> 111+M lit!> -t!> 111
x n=q +1 n n- x q q-

and with C1 :

(C.60)

(C.61)

(C.62)

and with the boundedness of

lit!> -t)J Il,,;; v
q q-1 1

, Vq

Vq (C.64)

Now with 13 (resp. 14) and lemma 2 we have (KE,SE) (resp. (Ke , Se))

for the property of mean Tj~ (resp. Tle) -smallness relatively to sn

with C2 we have K
c•

Then let

- C11 -

(C.65)



We have with (16) :

q+k 1/TJr + d
2M

xTle + (d+1 )2 Mxllq.,

~ b,;:; k x
n=q+d n

+ M v +( 1+ À. El ) M
2

Tl'
x 1 P2 E

Then with (C.59), (C.60), n, 14, C2, we get

q+k

V(q,k) E J@,K(an) : ~ ~=q+1bn ,;:;T1J

with, using (C.39), (C.42)

(C.67)

(C.68)

But we may take

Hence using Lemma 1 we get our

(C.70)

Conclusion: There exists Tl =~ such that for ans (llE' lla' llq.,' TJ
r

)

such that

then Yn and un are bounded ,

Recall that : P1,P2 only depend on 11., cr

Lx depnds on i , m, Na' Nb'

- C12 -

(C.71)

(C.72)



C.2 The almost exact modelling assumption in adap­
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1. Introduction

Modem adaptive controllers guarenteeboundedness(maybe notstability) of ail thesolutionswhen

plaeedin feedback with a physical proeessforwhich the main suflicient property is:

Let nA, nn, Il, "/ be two inteçers and two posiiiue l'cal numbas rcspe ctioclu, obtained [rom the adaptive

controller, with "/ sll'ictly positiue and l' ~tl'ictly smaller than 1, the plujsic a! pro cess input-output siçnols

satisfy:

1 A(q-l)y(t) B(q-l)u(t-l) 1 S "/8(t)+ )9(t)

s(t)2=1'2 8(t_1)2+ U(t-1)2+ y(t_1)2 (A)

wherc)9 IS a bounded ,'Oquence and A, B al'e polynomials in the unit delay operator q-l uihos e coefficients,

inR nA R
nB

respective/y, al'e arbitrary but lie in a compact set given bythe control/el'.

Assumption (A) is unusual compared with those used in linear system theory, suc h as singular per­

turbations or norm restricted multiplicative or additive uncertainties, for examplc. The topie of this

report is 1,0 discuss the meaning of this assu mpt.ion , 1,0 st.udy what class of physic al processes can be

represented thisway and to sce how itis related to more standard approaches.

The main aspect of assumption (A) is the fact that il, involves two components available 1,0 the

designer:

-the collection of the inpllt-olltputsignals(u,y)whichistheonlywaythephysicalprocessisknown,

- the model (A ,B), element of a parameterized farnily of mathematical dynarnic al systems.

This parameterized family of dynarnical systems is chosen for providing an adequate description of the

physical proeess without being excessiv ely complicated. But this limited complexity and the idcalization of

representing a physieal proeess by a ma.themat.ic al dynamical syet.enr Iead to the unability ofexplaining

exaetly the output signaIs l'rom the input signals. Consequently approximation is involved and motivates

assumption (A). This assumption is meant 1,0 qualify if not 1,0 quantify the allowable misfit between this

limited complexityidealization an cl thephysieal process as it Is observ ed l'rom itsinput-outputsignals

A fundamental factor afTecting this misfit is the way the input-output signaIs we are trying to relate,

arc measured. For instance if the mean values are the only measurements, a (may be nonlinear) gain will

be sufficient for explaining the input-output relation. Let up,yp be the physical process input output

sequences rcspectively. From these "primitive" signala, wc clefine measurernents z as the signais given by:

(2)

where U" vz , I-Vz are respectively prime polyuornials, U, is monic (i.e. }~~U, (z-I)=1) and "exponeu-

tially stable" In other words, z is the output of an exponentially stable completely reachable finire

dimensional time invariant linearsystemwith inputs the physical processinput-outputsignals. In particu­

l.arwedefine ameasuredinputsequence u, by:



(3)

where in this case W. is monic to allow the computation of u p by:

(4)

Similarly,we define ameasuredoutputsequence y by:

(5)

Note the delay in u p The roles of (U. ,V. , W. ) and (Uy , Vy , Wy ) will be precised by studying the misfit

between the process limited complexity idealization and the physical process itself.

In Section 2, we define the model, our process !imited complexity idealization. In Section 3, we give

a mathematical description of physicaJ processes candidate for satisfying assumption (A). In Section 4, we

propose a measurement system aiming at making the measured process to satisfy (A) effectively. Then

Section 5 summarizesourresults by introducing the notion ofalmost exactly modelled processes and by

givingtheirproperties. Finally,we give in Section 6 sorne notes and referencesrelated to 0 urtopic.

2. Model

The model is an ideaJization of the physical process input-output relation. Itisused for the design

orthe adaptive controllaw and for the evaluationofthe"ideal" closedloopsystembehavior. Wehave

mentionned our choice of the model as an element of a parameterized family of mathematical dynamical

systems. But, both the parameter fitting problem and the control law design impose a limited complexity

system. The model is consciously only an approximate process description. Ty pically for realizing the

compromise between admissible complexity and better approximation, we pref'er a model of a pragmatic

mathematical nature motivated by the input-output relation representation more than a deduction from

known basic physical laws motivated by the description of the mechanisms involved in this relation.

Even more, in the adaptive control context, the input-output relation needsonly to be represented as far

as it issufficient for meeting the control objective ateach time.

Typically, the model is a discrete time linear time invariant finite dimensional system, leading to an

adaptive !inear controller. Noticing that unobservable modes do not modify the input-output signaIs, com­

plete observability can be assumed. There are many equivalent ways to represent such a system. With the



complexity minimality requirement, we prefer canonical forms among which the more convenient for our

specificapplicationhappenstobethe:

Backward shift operator observable representation: With Il , 1/ the measured input output signais

respectively,wedescribethemodelby:

(1)

A, B, C are polynomials in q-l A, C being monic and C exponentially stable. We use Il (t-l)

instead of Il (t) to express the necessary delay present somewhere in the closed-Ioop system. The mode]

family of dynamical systems among which we are looking for our mode! is completely determined by

choosing nA »» ,ne the degrees of A , B, C respective!y. Within this family, a model is obtained by

(maybe implicitely) choosing the polynomial coefficients.

- v is an extra sequence needed to fully explain the measured output 1/ from the measured input Il

Narnely C(q-l)V (1) is the part of 1/ (1) which cannet be explained from the only knowledge of

{1/(T),II(T),T< I}- In fact the correct definition of v is:

Given the model polynomial A , B, C on the one hand and the measured input-output signaIs on the

other hand, v is defined by:

(2)

Consequently v dependson the model and iscalled the modellingerror. We can think of our model as

being a good model if ail the meaningful information of the input-output relation has been extracted. This

means that knowledge of {1/(T),1I(T),V (T),T<I} should give no information on the actual value v (1). We

will say (in a very loose sense) that v is unpredictable. We could appeal to the stochastic framework to

precise this notion (see Goodwin and Sin [11]):

v is said unpredictable if v is a sequence of integrable random variables on a probability space such that

if F( t ) is the increasing sequence of sub-zr-fields generated by { v (T),II(T),1/ (T),T:S t}, we have:

E(v(t)/F(t-l)) = 0 a.s.

E(v(t?;F(I-l)) < +00 a.s.

(3)

(4)

Unfortunately, in practice, the approximation inherent with any modelling implies the unability of

reaching this absolu te propertyofunpredictability. To be more pragmatic, itissufficient to define a pro­

pert y re!ated to an objective and expressing the ideathat thisparticularobjective can still be achieved.

Assumption (A) in the Introduction has been proved to be sufficient for rep!acing this unpredictability



property as far as the boundedness problem is concerned. However, it is known to be insufficient for more

specifie performance problerns.

To allow a mathernatical description to encornpass more physical phenomena, weaker structures

must be used. Typically inequalities replace equalities. Looking for wider class of physieal processes

candidate for satisfyiug assumption (A), we eonsider those which are line arly dominated systems charac­

teriz ed as fo\lows:

Definition 1: Let /1 be a given positive constant strrc tly smaller than 1, a process with input up , output

Yp is said to be a linearly dominated system ifyp canbescaled,namely, ifthere exist a bounded sequence

,8, depending on the initial conditions and a positive constant "{such that for any input sequence up , we

haveateachtimet·

(1)

where 8 p isdefined by:

(2)

Inequality (1) expresses that the output at time t can be bounded in terms of the past inputs­

outputs weighted by aforgetting factor. Forrnally, the square of the process output is dorninated by the

output of 1 + ~L~2)q-l with the square of the proeess input as input. This process representation is

unusual, but it has been shown to be well adapted to our topic. To get a better grip of this definition, let

us state several properties:

Property 1: Any discrete time linear time invariant finite dirnensional system is a linearly dominated

system for any /1, O</1<l,wherethe corresponding jî sequence can bechosen Il-exponcntially dec aying.

Proof: < Choose any l', 0</1< 1. From the canonic al structure thcorem, this system can be represented

in thefollowingstate-spaee form



[
,,('+1)]
:r21t + l ) =

.r ~ t + l ) [
A" 0 A,, ]["1'1] [B']o A zz A -n z~ l ) + B 2 .., (1)

o 0 A $'l .1" , (1) B ~

(3)

(4)

where th e pair lA g,C I ) is eompletely obse rv able, lh... eigenvalu ee of A 2'l an in t he open d i~ k of radius jJ

Fro m th e comp let e ohM'rvabi lit y prcp erty , wc l'an lind K sueh t hal t he ..igenvJl.luesof (A 3rK C s) an in

th e ope n disk of radius l' T heo let USeonsider the followins non minim,.1 repl?s..nt ation of (3), (4) Wilh

%3(0) = 0

(51

With th e prcpeene e of A ZI • A ,l;3-KC, . then exill posit ive eonscants 0 , >....-hh >' <" . such that , wlth U
denotingthe eudid ian norm :

VII ;:::0 (51

Hence Ilpply ing th e var illt ioll of constants formu la and tak iog t he euclid ian (lorm, wc obrain for SOm..

posit ive const ants "11' fil :

(7)

With t he Clluch y·Sc hwarl illeqllality , we obt ain '

T he result Iollowe wit b (4). >

R l!rn a r k 1: On our "' IIY of p rovi ng t his prop erty , we hav e u tal>lished l hal t he s lat.e .,o mpoll en ls wh ich

arc eithcr ill the OW fV" ble su bspa ee or in the u"obsefV" bl ~ aub>;paec but wit b "" ~ u"ob"erv"ble· pole



strictlysmallerthan",canbescaledbysp

(ta)

For this reason,

Definition 2: We call sp(t) a scaling signal for the system

Its main property is its availability from the process input-output signals. As soon as Il is given, we do

know how to compute sp(t) and therefore have the possibility ofscaling ail the signaIs in the process.ln

order to prove that this scaling propert.y extends to measurements given by t.irne varying systems, let us

prove the followingLemma:

Lemma 1: Let w be a sequence scaled by sp, let C (t ) be a monic and exponentially Il-stable time vary­

ingpolynomial. Thesequenee v defined by:

C(t,q-l)V(t)= w(t) (11)

is scaled by sp with a sequenced jz-exponentially decaying if the same holds for w

Proof: < Since C(t) is monie and exponentially Il-stable, there exist positive const.ants zî, (depending on

the initial conditions), Il'}.'1 and À, À,<À<Il, such that, for anysequence w

(12)

But, since w can be scalcd by 8 p , there exist land a bounded sequence ;3sueh that:

(13)

The conclusion follows since, ,,-2'sp(I)2 being an increasing sequence, the Cauchy-Schwarz inequality

yields:

and:

:'SSup{M} ~ (~)t_i :'S~8up{;3(:)}
i Il' .=0" Il-À!. Il

(14)

(15)

(16)
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P ro p ert y 2, Let Il, J, he respt et ively the inp ut and output of BI1in, ,., ly dominate<J system, let

A,(I ),O, (I).C, (I) b<- any ~imr n ry ing polynomials with bound ed eo..ffide nu, C, (I) monie and

exponent ia.lly p_st able . Th e me"su~ment ~ defined by·

(H)

is so;a1edbe '" namel)' , th en- ni~t "Olne eonst er u "1and bounded sequence /J.Independant of . , . " . such

t!la t:

I ~ ( I}I :$ ,. _,( /) + 8( 1) (18)

Moreover , /J ilI a l' _n ponenlia.llydeeayinRsequen ce if th" same holds forthe sys tem

Pe no r: < Sinet ". and Y, are . ..a led by ' . and the coefîicients of A p ( ! ), B,( / ) are bourilled , '" d~fille d

by :

( 19)

i~ ,",t a led by ' • . T he eond usion folio,.." wit h Lem ma 1. >

l' capt ely 3: For .ft. proeess wit h Il, ,r, 8.. inpu t and outp u t r... pecti vely, if there exist l ime varyi ng poly­

nomiais A, l! ),B, (I l,C, (f ) with bounded rce fficiente and A,(l ) and C, ( l) monie, such th a t t h.. ruees­

ur..ment v , lliven by:

(20)

Batisfies for SOrn e constant 1', sorne boufI<l..d sequenc.. P and se me l' , 0 5 1'< 1:

lOI)

th en theproc eS5 iJla linellrly dcnuneted syste rn.

Proo f, < Sinee A, (t ) is monic , (20) cao b.. rewritl-en in

(22)

whieh m..ans lh" t , , (1 ) i. a (finite) linea r combinlltion, ...it h bound ed coefficients , of ter me ...hich cao be

bound ed in tums of " (1). T he concl usion follows rea.dily. >

R em Ar k 2: i) With Propert i.... 2 and 3, we see tba t if Il p lOrtieullll meMurem ent lt., given by SOrne t riple

(A ,.. (I), B,.. (1 ),C,.. (t )) is seeled by , . , th ..n IIny meesurement .. given by (A , (t) ,B, (t) ,C.( I l) i. su led

by " if t h.. coeffid enta of t he.... li me va ryillg poly nomiale a r.. bounded and 0 , (1) i. exponentil\lIy 1'"

stab l" .

ii) O ne eould propose an all-erna tive d..finition of linrarly dorninat ed systems·



-,-
A Pr<Xt"" ;8 a llnearly do mina ted syst em if olle un flnd sorne li me vary ing polyn omial"

A,(/ j,B,(I ), C, (t ) with bo unded coeffieienta, C, (t) expo nenlÎlIlly u -etable and A, ( / ), C, (I ) m Ollie ,

such lhat fur t he mea.' " rement .. Iliven br :

(23)

th ere exist a C0 l1s 1...Ill '1 and &ho uode d seq uence {I .." t isfying:

(21)

Thi s deâ nitio n is moee llottra<:tive(or the simihlri ty of eq llat ion (23) end t he morl,,1 equ atÎo n (2.1). Unfor­

tuna t..ly il is in Iact very amb iguous fot the arbit rary ne'!S of the Triple of pol}'oo mials

(A, (I ),B, ( I l ,C, (1 )l . Using on e tr iple in"tca<! of ..not her wc uld s imp!y cha nge fi a nd Î

Il ~ a1so wor th noticin g Ihat rhough (23) and (2.1) can he ~ i m i l ar, reptlll'ing t lw unpredictll.bility

proper ty of t' fot th e model, by inequality (24) rur the proc""" a llowa Us to eneom pfl..'<-~ much mor~ d Tects

W~ il1l1 ~tr"t ~ thi s asp ect by mean or examples.

Ex a mpl.. 1: bo u nd..d diaturban~~ l Ld the preeeee b~ describ ed by :

1I, (l j - - ~JI. ( I - l ) + h,(t - 2) + Il (1)

Clearly (23), (24) af~ sat isfied by eboœin g:

((· (I)I5P (25)

A10<>, we Can d ..ck that we hav ~ a lint a rly domina t..:! 8)'st em. I nd~

and (1) ia aa t isfied ai n c ~ :

I,, {t)/' $ 3(,, 21, ,(1 _1)1' + 6'1 _, (1-2 W + ln (! )f)

l" (1)1:5 ,j3 M~r (1..l,lb113, (1 ) + ~J3

Remark t ha t t3is a eOllat a.nt in thŒCaM.

Ex ampJ.e 2: in fin ite d im.maion ..1 ..y.tem , Let t he proe eas b.. descnb ed br :

...he.... the in finite impube reaponsea lI; .6,. sa t iary, ror a il i a nd with >'< 1:

(26)

(21)

(28)

(29)

(30)

(3i)
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Let us ta ke :

we get :

Hen ee:

whe re "' ''' hll.VI' used t he Cauchy -Sc hwars ineq llality in the last ste p . It follows th" t (24) holds with :

E xemple 3 : no n liuf!Ar it ies : I.et th e proe ess be d eserib ed by:

h ,t ' -2f
,,(I l -- " ,, ( f- I ) + 1+.,(1- 2f

We no tic e t het the no nlinea r Iunctlon

ielinearly dorn inated since:

Thi s lin.....r domi nati on propert y of 1 irn[>lies t hlll of the process . Tak ing;

yield s :

And (2ilholds wit h

(32)

(33)

(34)

(35)

(37)

(3al

(39)

(40)

'1 = 0
, _ .!..l

2
(42)



Anothef ve ry import an t propu ty of linea rl}' domiuate d syste ms ls th at , when pl""ed in fe..d bad .

wit h a linee rly domi nated eont rolle t, t be signals canno1 grow fute r than eJlponentia lly . Narncly :

Pro p er t y -t: Let ", be th e inpnt of a line,.,.'y domina ted syste m wu h outp ut " and be such t ha t, with

p, a boun ded sequence '

1., (1)1 :5 "Y, ( ~,( I)+I,, ( IJI) + ~, (t )

Th ere n ist.a a cOMtant M and" bou n<!, d sequence 0 sneh lh at :

", (t) :5 M ", (1- 1) + o(t)

(43)

(101)

R eIlllt.r k 3 : With a.rgumeDt-' simila r {.O t b~ used in th e proof of P rop et ty 3, we ean eee that (43) hclde if

t he input . , L~ given by:

(4;;)

.. bere R(t }, 5( 1), T (I) a re tiu,,, varyiug poly nomia l" wilh bollnded coefficients , R (I ) is mOllie and "..

isabolln<1ed set point sequem e

Proof, < With (1), (2) and (43), we get ea.~i ly :

(46)

T he conclusio n follows ta killg th e square rool. >

Up to now, we bave established t hat a Iinear ly dominate d system ean ineorpor a te a ...ide clase of

phenome ne and ia ehlU'lIcte rized br the Histenee of an (avllilab le) aca ling aignal Let u8 new !t udr

lin...ar'y domin ated ayste= in terms of tloe Grap h To pology , i.e . the weak~t topology in wbic h fecdbac k

e" ponent ia l IH,tability is defined on open neighborhouds of time invlU'ian t linear systems and c10sed joup

transfetfuncl Îons a r, continuous (see VidYMal':1II'[2-tI). T hough the gen e ra\ scoreof t b is repot t preven~

ll!I from pe~uing 100 rat this to pie, th is will allow uS to relate th e ,""sult.a, obtained for ad aptive ' in' ar

eon trollel"5. ta l hosc obtai lled for tjme i nvari l\ n t li llear eon t rolle~ .

First "' e not ice t hnr, may be up ta a change of a in (24), one ean add ta l' Ct) in (23) [wirh

(A, ,8 , ,C, ) tim e invlllia nt), any I,·expo nenl ia lly dee",. ing sequence.1( l) sal i~fyi ng :

T hisj uslifiea lo rewrile (23) in-

u(I) _ P (q) y, (I) Q( q )u. ( l - l )

(47)

(48)

where P Q are e" ponentia lly I,-slable prop er rract ion ~ , P being mon ie. Thi s ty pe of repre sent at ion in



terms of stable fractions is called the factorization approach and gives the context in which one can

define the Graph Topology. For this topology, a basic neighborhood of a system represented by (P ,Q) is

simply definedby the set:

(49)

Property 5: Given l', "! and A p .B; ,Cp polynomials in q-l A p ,Cp monic Cp exponentially l'-stable

the set of linear time invariant finite dimensional systems whose input-output signais satisfy for sorne J.l­

exponentiallydecayingsequence{3:

Iv(t)1 < ,,!sp(t)+{3(t)

contains the open neighborhoud V((~,~), -;) of the Graph Topology of exponential J.l-stability.

(50)

(51)

Proof: < The main point of this proof is to notice that for any P exponentially l'-stable proper frac­

tion, we have, as a consequence of Plancherel Theorem (with zero initial conditions):

ThenletP Q be defined by:

p(q)=~i:~:~ Q(q)=~:i:~:~

(52)

(53)

and consider V((P ,Q), -;). Our proof will be established if any process in this neighborhoud satisfies

(50), (51). Hence let (P1>QI) representsuch aprocessi.e. its output is obtained by:

(54)

With(50), v isdefinedby:

(55)

(56)

In the following, we assume zero initial conditions. As already mentionned, the only consequence of this

assumption would be a modification of {3(thanks to the exponential j.l-stability with 1'<1). We notice

that P and Pl being monic, q(P-PJl is proper. Then applying a 2-dimensional version of inequality

(52),weget:



Sinee (P1,Q Il belongs to V((P ,Q), 7;) ,with (49), we get:

(57)

The conclusionfollowsmultiplyingbY{l2T >

lilp(tW) (58)

With thisfact, we have established thatifapropertyholds forasetofsystemssatil'ying(5ü), (51),

it is preserved in presence of, we say is robust to, any (sufficiently small) linear time invariant perturba­

tion for which linear feedback exponential tt-stability is preserved and closed 1001' transfer f'unction

remain con tinuous.

It is important to notice the role of{l in the above analysis.ln property 1, we have remarked that

statecomponentsinanunobservablesubspaceassociatedwith an eigenvaluelargerorequalin mod ulus t.o

{I may not be scaled by 8 p ' However as mentionned earlier unobservability does not affect input-output

signala. It is not the case ofunreachability. Thisproperty corresponds to the existence of' comrnon factor

of A p and Bp in (51) or of both the numerator and denominator of P and Q in (48). Sinee P Q must

he exponentially {I-stable, in our framework, we cannot consideras a srnall perturbation the fact ofintro­

ducing a ne arly unreachable mode corresponding to an eigenv alue larger orequal to {I. This point will be

illustrated in the followingSeetion.

4. Misfit between Model and Process and the Measurement System.

The process is known to be a linearly dornin ated system as defined by (3.1). However based on sorne

complexityeonsiderationwefixthedegrees rIA,rIB,rIC andthereforeclefinethemodel family of Section 2.

Isitpossibletofindamodelol'theproeesswithin this classî More precisely , isitpossibletodeterminethe

coefficients of A , B , C such that the measurement v given by

where il, Y are measured input and output respectively, can be an "unpredictable" sequence in the sense

of(2.3)-(2.4)forexample?



For inst ance, let us consider the processdcscribe d by:

whe.... n(t) is a sequenc e bound ed by !JI' If ~ ....ere very sma.llllfl d 1>-1 < 1 00 t h&t stable cancella rion eould

oceur, one would likctotakea simpler model dcfined by:

(3)

taking t he mU .!Iund inpllt-olltpllt equa.] tc the procese iop"H> ulput . In fact , in doi ng 00, we negleet '

• the near ly unrcad'.!lble mode eor....spondi ng ta th e nea rly cancellable >.+~, J >-+"2 pole-zero pair ,

the fMt n able pole 7
t he rMt stablelero ~

. andwe tep re""nl therMt unstabl e l e ro ~ by apu""de l ay .

For thie mode l,' ie given by:

(. )

Henre wit h (2), we obtain

Choœing p, 1> 1' > 1>- 1 we ean app ly Proprrty 3.2 and ob tai n existence o r Il. const an t "1and Il bounded

sequ ence !J Mlch thu:

(' )

The eonst rai nt p> 1),1 iIllistr a l. s t he l'''' t remer k of th e previnus Sectio n: for our analysis tn "ppl y, th e

eeg lected nearly unruehabl. modea mus t be ll>IIIOCiat..d wil h eigellvJ<l11es st rict ly le",~ thlUl lJ

As predieted at the end o l Seetion 2, th e - unp red ic tll b il i ty ~ prop<'r ty is not satisfled. Instead , with

(6), we have li - sc a l i n g~ proper ty . However, Ils mentioun ed in the Int rod uct ion , .....~ fllr M bou ndedn ""s is

eoneem"d, th~~ scal ing peoperry is suffielent provided th e llo'ISocia ted "1 is su lTicienlly small Helice t he

quest inn: Ih" mode! ram ily being eh""" n in (3). how can we reduce "1[withcut increasing '. )!

An answer is obtained fro m the genera! princip!e:

- T o proceSll data br a sys te m wilh Iimited poe.<;ibiliti es, th ey ~ hOlll d be ro rmatle<!a.ccording ta ~h ~ ~e pœ.«i­

bilitiee"



ln our CMe ror mlltt ihg is ob t"i ned by the m~'L'''J N'me nt. T he main ide", we wish lo J evelop hOW, Îs

to cOhside r t he Jl'OI!Si bihty of transfo rming t he pror e.'Lll by feedbaek, by-pass and filtering in orde r 10 allow

" bette r fi ~ L.et weu n t his tr ans Cormed pror ess, eal led the me....ured proe""", and an a prior i fixed eomplex­

ity mode J.

Fo r specifieity , in the a!>ovecxample, """urne tha t), i ~ knn.. 'n and n (l l is coMta nt :

(l _q- l}n {t) _ O

Wc ehccs e t he Icllowing mod.I (still two par ern etere]:

and th .. followiol!\measu remee ts -

New, v is given by:

and wit h (2), it sat islies:

(7)

(8)

(9)

(JO)

(H )

Ilenee v( 1) more depcnds on n ( l ) or { M , { r) , ~, ( r) , " (1 I, r:$ / - I } but on ly on

{ , , ( I -I ), ,~, (I _ ~) , ., (1- 1), ,M,{l - 4)} In parti cular this meane that ir t he inp ut-o ut put sig naIs

WeTt'large in the pasr , .....y at time 1- :'1, lhen, in the former "a."e, v (1 ) is i n f1 \J ~ n c ed by t h"" e large t erms

[t bough w..igh~d br ),S) . ln th .. latt ..r case , this inR"..nee is removed

Not ice t h&t our meMuremeot proce dure is a disg uised ...ay of r" întrod uclDlIicolllplexity in t he mod..1

However t he mod..1 Incorporates rree param eters 10 be ade pte d on line, whereas th e measu rement syste m

donot .

ln t h.. gr ne ral ea.... , t he meesu red inpul.-out put sÎgha ls a re:

(12)

and , given (A ,B ,C ) "" an clement of t h.. model family, we obtai n its /L."I>OCi a le d mod..lling e rror ~ br :

(13)



The problem of choosing this element being taken care by the adaptation law, hcre, we are interested in

choosing the measurement system for any possible mode!. A first objective is clcarly:

Objective 1: v should be made as "unpredictable" as possible. Practically, the process eff'ects which

cannot be represented orwe choose nottorepresent by the modelshonld be made as unobservable aspos­

sible by the measurement system. Or equivalently, the measured signais should be as insensitive as possi­

bletotheunmodelledeffects.

To understand how this can be achieved, let us assume that the process is cxactly a finite dimen­

sionnal lincartime invariant observable system, i.e.:

(14)

for sorne polynomials A p , E p , with A p monic. In this case, the measured input-output signaIs are related

by:

(15)

Thatis:

(16)

(17)

(18)

the measurement y, obtained byby-passingtheprocess, maybeused tomove and/or add zeros.

- the measurement u, obtained by a feedback around the process, may be used to move and/or add pales.

Clearly, reduced complexity models may be obtained by conjunction of both measurements leading to

stable pole-zero cancellation. However, by the same way , this shows the drawback of this measurement

system, namely, the possibility ofcreating an unstable pole-zero cancellation .Insuch(veryunlikely)case,

the measured process isnotstabi!izable even if the process is

An other objective, assigned to the measurement system. is

Objective 2: The control law will be designed for the model to impose sorne properties to its input­

output signaIs i.e. to the measured signais. The measurement system should be such that these properties

are transferred to the actual process input-output signais. The least requircmcnt is: "boundedncss of

u, y" implies"boundednessofup,yp"



Lct us see how these obju t ives ca n be met .

Abo ut obj ecti\'c l , typically the unmodelled efleets a re divided into t"' o componentIJ: un rnodelje d

dyn ..mic~ and cxogcno us signa k

T he unmodell ed dynamics preven t the reatric ted com plexity model from fiUing l he procu s rre­

qu~ncy respon ~c at ail frequencics. O n l he oth er ha.nd, in ob jective 2, ....e ar e usu ally inte res te d in th e pro­

pertie sof th e in put-output signal" only in a re"tr icted Irequency ran ge vPr act ically . ..'c may dcflnethis f..,_

qucn cy range Ils a finlre set of va lues given by t he zeros of a mon ic polynomial D wit h al l i1$ zeros on the

unit circ le . T hen obj ...... t iv... 2 may be : 1I(1 ) lU'ld Il. (t ) should hllvesameamplitudeandph&SC at each r..,.
qu...ney given by Il zero of D an d thi" what ...v...r the corresponding amp litude and ph,...e o r ". may be.

lnvokin g Iincari ty of the meesurer nent syste m and Fourier decomposit ion, we write t his objec t ive in,

(19)

Fo r exemp le , if ......ehoose:

(20)

(19) impliea equalit y or the d.c . cornponentsof y and yp

Wehave t he rollowi ng propaty·

P r op ..r ty 1. Let U. and D be relative ly prime then (19) is "at isfied if there exist t....o polyno mials V.

W. auch th at ·

U. _ V.+ V. D W. _ W. D

Proo f: < We have:

Dut D and U. being .., Iat ivel)" pri me th...., exiat two polynomials 0 ,11auch t hat:

o D + t1U. - I

Appl yingthiaoperat.ol" identity to r (I )- , , (f ) gins th.. ,..,.,ult .. ith(23). >

(21)

(22)

(23)

(24)



With t his prop~rty , chOOlli ng U, expo nemially sta.ble, we cen rewrite lhe measu re men t. Il in (u p to

lhe ad ditio n ofarl clponentiaJly decay ing uqu~""e)

I l ) ~ [ 1 V' (' -' }D(, -,) ] (1) W, (, -I) D ( -' ). Il . 1)
, U, (,-l)" U, (, -') " (Z5)

This ~l( p....ss io n u n be unde ,.,;tood "" fol Iowa:

Inter pr r t (1 ~.D) Md ~,D "" peee band filu:rs in ~h~ frequency ran ge of inte rest and its complemen­

taey r~specl ive! y . T hen we have , = ' , in t he hllndwid ~h of (1 ~,D ) an d V" _ -v' W••, in ie..

co mp!rm r n lar y . Wr it ing Il mcde l for" t his allo w5 ua to 6t model an d proccss in t he band ...ith , But out­

side t he 61t ing may also be c btai ned tr iviall )' by ehoœing W, V. 50 t hal _ z -~w. ia aimply t he mode!
V,

l ra nsferfuncl ion

Lel us no w tr ea t. the prob lcm of corr uptÎng e l(o!';~nous sill;ua ls , Amc ng thesc signa is the one wh ich

will prH f'nl ~ (rom being un predictab lc ar c rhœe str ongly a uLocorre!ated an d in par tie ular the seqaencea

n , solution of (i.e. the pu rely drt er minist ic compo lleut in lhe Wo ld st ati on nary p rocess d ecompositioll

(As h 81l d Gar d lwr 13' )

(26)

where E is mcnie with a il iu zeros on the un it eire le .

F'or speeifieity ,l ct uaa."'5um e t hMthe proce'lll can be deser ibedby·

(21)

with A, monie and n SIlt isfying (2fi). Wc ...ish 10 re move the dep~ndance of [i.e. 10 deco llple) J, On n

Aceo rd ihg ta obj~ctiv e 2, thi s aho uld be mad e at leest in the frequc ncy range of iht UC.':It. But if J,

equaJa , in this Ireque ncy range, it is su fficicnt to dccouple the meeeu red aignal , tro m n

Since:

(28)

P rocr rdin l{ .....in (15), (27)can be rewrit ren in

(291

wh.,. e A ia the d et erminan t'
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Prop er t y 2: Assume tha t (21) holds. Given u , anf seq uena y solution of (29) for some Il sa tisfying

(25). is also solution foranyother n sat isfying(2G) ifJ there existsa polynomial ::i sudlthat

A=XE

Proof: < If:

With (29) and (31), we ohtain read ily:

On lyif

Let " ,," 2be eequences sads fying (26) T he same sequenc e y being obtai ned for Il,. n 2. we have

Thisimplies

ln par tic ula r chcosin g for 112 th e zero sequence, we bav e eatabl isbed:

The wncl usion Iollc ws. >

With (29) and Pro perty 3.1,we hav e a lsoesta blished"

(31)

(32)

(33)

(34)

(3$)

J'rop er t y 3: If the pro ee"" la any linear syste m which can be descri bed br (27), with a corru ptin g exo­

genous signe l Il sat isryiJlg (26), t ben, choosin g t he measu r<> ment syst em so aswsatisfy (31),the rnc"",,,cccl

pro ce"" la fi linearly dominated syst em. Mure pree i~ely, for any l', 0 < ,. < 1, there exi~ t,. cun stan t Î and a

l' _exponen t iallydecayi ngsequence{J sllchthat:

(36)

with

(37)

In peacticc E is unknown, but wit h objective 2, reetric tin g our inter est 10 th e frequency ra nge

defined by D, wetake:

6 = D (3S)



WithProperty 1, thisyields:

6.D = ~ = q-1V. WyD o,W. + Vy W.D

Consequently D should divide Uy W. But, choosing Uy exponentially stable, we have to take:

(39)

W. =W.D (40)

ln these conditions, the measurement u may be rewritten in:

(41)

This expression can beseen as an application of the lnternalModelPrinciple:

"The polynomial acting on the process input in the controllaw should have in factor the annihilating

polynomialofboth the set point and the exogenous disturbances"

In objective 2, we have mentionned also that the measurement system should imply the process sig­

nai boundednessfromthemeasuredsignalboundedness.

(42)

Hence, if u, y are bounded, so are 6.yP' Eo«, And if 6. is exponentially stable, yp and Du p are

bounded.Therefore:

Property 4: Assume that Vy,Wy ,W. satisfies (21),(40), if q-1V. Wy-Vy W. is exponentially stable then

Yp is bounded whenever u, y are bounded. Moreover up is bounded if D is chosen such that u p is

bounded whenever v, and Du, arebounded.

Remark 1: To understand this last assumption, notice that jf the process is completely described by:

(43)

with A p monic and n bounded, then the condition holds if B; and D are relatively prime. Indeed in this

case, there exist two polynomials Ci, j3such that, with D monic:

(44)

(45)



fromwhich the condition f'ollows

In fact, pushing abitfurtherwe have:

Property 5: i) Assume th al, Vy,Wy,W. satisfy (21) (40) if g-IV. Wy Vy W. is exponentially j1_

stablethenthereexistaj1-exponentiallydeeayingsequence.By(dependingon the initial conditions) and a

constant ~fy sueh that:

(46)

with .s defined in (37). Moreoverif D ischosensuchthat:

(47)

for sorne positive constant "t« and bounded sequence E, (depending on the initial conditions), then there

exist a bounded sequence ri, (depending on the initial conditions) and a constant 'P such that·

Sp(t):S 'P s(t) + .Bp(t)

ii)If Uy,U. are exponentially p-stable,there existaboundedsequencc.Band a constant Îsuch that:

s(t):S ,sp(t) + .B(t) (49)

Remark 2: i) (48) and (49) show th al, sand sp ean be exehanged. In particular, we can use s , computed

in termsofrneasuredsignals,insteadof sp asscalingsignal (seeRemark 3.1).

ii)Againnotice that (47) holdsif(43) holdsand Bp andD are relatively prime.

Proof: < i) From (42), we notice that we can write:

-1 Wy(~I)U. (g-I) ) (y(t))+ Ii(t)
g ~(q-l) urt)

(50)

with the sequence lisatisfying:

From the assumption on 3:, li is À-exponentially dccreasing for sorne À<j1 and:

(51)

(52)



- Z2

Wi th (35 2), t bis pro vu lh ~ Ui5~n(e of .. eoostll.lll 1"" eueh that:

(53)

(46) fo tlo ...." reedily sm ee.

and :

With exactly t he sam~ proced ur.. a il i n ~ rl Ulll i ty equivlllelll to (46) t;"n he o btained for V." i.e.:

for so rne cons~an t::;. and J.l-u ponent iaUy dcn)' ing u qUf'nce /J. T h'm (48) folio..." wit h (47 ) and the

defillit;on of " in (3 2)

ii ) is esta bJjs hcd in the sa me way fro m (14) wu h U, or U. playing the se me role as X . >

F inaiJy, let U" tr es ! t h t)' pi ~ al ($le ....hue o bjectiv e 2 is writ len al; a t ra ckin g pro blem . N am ely , W c

wall t to impose the follo...-ing pro~rty to t he p me .."" o u t pu t

,,(1) = ,~ ( l ) (~7 )

...here ,~ is a de sir ed know" outp ut '"" 1"1''' '''' . Agai n , relaxi" g t his o bjective to ~ met in a frequ..ncy

rang e , w" s lIp pose

l''' J

Wit h in mind the id. .. of t ransform ing the trading prob lem lmo a rcgula t ion proble m an d a pplyi ng P r<>­

p"r t ies 1 to 5, we mod ify the meesur emenr $y~tem in to :

P r OfM'rty Il, il Let Us assu me that the proceSli is a ny linear ~Y /ltem which ean be descr ibed by (27) with

A. mon ie ",nd a ec rruptin g exog enous signal " $ll.ü -t ying (26). Ir the meas urem ent syete rn is given by (fl9)

with '1 slItis ry ing (Ml), then t he meesu rernen t sys te m i. /1 linp/lrJy domina ted sys tem. Mo re p reei-,ely , ror



anY/l,O</I<l, thereexistaconstant"{anda/l-exponentiallydecayingsequence{3suchthat:

Iy(t) 1 < "(s(t)+{3(t) (60)

with s given by(37).

ii)If q-1V. Wy Vy W. isexponentiallYJl-stablethenthereexista/l-exponentiallydecayingsequence{3y

(dependingontheinitialconditions)andaconstant"{ysuchthat:

(61)

with s defined in (37). Moreoverif Yd isboundedandD is chosensuch that (47) holdsthen there exista

boundedsequence{3p(dependingontheinitialeonditions)andaconstant"{psuchthat:

Sp(t) ~ 'Ip s(t) +{3p(t) (62)

Proof: < i) AB for Property 3, this follows from Property 3.1 and the fact that (27), (59) imply an equa­

tion of the type:

withA,lf somepolynomialsand:

~=I5.D

ii)followsexactly as in Property 5, noticingthat:

(63)

(64)

(65)

"Vith Properties 1 to 6, we have proposed a solution to meet objectives 1 and 2. Let us complete

thisintroduction tothe notion of measured process by the followingremarks.

Remark 3: i) With Properties 1, 2, if V. is zero, A, defined in (17), can be divided by D This leads to

write the model family as the set of triple (AD ,B ,C) with D given by the control objective

ii) The notion of rneasured input is also helpful for dealing with actuator limitations such as amplitude

and/or speed constraints. For this, we introduce a distinction between (linearly) computed inputs and

(actual) inputs. Precisely, let u,(t) be the cornputed rneasured input as computed by the controller at

time t , whereas u(t)istheactual measured input as sent back to Lhe controllerattime t.Similarly.lct

up, , u p be the computed and actual process input respectively. We decompose the polynomial W. into:

w. = W.. q- 1 W. ' (66)

where W.. is manie and exponentially stable. Its zeros characterize the so called "tracking mode". We



choosetorelatecomputedandactualinputsby:

up(t)=f(1Ipc(t)) (68)

u(t)= W., (q-l)(U p, (t )- up(t )) + u,(t) (69)

wbere f describes the actuatorlimitations. We can check that:

(70)

Andon the otherhand,if f is notthe identity, thisdecomposition guarenteesthat 11, u pc are bounded if

uc,up,yparebounded.

iii) More generally, the concept of the measurement 11 can bc extended so as to allow li neari sation of

somenonlinearitiesbyfeedback.

5. Almost Exact Modelling

With the previous Sections, we are now motivated for introducing the main definition of this report

Given the intcgers nA, ne , ne and given a real u , 0'5.f.l<1, we define a model family as the set of triple

(A ,B ,0) of polynomials with degree nA, ne . ne respectiv ely, with A, 0 monic and 0 exponentially

f.l-stable.

Definition 1: We say that a process can be almost exactly modelled if one can find a model within this

model family such that the modelJing error given by the measured signaIs is scaled by S obtained from

these signals. Namely,thereexistapositiveconstant"aboundedsequence(3,dependingonlyon theini­

tial conditions, and (A ,B ,C), an element of the mode] Iamily , such chat the process ouput Yp satisfies,

for any process input w,

1 vtt) 1 :Sc 'pit) +/3(t) (1)

(2)



(3)

(.)

or respec tiv e1y, i f P rope rt ies 4 .1, 4 2 ere lLpplied with E - D a nd V. ==0:

( l ')

wh..re ' l is a boun ded sequenee given by t he co ntro l o bjec tiv e.

C ommentll :

1- Fol1owinll"l' ropet t ies 4.1 ta 4.6, U. V. W. and U, V• • W, mll.Y be clJOMn a.s

V, -U. VrD W, = W, D W. _W.D (5)

where , ta a Ltai" proc...... sigllal bou nd"dn e"" from rn..""u red signal buu ndedne5S, il is s ufficien t 1.0 choot<e

U• • Ur V. W. _q_l V. W. exponent ially JI-sta bl.. monie po lyno mia l.. " ucl D sa t isfying (4.47) of P rope rty

4.5. Howeve r, M explained in R emark 4.3 , if V. ill.zero, the mod d fILmil)' shou ld b.. the set o f trip le

(AD, R ,C )

2- Uslng Rema rk 5.2 lLnd Propert y 3.2, we know that inequalit y (1) holds fot linearly domin ated sy~ t..ms

IL" d..fined in Definit ion 3 1 and for ", hid oPro"er t)' 3 1 and Exemples 3.1 1.03.3 are illust ra tions

3- Wit h Remark 3.2, we eee th at if li process <an h~ almost exactly mod ellcd , lhen wC caTIuse in (4) l ime

vary ing polyn o mials A (1), D(t ), C (I ), with bc unded coe fficienUl alld , conve rsely, if (4) a nd (1) ho ld for

lim e va ryi ng pol y nom i al~ , t ],er hcld for tim e invari a nt polyno mials . 1" parti cular , ""e ea n al ...&ys impose

C (I )=1. Using one tr ip le o r a not],er c hange~ the eons tllllt .., lllld t he "..quenc e!J. And thi~ pœsibility o f

mod ilyin g "1 i~ crucial for meetin g assu mpti on (A) in th e Int roduct ion . However, rest rict ions hav e 10 he

imposed on the time variations. F or example'

give a l ero rnodellin g error . But nol onl r t his med e! i$ lion cal.l$,,1 an d ma y hav e unbo un <led coe fficients ,

bu t " Iso ils lime vari "t ions ma y he ver y lallle. Act ua l l'rou f, o f bc un ded ne.... of ,,11t he ...,Iut ions "" k for

, 0 Mt ra inl$ on the se urn e vwiecione.

... Wil h P rc pe ruee 4.6 .1 and 3.2, "' e kno w t bat fJin (1) is a p- exponc nl iaHy d . eayi ng aeque nee if t he me,.,..

urem e nv ays te m (3) is c h""e n accord ing to (1'»,Yi ~f\t i sfin :



(7)

and if the process input-output relation is given by:

(8)

with A p ,Bp polynomials, A p being monic and n a bounded sequence satisfying:

(9)

5- With Property 4.6.ii, we know that Yp-Yd tends to zero if the same holds for s

6- With Property 3.4, we know that if a linear time varying controller with bounded coefficients is placed

in feedback with this almost exactly modelled process, then the signaIs cannot grow faster t.han exponen­

tially.

7- With Property 3.5, we know that ail the !inear time invariant systems belonging to the neigborhoud

V((~,~), 7;) of the Graph Topology of exponential p-stability satisfy (1).

8- Since on the one hand, we expect a better fit between model and measured process (3) and on the other

hand the properties of the measured signale can be transfered to the physical process signaIs, using Pro­

perties4.1 to4.6, it issufficientto developp the theory for the measured process. However, recall thatan

unfortunate choice of the measurement system may render the measured process not stabilizable.

9- From the Introduction, we know adaptive controllers which, in closed loop with the measured process

guarentee boundednessofall thesolutionsifthecorrespondingprocessisalmostexactly mode lied bythe

model family with a constant '/ imposed by the controller. As mentionned in Section 2, this estab!ishes

that the scaling property issufficient to replace forthis boundednessproblem the unpredictabi!ity pro­

perty. Moreover, withProperty 3.4, this alsoestablishesthat boundedness of ail the solutions is arobust

property with respect to the Graph Topology of exponential p-stability for linear systems.



6. Notes and References

As far as we are aware of, the first proofs of boundedness of ail the solutions under assurnption (A)

have been given in (Praly [171) (seo alsoPraly [18])and (Praly [20])for indirect and direct schemes respec­

tively. First extensions 1,0 time varying models can be found in (de Larrninat [14]) and (Tsakalis and

Ioannou [23])for indirectschemes and direct schemes respectively.

However, though bounded, the solutions may be unst.able and/or correspond 1,0 very bad perfor­

mances. This has been observed by Egardt [71 and Anderson [1] for example and some elementary cases

have been analyzed by Marcels and Bitmead 115] and Praly and Espana [21].On the other hand, Goodwin

and Sin [11] prove th al, good, if not optimal, performances are obtained for "ideal" systems, i.e. those

leadingtounpredictablemodelJingerrors

The problem of modelling from process signais only is not particular 1,0 adaptive control. Il, has

motivated Willems 125] for defining dynamical systems as a family of time series.

We have introduced the class of systems which can be almost exactly modelled. For such systems.

closed loopsolution boundednessisestablished. Vve have shown tbat thiswayofrepresentingunmodelled

dynamics en compasses the more classical singular perturbations (Kokotovic et al. [131)01' norm bounded

additive or multiplicative uncertainties (Vidyasagar 1241). However, for linear systems, these latter two

uncertainty representations have also the advantage of allowing us the studyofperformances.

The rneasurernent system introduced in this report is only a formalization and a synthesis of many

fixes used in almost each implementation of adaptive and even linear con troll ers (see Harris and Billings

[121 and Astrorn and Wittenmark [4]). They have also been motivated theorctically. For exarnple, among

manyothers:

- Clarke and Gawthrop [6] have introduced by-pass to round the unstable zero problem (see also M'Saad

etaI. 1161).

Bar-Kana [5], Gawthrop 19] and Riedle and Kokotovic [221 have proposed by-pass to counteract the

effectsofunmodelleddynamies.

- Elliott and Goodwin [8] and Gawthrop [9] have proposed 1,0 use the internai model idea to take care of

deterministic disturbances. Goodwin et al. 110] have proved that, in presence of unmodelled dynamics (but

nounmodelledextraneousdisturbance),thisaehievesasymptoticoptimal performances.

Astrorn and Witt.enrnark [4] have described how a rneasured input allows us to handle actuators limita-

An important fix not represented in this me asured system is the adaptation signal fi\tering when il, is

different from the control signal filtering (seeAnderson et al. [2] and Egardt [7]).

The almost exact modelling assumption has been relaxed in the two following ways:

1- To guarentce closed loop solution boundedness, itissufficient that., instead of (5.1), the mean value of



the scaled modelling errer be sm aller than '1 when the mean is taken on a time interval OIl which 8 is

always larger th an S and of length larger than T Preeisely (see Praly [19]):

There exist a positive rea! S and an integer T such that forany (I,T) in Is,T(s), we have:

where:

Is ,y( 8 ) = {(t,T) 1 T2T and ViE[I,I+7],S(i)2S}

(1)

(2)

2- Sinee (5.1) hastobesatisfied byafixedelementofthemodelfamily, for ail processinputs u
P

' t he con­

stant ry needed tosatisfy thisglobal property maybe very large. Infact, mostofthe aboveresultswould

hold even if the model were allowed to depend on the process input, provided that the polynomial

coefficients arc bounded uniformly in this process input. Unfortunately, such an assumption is meaningless

as long as the process input is not preeised. On the other hand, in prac tice, it would be suficient to

satisfy (1) for the actual proeessinput. The possibility ofworking with a model or a bound '1related to

an input is offered when studying the system around sorne particular solutions This is the objective of

the "local analysis" (see Anderson et al. [21).
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1 INTRDDUCTI OS

Int ro du ct ion

1.1 Ba ckg ro u nd

Boundedne es of al! t he sol ut ions of ada pti ve linca r sys te ms la now a well est ablis hed p ro per ty
un dor realist lc ussumptlons. However bou ndednr s s is Ilot aufflciont. For im pleman tation.
wc need ulso tu kuow the sensitivity of t he solutions wit h respect to t hcir ini t ial condi tions,
t .heir st ability, their transient a nd asymp tot ic beha vior, ... In brief, we would like to know
the phase portrai t of the aciapti ve syst em. T his problem hw; re ceivcd muc h less att enti on
than the boundedncss pro hlcm. For t he t ime being, essentia lly loca l resulta have boen
obtumed . T hey are a pproximntely ail contained in (LjunK, Sodc ratr om, 1984), (Anderson
et al., 1986), [R iedle, 1986) a nd (Benveniste et al. , 1987). Some heuri aric descrip tion of the
globa l be hnvior has a lso been given (sec Egard t (1979) for exam ple).

ln thi s pe per. we ana lyze the phase portra it of a sim ple adap rive linea r disc r ète rime
sys tem and ex pla in sorne non-local behavior of the solutions. T hough particular ta our
exam ple , mo re genera l co nclusi ons can be ob tained since wc use ma t hemat ical tOOl5 as
Integral sets ( P raly (1985, 1986), Riedl e, Kokotovic (1986)), exis te nce of period ic so luti ons
(Ljung (1977), Bodson t't al. (1986), Praly, Pomet (1987)) which have Let'Il show n to be
app licabl e in mor e general sh uat ions.

1.2 P ro b lcm Fo r m ulat ion

We cons ider t he Iollowing pla nt:

y(t) = ay(t - l ) + u( t - l)+ d

with the prn p ort.iona l adapt.iv e fcedbeck law:

u(t ) = - 8(t )y(t ) + r

(1)

(2)

(3)

d is an unknown dis turbencc ; r is a referen ce slgn al. The adaptation law corr csp ond s to
the projec tion algori thm st udied by Coodwin a nd Sin (1984) . As shown in t hat reference,
when d is zero but r is Ilot zero , (8( t ) , y{ t » co nverges globe.l ly expo nentially to ( a,T).

T he sys te m (1), (2), (3) in its closed loop Iorm is fIS follows (with ljJ= 8 - a):

Y(' + 1)

1/>( / + 1)
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It must be no ted that the proport. ional ade pti ve Ieedb ae k law ma y Ilot be used as it
is wri rten in (2), (3). In pract jr-e, severa] fixes are added (dead zone or leakage (Ega rd t ,
HI79), normalizat ion (P ra ly, 1983), iut ema l mode! pri nclple (Ell iott , Goodwin, 1984). fil­
t.er ing (And erson, et nl. , H>86) , . . ). However. if those fixes ar c Ilot a pprop ria tel y choseu,
a qua lit a tively sirni !ar behavior may he observcd for thè se more lutrlcere cases , as for our
simp lifled example (P rnly, 1988). T his mot iva tes our interest in describing th e dy na mica l
b eha vior of the system 2:1 when d is no t zero . For the sake ofs imp licity the ex ternal signale
(",d) are chosen const ant.

A transformcd version of 2:1 by mc ena of the cha nge of varia bles

x = Vf d ; '" = '" ; a = rfd

valid for d non zero, is:

l ')

(E)

Th e tr ansform ed vers ion 2: will h e inst rumen tal for 0I .\.f an alysis of 2:1 T his tra n<;fonnat ion
put s in relief the role p!aycd, in the qu alitative behavi or of the solutions, by t he reference- tc­
dis tu rbance energy rela tio nsh ip 0 , ealled by Nare nd ra and Annas wamy (1986) "persistent
excitation of th e refere nce relati ve lo the dis turba nce" Notice alsc that J1 contrais t he
adaptation speed of the algo rithm. Moreover, for any 0' , if d goes to zero. r and y go to zero
and d close to zero in E bas the sallie d ft'et lUI Y close to zero in 2:1

Th e objective of th is pa per is to cxplein t he phase port ra it of the solutions of the udap­
rive sys tem 2: , seen as a ma l' on t he plane ("', x ). Mor e precisely, we wieh to un ders tan d
why, R.<; sho wn by simula tions, for small values of Idl, the behavior of the solut ions of L is
che racte rized by t he fol1owing fucts:
a ) Exponentia! growth of t he e-c cmponen t modulus in the "ins tability" set : {IT/'I > 1[.
b) E xpouent ial decrease of th e l/o-componcnt mo dul us in th e set: { Ixj lllrge", ITP I > 1 }.
e} Exponent ial decrease of th e z-component modulus in th e "s ta bili ty" set: {ITPI< l ] .
cl) Possible drif t of the par amcter 11) leadi ng li. solut ion from the "stability" set to t he- "in­
stabili ty" se t .

e) Whe n d ) does not occur, a globally attractive eq uilibr-ium exis ta and coinc ldes ..... ith the
dœired worklng co ndit ions.
Stage Il. to e ar e very short in time . When stage li occurs, these fou r st ages are t he de­
eompositjon of an oscillatory bchavior. Moreover , under sorne conditions, s tnge d may be
p erformed very slow ly. In suc h a case, tw c suc cess ive occurrences of st ages ft to c are sep ­
arated by a very long p erio d of l ime. T he res ulting inter mittent pheno menum [ Po mcau.
Men ville , 1980), when cbser ved from th e e -comp ouenr , sugg ested the na me "hllrs t ing" to
som!' uuthors. And erson (1985 ) speci fieally de fines th is no tion as cor rcspomling to reference
signa is Ilot Frequr-ncy rich cnou gh as to a.llow eccurete det erminat ion of t he involv ed para m­
et.ers. J aùlane-Saîdane end Macchi (1088) have pro posed an hcurjsf.ic ex pla na rion of this
beha vic r an d a ttr ibuted to it a "eelf-stebilia ing" property irnplyi ng bou nd ed liign",ls of closed
loop adapt.ive linea r sys tem . T he gene ra l valldi ry of the last conclusion /ilI.s. 110wever, beon
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already eriticizro by Ege rd t (1979) who has eetab lished that bounded perturbat ions and
refer ence sig nala may produc e unb ound ed out puts unles s the peremeters rem ai n hou ndecl.

Here, we show tha t the "burs ting " phenomen wn is the project ion on sorne com po nents
of oscillatory solutions . Also, th ese nonlinea r osci lla tions may subslst and even un boundod
solutions may ta ke place if the reference , th ough persistently excir ing, haa no t enoug h energy .
A simil ar conclusion, conceming only the unbounded sol utions, hes bce n draw n by Na rend ra
a nd Ann aswamy (1986) in the con tinuon s rime domain.

Wc arr ive to theseconclusions by gi ving a geomet rical explannt ion of Iects a to e describ ed
a bove. T his is done by ap ply ing the well-established tec hn ique of gra ph tra nsform (Shub,
1978) and sbowing the existence of two gra phe which are invariant by E loca lly on their
domai n of rlefinitto n. T he first one is repellen t an d a llows us to explain fac t a . T he second
one is att ractive a nd a llows us to explain fac ts c, cl and e. Fmally, fact b resulta from fa,ct a ,
when t he dis tu rbanco d becomes negligible wit h respect to t he z -comp onent.. Th èse lor-al ly
invariant gr uphs are eesily computed when the e -eomponeuc remain e constant (d = 0)
Indeed, in auch it case, Olle cnn check th et the graph {(TI', h(TI')) ia invarian t by E and
has exact .ly t he propcrties associa ted with stag es a and c when:

h(~ ) = (: :;) . V•• i - 1 (5)

T his gra ph defin es the so-cullcd "froz en parernetcr invariant se t" Il seems reaso nable to
expec t that, when Jdl is not xero but still small, locally invariant graphe still exist an d can
be approximeted by h. The idea of using locall y invariant sets or more geuerully locull y
int eg ra l se ts has been int rod uced by Riedl e and Kokot ovic (1986) and Praly (198 5, 1986) .
Hcwever, their existen ce W1\.<; used tc exp lain the edaprive linear sys tems res rncted to the
"s ie bili ty" set : {ITI'I < 1 } and locall y with resp ect to the s -compone nts.

1.3 Organiza ti on of t he p aper

Sorne cri t ical elem en ts - fixed points an d per iodic solu tions - of the sys tem E a re cons idc red
in Section 2. III Sect ion 3, we eetnblish existence and properti es of loca lly inva rian t sets.
Cr itical elements and locall y invar iant sets ar e combined in sec tion 4 to ob taln thcoretical
result a on the sys tem globa l dyn amics . T hese resulte al e int erpreted in Sect ion 5. Conclud in g
remarks ar c given in Sect ion 6.

2 E q u îlibr iu m p oi nt and period-2 solutio n s

Olle can easily verify t ha t E bee a Hxed point if and only if 0: is non 7.ero , it il' un iq ue if and
only if u is Ilot equa l to-1.

x=Q =r/ d ; '" = ~ = âjr. (6)
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ln terme of the orig inal sys te m, this equilibrium corres p ond s to the output e<lua l to the
refer ence sig nal. The contro i objecti ve is thua pcrfcct.ly achieved. In arder to s t udy t he local
behavior of the system near ils equilib rlum, we cons ide r th e J acobie n ma tri x o( E at thi s
point :

J _ ( - Iii' -1" )
- 1 + d'la 2 1+tPa2

Denoting by 5 , P t he sum and produet respec fively of t he eige nvalues of J , wc hav e:

(7)

P == - 1/ 0. ; s == P + l - Pl~ tP (A ) (8)

Not ice tha t P is (u p to the sign) the dis t urhauce-to-reference ratio. In terms of S, P,
ex ponent ial sta bility of t he equilibrium po int ie givcn by :

1 -5 + [' > 0 (B ) 1 + 5 + P > 0 (C ); 1 - P > 0 (D ) (9)

and the eigen values are real if:

S2_4P :::: 0 (E ) (10)

T he eq uilib riu m point is exponeruially s ta ble if a nd only if t he disturbance- to-referen ee
ra tio belongs to the inter n ai ( - l, - PI ) , with g t he unique solution of:

2(P + 1) = P2~ Jl (11)

Conscquentl y, unl es s ~ bcloags to (- l, - Pd , the "desired working cond it ions" de not

correspond to a stable equ ilibriu m poin t. Of par ticula r inte res t are the points of inter sect ion
of cur vea (A ) a nd (E), They corr esp ond to t he t ra nsi ti on (rom reel to complex eip;en vnluf'S
and vice versa, T hey ail occur for Cf nega tive nnd de pen ding on1y on d, thor e ma)' b r- up
ta six such in tersec tion s. T hen , for a nf'gativf', one may hav e a sta ble (o < - 1) ) or a n
un srable (n > - 1) equilibr ium point , and li node or a Iocus depcnding on.fl , For P = 1
t he Hop f condition is sati sfled (sec [Ïoo ss, 1979)) and, for this pa rticula r value the whole
\l'-axis is n set of fixcd poi nts , imply ing a global bifurca t ion, For 0 positive, we have eithcr
a st able nod e (l / n < - Pd or Il seddle ( l / u > - Pd When P crosses the value Pl •
a n clge uvnlue pa.'ises through -1 and Il sta ble pl'r iod ·2 solu tion may bifurca te [see (Arno\d
( 1983) .. nd IOOM( 1979» (rom the stable fixed point while th e lalter bff Offi.-s unstab le. Tbi s
moriva tes our jnterest in Joo king for period-2 solutio ns.

A so lu tion (1P( t), x( t)) isperiodic with pcr iod 2 if and on ly if 1N O) = \1'(2) . x( O) = -1'( 2)
or equiv alentl y for d non zero if (w(O),x( O)) is solut ion of

(12)
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with:

Fol' d = 0, t he syste m (12) has 3 solu tions:

(13)

(1P1.1 = 1 , X1.2 = 1+a ±29 (14 )

T he first on", is the equilibri um point ; the two ethers exist if and only if the disturban ....e- to­

reference ratio 1fn is larg f>r (in modulus] than L We remark:

Lc nuna 1 ( E xls t.enc e of p eriodic so lu t io ns ) :
A nec.essary c.on dition 101'(tI',-( t ,d ), x,-(t ,d)) to Oca period-T solution oI E which rema ins
bOlm ded as ri .qoes t l> 0, is tha t the accumula tion point of iü in iti al condition he one of the
3 points in{1 U

l' roof : sec (P raly, Pomet (1987) ). 0

Tc show t!lut the existence of zeros for (14) is also sufficient for having period-2 solu tions,
we a pply the Implicit Funcrion T beorcm with the fact tha t the following Jac obi en mat rix
of (12) is non -si ngular for 101< 1:

(15)

where the (2,2)·tl'rm is un important . Comp ared with our discuss ion on t he stability of the
fixed point of r: , we notice thar , when Id!is sural l enough, the per ioJ-2 solutions exist Il o t

only whcn a n eigenvalce of J in (7) passes thro ugh -1 ( 0 ~ - 1 ), but also when a pa ir of
conju ga le eigenvalues of J cros ses the unit eircle when 0; = - 1 T he lat ter corresponds to
a globa l bifurc.ation

To su mrnarize, we have:

T heo rem 1 (C r it ica l elements ):
i) Th e "ys tem 1: has a 1Jniq ue fiud point for ail rld dilferent /rom 0 or - 1. l t is the solution
of lhe contro l obj ed ive. lt il expollenlially "table for dfr in ( - 1, - Pd and expone nt ially
un.~ tablefordl r oubi de [-l, - P lI

For any œ = rfd, Irfdl < l on e clin find a .,t ridly positive consla n! d" , such thal for aIl
s:; d" tllere eXit tWQlucal/y unique l'erlod·2 -,ulutions which ean /le approximated by:

x = 1 + f:t ±2.../f=02 + O(cP) ( 16)

These solution" are foci, exponen lially stable lor rfd stric tly po.titi ve, ez ponen tially u~ lable

for r fd "tric t/y negative with a p"eudo period:
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(17)

Proof: i and existence of the period-2 solutions follow from the ab ove discussion. (16) can
be easily checked by noticing that L: maps

(
_cxd21+Cl'-~ O(d 4 ) 1+Cl'+~ O(d 2 ) )

1 2 2 + , 2 +

into

(18)

(19)

Renee it remains to study the stability of the period-2 solutions. The result follows from
looking at the Jacobian mat rix of L;2 We have:

(20)

Denoting (~o,xo), (1,b],xd the period-2 solution, whose approximation is given by (16), we
obtain:

(21)

It follows that the characteristic polynomial is, up to O(d 4 )-terms:

(22)

1 (JO 1 being smaller than 1, for Idl < ~, the mots of this polynomial are complex and in the
open unit dise if and only if Cl' is strictly positive. Their argument is up to a O( d2 )-t erm :

Arg = dJ2(1-a 2 ) (23)
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3 Locally invariant sets

In the Introduction, we have observed that for d = 0, the set:

(24)

is invariant under E. This set is a graph and we have:

(
x t 1 -~)-- t (xt _~) d

2(I+G)x(t)(x(t)ïb(t)-1)

( +) l+ïb(t+1) - 1jJ() () I+ïb(t) + (1 +ïb(t))(l+ïb(t)+d2x(t)(1+x(t)))

when this makes sense, i.e. when 1jJ(t) and x(t) are such that 1 + ïb(t) and
1 + ïb(t) + d2x(t)(1 + x(t)) are non-zero. The presence of d2 in the second term on the right
hand side shows that So is close to be a locally invariant set of E with d non-zero. Finally,
for d = 0, this expression proves that:
s, n {(1jJ,x)Ilïbl> 1} is exponentially repellent.
S; n {(ïb.x) 111/.>1 < 1} is exponentially attractive.

These remarks lead us to look for locally invariant sets which will be close to SOlbeing
repellent in the set {I1/!I > I} and attractive in the set {I1/!I < 1}

3.1 Repellent locally invariant set

Given any non-zero d, let é be the smallest positive root of:

6(é) = (é - 11~1 é ) - 2
Il + Glldl(l + f + Idl)

(25)

For any function M: { I1/!I ~ 1 + E} ---+ IR . we define its image by an operator Tas:

(26)

with the function ,pM defined as follows:

I~M(1/!)1 ~ l+é
I~M(ïb)1 < l+E

(27)

(28)

By definition, rPM maps { lïbl ~ 1 + é } into { lïbl ~ 1 + é }. It is a continuous function with
1jJrPM(1/!) positive.

'1I1e are interested in the operator T because, if it has a fixed point H, then H satisfies
the local invariance property:



3 LOCALLY INl'ARIAI\rT SETS

T he gra ph {(l/J, H(t/J)) / It/J I ?: 1 +e ] hus two conne cted components in t he pla ne (~" xl
Th ey are such tha t, with its init ial condit ion in one of thes e set s, any solut ion of E will
stay in it un less its é-compcoem lf"/wf'S its correspond ing definiti on inter-val {ljJ > 1 + e]
or {1/' < - (1 + l )}

Ta exh ibit t he fixed poi nt /l , we conslder the set :

As a subset of CO({1T/J1.?: 1 +f}, Hl, i t is 1\ com plete met rie space with the d ist a nce adcfined

(31)

T he cons ta nt s mo, ml are ;

mo = I
l : 0: 1 (32)

2 11+01
m l = l (l _ ~)

(33)

The next Lt-TIUIla and the Unifor m Contrac tion T hcor crn (see Hale, 1980) a llow us to
praye that T has a flxed point in li :

Lenuna 2 :
For an y non zero d, lel e bl': givl':nby (!5), thw:

i) T map~ 6 int a 8

li) Far Al" i = 1,2, in 8 , we have:

(34)

with :

P ro o f: Sec Ap pend ix A

(33 )

o

Ano tbe r im port ant prope rty of Il ea n he csteblished as follows:
Let ("'o, xo) be il point suc h t ha t 1"'01> 1 + l \Ve denote by C!t' I. xd its image by E.
nam ely :



3 LOCALLY INVARIANT SETS

Suppose that:

sgn(7/Jd = sgn(7/Jo) and l1fJll>I+E

With Lemma 1 and the properties of H (27)-(29), we have:

< IH(!/J~O-Xll + ml 1~1l(!/J~~-1/)11

1
H(lPl) - Xl 1 ml e . {I~ (X(I- V'OX») I} IH(·I ) -' 1

~ 1fJo + 1!/Jo1 s~p dx 1 + d2x2 lfJo Xo

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

Since T is strictly sm aller than 1, this shows that the distance from a solution 1.0 its projec
tian, parallel ta the x-axis, on the graph of H, must increase as long as its !/J-component

st ays in the same interval {7/J > 1 + E} or {lp < -(1 + En.
Using the above derivations and the definitions (25), (33) it. can he shown that:

If one replaces in (43) the value of ml givcn by (33) and uses again (25), one obtains:

o < mlldl(1 + Jdl/(1 + E) <

which implies:

(43)

(44)

(45)

Then computing the following product from the definition of E and the invariance property

of H
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we have:

To summarizc, we have established:

(47)

Theorem 2 (Repellent Iocally invariant set):
For any non-zero d, let E be given by (25). Tliere exists a bouruled. Lipschitz continuo-us
[unction. H defined on {11,61 ~ 1 + E} sucli thai:

i) Ir

(48)

then

(49)

ii) Tliere exist» p positive such. that:

(1,6, x) E {11,6I~l+E}xiRj (9,Y) = ~(V!,x) E {11/!I~l+E}xiRj 1,69> 0 (50)

implies:

sgn ((x - H(1U))(y - H(rjJ))) -1- sgn(1,6)

and:

Iy - H(9)1 ~ (1 + p)I·T - H(1,6)1

iii) Approximation ofH' sup {~IH(1,6) - ~I} is boutul.ed.
{Itl~l+<} d 1 + 1/)

Proof: (i) and (ii) are already established (iii) is proved in Appendix B.

Further propertics of H are given in Appendix C.

(51)

(52)

Remarks: 1 With (i) and (ii), this theorem thus establishes the existence of an expo­
nentially repcllent locally invariant set which, following (iii). can be approximated by the
"frozen parameter invariant set", for Idlsufficiently smal!.
2- According to the sign of its 1,b-component, the x-component of a solution changes side or
not with respect to the graph of H (see (51)).
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3- T hough T has a unique fixed po int H in B. H ne-d s no t he th e unique Ïun crion in B
sat isfying (49 )_ T his ncn- uniqucness cornes from the a rbitrarin ess of t he functi on ,;,'" whieh
is not de termined by E However, in Appeudix C {see Remark following P rop er ty A3 ), it is
shown that, if 1/0 is large r than 1 -ê-e (resp. 1/0 is smal ler than - (1 +f», t hen in the
definit ionof T, ~M ean be replac ed by J,,,, ill(28) for {w > l+ E} {resp . (1/J «l /n )}
or {Tf:?: I+f.}). lnthi~(:<u;e. the restrict ioll of Hto {It' > I +E} (res ". {1/J <l /n }} or
{,p :?: 1 + E} ) is the uniq ue locall y invariant graph of r; in the cor responding set. Mor eover,
when lIn is larger tha n 1 + f • the graph of H , res tr ictcd to {Tf :?: 1 + El, is t he loca l
stable mani fold of the fixed po int of r; (see TOO6S, (19 79»).

3.2 Att r active lo call y inva r ia nt se t

In t he se t f1!p1< I } • we know from Sec tion 2 tha l, when a is kept a t a fixed negative value
and d is increased , the equilib ri urn point becomes Il. foc us . T his rneans tha t, on th e conrrar y
of wha t ha p pens in {I!pl > l } , for Idl too la rge, thero may Le 110 tim e seule sepa ra tio n
bet ween the dy na mies of the .a-comp oncnt and é-co mpc ncnt. Cousequcntl y, th ere ma y h e no
locally invari a nt set which is also a graph. T his fnet is on t' of th e mot ivat ion for introducing
the follo wing co nst ant to bound Idl:

d"2 _ _ 1_ ( 1 + 311+01 _ 1)
- 211 + 012 1 + 211+0 1

'Taking Idj in (0, do) • let 1Jhe the smallest posi t ive rout uf:

where 710 is defined by :

11 + 0: 1
no = - -

"

(53)

(54 )

(55)

\Vit h ou r constr-aint on d, 6(0)6(1) is s t.ric tly nega tive. This lmplle s th at '1 is st rictl y
smaller t han 1.

For any d, 0 < Idl < d" , we define an opcrator P Ild ing 011 func tions N : R _ R by:

where WN(Ij» mapping {11,&1 ~ 1 - '1} into { 11,&1~ 1 - '1 } , i.. Il Funct jon impli citly
defined by the next two relat ions:

fN (i» + J' N(~N(i» )
1J = 1+,pN.t(tÎJN(</J))

(57)



3 LOC.4LLY INV4RI.4NT SETS

I~N(<P)I::; 1-7]
7~N(<P) > 1-TI

12

(resp. < -(1 - 7])) (58)

vVe are interested in the operator P because, if it has a fixed point G, then G satisfies
the local invariance property:

G(</J) = - ~C(</J)G(~G(</J)) + 1 + 0' if: 1<p1::; 1 - 7] and I~G(q'»I::; 1 - 7] (59)

As for H in the "instability" set, the graph {(7/;, G(7jJ)) Ilif'l ::;1-7]} defines a set in the
plane ('Ij},x). It is such that, with its initial condition in this set, any solution of 2:; will
stay in it unlcss its 7jJ-component leaves the set of "strict stability'" {1'if'l::;1 - 7]}.

Ta exhibit the fixed point G, we consider the set:

(GO)

As a subset of CO(IR,IR), it is a complete metric space with the distance 0:

no is defined in (55) and

(1 + d2n~)no

(1 +2no)d
2

(61)

(62)

Before studying the operator P acting on C, we have ta be sure that l~N(<p), implicitly
defined by (57), makes sense. For this we have:

Lemma 3:
For any d, 0 < Idl< d" and TI given by (54), th.ere erisis a funetion

(63)

8atisfying for (N" <p,) in ex {I</JI ::;1 - T,} and i = 1,2 :

(64)

(65)

(66)

unlh.:
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(67)

Proof: Sec Appendix D.

With this function D, we can rewrite (57) in:

(68)

The next Lemma and the Uniform Contraction Theorem (see Hale, (1980)) allow us to prove
that P has a fixed point in C:

Le mrna 4:

For any d, 0 < Idl < .r and 17 givcn by (54), wc have:

(i) P maps Cinto C

(ù) For all N,) i = 1,2, in C, wc have:

(69)

unih:

(70)

Proof: Sce Appendix E.

We next cstablish an important feature of the graph of G with respect to the solutions
of ~ Let be an element of {11J!1 ::::: (1- 17)}X {Ixl ::::: 0 and (1J!l,Xl) its image
by ~ Whcriever is smaller than 1 - 17,from (68), (59), (56) one has,

But using Lcrnma 3, wc obt ain:

(74)

(75)
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Renee, we have established:

where, using (54) and (62):

14

(76)

(77)

(78)

This shows with (70), that any solution, staying in the set {17P1:S: (1 - 1])} x {Ixl :s: Ç} ,
exponentiallyapproaehes the graph of G, if lT(Ç) is strietly smallcr than 1, i.e. if:

é. < no + n;+nI(I+2no )

nI

Moreover, with the above derivations, one has:

But, sinee the invariance property of G implies:

(79)

(80)

it follows that:

implies

To summarize we have established:

(81)

(82)

Theorem 3 (Attractive locally invariant set):
For any d, 0 < Idl< d"; let 1] be given by (54), there exisis a bouruied coiiiiruunis Lipschitz

G such. that:

If:

Irt> I:s: 1 -1] and I~G(rt»1 :s: 1-1]

then:

(83)
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(ii ) Letç sat i4 y'

tnere exi.lts Cl, depcnding on € and strictly smalle r than 1 such: that:

15

(84)

(85)

im plies:

and ifm oreover:

then:

"n( (g - C(,,))(x - G(~) ) ) cf 'gn(~)

(87)

(88)

(89)

(iii) Ap proximation of G: sup f ~ IG(1/') -~I ) is boun ded.
{I ,pl« l- ~ll 1. Il- 1 + 1/J

Proo f: (i) is a direct co ns equenc e of Lemma 4 (ii) follows fro m (77 ) . T he proof of ( iii)
ca ri be found in Appendix F 0

R eme rk s r 1- T his theorem thus establis hes th e existence of a n exponent ially a t tractive se t
of bounded solu t ions which ca n he app roximated by the "f rozen -parametcr inva riant set " ,
for Idl suffid ent ly small.
2- If its 1/>-compone nt is la rger than d'( ~:~t:tlJ {resp . sma ller tha n _d'!Jl:~t:tlJ l, t he.f

componen t of a solu t ion chan ges side with respect to {res p. remains on the same side of)
the gra ph of H
3 · Eventhough G is the un iqu e fixed poin t of P in C, its grap h needs Ilo t be the on ly
one sa t isfy ing (59). T his cailles from the ar bitrariness of th e definitio n (58) which is not
dcterrnined by ~.
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4 G lo b a l b ehav ior of t he solu t io ns : t ec h nica l r esult s

Know ing the exis tence of crit ical elem ent s a nd locally invaria nt set s, we ar e now in posi t ion
for s t udyin g the behavior of the solu tions. Wc decom pose the plane (1/.1, x) into nille subsets:

A
B
C
D
E
F
G
11
1

{(~,x)1 ob~ - ( 1 + , )1
{(!Joo x)1 - (1+~) < '" < - (1 - 1J) an d X :5 x}
{(f,1J, x)1 - (l + d < 1/J < - ( l - '1) and lxj < xl
{(tb, x)1 - ( 1 + () < 1/J < -(1 - '1) a nd x S - xl
{(~, x ) 1 -(I - .) ~ ob ~ l -', 1

{(1/J,x l ll-r, < 1/., < 1 -ce and X S; xl
{(J/.!,x )l l- '1< 1/.' < 1 + t and [x ] < xl
{(l/' ,x )ll -11 < 1/.> < 1 + ( and x S - œ}
M,x)ll +. ~ ~ )

with e given by (25), 1] glvcn by (53 ) and :

1
X > ­1 - .

(90)

T he globa l behavior of the solut ions can he unde rs tood by loo kin g at thei r evolu tion in eaeh
of thl'se set s.

Theo re m 4 (S o lu t io ns in t he rep etl ent lo cnll y invariant se t, se ts : A , 1 ) :
For any non zero d and with e givtn by (25):
(i) The fixed IJoint ofE, bdong$ tQ the repcllellt /Qcailyinvarian t ,Id if and only if Il/al $. 1+ r

(i i ) Let (J/.!(t), x(t » be a $olu.tioll .such that :

I ~(O) I " 1 + ' , x (O) = H (,, (O))

and Id T be the /arged integer .su.ch that:

sgn(lb( t) = sgn (1/'D) and 11/'(01 ~ 1 +( 'v' O S; t< T

(01)

(92)

Case a < - 1: For ail t in (0, T ), ( !,b (t ) - I/;(t - 1))1/'(t - 1) i.s ncgalivc . With (i) , th i" imp /ie"
tha t 11/;( t)1 goe.s mn notonically to and cro .u u 1 + e, Conu quentl y T i" fin ite.

Case o = - 1: H ("' ) == 0 and any point in the repellen! locally in variant.s et ü a fixed point
oJE.

Ceee - 1 < a $. 0: If Tb(O) i" pM ili 1Je, J/.> (t) i, "tri etIy increa -Singand therefore converge,t to
+00 white x (t) 90f.,' to zero. COll.sequently, T i., infinite.
If 1/'{O) < min{1 / o. - (1 + ..)}. ,p( t ) is .strictly decrea$ing to - <Xl while x Ct) 901:$ to zero
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Consequently, T is infinite.

If 1/0' < 11'(0) < -(1 + e) , 1/J(t) is stricily increasing and crosses -(1 + e). Consequently,
T is finite.

Case °< 0:: lP(t) is monotonically going toward 1/0'. Consequently, T is finite if and only
if 11'(0) is negative and/or 1/0' < 1 + e.

Proof: (i) holds since any solution, not belonging to the locaIly invariant set, must diverge
from it. (ii) is direct consequence of the Properties Al, A2 and A3 of Appendix C D

Comment: For 0' in (-1,0], I; has unbounded solutions lying on the repellent locaIly
invariant set. Hence, even though the reference is sufficiently "exciting" to estimate a single
parameter, if its level does not exceed the disturbance, unbounded solutions are possible.
This has also been noticed for a continuous time example by Narendra and Annaswamy
(1986).

Theorem 5 (Solutions in the "strict instability" set outside the repellent locaIly
invariant set, sets: A , 1 ):
For any dei °and with e given by (25):
(i) If for sorne time ta, a solution saiisjies:

(93)

then there exisis a (finite) time t l such. that:

(94)

Hetice, there is no solution satisfying for ever x clH(lP) and 111'12': 1 + e

(ii) Moreover, while the solution remains in N 2': 1 + e} [resp, {1/J:S; -(1 + e)} ), it
exponential/y diverges from the graph {(11', H (1P))} and crosses the repelleni locally invariant
set at each time t (resp. it remains on the .'lame si de).

Proof: (ii) is a direct consequence of (51)-(52). For (i), we have:

(95)

and whenever (Ixl ~ l, 11/'1 ~ 1 + e) we can obtain:

Hence by Theorem 2, if for aIl 5 in [to, tl, we have:

1/'(5) ~ 1 + e (resp. :s; -(1 + e))

(96)

(97)
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then:

(98)

Now since H('lj;) is bounded for l'lj;llarger than 1 + E, there exists a first time t l (depending
on .r(ta) , 'lj;(to)) such that either 1'lj;(tl)1 s:1 + E or Ix(tl)1 2 1. In the latter case, from
(95), (96) and the equations of L: ,we have:

(99)

which means that there exists t2 > t l such that 1'lj;(t2)1 < 1 + E.

T'heorern 6 (Solutions in the attractive locally invariant set, set: E ):
For any d, 0 < Idl < d* , and with 1], d* by (54), (53):

The unique equilibrium point of L: in the locally invariant set if and only if 10'1 is
larger than 1/(1-1]). And any solution starting on ii, monotonically approaches the

(ii) if 10'1 is strictly smaller than 1, all the solutions in the locally invariant set have their
1/;-component strictly while it remains in {1'lj;1 s:1 - 1]} Consequently, with
(i), the solutions in the locally invariant set leave the "strict stability" set in finite
time, through the boundary 'lj;= 1 - TI.

Proof: (i) Property (87) implies that the unique equilibrium of L: , (1/0',0') , must be in
the graph {(1jJ, G('lj;))} The rest of the proof needs similar developments as the ones used
in the proofs of Properties Al, A2, A3 in Appendix C and it is omitted.

(ii) Let us first establish the following two properties of G:
'IjJG(1jJ) is strictly sm aller than 1:
With (84), we obtain:

(100)

But since the assumption on 0' implies that 11/0'1> 1-1], there is no 'lj;such that 1jJG('lj;) is
equal to 1. On the other hand, for 1/;= 0, 1jJG( 1/J) = 0, hence, G being continuous, we have:

10'1 < 1 ===* 1/JG(1jJ) < 1, V 11jJ1 < 1 - TI (101)

G(1/J) is strictly positive:
Let us first show by contradiction that G cannot change sign. If, by continuity, there would
be I1/JII strictly smaller than 1 - TIfor which G( 1jJ1) would be zero, we would have:
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and thore fore-

G( o>d = 1 + fi = G(IJ'd (103)

But 1 + a be lng stri crly positi ve silice Inl il> s tric tly sma ller t hnn 1, t his proves that G(1!'I )
cannet h e zero.
Now takc Any IJ'at rictly pooiti\'l~ And smalle r than 1 - 1/. \ \ 'i t h:

and (84) , we ha ve:

(J 04)

C(,, ) < 0 C(, ) ~ 1 t u t ,p(- C(;, )) > 0 (10.)

Since G lias a const ant slgu, tb il< is imp"",sibJe. \\'e ha ve provcd :

Inl < 1 => G(lt') > 0 , V l.pl < 1 - '1 (106)

Now, G being cont inuons on the compact se.t {1lt'1:5 1 - '1} , tbere exist a '11. st rict ly pos itive ,
such the t:

G(.pl > 1/1 a nd 1 - t/JG("b) > '11

Thi s im plies :

(107)

(108)

'Thercfor e, in ti lt' graph of r.,1/.(t) increasea with incremen ts bounded away From zero . T his
provos (ii). 0

T heorcm 7 [So lutlo us in th e "s t r -ict staLility" se t o ut s id e t he att.rncfiv e locall y
i nva r ia n t se t, se t : E ):
For o1 ny d, 0 < Idl :5d' . with 'l, d" yiven by (54), (5.Y):

(i) A n y "olu /ion in {1.p1 :S: 1 - 1/} x R f'Xpoll f'lI/ially «p proeck es th f' graph Hlb.G(lb»} .
M oreo1Jt:r a "o lu tion ~ / a rt in9 ln {1IJ'1:5 1 - '/} X R n'main~ in thü ~ d es long a~ it re main~

in the set {l;r l;::: ~}

(il) if loi < 1 and for "orne tim e to, a Jolution Ja tiJji"'J :

(109)

then thert: n id" a (finîte) lim e I I JtJ(:h th B~ :



4 GLOBAL BEHAVIOR OF THE SOLUTIONS: TECHNICAL RESULTS 20

Hence, for lai < 1, there is no solution satisfying for ever 17,&1 S 1 - 1].

(iii) Moreouer, while a solution remains in the set {d2(Jl:~tr)n, S>J; S 1 -1)} x {Ixl sI;}

(resp. in the set {-(1 -1)) S ~) S - d2(Jl:{d~~I)nl} x {Ixl s 0 ), it crosse" the attractive

locally invariant set at each iime t (resp. ii renuiins on the so.me side).

Proof: (i) Since:

17,& 1 s 1 - 1) and 1x 1 :2: 1 ~ 1)

implies:

(111)

(112)

a solution startiug in {17,&1 S 1 - 1)} x R remains in this set at least while it remains in
the set {lxl:2: t:S;-} To complete the proof of (i), wit.h property (87), we only need ta
show that any solution remaiuing in {17,&1 S 1-1)} x R enters the set {Ixl < 1;} in a finite
Humber of steps. Let the constant f,' be:

and Ix(t)J :2: (,' then, from the equations of B , and (55), one has:

I

x(t + l ) 1 11+0'1 2n o

~ S ~ + (1-1)) < 1-1) + ~TI < 1

i.e. the absolut.e value of the x-component decreases exponential1y as long as lx1:2: E,'

(ii) We have:

(113)

(114)

From (i), either the 1I'-component of the solution leaves the interval [-(1 -1)),1 -1)] or,
after a finite tirne, x(t) - G(1I'(t)) will be as sma.ll as we want. The result follows from the
pro of of Theorem 6 (ii).

(iii) is a. direct consequence of (ii) of Theorem 3.

Theorem 8 (Solution in the "critical stability" set, sets: B , D , F , H ):
As long as a solution remains in the set
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iis decaying. Hence th.ere is no solution. satisjying for ever

1 - Tl < < 1 + f Ixl?:: X

Proof: It follows exactly the same lines as in (95), (96) and (99),

Theorem 9 (Solution in the "critical stability" set, set: G ):
If Il/al is larqer than 1 + E aiui, for Idl small enough, the period-2 solutions exist and are
in the set:

G = { ( l,b,x) 1 1 - 17 < 1/J < 1 + t'and 1x1 < X}

Proof: This is a direct consequence of the fnllowing facts:

(115)

• According to Theorem L, for leZ 1 small enough, period-Z solutions exist and their ljJ

component is close to L

• From Theorems 4 to 8, there is no solution remaining for ever in the sets A, B, D, E,
F, H, I, except may be those converging tn the fixed point. 0

Theorem 10 (Solution boundedness, sets: A to I ):
(i) If 0' lies in (-l, 0], ~ hae unbounded solutions.
(ii) If a is not in [-1,0], all the solutions of ~ an bouruled.

Proof: (i) is immediate from Theorern 4 (i) and related comments. (ii) is proved in Ap­

pendix G. 0

Notice that from (ii) and Theorem 4 ail the solutions are bounded if the ones on the
repellcnt locally invariant set are also boundecl.

5 Global behavior of the solutions: interpretation

With the technical rcsults of the previous sections, we are now in position to cxplain the
observed in the solutiorr's behavior and mentioned in the Introduction. For this

let us reproduce the clecomposition of the plane (1j:,x) :

• According to Theorem 5, a solution in the set A or l , but not in the repellent locally
invariant set, diverges exponent.ially from a set which is the graph of a uniformly
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bounded function of 1jJ. This explains an exponential growth of the x-component
which becomes and remains large. Morcover, for a solution in the set I , al, each time
t, the x-component changes side with respect to this graph. This explains a burst with
a very high frequency content of this componcnt. Conversely, for a solution in the set
A , the x-component remains on the same side of the graph. Il, correspond a burst
without oscillations. We conclude that the observed stage a takes place in the sets A
and I for any value of the disturbance and the reference.

• Looking al, the pra of of Thcorcm 5 and according to Theorem 8, a solution in the set
A or I with a large x-component or in the set B , D , F or H has its 1jJ-component
exponentially decaying. This corresponds to the observed stage b which exists for any
value of the disturbance and the reference.

• According to Theorem 7, as soon as a solution enters the set E , il, is exponentially
attracted towards a set which is once again the graph of a uniformly bounded function
ofl/; al, least for a sufficiently small disturbance. This explains the exponential decrease
of the x-component and the fast decay of its high frequency content if il, were present.
Consequently the observcd stage c takes place in the set E It happens for any value
of the reference and al, least for small values of the disturbance (see (53)).

• While a solution, in the set E ,goes to the attractive locally invariant set, its evolution
is more and more similar to these of the solutions in this set. According to Theorerns
3 and 5, this explains a "spccd" of the VJ-component of the arder of 0.2 • Moreover,
according to Theorems 1 and 6, if the reference to disturbance ratio IQI is strictly
larger than 1, the solutions converge to the fixed point which corresponds to the
"desired working conditions" But if this ratio is strictly srnaller than L according
to Theorems 6 and 7. the solutions leave the set E and, very likely, enter the set G
This explains the observed stage d and the conditions for its existence among which
are smallness of the disturbance.

• After entering the set G , a solution may either leave il" going to the set I , F or
H and l'est arts a stage a, or rernains in G According to Theorems 1 and 9, for a
reference to disturbance ratio strictly smaller than 1 and for a disturbance sufficiently
small, there exist two period-2 solutions in G They are attractive if reference and
disturbance have sarne signs and repellent in the opposite case. The former case
explains why the solutions may remain in the set Gand why we can expect the
"bursting" phcnomenum to disappear asyrnptotically. Moreover, also from Theorem
1, as the reference to disturbance ratio is closcr and closer to (though sm aller than) 1,
the rotation of the solutions around these period-2 solutions is slower and slower and,
therefore, the "bursts" are less and less frequent.

• From simulations, il, seems that the attractive locally invariant set and the repellent
locally invariant set are smoothly connected through the set G From a theoretical
point of view, we know that if the fixed point lies in the set I , the rcpellent locally
invariant set is the stable manifold of this critical clement. Its intersection with the
boundary 1j; = 1 + f transverse, vre expeet that it extends in the set E , giving
a candidate for an locally invariant set. Using this conjecture as a working
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hypothesis, the more a solution approaches the invariant set while it is in the set E,
the more its evolution will be similar to the solutions in this invariant set even in the
set I . But, according to Theorem 4, for a reference to disturbance ratio strictly sm aller
than 1 in absolute value and negative (resp. positive), the solutions in the set I and in
the repellent locally invariant set are unbounded (resp. bounded). On the other hand,
the bigger its w-component is, the more the x-component of a solution in the set I but
not in the repellent locally invariant set, is "pushed-away" (exponentially) from this
invariant set. This reasoning also explains the possibility of a very high sensitivity
to initial conditions of solutions starting in the set E , close to the attractive locally
invariant set or to remain simple and according to Theorem 3, close to the graph of
the function:

l+a
x= ~. (116)

Moreover, according to Theorem 10, this also explains the possibility of having un­
bounded solutions when the reference to disturbance ratio is strictly between -1 and
oand this for any disturbance.

• According to Theorem 1, a reference to disturbance ratio strictly larger than 1 corre­
sponds to a exponentially stable fixed point. According to Theorem 10 each solution
remains in a compact set. According to Lemma 1 and for a sufficiently small distur­
bance, there is no periodic solution other than the fixed point. This suggests that the
fixed point is a global attractor. In this case, the bursting phenomenum should not
take place. Qualitatively speaking, this case most resembles to the ideal case.

Summarizing, according to the value of a, the reference to disturbance ratio, three es­
sentially different behaviors of the solutions of ~ can be predicted:

• lai::;?> 1 (high level excitation): bounded solutions, no bursting, no periodic solution.
a global attractive fixed point is conjectured, behavior similar to the ideal case.

• 0 < a «1 (low level excitation): bounded solutions, periodic solutions exist and are
conjectured to be global attractors, the fixed point is a saddle, bursting is present but
is conjectured to disappear asymptotically.

• -1 « a :::; 0 (low level excitation): unbounded solutions exist, periodic solutions
exist, bursting is present, the fixed point is an unstable node.

Since a is a relative quantity, drastic qualitative changes of the systems behavior may be
expected when both rand d are close to 0 which is the natural working condition for an
adaptive linear controller.
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A PROOF OF LEMMA 2

A Proof of Lemma 2

(i), (ii) are satisfied if:

à(TM,O) S; mo "lM E B

and, with sgn(1f;I)= sgn(1f;z) and Ml and Mz in E, we have:

26

(117)

(118)

where T is smaller than 1. (117) is clearly satisfied from (26) and the definition (32) of
mo For (118) we have:

Where, thanks ta definition (28) we used:

Now defining the function 5: {IMI S; molx {11f;1 :::: 1 + E} ------> IR by:

We have:

Since:

(120)

(121)

(122)

sup {1fJ! (M, ,p)I}
IMI$mo,I,pI~l+< à1f;

sup {I~ (M,,p)I}
IMI$mo,l,pl~l+< ôM

sup {15(M,1f;)I}
IMI$mo·lwl~I+<

We obtain from (119):

::S
Idl

2(1 +E)Z

S; Idl ( l + ~)l+E

S; 1 + 2({~E)

(123)
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IT1VI1(1/J1) - TM2(1jJ2)1 < [1:: E+ mlC~ f + (1~IE)2 + mlldl (1+ 11~1 f))] 11jJ1 -1/>21

+ [1: E +mjldl (1 + 11~IJ] 8(21,,1],1\12 )

The result follows since, with (25) and (33), ml is the unique positive root of:

(124)

with

(125)

and (125) irnplying that T is st.rict.ly smaller than 1.



II PROOF OF POINT (111) OF THEOREM 2

Il l'roof of Point (iii) of T heore m 2

Let Ho . {Iwl ~ 1 + f} ---> R bl':

28

Ho(~ 1 = (1 + " I/ ( I+~)

Wc obser ve that:

Ilf l > 1+, (126 )

(127)

(128)

Sirice (25) and (33) imply t ha t trilis smal ler thau ml. it fol1ows t ha.t il.. is in B. Now since
li is a fixed poi nt of T , usin g Theorem 2, one obrains:

To conclude , wc observe th at :

H.(~ ) _ TH.( ~ ) = Il. ( i>H. (~)~

Th il; impl ies:

T he las t inequality follows from (27) and (28 ).

(129)

(130)

(131)

(132)
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C Extra properties of the repellent locally invariant
set

In order to prove other properties of the function H, we intraduce B", , a closed subset of
B , defined as the following set of funetions M:

• Case l/a< -1:

M(1/;):S: IN V1/; E [l/a,-(l+f) ]

lN:s: M(1/;):S: 0 V'Ij; E [-CXJ,-(l + E)] n [-CXJ,l/a]

o :s: M(1/;)1/; < l+a V1};E [l+E,CXJ ]

• Case -1:S: 1/01.:S:0:

o < M(1/;) < l:a V1/; E [-CXJ,-(l+e) ]

l:a :s: M(1/J) < 0 V1};E [l+e,CXJ]

• Case O:S: lia·

1:S: M(1/;)1/J V1/; E [-CXJ,-(1+e) ]

a:S: M(1/;):S: IN V1/; E [l+E,l/a 1

(133)

(134)

(135)

1N:s: M(1/;):S: a V1/J E [l+e,CXJ] n[l/a,CXJ]

Property Al: For ail a, H, the fixed point of T, belongs ta B",

B", being a closed subset of B, to prove this Property, it suffices to show that TB", is
contained in B",. A separate analysis is needed for each of the cases in a. We illustrate the
technique just with the first case.

Property Al': If 1/01.< -1 , H belongs ta B",.

Proof. Let M be a function in B",. From the definition of B", and (26), (27), (28),

• For aIl 'Ij; in [lia, -(1 + e)], when lia is strietly smaller than -(1 + E), we have:

(136)
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T his impfies:

and therefore

T M (,, ) ~ IN

• For al11/J in [- 00, lIaI, wc ba ve:

T his impiics

I/J T M (tP) ;::: 1 + 0 ;::: 0

a nd the refo re

T M (tJ» s 0

Aiso . wc have:

Th is jmplies :

If T M (Tf) :s; 1 + (} - IN>.~I ( l/J) S 1

and t he refor e:

T M (,, ) ~ IN

• For all lb la rger than 1 + e, we have:

T his imp lies:

>/J TA f( \iJ) ~ 1 + 0: - ~ ~ ( l + o ) ( I - I j.p) ~ 0
rPM( t/J )

A190, w e havee

Thi s impii cs

(137 )

(138 )

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144 )

(145 )

(146)

(147 )
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1/J TM(1/J) ~ l+a

One now can prove the following Properties of ~ on the repellent locally invariant set
{(1jJ,H(1/J))}

Property A2: Suppose lia is not in [-1,0):

(1) If a cf0 and sgn(1jJ)cfsgn(a) then J H(1/J) is larger than 'Ij;

(2) if a cf0 and sgn(1jJ)= sgn(a) then (JH('Ij;)- 1/a)(1/J - lia) is positive and:
IJH(1/J) -liai is sm aller than 11jJ -liaI, iflla is positive,
IJH('Ij;) -liai is larger than 11jJ - liai, iflla is smaller than -l.

(3) if a is zero, JH(1jJ) -1jJ is positive.

Property A3: Iflla is in (-1,0), then (JH(1/J) -1/J)'Ij; is negative.

Remarks: 1- If lia is larger than 1 + E, from Lemma 1, 1jJ = lia is the unique fixed point
of JH, considered as a map: {'Ij;:::: 1 +E} ---> {'Ij;:::: 1 + E}. From Property A2, it is a global
attraetor of this map. In this case, JH(.) == rPH(.) on the set {1/J:::: 1 + E}.
2- If lia is smaller -(1 + E), 1/J = lia is a global repellent fixed point of rPH, considered
as a map: {1jJ ~ -(1 + E)} ---> {1jJ ~ -(1 + En. In this case, rPH == JH on the set
{1jJ < -(1 + En u {'Ij; ~ lia}.

Proof of Property A2: (1) follows from the faet that, with (27), JH(1/J) is larger than 'Ij;,
if and only if H(1/J)(l-1jJH(1jJ)) is positive. This latter property holds since H is in Ba and
a cf0 and sgn(1/J)cfsgn(a).

(2): From (27), we have:

( l H(ol,) -l/a)('Ij; -lia) = (01, _ 1/a)2 ( d
2H2(1jJ)

H('!') -lia)
'1' '1' '1' 1+1+d2H2('Ij;) 1/J-1/a

(148)

Again H being in B", and having sgn(a) = sgn(1/J), the result follows from the fact that

H~'Ij;) -lia and 1jJ - l/a have same sign.

Now, if a is positive, since:

(149)

and (1/J - lia), (JH(1/J) - lia) and (1/J -lIH('Ij;)) have same sign, we obtain:

(150)
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Similarly, If a: is smaller than -1, ?/J -lia: and ?/J - H~?/J) having opposite sign, we have:

Proof of Property A3: (JH(?/J) - ?/J)?/J has the sign of?/JH\?/J)-1 But H being in Be"

with a: in (-1,0), we have:

_1_>~>1
I!JH(1fJ) - 1+a: -
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For each (N, rI» in C x {IcP1S; 1 - riJ , we consider the following application R(N,,p): IR---+ IR
defined by:

(151)

For any (N" rI>"Di ) in ex {lrI>l S; 1 -11} X IR and with i = 1 or 2, we have:

(152)

and:

The result follows from the Uniform Contraction Theorem (Hale, (1980)) if:

(154)

But from (54) and (62), since 11 is strictly smaller than 1, we obtain:
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(i): From (55), (56 ) to (60) we cnn ees ily check tha r 8( P N, O) is smalle r tba n no for 11,11."';
in C.
3) in defini ti on (60) is direct cons eque nce of (56).
In order to prove â] of (60) we com pute with N"iP. in C x {1ç!>1 :S 1 - 1/} and i = 1, 2:

:S ItPN, (4)a)N1(tbN,(4>I )) - tbs, (4)d Nl (tb....2(4>d )1+ (156)

+ ItbN2(,pa}Nl (tPN2(ç).») - tbN2(tPl)N l(w ..... (,p.,))l (157)

$ l'''N, (' ,) IIN' (~N, ( .,) ) - NM N,(. ,» I + l'''N,(. ,) - ~NM,)I"o + (158)
+ I ~N,"' ,) I I NMN,(. ,ll - NM N,(<,lll + n. I~N,(.,» - ~N,(.,)I (159)

:S (1 ~ 11) [ndWN,(4).) - tPN,(Çl .)1 + D(NI ,N2)] + n"Jlb,,8(Nl, Nl ) (l CO)

+ (1 - '1) [11114J \ - .pli + "l d2b..I,p. - .p2 1] -t- 11"dlb"d4>1- <P21 + " 0[<P1 - 4>2 1 (161)

The resul t will follow if t he foilowing two ineq ualit ies are sa tis fied :

(1631

(164 1

Using the value of b~ given in (67), the latter may he rewrit ten in :

(165 )

T his ineq ua lity is sarlsfi ed than ks to mir choice of '1 in (54) a nd ni in (62).
T he former inequality is also sa tisfled sirice wit h the value of b" glve» by (67) and usi ng
(54), w c have:

a
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F P roof of P art (iii) o f T heorem 3

Let Go { 14>1:51 -1/} --+ R he:

CM) ~ (1+ . )/ (1+ <,)

we ob serve thut:

35

(166)

(167)

(168)

Since and (52 ) imp ly that n~ is emaller tha u nj, it follows that Go is in C. Now since
G is po int of P , using Lemma 4 (ii), we obtain:

(169)

On the othor hand, since:

(170)

we ha ve:

(171)

(172 )

(173)

T he las t inequality is ohtain P.dfro m (65).
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Wit h Theorem 4.1 of [ Egardt, 1979), we know that this result holds if t he seq uence j!b(tll
obtained (rom cac h solut ion of E ill boun dod. To prv vc this s uffici f'llt bonnded nces prop..rt y,
we will use the two following rads ob te ined (rom the sec ond eq ua tion of E :

fact 1:

(ad 2:

l ' (t + 1)1 ~ 1,p(t)l ll _ 't ' W )X(t) ( ,p(t )Xlt) -l) 1
~ ,,( t )'(l + d'x (t )' )

Tt follows that:

irnplies:

1<1(1+ 1)1< 1,p(t)1

Dut the condition (176) is Illet if

,,( t)X(t) 1 [0, 1) and 1,p(t)1 > 2~

(174)

(17 5)

(176)

(177)

( 178)

From (17 8), the idee of the proof is to show tha t as long as 1l/'(t)1 is large, x(t) has to he
auch tha t "p( t)x(t ) is not in [0, II excc pt , mar be, for one ti me inst an t dc noted TI in the
foltowing. This im plies tha t 1,p(t )1 ca nnet he increasing and is t herefore bounded .

To simp lify our following nota tions, let:

{
(} if Cl>0

tJ = - ( 1 + li) if a ::5 0

{
' + 2P Idl l., = SU fJ - p- . W2

From the Thcorem I\.'l.'lllmption, IJ is stri ctl )' posit ive.

Now given li. solution (x( !), w(t)) of E . let T" he t he smalles t rim e t auch thar:

1,, (t)1 ~ 1

(179)

(180)

(181)
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Clea rly if no such time Ta existe 1T/J(t)1 is bo und ed by ...,.
T hen lct Tl . may be infinite , he th e first l ime suc h t hat 11/>( /)1< '"( , nam ely:

1"(11I,,, VIE [T" T,] , I,, (T, + 1)1<, (182)

Ou r rcsult will be esra blished by proving that :

IW )I s 1,,(T,ll +~ VIE [T" T,]

Iw( t)1 < l' + Idl if t < 1~ or t > T2

(183)

(184)

Fro m fart 2 an d (A.27), (182), wc know tha t for t in [T",Tl ] , if .r(t)lj;(!) ill no t in 10,11.
t he n, nec essur-ily,

1" ( ' + 1)1 < 1,, (' )1 (185)

Helice co nside r Tl . the fu st lime inst ant in [To,T,1 for which x(t )"' ( t ) is in [0,1 ) If 110

suc h Tl exists ( 10) ill cstebli shcd. If TI exista and TI is st ril"tly la rgef thun T" , then from
its definit ion and ( 1S.~) , wc have:

I~ ( I ) I < 1,,(1- I l l $ I,,(T,) I V, E IT" T,]

Now from the first equation of r: , wc ob t ain:

Ix(T,+ 1)1 ~ 1[1 - ,,( T,) x(T,)] +al ~ 1,,(T,l x(T,) - (1+ a)1

Re nee the deflni uon of Tl an d (182) imply :

(186)

(187)

(188)

On the other hand , with Iac t l , (177) and since Tl is in [T",T::1 which méan s t hat (182)
applies, we haver

v s I,, (T, + 1Il s I,,(T')I + ~ $ I,,(T,)I+ ~

T herefore, with Iec t 2;

Ix(Tj + 1)ljJ(T1 + 1)1 ;:: "'(8 ;:: 1 + 28 > 1

which impl ics:

lob(T, + 2)1 < lob(T, + 1)1

(189)

(190)

(191)
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Morcover, if T] + 1 is stric t ly sm aller than T2 , for any t in [Tl + 1 ,Ti) ,we obtain the
following implications:

Ix(t)1 2' ,8 ===} Ix(t + 1)12' (3 ===} 11/>(t + l)x(t + 1)1> 1 ===} I~(t +2)1< I~(t + 1)1(192)

where the first implication comes from (182) and:

jx(t + 1)1 2' 1~(t);c(t)I-11 +al 2' 1 + 2(3-Il + al 2' (3

Hence (183) is cstablished since we have:

IVJ(t)1 < I~(t - 1)1 < 1~(To)1 Vt E [To 1 Tl] )

l'Ip(T] + 1)1 < 1~(Tdl + ~
11/>(t + 1)1 < 11/>(t) 1 < 11/J(Tl + 1)1 Vt E [Tl + l, T 21

(193)

(194)

This proves also that whenever the sequence 11/>1 enters the set {I1/>I 2' ,} at timc T larger
than T2 , then for all tirne t after T and as long as ~(t) remains in this set, we have necessarily:

14,(t)1 < I~(T)I +~

But since we have by defintion,

14'(12)+ 1)1 < ,

(195)

(196)

faet 1 shows that the solution can reenter this set at time t, aft.er T2 only with at,!'-component
satisfying:

11j!(t)1 < ,+ ~

This proves (184).

Remark: With
any solution

(197)

(184) we have established that if r(d + r) is strietly positive, for
of L: , the only possibility for 1~(t)1 to be larger than

{
1 + 2 sup{lal, Il - al} Idl } Idl

sup sup{]œ], Il + al} '2)2 +

is if its initial condition 1/>(0) satisfies this property. In this case we have a transient behavior
where is strietly decreasing except may be at a unique time instant and after a finite
time will remain srnaller than the ab ove bound.
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1. ln t.r o d uet.lo n

The objec tive of this paper js to provid" " too l for the Jo~al analy sis of th e fnllowi ng dis~~t~ ti me

sys te m:

XI" I _A(9~}X~ +R (91) ul

6. = 6. _I + t C(.':.,91 _1, .4: ) IS, )

For t amal l enou gh and A (9) witho ut an y eigen value on the u ni t ti ret", t hÎ1;sy..te m n hibiu a two tim"

scs les propp r ty. T he st au of th e f"St subsystem is X in R " and th e "ta te of lhe slo.... su bllyn e m is 9 in

R ' ". represen ts a (c1osed 1001') forci ng term

To d etermine in which conditions S , has solutions bo unded 00 Z 01' a sem i· io linite t.ime int erv a l snd

....hen th eM solu tion s ar e sta ble, our id ea is l.Oro ns ider S . a..~ asrnall ~rlubslion of the " fros..n" sys te m

Xl+ l ..... A (9. )X. -< 8 (6. ) ".

6. - 6._1

whieh ca n be seen M a tam ily o f line:u sys te ms in X. , indexed b,. O.

(So)

S, arÎsu Crom th e stud y oC linn r t im" va rying syst "ms where the rime variations , lho ugh s mell.

depend 00 th e lIl" t.l! iuelf. Alec . ...~ nociced by Ljung and Sod erstrom (1l1l:l3) Cor exa rnple , $ , <!"scrib. s

most oC theactually stu diedadaplinlinnrsyst ems

Wh"n lhe seq uence ... sat islies the sc-ealle d test inp ut a,;..~umptiol1 (su (Riedle, Pr aly , Kokctovic ,

1986 ), (P ral y , Rhod e , 198.'>)), i .e. ...h~n t h~ ,.., exists a solutio n of S, o n Z or a se rui-in llnite rim e int erval

whose ê-ec mpc nent. ie co nstan t, Riedle a nd Kck crcv!e (198 .'» have per formed the s tab ilit y ana lysi! by

linca riu l ion IInd by invokin g the Krylo v-Bogolil.lbov-Mitro l'oh ki av er-agin g th eory (~e.. (Ha it , 19HO»). Th is

Iheory was used for li. Ion , time for th e case ....hen ~ . is a st atio nnary sl.O~ hastic proc e.... ln pa.rt icula., it

hM b..en used by Lj un, tc derive the lI.'lSOeiated differeutial e'l uatinn technique for t he c..... when

C (X, 9,J:) decreases l.O aere as k tend s to infinity ((Ljun g, J977) ,(Lj ullg, Soderstrorn, 1983), {Kus l,ner,

Cla.rk , HI7!l)) . T his techn ique has been also justified Cor the case wbere C(X ,9,.4: ) i. s mall b ut no t

dec re,.,;inll: ((Be nveni.t e et al., 1987), (Derevi,,"kii, Fradkov , 19i4 }). In the dete rmini . tic CMe a nd tot the

"I",ci lir .ys t" m S " itll u' e es a h..n ris ti ~ mean in th e no n-d ecre...~ing c......., h.....been considered by Ast rom

(1983, 1984). Dased on a lin. a r ave rag ing tec hl1iqu~ , but i n ~o rpor"'ti n g l.Otal sta.bilit,. _'"Ium enta.. so rne

relax at ion o f the tut input a.ssumpt ion ],"" b~en obt ained (And..."""n ...t .. l. , 1986).

W hen ~l hM only / 2 _s tat ionary pro per t ies (p... ind ic, a lmœt periodic , ...). exist ence of Il part icular

Z _ho un ded "" Ju tion h..." b•• n esta bJi. hed " sing no" li"" a. a"er"'lli ng th e<>ry ((Bod"",n et al, 1086) Or

Poincaré eXllll.n. ion metho d ((Pr aly (b ), 1985), (Praly, Pomet, Il)87)). It relies on th e ex;s u,n ce o f a M>lu·

t ion ofa bifurca tio n e'luat ion . Again stabil itf propert i..s u e es tablis hed by lill"ar Îza lÎoll.

ln t hia paJlt'r, up to sec t ion 4, no oth er assumpt ion, be~ide~ bound edn e"", will h.. need ed o n ..~

Morcover, we an inleruted in a complet.l! description of ail the bounded solut io ns. Su~h a de""r iptinn is



ca..ily obtaioed for So for aoy 9-"" t wbere A. (8) is non crit ielll whith re>lpe-et tc _• . For eumple, ail t he

Z- bounded sclu tl cns or So wh""" 8-eom pon..nt Ii ..&in S (&ub,..,to f R r for ..·hieh the eige"v al u~ or A. (1)

are in t he o pen unit disk ], Me given by the graph of t he runct io" M o: R r X Z _ R "

( 1)

Thi s graph is an in t..gral manifold .. hieh, ff-'l t r icud ta S for u ample, is normally at tract ive. A genn al

t hwry is av a ilable prc vin g the persisten ee of no rmally hyperbolie invariant man ifolds und ersmal1pertur­

be t jcn s (""e Feniehel (1911 ), Hale (1980), Hi,.,..,h, l'u gh, Schub (1916), Osipenko (198 ,,)) . T h..rcforc We

expecj, t he exisl.cnee of li function M , whose greph is an lru egeal man ifold of S,. And like Mo for So, M ,

Mould describe (at le....t locally) al! the Z- boullded solut ions of S ,

AIt er scct ion 2 where we intro duce our assumptions and llot lltio llS, in Mct ion 3, we Ilpply th is gen­

u a l th ecr y to csta blish exisl.cnce and regula rit y of this function M , and we l'r ave tha r any soluti on

P: . ..108. ) o f S, whid r..mains for evcr in 8(0 ,z ) X S (8( 0 ,z ) ill t he closed bell of center 0 , radius

x) lies in th e grapb of M,

Our m"in Tl':"iult i. given in section 4. Wc prove that the 50 calle d "reduction prineiple " appliu with

an eeym ptotic phMe. Tbi... "prillciplc" has b~n int rod uced by Plias (19&4) and generaJi. ed by Aul baeh

(19ij2J, Henry (198 1), Kene)· (1961). h is of prac tic..' importa nc.. ,.illce it sho....& t hat stabili ~y propert ies

and exist ence of solutions or S. remamlng in 8(0 ,~) X S arte r l ime t o can b.. Pc'l tabl ishl'd from th e

l'Pduced o rder aysl.cm given br th .. restr ict ion of S , ta t he graph or M " Le. from t h.. system SM/

obtaine d fro m t he 9-equation of S. by rcp llLCing X. by .\1,{8. _l,t )_We will eee th at th is "princip!.." Or

1Il0re preeisely the uist ence of a topologica.! orbital equivale nce is a eensequeeee of Bawen 's Shado....ing

Lemme (sel' pro pœi t ion 8_19 of (Schu b, H178) or Hirsh, Pu gh, 51mb ( 1916)) whid . is again an ....pect of

normal hype-rbolieity.

ln sectio n 5, we study thl' system SM .' for the case ",h ..r.. ". i$ weakly non-s,,".tiona ry . W.. apply

Mino.."ky 's strobosc o pie met hod ide..... (Minors ky, 1962) . T his allows ilS to define a subset of R " where

the solut ions or SM,' ar e byperbcllic ally euracuve (and t herefoff , t hl' same propl'r ty bolds for solu tions

of S, ). Th is pro vee in pa r~icular tha t Aatto rn'" heurist ic app roach is technically sound wh..n rest ricted to

this sub set

SOIlle of th e rU lIl"" pr~ented her e have been e~tablis bed for the eontinuous t ime ClISl' by RiedJe and

K<>kotovic (HI86). For th e discrH e rime case , they have been annollnc ed in (Pr aly (a) ,1985).



2. A lIllu m ptlo n ll a nd n otat ion ll

ln t he Jcllowing, Il Il denotes th e euclidian norm Th e c""e when _. and C(X ,9,1:) are perjod ic in

kis ca lledtheper jodicc ....e. T hrough out lh is papn , . is posi l ive

The follow in g ""s"mpt i ons",jJIl>eu~d :

A l : T he sequence _. is oounded:

Il fi. Il '::: • v e E Z

Le~ S he Il coml>ll(:l set in n· with a non emp~y intnio r:

A 2 : If9lir s in S , t he eigeuvalues of A.(9) are strictly in th e unit circl..

1),.(A (Ulli .::: ÀQ

A 3: T he runctionll .'1(8) • 8 (8) are LiP'lchiti eonrinuous on S .. i~ h QI , 6l "" re5p(c~iv( Lip schit z con-

A direct couseque"c .. 01 A2. A3 i" t h.. ui"te nc( or " , & ),. euch ~hat (see (F uchs, 1982)):

II ll (9) Il'::: & V i E l'\

LH n(0 ,:1) be t he d~d bail of R " wi~h center 0 and rad ius x:

A ll , C i.~ Lipechir e con ~inuou" unifmm ly on B( O ,z ) X S X Z

Il C (X, II.,t )II'::: c( z )
Il C (X o.t', k ) C (X l. ,I ,l: ) II'::: CI(Z )[II X O XL II + Il ffl d' III

.. here C . Cl are positive non decreMing fun crions ( ~y p itllll y Z2) wh""e argu men ~ is omitt ed when no con­

f"s ion is poss ible. In t he following, ~ he C funct ion cculd 11.1110 depend on f

T o etud y ~he emoo thnese properue s of M ,(II,k ), we will need:

AS: A, B. C are Li~hitz cc nrinnoudy differennable. Precisely . the re exiet linear ap plicat ions*'*" ~ and *5l1ch t hllt, .. lth (X ,II) an hn erior peint of B( O ,z ) X S and h, s, ~wo

(su ffic icn ~l y small) vecto rs in R" R ' re" p ec ~ iv ely , ~h e r"no t ions 6 ~ 6e 6ç defined es (similary for

6A 60 )

6c (X ,II,Ir, h" h, ) _ O (X + h. ,II+h " k ) O (X, II,k ) ~(X , e, lr ) h, !!jj-(X ,II,k)h,



sa tis fy (si milary for 6" 68 )

Moreo~ er the funct ions * (9) , *(9) , ~(X ,9,1:) an d 7ff(X ,9,1:) ar~ I,ipschi t l continuous uni­

formly on li (O,z) X S X Z wlth e s . 6 ~ , c 2tz ) and c2tz) as respeeriv e Lipsc hit a consr a m

AMu mptiolls AI, A3 to A5 ar e s lrlout hnc8S cOlld it ions. Ass um ptio n A2 cc neem s t he J>O'iIIibi li~y of

Hnding IL collstan~ 9 sueh lha t th e (Iine"r ) X .su b.y.tem is expone ntial ly sta bk Th ese _ ulllptions aN'

very similer to conditions CI and C2 of 1'1 58 (Lju ng , Soderstrom.L ââ â] , ir urodueed tG d eri ve the ll.'<SOCi•

ared differen li al eQuatio ll leehniq ue . On e of the eonsequenee of t he usuha presente din thi spaperwil1 he

ta p l'O~ i<le li. geome tri e jus t ificat ion of the subs ti tut ion of X~ " l by MJ.fJ~ ,1:) in th e 9--equat ion o f 5 " ""c d

ta de riv e t l'lia "-<6OCi Med differe ntiaJ equa tion _ However, noti ce tl'lat for t he lim e being no sta t io nnar ity

nor <lecay ing f is need ed co mpa rcd wilh C3 lo C6 .......<1 in the abo~c u ferenee T hese eU nI a&lu mp tions

....illbe diseuMedin ~tion5, w he"atlldyinga reduc edordersyste m

To oht-ai" thi a geomet ric insight , we eonsid er S , Ils & map :

S, : R a X R P X Z ....

[

y = A (.. ) X + B (") ". ]
.... v = fJ+ (C (X ,II,I:).+,

Similary g i ~en th e funct ion !If , : S X Z .... R " wc cc nslder t he syste m SM, dd ined by ·

[
X. ]

SM , :101
[

Y. _ AI.... I X. + BI•• I •• ]
.... "IJ _ IIAf + . C (M, (9M,t ),IIM,A. )..,

T he d ifferen ce bet ween S, an d SM, is t hat , ill lhe /I~quat ion , X i. rep laccd by lhe M, . Coneequent fy,

SM " being " Iower trianguler" i. at ruct ura lly much sim pler t haJ S, .

To s t.ud y bound~dnc"" and . t llbility proper t ies of thes.: syetema, wc co nside r th e following: s~ls·

Let e be a co mp at t sll b"~ t of S , W~ define R([ko.k ,), A) (re &p. HM([ko.1:,),A) ) li.'> th e "et of

seqllene ~8 (X. 11,11.) (" 3p. (Xl~, ,Ol ' ) ) solutions of S , (re&p,SM ,) for k in [1:0,1:Il and s llti" fying

x....1 M ,(/I,. ,k D+1 ) E Il( O , z :m)

O. E fi

(tup. X~~.. , At ,(II.~,t D+1) E B (O ,'t:m» )

(tUp . fJ/.lE: fi ) VI: E [I:o,I:Jl

where m , 0" will he prec i .~d tale r. For aCQue llcn in t h""" »e ts we d eflne t he elevenon abo ve t he manifold



.....{similllry for E M
)

ln t he followilll'i, ,,-e will5llY lh at the gr..ph of /If , is ..n Integ ra l manifold or S , locally on fi if for

any (, / ' ) 50lut ion of

(SM.')

illich lhal 9.AI liu in fi for aU k in [k o,k l) , t he sequence (X. + l ,e~ ) de fined by:

is a solutio n of S, 0 11 [ko,k ,), Note th at this imp hes th a t the graph of ,\f , is an integra l ma nifold of SM,

locallyon e .

Our inte rest. in tbis pllper lies in studying the pl'()p«rti u of 5Olution s of S, remlli ning in

8( 0 ,z ) X S. T o facilitate th is st udy, we use lhe d ,.",.icw t rick coMistin g in rno<lirying th e "ySlem S ,

Îll t.o 5 " euch tha t S , and S, colucides on a compac t snbset of B (O ,&) X S

For Il compac t IIct fi lu H! wc denote by e + '1. the ~ 'I -allgl\le ll ted ~ com pact ut of 6 :

EI+'1 _ { 9E R ' 1:1 oiJE EI:I I t/J- OII '::; ,, }

Since S ha.. a non empty interio r wc can lind '1 and comp act sets 8 0 , S I wit h lion empty iruencr, such

th at :

S , -e e c S

We cali scoppin g Iunction .. : R · ..... IO,I] a C · - Iunct ion (O ~r ~oo) giH h by Urywh n T hcorem sa tisfying

,,(9 ) - 1 <=> 'E So

LH " " " 2 denote th.. Lipschit e cons tant or" and itll d iffcrent ial rCllpectivd y. We t an Lak e .. \_ 1/1/ if ~ i8

only Lipschit z conti nuoue. We dellne the functlo n C: R OX R ' X Z ..... It ' by :

C(X,O, k ) - 5( 6) C (X ,6,k)

C as lhe eame properties as C , within par t icular:

ln Ollr paper we will aJwa)'s assume . :5 10 ...it h:



.,.

ln this eon d lt ion, if.vis defir.. d AlI

t - ' + t C {X .I ,t )

w t have;

,e Sl -> "' E S op e S- SI -> ' - .;
l e S _> 14t u'lnul i' ,,,!C S

...ith C• ...e de fine th,. mod ified ,y~t,o,m S. (aillliluly for SAI,)

_ [X] [Y- A(.): + B(.).,]
S, , .... ", _ '+ ( C( X. I .I: )

k l +1

ln S, w" amoot hly ~t.op the I --<:umponent o f an)' solu tion tryi ng to leav e S j' Clea rly .. IlOlutio n or S. i . Il

8Olut;on or s, o n IkoJ 1) i f, ror ..l1 k in [lo ,1;Il. '. Iin in S a. Th e ide. uf preve ruin g th e ' ·..e"w r to leave

..... . <Im_libl" rtKino is ..150 ..,;ed in pracuce ((Eg ard t, 1979), (Lju IIlIi. Soderst rom, 1983)),

1'0 end th is sedion, let u.H mention l hat the non explic it rotm of S , il. ehcee n to simp lif, th .. rot"th­

eoming deriv e rions. Hcwever , thi.. j.. done with no lo6sof gener.. l j ~y sinee the sysum:

r. +1 - A (I l ) l'. + 0( ' . ) _.

' h l - ' . + t C( r .,I• .t "' l )

eall a1so bl' writkll iD"



3. Existence of a normally attractive locally integral manifold.

Theorem 1: Under assumptions Al to A4, for any compact set Sa st.ric tly contained in S, there exists c.

such that for any E, E:::; E. one can find constants 0, f", f", fla' a function TO(E,X), 0:::; Ta < J and a

(may he non-unique) function M,: S X Z --+ R" which is periodic in k in the periodic case, such that:

i) the graphofM,isanintegral manifold of S, locallyon Sa,

ii) smoothness: kf, is hounded and Lipschitz continuous uniformly on S X Z with hounds m and ml

respectivcly. Morcover, if A5 holds, M, is Lipschitz continuously différentiable in 0 with m2 as Lipschitz

constant of its differential,

iii) approximation: let lvf o he the Iunction detined in (1), then uniformly on SoX Z:

IIM,(O,k) Mo(O,k) Il :::;Ef

Moreover, ifA5 holds, Mo is continuously differentiahlc in 0 and let.ting (MOl(O,k)) he the unique

Z-hounded solution of:

x, Tl = A (0) X. + B (0) U. E A (0) éJ~~a (O,k) C (AIo(O,k ),O,k)

we have uniformly on SoX Z

Il a;;'(O,k) a~~o(O,k) Il:::;E flO

iv) attractiv eness: let (Xk+l,Ok) he a sequence of B(lko.k l),SO), with (Ek ) its corresponding sequence of

elevations above the manifold, we have for ail k', k ko :::;«< k < k(

Moreover if (X k +l,Ok) is a solution of S, which lies in B (0 .z ] X So for ail k in Z, then this solution lies

in the graph of Af ; narnely: for ail k

v) ail these properties hold for Slvl,

Ali the constants appearing in t.his stat.ement will he clarified in the proof.

Remark 1: 1- For the continuous time case, existence of M" aproximation hy J'v! 0 and exponential decay­

ing of tiJe ejev at.ion abovethe manifold are established in (Ried le, Kokotovic, 1986).

2- This theorem is a teehnieal step towards our main result of section 4. However it gives us a first

importantgeometric propertyofS,:

Any solution of S, j'emaining for ever in the compact set B (0 ,x) X So lies in the graph of M"



The end of this section is devoted to the proof of this Theorem. It is sufficient 1,0 establish this

rosult for the modilied system S,. A possible proof would be 1,0 call upon more generaJ Theorems OII per­

sistence of norrnally hyperbolic integral manifolds as those mentionned in introduction. vVe prefer il less

teehnicaldireetproof. Itisan adaptation of the proofofTheorem 5.2 of (Shub, 1978) andisbasedon the

graph transform technique:

Considerthe image by S,of the graph:

{(X=M,(O,k),O,k) /0 ES k EZ}

We obtain a set of (Y ,1/J,k +1) contained in Rn X S X Z If the graph is an integralmanifold, this set

is eontained in the graph itselfi.e.:

Y =M,(1/J,k+l)

This means that the fol1owing diagram commutes:

This means also that M, is a fixed point of the operator T, caIJed the graph transform and defined as

T(M) = S, 0 M 0 (SM: )-1

Our problern is rcdur ed to st.udy the propertiesofthisoperator. Let us first introduce an

adapted metric: Given 0 in S, for any vector X in Rn we define its norm IIIX III,by:

From assurnptions A2, A3 it can be seen that:

i) Il X Il :'S IIIX III,:Sa Il X Il a = :_~

ii) IIIA (0) X Illo:'S "1111 X 1110 ,= iL (1 ~-~)

iii) IIIX III",:'S (1+1311 OI/JII) IIIX III,



R em a rk 2: T his met ric ~llows Us to exhibit th e normal h ~' p erbolic i ty properw :

Let (Xo, t1',k), (X I,UI,k ) be two points in 8 (0 ,;1) X S X Z and (Y o,9",I;....I ) , ( Y' ,O' ,k + l ) be t heir

respec tive image by S,. We have the fol1owing inequehtie s (compar e wit h eq. (2. 21), (2. 22) of (Pl iss,

1966))-

III y O_yl III"", $ "1 ( l+.~C) III X O-X ' III",+ '" (" 1.1+h ,") lI o/!'-It" Il
Il 1/,0_,;,1Il ::: • r , IIIX O-X' III", + (h Cl) Il ('_ 0' Il

Int roducing th e p"" itinfunct ion l (.1) sa tisrying'

we obtaillth., fo!lowing key terhn ica!trillngular syskm-

IIIY' -Y ' 111,_ 1 Il'''-'' Il ~ ,.,.• ) ( III X'-X' III. 1 Il ~-.' Il)

Il ",-.' Il ~ -" , ( III .\~-X ' III. 1 Il ~-, ' Il) + (,-" ,(1+1)) 11 ~-.' l'

wit h

(2)

Th e normal Mt ractivity proper ty epp eaee here. In parrieula r To(f ,Z) ebarac terh es the cont ract ion pro­

IJ"rt)' of S . in the direction normal to t he inkgra l mani fold (aee IIttr act ivcnc!lll). (1 • CI (1....1))"1 eharac­

leriz es th e po«.. ihle upansion slo ..g the m.... ifold (see Lemme 1). l' rom t hèse charactenzat ion5 and follow­

i..S [Fenic hel, 1911) or (Hirsh, P ugh, Shub , 1976) wc expeet the exi. te nce of an integ ral manifold which

ran be up tt> r w ntiuuoosly djfJerentiable if ria the la.rg•• t inwger such t h8t :

'J"') [ 1 J' -c tl -a'(.1)(I +I (I ))
(3)

T his mean s th..t exisunce ....d s llloo thne3!!of t hi.. int egral l1lanifuld dcpe..d d i....ctl y on how aharper S.

co..trac~ in the norm al d ireetio n tha n expa lld. ill t h. t angent direc tion Or el.e on how fMter t he X

cc mponent COllv erge~ toits ·stea.dy s tate" val ue tha n the /I-eoillpollent is ehan ged

Let I\-1 ho. the set of function. M , S X Z ---0 R " ..aü ..fying nnirnrm ly

III M (/I,k) III, $ m < z

IIIM (9",k }-Af (Ol,k) III" :S m l 11 (/'_/1' 11 ; - 0.1

wherc m , m l will be pre cised la ter . In Lhe peric dic ea.se, M (9,1:) i. cbosen periodic in k . Eq uipped witl:



the distance associatedwith thenorm:

lM 1= Sup IIIM(O,k) 1110
OES,kEZ

Misaeompletcmetricspaee.

In our above definition of the graph transform, we used (SM/ t l . Let us prove th at this makes

Lemma 1: There exists f. such that for any e, f :S f., Nf in M and k in Z. one can find a unique func­

tion D (M,k) : S ~ R" such that uniformly on M X Z X S:

i) Il D(M,k)(1f;) Il:S c
ii) Il D(M,k)(1f;°)-D(M,k)(1f;I) Il :S dl 111/'p-l/JI Il
iii) IlD(MO,k)(1f;)-D(AJ 1,k)(l/J) Il:S dr 1MO-MIl
iv) D(M,k)(1f;) = C(M(1/J-fD(.M,k)(1f;),k) , 7/J-fD(M,k)(1f;), k)

Proof: Given M,k ,1f;in Mx Z X SI, we consider the complete metrie spaee of vectors D of R" such

IlD Il:S c

With our assumption on f, if 1f;is in SI' 1f;-fD is in S. On D, we define an operator T(M ,1f;,k) as:

T(M,l/;,k)(D) = C(M(1/J-fD,k),1/J-fD,k)

'l'Ve have:

From the Uniform Contraction Mapping Theorem (Hale, 1980), the result follows with:

However up ta now 1f;was restrieted to lie in SI' The extension to S is obtained by taking:

D(M,k)(1f;) = 0

UsingthepropertiesofC,onecaneasily check thatthisisalicitextensionsatisfyingi to iv

This Lemma proves:

1jJ= 0+ e C(M(8,k),O,k) <~> 8=.p e D(M,k)(1f;)

1jJES-SI => D(M,k)(1jJ)=O



We remar k that this impliee th e puiodi ti ty o r D (M ,k )(lb) in the periodie ease

Ilaving establishcd tha t the graph t ram.ro rm is well dcfined , ....·e siudyits propertie sina slight ly

moregeneral context;

Let us C(lll~i der Il graph transfor m T dcfi" ed on M by:

T (MJ(v,k + l ) - A (• ., .\/ (9,1.: ) + B '(" ,M(9 ,k ),k 1
9 - ob e D (M,J:)(~')

....here B '; S X 8 (0 ,m) X Z - R " sati sfie.. unirormly '

i l III B '(Ib,X ,J:) III.:S 6

ii) III D '(lI,o,X°,k) -l(( l,bI,X 1,J:) III", :S; bJ" Il tiP-v,1 1I +-, 6r IIIXO-X11I1.., , i ~O,1

l, emm .. 2: T( Af) is contained in M and T îa li eontr""'tÎon

Proo r: a) T( M) is in M

î) With ourl'l dapte d metr îc, ..... e have:

III T(M )(Ib,J: +1) III.. ::; '1 ( 1+t~e) 111 M{' ,J: ) Ill, of. 6

Henee ... ..hou ld sat is ry , wit h c suffitiently amall:

'1 (1+.PC) ... + 6 ::; m

ii) Usin !!: t he properli"" of .'II D , for ttP, Ibl in S , we ha ve:

Henee Jn ) shoul d salisfy, ..... ith ( sllfficientlysma ll'

iii] T(M )isperiodi e ili kin theperîodiccase.

hl T ia a cont rae tion :

Let MO M\ he two clements o r ~1, ....-e have'

III T (M O)(" ,k + l)- T( M I){", I:+ l ) III. :s ('}-t-06i )( 1+ .~n III ,\( O(II ,k )-M)( , l,.t l III,.

:s; h+(bj )(1+t8t l [1 ;\1°_M I 1+0....11D (M Q,k)('lbl-D(M\,k l(lb) I ~

:s b+ ( b ~ )( I...., tn )(H .( Jn)ij' ) 1MO~ M I 1

Sinee 'l < 1, tuing the a" premllm on S X Z gives t he resu lt for, ~H ffide n tl y sman

To prov e existence or M ,(0,,1, J,wc apply thia Lem ma with:



13 -

It rolIuws t ha t th e graph tr sn sforrn hasa llxed point ill Mif

"{(lh,8ë (m) ) m + bu'" :5 m :5 z

m , ,(l+tpc(m )) +a( b , II+<l, m) ::=; ml
l-u ,(m )(l+m Jl

(
'-,Im)m, lrO(I,m ) = ') (l+ fp c(m )) 1+. < 1

1.·a j (m )(1+m ,l

ln pan.icular. this confleme ccnd it ion (3) of Rernark 2.

We hlllve prov ed t he existence of Il l.ips chit a continu cus fun etioll At < : S X Z .....R" whose gra ph j ,

an integra! "m " ifold of S , locally () Il S o and which is periodic in the per iodic case \Ve et ab lish nuW t ha r

under allSump tiulI AS, M , is Lipschit z continu ously d if[Nc nti able in e.Assum ing for the li me being that

th is proper ty holds and denotin g by L ,(e,k ) what t he differen cia! of .'vf ,((),k ) shculd be, formai der iva­

lions show tha t L ,(O,k ) satis fles

L,(,p,k + 1) = A (V-)L ,(e,k ) -j- B '(J/J,L,( O,k ),k )

oP = i) + f C (M,( ~ ,k l,O,k )

where,with0 deno tingthetensor product:

S "(l/',Y ,I: ) = - f A(Iio) Y 'VC (Y ,I1,k)(I + ( 'VC( Y ,I1,I: ))"1 + %i(I!')@ M ,(II,I: ) + *(~)@ u.

'VC (Y ,II,k ) = ~(Af ,( II , I: ). O,k ) + ~(M, ( II , /; ) , ll,I: ) y

Hence L , should b~the fixed point of the following operator:

T( L )(';',1:Hl = A (V')L(lI,l: ) + S '(V',L( II,k ),1:)
(J=l/' t D( M " I: )(Ib)

Let us pro ve tha t this operat or h"" " fixed point. Fro m il.>; dcfinit ion and ""sum pt ion A5, B' sa.tisl1cs

assump t ions of Lemm " Z wit h ill pa rticula r:

Not ing that ml plays th e role of m and m 2 (the Lil'schil.l const ant of L,) the rcle or ml ' Lemm a 2

appl ies ir·

,( I+ {8(( m )) 1 Hl( ':~)~ 1+m,) + a( ~, m + 6, u ) :5 m,

(1+.,80:("' )) 1....(:~~:(~·:;,,) + o~,m l + b l~ :5 m2

T[(f,m) _( l +f 8F (m )) (, +(bf ) [ 1+ { m/C I ~m) 1< ,
l - u , m ) l+m l)
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Remark tha t the condition rI < l gua relltees Ilot oll ly existence but aJso Lipschit z cont inuity or L ,

T o complete our proor let us s how that the candi dat e L , is i lldeed the dilferentia l of .".1" Le. roT"II Y

9 inte rior poi nt o r S Wc have ullirormly in k'

. II M, (S+h. k }--M ,{II,k }--L ,(S,k )h Il
"~..: ~ , Il h Il _ 0

1'0 prnve thi s eqllah ty, we con~i dcr 1/-' "" intc rior poin t or S " nd h a (slIfficient ly sma ll) vecto r in R ' and

IVe inrrc due e th e Iollowing not ation s ( 8eeA~)

0 _1/-' t D( M " k )(,p)

h _ h + . [V (M" k )(l/.')-V( U" k )(IP+.\ J ]

6M (O,k ,h ) = M ,(9+h ): ) M, (S,k ) L .(9,k) h

5c (S,k ,h l - 81'(M ,(S,k ) , Il , k M ,(9+h }--M ,(9.1:) , h )

.1(/1,1:) _Ii:",..:' 11 16MI~S~· i ~ ) III,

Not .. t hat 0 is a lso lUI interior point of S . F rom A S &Jld s inn, At < is Lip.., hitz eomtn uoue, wc h"ve

Il '6d9, k, h ) Il
l'~:p - 1-1'-1-1 - ~ 0

Let uS find a reeu erenee eetèsfied by 6", . 'The definitio n of M,yields :

,sM(~.'!; + I ..\I - A (t/J+ ii ) ,sM(S,.!;,h ) + A (11)+ .\) L .(O.k )h f' ,(" ,k + l )h +
+ (A (,, + ii) -A{ll')) M ,CO,k ) + (n (lb+f ) -B(~)) _.

We have a l50

k - !1 +. V C (L ,(9,k ),I ,k )] h +, ~(M,(O .q.O , .q 6 1>,( 1I ,k , h ) + . l c( o,/o,h )

L,(~,I: + 1) = A (,p) L ,(9,. ) ~ f .-.Ve (L, (9,1:),9,1:li -l I *(l/.')0 M, (O,k) -1- * (1/-') 0 ~t

'I'his yields:

6114 (>/> ,1...... 1,h )= A (v+ ii )éM(9,1:,h )+éA (1/-',1:)i)M ,(9,k )+éB (1/-',k .h)Ut +(A (~+ iI}-A (",) )L ,(O,I:) h -l­

+ .A (1/-')L ,(O )(1 +t'C"C (M ,(fi,1:),fi,k l t'[~(M ,(11,1:),9,k )b)f(I, 1:,h )+l c( 9,k ,h II

Notid ng tba t

taking thc III I l ~ norm , d ividing by Il h Il and t&king t h.. l' mu p Ic r h going tc '~ro, ....e o bta iw



On th e ether han d, fOI" any interi or point Dof 5 , the prc per t.ies of AI" L, give for ail k:

.l (D,l ) :O;:;:Z m l

Gt ve n k and Il, an in tenor poin l o f S , w~ cc ns truet a seque nee (Oi) i E N as

Hy ind uct ion, Di la an int er ior pointof 8 " Ild we hav e:

with

rl(l ,m) - "'1( l +<p>ëlm)) [ 1+< m,,, ,(m) 1 1
l -ft 1(rn XI+m l) l-i' ë ,(m )(l + m l)

rJ( ,m ) 1
1- ( " I(m )(l+ m ,)

Since ou r rela t ion hol d~ for ail positiv e i. and M n pecte<l fro m Remark 2, we have esla blished that L , is

the di lferential of M ,if"

A p prox!matio m ';11t kllOWnew th e existe nce of M , ""Ju ti on 01

M,(V-,k +l ) - A(lio) M ,(t/1--f D (M "k)(v )..I:) + E("' ) ".

Get ti ll~ a solut ion of lhi s system for eac h ,p, wou ld br <"quivale nt 10 getl inK ail the solutions of S,
bounded on Z . 1I0wevcT We noti ce that thia <"qua tion Un be rewriu en in:

M ,(..... .k + l ) -A (II')M .{w,l: ) + B (\bl ". +A (t/J) ('\ / ' ( 'Î'-f D (AI" I: )(",),I:) ,H.{t/J,k) ]

Th is is a linea r syste m wil l. li non lineer fOTC'ing tcrm which dbappea ra for •__0 . Uai n ~ Po incar é mel had

of upan sioll wit h "".pect to a s mall parameter , we ca n oblain a fam ily of ap prox imat ions :

'o"-oroer approximation: takinlli'=O givu:

Thi s ie th e sol ution of 8 0,

~ I ~ -ord e r a pp roximation: retai n i n ~ the !lrst ordu ter m in c givea:
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l'gain a linear system .

Qua lity or~hese apprcximenons ca n be ebarac teri sed as foIl0"' 8:

il \\,.,notice thlll M o bdon gs ta the so.t ~t , henee t h.. grap h tr1lJlsform propert iea imply :

IMo M, I ::: l ~o -r;~:~)1

Dut :

IIIMo(,p,k + 1) T(M oXt/>,k +l ) 111.. :s-r III M oCv---.D(Mo,l: )("').q-Mo(~.k Jill..

It Iollows:

I Mo M,I :S f l _~~: ::) - t(l

Similary furthe gra dien t m..t r ix . we l';et

11.0 L. I:s 1~ o r;~ ~~,O; 1

.,d

with :

Ileuee

i i ) M Ol ddined in iii of T heorem l , is give n br a non critieal [inear syste m wit h bounded inpu t . HeDee, it

i3 uniqu ..ly de finHl .." d bou nded. Denot illg;

A(t/J,t)= M ,(v ..l:) MOl (t/>,kJ

wc hAve :



17-

~(""k +J ) = A (,, ) [~ ( 'oÎ ,k )+JI.f,(8,k t-M ,(l/!,k )+ .L o(lI',k )Cf M o(T/',k) ,,,",k) ]

8 _ ~ ! D (M " k kw)

We know t hat the ",,@ment [1,,,1i5 çontll ined in S . T he Mean Value Th eorem givee ror "'me e 0:5 ~:5 1 :

.\(.(I,k ) M, ("',! ) _ f L,("'+ ~(I -",), k ) C( M ,(I ,/:j ,II,k)

Henee , ll~i n ll the prol*r t ies or L" L rrL " M rrM " D , we ger:

This )'ields :

At t r act lv ..n ess : let (X, ,, " ) bf. lltl eleme nt of 8 (0 ,:1" ) X 8 0 X Z, for z :::: m , and ( Y,'/J,k+I ) be it",

image by S ,. P a)'ing atu nt ion ta th e rad . hat we hav e X onl )' in B (0 ,z ) and not in fi (0 ,m J, we can

howcvu p roceed ll.II in Lemme l , to get

IID (M"k}(,,"J C(X,9,k )II S dr(z} III X M,(D,kllll,

Theu, Ils in Lemma 2, we ohtain

III y M ,ftf ,k +1) III_:S rolf ,:I") III X M ,(8,k ) III,

App ly in,; th is inequality to Il. sequence (Xi + I,8.j o r 8 (1ko,k .),8 0), we ob tai n ror " II

k , k ' l-oSk 'S k < k l :

MaToo" er if X~ +l . 't lies in 8( 0 ,:1" ) X 8 0 for all k , the" t lois inequal ity holds for a il /; k' ::;k T his

implie s

T hia ec mple r.... the proo f of T heorcm 1

ln t he Icllo wiug, " 'r will br iuterested in ch ar a tu teri zing t he set D(I/;o,oo),8 0). T he IItt ractiv en e""

prope r ty implin that this ...,t is SUMel of 1"" IR- x R' ) Irom wh ich it inh erits a comple te metr ic space

prope rty . \Ve see also t h&t t hecorrrs]>Ondingsequences of elev a tion a b<we the ma nifold have aprdured

u po ne nt ially weigh ted su premum ROTm:



1.

r or p= rrJ.f,z J, W~ know tll"t the rnap

B{li o,oo),S ol -+ R "

(X ,6) - E

is boullde d . \\l e have even

Le m m e 3 : Un der ass um puc ns A l tu Af>, the u exist.s t . auch that for ll.IlY f, f :s: " , Ont Ca n find p <1

such that th e llbove mapis Lipsc ilitJ conti nuo us

A key t ..(h oital Lemm a t.o pro v", this srate ment is the followin! cons equence of lI ada mar,J'" Lcmma

(Au bi n , Ek eland , 1984):

Lemm• • : Let r be • Lips<:hit z continuously dilTeN'ntiable runc tion rI C C R " _ R - w;th fI' r~ as

Lip"" hit. eOM ta n\.s. If th e "" l5me nl.!l[zO r O+ (l I. [z l .r l +~l l are co nt a ined in C , then

l' r oo f or I,em ma 3: Let (Xo, 6'J,t ), (X I ,bl ,k ) he tWIl poiou in B (O ,z) X S a X Z and

(yo,yP,k J, ( yl,.,I, .I-) he th ei. respective image by S,. For ;=0,1, Wc definc:

E i=Xi _M ,(Oi,l: ) F i _yi _M,(l,Il, k) G; ~X; -M,(8"+t/ ,k )

.:l . _ .. i _ O· -f D(M "k l (~' )_. [C (X ' ,0; , I:)-C (M,( O'+ '~"', I:), O; +-t. ; ,1:)]

w~ h..ve :

Il j,0 Il::::( l-f'I~ll+lfll) Il E OIl

On the ot her hand , by definilOn:

Bllt . notieing t hal , for ; _0,1, th .. ~..gmenÙl IX ' M ,(8' +.:3. ; .i: )j and [0; 0; +.:3.; 1 IL." con tllined in

B (0 .r) and S , ~5p"'r liv..I)' , ......a.ppl)' L...mm" 4 to M. &nd C to o bt ain



IIICO_Ci 111",0 S IIIEO-E I 111",0 + (ml+1/2m211 ~o Il)Il ~O_~l Il + mzll ~o 1111 00_0 1 Il

Il ~O_~I Il S t [(C 1+1/2c2 (II~O 11+11 CO III(IICO_Cl 11+11 ~O_~I III+

+ C2 (II~O 11+11 CO Il)(IIXO-X l 11+11 00-01Il)]

Itfollowsthat:

[1-c (c 1+1/2c2 (l1~oll+IIGoll) (Hml+1/2m211~OII)] IIIGo-GIIII",o S

S [J-c (c l+l/2c2(11~oll+IIGoll)] IIIEo-EIIII",o + [(1-cc l)mzll~OII + (CZml (I1~oll+IIGoll)IIlOO-OIII+
+ CCz (11~oll+IIGolll (ml+1/2m211~011l1Ixo-xlll

This impliesexistence ofaconstant qosuchthat:

,(Hc8c) [1_C(CI+_(__C(2__))Il EO Il)]21-cc I1+ml
p= ( C2 0 )( m2

cI
0 )

l-c c 1+2(1-u I(Hm1)) Il E Il HmIH 1-cc I(Hmdll E Il

Now we apply these inequalities to two sequences (Xka.-l ,Oka)' (Xk~l ,0i) of B([ko,oo),So):

we have:

hence:

which yields:

q = Max (a,m"IJo(x-m))



4 . Topol o gie ..1 O rb ita l E qui va lence w it h A sympto t ie Pha se

In t bis secl ion, we establi, h th e cxis lencc of an homcomorphism bet ween snbsd .< of B(I.l:o.oo),S o)

and BM Wa ,oo),S al

For snch a str ong propert.y to hold, so llit ions of S, have (.0 be very close to soluti ons of SM,. As a

consequence of atlr a.ctivelless, wC know th a t fo r any ~qnence ( X.HbO~) (re~ p . (X/~. [ ,OJi~) of

B ([ko,oo),S ol (mp. (8 ..... ([ko,oo).8 0) ) we have for all k k :'::ko

respec tively :

T his rnean s tha l (X• • ,,8. ) (re6p. (Xl~l ,0/1) is an . - ps.eudo solution of SM, (re. p. S,) in th e

neiJl:hborhoud of a normally a ttra.ctin int egra l ma nifold . Invokillg th e Shadowing Lemme , wc may expect

the existence of auni'lue solutio n (x .~ l ,ii ~~ ( .... p. (x . +[,iid l of SM, (r e, p. S,) , - close to the

correspondi ng e- pseudo solut ion for the exponellt ia lly weighted supremum no- m. T his allows us to deftne

amap 1>(k o) ('e8p . <t>M(koll a..

Clearl y from t he niee ~_do.'en..ss pro perty , this ma l' is a very good candid a.... for th homeom orphism we

are lookingfor

To o btain (.he ShadOwing Lemllla in our con texv, wc have to shri nk the set S a agai n:

jet S a. S ,' he compa ct set s with nOn cmpty interiorsuch tha t :

S a + '1 C S ,

Theor em 2' Under assump tio ns A I to A4, for any compact 8<'LS , strictly cont ailled in S , thue exists E.

suc h that for any E. ( :::: c, one un find g' g' f} , ,~ , O :::: ~ < I and ror any k a. ma rs

such thllt (simil arly for4>M)

i) For MlY sequence (Xt +[ ,O. ) in B ([k o.oo),S ; ). its imal';e (X .~ [ , @.M) oy 4>(kal sat isfies for ail k k ~ ko

where g ' f}' are posi tive non decreuing funct ions or t he Ilor m of th e elevat ion above the mani fold at

time ko.
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ii) 4>(ko)(X ,O). - ofJ(ko)(X ,8)..

Hi) Ir A5 ], ol d~ , th~n 4>(1:0) i ~ Li p ~çhj tl ron tin uous in th e followin g st.rong sense: for aIl k k 2:1:0:

Moreover 4>(1: 0 ) (rup, "'''' (ko) ) is inje ctiv e and t he restri ctio n of 4>.<1 (ko) 0 <P( kol

(wp. 4>(,1,0) 0 4>M (k o) ) to U(l k o.oo) ,S~ ) ( m p. B.II ( [ k o,oo ) ,S ~) ) is the id ent ity map

R em ark 3: 1- For the co n t inuo u5 lim e "as " , Riedle a" d Kck c tovic (1986) bave SbOWh that ir t here exist$

a "," irormly ~ la b le solution (8/1j of SM,' remaining in S I afte r lim e *0. lben B(]ko.ool.Sol ia not empty

andhManonempty inte rior

2- Silice wc hav e on ly

we have 10 ta.k.. 8. ;11So (re.p. S:) to guarente e Ihal O.lI i~ in S , ( r<~p. Sol.
3- Sinet we ha ve an exponenlially deca yin, d istance bttwCCll (Xl +l,8. 1 a nd (Xl"tI,9."l <P(k ol is a n

...,ymptot ic p h/lU .

....We h.ve establi.h ..d

T his mea "g t !lat a ny solutio n (X• • ,,' .) of S. ",'hieh rem ains in 8 (O ,::r) X S o on a se mi- inlin ite t imp

inl e"" a l ( i.e. bejongs tc n( l k ll.oo) ,S~ ) for sorne ko) ean bf. a pp roximate d with lin expo nellt ia lly dee ay ing

dist ance b)' a solutiofl of S.".satisfying th( 88m( proput y. MOl"('(lve( th ese tw o sequences ha".. t h( Sa me

X·va lues X. o. ' at time ko and th ( ir ' -val ue at this tim e are at an t--distanee, the mag nitude of th is dis­

tAnce inc reasi nll;with the oorm or the elendon AbaVe the ma nifold at t ime ko

TheM t wo so lut ions have the fiam( ty pe of l.yapu nov stab i1;ty in eAch of th e Iollowing cases: sta bi lity,

unirorm nabi1ity , lIIlympto tie sw.bility, un iform ""y mptot ic st a bi lity, insta bil ity . Uniform ity fo Uows from

iiand th e ind epend(n r( of " , , ' " " in ko.M)'m ptoti e o r ( xponentÎa1prop<.'"rty resul tsrrom the ,,'-• •

term in iii . (I n)sta bility ia a conseque nce of th e con rinuiry propert y iii as shown ;n the Iollow ing Lc mma '

L.,mma s: If the eeqcence (X• • :,'.) (rup. (X:~, ,p.NI) in t he in terior (in th e / "" (R~ x R ') se nse)

of B(! k ll.oo),S~) ( rup. D ·II ( [ k ll.oo ) ,S~ ) ) ia /1 sta ble solut ion of S , (u sp. SM.), lU! imag e bl'

4>(10) (usp. 4>N( ko))ia a uable llOlulion or SM , (r u p. S, )

Proof: As .bave Id I.Y .u.."lJ.N ) deoot e th e ima ge of (X• ."p.) by 4>(ko). Let (X. o., ,p.O)b" t he sta ble solu·

tia n of S, in th e ioc...rior of Fl ([ k o,oo),S~ ) _ Sta bility ill'1'li"" exist ence o f an opp n ",pighbo rhoud



V(Xk~+1 ,OkOo) in Rn X RP on which the injective application associating a solution of S, to its value at

time koiscontinuous. Composingby4>(ka),weobtainacontinuousinjectiveapplication:

\li V(Xk~o-l ,ofor BM([ka.OO),Sl')

(X ko+l ,8kor (X k~1>OkM)

Restricting \li to time k =k o, we have a continuous injective application:

It follows from the Brouwer's Domain Invariance Theorem (Dugundji, 1966) that this application is an

homeomorphism from the open set V(Xk~+1 ,OkOo) in its open image VCX k~+~ ,Ok~ a). We conclu de that

the following application is continuous and is defined on a non empty open subset of Rn XRP

This is nothing but the application assoeiating the solution (X k~l,OkM) of SM, to its value (X k~+l,Ok~) at

time ka. Sinee this can be done for any ka kci ?k o, we have proved stability of (Xk~?,Ot 0)

From this Lemma, instability is obtained by contradiction.

Notieing that if (Xl~l ,OkM) belongs to B M([ka,oo),So) then this solution of SM, and (OkM)as solution

of SM/ have the same type of Lyapunov stability or instability, we have established the main following

result ofthis paper:

Main result: Under assumptions Al to A5, for each x x? m there exists E. sueh that for any

E, E ::S E. the systems S, and SM" when restricted to B (0 .z ] X Sa, are topologieally orbitally

equivalent with asymptotie phase. More precisely, for any ka, eaeh solution (Xk+],Ok) of S, sueh that:

can beobtained from a solution (OkM) of SM/ satisfying:

and Xko-1-M,(OkM,k+l) and OkM_Ok decay exponentially. Moreover, (OkM) and (Xk+1>Ok) have the same

type of Lyapunov stability or instability.
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T o p rove T heorem 2, w~ et udy an aux iliary ryst ern defined as Iollows:

Let (.p.) be 1\ seque nce whcse elements lie in S; and sa tis ry unirormly o n N , th e set of pœilive inlg en;

\ \le co nsid er th e Icllo wing auxiliery syste m on R " x R'

ôX.l+1 = A ('1'I + ôO. )ÔX. + 81ô9 .,k )

M. - J61t_1 + e C18X t ,86t. l ,k )

where /J ' c-, ., de finl'{! and Lipschih con tlnuous o n 8 (0 ,II1x N a nd 8 (0 ,z -m )X B (O ,II)X N respec­

t ive ly with b l' CI' M respee l ive Lipschih collStant a nd such tha t unifo rmly Of\ N :

8 '(O,k ) -", 0

For t wc sequence s (.pt") , (.p~) aatia rYllIg unirormly on N

wc will he int ereste d in the rela tio n bet ween the solu tio ns of t he corres ponding au xiliar y sys tems

es» asl fWluming tha t:

Il B"'(at",k}-H "(a,l ,k 111 S 62' [M"z {llô~ II, lIô8 111l 1' + lIafl-a' \II]

Il C"'(aXo,ôtJ, k}- C" (ôX I,(J6I,k ) Il :5 C2' [ ( Afu(llilXolI+llaflll,118X111 +llôO' II)+ pH ) v -+­

+ IlaXG-ax llI+llal1"-il0111]

As for describing the I-"","udo solu tion ptoper ty, we lise a n expo nen tia lly ....'e;ght.ed suprem um no em to

studythissyste m:

l ax 1= f~~(a- · Il aX.+11IJ p $ a <l

Th e Iollowin g Lemm.. st ..tes the existence of " u nique solu tion of as whie h is bon nd ed fot th is

Lem m a ll: Und er th e ..bov e essumpnons and ...."ump tio lls AZ, A3 , t here exists 1. 8ueh that rOt aoy

e, ! :5" , on" Cll.flfind cons tants ô' 9 1, (1 such th a t for l'ny in it ial ax -e ondi tio n BX , in 8(0 , z : m ):

il 11,e . ys lem as 10"" Il uniqu e boun ded !IOhn ion II.llt ifyillg'

ii)If (ax .o,. , ,ô o~) , (aX~ '+1 ,aO~I ) a re thèse solu tion" ror th ~ . yate mo asOiJS' respeet ively, wc hav e:



0", az and 9, will be explicited in theproof.

Let us explain the interest of this Lemma for proving Theorem 2:

I-lf (Xk+I,Ok) is a sequence of B([ko,oo),S;), we define its auxiliary system as by choosing:

B'tao,k) = (A (<Pk +aO)-(A (<Pk)) Xk+ko+ (B (<Pk +aO)-B (<Pk)) Uk+ko

C"(aX,aO,k) = C(M,(<pk_l+ao,k+ko),<Pk_,+ao,k+ko) C(Xk+ko,<Pk-"k+ko)

Using the properties of the elevation above the manifold and Lemma 4, one ean check that B" C" satisfy

our assumptions with b 1" b z' , c ," cz" independant of ka, p given by Le mma 3 and:

Then if (axk+"aO k) is the partieular solution of as given by Lemma 6, we define:

From the properties of (aXk+I,aOk), it follows that <l>(k a) satisfies i, ii, iii of Theorem 2.

2- Sirnilarly, if (Xli, ,OkM) is a sequence of BM ([ko,oo),S;), we define as by:

<Pk = Ok~ko ax, = Xk~+1 M((et~,ko+l)

B"(aO,k) = (A (<Pk+aO)-A (ePk)) M,(if-k_"k +k o) .r.. (B(if-k +aO)-13(<Pk)) Uk+ko

C"(aX ,ae,k) = C(M,(<Pk_l,k+ko)+aX,<Pk_,+aO,k+ko)-C(M,(h_"k +ko),if-k-),k +k o)

Agaitlourassumptionsaresatisfiedwithinparticular:

p~O

With (aXk~l,aOk) the corresponding solution of as, we define:

<l>M (ka) satifies i, ii, iii of Theorem 2. Note that, in this case, we have:

gr (e) ~ :~"tl(:::(3'CU/ l~:_c,~ l' e

This is obtained by studying the sequence (X k+I--Xt~, ), knowing that (for e larger titan ,a Z
) :



lIj . -,"/ II ~t -'-" -.(rttl'·-· "
I ............t ,

Proot flt ~mm. &: il Ltt D b.. th., ,...t of seq uences (a,. ) in R ' lue h Lhat.for ail pœuive .t . w., bu."

I MI~ lil ~ "

1) ie • tom piete m.,t rit e.pao: r for tb., dü t.anc., usox iatrd wu h th e norro 1al 1

f or . ny "'"'lurnn (81. ) in D, "r co,u idr r the sequen ce (a.,"" ) uniq uely d.,lInr d .. solutio n of:

....itbax, ... initi al cflnd it ioo and·

Since~, ie i n S . ....r h.u :

Il folio..... tha t :

l iJX I ~z, _ Mu (ollitX ,II.•it')

ir t , œ, iJ', il ' oe.t~fy :

Thi oi mpliu

if,

I.el u. no....dr ~ ne an oprroto . T on D by:

Cl"" rly from thr . bon inr ' IU/llitin (ax. u .a,. ), deflned this ....oy. is the ....lut ;on mrntionn rd in the
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Lemma ie and on l)' if (a •• ) j" " un i qu ~ fi nd poinl of T in O .

a) T (a,) is in D ·

wehav e:

II TliI'I . 11 :S: l iHl l"' ''' +f c(( lax l+ID' I+l"tl '''
:S: ,,' f ("a'+c( (l"i -+â"u ,ll

b) T ~ac(l(llra.ction ( u n i rorml)' in iJX ,):

Il T(a'l. -T (iI" ). Il :S: ,,' +l 1iJlfl-a,1 1+ • c( ( I+ iJt l ,,' 1a(l...;J,' 1
s cr' (" +H ( (I+iI.1) 1M'-ôl' 1

Thudon the fint part of OUt Lemm. hoId&if:

t il ::: '1 p::: " < 1 1", - .\l''' I..I IiJX , Il,.~ )

"" ,"&'::: [" '1 {i+ . 8{c +O"(I+"lll] ô"

cr(. , 1"1 +. ,' ,,) ::: (" "l ( lh~ c +ô'( I+cr)))Jat
Cl' (I",+ .1";)::: (1 cr te,"Jo'

0 ::: l o c cl" {1+8 1")

ii) P rocccdins ... for i , ..cobl a in

IIIax.o., .aX"'1 III.: ::: "l(l+.8{c +(l cr' -I(l+cr)))III ôX.G-iJX.' III. ,•., +

+ a[.lzi,,' .'(_cr' 1ô,o--ôf'I)+';(.iI'cr ' _ cr' jaIfl-iJ"U]

It foll0W'5t ha l :

wit h:

'1 (l+tp{ c + .:1,, 0. '(1 +,,)J) , t + a(a 11" 1 +(8'. ; ") :S: ,, r t

'1 ( I+ . p( c + (1 0 0. '(1+" ))) ,,' + n(' l" i ", +. ; cr) ::: " , ,'

No.. ainee (ôI,lIJ,{a'n a re 6ud poinl.llof the oper "to r T ddi ncd in i, wc h..ve:



Our conclusion follows with

a(a l X 1 +fb 2"0
9(7) S; [17-'Y(1+c/1(C+0°(1+17))) ] g{

a(a IX 1 +b 2"(7)S; [17 ry(l+c/1(c+0°(1+17))) ] gt

(

V c2"(ltgt)(x, +(0
0+1))

( C2"(I+gt))
Max a,g, +t- 1 17 S; I-f-

1
- 17- g,

To complete the proof of Theorem 2, we have to study the relation between <pand <pM

Let (Xk +1,Ok)be a sequence in B([ko,oo),S~). From part i of the Theorem, its image U(:~I,B.M) by 1'(k o)

lies in B M ([ko,00),8,\ Similarly the image eX k+"0.) by <f>M(k o) of (X /wt,,ê,;'") lies in B([ko,oo),So).

Moreover,wehave:

Byuniqueness, <f>M(k o) 0 <l'(ko) is the identity map if':

Fromi,we have:

Hence:

I3ut since (X. +1,0.) and eX k +,,0.) are in B (0 ,X ) X 8 0 for all k k ~ k0' wc apply inequalities (2) itéra-

tively togetforall k k~ko:

IIIXk+'-Xk+1 111o, 1 110.-11. Il

Il O.-B. Il

Therefore, for ail k k~ko:

To(f,X)"-k a 1 Il Oka-Oka Il

(1,c,(1+I))k-k a Il Oka-rha Il

Hence our resultholds if:

0<1 17 f c,(1+I)

Proofs of <P(ko) 0 <f>M(k o) = Id and injectivity properties follow the same lines



5. St udy of t h.. redu ced o r der sys te m SA!.'

Wit h Th em em 2, we h",-e establis hed t hlll slabili ty Md existe nce o r solutions or S , remain ing in

B( 0 ,z) X 5 0 aJl.f> r l ime ,1, 0 C M bc obtlLincd from similllr prope rt ies of solution s or SM .' T hete forc, we

CM concentrare OUt a t....ntion on t his sys tcm . h is II ncnlinear nonautonomoue system and many

approll.<:hcs can be u... d to stu dy ~tab ility and exist ence or bounded solutions

ln tbe f2-nation ary (st.ochastic process)c.....c,averaging theory, leaù illgto the&.'l>K>Cia ted diffcrentia l

....uatio n tec hn ique, tum e out to be a very approprla te tccl to rcund th edifficu\ty dueto th e li me depen­

dence. T his h"" been dcmonsl ra ted by Lju ng in the C (X ,9,10 '-v anish ing case ((Ljung, 11)77), (Ljung,

Sode rstro m, 1983). (K ushner, Clark, 1978)), an d br Anderso n et al. (1986) and Benvenist e et IlI.jl987) in

the Ilon_van ishi ng cMe, Notici ng t hat , as e is mad e emaller , SM.' beeomes d oser to " llrst order epproxi­

ma tion of a il ordin..ry dilJerenti a.l equat ion, our re"ult a1lows .'" t<:>dewmpose the lI.'O;OCiated diflere ntia l

....uation techn ique into thre e sleps:

applicat ion of the to pological orbit al equi' ·aJeMe to replace S , by SM "

ap pliea t ion of the avetaging theory to SM /

_ llpproxi mationoradiffercnee eq" lI.t ion br a differentia le qulllioH.

III th e non-st ationery CMe, a pcssibillty to simpliry th etime depende nee istoexten d t<>t he discrete

timc case t he strobo scopoic meth od idcas acec rdin g to ~1inonky (1962) (... e a lso (Fedorenko, 1914 )): if ".

and C (X,U,k ) have II. ~ lI.low ly varying period~ ,, (K), then by flash illum ination lit l imes I (K ),

I (K )+" (K) , I (K )+p (K )+p (K + 1),.. one sees a ..ukly llon-atll.tionary advan ce mal' , i.e . th e solu tions

of SM .' observcd on the rime int ervel [t (K ),1(K )+" (K )) 11.", vcry aimilar to th c sol ut ione obscrved 011

th e urne interval [I(K)+p(K ),I(K )+p (K )+,( K + I)) Th e idea is lhcn lo approxim al e th is advanee

map :

L.et ( ,, (K ))be a scquence of bo und. d positiveilJtegers

p (K) :5 p

Give n k Q, we dcfine flash iIlumi nlltion t imes ".rter 10o, by :

I (K +I ) -t (K ) ;' p (K ) 1(0) "'" ,1, 0

TI,c advanee ma p SM,' K from I (K ) to I (K + I)or SM,' writt en ""

8.M.,. 8,'YK I + 1 E C (M.(6, u... .,.I ),6/ ' .i +l )
, -l(K )

/(K)-t l $k $ /( K+ I)

To II.pproxima le SM .'K , " 'e introdu ce the syste m SM JK



flK +I -'l/JK +~ Cl(V-'K,K+l)

with

cl' (V-', K + 1) _ 'E"I}-lC(Af o{ lIo, ; + I) ,~... + 1)
, _ ' (K )

Unde r ll.S5ump lioM AI to A$, C OE is Lipschit z eonrin uc usly d i ffe~ntioble on S X N ...·îtb e t e 2~ li.'!

respe c lîv c L ip~chi lz constan t

SMlK is simplet than S,U .' ln pa rt icula r, for ad apt ive ~)·stcms, the C Iuneticn is given by th e

cont ra llcr desi!>ner and i. typicaJly the produe t of a gain vector times an adap tation errar. In th is c""e,

Cor. and &~:r. are cor relatio ns on the tim e interval [t( K ),t (K + 1)) of ca mponcnts or M o or Ô~~o .

And , from ill! de ûnuc», Mo and ô~~o e<U\ be obt ained by imp lementation of sensirivity filte,.,; and obscr­

va tion of th e feedhack syste m using a eonsta nt pa ram ete r vector g, i.e. in a e1assicallinear feedbac k cnn_

k xt. T h;" hüter allpect makr~ t h", ",,"omplions On C 1Ir. inurpretabl e in te rm. of sig nals prop"rtie~

Thou!>h simpler , SM:K Î$ ve ry helpfollo understa nd lh e behavio r or solu tions of SAI .' This tS

possib le sinee SM6K i. an . 2_appraxima tion of SM .'K . Indeed , from T heorem l , onder assumpt ions A l to

A;', Wc have u nilor mly on So X N ;

JC {- J Cr.
1I ~(\iJ,K l ---ai-( \iJ,K)II Stt' 1

where . 0, "1 ean be cbtai ned by induction on p li.'!

Again invo king hyp erboli city proper tie", namely eonserv&tion of stable and onstab le manifo lds of hy pe....

bclic 'loOlut Îons und er s mall pertur bat ions (sec (llale , IgSO). (Shob, U118 )), we may expecl tha t, to any

hyperbo lic !IOlution of SM6K' il cor res ponds an t- dœe sol ution of SM.' with the safiJe hyp er bolieiry pro-

perty.

lIowever, a d ifficulty reruaining in the st lldy orshbility ot solut ions of SM: K is th e rime variat ions

T hey ha ve tw o ca u"",; th~ tim e varia tion, or the syste m itself and the motio n of the stu died solu tions;

• To toke C!\Te of t he sys teru time var iat ions , we are going to ~onside r th~ case where , uniformly on

S o X N , Jl I)~:r;(\iJ,K) û~:r.(\iJ,K + l) 11 is ~ .m"ll" Thi s MMlmp tion concerns esse ntially th e

k -de pen denee of C (X ,e,le) "!ld "4 ' In pa'tiru lar, i ~ i5 trivially sati . lied in the periodi ~ rase hy r hoas ing

,(K ) eonstant , equaltothe period . lthold.III!\O inthe lllmOf<lpe ri o<fic e~ , i.e .i r the", existsaLipsrhit.



continously différentiable function (Jl((1jJ) such that, for any" one can find p for which we have uni­

formlyonS X N:

ln this case, one replace CoL(1jJ,K) by (JaL(1jJ) in the definition of SM~I(

1'0 take care of the motion of the solutions, we will consider those evolving in a set where CoL (1jJ,K) is

"small" uniformly in K This condition would be trivially satisJied if SMtK wouId have a fixed point,

i.e. if therc exits w" suchthat l'oral! K

This equation is precisely the bifurcation equation obtained by averaging theory in (Bodson et al., 1986)

and [Riedle, Kokotovic, 1986) or critical systems theory in [Praly, Pomet, 1987). Existence of solutions

forthisequation has beenstudied for modelreference adaptive systems with afixed point argument (Rie­

dIe, section 4.5, 1986) orapplying degree theory If'omet., Coron, Praly, 1988).

From this discussion, we introduce thefollowingdefinition:

Definition: Given strictly positive constants Î, <, we define the set P(Î,<) as:

, _ { 1 A6.1: Il [)~/ (1jJ,K) a~: (1jJ,K+1) Il + fez Il ccP (7/J,K) Il::; <w < <\:2 Vf
or)Plv) - 1jJ E S, aC o

L (l/J,K) ,
A 6.2 ,'~i~~1 Re (À,{-a-7jJ-})::; Î

whereRe(.) andÀ,{.} denote the real part and the ith eigenv alue respectively.

Remark 5: ln the adaptive linear systems context, the inequality A6.2, involved in the definition of

P(Î,<),isrelatedtotheso-called"thesignaldependentpositivity condition" ln the test input assurnpt.ion

case(seeintroduction),itcanbeinterpretedasthepositivityofanoperatorrestrictedtoa.ctonspecific

signaIs (see (Anderson et al., 1986), (Riedle, Kokotovic, 1985), (Riedle, Praly, Kokotovic, 1986)).

Theorem 3: Under assumptions Al to A5, there exists <, such that,

if one can find Î and <, 0<,::;", for which P(Î'<) cont.ains a solution of Sl'vftK

then SM,' has an exponentially stable solution remaining in S} aft.er time ka and e-close to (1jJK) at

timest(K),i.e.foralIK

Il &/(K) 1/JK Il::; e 8



T he Wllst llllt 6, a ppear in, in thi s slaum..r u, will he cla rified in the p roof

R e m a r k Il: 1- Thi s ~troboscopic methcd a pproac h exte nda to more gene ra l situat ions th.. local a vera Ring

teehniqu e propoeed br Kœ ut , And erson an d Man d a (1987) (a.... al"", (An der=n et al., 1986)) t<l s tudy

S."': d te. linea ril a t ioll under a relaxed test inp ut ass umpt ion

2- W ith T heo rems 2 an d 3. we hav e esrablished the follo... ing res ulte

F or ( nffi~ùn ll, , "a il, 1/ SM: K ha~ ft ' '' /lIt;OIl rem"'nl"ng in . n/ P (ç.ë], lJIen S, Au upone nli, II" ldl"

~ o/M f;OM rema inillg ill 8( 0 .e ] X S~ afl er lime k o.

ln ot her WOT<b . th ia provea t har , 8S far aa ata bilit)· is concerne d, t he heu risnc te<:hniquf p mpOMd br

Aatrom (19 /13 , 1984) ia t heoret ieaJly sound when rest ric ted to th e se t P (Ç,f ).

3- (~K ) would he an ,2_ap proximat ioll of a solut ion of SM/x if Cor. were npl&eed br c lr.

t 2- lIpp roxima tio ll of aP illvo\vi ng M I< th e ( 2_ approxima tion of M ,.

As a key step to prove Theore m 3, we establish the fol1o..... ing ruul t

).e m m a 7 : Let F'(K I,K 0) be th e t ransitio n matr ix of '

acor.
~K '" =(' + f ~("K ,K + l )) ~K

with (Ii'IC ), the solu t ion in P (Ç.f ) givell by T heorern 3. For any ç', 0 < ç' < ç _ E (e ~ )2 , thee e exists v

(inde pendan t of Ii'Kl sueh th at for M y K 0, K I. 0 ~ K " < K 1:

whe rc w isobtain ed from AS.I .

P ro o f: Gjven K 1. l h ~ t ram it io ll mat.rix , at isfiC!!ror " oy N K 0 ~ N < K "

,c' [aar
JC!: 1

F(N+ l,Kol - (l -+ ~ ---ai;-(1/JK,-,.KLll F( N ,K ol +-E -af-1 -JiN,N+l l ~(IiJI< \_.. KI) J F (N .K a)

To de riv e t he propert.y or F( K 1,K 0). we will u~e th e rollowill ~ th ree ioeQualit ies

il F rom A6.2 in the de finit ion or the se t P (~,( ) . we hav e uo ifor mly on P (" t ) X N

,e 'Il I + f ---d-( ,p,K) Il $:

/~f:: l l ).i { l + , J~: (",Kll i ~

1 + t et



Th en it Iollows from Th~m :>of (F\lebs . Illll:!) ~ha~ for alI )' ,'. 0 < i < ç -: e l e ~ r , th~", ~lÛ!I~

_ (_ ~ e t ) $\Ieh that , uni Torml)' on Pl,.•) X x;

Il (1+. iJ~~'C (~.K ))' Il :S( I+ H )( I- lili Vi e N

ii) F rom AG I and rhe f&ct t hat ("IC) ia a eolution of SM.:Ii., ...e o btai n,

Il iJ~:r.I~.... .l'tf + 1) iJ~r (~K._"K ,l Il s li.ji/l/ }!8~/ (~" _I.K) ~ .. .. ,K + 1) Il

:5 . · IK1 -N - I )

lii) Let _. be a seque nce of lJOIIit in rul nu mbe re ....tiMyin S Tor ,,")' .t 1 :5.t

thenon.. caneh~k b)'induet ion t hu,

'. < [h +~ (~ .. v'tf" l.-I + ~ .. Vil' (~ v'ITy-'J.,
-:1 :1

Let us no.... USf' th e v&riuio n oCeOOAtant& for mula, takf' lM I::uclidian norm and use our two llrst

in equaJi~i ~a t.o obtain

Il F( K JoK al Il $11+... )( 1....ijKrK. + .~ Il' (I+ u) Ë I (I _'i)K,-I-N (K I- I -N ) Il F (N ,Ka ) 11
.... _IC .

fotall .t I(K l f :::: .t: :5 1{K l + f :

lnpartieul.r.1r.n.... inS lhuY'I( liesÎn S o . ' ."' Ii... io S I iT'.nd . ... ti!lr)' "
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&nce. lel .tJ.K be de6n..d",cu~i'telyby :

"' ~o

.tJ.K " l "",, (I + l iJ~l"(~K .K +l ) ).tJ.K -t- . ( C ,t: (,"K +ÙK.K +I)

(~K + .tJ.K) w.soIut ionor SM .'K

We remark tbat rOT any 01 "uch that tbe lIe(mlfl'll [t . ,'(Ix -+.1' u contained in S o. app licuion olthe Mean

VahnTh~m1i..lds ror""llIe~, O~ ~::: I '

Il C.f;(~K+ .tJ.. K + II Cl l"K. K+ I ) iJ~~f;( ~·x.K + l) o1lll:::
{J çl aol

SI " D + U ~["K +Ui .K + l) ~h··K.K + l )l lll o1 l l ::: (DD"'( ; !I ol W

Let us nOWapply the var iation of const ant. fo rmul a and ",pply Lcmma 7. We get :

b)l':xponential n abilily: For IUIY rwc 5Olutioo . (, .."'D) , (I.il l
) ol SM " re m&inin l': in S o. ....e hav e uni formly

in K

I(K)::: " s T IK + 11

Menee uronential , t llbilily ur the ....Iulion (l ,lot) oblai ned in pa rt a folio.... from exponent ial 8tability or

(fJ,1K)l, solution of SM/" But . from the Ly.punov', T he orem on 5ta bilily with respr.cl 10 lh .. first

approximat ion, for ehi, I,roper ly lo hold . i ~ il! oulficient t hu th e oris in he an nponlfn tially olahl.. oolut ion

01 the follo.. i llll linu r ayd ' rn



l' ro m par t a , we know:

T her efore , with Lem ma 1 and Lemma B.5 p.1I 8 (AulbllCh, 19!14), our pro perty holde if

ln concl usion, our T heoeem holds if (lUl d 6 oatis(y , wit h ~ given by 'Tbecr em 5 or (io'uch , 1982):

0 < , ' < , • (e;)2 .. _ ~ [ (l+t V )(l~il w r/1 v ' =~ (I~")_{

'" < (i'+(Vf~~ I _''')
\~: ;: !!..!!. + ~e {tJ s 6 :5 ~ cf
1 e{+ t2~ (VI+ e t 6)< 1t-.,



~blt of ~h " Coocepta appca rins in Section 3 of th is paper ....ere fcrmuleted duri ng jo in ~ wor k with

Pelu Kokotoyi c and l:Irad" Ried le, ....ho eoneentr at ed on th .. ro nlinuous-timc eMe, .. hile th e eu tho r pur­

llI..d th e study or lhe disc~l.<! ti me CUIl Th e au lhor ....i~h .... a.lso la t hank .run·\1khel Co ron ror hu.

inl.<!l'nIt and cOMtan l support.
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