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JOURNAL DE PHYSIQUE IV 
Colloque Cl, supplément au Journal de  Physique III, Volume 2, avril 1992 

P. DJOHARIAN 

A.C.R.O.E., 46 av. Félix Viallet, F-38000 Grenoble, France 

Rbsumb Nous p h t o n s  une étude sur les propriétés d'assemblages des réseaux mécwiqws linkaires. en termes de 
leurs caractéristiques modales. La problèms<ique sous-jacente est celle du contrôle des comportements vibratoires des 
r6seaux en agis& SUI l e m  paranÏbhes m6&iques. Élle intervient en particulier dans le &e de la conception d'un 
système de gaikation de modèles physiques B l'inteneur d'un outil informatique pur la création musicale. 

Abstract This paper presents some assembling properties of linear mechanical networks in terms of their modal 
charactenstics. The underlying probiem is the control of the ecoustical behavior of a network by operating iis 
mechanical parameters. It Wses in particular in conceiving a physical mode1 generating system as pari of a amputer 
musical creation m l .  

Introduction 

Dans une large variété de cas, le mécanisme de production du son dans un instrument de musique peut être modélid comme 
une interaction entre un excitaieur et un rbnateur qui est un système vibrant linéaire, h dissipation visqueuse et h un nombre 
fini de degrés & li-. Son 6volution est alors décrite par l'équation différentielle linéaire 

M p " + Z p ' + K p = F  
où M. Z et K sont des matrices symétriques reprksentant respectivement l'inertie. la viscosité et l'élasticité du système. 
Lorsque h matrice M est diagonale. ce système représente un ensemble de masses ponctueiles. reliées par des ressorts et des 
freins en parallèle, chaque masse évoluant dans un espace unidimensionnel. Cette interprétation en réseau confère au système 
une certaine ndon de spatiaiité, de forme ou de topologie, pouvant parfois suggérer une caricature ou un schéma discret d'un 
objet continu de référence (par exemple une corde, une membrane....). En effet, la disposition des coefficients non nuls dans 
chaque mauice définit une topologie d'interconnexion dans un espace discret. L'association de cette topologie avec une 
ghmétrie dans un espace continu reste entièrement arbitraire. 

Cependant la vision spatiale permet de transposer certaines ophtions naairelles de construction par composition des 
objets continus pour munir ainsi Sensemble des rkseaux linéaires d'une algébre de composition analogue. L'opération de 
composition étudiée ici est i'assemblage qui permet de générer le complexe A partir du plus simple. Cette étude s'effectue. par 
ailleurs, dans Ic cadre d'une recherche sur la conception d'un outil informatique pour la création musicale [ I l .  Dans ce contexte, 
nous cherchons mettre en évidence des processus de génération de modéles pour la synwse sonore par modéles physiques, 
préservant. d'une part. la reférence au monde physique (les manipulations doivent avoir une interprétation mécanique / 
géométrique simple), et d'autre part, permetue un contrôle sur les effets perceptifs &s modèles générh. Les résultats tnoncés 
dans ce qui suit auront donc le profil suivant : exprimer les caractéristiques modales d'un réseau obtenu par une certaine 
opération d'assemblage en fonction de celles des composants. 

Nous aborderons dans un premier temps i'awmblage de deux réseaux pour examiner ensuite le cas d'un nombre quelconque. 
Nous distinguerons le cas où les réseaux assemblés sont des exemplaires d'un même réseau de base. ce qui nous conduit aux 
constructions tellcs le produit ou le L-produit. Ces constructions recouvrent le cas des réseaux en forme de surface 
rectangulaire, cylindrique ou torique. Nous terminerons par une discussion sur l'interprétation géométrique de la topologie 
d'interconnexion des réseaux l i n u s .  

Rappelons d'abord que la représentation modale d'un système vibrant linéaire est la donnée d'une matrice de changement de 
repère Q = (qij) (ou de coordonnées modales), dans laquelle chaque colonne représente une déformée modale. ainsi que deux 
matrices diagonales Km = (ici& et Z, = (zi) de raideurs et viscosités modales vérifiant 

'QMQ=l, 'QMQ=Km. 'QMQ=Zm 
L'existence d'une réduction modale nécessite une certaine compatibilité entre la viscosité et l'élasticité du système 121. Ceue 
condition est trivialement satisfaite pour les réseaux h viscosit6 proportionnelles (i.e. Z = a M + K). Pour simplifier, nous 
nous bomemns dans ce qui suit au cas des réseaux conservatifs (Z = 0). 
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Assemblages binaires 

Soit rl et q deux réseaux & f h s  par les matrices Ml = (mli) et K1 (resp. M2 = (m2j et K2). Une liaison élastique 3 entre 71 
et r2 est la don& d'une matrice L dans laquelle chaque coeficient (i j3 définit la raideur de la Liaison rel i i t  le nœud i de ri au 
noeud j de ~ 2 .  Nous pnkentons ici un type de Liaisons pour lesquelles les caractéristiques modales du modkle assemblé se 
déduisent formellement B partir de celles des composants. Notons A12 (resp. A21) la matrice diagonale dont le coefficient 
d'indice i est la somme des raideurs de liaison arrivant au noeud i de rl (resp. ~ 2 ) .  

DCfinition 1 Une liaison 3 est orthogonule si 
1. la matrice A12 (resp. A21) est multiple de Mi (resp. M2) ; 
2. il existe des &tations modales Q1 et Q de .ri et q telles que QILQ est quasidiagonale (Le. chaque 
ligne et chaque colonne contient au plus un coeff~ient non nul). 

La condition 1 exprime que pour chaque réseau. la somme des raideurs arrivant en chaque noeud est proportionnelle B cette 
masse ; la condition 2 baduit une cemine compatibiiité entre 3 et les stmtiires modales des deux réseaux : chaque mode de r i  
est couplé B au plus un mode de 72 et inversement Ce couplage entre les modes des deux réseaux d é f i t  une configuration 
modole f, c'est B dire une injeuion entre les indices du plus petit k u  vers celles du plus grand &eau (supposons que ici c'est 
72). Cette condition est indépendante du chou de l'indexation des modes et moyennant une permutation des modes de r2, on 
peut supposer que les coefficients non nuls de 'QlLQ2 sont situés sur la diagonale (autrement dit la configuration est une 
inclusion). 

il est a l m  possible d'annuler un couphge (un coefficient non nul bij de 'QiLQZ) par une rotation dans le plan défini 
par les modes i et j des deux réseaux. Alors. l'hypothèse de l'orthogonalité garantit que cette rotation perturbe uniquement les 
modes i et j sans introduire des couplages supplémentaires. Plus précisément, si A12 = 01 Ml (resp. A21 = 02 Md. cette 
roiaiion est defulle comme suit : posons v = (k1i-k2j+ul-u2) / 2bij. où kli et k2j sont les modes coupb  ; l'angle de rotation 
est défuii par sa tangente 

tij = - v + (1 + v2)lR si v > 0 
= - v - (1 + v2)ln s i v < O  
= 1 si v = 0. 

Les modes résultants du réseau assemblé s'expriment par 
k' = kli + a1 + Gj bij 
k" = k2j + 02 - tij bij 

L'expression précédente reste valide pwr les modes non-couplés, auquel cas il faut annuler la correction ~j bij. Si on note qj et 
Cij les sinus et cosinus de l'angle de rotation, les déformées modales associées B ces modes sont les vecteurs dont les 
coordonnées s ~ n t  œUes de Cij qli (W. ~j qli) Suivies de celles de - sij q2j (m. cij q2j). 

L'exemple typique est la liaison canonique : deux exemplaires d'un même réseau sont r e k  de façon paraule par un système 
de ressorts de raideurs identiques. Les modes du ré-seau assemble comqondent aux oscillations en phase et en opposition de 
phase des deux réseaux. Dans certaines conditions. il est possible de généraliser ceae situation B deux réseaux diffQents. 

Figure 1 Exemples d'asscmbiages oxhgonaux 

Il faut noter que dans la Minition de l'orthogonalité, la stnichue modale des composants n'intervient que par l'intermédiaire de 
leurs déformées modales. L'orthogonalité est donc stable par dilatation homogkne des masses et des raideurs. D'autre part, pour 
une cofigurafion donnée des modes. on peut combiner lhéahement les liaisons orthogcda et engendrer un espace vectoriel. 
La proposition suivante c a n i c e  cet espace vectoriel en terme de dwx types fondamentaux de liaisons orthogonales. 

Introduisons d'abord la terminologie suivante : nous dirons qu'un mode est kquilibrt! si son oscillation (libre) laisse le 
centre de gravité du &eau immobiie. C'est en partinilier k cas des modes antisymetnques. La trace TI&) &un mode est le réel 
4 mi qi. où les mi sont les masses associées B chaque noeud et qi l'amplitude relatif de chaque masse lors de l'oscillation du 
mode. Un mode équilibré est donc B frace nulle. 

Si et ~2 sont deux modes équiiibds de ri et r2 et q1 et q2 leurs déformées modales. alors on montre que la liaison 
reliant les masses i et j des deux réseaux par des ressorts de raideur I = m1jm2j qli q2j est orthogonale ; c'est la liaison 
orthogonale &lémentaire définie par le couple ~1 et ~ 2 .  De m h .  si une configuration f est telle que les traces des modes 
couplés des deux réseaux srnt proportionnelles (Le. il existe a tel que pour tout i. Tr(~ l i )  = a Tr(~2f(i))). alors la liaison 



reliant deux noeuds d'indice u et v par la raideur 1 = mlf12,, &Q1&Vf(k) est orthogonale : c'est la liaison canonque définie 
par la configuration pportionnelle f. 

O 

Proposition 1 Pour une configuration f, les liaisons orthogonales associées sont engendn?es par la liaison canonique 
(lorsque f est proportionnelle) et les liaisons onhogonales Clhentaires définies par les couples ~ ' i  et x'f(i). lorsque ces modes 
sont équilibrés. 

Dans un réseau B Blasticité externe homogene (Le. tel que les liaisons au point fixe sont toutes de même raideur), tous les 
modes sauf le fondamental sont équilibrés. Pour un tel n%eau, il existe donc des auto-assemblages orthogonaux qui affectent 
l'un quelconque des modes. De même, lorsque l'6lasiticité totale d'un réseau est constante en tout noeud, sa matrice d'elasticité 
dkfinit une liaison orthogonale. 

Complexes de reseaux et produits 

Un complexe orthogo~l  de &eaux est la do& d'un ensemble de n%eaux et d'une collection de liaisons orthogonales définies 
entre chaque paire de reseaux. On exige de plus que la donnée des reprkntations modales soient explicites et que les 
c o n f i ~ o ~ c ~ t e s  soient d& inc~~iorrs.~Dans ce cas, la recherche des canictérkriques modales du réseau &ultant 
revient alors à la diagonabalion d'une matrice structurée en blocs diagonaux. Pour une telle matrice. il est mssible d'utiliser 
un algorithme i ~ f  de diagonalisation que l'on pourrait qualifier dé "Jaccobi par blocs diagonaux" : icil'idée encore est 
d'annihiler successivement, par des rotations. les liaisons. tout en conservant la forme diagonale par blocs. 

Dans l'analyse des complexes orthogonaux, l'utilisation des damées modales des composants permet de d u h e  la quantité de 
calcul. Cependant dans le cas gbn6ral. l'analyse des perhdmtions sur chaque mode est diff~cile. Néanmoins. on peut avancer 
l'analyse math6matique dans le cas où l'assemblage comporte une certaine régularité /périodicité ; en particulier si toutes les 
sections (resp. liaisons) sont, B homothétie près. des exemplaires d'un même réseau (resp. liaison orthogonale), il est alors 
possible d'inteqdter k schéma d'assemblage comme celui &fmissant l'interconnexion d'un second ré-seau. Ceci nous conduit B 
introduire les notions de produits et de L-produits de &eaux. 

Le p d u i t  de deux réseaux admet une interprétation topologique simple : étant donné deux réseaux. dans l'un des deux. 
substituer B chaque masse un exemplaire de l'autre et B chaque liaison une liaison orthogonale canonique defmie par celle-ci. 
Par exemple un réseau rectangulaire est le produit & deux réseaux linaiques. Avant de donner une definition plus précise. 
rappelons d'abord que le produit directe A @ B & deux matrices est la matrice obtenue B partir de A en substituant B chaque 
coefficient A,j le bloc A,j B. 

D6ïinition 2 Soit sl et ~2 deux réseaux definis par les matrices (M1,Kl). (M2,Kz). Le produit de s1 et 72 est le réseau s 
dtfmi par les matrices (M,K) telles que 

M = M l @ M 2  
K = K l @ M 2 + M l @ K 2 .  

Les modes d'un produil s'expriment simplement en fonction de ceux des composants : les raideurs des modes s'ajoutent et les 
deformations sont telles que selon chacune des directions du produit les coupes se deforment, B homoMe près. selon une 
dBfmtion de la stnicm tramverse. La preuve d h u l e  de la relation matricielle ABWD = (AW) (BOD) (cf. [3]). 

Proposition 2 Soit Dl (resp. la matrice diagonale des modes et Q1 (resp. 42) les matrices des d6fonnh modales de s i  
et q. Les caractenstiques modales du réseau produit sont h n n h  par les matrices 

D = D1@1n2+ lnlOD2 
Q=Q1 BQ. 

II est possible de g6néraliser la définition du produit et le résultat ci-dessus au cas où les liaisons z i j  entre les sections i et j 
sont toutes des exemplaires d'une même liaison orthogonale y. Soit donc S une Liaison orthogonale entre deux exemplaires 
de si. Le x-produit de deux r&eaux sl par q est le réseau obtenu B partir de q en substituant B chaque noeud, un exemplaire 
de 71 et B chaque liaison r la liaison orthogonale r.X. 

Flgun 2 Exemples de complexes orthogonaux de rCsearu obtemis A parQ d'un chapelet circulaire. 
Le rbeiu du milKu est un produit et celui de h i t e  un Lproduit 

Notons Il .  .... ln1 les coefficients diagonaux de la matrice 'QILQl et a la somme des raideurs de liaisons arrivant en chaque 
noeud du réseau multipliks si. La pmposition suivante exprime la relation existant entre les modes des différents réseaux. 
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Proposition 3 Si la somme des raideurs arrivant en tout noeud du réseau multiplicateur est une constante a2, alors les 
modes du %produit vérifient 

r;j=rli+(a-I;)a2+lir2, pourl<hlet lSjSnpet  
Q = Q @ Q i .  

La preuve est analogue celle de la proposition précédente. Si la liaison est la l i s o n  orthogonale canonique, on retrouve la 
proposition 2. avec une hypothèse supplémentaire sur 72. Un autre cas particulier est lorsque 71 est un ensemble de masses 
interconnexion ndie. Une liaison orthogonale est alors carace- par une matrice symétrique quelconque dont la somme des 
coeffixients des lignes est constante ; on obtient alors un grillage qui est une sorte Wpaississement du réseau multiplicateur. 

Figure 3 Exemple de grillage obtenu a partir d'un chapelet tedu 

Géométrie dans les réseaux linéaires 

Nous terminons cette communication par une discussion sur le problème de l'interprétation géométrique de la topologie 
d'interconnexion dans un réseau linéaire. Celui-ci fait l'objet d'une étude en corn. nous nous bornerons ici h son énoncé et 
i'tbauche de quelques perspectives de recherche. Le problkme se présente sous deux aspects wmpltmentaires : d'une part, 
comment traduire les opérations géométriques naturelles wmme une variation d'angle ou de distance pwr les r h u x  linéaires 
et d'autre part, selon quels critèm 6valuer la similitude entre un réseau lin& et un objet homogène continu ? Cet objet €tant 
un système m h i q u e  abstrait possédant une forme spatiale dans un espace euclidien (il peut être matériellement non 
réalisable, par exemple une membrane non attachée). En d'autres termes. nous voulons disposer dc critères permettant 
d'affirmer par exemple dans quelle mesure un réseau représente un triangle équila&ral, et, le cas échéant, savoir comment 
modifier naauellement ce réseau pour le transformer en triangle rectangle. 

Dans un objet homogène, la répartition des BlBments mécaniques est reliée h la forme géométrique de l'objet. Dans un &seau 
linéaire., la réparlition des raideurs paraît le mieux adapté pour en extraire une information spatiale. Par exemple. pour que le 
réseau produit de deux chapelets linéaim ressemble une membrane rectangulaire. il faut que le rapport entre les raideurs des 
deux chapelets soit inversement proportionnelle aux cotés. De telles situations nous conduisent interpréter le rapport entre les 
raideurs wmme un rapport des distances &parant les sommets. Cependant, la comparaison d'un réseau linéaire avec une varitté 
plongée dans un espace euclidien est généralement délicate. Elle peut être faîte dans une perspective gbméaique aussi bien 
qu'acoustique ; naturellement, nous cherchons des critères de similitude qui concordent dans les deux cas. Introduisons les 
défmitions suivantes : 

Etant donne un réseau masses unitaires K = (qj), une reprksentation de K dans une variété V est une application f 
associant A tout noeud de K un point de V telle que pour tout i j, si qj # O alors rij d(f(i),f(i)) = R, oh d désigne la distance (au 
sens géodésique) défmie sur V et R une constante. II est clair que dans ce cas les raideurs doivent vérifier une certaine relation 
traduisant l'inégalité triangulaire. Nous dirons aussi que la reprtsentation f est f i l t rante si pour tout ij,k, si 
d(f(i),f(i))>d(f(i),f(k)) et rij # O alors rk  # O. Une représentation filtrante est ghhlement une meilleur approximation de V. Par 
exemple, dans la figure 6 la premikre rep5sentation est fdtrante mais la seconde ne l'est pas. Une représentation f est S-saturée 
si toute disque de rayon 6 de V contient l'image d'au moins un noeud et, de plus, pour tout i j si d(f(i),f(j))<S alors rii # O. Le 
rapport p entre les raideurs minimum et maximum est également un facteur d'évaluation de lafinesse d'une représen&tion. La 
formalisarion mathhatique de cette notion ainsi que l'appréciation de son incidence sur les ~oblkmes évoqués plus haut sont 
en cours d'étude. 

Figure 4 Dans le mangle rectangle, les raideurs Flgure 5 A gauche toutes les raideurs sont identiques tandis qu'A droite 
parallèh A ~hypothuse sont rlxiuites de s.L l a  dismbtres sont réduits de J3 
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