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SERIES DE DEBYE ET INTERFERENCES DANS UNE PLAQUE ELASTIQUE

JM. CONOIR

Le Centre Thomson d’Applications Radars, 6 rue Nieuport, BE. 16, F-78143 Vélizy-Villacoublay cedex,
France

Résumé

Nous présentons 'essentiel des travaux effectués ces derniéres années sur les séries de Debye.
Effectuer une décomposition en série de Debye consiste d’une maniére générale & écrire V'interaction
globale d"une onde avec un diffuseur comme une suite d’interactions locales. Appliquée & la plaque
élastique, nous montrons alors le lien profond existant entre les résonances et les interférences. Plus
précisément, nous montrons que les résonances observées aux croisements des courbes de dispersion des
ondes de Lamb symétriques et antisymétriques sont dues aux interférences entre toutes les ondes
longitudinales et transversales multiplement réfléchies dans la plaque.

Abstract

We describe the main works of these last years about the Debye’s séries. These last ones provide in
a general way with an expansion of the total interaction between a wave and a scatterer into. some
local interactions. Applied to an elastic plate, we explain the close relation between resonances and
interferences. More accurately, we show that observed resonances when the dispersion curves of
symmetric and antisymmetric Lamb waves are crossing, result from interferences between all the
longitudinal and transversal waves refracted into the plate.

Introduction

L’étude du champ diffusé par un objet élastique, immergé dans I'eau, lorsque celui-ci est insoné par une onde de
pression, constitue le probléme de la diffusion acoustique. Pour les diffuseurs de forme géométrique dite
canonique (cylindre, sphere, plan,...) il existe des solutions analytiques exactes décrivant la diffusion : celles-
ci sont données sous forme de séries de modes normaux de vibration, ou séries de Rayleigh. Il faut alors
remarquer que les séries modales sont des exemples typiques ou le modeéle mathématique est bien I'image
globale de la situation physique examinée, mais oli, en méme temps, il dissimule la plupart des
caractéristiques fines qui pourraient étre observées dans le processus de diffusion. Ainsi, par exemple, la série
modale ne rend pas compte, & premitre vue, des multiples réflexions et réfractions géométriques dont le
diffuseur est le siege (cf. figure).
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C’est précisément pour cette raison que la série de Debye a été introduite, car elle permet, dans son principe, de
décomposer une interaction dite globale en une suite d’interactions locales, et donc de faire apparaitre les
réflexions et réfractions mentionnées précédemment.

L’intuition qui am&ne & parler d’interaction locale, comme celle observée au passage d“un dioptre plan, repose
habituellement sur 'emploi des ondes géométriques. Or, dés I'instant oi1 la théorie doit étre développée au
niveau modal, les ondes géométriques n'apparaissent plus immédiatement, d’ott une difficulté. Ce probleme a
été résolu en postulant qu’une interaction dite locale, au niveau modal, doit obéir aux mémes lois qu'une
interaction locale attachée aux ondes géométriques. A savoir qu'une onde (cylindrique, sphérique,...)
rencontrant une interface crée, selon que les milieux sont fluides ou élastiques, une ou deux ondes réfléchies et
une ou deux ondes réfractées qui se propagent en s’éloignant de l'interface.

On introduit alors les ondes entrantes et sortantes en faisant intervenir la condition de rayonnement a I'infini
de Sommerfeld.

Les série: Debye a travers le siécl

En 1908, Debye publie un article dans lequel il s’intéresse 4 la diffusion d’une onde électromagnétique par un
cylindre diélectrique [1] , ce qui correspond en acoustique a la diffusion par un cylindre de type fluide ou seules
les ondes longitudinales L se propagent. Il fait alors apparaitre la réflexion spéculaire, et un terme contenant
une fraction en suggérant d’effectuer une décomposition de celle-ci pour obtenir les ondes multiplement
réfléchies & V'intérieur du cylindre. C’est la genése des séries de Debye. Dans leur travail de 1937 sur la
sphere diélectrique [2], Van Der Pol et Bremmer procddent différemment car ils définissent pour la premiére
fois, & partir des modes normaux de vibration, des “coefficients de réflexion et de réfraction sphériques”. Ils
montrent ensuite, par une transformation intégrale, que ceux-ci peuvent étre regardés comme une généralisation
des premiers coefficients dus a Fresnel. IIs obtiennent également une série aux propriétés géométriques qu’ils
associent aux rayons de I'optique géométrique classique. Les principaux problémes encore rencontrés par Van
Der Pol et Bremmer seront résolus par Franz en 1957 [3]. Celui-ci transforme d’emblé la série des modes
normaux de vibration en une intégrale de contour, puis fajt intervenir la transformée d’Imai qui permet de
dégager une contribution intégrale pouvant se calculer par la méthode du col. Il montre alors, en se référant a
Van Der Pol et Bremmer, que la série de Debye peut étre introduite & cet endroit, et que l'intégration des
termes successifs s’effectue sans problémes pour donner la contribution due aux ondes géométriques
multiplement réfléchies dans le diffuseur. La procédure suivie par Franz correspond a la transformation dite
de Sommerfeld-Watson [4] ; nous en donnons un bref rappel au paragraphe suivant. Dans le domaine de
I'acoustique, Nagase [5] et Scholte {6] traitent en 1956 le probléme de la sphere fluide incluse dans un espace
élastique infini. Ils construisent a cette occasion ce que nous appelons la série de Debye du probléme, en suivant
une démarche plutdt heuristique. Toujours en électromagnétisme, Nussenzveig tente d’établir une théorie
complete de la diffusion par une spheére diélectrique en appliquant la transformation de Sommerfeld-Watson
aux termes successifs de la série de Debye [7]. Pour les trois derniers travaux mentionnés, il est important de
remarquer que la série de Debye est étudiée directement a partir des modes normaux de vibration, en se servant
de la notion d’ondes entrantes et sortantes et en considérant un processus d’interaction locale au niveau de
linterface. En acoustique, Brill et Uberall font paraitre en 1971 un article important sur les ondes
géométriques a l'intérieur d’un cylindre élastique [8]. Cette fois, les ondes transmises (réfractées) dans le
diffuseur ne sont plus uniquement de type longitudinal L, mais également de type transversal T, et il apparait
des conversions de mode entre ces deux types d’ondes qui compliquent beaucoup I'écriture de la série de Debye.
Du reste, celle-ci est obtenue par un principe de récurrence oi1 les régles physiques ne sont pas toujours claires.
Les ondes géométriques sont obtenues en effectuant la transformation de Sommerfeld-Watson, transformation
qui est également introduite en 1982 par Derem [9] afin d’étudier les ondes géométriques dans un tube de type
fluide. Avec cet auteur, la série de Debye prend la forme d"une fraction continue limitée due & la présence des
deux interfaces du tube. Avec ces travaux, principalement celui se rapportant au cylindre élastique, il est
apparu nécessaire d’établir & partir de quelles régles physiques la série de Debye doit étre construite,
particulierement lorsque le diffuseur est élastique et multicouche. Un formalisme matriciel est élaboré en 1980
par Gérard qui répond & ce difficile probléme [10] . L'idée développée consiste & introduire des opérateurs
locaux qui décrivent la réflexion-réfraction a chaque interface du diffuseur et & les sommer en suivant les lois
de l'acoustique géométrique pour retrouver la diffusion globale. Cette idée a évolué tout en restant dans le
méme esprit [11], avant d’en arriver en 1985 a la formulation actuelle qui permet d’écrire la série de Debye,
pour un diffuseur élastique, en suivant des lois physiques claires [12].
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Dans cet article de 1985, I'auteur n’introduit plus d’opérateurs locaux & chaque interface, mais postule que
Yopérateur global qui décrit Yensemble de la diffusion contient implicitement toutes les interactions locales.
Il montre ensuite que 1’'opérateur global s’éclate facilement, en suivant des régles opératoires simples, et fait
apparaitre naturellement toutes les interactions locales et la fagon dont elles se combinent en suivant les lois
de l'acoustique géométrique. C'est en quelque sorte une démarche inverse & celle précédemment adoptée. Cette
maniére d’obtenir les séries de Debye est exposée clairement dans un article récent, de 1991, dans lequel la
série de Debye est également appliquée 4 la diffusion par une plaque élastique [13]. Signalons pour conclure
qu'une étude des ondes géométriques multiplement réfléchies, dans un cylindre de type fluide, a été effectuée
pour une onde incidente oblique [14].

Les ondes géométriques dans un ¢ylindre

Dans ce paragraphe, nous rappelons bri¢vement la fagon dont la série de Debye s’introduit dans la
transformation de Sommerfeld-Watson pour faire apparaitre les ondes géométriques. Considérons donc une
onde plane incidente, en incidence normale, sur un cylindre de type fluide ou élastique. Si on note Pry Ia
superposition de I'onde incidente avec la pression diffusée, alors :

oo

Proc= 3 ()" Fa () M

n=0

avec

(Ci)n
2

Fa(x1) = 2(2 - 8,0)[H (ki1) + Sp(x1) HD ()} cosng,  (2)

oi1xt = kja (k; : nombre d’onde dans le fluide environnant, a : rayon du cylindre) est la fréquence réduite et
Sn(x1) la n-iéme valeur propre de la matrice de diffusion [15]. L’expression (1) est celle de la série des modes
normaux de vibration et (r,¢) sont les coordonnées cylindriques. Avec la convention de temps e-i®t , les ondes

HS) (HSIZ)) sont sortantes (entrantes).

Effectuer la transformation de Sommerfeld-Watson consiste d’abord a remplacer la série des modes normaux
par une intégrale de contour dans le plan complexeV, ol V est le prolongement analytique sur les modes de
vibration n. Il vient ainsi

_if _av
Proc=Af AV K (x) ©
[

avec le contour ci-dessous :
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Elle consiste ensuite & déformer ce contour de maniére a entourer les singularités physiquement intéressantes
de E,,(x1), qui sont des péles de S, (x1), ce qui fournit la partie de la diffusion due au rayonnement des ondes de
surface calculée en utilisant le théoréme des résidus. Au cours de la déformation du contour, il est nécessaire de
distinguer parmi toutes les ondes de surface, celles qui doivent d’abord faire le tour du diffuseur avant de
rayonner vers I'observateur [4].
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C’est pourquoi il faut introduire judicieusement la transformation d’Imai

i C(.)_S\)_ ¢ = elV(@-9) 4 i elVE COS.\)(E-(]))
sinty sinty

C))

ce qui conduit & isoler, & partir du premier terme du second membre de (4), I'intégrale de contour attachée aux
ondes géométriques

Pgéom = f el M’)" Syx1) HY) (ki) dvy ®)
Cgéom

C’est dans cette intégrale que la série de Debye est introduite. Considérons par exemple la série de Debye du
cylindre fluide [14], qui est une expression de la forme

4o
Syx1) = Riz®) + 2, T12(9) R3;(9) T21(9) - 6)
n=o9o
Quand on l'introduit dans (5), il vient :
Pgéom =3 f ¢ PROMBYP Cndy + .. @
Cgéom

ce qui fait apparaitre, chaque intégrale étant évaluée par la méthode du col, les ondes qui sont multiplement
réfléchies dans le diffuseur avant de rayonner dans le fluide environnant (cf. figure).

TiaRat Ty

Lorsqu’on calcule les intégrales de (7) par la méthode du col, les coefficients de réflexion-réfraction
(transmission) sont obtenus, & un terme de phase prés, attaché au trajet acoustique suivi par Fonde, en prenant
les expressions de Ryp, T12, .., au col Vg = x;sind. Les coefficients deviennent alors des fonctions de I'angle
d’'incidence 6, et on passe ainsi 4 I'acoustique géométrique. II faut alors remarquer que les coefficients obtenus
sont définis & partir des fonctions de Hankel, liées a la géométrie cylindrique, ce qui en fait des “coefficients
de réflexion-réfraction cylindriques” qui tiennent compte de la courbure du cylindre. On montre ensuite, sous
I’hypothése a --> +oo (a : rayon du cylindre), que ces coefficients tendent vers ceux bien connus décrivant la
réflexion-réfraction a une interface plane, bien que certaines clarifications soient encore nécessaires [14]. C’est
en ce sens qu’ils sont une généralisation des premiers coefficients de Fresnel.

La série de Debye modale

La série de Debye est cherchée, suivant les auteurs, au niveau modal ou au niveau de l'acoustique géométrique,
c’est-a-dire avant ou aprés que soit effectuée la transformation de Sommerfeld-Watson. Cela n’a pas une
grande importance dans la mesure oit 'on passe de la série de Debye modale & celle de I'acoustique
géométrique par un simple prolongement analytique (n -->V ), qui est une opération formelle vis-a-vis des
manipulations algébriques mises en oeuvre pour obtenir ces séries.
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Les séries de Debye ont été historiquement introduites pour I'étude des ondes géométriques et I'essentiel des
travaux publiés se rapportent & cette question. Cependant, la décomposition en série de Debye au niveau
modal a également son intérét puisqu’on s'en est déja servi afin de chercher un fond potentiel 4 la matrice de
diffusion [16]. Le probléme a résoudre est alors le suivant. Lorsqu’on cherche les résonances en étudiant les
transitions de phase de la matrice de diffusion [17], on doit factoriser celle-ci par un fond, dit potentiel, qui
doit correspondre  la partie non résonnante de la diffusion. Habituellement, on considere le fond potentiel qui
correspond 4 la diffusion par la méme cible, celle-ci étant supposée rigide (donc non résonnante). Mais il se
trouve que dans certaines situations ce choix n’est pas bien adapté [18], ce qui a conduit a explorer d’autres
voies. C’est ainsi qu'il a été introduit, pour le fond potentiel, le “coefficient de réflexion” modal Ry,(n) de la
série de Debye. Ce coefficient modal n’a pas de sens physique simple, cependant, il conduit une fois la
transformation de' Sommerfeld-Watson effectuée au calcul de la réflexion spéculaire géométrique, qui est
intuitivement une part importante de la réponse non résonnante de la cible. D’o1 Yidée que ce coefficient
modal doit contenir une part de réflexion pure, au sens de I'acoustique géométrique, méme si on ne sait pas
exactement sous quelle forme, ce qui en fait un bon candidat comme fond potentiel. L’étude effectuée dans la
référence [16] a confirmé cette analyse. Remarquons bien qu’il existe une infinité de coefficients modaux Ry2(n)
qui se transforment en un coefficient de réflexion unique Ryz (Vg = x15in8), aprés transformation de Sommerfeld-
Watson. On comprend alors qu‘il est difficile de déterminer quelle proportion de la réflexion spéculaire est
contenue dans le coefficient modal Ry2(n) pour un mode n donné. Notons également que R 12(n) pourrait peut étre
contenir une fraction de rayonnement due a une ou plusieurs ondes de surface, mais cette conjecture n’a jamais
été établie de facon quantitative. On trouve la I'ensemble des problémes posés lorsqu’on cherche & donner une
interprétation physique a certains coefficients modaux. ’

La série de Debye et la plaque élastique

Dans la suite, nous noterons Cp, et Ct les célérités longitudinale L et transversale T des ondes dans la plaque, C;
la célérité des ondes dans le fluide environnant (le nombre d’onde est noté ki), Ny =C1/Cp et N7=C;/Cy les
indices de réfraction.

Nous allons maintenant examiner de quelle maniere les séries de Debye ont permis d’apporter des réponses au
probléme suivant, a savoir : comment expliquer physiquement la formation des résonances dans une plaque
élastique ?

Pour répondre & cette question, il faut au préalable définir ce qu’est une résonance acoustique, ce qui n’est pas
completement évident. Pour qu'il y ait une résonance acoustique il faut une quantification et un phénomene de
renforcement. Ainsi, pour un cylindre ou une sphre, on observe un phénomeéne de résonance lorsqu“une onde de
surface élastique boucle en phase avec elle méme (renforcement) a la périphérie du diffuseur (quantification)
[19]. Pour une plaque, la quantification sera naturellement fixée par son épaisseur, notée h, et le renforcement
ne peut venir a priori que d'un phénomene d’interférences. Pour se fixer les idées, rappelons que dans le cas
d’une lame fluide les résonances s’interprétent par des interférences constructives sur les ondes longitudinales L
multiplement réfléchies a I'intérieur de la lame (cf. figure),

Lid, 3 8id,
o Rie Te Relei® T RuTe
s ~ -~ \\\
1 SN - - \\\\\
! ]
2 L Y
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suivant un principe identique & celui d’un interférométre en optique. Plus précisement, la loi de Snell-
Descartes s’écrit

sin® = N sinfp, ,

et la condition d’interférences constructives est réalisée quand tous les rayons ressortent en phase, c’est-a-dire
quand :

2 ¢ = (kyh) N1, cosO =nm (®)

¢r, étant la phase associée au trajet acoustique d’une onde L entre les deux interfaces de la plaque. Nous
pouvons évidemment effectuer une décomposition en série de Debye du coefficient de réflexion (global) de la
lame, auquel cas nous faisons apparaitre la série des réflexions multiples décrites sur la figure précédente. De
plus, I'équation caractéristique de la lame fluide s’écrit alors sous la forme [20]

1-(Ra1)?e4ioL=0 ©

qui a pour solution la fréquence réduite complexe k_lT'l donnée par la relation

(K1h) N cos6 =nm +iLog| Ry | (ne N)

ol1 Ry est le coefficient de réflexion interne dans la lame. Il convient de remarquer que toutes les équations
caractéristiques ayant la méme structure que (9) sont susceptibles de conduire & une interprétation des
résonances en termes d’interférences.

La situation pour une plaque élastique est évidemment beaucoup plus complexe car il se propage deux types
d’ondes L et T. La complexité vient alors des conversions de modes entre ces ondes, conversions qui se produisent
chaque fois quune onde L ou T rencontre une interface de la plaque. Une étude récente de la série de Debye de la
plaque élastique incluant des considérations sur sa convergence et sur les phénomenes énergétiques sous-jacents
est effectuée dans la référence [21].

En vue de faire ressortir les phénoménes d’interférences, le premier probléme est donc d’écrire I’équation
caractéristique de la plaque élastique sous une forme similaire a (9), oti il apparait explicitement les
coefficients de réflexion-réfraction locaux a chaque interface, et les phases correspondant aux trajets
acoustiques suivis par les ondes L et T qui se propagent dans la plaque. Or, c’est précisément le type méme de
probléme qui est résolu par la série de Debye. Pour ce qui est de la mise en équation en elle-méme, nous nous

* reporterons a la référence [22] ot les calculs sont développés en détail. Pour se fixer les idées, précisons que la
décomposition en série de Debye conduit & introduire au niveau de chaque interface une suite de 9 coefficients
de réflexion-réfraction, afin de décrire localement ce qu’il advient lorsqu’une onde L ou T rencontre cette
interface. On montre ensuite qu’il existe des relations quadratiques entre ces coefficients, ce qui améne
finalement a écrire I'équation caractéristrique de la plaque élastique sous la forme (les fluides de chaque c6té
de la plaque sont identiques)

S (kih) = 1 - Ry, e2i0u+ 00 _ [REL e2in - RIT e2itr] = 0 (10-S)

pour les modes symétriques, et
A(kih) = 1 - Ry e2i0u+00) + [REE e2i0n - RIT e2itr] = 0 (10-A)
pour les modes antisymétriques. Dans ces équations, le terme de phase lié aux ondes T a pour expression
2 ¢t = (k1h) Nt cos6r 11

ot sin = Ntsinfy, et Ryp, Rlz‘lf , R'g sont respectivement les coefficients, de réflexion spéculaire, de réflexions
internes d"une onde L en une onde L et d'une onde T en une onde T.
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Signalons ici un résultat intéressant en soit : 'équation caractéristique écrite sous la forme (10) a un certain
caractere intrinséque, en ce sens qu’elle est invariante, dans sa forme, par rapport aux modifications des
conditions de continuité imposées aux deux interfaces de la plaque. Autrement dit, elle s’écrit toujours de la
méme fagon, et lorsque les conditions de continuité changent, ce sont seulement les expressions des coefficients
de réflexion aux interfaces qui changent [22].

Résonances et interférences dans la plaque élastique

Dans le domaine angulaire difini par sin6 < Ny, les ondes L et T sont propagatives de sorte que les phases ¢r,
et ¢1 sont-purement réelles. Par suite, les fonctions S et A de (10) sont presque périodiques en fréquence, ce qui ne
permet pas, comme dans le cas fluide, de trouver une interprétation simple des résonances en termes
d’interférences, dans V'hypothése ol1 elle existe. C’est pourquoi nous avons forcé 1'équation (10) & ne dépendre
que d’une seule période en imposant la condition

2idL _ Ng cosfy

=2 <9 12)
2idpr Nt cosOr q

olt p et q sont des entiers. Avec cette condition, il est facile de voir que 1’équation (10) a une structure semblable
a 22l

La relation (12) impose évidemment une restriction puisque celle-ci est vérifiée uniquement pour une infinité
discréte d’angles Opq qui ont pour valeur

N[BT

2
-3
q
On monire alors le résultat important suivant [22] : les courbes de dispersion des ondes de Lamb symétriques et

antisymétriques se croisent précisément aux angles définis par (13). On peut observer ces croisements sur la
figure ci-dessous représentant les courbes de dispersion d’une plaque en laiton.

sin Opq = (PNt <Np) 13)

NV A A i 7

i

A

Ce point étant démontré, écrivons maintenant que les ondes multiplement réfléchies, composées des seules
ondes L, créent des interférences constructives ; ceci se traduit classiquement par la relation (n est un entier
naturel)

(ksh) N cos8 = n (pn) (14)
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11 résulte alors directement de (12) que les ondes multiplement réfléchies, composées des seules ondes T, créent
également des interférences constructives puisque

(kth) Ncosbr =n(qm)  (15)

11 est ensuite aisé de vérifier que toutes les ondes multiplement réfléchies pour lesquelles on observe des
conversions de mode entre les ondes L et T sont également en interférences. Par conséquent, & toutes les
fréquences données par (14), ou (15), nous observons I'existance dans la plaque €élastique de ce que nous appelons
un régime d’interférences. Ceci étant acquis, nous avons examiné, pour les angles 0pq, les fréquences de
résonances de la plaque élastique. Nous obtenons alors le résultat remarquable suivant : lorsqu’une fréquence
de résonance est observée simultanément dans un mode symétrique et antisymétrique, il existe un entier n, tel
que cette fréquence soit calculée exactement par la formule (14) ou (15). Ce qui montre que toutes les fréquences,
ol nous observons un croisement des courbes de dispersion associées aux ondes de Lamb symétriques et
antisymétriques, correspondent exactement a des fréquences pour lesquelles nous observons un régime
d’interférences dans la plaque élastique. De plus, mais nous n’avons pas réussi a le démontrer clairement, il
semble que les seules situations ol les résonances s’expliquent par des interférences soient précisément celles
observées a 'endroit des croisements des courbes de dispersion, et pas ailleurs.

Afin d'illustrer ce propos, nous avons tracé le comportement de la fonction S(kjh) en fonction de la fréquence
réduite kih. Les deux courbes ci-dessous, ot (Re S(k1h), Im S(k{h)) varie en fonction de kih, illustrent
parfaitement la situation générale. Ou 6 est différent des angles 8pq, et la courbe paramétrée a un
comportement non régulier (si kih --> +, elle noircit une surface bornée)

4

-t

JALLIL MLLLLLL LY

([FTTY
L
-

-3

i =) -3 -3 -3 -

ou 0= 0pq, et la courbe paramétrée est périodique (dans V'exemple ci-dessous p =2 etq =5)

+3

2

-

AL LLELLY UL LY

=3 - -2 >3 =

Si on admet qu‘en l'absence de périodicité il n’y a pas de phénomene d'interférences, cela tend & montrer que
les angles 8pq sont les seuls pour lesquels on peut observer des interférences.
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Au vu des courbes obtenues aux angles 0pq, il est légitime de se demander si on observe également une
périodicité sur la répartition des résonances. Pour examiner ce probléme, nous devons étudier les solutions de
Y’équation caractéristique pour les angles 8pq, c’est-a-dire lorsque (12) est vérifiée. A cette fin nous posons

X=¢2i0 e Y=elitr (16)
et avec ces notations, on montre que les équations (10) se transforment en équations polynomiales qui s'écrivent
(1 +RITY)4=YP(R12Y +RE1® ou (1 - REIX)P = XUR2X - RP a7n
pour les modes symétriques, et
(1 + R5EX)P = XUR1,X + REDP ou (1-RIY)=YP(Ry,Y - R5D)e (18)
pour les modes antisymétriques.
Continuons notre étude avec les ondes symétriques. Comme les polynémes sont de degrés p+q, ils ont p+q racines

complexes. Soit z; une racine de (17-1), il lui correspond de fagon biunivoque une racine z; de (17-2) qui vérifie

I'égalité Zl{ = Z%. Les racines dépendent uniquement de 'angle 6 et des paramétres élastiques de la plaque et

du fluide. Par suite, il résulte de (16) que toutes les solutions de (10-S), qu’on note (k1h), (n est un entier), ont
pour expression a I'angle 6pq

on (k1h)y NtcosOT = 2nqxn + argz; -iLog] z; |
(k1h), NpcosOy, = 2npr + argz, - i Log| z3|

ol z1 (Z) est une racine de (17-1) ((17-2)). Il en résulte alors immédiatement que

1
Tpq = 2gqn = 2pn - 2[ q%-p? Fﬂ (19)
Ntcosbr NpcosOp N% - Nf

est une période de répétition des résonances. Plus précisément, nous avons un nombre fini de racines z; solutions
de (17) qui se répétent & Ia période Tpq.

Conclusion

Les séries de Debye ont été initialement introduites pour faire apparaitre et étudier les ondes géométriques
qui se propagent dans un diffuseur, et ce n’est qu’assez récemment qu’on s’est demandé si elles avaient un champ
d’application plus vaste. C'est ainsi qu’est ressortie I'idée qu'une décomposition en série de Debye consiste, en
fait, 4 décrire une interaction globale comme une suite d’interactions locales. Aprés quoi, la série de Debye a
été utilisée & d’autres fins, et c’est ainsi par exemple qu’on a pu apporter des réponses au probléme du choix
d’un fond potentiel pour la matrice de diffusion, et su établir le lien profond entre les résonances et les
interférences dans une plaque élastique. Nous pensons d'une maniére générale que le fait de décomposer une
interaction globale en une suite d‘interactions locales peut éclairer d’un jour nouveau un grand nombre de
problemes.
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