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#quilibre chimique dons des m41anges gazeux en d4s4quifibre
thermique
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PACS.52.25.Kn Thermodynamics of plasmas
PACS.52.25.Jm Ionization of plasmas

R4sum4. Ur~ nouveau d6veloppement math6matique
a

permis d'adapter
au cas

d'un md-

lange gazeux en
ddsdquilibre thermique la m6thode de calcul des concentrations h l'6quilibre de

White et Dantzig. Le principe gdndral de la m6thode reste la recherche du minimum de l'en-

thaIpie libre du m61ange, mais les conditions du calcul ont chang6 puisque la tempdrature n'est

plus unique
:

il sera donc possible de traiter le cas des m61anges plasmas oh les 61ectrons sont

en
gdndral plus dnergdtiques que les espbces lourdes. Le d6veloppement math6matique et la mise

en ceuvre de l'algorithme sur micro-ordinateur sont ddcrits.

Abstract. A new
mathematical development has allowed the White and Dantzig method of

calculating equilibrium concentrations to be applied to gas mixtures in thermal disequilibrium.
The general principle of the method remains the search for the minimum free enthalpy of the

mixture, but the calculation conditions have changed since the temperature is no longer uniform:

it is therefore possible to deal with
cases of mixtures of plasmas where the electrons are

generally
hotter than the heavier species. The mathematical development and the development of

a
micro-

computer algorithm are
described.

1. Introduction

La mAthode de White, Johnson et Dantzig iii repr4sente un progrAs important dans la dAter-

mination des concentrations h l'4quilibre chimique dans les m41anges gazeux. Par rapport aux

m4thodes pr4c4dentes [2-6], elle oifre l'avantage d'une mise en ceuvre facile et rapide, notam-

ment parce que le processus it6ratif de r4solution est, en g4n4ral, insensible aux valeurs initiales

qui doivent 0tre donn4es aux variables. La qualit4 des r4sultats est 4galement plus satisfaisante

puisque le calcul math4matique ne suppose pas de lin4ariser ou de simplifier les expressions
math4matiques du calcul. Pour autant, cette m4thode suppose que le milieu est h l'4quilibre
thermodynamique complet, et elle ne peut donner les concentrations dans un milieu plasma,

oh la temp4rature 41ectronique est souvent di1f4rente de celle des autres espAces ionis4es ou

neutres [7-9].

(* Auteur auquel doit Atre adress6e la correspondance (e-mail dudeck@cnrs-bellevue.fr)
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Compte tenu des besoins grandissants en matiAre de moyens de calcul sun les 4coulements

plasma, il est devenu n4cessaire de pouvoir disposer d'un outil performant qui ne soit pas limit#

au cas de I'#quilibre Thermique Local complet (#TL). Le dAveloppement mathAmatique de la

m4thode de r@solution de White et Dantzig est donc repris mais en supposant que le milieu est

dans des conditions d'Aquilibre h deux temp4ratures
: une pour l'ensemble des espbces lourdes

(ions, atomes et mo14cules), et une autre pour [es seuls Alectrons.

Grice h un traitement appropriA des Aquations, il est possible de conserver la forme g4n@role
des Aquations, et donc la structure gAnArale de l'algorithme de calcul. La m4thode de V'hite,

Johnson et Dantzig est supposAe connue. et seul le d4veloppement h deux tempAratures est

prAsentA. Quelques dAtails de proc@dure sont donnAs en ce qui conceme le fonctionnement de

l'algorithme (Tab. 1).

2. #quilibre chimique et enthalpie libre

L'Aquilibre chimique recherchA est celui d'un systAme composite (chaque sous-systbme cot-

respondant h une espbce) et contraint puisqu'une variable intensive de chaque sous-systAme
(la tempArature) est fixAe. D'aprbs Napolitano [10j, un tel Aquilibre est obtenu en considArant

le minimum de la fonction enthalpie libre [11-13j mais certains auteurs considArent une fonc-

tion modifiAe correspondant h une condition portant sun une affinitA chimique introduisant les

potentiels chimiques divisAs par [es tempAratures des diifArentes espAces [14j. Ces descriptions

sont prAsentAes dans la rAfArence [15j.

La mAthode de White et Dantzig suppose de ne prendre en compte que la nature chimique
des espAces prAsentes dans le mAlange sans prAciser le schAma rAactif pouvant dAcrire l'Avolution

de ce mAlange. La fonction enthalpie libre est Acrite comme la somme des potentiels chimiques
qui correspondent aux espAces en prAsence. Chaque potentiel s'Acrit lui-mAme en fonction de

deux paramAtres un potentiel chimique standard, caract@ristique de l'espAce concern4e et ne

dApendant que de la tempArature, et le nombre de moles prAsentes dons le milieu. qui est ici la

variable du problAme.

Les potentiels chimiques standards qui se calculent h partir des fonctions de partition de chaque
espAce sont aussi tabulAs [16]. Ils s'expriment alors en fonction des variables d'Atat et des

pressions partielles ou des nombres de moles, pour l'espAce k

pk(P, T)
=

p)(T) + RT In
)

ill
o

ol

PA
=

P
~~

Lkxk

I titre d'exemple est traitA le cas d'un milieu plasma h la temp4rature T, oh la temp4rature
des Alectrons est di1f4rente de celle des espAces lourdes. Les Alectrons sont repArAs par l'indice

i = n, et la tempArature des @lectrons est Tn
=

T~ > T.

3. D4veloppement du calcul

Pour des raisons pratiques, le calcul sera men@ sur la fonction FIX) reprAsentant l'enthalpie
libre divisAe par RT, sons que le r@sultat ne soit changA. Soit X

=
(x~, i =

I.. n) l'ensemble

des nombres de moles des n espAces du modAle chimique retenu. La fonction de Gibbs F du
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Tableau I. Organigramme du caicui pour une tempdrature et une pression donndes.

[Diagram of the calculation for one temperature and one
pressure.]

Donndes: pression, T~, [, ~~ ([)

Nombre d'espdces, ( initiales

Critdre d'interruption G

yj=( i=I

Enthalpie F~yj) du mdlange

Rdsolution des dquations (25)

1> I

CORRECTION

non 31tel que ~yj- q) < 0 ?

lo=1 31telquex,<o?

q =
j(lo) Calcul de lc

OPTIA4ISATION

calcul de la pente P oui Calcul de lo

p>o?

ao=~ xj=jjao)

i =
I+I

Enthalpie F(q) du mdlange

INTERRUPTION

~ = q non (F(I) F(i- I))/F(i) < G oui Equilibre xj
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m41ange s'4crit, dans le cas gAn4ral du calcul h une tempArature

FIX)
=

ffilX)
12j

avec fi(X)
= xi

ci
+ In

~~ (3)

~

x

~~ ~~ ~j~ ~ ~~ j~ ~~~

off

. xi est le nombre de moles de l'espAce I,

. Zest le nombre total de moles IT
=

~~ xii,

. /~) est le potentiel chimique standard molaire de l'espAce i,

.
P et T sont respectivement la pression total et la tempArature du mAlange, R est la

constante de gaz parfait,

.
Po est la pression de rAfArence (mAme unitA que la pression Pi.

3.I. DEux TEMPtRATURES. Pour le calcul d'4quilibre d'un milieu caract4risA par deux

tempAratures, [es expressions sont modifiAes comme suit, oh l'exposant '°' repAre [es fonctions

h deux tempAratures
:

nF'°'(X)
=

~j f)°'(X) off f)°'(X)
=

Sixi c)°~
+ ln ~~j

i=1
~

f)°'(X)
=

fxk (c)°' + In ~~j IS
x

~~~~

~~ ~
>

~~

~~~ ~~
~ ~~

~~~

~ ~" RT~
~ ~~

Po
DAterminer [es concentrations h I'@quilibre chimique revient h trouver [es valeurs positives de

X qui minimisent FIX et qui satisfont h la contrainte de masse

n~j
a~xi =

bj j =
1,.. ,m Ill

i=1

off

. I
=

1,..
,

n correspond au modAle chimique complet,

. j =
1,..

,

m correspond aux espAces dAfinies comme espAces de base,

. a~ est la matrice de dAcomposition du modAle chimique choisi sun [es espAces de base

(non uniques),

. bj fixe la composition initiale en espAces de base rAellement prAsentes ou non dans le

milieu gazeux.

Par exemple, dans de l'air, trois espAces de base suffisent h dAcrire un ensemble quelconques
d'espAces N, O, e~ Sur cette base par exemple, N se dAcompose comme (1,0,0), NO comme

Ii,1,0) et NO+
comme Ii,1,- II. Si la composition initiale du mAlange contient 80 Vu d'azote, la

matrice de bilan de masse, exprimAe sun la base choisie, peut Atre par exemple
: bj

=
(4,1, 0).

Les Aquations de bilan de masse sont [es 4quations de conservation au sein desquelles se trouvent

notamment la condition d'Alectro-neutralitA.
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3.2. RECHERCHE Du MINIMUM. La fonction de Gibbs est exprim4e pour un ensemble de

valeurs Y
=

(gi, I
=

1,..., n) quelconques mais strictement positives et vArifiant la contrainte

de masse
~

F(Y)
=

£
g~ ci + In ~~ (8)

~=~
§

Elle est dAveloppAe au deuxiAme ordre de Taylor au voisinage de Y en fonction des nouvelles

variables hi
= xi gi (avec

:
1

=
T fl)

" @F I f f ~~~
AzAk ~~~Qixi

=
Fly) +

~

m
x~y

~~ + 5
1=1 ~~i

0xi°~k
x=Y

Pour le calcul des dArivAes partielles, la recherche d'expressions analytiques adaptAes permet-
tant de factoriser Q(X) et de parvenir h l'inversion de matrice rAsolvant les Aquations est le

point sensible du d4veloppement h deux tempAratures. I partir des rAsultats bruts de la dAriva-

tion, on ajuste les expressions sans en changer la valeur en utilisant la propriAtA Si~~
= pour

faire apparaitre ou disparaitre les termes utiles ou gAnants dans les expressions. On rappelle
enfin que T est fonction de a~i et qu'il contribue h chaque dAriv4e partielle.

Pour la dArivAe premiAre, aucune hypothAse n'est nAcessaire sur I, et le calcul est conduit

pour I quelconque

°ii'ixi
-

i i~>
(xi +

i fi°>
x)]

=
Si (ci + In

)
+ Sixi

() ~
+

~ Skfk (-))
i k#i

=
Si (ci + In

j
+ Si

~~ ~~~

= 91 (ci + lr~
~~

+ 61
~ ~" ~ ~"~"

f f

~~~~~
(X)

# 61
Ci

+ In
~~

(6~ 1)~" + (61 1) (10)
oft T T

Pour [es dAriv4es secor~des en revanche, il convient de distinguer [es cas I
= n et I # n, et de

calculer h partir de ~~~ et
)

[es cinq expressions suivantes :
Xii» X»

~~)~ °()( (xi
=

~i + @n ii ~i II1)

~~],~~~ ICI
ix)

=
~i II + i~n i)11 i121

o oF(6j 1 I In
$ 0xi~n

~~~ ~
T

~~" ~~ T~ ~~~~

o
jof(°>j 1j In

bran 0fn
~~~ ~~

Y
~ ~~" ~~ i~ ~~~~

~
~~~~) ~~~ ~~

i~~
~) ~ ~~" ~~~~

~T
~~~~
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On constate que [es @quations ii ii et (15) soot identiques si on ajoute h la premibre (- ~~

qui est nul pour i # n et qui a la valeur adAquate pour i = n on peut donc adopter une~eule
expression pour la dArivAe seconde sur le rliAme indice

lx[iKi-S~[~, -l)+isa-till -~?i~

De mAme, [es @quations (13) et (14) soot identiques en modifiant l'Aquation (13) avec :

~ _/"
=

(1- ~~) et R~ =
1 puisque i

#
n. et

~ _/"
=

(1- ~"). Enfin, I'Aqiia-
x x x x x x

tioii [12) ressemble h (13) et (14) au facteur Sn prAs on choisit donc de remplacer 6 dans

ces trois Aquations par if + 6k -1) qui aura toujours une valeiir correcte puisque [es troi~

4quations correspondent h I # k de sorte qu'un seul des indices peut @tre (gal h
n.

Ainsi [es trois expressions suivantes sont proposAes pour [es d@rivAes

°~j~~~~ = #~
c~

+ in ~~j (#n 1)~~ + i#~ ii 116)
~~ ~ ~

~~

~~~~~

"

i~~k
~~

~~
~~~- ~~

~~~~

ox~ox~~~ i Y

L'Aquation (9) devient alors

Q~°~(~K) =
F~°~(i")+fb~ c)°~

+ In
~j

~h~+(
fb~j ~~

~j~+5(bn-1) (~'~
~°

~=i ~~~
% ~i

.V

1181
La condition d'existence et d'unicit4 des solutions est v4rifi4e

:
la fonction F1°) est con~.exe.

fi2 F19)
car

~
> 0. En efiet~ pour I # n puisque bn > et ~~ < 7, et pour i = n, en factoriwnt la

fi~~
d4riv4e seconde, on obtient

oh le
rochet

et le quotient sent positifs tous les deux.

Pour
4terminer

le point de alcul suivant
c'est-h dire les K), ii convient de

inimi~er

Q[~i j,

tout en mposant
que ces ~~

4rifient

m In
L(°~ (K)

=
Ql@[X +

~j
mj bj ~j

a~j~~ 119)

j=1 ~=I

oL(°)
Le minimum de la fonction est obtenu pour ~ =

0 soit
~~

b~ c[°~ ~ in ~~
+ bi ~~ ~ ~j

njaij + (b~ ii
=

o i?oY~
~ ~i
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De cette 4quation sent ddduites les inconnues x~

~~ " ~~~ ~1°~ + ~~
ij

+ i~ + ))
( ~~~l~

~~ 4~ ~~~~

J~
~

oh on notera que les Y sent connus tandis que I et ~~ sent les m + inconnues du problAme.
Ainsi a-t-on rAduit la dimension du systbme d'4quations. Les x~ sent introduites dons l'Aquation
de bilan de masse (7), qui impose que les valeurs de sortie vArifient la condition imposAe aux

valeurs d'entr4e
:

~j
a~

)
~j

~~>

~,I+
b~u

=

~j
a~ j

c)°~
+ In

~j
+any§n (~§ (22)

~
~ ~' ~

~
"

not4 :
f~(Yj

oh on a efiectuA le changement de variable

u =
i. (23)

§

En posant encore

Pm> =

~j [au au> )~j (24)

~
~

et en remplagant, on obtient m 4quations la (m + i)~m~ sera obtenue par sommation sun I

des Aquations (21). On obtient atom le systAme complet

~f Pm, ~~, + b~U =

f
au f~(Y) + aiYn~"~

~

J~=1 ~=i

~

"

~~~~
~j

b~, + gnat,
"~

~~, =

~j f~(Y) + Yn

"~

j,=1 " ~=i "

Les 4quations (25) reprAsente un systAme de (m + i) Aquations lin4aires h coefficients constants

et h (m + i) inconnues les ~~ et u. Connaissant les Y, la r4solution du systAme conduit I

dAterminer ~~ et u, et donc les x~. Autour de ces nouvelles valeurs, ii est possible, sous certaines

conditions, de procAder h un nouveau calcul, et d'amorcer ainsi un processus itAratif.

4. Proc4dure de r4solution

Le processus it4ratif de calcul suppose de
:

choisir un ensemble Y de valeurs strictement positives v4rifiant la contrainte de masse

(7),

calculer les seconds membres des 4quations du systAme grice aux Aquations (5) et (6),
ainsi que les coefficients p~~, par (24),

rAsoudre les 4quations (25), par simple inversion et produit de matrices pour obtenir les

valeurs de
u et des ~~,

calculer I h partir de (23), puis calculer les x~ par (21).

Comme l'impose l'4quation (22),
ces X v4rifient (7), et s'ils sont positifs, its remplissent

les conditions impos4es aux Y its pourront alors servir de point de dApart h une nouvelle

itAration jusqu'h v4rification d'un critAre de convergence.
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5. Conditions de poursuite du processus itdratif

La recherche du minimum n'est pas men4e sun la fonction de Gibbs, mais sun son approximation
quadratique autour du point de d4part du calcul. Cette demiAre fonction est parabolique, et

elle n'est proche de la fonction de Gibbs que dans le ;oisinage du point de calcul, de sorte

qu'elle puisse s'en 410igner sensiblement en dehors de ce voisinage. En particulier, le minimum

de la fonction parabolique peut se trouver plus 4loignA du minimum de la fonction de Gibbs

que le point de d4part du calcul ii y a atom divergence du calcul et ii est mAme possible
qu'il soit situA h gauche de l'axe des ordonn4es ii conduit atom h une valeur nAgative, qui
n'a aucun sens physique et qui ne permet pas d'amorcer une nouvelle it4ration. II taut donc

corriger les solutions lorsqu'elles sont nAgatives, mais aussi les optimiser lorsque le minimum de

G est d4pass@ enfin le processus doit Atre interrompu lorsqu'une valeur suffisamment proche
du minimum est atteinte.

Le caleul est expos4 darts le cas g4n4ral, mais pour clarifier la pr4sentation, les graphiques
pr4sent4s sont tir4s de l'4tude d'un cas particulier oh la fonction de Gibbs peut s'exprimer a;ec

uiie seule variable. Cela est par exemple le cas lorsque l'ensemble des espAces retenues contient

une seule espAce de plus que l'ensemble des espAces de base les 4quations de bilan de masse

permettent alors d'Aliminer toutes les variables Saul une, en fonction de laquelle toutes les

autres peuvent Atre exprim4es. Un modAle d'argon h trois espAces At, Ar+ e~ et deux espAces
de base At, e~. est choisi. On rappelle les Aquations (7), et on [es utilise pour exprimer [es

variables ~~ en fonction par exemple de x2 = ~ et pour Acrire les paramAtres -l en fonction

/h2
=

/h. On obtient atom le changement de variable complet

~
X2 " Z /~2

"
L~

i 0 ~ i xi =
i z /h1

=
-/h0

-1

~~~~~~~0~~
~3 = ~

~~
/h3

=
~h

~~
7

=
+ z oh

:
/h

= z y

qui conduit aux expressions h une seule variable des Aquations du problAme, c'est h dire des

expressions (2) et (4) de la fonction de Gibbs, et de l'expression (18) de son approximation
quadratique

~

F(z)
=

Cl + In
~

+ ~ C2 + In
~~

~i + z 1- ~

et

Q(z)
-

F(Y) +
C2

+ in
i

~y~l
/~ +

~i/~~y~~

oh ~ est l'inconnue. et y la valeur de la variable autour de laquelle on dAveloppe la fonction

(ou encore y est le point d'entrAe et ~ est le point de sortie du calcul).
Les coefficients Cl et C2 sent rel14s aux grandeurs physiques du problAme par

Cl
"

~~
+ In

~
et C2

=

~~ ~ ~~ ~~
+ In

~
R~ Po

~

R~
~

Po

avec h 5000 K
:

~~
=

-23, 32
~~

=
14,19 et

~~
=

-7. 22R~ R~ R~

Les figures sent reprAsentAes pour x E I-1, +1j. On rappelle que les valeurs nAgati~,e~, si

elles n'ont pas de sens physique, doivent Atre envisagAes parce que le processus mathAmatique

peut les produire. On note qu'en abscisse, z est un nombre de moles, et qu'en ordonn@e est

reprAsentAe la fonction de Gibbs divis4e par RT qui a aussi la dimension d'un nombre de moles.

Les coefficients Cl et C2 retenus pour les repr4sentations graphiques ne sent pas forcement
ceux

qui correspondent aux valeurs physiques its sent adapt4s h rendre les figures plus lisible~
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j~ -I,I
<~'

E ,"
~ ,/
q ,,/

~
,,/

.fl 1'

~ ,,/

~
B'

'~ ,,-/

c c'

D E

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

x : nombre de moles

Fig. 1. Repr4sentation graphique du processus de calcul.

[Graphic presentation of the calculation process.]

5.I. DLROULEMENT Du PRocEssus. La figure I prdsente graphiquement le mode de pro-

gression le plus g4n4ral pour le calcul. Le point de d6part du calcul est fix4 en
(A), correspondant

h x = xi =
0, 01. La fonction Q est repr4sent4e, c'est une parabole, et son minimum est dAter-

mind et repAr4
:

(A'), correspondant h x = x2. F(x2) est calcu14 h cette abscisse ii correspond

au point (B) de la fonction. En (B), le processus est repris et ainsi de suite jusqu'au minimum

de la fonction. Le graphe montre trois (tapes successives en
(A), (B) et (C), et on a plac4 en

(E) le nlin1nlum de la fonction F.

Ce sch4ma montre la base de la n1Athode qui convient dons le cas gAnAral. Dons certains cas

pourtant, elle ne suilit pas et peut se trouver bloqu4e ou simplement ralentie. On est alors

amend h lui apporter des corrections qui sont maintenant d4crites.

5.2. CORRECTION. II s'agit maintenant de corriger les solutions lorsqu'elles sent devenues

nAgatives au cours du processus pr6c4dent. Le d4but du processus est repr6sent6 graphiquement

sun la figure 2 off le point de dApart du calcul est fix4 en (A), correspondant h x = xl =
0, 25.

On constate alors que le minimum de la fonction parabolique Q(x) est obtenu en (A') pour

x < 0. II est clair qu'il est impossible de reprendre le processus pour le point (B) de mAme

abscisse qui lui correspond sur la fonction.

On d4veloppe darts le cas g4n4ral la maniAre de proc4der pour revenir h des valeurs positives.
Rappelant que les j sort les valeurs d'entrAe et les x~ les valeurs de sortie d'une it4ration du

calcul, on d4finit Z
=

(zj, I
=

I,...
,

n)
un ensemble de valeurs interm4diaires par

z~ = yj + 1(x~ j)
= j + 1/hz (26)

oh1E [0, ii c R.

II est 4vident que les zj v4rifient la contrainte de masse (7) comme x~ et j et qu'ils pourront

amorcer le calcul eux-aussi.
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~~_

_~

A

( ,,,,.."'
"'

~~~~

5 ,,.."~'
~
" l

_I B

j
-I,1

~~~~~~~,_

c ~~~ ,,;

A'
,,

~""""'~~~ """

-1,3 "'

~~'$,2 0,15 -0,1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,?

x : nombre de moles

Fig. 2. Correction des valeurs devenues nAgatives.

[Correction for negatives values.]

On cherche la valeur de 1pour laquelle z~ > 0. Soil I
=

(i E Ii, njllh~ < 0) l'ensemble des

num4ros des espAces dont la ~.aleur a diminu4 sun un pas de calcul (/h < 0). On @crit alors
:

lc
#

inf 1?~~ ~'~~~~~ jj
/~~

On notera que cette valeur de I correspond en th40rie h ~~ > 0, ce qui n'a pas de sens pour un

calcul numArique on a donc choisi une valeur minimale non nulle mais significative pour ne

pas conduire h des dApassements de capacitA du calculateur c'est ce qui explique la prAsence
du coefficient 0, 999

=

-10~~ dons l'expression pr4c4dente. On corrige alors les ~.aleurs des

solutions puisque les z)~~ calcu14s h partir de lc sont positifs et v@rifient le bilan de masse
Ii).

Dans le cas particulier de notre modAle h une variable, on a repr@sent4 entre [A) et (A').
l'ensemble des

z pour I E [0, ii par un segment de droite, et sur ce segment de droite on a

plac4 la solution positive retenue, (C), qui correspond ici h lc
=

0, 62.

Pour les nouvelles valeurs des solutions z)~~ en
(C'), le processus normal est repris. on iiotera

que (E) reprAsente toujours le minimum de la fonction de Gibbs.

5.3. OPTI&IISATION. II s agit ici d'empAcher la divergence du calcul qui peut intervenir

lorsque le minimum de la fonction F a AtA dApass4. C'est Avidemment le cas de la figure 3

puisque le calcul conduit h uiie solution n4gative, mais d'autres cas oh la solution est encore

positive peuvent conduire au dApassement du minimum, comme le montre cette figure. Ici pour

un autre point de d4part du calcul (x
= ~l =

0,15, point (A)), il apparait bien que pour la

solution r4sultant du pas de calcul pr4c4dent point (A')
-,

l'ordonn4e de la fonction point
(B) atteint une valeur supArieure h celle qu'elle avail au point de d4part du calcul point
(A). On peut, dons le cas gAn@rat, calculer P, la pente de la droite joignant le point de d@part
d'un calcul et le point sun la fonction correspondant I la solution, ici par exemple PjABj.
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0 0,05 0,1 0,15 0,2

x : nombre de moles

Fig. 3. Repr4sentation graphique de l'optimisation du processus h l'approche de la solution.

[Graphic presentation of the optimization process near the solution.]

De la mAme manibre que pour la correction, on reprend Z l'ensemble des valeurs interm4diaires

dAfinies par l'expression (26) avec I, et on cherche la valeur du parambtre 1 pour laquelle la

pente flAzj reste nAgative, c'est-h-dire pour que le segment [AZ] reste sous l'horizontale. On

constate que c'est faux pour le point (B) sur la figure, mais vrai pour le point (C) (l'effet est

accentuA sur la figure).
Cette pente est visible sun le graphique, et on peut la calculer par :

P
=

~()~
=

~()~ (~
=

~j ) )
=

~j /h~
c~

+ In
~~ ~ ~~

(27)

~

X~ x=z
~

§ + '~

Si P >, 0 on recherche par dichotomie une valeur de lo E lo, >cl Pour laquelle P send redevenue

nAgative. On note atom

lo
"

inf[I/P E [-10~~~, -10~~~], lc] (28)

Les bornes de l'intervalle que l'on impose h P out AtA dAterminAes au cours de la mise au point
de l'algorithme de rAsolution. C'est un des point dAlicats de la mise en oauvre de la mAthode

des valeurs inadapt4es peuvent conduire le processus h ne jamais parvenir aux solutions.

Les valeurs de sortie sont finalement dAfinies par (28) avec I
=

lo, et le calcul se poursuivra

avec x~ = z)°~ comme valeurs d'entrAe pour l'itAration suivante.

5.4. INTERRUPTION. I la fin de chaque itdration la fonction de Gibbs fatale est calcu14e

avec les x~, atom qu'elle avail AtA calcu14e avec les y~ au dAbut du processus itAratif. On dispose
donc des fonctions de Gibbs avant et aprAs une itAration du processus. On choisit d'interrompre

le processus de calcul lorsque
F(x) F(y)

F(x) I G
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Tableau II. Tabieai~ des potentieis chimiqi~es.

[Table of chemical potentials.]

I yi espdces N O e" ~°, (200 K) ~t°, (400 K)

5,8 N 0 0 7,796 8,028

2 5,0 N2 2 0 0 26,942 29,481

3 0,3 3 0 0 8,048 24,718

4 0,3 O 0 0 6,704 15,873

5 0,3 02 0 2 0 28,764 31,450

6 0,3 03 0 3 0 26,176 34J13

7 0,3 NO I 0 23,928 29,309

8 0,3 N02 2 0 32,666 37,667

9 0,3 N03 3 0 33,820 41,711

10 0,3 N20 2 0 27,242 33,820

0,3 N203 2 3 0 41,849 51,422

12 0,3 N204 2 4 0 47,620 56,741

13 0,3 N205 2 5 0 54,996 66,029

14 1,0 N~ 0 -1 93,888 35,857

15 1,0 N~2 2 0 -1 65,256 17,668

16 0,1 O~ 0 -1 75,549 26,899

17 0,1 0'2 0 2 -1 43,657 5,942

18 0,3 NO~ I I -1 33,846 1,682

19 0,3 N20~ 2 -1 48,316 4,102

20 1,0 N 0 4,916 -11,138

21 1,0 N'2 2 0 21,691 28,963

22 0,2 O' 0 17,292 22,224

23 0,2 0'2 0 2 34,434 36,030

24 0,4 e" 0 0 6,393 7,446

oh G est adaptA au problAme pos4 et a 4t4 dAterminA lots de la mise au point de l'algorithme
lo ~~ est une valeur courante, mais elle pourra Atre relevAe dans certains cas difficiles. On (carte

un critAre qui examinerait la stabilitA des concentrations entre deux pas de calcul cons@cutifs

parce que les basses concentrations sont sujettes h de brusques variations, de sorte que le critAre

devrait changer d'une espAce h l'autre, et au cours du temps pour la mAme espAce.

6. Exemple de r4solution

Pour illustrer la m4thode, on pr4sente l'4tude d'un cas concret correspondant h un plasma
d'air contenant 82 % d'azote et 18 % d'oxygAne, pour lequel on considAre vingt-quatre espAces
d4compos4es sun trois espAces de base. La liste des espbces du modAle chimique est donn@e par :

N, N2, N3, O, 02, 03, NO, N02, N03, N20, N203, N204, N205

N+, Nj, O+, Oj, NO+, N20+ N~, Np, O~, Op, e~
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tandis que celles des espAces de base est donn4e par

N, O, e~

La temp4rature T des espbces lourdes varie entre 300 K et 4 500 K, tandis que celle des 41ectrons

T~
=

T+1 500 K, varie respectivement entre 1 800 K et 6 000 K. Dons le tableau II, les potentiels
chimiques sent donn4s pour deux valeurs de T 2 000 K et 4 000 K. Its sent extraits des tables

Janafs [16j, et sont exprim4s en J mol~~ K~~

La nlatrice de d4composition a~ est 4galement donn4e dons le tableau II avec les valeurs

initiates donn4e aux variables pour amorcer le calcul. La matrice b~
qui fixe la contrainte

de masse est enfin donn6e par : b~ =
(41, 9, 0), ce qui correspond h 82 % d'azote et 18 %

d'oxygAne (pourcentages
en

volume). La valeur de la pression est fix4e h 133 Pa celle du

paramAtre d'interruption du calcul h 10~~~, ce qui suffit largement I foumir des valeurs fiables

des concentrations.

La reprAsentation graphique (Figs. 4 et 5) prAsente les fractions molaires des espbces retenues

en
fonction de la temp4rature elles sont calcu14es h partir des nombres de moles x~ que le

calcul fournit comme dernibres valeurs de sortie.

L'obtention de ces r4sultats n'a pas n4cessit4 plus de dix minutes de calcul en utilisant un

micro-ordinateur 80286 avec co-processeur de calcul 80287, et n'a pos4 aucunes difficult4s, le

code de calcul 4tant 4crit en langage MATLAB.

1o3

Espdces neutres

loo N2
(
( 02

( 1~3

g NO O

.~ NI
1o+ N02

'# N20
~

1~9

N3

03

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

tempErature des espdces lourdes (K)

Fig. 4. Fractions molaires des espbces neutres en
fonction de la tempdrature des espAces lourdes

dans un plasma d'air I deux tempdratures (24 espAces, pression : 133 Pa).

[Neutral molar fraction of two-temperatures air plasma uersw heavy particle temperature (24 species,

pressure: 133 Pa).]
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1o3

EspEces neutres

loo N2
[
( 02

$ 10.3

g NO O

fl N

I
10~

f
fl N20 [
fl

109
z

~, N3
~

~~~
z

03
,

~~ '<

0 1000 2000 3000 4000 5000 6nn0

tempdrature des espices lourdes (K)

Fig. 5. Fractions molaires des espAces neutres en
fonction de la t~uipAratiire de~ ~spbc+ lourdes

dons
uu

plasma d'air h une tempAratures (24 espAces, pres~ion 133 Pal.

[Neutral molar fractions of one-temperature air plasma
versus

heavy partick temperatiire Iii ~peci~s.

pressure: 133 Pa).]
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1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 450[)
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Fig. 6. Fractions molaires des espAces ioniques en
fonction de la tempArature des espAce~ lourdes

dons
un plasma d'air h deux tempAratures (24 espAces, pression

: 133 Pa).

[Ion molar fractions of two-temperatures air plasma uers~s
heavy particle temperature (24 speci+,

pressure: 133 Pa).]
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Fig. 7. Fractions molaires des espAces ioniques en fonction de la temp4rature des espAces lourdes

dans
un

plasma d'air h
une

tempArature (24 espAces, pression
: 133 Pa).

[Ion molar fractions of one~temperature air plasma uers~s heavy particle temperature (24 species,

pressure: 133 Pa).]

7. Avantages et inconv4nients des diff4rentes m4thodes de calcul d'4quilibre
chimique

La recherche des concentrations 1l'4quilibre dans un m41ange chimique est un
problbme ancien

qui a suscit4 de nombreuses 4tudes, et qui a conduit au d4veloppement de m4thodes de calcul

se r4partissant en deux grandes families

celles qui traitent les lois d'action de masse (Huff [2,4], Brinkley [3,4,6], notre m4thode

de r4solution directe [6]),

celles qui minimisent l'enthalpie libre (White, Johnson & Dantzig 11,6], notre pr4sent
d4veloppement [5]).

7.I. M#THODES I PARTIR DES LOIS D'ACTION DE MASSE. Ce Sont les plUS anciennes elles

rAsolvent les Aquations de diffArentes manibres Huff linAarise routes les Aquations et r4sout un

systAme de Cramer Brinkley r4duit le nombre d'4quations en introduisant la notion d'espAce
de base, mais sun le systAme r4duit, les expressions sont 4galement lin4aris4es (le logarithme est

d4velopp4 au premier ordre) enfin nous avons 4galement d4velopp4 une m4thode qui r4sout

les 4quations d'action de masse sans les lin4ariser, en utilisant un programme de r4solution non

lin4aire.

En absence de moyens de calculs performants, il fallait se ramener h un problAme analytique-
ment soluble c'est l'ob jet de la m4thode de Huff. Celle de Brinkley am@liore consid4rablement

les possibilit4s en r4duisant la dimension du systbme de Cramer
:

la complexit4 du m41ange

ne change rien h la facilit4 de r4solution. II est possible de v6rifier a posteriori les r4sultats en
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4valuant comment ils satisfont aux dirt@rentes @quations. Pour tous ces avantages, on tolbre de

devoir lin4ariser tout ou partie des @quations.
Avec le d4veloppement des moyens informatiques, ces m4thodes ont 4t4 trAs largement difiu-

s4es. Le nombre d'it4rations n'est plus limit@, de sorte que les valeurs d'entr4e peuvent Atre

choisies sons pr6caution. C'est ce qui nous a conduit h d4velopper une m@thode directe traitant

num4riquement les 4quations non lin4aires.

Lb sont alors apparues les limites de ces
mAthodes les 4quations sont simples et les algo-

tithmes de calcul sont rapidement Acrits, mais les temps de calcul sont trAs longs. De plus, le

calcul se montre trbs sensible h la valeur d'entr4e, et les divergences sont trAs fr4quentes. Enfin,

le calcul n'est plus capable de progresser dAs que certaines espAces deviennent trop tares en

valeur relative. II n'est donc rest@ que l'avantage de pouvoir v4rifier directement les solutions.

Dons la comparaison entre notre dAveloppement direct et Brinkley, il ressort que nos rAsultats

sont plus pr4cis, tandis que les divergences du calcul sont plus fr@quentes. Nous avons constitu@

des tables de rAfArence pour valider les autres calculs.

7.2. M#THODES PAR L'ENTHALPIE LIBRE. La m#tl1Ode de White pr#sente Comme avantage
principal de pas lin4ariser les Aquations. On utilise cependant une m4thode approchAe pour
identifier le minimum d'une fonction caract4risant l'4quilibre. La validit4 du r4sultat est li@e h

la prAcision avec laquelle on dAsire approcher ce minimum. Autre avantage, la rapidit@ de la

convergence du calcul, totalement indiff4rente au nombre d'espAces et aux valeurs d'entr4e. Le

seul inconvAnient se trouve dons la mise au point de la mAthode, en particulier pour l'4tude

de la forme analytique des Aquations permettant d'ajuster au mieux les valeurs des difiArents

paramAtres de contr61e. Nous avons pu v4rifier que cette m4thode donnait des r4sultats fiables

(par comparaison aux rAf4rences) h mieux que 10~~
en valeur relative pour les quinze premiAres

d@codes (il foul admettre cependant des fluctuations pour les espAces dont les fractions molaires

sont en dessous de 10~~~
sons toutefois que cela empAche la convergence du calcul ni la fiabilitA

des r6sultats pour les espAces dominantes).
Notre d4veloppement h deux tempAratures conserve intacts les avantages de la mAthode de

White, Johnson & Dantzig. Ne nAcessitant aucune hypothAse supplAmentaire pour la conduite

du calcul analytique, notre mAthode conserve le champ d'application initial de cette mAthode.

Nous avons suppos@ que les rAsultats des calculs @taient aussi fiables que ceux obtenus h l'4qui-
libre thermique, bien que nous n'ayons pas de rAsultats en rAfArence pour ces calculs h deux

tempAratures.

8. Conclusion

Les avantages de la m4thode employ4e sont nombreux. Bien que les 4quations math4matiques

ne soient ni simplifi4es ni lin4aris4es, la grande facilit4 de la mise en oauvre est rest4e intacte

et la convergence est totalement ind4pendante des valeurs initiales retenues pour amorcer le

calcul. Pour l'application de cette m4thode, les potentiels chimiques standards des espAces
chimiques retenues pour l'Atude doivent seulement Atre connus ces potentiels sont tabulAs

dons divers ouvrages, mais ils peuvent aussi [tie calculAs h partir des fonctions de partition
si on souhaite une plus grande pr4cision. Le d4veloppement propos4 qui correspond au cas

d'un mAlange en d4s6quilibre thermique n'a n4cessit4 aucune hypothAse supplAmentaire par

rapport au cas de l'4quilibre complet, de sorte que le domaine d'application n'a pas 4t4 r4duit.

Ce nouveau d6veloppement augmente au contraire trAs sensiblement le champ d'exploration
accessible puisque route la physique des 4coulements plasma conceme des milieux oh la tem-

pArature n'est pas unique principalement lorsque la tempArature des Alectrons est difiArente de

celle des autres espAces. Tel qu'il est proposA, le d4veloppement mathAmatique convient pour
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un m41ange h deux temp4ratures mars la m4thode utilis4e peut Atre 4tendue sons diflicult4 h

un m41ange h trois temp4ratures, ce qui doit Atre envisag4 dAs que l'4tude porte, par exemple,

sur l'ensemencement d'un 4coulement plasma. La validit4 de la m4thode a 4t4 confirm4e par

comparaison des r4sultats avec ceux obtenus par la r4solution du systAme des 4quations d'ac-

tion de masse et des 4quations de conservation :
il est done possible de v4rifier a posteriori que

les solutions v4rifient les 4quations. Quelques calculs men4s par les deux m4thodes sur des cas

particuliers caract4ristiques ont 4t4 compar4s, et la fiabiLt4 de la m4thode nouvelle a 4t4 sons

d4faut.
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