
HAL Id: jpa-00249140
https://hal.science/jpa-00249140

Submitted on 4 Feb 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Approche micromécanique de l’inclusion enrobée et
applications aux matériaux composites

M. Cherkaoui, H. Sabar, M. Berveiller

To cite this version:
M. Cherkaoui, H. Sabar, M. Berveiller. Approche micromécanique de l’inclusion enrobée et
applications aux matériaux composites. Journal de Physique III, 1994, 4 (4), pp.719-732.
�10.1051/jp3:1994161�. �jpa-00249140�

https://hal.science/jpa-00249140
https://hal.archives-ouvertes.fr


J. Phys. III Franc-e 4 (1994) 719-732 APRIL 1994, PAGE 719

Classification

Physic-s Absfi.acts

62.20 62.20D 62.20F

Approche micromdcanique de l'inclusion enrobde et

applications aux matdriaux composites

M. Cherkaoui, H. Sabar et M. Berveiller

Laboratoire de Physique et M6canique des Matdriaux, Institut Supdrieur de Gdnie Mdcanique et

Productique, URA CNRS 1215, Ile du Saulcy, Universitd de Metz, 57045 Metz Cedex, France

(Reg.u le 2 juin 1993, rdvisd le 20 ddcembre 1993, acceptd le 4 janvier 1994)

R4sl1m4. Le travail pr6sente une Etude microm6canique des contraintes et ddforrnations dans le

cas d'une inclusion enrobde h6tdrogbne, l'enrobage 6tant considdr6 comme une couche mince dont

les propridt6s 61astiques sont diffdrentes de celles de l'inclusion et de la matrice. La resolution de

ce probldme s'appuie simultandment sur les fonctions de Green et les opdrateurs interfaciaux de la

m6canique des solides. On utilise [es r6sultats de cette dtude pour ddterminer [es propridt6s
effectives d'un composite h partir d'une approche autocoh6rente prenant en compte les interactions

entre inclusions enrob6es. Les r6sultats th60riques appliquds au cas d'un composite constitud d'une

matrice polyester et de billes de verre creuses wnt en bon accord avec [es mesures exp6rimentales
de Huang et Gibson.

Abstract. A micromechanical model using Green functions techniques and interfaces operators

is proposed in order to solve the elastically inhomogeneous coated inclusion problem. For a

composite material made of a non dilute concentration of coated inclusions and an homogeneous
matrix, the interaction between the reinforcements are solved by a self consistent scheme. The

theoretical results for a composite of hollow spheres of glass in a polyester matrix are in good

agreement with experimental measurements of Huang and Gibson.

1. Introduction.

De nombreux matdriaux hdtdrogknes sont constituds par une matrice et des inclusions dont les

propridtds thermomdcaniques sont diffdrentes. L'dtude micromdcanique de ces matdriaux,
maintenant bien ddveloppde, est basde soit sur l'dquation intdgrale proposde par Dederichs et

Zeller [I] et Kr6ner [2] soit sur la solution obtenue par Eshelby [3] du problkme d'inclusion

hdtdrogdne. Les ddveloppements plus rdcents ont cherchd h mieux ddcrire les interactions entre

inclusions par l'intermddiaire de la solution du problbme de la paire d'inclusions [4], ou par
l'intermddiaire du modble h trois phases [5-7].
Dans de nombreuses situations, une couche mince, situde h l'interface inclusions-matrice, h

propridtds diffdrentes de celles des inclusions et de la matrice, est prdsente dans les matdriaux

hdtdrogdnes. Elle rdsulte d"opdrations d'ensimage ou de rdabtions chimiques ou physiques
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entre inclusions et matrice, conduisant h la formation de nouveaux composds. La prdsence de

cette troisikme phase (encore appe16e enrobage ou interphase) modifie profond6ment les

mdcanismes de transfert de charge entre inclusions et matrice et affecte h la fois les propridtds
therrnomdcaniques macroscopiques et les concentrations des contraintes.

Une Etude microm6canique de composites h inclusions enrob6es basde simultan6ment sur

I"dquation intdgrale et sur les opdrateurs interfaciaux de la mdcanique des solides [8] est

propos6e dans ce travail. Elle est restreinte au cas de matdriaux h comportement 61astique
lindaire et ne prdsentant pas de discontinuitds du vecteur ddplacement et du vecteur contrainte

aux interfaces. L'dpaisseur des enrobages (ha est suppos6e petite
~~

« l par rapport aux
a

dimensions caractdristiques (a des inclusions. Contrairement h ce qui a dtd admis par Walpole
[9], la ddformation dans l'inclusion est perturb6e par la prdsence de l'enrobage le champ est

non uniforme et sa valeur moyenne dans l'inclusion est diffdrente de celle d6duite du calcul

d'Eshelby. La d6finition des propridtds effectives de l'616ment de volume repr6sentatif ne

faisant intervenir que [es tenseurs de localisation moyens sur les inclusions et l'enrobage (cf.
3. ii, les d6formations moyennes dans l'enrobage sont calcu16es h partir de l'hypothbse d'un

champ uniforme selon l'dpaisseur de l'enrobage en utilisant le champ moyen dans l'inclusion.

Les Equations sent ddveloppdes dans le cas gdn6ral d'inclusions ellipsoidales et de milieux

anisotropes. Elles sont particularis6es au cas de mat6riaux 61astiques isotropes et incompressi-
bles et de renforts sphdriques pour lesquels des solutions analytiques sont obtenues.

L'application du modme proposd au cas de mousses de faible densitd constitudes d'une

matrice de polyester et de billes creuses en verre foumit, pour le module de Young, des

rdsultats en bon accord avec les mesures de Huang et Gibson [10].

2, Micromdcanique de l'inclusion enrobde, Solution approchde,

La topologie du problbme d'inclusion enrob6e (Fig. I) correspond h une inclusion de volume

Vi, de constantes dlastiques C)~,t entourde d'une couche mince d'un autre matdriau de

constantes dlastiques C)~,t et de volume V~, l'ensemble est plongd dans un milieu infini

(Matrice M) de constantes 61astiques C(ji. On se limite au cas de l'inclusion enrobde

hdtdrogdne c'est-h-dire sans ddformations indlastiques, ce qui permet de restreindre l'dtude au

cas de mat6riaux h componement dlastique lindaire.

2.I fQuATioN INTtGRALE. Nous cherchons le champ de ddforrnations dfi h des ddplace-

ments U)
= E,~ x~ (x~ e S ) imposds sur la frontidre extdrieure (S) de la matrice qui crdent un

champ uniforme (I, El dans le milieu infini et homogdne. En se basant sur la loi de

comportement locale ~r,~(r)
=

C,~~t(r) e~t(r), les Equations d'dquilibre et la technique du

tenseur de Green, on obtient l'dquation intdgrale suivante, portant sur le champ de

ddforrnations dlastiques ~~~(r) [Ii.

E>j
(I)

=
E,j ll~,jkf(r r') ~C jfm~,(I')

En>??
(r~) dr' II

V

V dtant le volume du milieu infini.

r(r r') est le tenseur de Green modifid relid au tenseur de Green usuel G,~(r r') du

milieu infini C°
par :

r,j,i(r r )
=

iG,,,ji (r i> ) + G,j.,i (r r> )1 (2)
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Fig. I. -Topologie du problbme de l'inclusion enrobde.

[Topology of the coated inclusion problem.

et 3C,t~~(r) est ddfini par

c (r)
=

c°
+ 3c (r). (3)

Dans notre cas, et avec les notations du paragraphe prdcddent, on a

3c (r)
=

(c~ c°) @~(r) + (c~ c°) @~(r) (4)

oh les fonctions caractdristiques @~(r) et @~(r) sont ddfinies par

I si r e Vi

@'(r)
=

et @~(r)
=

0 ~(r) ~(r) (5)

0 si r
t Vi

avec
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Dans ce cas, V~ ddsigne le volume de l'inclusion composite (inclusion + enrobage). On peut
aussi dcrire (4) sous la forme :

3c (r)
=

AC '(r)
+ Ac~ @~(r) (7)

°U

AC'
=

C~ C°
et AC~

=

C~ C°, (8)

(1) devient alors

e,~ (r)
= E,~ lr,~,t(r r') AC (t~~e~~(r') @~(r') dr'

v

r,~~i (r r~ ) Ac ji~~ ~~~ (r~ C(r> dr' (9)
1,

En tenant compte des propridtds des fonctions caractdristiques ~(r) et @~(r), (9) s'dcrit sous la

forme :

(
j

(r)
~

E,
j

l~~
j

jf (r r') AC ~fmn ~mn (r') dr'

Vi

r,~,t(r r') AC [t~~ e~~ (r') dr' lo)V~

Les champs e,~(r) sont en gdndral difficiles h (valuer. Par ailleurs, dans )es probldmes
d'homogdn6isation pour un milieu dans lequel C (r) est uniforrne par morceaux, seules les

ddformations moyennes d'une phase interviennent. On se propose de ddduire de (10) les

d6formations moyennes suivantes

P(
= e,~ (r) dr ; P(

=

le,~ (r) dr
VI

V,
Vc

I
~

(11)

P(
= e,~ (r) dr

V~
~

A partir de l'6quation int6grale (10), on calcule fl~ par :

~~ ~'J /~ ~'Jkf (~ ~') h~ ~fmn Emn (~~ d~ d~'

V~ V,

r,~~t (r r') AC [t~~ ~~~ (r') dr dr' (12)
~2

i'~
V~

D'aprbs les rdsultats d'Eshelby [3] concemant l'uniformit6 de lr(r-r')dr
pour une

inclusion ellipsoidale, on a

V~
~~~~~ ~~ ' ~' ~> jkf (C ~) Si r' e V

~
( l 3)
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Par consdquent (12) s'dcrit sous la forme suivante :

P(
= E~~ T,~,t(C°) AC (t~~ le~,,(r') dr'

V~
~

/ TiJki (C° AC (imn lEmn ('" dr' ( '4)
2

V~

En considdrant les expressions (11), on obtient

All =
E,j

)
T,j<i(C°) AC [in,,, P$n

)
T,j<i(c°) Ac[imn P$n (15)

2 2

Par ailleurs, on peut aussi dcrire fl~ sous la forme suivante

P)
=

le,~ (r dr + e,~ (r ) dr (16)
~2

1, i~

Compte tenu des Equations (11), on obtient

En rempla9ant dans (15) £~ par son expression (17), on obtient

)
('1/mn + T> Ill

(C~) Ac [fmn) P$n +

j~
('ijmn + Tijkf(c°) &cjfmn) PS?> " E>j (18)

2 2

~t-
off I est le tenseur unitd du 4~ ordre.

On obtient alors une Equation dont les inconnues sont P( et P,[. Ce r6sultat, exact, ne

suppose pas que les champs e(r) sont uniformes dans V~ ou dans V~. Pour r6soudre

complbtement le problbme, il faut relier
P)~

et P( par une autre Equation, ce qui fait l'objet du

paragraphe suivant off on introduit les op6rateurs interfaciaux.

2.2 OPtRATEURS INTERFACIAUX. Le champ de contraintes dans la couche enrobde varie de

manidre complexe. De plus, il existe une discontinuit6 des champs wet e au passage d'une

interface. Lorsque l'dpaisseur de l'enrobage est faible, on peut admettre raisonnablement que
)es champs z ou (et) i sont uniformes selon l'dpaisseur de la couche, si bien que l'on peut
relier les d6formations de part et d'autre de l'interface h partir d'une formulation simplif16e des

Equations de champ (6quilibre et compatibilitd) conduisant aux opdrateurs interfaciaux [8].
On suppose que les deux milieux (I ) et (2) de constantes dlastiques C et C~ sont sdpards par

une interface de normale unitaire
n.

Les Equations d'6quilibre :

(«,) «,()
n~ =

o (19)

assoc16es h la condition de compatibilitd

JOURNAL DE PHYSIQUE III T 4 N' 4 APRIL 1994
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et aux lois de comportement ~r~
=

C i', ~r~
=

C~ e~ imposent la relation :

~~ ~>j ~
~'>jkf(n, C~) hC(imn ~~n (21)

oh ~~ j~ est le saut des ddformations h travers l'interface.

A, est un vecteur quelconque car (20) ddcrit la discontinuitd de j admissible au passage

d'une interface.

P est l'opdrateur interfacial qui ddpend de la normale n h l'interface au point considdr6 et des

constantes dlastiques du milieu (2) et AC '~
=

C C~.

On montre que l'opdrateur P s'dcrit sous la forme suivante

P,~,t
=

(Kj~
n~ nt + Kj~ n, nt +

Kjt'
n~ n~ + Kj~ n~ n~) (22)

4

off K~ est l'inverse de la matrice de Christoffel K dont les composantes sont donndes par

K,,
=

C)~,i n~ ni (23)

En appliquant les formules (2J), (22) et (23) au problbme de l'inclusion enrob6e, on peut
alors relier les ddformations E~ et e' de part et d'autre de l'interface par la relation exacte :

~(
~ ~)j + P</(I Ac[)mn ~$,<' (24)

En premibre approximation, on remplace dans (24) ~( par sa valeur moyenne P)~ sur

Vi de telle sorte qu'on peut dcrire :

~[
= P)j + P,j<i(n, C~) AC$mn P$n (25)

L'dpaisseur de l'enrobage 6tant supposde petite, le calcul de la valeur moyenne de la

d6forrnation dans l'enrobage est effectu6 en supposant que j~ (r) est uniforme selon l'6paisseur
de l'enrobage et dgal h e~ de (25). Dans ce cas, e~(r) ne ddpend que de la normale h la frontikre

de Vi et on a :

Pi
=

)
Eli (i) dr

= Plj +

) lj P,~,i
r)

AC lima Pin (26)

c v~ c v~

On pose :

T>)if(C~)
"

)
P>jkf dr (27)

Finalement, on obtient h partir de (18) et de (26) le systbme d'6quations suivant

~
(',jmn ~ ~>jkf(C~) hc~fmn) ~$n ~

(
(~>jmn ~ ~>jkf(~~) h~(fmn) ~~n ~,j

~ ~ (28)

P,[ = P)j + T,)<i(C~) AC burn Pmn

permettant de trouver it et fl~ en fonction de E.

On voit alors que la solution du problbme de l'inclusion enrobde hdtdrogbne se ramkne au

calcul des tenseurs T et T*. Dans le cas gdndral d'inclusions ellipsoidales et d'une anisotropie

quelconque des tenseurs C, une m6thode num6rique utilisant la transformde de Fourier du
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tenseur G a 6td ddveloppde [iii. Ici on poursuit le calcul dans le cas d'une inclusion enrobde

sph6rique et des propridtds dlastiques isotropes.

2.3 GAS PARTICULIER D'UNE INCLUSION SPH#RIQUE ET DE MATfRIAUX ISOTROPES. -Le

calcul du tenseur Test classique et se ddduit du tenseur d'Eshelby usuel par :

T,~,t(C°)
=

((4 5 v°)(3~, 3~t + 3,t &~,) 3,~ &,t) (29)
30 p°(I v°)

off p° et v° sont respectivement le module de cisaillement et le rapport de Poisson de la

matrice.

Dans le cas prdsent, une forme analytique pour le tenseur T* peut Etre trouvde, permettant de

rdsoudre le systbme (28) dans le cas de renforts enrob6s sph6riques et de mat6riaux isotropes.
Dans de telles conditions, l'opdrateur interfacial P s'dcrit sous la forme

off p~ et v~ sont respectivement le module de cisaillement et le rapport de Poisson de

l'enrobage.
Les n, sont les composantes du vecteur unitaire normal h la surface de l'inclusion.

On peut dtendre l'intdgrale de l'opdrateur P sur V~ en une intdgrale sur le volume infini V, en

l'dcrivant sous une forme utilisant les fonctions caractdristiques @~ et @~

T~),t =
P,~~t ~(r) I(r)) dr (31)

V~
~

Dans le cas de l'approximation d'une couche mince, on peut 6crire

@~(r) 6 '(r)
=

fig '(I) (32)

et

fig ~(r)
m

z ha,
(~~~~

(33)

off les a, d6signent les demi-axes de l'inclusion ellipsoidale.
Il est alors facile de montrer que :

fig ~(r)
=

z Aa,
~' ~~~~~~

(34)
a, ax,

D'aprbs )es propr16t6s des fonctions caract6ristiques [12]

~~~~~~
= n, (Sj) (351

ax,

off 3(Si) est la distribution de Dirac sur la surface Sj de l'inclusion on a alors :

3 @~(r)
=

~j n, Aa, 2 3 (Si) (36)
,

Par ailleurs, dans le cas d'une inclusion ellipsoidale, les composantes du vecteur normal
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unitaire s'6crivent sous la forme

~
=

~' '
(37)

' ~2 ~2 ~2 ~2 1/2
2 3

~4
~

~4
~

~4
2 3

Finalement, on obtient pour 3@~(r)
;

~ l' =

~

2 ~2
~j

~< ha,

~l
~

2 X~ 1/2
j' 3 (s )

~~ ~~
~

a~

~' ~'
~~~)

Dans le cas d'une inclusion sphdrique de rayon a et d'un enrobage d'dpaisseur uniforme ha,

il reste :

fig ~(r)
=

ha fi (Sj ). (39)

En rempla9ant ~(r) par son expression (39) et en considdrant les propridtds de la distribution

de Dirac, (31) s'dcrit sous la forme d'une int6grale de surface

T*,~ (CC
=

~~
p

,~
dsj (40)

'J V~
~

'J

On trouve alors le r6sultat analytique suivant pour T,)jt.

T,j;t(C~)
=

~~'~~ ((4 5 v~)(&,j &~t + &,t 3~,) &,~ &;t) (41)
Vc 30 p~(i v~)

ha Si
C'est-h-dire T*(C~)

=

T(C~)
=

T(C~).

Dans le cas d"un mat6riau incompressible pour lequel ;

e,, =

0 et v
'

= v
°

= v
C

=
,2

on rdsout complbtement le systbme (28) et on trouve pour les ddviateurs P,( et P( :

)~
=

A~ (q ) E>j (42)

PC
=

+

~ ~
l A~(q) E

'J 5 I 1/3
~ j1 j~3

p~ '~

~
q q

Avec :

~3
~

(a + ha )~

(43)

~o
5~

et A~(q)
= ~

~

~
x (44)

q
3i+2i +(1-q) 3i+2 +~(l-q)

H~

~~
H~ 5

~
l ~i o

jljl/3 jlj2/3
~p~'~~~)+~~

q
~

q
~ ~
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Pour vdrifier la pertinence des approximations effectudes, on compare le terme A~ (q) h celui

que l'on peut ddduire d'un calcul exact dans le cas d'une inclusion sphdrique enrobde obtenue

par Zaoui et al. [6].

Dans le cas off
~~

=

5 et

~~
=

10, les valeurs obtenues par la prdsente approche, notdes
lL~ lL~

A~(q), et celles ddduites des formules exactes, not6es A)(q), sont report6es dans le tableau I en

fonction de q (proche de I). On constate que les deux modkles donnent pratiquement les

mEmes rdsultats, en particulier lorsque ~~
tend vers O.

a

L'avantage de la m6thode simplifide prdsentde ici rdside dans le fait qu'elle peut s'dtendre

(par voie numdrique) au cas d'inclusions ellipsoidales enrobdes quelconques et de matdriaux

anisotropes.

Tableau I.-Valeurs da facteur A~(q) ddduites de la foimule (44) et valears exactes

A[(q) dddaites da calcal [6] pour dijfidrentes i>aleurs de q.

[Comparison at different parameter q for the A'(q) values obtained using (44) and exact

determination A!(q) performed by [6].]

q 0.9 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99

Al(q) 0.6663 0.6812 0.6891 0.6972 0.7142

(q) 0.6613 0.6918 0.7059

2.4 DIscussIoN. Dans le cas gdndral d'une inclusion enrobde ellipsoidale dans une matrice

anisotrope, le problkme de la d6termination des champs de d6formations moyennes locaux est

r6solu par [es Equations (28). Elles n6cessitent le calcul du tenseur T* (en plus du tenseur

T usuel) qui requiert des m6thodes num6riques dans le cas d'une matrice anisotrope. Lorsque
l'inclusion composite est de forme sph6rique et la matrice isotrope, T* est donn6 par (41). La

comparaison avec une mdthode de r6solution directe [6] montre que le tenseur T*, calculd h

partir de la valeur moyenne selon l'6paisseur de l'enrobage avec un champ moyen dans

l'inclusion, constitue une Evaluation correcte des effets de l'enrobage, tout au moins lorsque
~~

« l. Le calcul des contraintes moyennes dans Vi et V~ ddcoule directement de (28).
a

Dans la suite, nous utilisons les rdsultats prdcddents pour calculer les propridtds dlastiques
d'un matdriau composite contenant de nombreuses inclusions enrobdes. Dans ce cas, il faut

prendre en compte les interactions entre ces dernibres, interactions qui sont 6valudes par
l'interrn6diaire d'une approche autocohdrente dans laquelle une inclusion enrobde est plongde

dans un milieu infini dont les propr16t6s sont celles du milieu homogkne Equivalent.
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3. Approximation autocohkrente pour des matdriaux composites h renforts enrobks.

On suppose que dans le matdriau composite h trois phases, la premibre est constitude

d'inclusions dont les constantes dlastiques sont ddsigndes par C~, la seconde est form6e par

l'enrobage dont [es constantes 61astiques sont d6sign6es par C~. La troisikme phase est une

matrice de constantes dlastiques C~'. En se basant sur l'approximation autocohdrente pour les

interactions entre inclusions enrob6es, on peut appliquer les rdsultats de linclusion enrobde

h6t6rogbne pour d6terminer les propridtds effectives de ce mat6riau composite.

3.I HOMOG#NtISATION.- On ddsigne par C~~~ (es constantes dlastiques effectives du

mat6riau composite h trois phases ddfinies par

I,~
=

C))(t E,t (45)

De mdme, on peut dcrire d'aprbs la lin6arit6 du problbme :

~,j (r)
=

A,jii (r E<1 (46)

off A est le tenseur localisation des ddformations.

La ddformation d'ensemble E,~ imposde h la frontikre du volume dldmentaire reprdsentatif est

la moyenne des ddformations locales ;

E,~ =
ie,~ (J.) dr (47)

V
v

En appelant P( la ddforrnation moyenne dans la phase
«

inclusions », P( la ddformation

moyenne dans la phase
«

enrobage
» et To celle dans la matrice, on peut dcrire h partir de (47) :

E,~ =

~~
P)~ +

~~
P( +

~ P,). (48)

On pose

Vi
fj

=

la fraction volumique de la phase
«

inclusions
»

V

V~
f~

=
la fraction volumique de la phase

«
enrobage

»
V

VM
f~

=

la fraction volumique de la matnce
V

Avec ces notations, (48) s'6crit

De mdme pour les contraintes, si on appelle I,j la contrainte macroscopique, &)~ la contrainte

moyenne dans la phase
«

inclusions », &)~
la contrainte moyenne dans la phase

«
enrobage

» et

@( celle dans la matrice, on a

D'aprds (46), on peut dcrire [es formules suivantes :

~~J ~~Jli ~"i
(51)

E~ "
A)jif Elf
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Par ailleurs, la loi de Hooke permet d'dcrire

~i ~i pi
'J 'J"~ '~ (52)

")j
~

C $jii P(I

et compte tenu de (51), on a :

"~J
"

~ (Jlf /~~fn<n Emn
~~~~

~)j
~

~~jlf ~[fmn ~mn

De mEme dans la matrice, on a

-M ~M -M (~ ~)~<J ~ 'J(f ~(f

D'aprks (49)

Al
=

(E,j Vi Alj<i + fc Alj<i E<1) (55)
M

et

al
=

C Iii II
<imn

Vi A[im,, + fc Abn,n Em,, (56)
M

Des relations (50), (52), (56), nous ddduisons pour 1,~.

~>j "
(~$mn ~ fl(~~jl.f ~ Ski ) ~~im?? ~ fc(~~/kf ~ Sit ~ifn?n) ~mn (57)

relation qui permet d'obtenir les constantes dlastiques C~~~ sous la forme :

Cl)[n
=

C0mn + fi(Cl/<i C(ki) A[imn + fc(C)ja C lit
A(im~, (58)

On voit que pour d6terminer le tenseur C~~~, il est n6cessaire d'6valuer les tenseurs

localisation A' et A~. Ces tenseurs sont calcu16s par la m6thode autocoh6rente qui consiste h

utiliser [es rdsultats du problbme de l'inclusion enrobde h6t6rogbne dans lequel il suffit de

remplacer dans les Equations C° par C~~~ qui reprdsente, dans ce cas, le milieu homogkne
Equivalent. Par consdquent, le systbme (28) s'dcrit sous la forme suivante :

fi
~fc ~~"~~ ~ ~~'~~~~~~ ~~~~~~~ ~~~ ~ fi~fc ~~'~~~ ~ ~~'~~~~~~ ~~~~~~~ ~~" ~"

~~~~
~~ _~~[

~ ~>j + T>)(f(C~) AC (fn>n ~mn

~~l_~l_~eff ~~c_~c_~eff

D'aprks (59), on trouve pour A~ et A~

~~'~
fi ~fc ~~'~'~ ~ ~~'~~~~~~ ~~~~'~~ ~

f -1

~ fi ~fc ~~'~~~ ~ ~~'~ ~~~~~ ~~~~~~~~~~'~ ~ ~~~~~~~~~
~~"~~

A[pq
=

(J,jmn + T,)ii(C~) AC [lmn A[npq (60)
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Les formules (59), (60) ont dtd ddveloppdes dans le cas g6ndral (milieux anisotropes,
inclusions enrob6es ellipsoidales) et particularis6es au cas d'indusions sph6riques et de

mat6riaux isotropes. Sous cette demikre forme, elles ont dtd appliqudes au cas d'une matrice en

polyester contenant des billes sph6riques creuses (paragraphe 4).

Auparavant, it parait cependant int6ressant de pr6senter la solution analytique de (59) dans le

cas de milieux isotropes incompressibles h renfons sphdriques.

3.2 RfSULTATS ANALYTIQUES DANS LE CAS DE MILIEUX ISOTROPES INCOMPRESSIBLES h

RENFORTS SPHfRIQUES. On se propose de ddterminer le module de cisaillement effectif dans

le cas d'inclusions enrobdes sphdriques et des mat6riaux isotropes incompressibles.
Avec l'hypothkse d'une couche mince, on peut dcrire en premikre approximation ;

q =

~

~
w

3
~~

(61)
(a +

~a)
a

Avec (61), on obtient la forme simplif16e de A)~,t et A)~,t :

~ elf

A~
=

~

~~

(62)

~~ ~
~~

~ ~ ~
~

~ ~/
~

~~ ~ ~~ )~

et :

A~=
l +j (1-~~ ~~- l))A~. (63)

a H

De la relation (58), nous ddduisons pour p~~~.

R~~~= R"+fi(R~-R")Ai+ f~(pC-pM)AC (64)

oh

A~ et A~ sont donnds par (62) et (63).

4. Application au cas d'une matrice contenant des billes de verre creuses.

Dans un travail rdcent, Huang et Gibson [10] ont proposd un modble micromdcanique basd sur

la solution du problbme d'une inclusion sphdrique creuse situde dans une matrice infinie

isotrope obtenue par Lur'e [13]. Les interactions entre inclusions ont dtd ndglig6es et leurs

r6sultats ne sont valables que dans le cas de milieux dilu6s.

Effectivement, dans le cas d'une matrice en rdsine Epoxy contenant des billes de verre

creuses, les r6sultats de leur modble ne s'accordent avec leurs mesures exp6rimentales du

module de Young que pour des fractions volumiques d'inclusions enrob6es ne d6passant pas

0,1 (Fig. 2). En reprenant les propridtds et parambtres d6finissant le mat6riau (rappe16s dans le

Tab. II) donnds par Huang et Gibson, nous avons calculd le module de Young Equivalent h

partir du modble proposd dans ce travail (Eqs. (58), (59), (60)). La figure 2 reprdsente

simultandment les rdsultats des mesures de Huang et Gibson, leurs calculs th60riques ainsi que

les valeurs obtenues h partir des formules ((58), (59), (60)).

On observe que le modble proposd fournit des rdsultats en bon accord avec les mesures

exp6rimentales, y compris dans le cas de milieux non diluds.

Ce modble peut 6galement s'appliquer au problbme de l'endommagement interfacial des

composites biphas6s classiques. Utilis6 h la fois pour la'd6termination des propridt6s effectives
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Fig. 2. Module de Young en fonction de la fraction volumique d'inclusions enrob6es. (-) D'aprks
le moddle de Huang et Gibson [10], (++) d'aprks [es mesures exp6rimentales [10], (- -) d'aprks le modble

propos6 dans ce travail.

[Young modulus vet sus coated inclusion volume fraction. (-) From Huang and Gibson's model 11 0],
(++) experimental data [10], (- -) proposed model.

Tableau II. Paiamdties mdcaniqaes da matdriaa /tiidid par Haang and Gibson II °].

[Material parameters used by Huang and Gibson [10].I

GLASS POLYESTER Aala

~t(GPa) 28.5 1.75 o.o17

v 0.23 0A

macroscopiques et pour l'Evaluation des contraintes locales dans les renforts et l'enrobage, il

permet d'atteindre une conception optimis6e des mat6riaux composites.
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