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Résumé . — Cette communication se propose de présenter rapidement les codes MMP (Mul-
tiples MultiPéles) basés sur la TMG (Technique des Multipdles Généralisés) et ensuite de mon-
trer une application spécifique. La diffraction d’une onde plane sur des spheres diélectrigues en
résonance avec ou sans pertes est un probleme classique et qui posséde une solution analytique.
En revanche, si Pon cherche i calculer & généraliser le probléeme avec des sphéres non concen-
triques, un formalisme complexe et quelques approximations sont nécessaires. Ce probléme peut
étre calculés par les codes MMP-3D. On s’attachera aussi a valider les résultats d’une maniére
interne en utilisant les possibilités du code ainsi que d’une maniére externe en comparant avec
les séries de Mie, mais aussi avec les résultats obtenus par une autre méthode numérique.

Abstract . — The aim of this communication is to present shortly the well known MMP
codes (Multiple Multipoles Programs) based on the GMT (Generalized Multipole Technique).
A specific application is also computed. The scattering of a plane wave on spherical dielectric
resonators is a classical problem with an analytic solution. For non concentric spheres, the
analytic computation requires a “heavy” formalism and some approximations. However, this
problem can be computed with the MMP-3D codes. Great care will be given to the self validation
process of the computation with special features belonging to the code as well as external
validation which is given, in the case of the single sphere, by the Mie’s series and for the non
concentric spheres by results computed with another numerical method.

1. Introduction.

Les sphéres diélectriques sont d’usage fréquent aussi bien en optique qu’en micro-ondes. En
optique, la diffraction de la lumiére sur des particules revient souvent & étudier la diffraction
sur des sphéres dont de nombreux exemples existent sous une forme approchée dans la nature
(gouttelettes d’eau ou d’huile) [2].
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Pour la construction de circuits intégrés, les résonateurs diélectriques sont couramment
utilisés afin d’obtenir un oscillateur avec un facteur @ de grande dimension (plusieurs dizaine
de milliers) [1]. L’utilisation peut étre un filtre pour les fréquences de résonance.

Ces deux applications sont bien différentes : la longueur d’onde de la lumiére visible est
de ’ordre de plusieurs milliers d’angstréms (fréquence de 'ordre de 500 THz), alors que les
fréquences typiques pour les circuits micro-ondes est de I’ordre 2 4 30 GHz. Mais, les particules,
dans le cas de Poptique, et les résonateurs diélectriques sont de dimensions avoisinant les 2
longueurs d’onde de la source. On peut donc résoudre deux types de probléemes trés différents
avec le méme modéle.

Il existe encore d’autres applications comme I’étude de P’influence du rayonnement électro-
magnétique sur le corps humain. Les fréquences sont encore plus basses, mais les dimensions
des objets sont plus grandes et on revient sensiblement au méme probléme que précédemment.

L’ajout d’une seconde sphére sert a représenter, dans une premiére approximation, le cas
d’une sphére diélectrique non linéaire.

2. Introduction A& la méthode.

Les codes MMP ont été développés 4 ’Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich 3, 5], TMG est
le nom générique utilisée par différents groupes utilisant les concepts suivants [6-8]:

2.1 Développement direct des champs électriques et magnétiques en série de fonctions de base.
En 3D, il suffit de développer la composante radiale:

N
rEir = Aiofio + O Ainfin
n=1

avec Hifin =0 et Hifio =g

ou H; est 'opérateur d’Helmholtz et g; la source (fonction d’inhomogénéité).

2.2 Les fonctions de base f,,, sont des solutions analytiques des équations de champs. En 3D
(coordonnées sphériques), les trois principaux types de fonction de base utilisés sont:

i) les ondes planes;

i1) les multipoles dont la forme typique est la suivante :

N M
fin(r,0,0) = Z Z %Hi?l/z(kir)Pf(cos #) cos me
n=0m=0 !
ot HY, ),
Le comportement de ces fonctions est essentiellement local (c’est & dire que leur valeur est
grande dans le voisinage de leur origine et décroit exponentiellement avec I’éloignement);
ill) et finalement “I’expansion normale”, utilisée essentiellement pour le calcul de matériau
diélectrique au contour lisse, dont la formulation est la méme que celle d’'un multipdle en
remplagant les fonctions de Hankel par des fonctions de Bessel.

2.3 APPLICATION D'UNE TECHNIQUE DE COLLOCATION (POINT MATCHING). — Cette tech-
nique est généralisée en utilisant un systéme surdéterminé d’équations (plus d’équations que
d’inconnues) résolu par la méthode des moindres carrés. Soit P; un point du pourtour séparant
les domaines D; et D;, les conditions de continuités peuvent s’écrire:

est une fonction de Hankel du premier ordre et P7* un polynéme de Legendre
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WuserV/d1 [Exi(Pr) — Eyj(P1)] = mer,
waser Va1 [Eri(P1) = Erj(P)] = e,
WaserVdiy/ZiZ; [Hua(P1) = His (P1)] = an,
wuser VA1 \/Zi 25 [Hri(P1) — —H,5(P)] = 4,
WuserV/ d1€5;" [Dni(P1) = = Dj(P1)] = B,
wuser\/c_l;,u,';lzizj [Bni(P1) — B (P1)] = om,

E 7)3 = min.

ot les indices £ et 7 indique deux directions tangentes et n la direction normale au pourtour au
point P;. On remarque que les six conditions de continuité sont utilisées, malgré le fait qu’elles
soient linéairement dépendantes. On a aussi soigneusement normé chaque équation afin que
leurs dimensions soient semblables.

Pour de nombreuses méthodes numériques, la sphére diélectrique n’est pas une géométrie
favorable. En particulier, pour toutes les méthodes qui doivent discrétiser I'intérieur de chaque
matériau 3 Paide d’éléments cubiques ou pyramidaux.

En revanche pour les codes MMP-3D, cette géométrie parait, a priori, bien adaptée. Les
fonctions de base sont des fonctions sphériques et seul le pourtour du corps doit étre discrétiser.

3. Le probléme de la sphére diélectrique en résonnance.

Comme il I’a été précisé dans I'introduction, il existe une solution analytique pour une seule
sphere diélectrique par les séries de Mie ou d’une maniére équivalente par les équations aux
valeurs propres de Debye. On rappelle que la condition de résonance est décrite par les relations
suivantes [1]:

Jn—1/2(kd7') _ H,(.Z_)lfg(kor) _ nGR -1

TM: = VER 1
Tns1y2(kar) Hyplkor)  kar ®

2
g, Jnaalher) 1 HE (ko) @

Jng1y2(kar) N H’E?l/z(kor)

ol kg et ko sont les nombres vectoriels & Pintérieur de la sphére et dans le vide, eg la permittivité
relative de la sphére {(constante réelle), H, et J, sont respectivement des fonctions de Hankel
et de Bessel.

Le propos n’est pas de calculer les fréquences de résonance de la sphére diélectrique, mais
de rappeler les conditions pour lesquelles cette résonance intervient.

Pour plusieurs sphéres non concentriques, le probléme peut encore se résoudre d’une maniére
analytique & Vaide du théoréme d’addition pour les fonctions d’ondes sphériques {4]. Mais la
réalisation du calcul impose certaines conditions limitatives aux valeurs des indices de réfraction
des sphéres qui doivent étre trés proches (calcul de perturbation).
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4. Calcul de sphéres diélectriques avec MMP-3D.

On remarquera dans les principes énoncés précédemment (Sect. 2.2) que les fonctions multi-
poles ont une singularité a l’origine. En revanche, Pexpansion normale avec des fonctions de
Bessel ne présente qu’une singularité & infini, si la conductivité n’est pas nulle.

Pour la modélisation avec le code MMP du champ électromagnétique d’une sphére diélec-
trique, il suffit de placer un seul développement en fonctions de Bessel (expansion normale dont
le nombre de coefficients inconnus dépend de la fréquence) au centre de la sphére diélectrique
pour le champ & {zntérieur de la sphére, un développement en fonctions de Hankel (multipble
avec le méme nombre de coeflicients et la méme origine que ’expansion normale) et une onde
plane pour modeler le champ @ Veztéricur de la sphére.

On applique ensuite la collocation généralisée, présentée dans le paragraphe 2.3, en un certain
nombre de points (MP) répartis sur le pourtour de la sphére.

Fig. 1. — Vecteur de Poynting moyen: existence de points chauds pour une sphére de 26 cm de
diameétre (eg = 4), illuminée par une onde plane sinusoidale de fréquence 1,5 GHz.

[Average Poynting vector: “Hotspots” for a sphere of 26 cm diameter (eg = 4). The source is a
sinusoidal plane wave of 1.5 GHz frequency.]
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Les codes MMP-3D ne se servent pas des propriétés de symmétrie de révolution des corps
& calculer. Seules les symmétries diadiques par rapport aux trois plans de base sont utilisées.
Dans notre cas, la géométrie totale se réduit 4 1/8¢me. L’efficacité de la méthode est directe-
ment dépendante du nombre de MP nécessaire au calcul du probléme. La régle générale dicte
qu’il faut prendre de 5 & 10 MP par longueur d’onde ce qui donne le nombre d’équations a
résoudre. Pour des géométries aussi favorable que la sphére, on peut se contenter du minimum
de MP. Ensuite, le processus standard consiste a diviser le nombre d’équations par un facteur
qui peut varier de 2 & 10 (facteur de surdétermination) pour obtenir le nombre de coefficients
inconnus. Les ordres npax et Mpyax sont finalement déduits a Paide de simples considérations
géométriques [5, 7].

Ce processus est parfaitement efficace pour des sphéres qui ne sont pas en résonance comme
le montre la figure 1. Ce probléme se calcule en quelques secondes sur un PC standard équipé
d’un processeur Intel 80386 + 80387.

Fig. 2. — Répartition de I’erreur sur les MP de la sphére en résonnance en utilisant le processus
standard de calcul.
[Error distribution on the resonant sphere’s MP using the standard method.]
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En revanche, les formules (1) et (2) montrent qu’a chaque fréquence de résonance correspond
un ordre pour les fonctions sphériques. Avec le procédé standard et pour les hautes fréquences,
cet ordre risque de ne pas étre obtenu et le résultat devient tout a fait médiocre (Fig. 2).

Cela est dit au fait que ce probléme est un probléme de valeurs propres qui impliquerait de
chercher les valeurs propres du systéme d’équations. En choisissant bien le mode dominant,
on trouve exactement ’équation (2).

Pour obtenir un résultat 4 nouveau correct, il existe deux méthodes approchées pour résoudre
ce probléme: une solution empirique consiste & augmenter le nombre de MP (et donc Pordre
des fonctions de base) jusqu’a obtenir des résultats satisfaisants. L’inconvénient provient de
Paugmentation importante du temps de calcul, mais ¢’est un processus simple et direct.

L’autre solution consiste a calculer les ordres nécessaires & I’aide des formules (1) et (2) et
d’injecter essentiellement ces ordres dans le multipdle et expansion normale. Le deuxiéme cas
implique la connaissance & priori des fréquences de résonances. C’est effectivement directement
applicable dans le cas de la géométrie présentée, mais pas pour d’autres formes.

champ incident

VU

Fig. 3. — Géométrie de deux sphéres non-concentriques: & = rayon de la grande sphére (eg = 4),
al = rayon de la petite sphere (eg = 4,441...), | = distance entre les centres des sphéres.
(Geometry of two non-concentric spheres: a = radius of the big sphere (eg = 4}, al = radius of the
small sphere (eg = 4.441. ), | = distance between the center of the spheres.]

Finalement, pour calculer la géométrie avec les sphéres non concentriques (Fig. 3), on ap-
plique les mémes principes, sans se préoccuper le moins du monde du couplage entre les deux
sphéres qui est implicitement inclus dans le calcul.

Le temps de calcul est proportionnel au produit du nombre des équations par le nombre
d’inconnues au carré. La figure 4 montre le résultat du calcul en représentant la SER (Surface
équivalente radar) en fonction de différents fréquences (ou plutét du paramétre de dimension
ka, a étant le rayon de la sphére).
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6,790 6,800 6,810 6,820 6,830 6,840

ka

Fig. 4. — Surface équivalente radar (SER) pour les sphéres de la figure 3.
[Radar Cross Section (RCS) for the figure 3 geometry.]

La validation s’effectue en contrélant la convergence des coeflicients, ’erreur sur le pourtour
(différence entre le champ tangent intérieur et extérieur), ainsi que les calculs en champ lointain
ou la SER (surface équivalente radar) ne doit pas montrer de polarisation croisée.

De plus, cette courbe a été confirmé par les résultats obtenus avec la T-Matriz [2 et com-
munication privée].

5. Conclusions.

L’exemple de spheéres diélectriques en résonance peut étre calculé en tenant compte des pro-
priétés des fréquences de résonance par les codes MMP-3D. Pour des sphéres excentriques, il
est nécessaire d’utiliser une méthode numérique bien adaptée a ce type de géométrie.

Ceci est particuliérement important si les sphéres sont électriquement grandes, comme c’est
le cas ici, et que la dimension du probléme matriciel est souvent une fonction cubique de la
fréquence.

Du fait de ses nombreuses applications, ce type de géométrie pourrait aussi servir d’exemple
canonique dans le cadre d’une bibliothéque d’applications pour les hautes fréquences.
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