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PROPAGATION D’UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE
DANS UN GUIDE CYLINDRIQUE REMPLI D’°UNE SUBSTANCE ANISOTROPE :
APPLICATION A LA DETERMINATION DES CONSTANTES DIELECTRIQUES

DU QUARTZ A 9000 MHz

par D. PRADOUX, F. BLANC, R. FANGUIN et G. RAOULT

Laboratoire de Radioélectricité, Faculté des Sciences, Clermont-Ferrand

Résumé. — Il n’est pas possible de résoudre en coordonnées cylindriques les équations de Max-
well en milieu anisotrope. Nous avons réduit le calcul au cas de deux plans méridiens particuliers, le
calcul littéral peut alors étre fait jusqu’au bout. Nous avons calculé les écarts de longueur d’onde
guidée. En tenant compte des réflexions multiples dans un cristal de quartz, et en utilisant la méthode
précédente, nous avons établi un programme qui nous a permis de tracer des courbes théoriques que
nous avons comparées aux courbes expérimentales. Les constantes diélectriques du quartz a 10 GHz
sont respectivement 4,51 et 4,63.

Abstract. — It is impossible to solve in cylindrical coordinates the Maxwell equations in an
anisotropic medium. We reduced the operation to the case of two particular meridian planes. We
calculated the differences between guided wavelengths. Having taken into account the multiple
reflexions in a quartz cristal, and using the preceeding method, we made a program which allowed
us to draw theoretical curves to be compared to the experimental ones. The values of the dielectric

constants of quartz at 10 GHz are 4,51 and 4,63.

Introduction. — Notre laboratoire a étudié le cas de
la propagation anisotrope dans un guide a section
rectangulaire [1], [S]. Ce cas peut étre traité compléte-
ment de fagon littérale et nous avons fait de nombreuses
vérifications expérimentales pour montrer le bien-fondé
de nos calculs.

Dans le cas des guides a section circulaire, cette réso-
lution littérale n’est plus possible. Nous avons étudié
expérimentalement ’action sur une onde TE,; d’un
cristal de quartz ou de spath paralléles en bande X [2],
[3], [4]. Une premiére interprétation élémentaire a été
donnée de ces expériences [6] en appliquant les prin-
cipes de ’optique des ondes TEM. 1l subsiste cependant
des difficultés, et c’est pourquoi nous avons essayé de
pousser le plus loin possible la résolution littérale.
Ayant introduit la constante diélectrique sous forme
matricielle, car nous nous limitons aux effets linéaires,
nous écrirons les équations de Maxwell en coordon-
nées cylindriques. Nous avons simplifié le probléme en
supposant que 1’'un des axes électriques de la substance
est suivant la direction de propagation. Par élimination
successive des composantes de E et de H, nous pouvons
nous ramener a deux équations entre E, et H, que nous
donnons dans ’annexe. Ces équations ne peuvent étre
manipulées car des dérivées croisées ne s’éliminent pas
et nous nous trouvons bloqués.

11 est en revanche possible de chercher a résoudre ces
équations dans deux plans méridiens passant par les
deux autres axes électriques. Les équations se simpli-
fient, et peuvent ainsi nous donner les valeurs des

composantes des champs dans ces plans. Nous ne
connaissons pas la forme des champs en dehors de ces
plans qui doivent étre des combinaisons plus ou moins
compliquées des solutions trouvées, mais notre
méthode nous permet de connaitre toutes les solutions
dans ces plans.

Etude des différents modes. — Dans le cas des
substances isotropes, la théorie de G. Goubau [7]
montre que le passage du guide vide au milieu considéré
se fait avec conservation de mode. 11 est vraisemblable
de penser que dans le cas d’une substance anisotrope, le
mode se conserve aussi, tout au moins au voisinage des
plans méridiens, contenant les axes électriques qui sont
des plans de symétrie. Nous résoudrons donc en modes
TE et TM et par continuité, nous supposerons qu’un
mode TE donne naissance 4 un mode TE ; de méme
pour TM.

La constante diélectrique s’écrira pour un axe faisant
I’angle avec Ox.

¢ +nsin® @  nsin@cos @ 0
e=¢)|nsinpcosp & +ncos’p O
n=¢_¢ 0 0 &

Cas Des MODES TE. — Nous ferons alors E, = 0 et
nous aurons deux équations aux dérivées partielles en
H,. Par manipulations, dans chaque cas: ¢ = 0 ou
¢ = m/2 nous pourrons ramener cette équation a une
équation de Bessel d’ordre v voisin d’un nombre entier n.
Le champ sera donc décrit par des fonctions extréme-
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ment voisines de celles obtenues pour un guide renfer-
mant une substance isotrope. Les conditions aux
limites donneront les constantes de propagation. Pré-
cisons : si nous considérons la solution pour ¢ = =/2
le champ E se trouve dans le plan ¢ = 0 et pour ’axe
Ox, la constante diélectrique est &'. Nous aurons
comme solution une fonction de Bessel extrémement
voisine de celle que nous obtiendrions dans un guide
rempli d’une substance isotrope de constante diélec-
trique &’. Si maintenant nous considérons la solution
pour ¢ =0, le champ E se trouve dans un plan
¢ = w/2 et suivant Paxe Oy, la constante diélectrique
est ¢”. Nous aurons comme solution une fonction de
Bessel extrémement voisine de celle que nous obtien-
drions pour un guide rempli d’une substance isotrope
de constante diélectrique &”. Nous avons calculé la
variation relative de longueur d’onde guidée que nous
devons observer dans les deux cas. Elles sont en pre-
miére approximation égales et opposées.

dJn(Zo)
. 2
1 MR P T R
/1g Ao/ mg—Zy J(Zo)

Dans le cas d’'un mode TE,; : pour n =1 et la
premiére racine Z, = 1,8412 de J'(Z) =0, avec
¢ — ¢ =0,05; di,/4, = 0,008, ce qui est trés faible.

Cas DEs MODES TM. — Nous faisons maintenant
H, = 0 et nous opérons de la méme maniére : nous
arrivons ainsi & une équation de Bessel d’ordre V' trés
voisin d’un entier n. Le champ sera donc décrit par une
fonction de Bessel extrémement voisine de celles
obtenues pour un guide rempli de substance isotrope.
Les conditions aux limites permettent de calculer les
constantes de propagation.

De méme que pour les modes TE, il y aura deux types
de propagation et I’écart des longueurs d’onde guidées
ne sera plus cette fois le méme en valeur absolue. Nous
aurons :

— pour le champ E dans le plan ¢ = 0
dJ.(Zo)
di Ag n dn & —¢
+

,_"#_
y) 2ki 245 R JYZo) 4

g

’

— pour le champ E dans le plan ¢ = 7/2
dJ(Zo)
g dn & —¢
—Z # —_—
Ay 2A3R J(Zo) e’

’

da, n

les variations sont encore trés faibles : pourn = letla
premiére racine ; on trouve 0,007 dans le premier cas
et 0,003 dans le second cas.

Application a la mesure des constantes diélectriques
du quartz. — Nous plagons dans un guide & section
circulaire un morceau de quartz paralléle, ’'axe étant
pris comme axe Ox, la longueur de ce quartz étant d.
¢’ sera la constante diélectrique pour E suivant ’axe,
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c’est la constante extraordinaire. ¢” sera pour le champ
E perpendiculaire & I’axe, c’est la constante ordinaire.
Nous aurons pour chacune de ces ondes des coeffi-
cients de réflexion aux extrémités du cristal p’ et p” ;
des déphasages dans les propagations ¢’ et ¢”. Un
calcul classique nous permet de connaitre I’'amplitude
émergente par superposition des ondes réfléchies
multiples.
_ - —p

X
1 — p2 e~ 2Je

Les coefficients de réflexion sont calculables par la
formule

u—v
u-+v

p:

avec
2

u=\/8(s—B),v=\/1—B et B=j7<

(4

A, étant la longueur d’onde de coupure du guide vide.
En posant

’

g =¢—de

& =¢+de.
Il est facile de calculer p + dp et p — dp; ¢ — do,
¢ + do grice a des développements limités. Nous

avons besoin de ’angle § de déphasage entre les deux
composantes a la sortie du quartz

A—p) (A +p"*) cos ¢’ cos ¢" —(1+p"*) x

_ x (14 p"?) sin ¢’ sin ¢”
A=p) (A —p"*) cos ¢’ cos @" +(1+p'?) x

x (14 p"?) sin ¢’ sin ¢”

tg o

I’angle « que fait ’axe de la vibration elliptique avec Ox.

tg2a =tg2ycosd tgy = By/B,
avec
Ecosi(l — p'?)
B, =
V1+p* —2p%cos2 ¢
s ”2
B, Esini(l — p")

\/1 + p//4 _ 2p//2 COSz(p” ’

Etude du cas de rotation nulle. — Considérons le
cas ol o = i. Si, en premiére approximation et & juste
titre, nous faisons cos & = 1, nous en tirons y = i et

, de
comme tgy =tgi|l + m " cela nous donne

m = 0. Le calcul de m est fastidieux, mais sans diffi-
cultés. C’est une fraction dont le dénominateur reste
fini. Le numérateur s’écrit :

sin2¢ — Acos2¢9 — A=N.
Avec

u? + 02 u2+82x1

2 2

A
u? — o? € p
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Pour résoudre I’équation N = 0, le plus simple est de
prendre P'intersection du cercle de rayon un avec la
droitey — A(x — 1) = 0.

Une solution est immédiate :

x=1; y=0; 2¢=2kn.

L’autre se calcule de maniére approchée car A4 est
petit. On trouve

A
20 #7n + p + 2 kn.

Détermination numérique des constantes diélectriques.
— 11 faut faire un choix de la valeur moyenne de ¢ et le
cas de rotation nulle nous servira. Nous avons consi-
déré les courbes de rotation nulle quel que soit i. Pour
deux cristaux différents :

d = 40 mm d = 30 mm

R = 11,40 mm R = 11,40 mm

k=9 k=1

f = 8720 MHz f=9050 MHz
= 4,58 e = 4,57.

On remarquera la concordance exceptionnelle, due
au terme correctif de la deuxiéme solution. Nous choi-
sirons comme valeur moyenne 4,57. Les calculs ont été
faits par I'ordinateur du centre de calcul numérique de
la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand. Nous
avons considéré deux séquences de valeurs ; pour g,
de 0,10en 0,10 et pour de ; 0,03 ;0,07 ;0,11 ;0,15 ;0,17.
L’ordinateur a calculé les valeurs des rotations 0 et
ellipticités tg f pour différentes longueurs d’onde et
différents angles i. Nous avons ensuite tracé point par
point les courbes de variation en fonction de i pour
chaque A. Ces courbes théoriques ont été ensuite
comparées aux courbes expérimentales; ’écart mini-
mum entre elles est obtenu pour ¢ = 4,57 et de = 0,06,
ce chiffre étant obtenu par interpolation.

Nous en déduisons :

¢ = 4,51 £+ 0,05
¢" = 4,63 + 0,05.

Ces erreurs que nous indiquons sont calculées et sont
certainement largement supérieures aux erreurs effec-
tives qui doivent vraisemblablement &tre voisines
de 0,03.

g &' & " g+ & " o?
J{~[°—’(m4szu2u§e§+so o’e uuoa—zi+
e

"

&

!

Conclusion. — L’étude théorique a justifié une
maniére simple de procéder qui consiste & considérer
deux vibrations rectangulaires comme se propageant
dans deux milieux isotropes différents. Un calcul nous
a permis alors de déterminer les angles des axes, les
ellipticités des vibrations émergent d’un cristal de
quartz. Une coincidence avec les réseaux de courbes
obtenues expérimentalement nous a permis de calculer
les constantes diélectriques du quartz (& environ un
pour cent prés). Ces valeurs 4,51 et 4,63 sont trés voi-
sines des valeurs statiques connues (8, 9) et semblent
prouver que la permittivité du quartz varie peu avec la
fréquence jusqu’aux longueurs d’ondes centimétriques.

Annexe. — Les équations de départ sont, en coor-
données cylindriques, pour des champs a la pulsation @

1 9E, O0E, . ° "
; 5(; Fr A JREo @i, )
0E, OE, .
Z oy T M wH, @
1 d(pE,) OE, _
- - = — wH, 3

1 0H, 0H,

p 0o 0z

= joe,[(¢' + nsin®> @) E, + nsin ¢ cos ¢ E,] (4)
oH, OH,
0Z  op

= joeo[n sin ¢ cos 9E, + (¢' + ncos’ ) E,] (5)
1 apH,) oH,
p 0Op p oo

= jwao & Ez . (6)

En tirant E, et E, de 4 et 5, en portant dans (1) et(2),
il est facile d’éliminer les quantités intermédiaires avec
(6) et d’avoir une premicre relation entre H, et E,.

En opérant de méme a partir de H, et H, dans (1) et
(2) et portant dans (4) et (5) par diminution avec (3) on
a une deuxiéme relation entre H, et E,. Ces relations
s’écrivent :

g 0Z* °" oz2 pop \ dp

2 1. i} 2
+l—)1500s2(p~a— + ! [i (sin2(pi+cos2(p)— —s1n2<pa—] }] +aoe’(a~az—2 + wzsouos”u)

29> p Lop o0

x[lﬁ(pi)Jrh _
pop \ dp/  p* dg?

p 2

1 8 1 0 [1. 0 o 1 0°
*‘]}Ez—wzﬂﬂosoﬂ;gi[—SIUZ‘P”“(P——— )+

2 d\ op pog?

0 1 0
20 |— — =) — si il
+cos2e (6p p) sin 2 (p6<p] H,
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et
T\ \az2 HHo o & p Op pap p? 0p*  0Z?

1 2 2
+cos’ o = —
q)pl a¢2 622

+ 5+ 0O puo e gy + -

1(3
p \op
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s (05)+
op

; . 1
+ @ ppo & 50) + o® ppo g0 [sz P - —
p op

_1 sin 2¢ i)]}
p dp

H

z

[sinZ 0] —a~— + cos2 go]
o

. 0 0 1 8% 0 .
R i {lsm2¢[— (p —)— - —2] + cos2 ¢ — (3 - 1)— sin2 @ i} E,=0.
p oz 2 op \ 0p/ p 0o op \op p op
Mode TE ; ¢ = 0. Nous faisons E, = 0 et ¢ = 0 dans les équations précédentes il vient :
o (a 1)
—|—==-]H, =0
0Zop \dp p) ¢
0* 2 ,)[16(6)182 0* 2 ]
— 4+ 0 e |- —\p— )+ 5 -5+ 5 +o uppe &| +
: (azz ”HO 0‘ 0 ap pap p2 aq)z azz 0 (]
1 * @ 19
+ @? ppo € (——+—~—+a)2 ge +———)H,=0.
ﬂl’to Or’ pz a(pz 622 ”ﬂo 0 p ap
En posant : avec
H, = H, R(p) &(¢p) e/@*~*2) AjR=2Z, et A"R=2Z.

et
AIZ = wz Ulto g gy — k2 ;A”2 = wz Uldo &" gp — k2

il vient :

1 o

+ =+
pZa(pZ

[1—0—+£6_2_ A'Z]H =0.
pap A//Z ap2 z

tjne .

Nous en concluons que @ = e ; n entier et en

posant R(p) = p* u(p) avec

n2
2a=1-—::,2 et A"p=r,
I’équation s’écrit :
2 2 21 _ 2
d~'§+1d—“+[1+“+"(1 “)]u=0.
dr r dr r

C’est une équation de Bessel d’ordre v tel que
v =0+ n*(l — 2.

La solutionest alors H, = H, p* J, (A" p).

Il faut éliminer les fonctions Y qui sont infinies sur
I’axe et la dérivée par rapport & ¢ de H, étant nulle
pour ¢ = 0, H, doit étre un cosinus qui pour ¢ = 0
vaut l’unité.

Conditions aux limites. — Il  suffit d’écrire

0E,/0p = 0 pour p = R, soit
A"RJ(A"R) + aJ (A" R) =0

comme v est voisin de », considérons le mode TE de
méme 7 et posons

12 2 ’ 2, n2 __ 2 " 2
Ay = 0" ppoe' o — ko;  Ag” = 0" ppug e’ e — ko

Nous comparons I’équation
ZJ(2) —aJ(Z) =0
avec

JuZo) = 0.

Les racines Z de I’équation seront voisines de Z, en
posant Z = Z, + dZ et en faisant des développements
nous calculerons dZ

dJ(Z,)
oz, dn
dz = - — 2 e
n ZO n(ZO)

comme
2 2
” n°—2Z
J(Zo) = —-Z—OJn(Zo)
Zy
de ’expression de

o ppo(e’ — &) &g

o #

Ag?
et de dZ nous déduisons
de _ dz, _Zo dz
ko ), KiR?
et
dJ(Z,)
0% = (ﬁ)z 1 nZ, dn__ 1|E" —¢).
A, N/ n*—1Z§ J(Zo)

Le méme type de raisonnement conduit aux autres
formules.
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