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BOUSSINESQ. — ECOULEMENT EN MINCE PAROL 265

SUR LA THEORIE DE L’ECOULEMENT DES LIQUIDES PAR LES ORIFICES EN
MINCE PAROI, GIRCULAIRES OU REGTANGULAIRES ALLONGES; GALCUL
APPROCHE DU DEBIT ET DE SA REPARTITION ENTRE LES DIVERS ELB-
MENTS SUPERFIGIELS DE L’ORIFICE;

Par M. J. BOUSSINESQ.

I. Lorsqu’un vase plein de liquide est percé, a travers une
partie plane et mince de sa paroi, d’un orifice s, de dimensions
trés pelites par rapport a ses dislances tant aux bords de cette
partie plane qu’au reste de la surface limitant dans le vase la
masse liquide, la vitesse V de celle-ci, a4 chaque instant et en
chaque point intérieur, dépend assez simplement des volumes dg
que débitent par unité de temps, & I'époque considérée, les di-
vers éléments superficiels do de 1'orifice, et des distances r de
ceux-ci do au point intérieur dont 1l s’agit; car elle est la résul-
tante de vitesses ou d’appels élémentaires, dirigés vers les élé-

ments respectifs do et égaux a ;?‘171—2 - En d’autres termes, le poten-

. . . . . 1 dg
tiel des vitesses y est celui d’attraction newtonienne o= [T[’

comme je l'ai démontré aux pages 542 a 545 de mon Essai sur la
théorie des eaux courantes. Mais, entre 'orifice s et la section
contractée ma de la veine ou les filets fluides deviennent sensi-
blement rectilignes et paralléles, des difficultés d’intégration jus-
qu’ici insurmontables se présentent, par suite de la forme non
linéaire des conditions spéciales a la surface libre; et il en ré-
sulte, méme en se bornant au cas ordinaire d’'un écoulement per-
manent, I'impossibilité de déterminer, par le calcul seu/, le débit
total ¢, ainsi que son mode de répartition sur Iaire o.

Toutefols, en attribuant au mode de répartition dont il s’agit,
c’est-a-dire & la fonction qui exprime le débit, par unité d’aire,
des diverses régions de o, une forme algébrique aussi simple que
possible, la forme entiére par rapport a leurs coordonnées, on
congoit qu’un choix convenable de ses paramétres (pris en nombre
suffisant) au moyen de tout autant d’équations demandées a la
théorie ou a I'expérience, puisse fournir une expression appro-
chée de cette fonction et une valeur sensiblement cxacte du coef-
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licient m de débit. Or il est facile d’obtenir quatre pareilles con-
ditions ou équalions.

La premiére, expérimentale, consiste & mesurer, par un tube
double de Pitot, comme celui dont M. Bazin s’est servi pour avoir
la pression et la vitesse dans les nappes des déversoirs, le débit
au centre de s, ¢c’est-a-dire la vitesse du filet central, dont on con-
nait déja la direction, évidemment normale au plan de Dorifice,
du moins pour toutes les formes usuelles et symétriques de ce-
lui-ci. M. Bazin a ainsi trouvé, au centre d'un orifice circulaire

de o™, 20 de diamétre,
V:=:0,632V,,

et, au centre d’un orifice rectangulaire allongé (sans contraction
latérale) de o™, 80 de longueur sur o™, 20 de largeur,

V == 0,690V,

V, désignant, dans les deux cas, la vitesse sur le contour, telle
qu'on la déduit de la formule théorique de D. Bernoulli, ou

méme, simplement, de Torricelli, /2 gh, quand 'écoulement a
lieu sous une certaine hauteur de charge 2 [de 1™ environ dans
les observations de M. Bazin] ().

Javais déja donné, dans mes Eauz courantes (p. 552 et 554),
les seconde et troisiéme équations, fournies par la théorie : elles
expriment, 'une, 'annulation du débit par unité d’aire au bord de
I'orifice =, ot la vitesse, V, est tangente au plan de s, 'autre, 1’é-

N . , dqg .,
galité a V, de cette vitesse, V, résultant des appels oy qui s’y

trouvent exercés de tous les points de l'orifice.

Enfin, la quatriéme, mixte, en ce qu’elle emprunte a 'expé-
rience la notion de la section contractée mao, sera celle dont se
servent les auteurs d’'Hydraulique pour démontrer que le coeffi-

. . \ 1 .
cient de contraction m excéde > On la forme en appliquant le

(1) Il faut donc rejeter 'hypothése de 'annulation de la vitesse au centre des
orifices, admise par Jamin, dans le Tome I de son Cours de Physique (p. 326),
et que j’avais cru, aux pages 552 et suivantes de I'Essai sur la théorie des eaux
courantes, pouvoir accepter, sur la foi d’une expérience de Lajerhjelm trop peu
précise ou, peut-étre, rapportée trop sommairement dans les Experiences hydrau-
liqgues de Poncelet et Lesbros (Savants étrangers, t. III, p. for; 1832), par
lesquelles seules j’en ai eu connaissance.
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principe des quantités de mnouvement, suivant la normale au plan
de l'orifice menée vers le dehors, & tout le liquide qui se trouve,
al’époque ¢, en amont de cette section contractée ma, jusqu’a
une demi-sphére décrite, dans le vase, autour du centre de l'ori-
fice, avec un rayon assez grand pour que le liquide y afflue avec
des vitesses insensibles. La quantité de mouvement de ce liquide
croit, pendant U'instant d¢, de celle, o maVidt, que posséde la massc
fluide o m o V,yd¢ sortie durant le méme instant par la section con-
tractée, avec la vitesse Vo ; et il faut égaler sa valeur par unité de
temps, o mas Vi, & la somme algébrique des pressions que supporte,
suivant la normale au plan de l'orifice, la surface de tout le fluide
considéré. Or les parties de cette surface constituées soit par la
paroi ¢’ ou est percé 'orifice, et dont nous appellerons ds’ les di-
vers éléments, soit par la surface libre et la section contractée de
la veine, quiont en tout la projection ¢ sur le plan de &/, sup-
portent, d’aprés la formule de D. Bernoulli, des pressions, par

., . . oA, . 1 . 1 5 .

unité d’aire, inférieures de e V2ou de 5 o Vi a celles qu’éprouvent
les éléments de la demi-sphére situés aux mémes niveaux, V dé-
signant la vitesse du fluide qui glisse sur I’élément ds’ de la paroi,

et V, la vitesse, a fort peu prés commune, de celui qui sillonne
la surface libre ou qui traverse la section contractée. Il vient

donc
/
épKvgc-:-fV?dc)

pour la somme algébrique cherchée de pressions; et la quatriéme
de nos équations, obtenue en I'égalant a pmaV{, sera, aprés divi-
sion par ps V§,
(0 ml L[V ds
2 2.) V¢ o

Je me propose de démontrer que, dans les deux cas simples
d’un orifice circulaire de rayon R et d’un orifice rectangulaire al-
longé de largeur 20, o le débit par unité d’aire de & et les vi-
tesses V sur la paroi dépendent d’une seule variable, savoir, la
distance « au centre ou la distance y au grand axe, I'on se trouve
ainsi conduit, avec une assez grande approximation, aux véritables
coefficients m de débit, qui, d’aprés les observations trés soignées
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de M. Bazin, sont
7

N

= 0,598
pour orifice circulaire et

m = 0,626

pour Porifice rectangulaire allongé.

II. Etudions d’abord le cas de orifice circulaire, ou, a la dis-
tance quelconque « du centre, le débit par unité d’aire, supposé
de forme entiére par rapport aux coordonnées, sera évidemment

2 . , . . A . .
Vof(%> si f désigne un certain polynéme. Alors, pour satisfaire

\

a la seconde condition, exigeant que f s’annule sur le contour de
l'orifice, c’est-a-dire 4 la limite «=R, il faudra prendre cette

. o e 1_2 . . 1,2
fonction divisible par 1 — =, ou lui attribuer, en posant = =

Rz Rz
et appelant ¢y, ¢y, ¢s, ... des coefficients constants, la forme
2 2 iy .2
‘f(’ﬁ;)*A(Co—'r‘C]E;TCzE!;—f‘)(]’_‘E)

(2) ( ou
( J(s)=Zcps (1 —s) =S¢, (st— sn+1),

Par suite, le débit sera, pour une couronne élémentaire de— 2w d:
de Paire de Vorifice,

dg = amudi Vo f(s) =nR2V, f(5)ds,
et, pour tout 'orifice,

1
q =3V, [ S(s)ds,
o

quantité dont le quotient par o'V, est trés sensiblement le cocffi-
ctent de contraction (ou méme de débit) m. Il vient donc, comme

expression de celui-ci, en effectuant finalement l'intégration de
Jf(s)ds ou de Xe¢, (s"— svt')ds,

1
- N =% L4
(3) m [ S (s)ds _E(n+1)(n—1—z)—1.tz 2.3+3.4T""

Au centre, olt s = o, I’expression (2) de f(s) se réduit & ¢, ce
qui y donne, pour le débit de I'unité d’aire, ¢, Vo; et la premiére
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condition, fournie par ’expérience, revient & prendre
(L’l) Co — 0,632.

Il reste a exprimer, en fonction de cq, ¢y, Cs, ..., les vitesses,
Vo, au bord de 'orifice, et V, prés des éléments ds’ de paroi si-
tués, dans le plan de l'orifice, & une distance donnée R’ du centre,
afin d’utiliser, pour la détermination de f, les deux derniéres
conditions indiquées. A cet effet, évaluons d’abord le potentiel

d . (s .
‘)wa—’? aux distances R’ du centre supérieures & R. On le cal-

cule assez facilement pour une couronne élémentaire potentiante
de rayon « et de largeur d«, ou de masse (fictive) totale

amedi Vo f(s) = mR2V, f(s)ds,
au moyen d’'une décomposition de la couronne en éléments paral-

lélogrammes par des droites émanées du point potentié (). 1l
vient ainsi, par unité de masse potentiante,

T |
Y 2 2, T2
R '~ /7 sin%o do;
0

résultat d’ott 'on déduit, en multipliant par tR2V, f(s)ds et in-
tégrant de s = o & s =1, le potentiel total

_V, R2 [‘1 /‘ R2sinza \7 2
(5) ?“?RT.,O f(s)a’sbO <l——R—,2——s> da.

Sa dérivée en R/, changée de signe, est 'expression de la vi-
tesse cherchée V. Enfin, celle-ci, divisée par V,, devient, aprés

OE]
-

2

une réduction évidente et en posant, pour abréger, = 8,

i

(6) s%: g[lj(s) dsfo.<14§35i1]?1)‘%d1

3 1
( :%f)‘zd“‘fo f(s)(l—{%ssin?a)‘?ids.

w1 d

(') Voir, par exemple, les pages 113 & 116 de mon YVolume intitulé : Appli-
cations des potentiels a l’égquilibre et au mouvement des solides ¢lastigues, elc.
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Développons le second membre en série par Papplication de

s
la formule du bindme & (1 — Bssin?a)” 2. Nous aurons

:§[£ /(s)ds+3<§>gpfo sf(s)ds

(7) +5<§ 2\)2{32‘/0‘ s2f(s)ds—+...
+(zq—u1)<;£..,')‘7 >pq[ stf(s)ds+...],

ou bien, aprés substitution de Xc¢,(s*— s"*') a f(s), suivie de
1
Peffectuation des calculs, et en observant que f S (s)ds ne dif-
0

fere pas sensiblement du coefficient m de contraction,

%:g[m‘ ( )BZ(nﬁ—z)C,(Lnﬁd)
( >32(n+5>ctn+4)

N 3 L 29—1 Cn
' +(2g+ ')(;Z ’ 2q _> Be (n—'—q—rl)(n—-—q—,—z)

III. Le troisiéme membre de (6) permettra de calculer sous
forme finie la vitesse au bord R'== R de l'orifice, on § = 1. Dans
ce but, on prendra comme nouvelle variable, destinée & tenir lieu

de 2, la tangente, 1, de la moitié de cet angle «, ce qui donnera

(8)

2dx . 27
do = > et sina = ———-
1+ 12 1+ T2

En posant d’ailleurs, pour abréger, § = 4<2s et substituant
e, (" — st ) a f(s), 1l vient

v 07 (472—0) db

(9) (Pom R'= R) '\70 c”f (l+12) d’-_/o‘ (412)n+2[¢(:;2)—2;—_0]3'

Or
PO (4e2—0)do
(4’,_- )n+2/ [\/(I+T2)° 0]8

6 =42

1

= [ 2 _0)d - —— .
G, R0

et, en intégrant par parties, 'on a :
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1° Pour n = o,

f _(4er—=0)db  —a4n 4 /‘n’,”___de
(10) @, e e T Gerd avaa

_ PET) 4T 1 [ - .
T2m) G 17)2[\/((’*_':) ] :ﬁ<[_‘ >_~2‘({“*‘72 ’

1+ 12

2° Pour n>> o,

[Vaizyp—a) 2%
bt2 97—1
<m>n b V- —6

b

" 0”(/;1——0)d0 In#l*“ln
; (412)11472/‘
(11)

ou I, =

Mais, pour n > o,
6=1u12
—22n
= - n-1 9
In (412)n£:0 bn-tdy/(1+x2)2—0;

ce qui donne, quand n=1, I, =1, et, quand n est > 1, en
intégrant par parties, puis dédoublant /(1 + t2)2 — 0 en
(14 72)? 0 -

Vi-+-=r—8 Jiarop—0

(1 —=2 L 2)2
_nl—) ()
2712 272

I,= hy—2(n—1)l,,

ou bien, aprés avoir isolé I,

n (r+n2)2l, | — (1—=2)
2n +1 272

(12) [,=

Joignons cette formule (r2), spécifiée successivement pour

n=2,3, 4, ..., ala précédente I, = 1, et nous aurons
2 <2 b
[1::l7 IQ:I—E—»g—-, [3:l'¥—;‘_+]6’
I 32 T . <6 I 272 ok ~6 ~8
=1+ - — -_ =1+ — -+ - = 3
i T3 T 35’ i T3 7 q 126’
13) ¢ . . .
(13) I . 572 + 5zv 578 T8 10
S T P P )
312 51k 76 T8 10 Tl2
=1+ -+ — = - — — 3
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d’ou 1l résulte

(14)

272 13

Vhi—ls

\ a2 42
Telles sont les valeurs respectives du premier membre de (11)
pour n==1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., asubstituer dans le second membre

I

3

3 572 b5t 5B 7’:“’)
i TR TR T

de (9), avec celle que donne (10) pour n = o et qui est m_l*_f)
Les multiplications par (1 + 72)* et les intégrations relatives & ©
entre les deux limites T = o0, ©==1 n’offrent ensuite aucune dif-
ficulté, et ’équation (g) donne finalement, aprés additions numé-

riques et réductions,

! (au bord de l'orifice)

s vV _ 4 Co—t L or 4 157 ot 803 o 62417 .
(15) 4 Vo — 3\ BT 585 T 535,77 T 535,68
293327 077385
—1—27,/'9.”‘2_13 b 9_49‘“2.”2 6. ),

résultat bien d’accord avec celui que fournit un peu plus directe-
ment 'emploi, comme variables d’intégration, de coordonnées
polaires autour du point du bord ot 'on évalue la vitesse V (Faux
courantes, p. 560 et 561).

IV. Nous pouvons maintenant, d’'une part, en vertu de la troi-
sieme des quatre conditions auxquelles nous savons astreint le

mode de distribution V, f(s) du débit, poser, dans (15), V=1V,.

et, d’autre part, substituer l'expression (8) de \X dans la der-
0

niére, (1), des mémes conditions, ot 'on aura

ds’ a2mR'dR"

s T am 4

= — =

B B

avec 3 décroissant de 1 a zéro. Il viendra, entre les constantes ¢,
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Cy, C3, ..., les deux équations cherchées

Zo+ 2 B3 Ol
(16) 15 %L 35 55 @7 15.35.63. 11 O
1o ¢
293327 Cs —+ 107738) cy—+ =T __¢
27.49.112.13 8 (, 49. 12132 ¢ T 0
! 1
I 1
nl‘;‘*'gu[ I:m—“ < > BE(nJ_,)(,LA_3)
1 3\2 Cn
+35(=%) B2 P N——
(17) <‘Z 4/ ' E(Il—f—g)(]L,i_[‘) ™
13 q*[>
+(2q 1 .
9 )< 4 29

Cn 2
\ XB72(71+q—.—1)(n+q+2)+"'] a8,

ou 'on sait déja, par (4), que ¢, =10,632, et, par (3), que le coef-

. . , c
ficient de contraction m égale 2 »(n~—f"

—‘—I)(Ilﬂ—)) ( )

La somme des coefticients de la série qui figure par son carré
sous le signe f, dans (17), est évidemmentla valeur de cette méme
série pour 3 =1, valeur qui, d’aprés (8), ou il faut faire alors
V=V, est 2. On a donc la relation, trés importante pour les
calculs suivants,

|3 () Bommern 2 (07) Zasra

(18) ¢

13 g —1\2 Cn .
( _s_(')g—|—1)< A 7;;}~> (k——qlT)_(}L+q~—7) .= 2.

V. Cela posé, convenons de garder, dans 'expression (2) de
S (s),avec le coefficient ¢, donné, un seul des autres, ¢y, €2, €3, ...,
savoir, celui qui permettra le mieux de satisfaire aux équations
(16) et (17). Essayons donc successivement ¢y, €2, C3, - - .-

(*) En réduisant, sous le signe f, la quantité entre crochets & son premier
terme, et négligeant par conséquent tous les autres, essenticllement positifs
d’aprés leur signification telle qu’elle parait au second membre de (7), il vient,
ala place de I'équation (17), 'inégalité du second degré m >} -+ ;m?; d’ou l'on
déduit évidemment m > 2(2 —/3) ou m > o, 536. Le coefficient de contraction m
admet donc, dans toutes les hypothéses possibles, la limite inférieure 0,536, un
peu plus avantageuse que celle, 0,5, a laquelle on s’arréte d’ordinaire dans les
Traités d’Hydraulique en négligeant le dernier terme de I’équation (1).
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L’équation (16), ot

T — Co = 2,3562 — 0,632 =1,7242,

1w

donnera, dans ces divers cas,

cy= 3,6947, ca= 5,7656, c3= 7,8909,
(19)

¢, = 10,0502, ¢ = 12,2329, cs=14,4320, ...,
et les valeurs correspondantes (3) de m seront

m;=0,9318, mg = 0,7965, mg = 0,710,
(20)

m,=0,6310, ms = o0,6073, mg=0,5737,

1l reste a calculer le second membre de (17). On trouve, pour
la série qui y figure sous le signe [, les expressions respectives

0,9318 +0,3099 B +0,1669B2+...)2=:0,8682+0,57758+0,4071 $2+...,
9 ) 9

{  (0,7963 +0,29528 +0,1722032+ 0,1154(33 +...)?

| = 0,634%--0,47038 +0,3614B2-+0,285583+...,

{ (0,7105 +0,27638 - 0,1691 B2+ 0,1179B3 +...)?
= 0,5049 + 0,3926 8 + 0,316782—+—0,261083+. ..,

{ (0,6510-+0,2583 3+0,16323%2+0, 1170 3° +0,0893 §*=+-0,0709 85 +0,0578 B8 +...)’

| = 0,4238-+0,3365B8-+0,2793B2+0,2367 B3 +0,20348%-+0,1767 85 —0,1578 B +...
(0,6073 --0,24288 +0.156582+-0,1145 B3+ 0,08908%—+0,0718 33
g 10,0593 88 +0,0500 B7 + 0,0428 B8+ 0,0371 89 -+ 0,0324 $10 +-...)2
§ = 0,3688 +0,29498 +0,2490B2-+0,213133--0,1882 3%+ 0,1662 3%
+0,1479 B¢+ 0,1324 7+ 0,1192 38+ 0,1078 39 +0,0980 10 +...,
3 (0,5737 +0,22938 +0,149882--0,111333+ 0,0877 B¥ 4 .. .)2

= 0,3291 +0,2631B +—0,2245B2+ 0,1964B3+ 0, 1742 B%+. ..,

Or la somme des coefficients (tous positifs) des seconds
membres, évidemment exprimée, dans chaque cas, par le carré de
la série (18), devient, & la limite, le carré, 4, de la valeur de cette
série; d’ou il suit que la somme totale des coefficients non écrits
explicitement aux seconds membres est ’excédent de 4 sur celle
des coefficients écrits, au nombre, respectivement, de 3, 4, 4, 7,
11,3, ..., et qu'elle vaut, dans ces divers cas, '

2,0471, 2,2484, 2,5248, 2,1887, 11,9125, 2,8127,
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D’ailleurs, dans le produit, intégré entre les deux limites o et 1,
des mémes seconds membres par dB, les coefficients non écrits,
et qui viennent respectivement aprés celui de 82, ou de 33, oun
de 32, ou de 3%, ou de 3'°, ou de B*, ..., seraient affectés des
diviseurs entiers supérieurs & 3, ou a4 4, 0u & 4, oud 7,ouda i1,
oua 5, ...; et il en résulterait, en tout, des intégrales positives,
évidemment inférieures, respectivement, a

-~

84 2,5248 2,1887 1,9125 2,8127
’ 5 g 1 6 R

2, 1471 2,2
7 b
4

o

ou, aprés effectuation,
(21) 0,3368, o0,41497, o0,5050, 0,2736, o0,1594, 0,688,
L’intégrale définie qui figure dans (17) aura donc pour valeur

ce que donnent, multipliés par d et intégrés de zéro a 1, les lermes
explicitement écrits aux seconds membres ci-dessus, ¢’est-a-dire

5 ~ -/
0,8682 -+ 0"7)77) SRLAEL/AN etc.,

ou bien, tous calculs faits,

(22) 11,2927, 1,0614, 0,8720, 0,8366, 0,7890, o0,6195, ..

AR

augmenté d’une fraction inconnue (mais notable) de I'expression
(21) correspondante. Il vient ainsi, dans les quatre premiers cas,
des totaux moindres que

1,2927 — 0,5368 = 1,829J, 1,0614 = 0,4497 = 1,5110,

0,8720 + 0,5050 =1,3770, 0,8366 + 0,2736 =1,1102,

et donnant, par suite, au second membre de (17), des valeurs sen-
siblement inférieures a

[ 1,8295 N I 1,5110 1
; = _é—__ = 0;72b7, ; -+ *"S = 0)6b897
1 I 37;—0 I I[,1102 oy
; s 8_/_ = 0,6721, 5‘ - .l,gf— = O,()JSS,

alors que le premier membre de (17) est respectivement,

d’aprés (20),

0,9318, 0,7905, 0,7105. 0,6510,
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et, par conséquent, plus fort. Au contraire, dans les cas qui suivent
le cinquiéme, l'intégrale définie dépasserait de méme sensiblement
sa partie principale ou explicitement calculée 0,6195, ..., prise

seule; et le second membre de (17) excéderait, par suite, d’une

. I 0,6195 y \
maniére notable, STy =0, 5774, ..., alors que, d’aprés (20),

le premier membre, 0,537, ..., est intérieur a cette limite.

VI. Il ne peut donc y avoir égalité approchée des deux membres
de (17) que dansle cinquiéme cas, ou l'intégrale définie qui figure
au second membre de (17) estla somme de 0,78go et d’une partie
notable, mais inconnue, de 0,1594 = 2(0,0797). Appelant § un
nombre compris entre zéro et 1, écrivons cette partie inconnue

0,0797 == 0,07970; ce qui donne, pour I'intégrale,
0,8687 == 0,07970.

Et le second membre de (17) devient lui-méme

(23) 0,6086 == 0,01000,

(uantité qui se confond bien, sensiblement, avecle premier membre
ms=—o0,6073.

En voyant comment décroissent, sous le signe / du second
membre de (17), les différences des coefficients successifs écrits,
0,3688,0,2949. ..., 0,0980, de la série en 3, on peut augurer que
le premier coefficient non écrit serait 0,0980 — 0,0084 = 0,08¢6;
ce qui donnerait a fort peu prés 0,0896 31 pour le terme corres-
pondant et réduirait dés lors a

1,9125 — 0,0896 ==1,8229

la somme des coefficients non écrits. 1l en résulterait, pour 'inté-
grale & calculer, une valeur de la forme

8999 120
0,7890 -+ Q’—?—zgﬁ + 1%—29 1 = 0,8066 = 0,07019.

Etle second membre de (1~) serait, au lieu de (23
7 ’ ’
(23 bis) 0,6083 == 0,00880,

expression ou il est certain que 0, quoique inconnu, se trouve
notablement au-dessous de sa limite 1, et dont, par conséquent,
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Iexcédent 0,0010 70,0088, sur le premier membre my;=0,6073,
est loin d’atteindre la valeur absolue o,01. On peut donc regarder
I’équation (17) comme trés sensiblement vérifiée par I'emploi, dans
la formule (2), des deux coefficients ¢y = 0,632 et ¢y =12,2329.

Une plus grande approximation du second membre de (17) exi-
gerait des calculs assez laborieux.

VIL. En résumé, le débit par unité d’aire, & la distance « du
centre d’un orifice circulaire ayant un rayon donné R et sur le bord
duquel la formule de D. Bernoulliindique une certaine vitesse V,,
admettra comme expression approchée

2 10\ .
g V°f<}%z> = V0<0,63)—i—|2,2329 1:16) (1—— PT)’

v

@

(24)

\
u

=]

Vof(s) = Vo(0,632 +12,23295%)(1 — 5).

En méme temps, le coefficient de contraction m sera trés sen-
siblement 0, 6073, ou plutdt un peu moins, vu I’existence de petits
frottements, négligés ici, qui, pour la vitesse 0,632 V, observée
au centre, doivent réduire légerement le débit vers les bords. Or
cette valeur théorique, m = 0,6 environ, se trouve bien d’accord
avec le coefficient expérimental de débit m = 0,598, obtenu par
M. Bazin (').

D’aprés (24), la dérivée f7(s), divisée par 12,2329, est

— 655 — 55— 0,051664.

-

On voit, sur sa propre dérivée — 10s3(3s — 2), que, de s=o0

s =13, elle croit, pour décroitre ensuite : négative de s =o a
s ==0,36903, elle est positive de s == 0,36903 & s == 0,81370, et,
de nouveau, négative au dela de s —= 0,81370. Douc, le débit par

(') On sait que les orifices trés petits donnent des coefficients de débit plus
forts, a cause, sans doute, d’un effet de capillarité ou d’adhérence de la couche
superficielle de la veine sur I’étroite paroi cylindrique de P’orifice, effet propre a
rapprocher la veine elle-méme de cette forme cylindrique et & diminuer par con-
séquent la contraction. Mais son influence devait étre complétement insensible
dans lorifice de o™,20 de diamétre dont M. Bazin mesurait le débit; car des obser-
vations d’ingénieurs américains sur des orifices circulaires de diamétres beau-
coup plus grands encore, et atteignant jusqu'a o™,60, ont également fourni des
coeflicients de débit trés voisins de o, 6.
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unité d’aire (24), on composante de la vitesse suivant la normale
au plan de lorifice, décroit lentement, autour du centre (par
suile de l'inclinaison de plus en plus grande des filets), jusqu’a
la distance « = \/0, 36903 R = 0,6075R, ou elle atteint son mini-
mum o0,45160V,. Au dela, linfluence de l'accroissement de
vitesse, dii aux diminutions de pression qu’entrainent les forces
centrifuges, 'emporte sur celle de I'inclinaison; et le débit par
unité d’aire grandit, jusqu’ala distance . =y/0,81370 R == 0,90205 R
au centre, ou elle atteint son maximam 0, 93065 V,. Aux distances
supérieures, I'influence des inclinaisons de plus en plus fortes des
filets 'emporte de nouveau, pour réduire finalement & zéro le
débit V, f(1) sur le bord, ot, cependant, la vitesse d’écoulement
atteint son maximum V,.

VIII. Passons maintenant au cas d'un orifice rectangulaire
allongé, de largeur 2 5. Le débit par unité d’aire, supposé encore
fonction entiére des coordonnées, devra évidemment y étre, aux

2
diverses distances v de I'axe longitudinal, V, f <%) , avec fdela

/

forme
2\ 72 g 6 2
o ()= (sragivag cafien) (=)

)
ou, plus simplement, en appelant s le rapport 2—2,

(25 bis) S(s)=(Zcps")(1—s) == Be,(sn— sn+l),

Sur l'axe, ot s = o, la vitesse, normale au plan de lorifice, se
trouvera exprimée par V,f(0) =c,V,, et, va sa valeur expéri-
mentale 0,690V, il viendra, comme premiére condition imposée
aux coefficients ¢y, ¢y, Cas ...,

(26) ¢y = 0,690.
Quant au débit total ¢ (par unité de longueur), il aura 'ex-

b 1
pression 2/ Vof(s)dn = bVof f(s)%f, et son quotient par
0 ] s

2bV, sera le coefficient de contraction (ou de débit) m.
Il vient donc pour la moitié de ce coefficient, en substituant
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finalement & f(s) sa derniére valeur (25 bis) et intégrant,

m . crL . Cy _CL“ ﬁ_
(27) E ff(s) Z()n n2n—+3) 13733 R

Evaluons, d’autre part, la vitesse V dans le plan de I'orifice,
aux distances y de I'axe supérieures 2 b. Chaque élément rectan-
gulaire dE drn de la bande d’orifice comprise entre les deux paral-
leles y =n, = n + dn a 'axe, exerce au point considéré (z, y)
Vappel 2iqrz = 211[(5\3.2()221%57]—}/)5] » qui a, suivant la perpendi-
culaire menée de (z, y) a l'axe, la composante

3

A\ 3
VT C) ()l — 52 (r — 0,21 ¥ .
Par suite, celle-ci, intégrée de £ == — o a £ = o, donne, comme
appel total de la bande en (z, y),
Vo f(s) dn [ f-- ]EH _ Vofis)dn
2y =) | YE— 2 (n—y) fie o T —)

En y joignant I'appel analogue de la bande symétrique comprise

de y = — (n+dn)ay =—m, la somme est
Vof(s)dr <__1__ Lt >_ 2Vof(s)ydn Vo b f(s) ds
& y—mo Y w(y—n) T om oy b
}/2

et 'on n’a plus qu'a intégrer cette expression depuis s = o jusqu’a
s =1 pour avoir la vitesse cherchée V. Il vient donc, en divisant
par V, et, finalement, en substituant Xc¢,(s*— s**') & f(s),
pour effectuer l'intégration terme & terme aprés avoir remplacé
b2 \—1 tvel b2 b* 2
1—(}—25) par son développement convergent ‘+?5+?5 .

/ v 1

1 b b2 \—tds
S W I G
_ 4 b[ Cn
(28) Tmoy (2n+1)(2n +3)
b2 Cn

y— (2n—+3)(2n+5)

b Cn
\ F ik (an = 5)(an+7) ]
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A la limite y == 0, le dernier membre prend la torme finie

2 c o\ . L
= E —"__, a cause des identités
T e 270 1

2 1 I

(2n+1)(2rn—3) a2n-~1  an-—+3’
2, o 1
(2n+3)(2n=+5)  2n-+3 a2n-45

cltl’on a

(29) (au bord de Torifice) Vv 5)_2 Cn

Vo w™ 20 41

IX. Ainsi, la condition V =V, (pour y === ) revient & écrire

c ) . .. .
E “_ = -, ou & poser entre les coeflicients inconnus ¢y, cs,
2n +1 2

3y ++ ., vu, finalement, (26), la relation

(30) Lyl O % T )= 0,8808.
3 5 7 9 2

D’autre part, I’équation (1), derniére de nos quatre conditions
imposées au mode V, f(s) derépartition du débit, s’écrira, si I'on

.. m 1 1 “V2d
divise para, — =

1 1 V2dy, . . _V_ .
s=ati) e ;et,enysubstituanta o~ le dernier

Ve
>mb .8 ) __f» __ plestaut 1e 2 en vertt
membre de (28) | ou R D3 n’est re que —- e 1

de (27)], aprés avoir d’ailleurs choisi une nouvelle variable d’in-

tegration Y egale a 3/; on aura | equation

[ m 1 4 T'm N Cn
S T I = -
2 4 w2/, 2 (2n+3)(2n +5)

o | c 2
+~(’«2(2n S TEY P +...] dy (1).

(') En négligeant sous le signe f les termes en v2, v¢, ..., essentiellement
positifs d’aprés leur provenance au second membre de (28), il vient I'inégalité

, m 1 m? . , Lo o pes
du second degré PR -t oa qui résolue, donne comme limite inféricure

de m, dans toute hypothése possible sur le mode de répartition du débit,

Pl A (e A s
4<1 v/ 1 1-;:)’ <I \/ 1~E—2> = 0,565.
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Dans celle-ci, la somme des coefficients du polynéme entre

crochets, en v2, estla valeur, multipliée par ‘Z » du dernier membre

de (28), a la limite ) = b ol le premier membre de (28) est 1; ce
qui permet, en élevant au carré, de poscr la relation, trés impor-
tante pour les calculs suivants,

m Chn
P (2224 3)(2n +5)

<
Cn roowr -
( E(')n—l— ))(2n+/) ] = 6 = 201685,

X. Réduisons encore a un seul, comme pour Uorifice circulaire,
les coelficients ¢,, ¢a, ¢y, ..., en choisissant celui d’entre eux qui,
déterminé par (30), permettra le mieux de satisfaire a I'équa-
tion (31).

La velation (30) donne ainsi, successivement, lorsqu’on réduit
son premier membre & un seul terme,

| c1=2,6424,

¢ = 4,40j0,

(33) ; (’3:6,1656,
€ =7,9272,
cs= g,6888,

et il résulte alors de (27), pour les moitiés des coefficients de
contraction correspondants,

m,

5 = 0, 4062,
n;, *
? = 0,3558,
™o 3279
(31) 9 ? /I
m
f; = o0,3101,
ms
“Z)_ - 07?’978:

Quant a la série qui figure, sous le signe f, au second membre

J. de Phys., 3° série, t. L. (Juillet 1892.) o 20
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de (31), elle regoit les expressions respectives

(0,4062 - 0,121572 40,0617 Y --...)* = 0,1650 - 0,0987 Y% + 0,0648 y* ...,
(0,3558 -+ 0,115972 4 0,06427* +...)2 = 0,1266 - 0,082572 -~ 0,0591 Y* ...,

{ (0,3279 +0,108372+0,0628v*+ 0,0426y6 4-...)?
? = 0,1075 + 0,071072+4 0,0529 "+ 0,0415y6 ...,

{ (0,3101 40,1014 %2+ 0,0604 7" -+ 0,0420 7% +-0,0315 Y8 40,0247 71° -+ 0,0200 12 +...)’

? = 0,096 1+ 0,0629v2 -+ 0,0477y* +-0,0383 7%+ 0,031778 40,0268 y10 40,0230 712 +-...
(0,2978 -+ 0,0957 Y2+ 0,05777" + 0,04097% -+ 0,0313y8 .. .)2
= 0,0887 -+ 0,0570v2+ 0,0435 Y%+ 0,0354v6+ 0,0298y8+. ..,

En vertu de (32), les sommes des coefficients non écrits expli-
citement aux seconds membres égalent les excédents respectifs

72 . v . C . .
de 16’ ou de 0,61683, sur les sommes des coefficients écrits, qui

sont, respectivement, au nombre de 3, 3, 4, 7, 5, .... On trouve
ainsi, pour ces excédents,

0,2883, 0,3486, o0,3439, 0,2903, 0,3625,

Et comme les coefficients successifs dont ils expriment les sommes
acquerraient en diviseur, par le fait de I'intégration définie indi-
quée au second membre de (31), les divers impairs supérieurs
a5,5,7,13,9,..., le résultat total de cette intégration com-
prendra : 1° U'intégrale fournie par la partie explicitement écrite,

. o 0,098 648 .
savoir 0,1630 - —39—7 —+- 0’05 48, elc., ou, tous calculs faits,
(35) 0,2108, 0,1659, o,1477, 0,1399, 0,1247, ...}

. . .. . 0,2883 0,34806
2° une partie notable, mais inconnue, des quotients ==, 212422,

7
0,339 ©0,2903 0,3625 . !
» = » +++5 qui sont
9 15 11
(36) 0,0412, 0,0498, 0,0382, o0,0194, 0,0330,

Dans les trois premiers cas, I'intégrale définie n’atteint donc

pas les valeurs
0,2108 -+ 0,0412 = 0,2520,

0,1659 -+ 0,0498 = 0,2157,

0,1477 + 0,0382 = 0,1859,
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et le second membre de (31) est, par suite, assez au-dessous,
respectivement, de

4
—+- %%(0,2520): 0,3521,

=N

+ 4 (0,2157) = 0,3374,

BN

4 .
- (0,1859) = 0,3253,

PN

nombres moindres eux-mémes que le premier membre, égal,
d’aprés (34), 4 0,4062, 0,3558, 0,3279.

Au contraire, dans les cas qui suivent le quatriéme, I'intégrale
définie figurant au second membre de (31) excéde d’une maniére
sensible sa partie explicitement calculée 0,1247, . ..; et ce second
membre dépasse par suite, assez notablement, les quantités

1 4 ‘ 3 ~ . , . éri
Z -+ ;;2(0,[24’7) == 0,0000, ..., qlll SOHL7 neanmoilins, sup rieures

au premier membre 3 my;=0,2978, ....

XI. Ainsi le seul cas qui puisse convenir est le quatriéme, ot
les deux coefficients conservés dans I'expression (25) ou (25 bis)
de la répartition du débit sont ¢y= 0,690 et ¢,= 7,9272. Alors
Iintégrale définie & évaluer dans le second membre de (31), égale
a la somme de 0,1399 et d’une partie notable, mais inconnue, de
0,0194, peut s’écrire, en appelant § un nombre positif sensible-
ment inférieur a 'unité,

;5 b = 0,1495 == 0,00970.

0,1399 +- (0,0194)

Le second membre de (31) devient, par suite,

(37) é+%(0,1495i0,00970):0,3106:’:0,00390;

ce qui ne différe pas sensiblement du premier membre, 0,3101
d’apreés (34). Les valeurs ¢y = 0,690, ¢; = 7,9272 vérifient donc,
a trés peu prés, toules les conditions imposées, et elles corres-
pondent & un coefficient théorique de contraction double de 0,3101
ou exprimé, sauf écart négligeable, par la formule

(38) m = o0,62.
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X1I. C’est ce que confirme assez bien Iobservation, puisqu’elle
a donné & M. Bazin 0,626 pour m, ou, plutdt, pour le coefficiert
de débit, que devaitrenforcer légérement une certaine non-pression
constatée dans I’axe de la veine et produisant un surcroit de hau-
teur de charge dont fait abstraction la formule usuelle m\/@.
Il en résulte que le débit par unité d’aire, aux diverses distances
1 = b\/g de 'axe longitudinal de I'ovifice, doit admettre, d’aprés
(23) et (25 bis), I'expression approchée

08\ /[ 72
‘ g Vof<~> =V, (0,69()+7,927:»7)—,;><‘l~-bﬂ),
(39) < ou
( Vofis) = Vo(0,690 + 7,927284)(1 — ).
Le dernier membre, divisé par 5,9272V,, a pour dérivée

(40) — 5s*+ 15" — 0,087042,

trindme que l’on reconnait, a 'inspection de sa propre dérivéc
4s2(3 —3s), croitre de s=o0 a s=1, pour décroitre ensuite.
Comme ce trindme, pour s ou nul, ou égal & 1, se trouve avoir le
signe moins, contraire & celui de son moaximum correspondant
a s =2, les racines qui I'annulent sont au nombre de deux, entre
les limites & considérer s = o0, s = 1. Négatif au-dessous de la
premiére racine s = 0, 33438, |l est ensuile positif jusqu’a ce que s
atleigne la seconde racine, 0,7604, pour redevenir et rester négatif
au dela. Donc la composante longitudinale de la vitesse, Vo f(s),
débit, par unité d’aire, des diverses parties de l'orifice, décroit
quand on s’éloigne de 1'axe (malgré la lente augmentation de la
vitesse totale V) a raison de l'inclinaison qu’y présentent les filets
fluides; et ce décroissement a lieu jusqu’a la distance

de part et d’autre de l'axe, distance ou le débit par unité d’aive
atteint son minimum o0,5252V,. Au deld, il croit, 4 raison de
Pinfluence prépondérante de l'accroissement des vitesses V,
lorsqu’on s’éloigne de P’axe ot celles-ci étaient le plus réduites
parl’excés de pression di aux forces centrifuges; et il atteint ainsi
son maximum, 0,8003 V,, aladistance == r,_\/o 76040 =0, 8-20/
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de part et d’autre de 'axe. Plus loin de celui-ci, I'influence des
inclinaisons, désormais trés grandes, des filets, prédomine de nou-
vcau et de plus en plus, jusqu’a annuler enfin le débit par unité
d’aire sur les deux bords n === 0, ou, cependant, la vitesse
totale V atteinl son maximum V, (').



