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SUR LA CONDITION DE STABILITÉ DU MOUVEMENT D’UN SYSTÈME OSCILLANT
SOUMIS A UNE LIAISON SYNCHRONIQUE PENDULAIRE;

PAR M. A. CORNU.

Dans l’établissement de certains dispositifs de haute précision
usités en Physique ou en Astronomie, on est conduit au problème
suivant :

Rendre les oscillations d’un systéme mobile donné (balctncier,
laine vibrante, galvanomètre, etc.) exactement synchronique
avec un mouvement périodique également donné ( batten2ents
d’une horloge, d’un relai, etc..).
Le système oscillant à synchroniser est, en général, un solide

invariable soumis à l’action :

~ ° D’une force principale proportionnelle à l’écart;
2° D’une force perturbatrice proportionnelle à la vitesse;
3° D’une force additionnelle, constituant la liaison synchro-

nique, dont l’intensité est périodiclue et que, pour simplifier, nous
supposerons indépendante de la position du système.

L’équation difl’érentielle du mouvement est

9 représentant l’écart angulaire du système; V. le moment d’inertie;
c~ et r les moments des deux premières forces correspondant à
l’unité de vitesse angulaire et d’écart; F le moment de la liaison
synchronique fonction du temps seulement.

L’intégrale générale de cette équation, expression du mouve-
ment cherché, se compose de la somme de deux termes

Le premier terme, solution de l’éqtiation (i) sans second membre
(~~ eut ? étant les deux constantes arbitraires de l’intégration),

Article published online by EDP Sciences and available at http://dx.doi.org/10.1051/jphystap:018870060044500

http://www.edpsciences.org
http://dx.doi.org/10.1051/jphystap:018870060044500


446

représente une oscillation dont l’amplitude s’alnortit avec le

temps; le second, 5, est une solution particulière de l’équation
complète. Le mouvement définitif est donc la superposition de
l’oscillation amortie que le système prendrait si la liaison syn-
chronique n’existait pas et d’un mouvement qui dépend de la loi
qui lie l’intensité de la force synchronisante avec le temps.
Le problème proposé consiste à chercher s’il est possible de

faire coïncider ce mouvement résultant avec une fonction pério-
dique 5 dont la période 0 est différente de la période T de l’oscil-
lation propre du système.

La présence du premier terme, représentant l’oscillation amortie
de période T, montre que cette coïncidence n’est possible qu’après
un temps suffisamment long, lorsque l’exponentielle négative est
devenue sensiblement nulle. ; mais qu’après cet intervalle le mou-
vement du système peut être identifié avec un mouvement quel-
conique 5 de période 0 compatible avec la condition de vérifier
l’équation (i); d’où l’on conclut :

Pour qu’un système oscillant puisse être synchronisé, il

faut et il suffit que le mouvement libre du systènle soit une
oscillations amortie : le régime stccble est d’autant plus rapide-
ment atteint que l’amortissement est plus grand.

Cas d’zcne force périodique suivant la loi pendulaire simple.
- Parmi les mouvements périodiques qu’on peut se proposer
d’imposer au système oscillant, le plus simple au point de vue de
la théorie aussi bien que de la convenance expérimentale est le

mouvement pendulaire simple ou oscillation non amoi-tie.

Cherchons donc à quelles conditions doit satisfaire la liaison syn-
chronique F pour donner au système oscillant un régime stable
représenté par la fonction circulaire

11 suffit de substituer dans Inéquation (i) 0 = ~ ; on en déduit
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La force synchronisante est donc aussi une fonction circulaire
du temps caractérisée par une amplitude B et une phase 1&#x3E; qu’on
détermine par une identification facile; on trouve ainsi

Ces expressions permettent de conclure les paramètres B, ~~ de
la force synchronisante en fonction de ceux du mouvement ~b, ~,
ou inversement. La formule (6) montre que (1&#x3E; - ~) ne peut être
nulle que si le coefficient d’amortissement x est égal à zéro ; d’oii
l’on conclut :

Lorsque la force synchj°onzsanCe et le lnourelnent synchr°o-
nisé sont représentés par la loi pendulaire simple, il existe

toujours une différence de phase, entre la force et le lnoure-
ment : cette différence de phczse, conséquence de l’ainortisse-
ment, correspond tozcjozcrs à un retard du nzouvement syn-
chronisé.

Cas d’une force périodique quelconque. - On peut, sans

calcul nouveau, obtenir le mouvement, en régime stable, dû à une
force variable quelconque F dont la période est 0. On sait que

l’expression de cette force en fonction du temps est, en général,
développable par la série de Fourier et peut être mise sous la

forme

Le second membre F de l’équation différentielle ( 1 ) se composera
donc d’une somme de termes ayant la même forme que ci-dessus :
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le terme F de l’intégrale générale sera la somme de termes ¿fi,
¿f2’ ... , ¡fil assujettis seulement à vérifier individuellement l’équa-
tion ( T ) ; des expressions (5) et (6) on déduira donc aisément les
paramètres du terme général en y changeant B en B,Z, ~h~ en ~)l~n,
~en~,tet0 en~~

n

On voit alors que chaque terme périodique de la force produit
un effet périodique correspondant sur l’amplitude et la phase du
mouvement résultant, mais que cet effet va en décroissant rapide-
ment avec l’ordre n, car les termes successifs contiennent r¿2 ou

au dénominateur : cette circonstance permet, dans diverses appli-
cations, de réduire la série à ses premiers termes ou d’utiliser les
développements peu convergents représentant certaines fonctions
discontinues.

Vérification expé~°ime~2tale des résultats .précéde~ts. - Il

importe de vérifier entre des limites aussi étendues que possible
les résultats ci-dessus, particulièrement en ce qui concerne l’in-
fluence de l’amortissement sur l’établissement du régime stable,
sur la phase et l’amplitude du mouvement définitif : on y parvient
en utilisant les phénomènes d’induction.

Si l’on ferme le circuit d’un galvanomètre par un solénoïde au
voisinage duquel oscille un aimant, on réalise toutes les conditions
étudiées ci-dessus : on retrouve en effet le système oscillant

(aimant mobile, dans un cadre fixe ou cadre mobile devant un
aimant fixe) soumis aux trois forces précitées : couple principal
proportionnel à l’écart (action terrestre ou torsion ), couple
d’amortissement (réactions électromagnétiques du cadre et de

l’aimant) et liaison synchronique constituée par Faction du courant
induit dans le solénoïde.

Pour faire les vérifications dans les conditions les plus con-
cluantes, on construit un galvanomètre du type Deprez-d’Arsonval,
dont le cadre très léger, suspendu à un fil de torsion assez gros, 

°

présente une période d’oscillation à circuit ouvert d’environ ± 7 de
seconde : ce galvanomètre, fermé en court circuit, possède un
coefficient d’amortissement considérable ; mais, lorsqu’on intro-
duit dans le circuit des résistances croissantes, le coefficient
d’amortissement diminue de plus en p1L-~s : on démontre qu’il
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varie sensiblement en raison inverse de la résistance totale du

circuit ( i ~. ’ 
"

L’aimant inducteur est fixé transversalement à une lame vibrante

munie de curseurs pouvant faire varier la période d’oscillation
entre 1;’ et ~ seconde. Le solénoïde induit est formé d’une torsade
de dix fils isolés identiques, ayant chacun une résistance égale à
celle du galvanomètre : cinq d’entre eux sont réunis en quantité.
(circuit G, ) et cinq en tension (circuit (â2~.

Il s’agit de comparer le mouvement du cadre du galvanomètre
avec la force périodique qui le sollicite, c’est-à-dire avec l’intensité
du courant induit, et de vérifier si les lois mathématiques
exprimées ci-dessus s’appliquent exactement. Une telle vérification
serait assez complexe si l’on voulait déterminer séparément ces
deux éléments en fonction du temps : elle devient, au contraire,
intuitive si l’on a recours à la composition optique des oscillations
de l’aimant et du galvanomètre. A cet effet, la lame vibrante, qui
est verticale, porte un bras horizontal muni d’une petite boule
d’acier poli ; le point brillant qui s’y forme oscille pendulairement

( 2 ) Soient c le couple de torsion du cadre, q’ le coefficient de la résistance de
l’air et i l’intensité du courant qui parcourt le cadre ( n tours, s aire moyenne,
~’ intensité du champ magnétique); on a, pour l’équation différentielle du mou-
vement du cadre,

avec

R étant la résistance totale du circuit. La somme des forces électromotrices SE

se compose de F ( t ) développée par l’aimant dans le solénoïde, - fsn de déve-
loppée par le déplacement du cadre, et - L dt par l’induction des spires sur

elles-mêmes; d’où 
-- H

comme on peut négliger le coefficient L de self-induction du système, l’élimina-
tion de i est immédiate et l’on trouve

Le coefficient d’amortissement du galvanomètre est donc représenté par
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suivant une petite ligne verticale; avec une loupe on en observe
l’image réelle, réfléchie sur le miroir concave du galvanomètre;
on obtient ainsi une ligne lumineuse dont chaque point a pour
abscisse verticale le mouvement pendulaire de l’aimant, et pour
ordonnée horizontale la déviation du galvanomètre. Le choix de la
durée d’oscillation, voisin de 7 de seconde, permet une persistance
visuelle suffisante pour donner l’impression d’une ligne continue
sans empêcher cependant de reconnaitre le sens de la description
de la courbe. Voici les principales expériences ( ~ ) qu’on peut faire
avec ces deux appareils et une boîte de résistances auxiliaires :

° Influence de la gi-andeut- de l’amortissement sun la

durée du régime variable. - On ferme le circuit du galvano-
mètre par l’un des circuits du solénoïde, de préférence par celui
dont la résistance est la plus faible (circuit C, ), e t l’ on met l’aimant
en oscillation : l’image atteint presque aussitôt une figure per-
manente ; le régime variable ne dure donc que quelques instants,
et le régime stable persiste ensuite indéfiniment.

Les périodes d’oscillation de l’aimant et du galvanomètre n’ont
pas besoin d’être très voisines; elles peuvent différer de 10, 20

pour i oo et même davantage, sans que la synchronisation cesse
d’avoir lieu rapidement, grâce à la grandeur du coefficient d’amor-
tissement du galvanomètre fermé sur une faible résistance.

Si l’on introduit progressivement dans le circuit des résistances
auxiliaires, la durée du régime variable augmente parce que l’amor-
tissement diminue (en raison inverse de la résistance totale), mais
le régime stable finit toujours par s’établir. Cependant, avec les
grandes résistances, la durée du régime variable serait si longue
qu’il deviendrait nécessaire, pour en observer la fin, d’entretenir
les oscillations de la lame vibrante.

2° Forme de la counbe : cas de l’ellipse. - La forme de la
courbe dépend de la distribution magnétique de l’aimant et des

( 1) Les appareils ont fonctionné sous les yeux de la Société de Physique en pro-
jetant l’image du point lumineux mobile : pour obtenir une intensité lumineuse
suffisante, la petite boule d’acier poli était remplacée par une lentille à court
foyer bordée d’un large écran circulaire sur laquelle on faisait tomber un faisceau
de lumière électrique.
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trajectoires de ses points : on obtient des courbes particulières
avec un aimant gros et court. Mais avec une aiguille mince et

longue, dont l’extrémité décrit un élément d’axe du solénoïde, on
obtient, comme dans les expériences de Lissajous, une ellipse
parfaitement régulière; on peut même la transformer sensiblement
en un cercle en réglant l’intensité magnétique de l’aiguille ou la
longueur du bras qui porte le point brillant.

Ce résultat est une vérification des lois précédentes : on sait, en
effet, que la force électromotrice d’induction, et par suite l’inten-
sité dans le circuit, sont proportionnelles à la vitesse du pôle
d’aimant qui se déplace axialement dans l’intérieur d’un solénoïde
suffisamment long. Le déplacement du pôle étant pendulaire, l’in-
tensité du courant ou la force synchronisante proportionnelle à
la dérivée du déplacement par rapport au temps suit donc aussi
la loi pendulaire simple, mais avec un quart de période comme
différence de phase inhérente aux arguments de la fonction circu-
laire et de sa dérivée. La forme elliptique de la courbe prouve que,
conformément aux résultats ci-dessus, le déplacement du système
synchronisé suit la même loi pendulaire que la force synchro-
nisante.

3° Influence de Ici grandeiii- de l’an2ortisseznerzt szcr Ici

différence de phase. Deux cas extrêmes. - La discussion de
l’expression de 1&#x3E; - ~ (6) montre que la variation du coefficient
d’amortissement oc agira d’une manière différente suivant la

grandeur relative de x2 et de I ~’ ~ 12 --- ^I~ On peut donc dis-(T2 0

tinguer deux cas extrêmes . /

a. La différence des périodes est grande: a devient négligeable
devant l’autre terme, oc n’intervient plus qu’au numérateur, et

alors la différence de phase varie dans le même sens que l’amor-
tissement. L’expérience montre en effet que, si l’on supprime
progressivement les résistances auxiliaires du circuit, l’ellipse
s’incline de plus en plus sur la diagonale du rectangle circonscrit.
L’effet devient très démonstratif si, par un artifice convenable,
on rend constant le rectangle circonscri t ; on y parvient en aug-
mentant la force électromotrice proportionnellement à la résis-
tance totale du circuit : l’intensité du courant n’est pas modifiée.
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mais a varie en raison inverse de la résistance. C’est dans ce but

que les deux circuits C, et C2 du solénoïde ont été préparés : si,
pendant l’oscillation de l’aimant, on substitue, par le jeu d’un
commutateur, l’un des circuits à l’autre, on voit l’ellipse, presque
verticale dans le circuit en tension C2, s’incliner sur la diagonale
avec le circuit en quantité C~ .

b. Si, au contraire, les deux périodes sont très voisines, c’est
le terme erï a2 qui prend l’importance au dénominateur, ce qui
tend à renverser son influence, car x est en facteur au numérateur.
Aussi, contrairement au cas précédent, c’est avec les grandes
résistances que l’ellipse s’incline le plus sur la diagonale du rec-
tangle. Toutefois, le phénomène est moins simple, parce que
l’amplitude B du galvanomètre (côté horizontal du rectangle)
grandit beaucoup, ainsi qu’on le voit à l’inspection de (5).

4° Influence de la diifërence des périodes sur la d(tférence
de phase,. - Lorsque l’amortissenaent est faible, la différence de
phase (6) est peti te : mais on peut accroître cette différence en
faisant varier convenablement la différence des périodes : l’expres-
sion tang 2 ’TC (p - !’) devient même infinie pour une valeur de T
voisine de 0, ce qui rend la différence de phase égale à ~ , laquelle,
ajoutée à la fraction ~, inhérente au dispositif, produit ~. L’ellipse
se réduit alors à une diagonale du rectangle.

L’expérience vérine de tout point ces conclusions; il suffit,
toutes choses égales d’ailleurs, de faire marcher le curseur pro-
gressivement dans le même sens : l’ellipse stable s’aplatit de plus
en plus, devient une droite et reparaît au delà, mais avec un sens
de description inverse.

SUR LA SYNCHRONISATION D’UNE OSCILLATION FAIBLEMENT AMORTIE.
INDICATRICE DE SYNCHRONISATION REPRÉSENTANT LE RÉGIME VA-

RIABLE;
PAR M. A. CORNU.

La théorie exposée dans l’article précédent permet de traiter
les cas les plus divers qui peuvent se présenter eu de prévoir
toutes les circonstances du régime variable aussi bien que du ré-


