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THEORIE QUANTIQUE DE LA DISPERSION ET FORMULE DE KRAMERS-HEISENBERG
DANS LE FORMALISME DE L’OPERATEUR STATISTIQUE

Par BuraaN UNAL et Tueo KAHAN,
Institut Henri-Poincaré, (Sorbonne) et C. N. R. S.

Sommaijre. — Les auteurs appliquent le formalisme de 1’opérateur (matrice) statistique 4 la
théorie quantique de la dispersion dans un systéme atomique et moléculaire.

Nous nous proposons de reprendre dans ce travail
la théorie quantique de la dispersion et I’établis-
sement de la formule de Kramers-Heisenberg a
Paide de la matrice statistique.

Soit donc un ensemble de systémes atomique
(ou moléculaire) formé d’atomes (ou de molécules)
soumis & un champ de rayonnement électro-
magnétique. La.perturbation sera donc due a ce

— —
champ électromagnétique & (t) = Re (@ e—“’").
L’hamiltonien du systéme perturbé s’écrira alors :

-> >
H(t) = H° 4+ Vcos wt = H°— p . & cos ot

. »
ol p est le moment dipolaire du systéme envisagé.
Nous nous proposons de calculer la valeur moyenne

=

de ce moment p pour le systéme, soit :
P == p o= Trace[p .o(1)]
m,n nm

p(t) est la matrice de densité pour ’ensemble des
systémes. p(t) traduit les deux aspects de la statis-
tique, 'un caractérisant la distribution des sys-
témes dans I’ensemble que nous admettrons ici
sous la forme d’une distribution de Boltzmann, et
Pautre exprimant les moyennes quantiques rela-
tives au systéme individuel. On aura par consé-
quent en présence de la perturbation :

e(t) = Cexp (— H(t) [kT], avec 1/C = X e—HWIRT,
et avant la perturbation :
p°(t) = B exp (— H°/kT) avec1 /B = X exp (— H°/kT).

Bet Csont des facteurs de normalisation puisqu’on

doit avoir :
Tracep(t) = 1.

Tout revient donc A calculer la matrice statis-
tique p(2). p(t) vérifie I’équation :

% _ Lo
bt_ ﬁ(HP pH);

ou en remplagant H par sa valeur :

% _ _Ligo, _ opoy 1 —
i ﬁ(Hp pHY) ﬁ(Vp pV) cos ot.

Choisissons une représentation qui diagonalise

Phamiltonien non perturbé H° 1élément de
matrice p,,(t) vérifiera alors ’équation :

.
___bpmn() — e — (Emu _ En) Pmn(t)
—_— 2 (] mk P’(m(t) f 1'llk( ) )

gg——%—E‘g et Van = — (Zm;)’

-> —
DPmn étant I’élément de matrice de p dans la repré-
sentation (non-perturbée) choisie et les ES étant
les valeurs propres de H°, il vient

Avee o =

d . 2
(ﬁ + Lcom,.) Pmn = —-%E (Vmk 0xn — Pmi Vien) €OS o2,
Calculons pm,(t) par la méthode des pertur-
bations : H(t) = H°(t) — &pé cos wt, puisque
—> —> —> .
p &= pé"lél ou pé est la composante suivant &
—
du moment dipolaire p.
Dans la représentation choisie HO(t) est diago-
—

nalisée, et 'intensité & du champ extérieur & est
considéré comme le paramétre de perturbation A.
Ona:

() = C exp (——I—;:%), ol C est une constante :

1/C = Zexp (—— E—’-‘) avec
”

kT)?
E, = E} — Fppy cos ot, en premiére approximation.

Si I'on suppose que le milieu est dépourvu de
moment électrique permanent, alors un simple
calcul donne[1] :

—1/00 = _ I,
1/C=1]/C Elexp( kT)

Le calcul de pms(t) se trouve ainsi ramené au
calcul de ’élément mn de I’opérateur

&
o
exp (—— %) = exp(— }iq(,t) + 6—]5’7—,'005 mt) .
PO kY

Posons
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L’on aura done :
pltl) ~1/C%exp (A | AB) ou (.1, B) / 0.

Ecrivons la relation bien connue en théorie des
groupes :

e4+AB — ed | ABe4 +% [4, AB] e4
+ oy 14, [4, Bl ed + ..

ou les termes en A% et d’ordre supérieur sont
négligés d’aprés I’hypothése faite sur Pintensité
faible du champ extérieur.

Dans la représentation choisie, H°(t), donc A
el e4 seront diagonaux, soit

Amp = Ap 8pp, < €4 >pp = edn Sy,
Il s’ensuit :
<ed+AB >, . — <ed>,. L A< Bed >,
+ _21_' <[4, AB] e4 >;,, + % <[4, [4, 2B]] e4 >y + ...

Y

ou :
< ed >pp = edn Spy,
< Be4 >mn = ?Bmi edy 8@,‘ = Bm” edy,
< [4, ABed >y, = T < [A, AB] >p; 4 3)y,
)
= <[4, \B] >pned = (A — Ay) ABys €4,
puisque :
<[4, AB] >pp = A ? (Ami Bin— Bimi Ain) = (Am— An) \Bmn,
<[4, [4, 2B)) 4 > = DA, [A, 18]t o By
= [4, [4, \B]]mn e4n = (Ap — An)? ABpq €4,
puisque :
[4, [4, 2B]]mn = %(Aml [4, ABlin — [A, \Blm A)
= (Am'-‘ A'») [Ay )\B]mn
= (Am — An}® AByp.
On aura de méme :
<[4, ..... , A[A, AB]] e4 >y, = (Apy — Ag)% XByp,
T —

ou k représente ’ordre de commutation avec A.
Montrons que c’est vrai pourk 4 1:

<[4, ..... , A[4, AB]] 4 >pn
——rrlN

k4 1
=M, ... , A[A, AB]]m e4n Sy

= (Am—Ay) [4, ..... , A[4, AB]] e4y

= (An — An)¥*! ABpg e4n,

THEORIE QUANTIQUE DE LA DISPERSION

1011
puisque
4, ..... s Ay L, ABl i = (Ap — - 1y)
T e ——
k+1
A, ..... , A, [A, \B]] = (A — Ap)k+1 ABpya.
S—— -

k
< ed+MB > devient :

< e4+AB > . = edy 8,y + ABpy, e4n

1 1
+ 31 (Am — An) AByy e4n 37 (Am — Ag)? AByy e4n
1
+ oo g (Am — Aa)e T B odn
A By e4, 1 N
= o B b= (A — An) o (A — )2
1
oot (A — At ]
By €4
= e4m Spp + jf\l - eA7 [e4n—4n) — 1]
m— <in
ed,, —e
= edpy 3y, - A:_A")\Bm,.
I1 s’ensuit que :
[ Em —~Im —
—Em e kT—e #T , g
emn(t) = C% & *T 3y — —p 6P, €OS o)t]
[ En —Em —En
~Lm e kT—e kT
= C° ‘e kT Sm,. -+ —E';—:E,;—— ancos (.Ot]
ou: 1/CO = X e—E°n/kT,
n

On voit que pm, traduit bien les deux aspects
signalés plus haut, par p§ — o d’une part et Vi,
d’autre part. '

==

= ->
Parconséquent: p = 3 ppm . pma. Pourla compo-

N mmn
sante suivant ’axe des z, par exemple, on aura:

o A o o___ .0
s = 3 p2 ( F)e—iot __Pn—"Ffm
p i Pnm \ Pmn 2 0mm — @)

- > 0__ o0
+ 3 2 ( F)giot__Pn—"0fm |
mn Pmn  Prn 25(omn — o)

Changeons les indices m et n dans le second

terme du second membre, aprés avoir remplacé
Pun - & 231- p,,,,,.l@-l = Pmn-& de la composante

suivant & du moment dipolaire. Il vient done,

P — P

&
T = Y p= & e—iot _SBT vm
mumnPﬂm e 25(Omp — )

Kl

8, 1] 0
; Pn— Pm
+ X pSy pam Geiot LR Pm
m.n Prn Pam 2#(Omn — ©)

—>
L’opérateur p étant hermitique, 'on a :

& &
Prn = (Pam)* et Pam = (Pmn) *.
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Par conséquent :

&
Pﬂfn Pmn

D% = Re) Eo—iot 3 ] (2 — o) f,

mon (Omp — ©
expression qui traduit I’émission secondaire issue
dans la direction des x, en fonction des coefficients

de I’émission spontanée p%, et p,,,,,, On y voit
apparaitre des termes négatifs wn, lorsque m < n,
dont l’existence a été signalée pour la premiére
fois par Kramers.

p® permet de définir la susceptibilité y :

26 lpg |*
=_P7 _ 5 nm 0o__ .0 .
7. é’ coS of m.uﬁ(c‘)mn"‘ 0)) (P” Pm)
|penl” &l
_ ; Pum o Dnm co %
man {Omp — ©) P ppi{On, — o) ™

Avec le procédé habituel de changement des
indices m et n dans le dernier terme, ’on obtient la
susceptibilité pour un systéme atomique ou molé-
culaire :
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& 12
©mn l Pam

g =2 _—
. o B % ®?) o’

avec
en = B exp (— Eg [kT)
1/B = Zexp (— E9 [kT).
m

Or, pour un ensemble de NN systémes, par
exemple NV atomes par cm3, il faut normaliser p & IV,
c’est-a-dire qu’il faut prendre :

_ N
Zexp (— Ep, KT)
Cela revient a prendre la valeur moyenne
par cm3, d’ou :

= 2
NPT n—1 _ 9B ¥ _@mm lenl )C—En"ﬂc’l'

mn W 0Py — 02

>
é (1) T

C’est précisément la formule de la dispersion de
Kramers-Heisenberg.

Manuscrit recu le 5 mai 1956.
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