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PROBABILITÉS DE TRANSITION DANS UN CHAMP HAUTE FRÉQUENCE D’AMPLITUDE VARIABLE

Par J. P. BARRAT et J. M. WINTER, 
Laboratoire de Physique de l’E. N. S.

Sommaire.2014 La répartition dans l’espace du champ haute fréquence appliqué aux atomes
d’un jet explique les anomalies observées par Kusch dans la variation de la largeur des raies de
résonance magnétique en fonction de la grandeur de ce champ. L’intégration exacte des équations 
d’évolution est effectuée dans des cas particuliers. Des méthodes d’approximation au voisinage 
du centre ou sur les ailes de la raie de résonance permettent de généraliser les résultats et de les
interpréter physiquement.
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I. Introduction. - Pour induire les transitions
hyperfines des atomes d’un jet atomique [1], [2],
le jet passe dans une région où règne à la fois un
champ magnétique statique H 0 et un champ
haute fréquence tournant H1. L’amplitude Hl
que voit l’atome est variable. Pour calculer les
probabilités de transition on suppose généra-
lement [3], [4] que Hi est d’amplitude constante
pendant un temps Tl (pulse rectangulaire).

FIG. 1. 
’

Des expériences récentes [5] ont montré qu’il
existe u,n désaccord complet entre les résultats
de ces calculs et l’expérience quand on utilisé de
fortes valeurs du champ de radio-fréquence. Ce
désaccord porte entre autres sur la largeur de raie.
La. théorie prévoit (pour un pulse rectangulaire)

une largeur Au) variant proportionnellement à
4 l’amplitude yHl du champ haute fréquence (y rap-
port gyromagnétique), sauf pour les faibles valeurs

’ de ce champ ( fig. 1). Le détail de cette variation
dépend beaucoup de la répartition spatiale du
champ haute fréquence.
Nous allons montrer qu’une répartition qui

diffère d’un pulse rectangulaire conduit à des
formes de raies qui ont une largeur plus faible
que y H 1. Nous aborderons le problème de trois
façons. 1) Par intégration directe des équations
d’évolution dans des cas particuliers. 2) En
développant la solution en série, soit au centre, 8)it
sur les ailes. 3) En utilisant le modèle du référentiel
tournant [6] et en considérant,le cas où la variation
de YH1(t) est lente (approximation adiabatique).

I I. équation d’évolution. - Nous étudierons
le cas d’une transition dipolaire magnétique entre
deux niveaux a et b. (La transition obéissant à
la règle de sélection àm = ::1: 1 pour le nombre
quantique magnétique m). L’atome est soumis à
un champ tournant H1 perpendiculaire à Ho
d’amplitude Hl(x) variable d’un point à l’autre
du jet, un atome de vitesse v étant soumis à un
champ d’amplitude variable Hl(vt). L’Hamil-
tonien de perturbation s’écrit :

m fréquence du champ tournant.
Posons ’ 
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Les équations d’évolution de la fonction d’onde if

sont .

- 

Posons 
’ 

.

Le système devient

Supposons yH, réel (Ceci revient à dire que H1
vibre en phase dans toute la région de haute
fréquence). Le système (1) se résoud exactement
quand yH1 est constant. Ceci donne la solution
dans le cas d’un pulse rectangulaire de durée Tl.
On trouve

P étant la prcbabilité de transition entre a et b.
’ 

Si l’on effectue une moyenne sur les vitesses
( Tl dépendant de la vitesse de l’atome) des atomes
du jet et si

(A7B étant l’écart quadratique de la répartition
des temps de passage par rapport au temps moyen
de passage)
On obtient

La raie a une forme de Lorentz. La largeur Aco
varie proportionnellement à yH,. Ceci est en

contradiction avec l’expérience (5) lorsque yH 1
est très grand.

III. Solutions dans des ’cas particuliers. --

1) RÉPARTITION EN ÉCHELONS : La répartition
réelle de yHl(t) étant une courbe continue, on peut
penser se rapprocher de la réalité en utilisant une
répartition yH,(t) en échelons (fig. 2).

’ 

Fm. 2.

Les résultats du calcul sont les suivants :
si

on obtient une forme de raie au voisinage immé-
diat de la résonance (a petit) ne dépendant que de
YH.2. ,

Ce sont les régions de faible intensité de radio-
fréquence (aile de la répartition) qui déterminent
la forme de la raie au voisinage du centre. Nous
verrons d’autres exemples analogues d’affinement.

2) RÉPARTITIONS EXPONENTIELLES: Nous ferons
le calcul dans le cas de la répartition suivante :

FIG. 3.

Le système (1) se ramène à

Cette équation a pour solution

De même pour

on a la solution-



835

A_, B_, A+, B+ étant des constantes.
J, étant la fonction de Bessel d’ordre v.

Prenons comme conditions initiales :
pour .

1 Ceci -détermine A_ et B-

Nous allons calculer

Quand t tend vers l’infini

Le deuxième terme tend vers zéro, donc

II ne nous sera donc nécessaire que de connaitre
la valeur de B+. B+ se calcule en ajustant les
Kb et Kb pour t = 0. On trouve.

La valeur de Kb ainsi Jobtenue l’a été sans aucune
approximation.

Si nous supposons

ce qui revient à dire que la valeur maximum de
yHl(t) est grande devant l’inverse de la largeur
de la répartition
et

(on ne s’intéresse qu’à la zone centrale de la raie),
on peut remplacer les fonctions de Bessel par leurs

développements asymptotiques pour Ir grand.
On trouve alors

r dépend de la vitesse des atomes et si l’on fait
une moyenne sur les vitesses

donc

or étant la valeur moyenne due r).

Nous constatons que  P &#x3E; est complètement
indépendant de yH1 et que la largeur de raie Am
est de l’ordre de i’. La largeur de raie pour y H1
grand demeure constante. 

z

Comme y Hl est grand devant 1, le calcul précé-
dent demeure valable pour ce de l’ordre de T’, car
si ce - r on a a « yHi. La formule précédente

donne la forme de raie pour des a qui s’étendent
au delà de la demi-largeur. Ceci est en accord avec
les résultats de Kusch [5]. __ . 

’

Le calcul peut s’étendre au cas d’une distribution
comprenant un palier de durée Tl entre les deux
exponentielles. On trouve alors : ,

ce qui conduit à la même valeur de  P &#x3E;.
Ici encore la forme de raie ne dépend que de r,

c’est-à-dire de la manière dont yH, varie au cours
du temps. ,

FIG. 4. 

z

3) DISTRIBUTION EN 1. 1 - Nous prenons ici la
répartition suivante
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a donne une idée de la largeur de la répartition,
k de son amplitude (fig. 4).
Pour résoudre le système (1) posons

,On vérifie, que u .et v satisfont aux équations

Dans le cas de la répartition actuelle et pour
t  0 l’équation (3) s’écrit

Elle a pour solution

Htl) et Hv2’ fonctions de Hankel d’ordre v.

Ce n’est pas valable si oc = 0.

Si l’on prend comme conditions pour t = - oo

l’on obtient

Pour t &#x3E; 0.

Le raccord des solutions pour t = 0 détermine
,4(1) et À (2)

Pour calculer u(t &#x3E; 0) il suffit de changer k en - k. Nous nous intéressons à la valeur de P pour
t -* + 00. On trouve en remplaçant les fonctions de Hankel par leur développement asymptotique
pour ,

Supposons k» 1 k » 1 1 ceci revient à dire que
a a 

la valeur maximum de yHl est plus grande que
l’inverse de la largeur de la répartition. Supposons
aussi oc a « k, c’est-à-dire oc inférieur à la valeur
maximum de yH 1. On peut alors utiliser pour le
calcul de Kb les développements des fonctions de
Hankel pour oc a « k. ,

On trouve alors

Nous voyons que  P &#x3E; croît avec oc mais dans
la zone où a ce « k,  P &#x3E; demeure très faible
(fig. 5, zone II).

Il faut étudier à part le cas oc = 0. De façon
très générale les équations s’intègrent alors exacte- FIG. 5.
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ment. On trouve ,

Dans le cas présent -répartition en 1) nous ne
pouvons supposer que la perturbation commence
à - oo car l’intégrale divergerait. Nous suppo-
serons que l’intégrale s’étend de - T à + T et
que T » a, ceci signifie que nous coupons la

répartition à une distance très grande devant sa
largeur. On trouve

Si l’on moyenne sur les vitesses les écarts de

k L a par rapport à sa valeur moyenne
seront grands devant 1, z

car k » 1 et L (a + T) est aussi très grand
a

devant 1. On trouve alors

Pour a très petit d’après (6)  P &#x3E; est très petit

(T étant supposé infini) ; pour- IX = 0  P &#x3E; =1/2
(ceci est aussi valable pour T infini). Dans’ce cas
la raie comporte une pointe infiniment fine pour
oc = 0.

Si T est fini la formule (6) n’est valable que si
oc T » k compte tenu de la condition (4). Sinon
nous ne pourrions pour t = - T et t = T rem-
placer les fonctions de Hankel par leur dévelop-
pement asymptoptique. ,.
En résumé la formule (6) n’est valable qu’entre

les limites suivantes .

(Ceci limite la zone II de la validité de la for-
mule (6)).
Nous donnerons dans le paragraphe IV une

méthode qui permettra de calculer  P &#x3E; au

voisinage du centre.
Nous pouvons également calculer la probabilité

de transition dans la région III pour a « » k » 1.
Dans ce cas nous remplacerons dans (5) les

fonctions de Hankel par les développements
asymptotiques (ce a grand devant l’indice). Il est
nécessaire de pousser le développement jusqu’au.
terme en 

(oc a)21 tous les termes inférieurs étant

nuls. On trouve

d’où

Notons que si dans les formules (7) et (6) nous
faisons k = a a, nous trouvons dans les deux cas

P 1 Ceci donne une vale r m ’p = 4k2 Ceci donne une valeur maximum que P
ne dépasse probablement pas. Comme k » 1 cette
valeur est très faible.

L’intégration de cas conduit donc à une raie
très fine. Les ailes présentent une remontée mais
demeurent très faibles.

IV. - Solution générale près du centre. - En
posant

le système (1) devient :

Sous cette forme il est clair que les équations
s’intègrent quand x = 0. ,

En adoptant comme conditions initiales

On en déduit

et si AS &#x3E; 1 la moyenne sur les vitesses conduit à
la probabilité moyenne 

’ ’ 

,

L’intensité au centre ne dépend donc pas de la
répartition du champ haute fréquence. (Ceci est en
accord avec les résultats de Kusch.)
, 
Dans le cas général on peut trouver une solution

sous la forme d’une série entière en a. Posons

En résolvant le système (8) par approximations
successives on trouve
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v(t) s’obtient en changeant S en - S.
Cette série est toujours convergente car

terme général d’une série convergeant quel que
soit a.

Choisissons l’origine des temps de telle façon
que si T’ est le temps où cesse la perturbation :

Nous calculerons u, v, Ku et P jusqu’au deu-
xième ordre en ce et pour t = T’ 

,

Posons . 

-.

Posons 

On en déduit

On calcule de même le terme du second ordre en

séparant les intégrales en intégrales pour t positif
et pour t négatif. 

avec

d’où

Dans le cas important des distributions symé-
triques.

Appliquons cette formule à la répartition (déjà
étudiée) formée d’un palier entre deux exponen-
tielles. Avec les notations déjà utilisées :

Si 

on trouve

(q constante indépendante de-yH,).
Notons tout de suite que d’après le calcul exact

1
la largeur Ow ^_’ 1 S1 

,

On trouve

d’où

. 

résultat en accord avec les calculs précédents.
Si , 

ce qui revient à dire que yHl ,est plus grand que
l’inverse de la durée du palier, mais que y 1 est
inférieur à l’inverse de la largeur des exponentielles
(en dehors du palier la répartition décroît très vite),
on trouve .

. C’est le développement de la solution pour un
pulse rectangulaire. - 

1 
Si dans ce cas particulier on porte S, en fonc-

tion de yHl ses variations présentent les mêmes
caractères que celles de la largeur Ao en fonction
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de YH1 dans les expériences de Kusch.
Le calcul peut s’appliquer à d’autres exemples. -

a) Un palier complété par deux courbes décrois-
1 1 

sant en ou plus généralement en ,,n,&#x3E;3
1

Dans ce- cas 1 S est constant pour Y H1 très

grand et  P &#x3E; est indépendant de yH18
b) Appliquons cette méthode aux répartitions
1en 1/t calculées au chapitre précédent. 01 trouve

Le développement poussé au deuxième ordre ne 
nous permet pas d’avoir la largeur de raie. Dans

tous les cas envisagés jusqu’ici 11 «rH1 moyen.
Il en résulte que la raie décroît-plus vite près du
centre que dans le cas d’une raie qui aurait pour
largeur yH 1" (pulse rectangulaire). ,

Calculons enfin pour des répartitions qui ne
s’ étendent pas à l’infini. 

a) le triangule 

Cette série converge toujours car 

Comme t Y H l(t’) e-2ia.t’ dt’ tend vers zéro
-T

quand ce tend vers l’infini, plus oc est grand, plus
la série est rapidement convergente.

Si on calcule Kb en se limitant au premier terme,
on trouve dans’le cas des exemples déjà traités
que la raie décroît plus vite sur les ailes qu’une
raie ayant la forme de Lorentz. Par exemple dans
le cas de la répartition exponentielle

VI. Interprétation physique de l’affinement des
raies. - Le système peut être décrit par le modèle
classique d’un moment cinétique portant un

- b) la répartition.

On trouve dans les deux cas

Dans tous les cas examinés, chaque fois que la
répartition s’étend jusqu’à l’infini on trouve une
largeur très inférieure à yH1 maximum et qui tend
vers une largeur limite (saturation) comme l’a
observé Kusch. Le résultat pour un pulse ou pour
une répartition ne s’étendant pas à l’infini donne des
largeurs de raie qui n’admettent pas de saturation.
Elles demeurent plus fines que yH1 sauf pour le
pulse rectangulaire. Il est probable que les résul-
tats expérimentaux de Kusch s’expliquent par les’
considérations précédentes. Il semble que la quan-

tité 1 puisse être interprétée comme une largeurS1 puisse être inter. P g

de raie.

V. Solutions générales sur les ailes. - Le sys-
tème (1) peut aussi se résoudre si yH, = 0.

et à partir de cette solution on peut résoudre (1)
par approximations successives On trouve : 

moment magnétique M soumis aux champs Ho et
H1(t). Dans un système d’axes R, tournant autour
de l’axe Oz portant Ho à la même vitesse angu-
laire M que Hl, le mouvement est le même que si
M était soumis à un champ effectif Hff de compo-
santes H 0 - 2y sur Oz et H1 (t) sur un axe Ox per-
pendiculaire à Oz (6) (avec nos notations, la défi-
nition de y 4iffère d’un facteur 2 de celle adoptée
dans la référence (6)). Si g(t) est l’angle de M et
de Oz, K. et Kb sont respectivement égaux à

cos ) et sin, ] ; la condition initiale Ka = 1 ,
Kb = 0 correspond à p 0, et la probabilité
de transition de a à b est sin2 2 I.I-.flest porté
par Oz hors de la région où agit le champ de radio-
fréquence Hl. Dans cette région il tourne dans le
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--&#x3E;

plan xOz. S’il tourne assez lentement, le vecteur M,
qui lui est parallèle avant la perturbation, ,lui
restera pratiquement parallèle, p(oo) = 0 et la

probabilité de transition sera pratiquement nulle.

FIG. 6.

Une formulation plus précise de la condition
imposée à la variation de H1(t) s’obtient en consi-
dérant un référentiel R2, tournant autour de
l’axe Oy perpendiculaire au plan xOz en même

--&#x3E; --&#x3E;

temps que Heu. Soit 0 l’angle de Heff avec Oz.

Le champ effectif auquel est soumis M dans R2
--&#x3E;

est la résultante de Hefl et d’une composante de

grandeur 2 dO portée par Oy. Il se réduit à

-+ 
2 y Tt

Heff et a par suite. une direction fixe dans R 2 si
1 dO --&#x3E;l (9). Dans ces conditions --&#x3E;
1 dt « JHff Dans ces cond itions, M,

--&#x3E; 

parallèle,à Hett avant la. perturbation, restera fixe
par rapport à R2 et suivra adiabatiquement le

mouvement de H,,ft.
L’angle 0 est définit par : 

La condition (9) s’écrit alors : 
. 

Une condition plus restrictive et plus commode
sera: 

où

Dès que a satisfera à cette condition, la proba-
bilité de transition sera très faible. La valeur

maximum de doit donc être

de l’ordre du carré de la largeur de la raie. Les lar-
geurs ainsi trouvées sont en accord avec celles que
l’on déduit soit des méthodes d’approximation
précédentes, soit de l’intégration exacte du sys-
tème (1). Ainsi pour le cas d’une répartition expo-

r
nentielle, la condition (11) s’écrit oc » 7 pour

La largeur de raie croit donc avec yjHB quand
yH, est faible, pour atteindre une limite lorsque
yH, devient très grand. De même, la répartition

triangulaire déjà étudiée conduit
résultat déjà obtenu.
Étude quantique : Guidés par le modèle classique

précédent, nous prendrons comme axe de quanti-
--&#x3E;

fication la direction de Hefl, ce qui correspond au
changement de variables 

Le système (1) conduit à :

Si la condition d’âdiabaticité (9) est remplie le
système se réduit à

L’intégration de ce système est immédiate.
Portée dans (12), elle conduit, avec les conditions
initiales 6==0, Ka = 1, , Kb =’ 0,’ à
p = IKb (+ 00)12 = o.. 
Pour évaluer l’ordre de grandeur de l’erreur

commise en négligeant le terme en dO on peut
résoudre le système (13) par approximations succes-
sives. La résolution au ler ordre conduit à :
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avec

En remplaçant 8 par sa valeur, on obtient :

Séparons l’intervalle (- T, + T’) en n inter-

valles dans lesquels la fonction

est monotone. L’application de la seconde
formule de la moyenne (7) dans chacun de ces
intervalles permet de majorer III, ce qui conduit à:

La correction du 1er ordre à l’approximation
d’ordre 0 est donc effectivement très faible si la
condition (10) est satisfaite et si la variation de
yHl est assez régulière pour que n ne soit pas trop
grand. 

VII. Conclusion. - En résumé, cette étude
montre le rôle très important que joue la répar-
tition du chainp haute fréquence sur la forme de
raie. 
Dans de nombreux cas la raie présente près du

centre une sorte de saturation ; sa largeur dans
cette région ne dépend pas de yH,.’Les ailes de
la raie dépendent de yHl mais restent très faibles.

Les études théoriques faites avec l’hypothèse de
répartition H1(t) en pulses rectangulaires ou avec
des répartitions qui introduisent de brusques
discontinuités dans yHl, donnent des largeurs
incorrectes pour les grandes valeurs, de yH1.

Manuscrit reçu le 3 avril 1956.
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