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SUR LA SEGONDE QUANTIFICATION

Par Jean G. VALATIN.
Institut Henri Poincaré, Paris (%).

Sommaire. — La seconde- quantification est exposée pour un systéme de particules obéissant au
principe d’exclusion, en caractérisant les tenseurs antisymétriques représentant I'état du sysiéme a Iaide
des quantités de I'algébre extérieure de Grassmann. Cette représentation des états conduit a lintro-
duction naturelle des opérateurs de création et d’annihilation de la seconde quantification, et fournit
une méthode facilitant les calculs portant sur les états du systéme. L'équivalence des opérateurs corres-
pondants de la méthode de I'espace de configuration et de la seconde guantification se présente d’'une
facon simple en comparant les expressions (7), (8), (35), (38 b) et (40). On peut ainsi éviter I'examen
laborieux des changements de signe. Les équations vectorielles correspondantes explicitent cette
équivalence et illustrent les régles de calcul des opérateurs et des états.

Introduction. — L’état d’un systéme de parti-
cules peut étre décrit dans le formalisme de la
Mécanique ondulatoire par deux méthodes dis-
tinctes : celle de 'espace de configuration et celle
de la seconde quantification. Dans le cas de parti-
cules obéissant au principe d’exclusion, la méthode
de l'espace de configuration caractérise I'état du
systéme par une fonction d’onde antisymétrique des
variables des particules. Dans la seconde quantifi-
cation le role principal est joué au lieu des variables
des particules individuelles, par les états possibles
d’une seule particule et 'état du systéme est caracté-
risé par les coefficients d’un tenseur antisymétrique
de l'espace des états d’une seule particule.

En introduisant pour les tenseurs antisymétriques
de cet espace la représentation de I’algébre extérieure
de Grassmann [1, 2] les opérateurs de création et
d’annihilation de la seconde quantification appa-
raissent d’une fagon naturelle et ’on obtient une
méthode de calcul des états du systéme. 1.’équiva-
lence mathématique des deux méthodes de descrip-
tion et des opérateurs correspondants se présente
également sous une forme particuliérement simple.

C’est I'algébre extérieure qui est a la base de la
Théthode de la seconde quantification dans le cas
du principe d’exclusion, bien que cette méthode [3, 4]
ait été inventée indépendamment. L’introduction des
notions de l'algébre extérieure apporte des simpli-
fications et l'on n’a plus besoin de prouver d’une
facon indirecte I'existence des opérateurs anti-
commutants qui correspondent aux opérations les
plus élémentaires du calcul.

Nous voulons exposer briévement sous cette
forme la méthode de la seconde quantification et
sa relation 4 la méthode de I'espace de configuration.
Nous nous bornons & une théorie dans laquelle

(1) Actuellement Universitetets Institut for Teoretisk

Fysik, Copenhague.

Popérateur d’énergie d’une particule libre est de
spectre positif et considérerons seulement dans une
seconde Partie les modifications de la théorie dues
aux états d’énergie négative de I’électron de Dirac.

Méthode de l'espace de configuration. Les
espaces R et R/. — Soit I'équation d’onde d’une
seule particule

it 54 ) =W ()b (s 0), (1)

x désigne toutes les variables de la particule, W(z) est
I’hamiltonien, le temps { figure comme parametre
dans [I’équation. Les fonctions d’onde ¢ (x;¢)
peuvent étre développées selon un systéme ortho-
normal complet de fonctions ¢, (x), sous la forme

Y, 0) =X () br(@).

r

(1a)

Les fonctions ¢, (x) sont les éléments de base d’un
espace fonctionnel. Toute fonction normée de
I’espace est caractérisée selon (1 @) par une suite de

nombres ¢” avec 2 {c"* = 1. Nous appellerons R
Pespace de Hilbert des vecteurs ¢”, espace des états
d’une seule particule.

L’état d’un systéme de f particules peut é&tre
caractérisé par une fonction d’onde

O =Dz, 2, ..., 2 1)

dépendant des variables x* des [ particules et

obéissant 4 1’équation d’onde

iﬁdit(b(w‘“, @, Lzl ) =30 (), 22, L 2. (2)

Les produits 1. (x')d.(x?)...
fonctions Y, (x*) constituent une

Y @) de f
base pour
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I'espace fonctionnel des fonctions @ (x "', 2%, ..., '/, )
et celles-ci peuvent étre développées sous la forme

D =P(2), 22, ..., 2 ¢t)

= X (O Y @) b (@) (). (2a)

UL
L’espace hilbertien des éléments ayant pour coor-
données c’="y est 'espace R/ des tenseurs de
degré f de I’espace R. Comme jusqu’ici nous n’avons
introduit aucune restriction de symétrie concernant
les fonctions @, l’ipdice ri du coefficient ¢y
dans (2a) correspond a Iétat ¢, (x%) du kieme
électron.

L’hamiltonien ¢ de l'équation d’onde (2) doit
étre symétrique par rapport aux variables des f
particules, dans le cas ou ces particules sont toutes
identiques. On peut supposer qu’il a la forme

S S _‘
W= W= W(al); )
k=1 k=1
S S
V= 2 Vig= Z V(zld, zih), "
i>k=1 i>k=1

Vizld, 2ih)) = V(ah), zir);

W (z'*) est 'opérateur d’énergie de la kim¢ parti-
cule, éventuellement dans un champ extérieur,
V (x%, ') Yopérateur de 1’énergie d’interaction
entre les particules i et k. Les opérateurs de la
forme (3) et (4) représentent deux types importants
d’opérateurs de la théorie d’un systéme de particules.
Dans ce qui suit, quand nous considérons ces opé-
rateurs et leur relation avec les opérateurs de la
seconde quantification, nous ne nous bornons
naturellement pas au cas spécial des opérateurs
d’énergie.

Avec la base {,(x), les éléments de matrice de
Iopérateur W(x) sont dans I’espace R,

(r|W[s)r——J/‘qz;(w)W(x)%(x)dx. (B a)

Les éléments de matrice de V (z, 2') sont dans
Pespace R?

(rr|V|ss)
=jq.«7i(x)¢;(x')l7(x> 2y b(z) Y5(@)de da’. (4a)
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de [ particules obéissant au principe d’exclusion
est antisymétrique par rapport aux variables x4
des f particules. En introduisant un ordre lexico-
graphique

nra<. .. <ry (Ba)
des indices, les éléments de base de l'espace de
ces fonctions d’onde antisymétriques peuvent étre
représentés par les déterminants de Slater

V(@) e (o)

V(@) e e (@40

Le facteur de normalisation ﬁ correspond aux f!
membres du déterminant. La fonction d’onde du

systéme peut étre développée selon ces détermi-
nants de Slater sous la forme

Dz, ..., 2)501)

= 2 A B (20, @) (6)
/',<...</:/, ’

Les indices r, ne correspondent plus & un électron
déterminé, mais a l'ordre lexicographique (5 a).
Si la fonction d’onde antisymétrique (6) est donnée

dans le développemet (2a) des fonctions des
variables de f particules, on a
c‘_u//l — EP‘/‘}.I—CI'C‘,..J'J), (6 a)

ou P (ry...r,) désigne une permutation quelconque
des indices r;...r; et e¢p = =1 suivant que la
permutation est paire ou impaire.

L’espace hilbertien des coefficients cl™'s] est

S . oo
Iespace A\ R des tenseurs antisymétriques de
degré f de R. Pour un élément normé de cet espace

on a
2 'C[r,...l'f”2= L.

r'l<...</'f

(65)

On peut définir des déterminants de Slater (5)
également avec un ordre des indices qui differe
de lordre (5 a). Ces déterminants ne difféerent des
éléments de base (5), (b @) de I’espace des fonctions
d’onde antisymétriques que par un facteur = 1.
En désignant par (D[n. » le déterminant de

P =g TP g

Slater qu’on obtient de fI)[“__J,H,,A_rA 1oy O1 rempla-
Fonc;,mns d'onde antisymétriques, L'es- c¢ant lindice r, par r, on a pour l'opérateur W
pace A R. — La fonction d’onde d’'un systeme de (3), compte tenu de (3 a) :
(q’[u--.'k—-,m'g 1...7'/,]> n\\')'I’[/\-..//. -1"/.’/.11..‘/:/.',>

=f . 'f(I)[*/u_.../',\. 11 Ly ‘./'/]n\\j (I)[/',...I/\.jl‘/‘//. ,,.,,l:/] d"”“”' * .(]‘Z‘(-/.} = (7' | IV' ,‘k)) (7)
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résultant des f! termes non nuls qu’on obtient en
substituant les expressions (5) en (7). (7) donne &
un facteur == 1 prés les éléments de matrice non
nuls de l'opérateur 2 dans I'espace des fonctions
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d’onde antisymétriques @ (x'',
base (5), (5 a).

.., ) avec la

De méme, on a pour l'opérateur 2 de (4) :

((I)[ri.,.r‘:‘_lrl'p_H...rku..,j_'r,\n_,.i.‘.l:f] ) % (I)[l'l...l']_r—ﬂ'[\ll‘kl.;,p..I'kt/ﬁ‘I'LIII'LvT e IJ])

*
=f- .. [“b[l'i...l'(r‘il‘l'ku(»t. Ty P PRy If] Y (I)["1-o."kIA"‘kl"k/—rlua .1 ;.,/_.,I'Lu/'/\,,_,.‘...l‘j] dz(t). . . dzf)
J

= (r;l V| rk'r/cu) — (r; 4 rkv’rkr).

A chaque terme de @ o )

[11.“11\r_1111..;+1‘..Il\rr_11/;:,,+1...7f]
correspondent selon (5) deux termes dans le dévelop-
pement de Q)[I'l,..l'k1_1l“/7‘k:+i.../'Au-ﬂ‘kn/’p:,_t.‘.I'f] te]s que
leur produit contribue a (8) par une valeur diffé-
rente de zéro. Au terme contenant le facteur
P () Y (x") correspondent ainsi les termes conte-
nant les facteurs b, (& $ry.(t) et Uy, (@) G (@*):
Le premier a le méme signe que le terme choisi
de (I)f o —— 7 et le produit corres-

7‘...7k!7171k7+1.,‘1[(”_1?Ik!l—ri...’f] )
pondant contribue avec le terme V (z), x") de
- I — Y R

selon (4a) et (5) par 41 (rr| Virpre) a (8). Le

second a le signe opposé, et la contribution

y I =

a (8) est — 1 (rrIV|rwry) Les f! termes

de & = 7 fournissent la méme
[’ankl—lI//_r o RU—g PP H~-~’j]

contribution, ce qui conduit a (8). A un fac-

teur == 1 prés (8) est égal a 1’édlément de matrice
de I'opérateur 2’ dans la représentation (5), (5 a).

Seconde quantification. L'espace A R. Intro-
duction des opérateurs a la maniére habituelle.
— Avec Tordre lexicographique (5 a) des états r
de I’espace R, on peut écrire par un simple change-

. ’ yon 1’
ment de notation les coordonnées ™7l @un

J
élément de l'espace A R des tenseurs antisymé-
triques de degré f sous la forme

g(nl, Noy ovey Npy o . ) = c["‘“.l.f], \(
(9)

,
pour r _r,,...,rf.s

=

nr=

C’est la notation habituelle de ces coefficients dans
les travaux sur la seconde quantification. Dans le
cas des tenseurs antisymétriques cependant cette
notation est extrémement incommode et nous

garderons partout la notation ol "s! des coeffi-
cients.

La méthode de la seconde quantification carac-
térise dés le début I'état d’un systéme de f parti-
cules obéissant au principe d’exclusion par les

J
éléments de l'espace A R des tenseurs antisy-
métriques de R. Elle considére cependant & la fois
les tenseurs antisymétriques de différents degrés,
correspondant & des nombres f différents de parti-
cules; I'espace des états est 'espace /\ R, somme

(8)

. S

directe des espaces A R pour toutes les valeurs
1

entiéres f>. o, y compris les espaces A\ R =R

0
et A\ R, espace de dimension 1. des tenseurs antisy-
métriques de degré o.
Les opérateurs de cet espace sont habituellement
introduits comme suit [3, 4]. Avec la notation (9),
on définit des opérateurs «, «; par les relations

apg (R, Nay ooy Npy L 2L)
_(g(n,nay s, np1,.00) si n,.=o,
[} si np=r1;
. (10 «)
arg(ny, nay ooy npy L)
_ o si np=o,
lg(niynyy ooy np—1,...) si np=1.

Les opérateurs «,, «; augmentent, et diminuent
respectivement d’une unité le degré f d’'un élément

Ve

de A R, ou donnent zéro. L’opérateur «,.«; = n,

correspond a une multiplication par 1 ou o selon

que la valeur de n, est 1 ou o.

En définissant

,

V= (1—2ny), 100)
s=1

ou

+1

—1

(1——212,,-):3 pour ns=|{(;

les opérateurs de la théorie peuvent étre exprimés
4 l'aide des opérateurs de création et d’annihi-
lation,

(1)

j— * *
Ap= Vpor, ay = o;Vp,

qui satisfont aux relations d’anticommutation

(11 a)
(118)

aras+asa,=0,  aral-+ a;a;=o;

ara; + ay ar= 8.

S
On démontre alors que dans le sous-espace A R
de A R les opérateurs

W=Z(r[W’is)a,‘a§, (12)
rs
I — - X,
V:52(1‘)‘“’!ss)a,va,—‘a;a,\., (13)

formés a I'aide des éléments de matrice (3 a) et (4 a)
10
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sont équivalents aux opérateurs (3), (4) de la
méthode de l'espace de configuration. La vérifi-
cation de cette équivalence est liée surtout a un
examen des changements de signe des coeffi-
cients (9) a l’aide des fonctions de signe (10 b)
de Wigner, mais par cette voie elle est assez labo-
rieuse [3, 4]. .

En caractérisant les .éléments de A R & laide
de lalgébre extérieure de Grassmann, les opéra-
teurs a, a; de (11) s’introduisent comme des
opérations élémentaires du calcul. L’examen labo-
rieux des changements de signe dans la vérification
de I'équivalence des opérateurs des deux méthodes
du formalisme quantique peut étre évité, en compa-
rant au lieu des éléments de matrice des opérateurs
les produits scalaires (7), (8) dans les deux repré-
sentations. .

Produit tensoriel, symétrique et antisymé-
trique (extérieur) des éléments de R. —
Soient ay, a5, ..., a,, ... les éléments de base de
Iespace vectoriel R. Les coefficients ¢/ d’un élé-
ment e; de R sont des nombres complexes et e,
peut s’écrire sous la forme

A
ci:—_Zc,"u,v. (

”

On peut définir le produit e; e;, de deux éléments e;,
e, de R :

-

. . _— -

e,e,= < E c}lar) <S c}gar) =vci:c§g~a,-la,-ﬂ, (13)
B

” 4y

en définissant les produits a. ., des éléments
de base.

En considérant les produits a,a, comme des
éléments de base nouveaux, sans aucune relation
entre ces produits, (15) définit le produit tensoriel
des éléments e; et ¢;, de R, celui-ci étant caractérisé
dans la base a,,a,, par les coefficients c;ic;:. Les
éléments de base a, a, engendrent I'espace R? des
tenseurs deux fois contravariants de R. Les pro-
duits a,, a,,. . .a, . de f facteurs engendrent I'espace R/
des tenseurs f fois contravariants.

Il y a deux espéces importantes de multiplication
des éléments de R. La multiplication symétrique
définie par les relations
(16)

Up Apy— Qp, Uy = 0

et la multiplication antisymétrique définie par
(17)

Ces relations sont invariantes par rapport aux
transformations du groupe linéaire de R. Pour
r, =r, =r la multiplication antisymétrique (17)
donne

a; ;= Qpy (L = 0.

(17 a)

pour toute valeur de r.
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La multiplication symétrique (16) fournit Iles
tenseurs symétriques de R. Elle joue un grand role
dans la théorie des fonctions algébriques et la
théorie des fonctionnelles. Dans la Mécanique
quantique elle conduit & la théorie des particules
obéissant a la statistique de Bose-Einstein.

La multiplication antisymétrique ou extérieure (17)
fournit les tenseurs antisymétriques de R. Cette
multiplication joue un rdle fondamental dans la
géomeétrie de 1'espace R. Elle fournit I'outil mathé-
matique adapté a la description d’un systéme de
particules obéissant au principe d’exclusion.

L’espace A\ R. Algébre extérieure. — Dans
ce qui suit, nous nous bornons a la multiplication
extérieure (17), et nous écrivons pour le produit
extérieur de a,, et a, simplement a ,a,, en omettant
le signe habituel A ou x. Les éléments de base

a.a, r;<r, engendrent I’espace A\ R des bivec-
teurs ou tenseurs antisymétriques deux fois contra-
variants de R. Le produit (15) de deux vecteurs
devient en vertu de (17)

-
€, Ci, =

1<ty

,
0 Ay, (18 «)
I'a
1y

Y )
C'lll C,‘
! \

CI:‘ c

Les produits W,y rn<...<ry de f

/
facteurs engendrent lespace A R des tenseurs
antisymétriques [ fois contravariants de R, espace
des f-vecteurs. Le produit extérieur de f vecteurs
est appelé un f-vecteur décomposable et s’écrit
sous la forme

€4Ci- . €, = E

n<or |l dn L e

(18)

A Cyy. o a,-f.

s
La somme directe des espaces A R,

Ar=N Ar,
f=0

est l'espace des tenseurs antisymétriques contra-

variants de différents degrés de R, y compris
1 0

lespace A R = R et l'espace A R a une seule

dimension, constitué par les nombres complexes.

Un élément de A R peut s’écrire sous la forme

@
c =2 E c[m.,-/,/](//,". ,/(7./,

S=0 r,(\'...</'/

(19)

Le produit extérieur d’un fi-vecteur et d’un
fo-vecteur est un (f; 4 fy)-vecteur. Un f-vecteur
décomposable (18) définit un sous-espace a f dimen-
sions de R, engendré par les éléments ¢, ..., €i et
le produit extérieur de (18) avec les vecteurs de ce
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sous-espace est nul. Pour que le produit extérieur
d’un f;-vecteur et d'un fy-vecteur décomposables
soit différent de zéro, il faut et il suffit que les sous-
espaces correspondants n’aient pas d’éléments,
communs. C’est l'origine de l'expression « prodult

extérieur ». Il s’ensuit que les éléments de /\ R,,
oi R, est un sous-espace a n dimensions de R,
sont avec f > n identiquement nuls.

Le produit extérieur permet de définir sur A R
une structure d’algébre, l'algébre extérieure de
I’espace R.

Un changement de base de R peut étre carac-
térisé par la matrice (c]) d’'une transformation
inversible C de R qui fait correspondre aux éléments
de base a, de nouveaux éléments de base e; selon
des equatlons de la forme (14). Les éléments de

base de /\ R et de /\ R se transforment alors selon
les équations (18 a) et (18). Comme cas spécial,
cela s’applique également aux transformations uni-
taires de R, caractérisant les changements de base
dans le formalisme quantique.

Les espaces duals R* et A\ R*. — L’ensemble
des formes linéaires sur R définit l’espace vec-
toriel R*, espace des vecteurs covariants de R,
ou espace dual de R. Un vecteur ¢/ de R*, vecteur
covariant ou dual de R, peut a l'aide de la base a],
a,, ..., a., ..., duale de la base a;, a5, ..., @, ...
de R, étre écrit sous la forme

<r
el = Z cloay.

7

(20)

En définissant la multiplication extérieure des
éléments de base a; par les relations
«@Lal +al o =o

(21)

les nouveaux éléments de base «.,a’, r;<<r,

2
engendrent l'espace A R* des tenseurs antisy-
métriques deux fois covariants de R, les pro-
duits a; i’ .ana’, rp<<...<ry de [ facteurs,

I'espace /\ R* des tenseurs antisymétriques f fois
covariants. Un f-vecteur dual décomposable, pro-
duit extérieur de f vecteurs duals e/, s’écrit sous
la forme

/1 V1
R S

C
r

Q *
. J

i i
’1<"'<rf C,:‘/ e C,.f
J

* * *
ez/ €€ =

z ./.
La somme directe /\ R* =Z/\ R*, espace des
f=o0
tenseurs antisymétriques covariants de différents
degrés de R, est le dual de I'espace vectoriel A R.
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Un élément de A R* a la forme

: "
c 22 2 C[, R CORERTR

f=0 <

(23)

A un changement de base C de R correspond la

transformation C—' de R, inverse de la transposée
de C. Si C est une transformation unitaire, C*= C,

C' est la complexe conjuguée de C, et les compo-
santes ¢, d’un élément de R* se transforment comme

les complexes conjugués ¢ des composantes d’un
élément de R. En vertu de cette relation, du point
de vue des transformations unitaires, 1’élément

de R* de coefficients ¢, = ¢ peut étre considéré
comme le dual du vecteur de coefficients ¢ de R.
Par la méme correspondance on peut relier a chaque
élément de A R un élément dual en A R*. Cette
correspondance n’est invariante cependant que pour
les transformations unitaires de R.

Remarquons encore que dans un espace R,
de dimension n finie il existe un isomorphisme entre
les vecteurs duals et les (n— 1)-vecteurs de R,,
et plus généralement entre les f-vecteurs duals
et les (n— f)-vecteurs. Au sous-espace de R,
qui est toujours
décomposable, appartient un vecteur complémen-
taire; multiplié extérieurement par -celui-ci, le
(n — 1)-vecteur donne I'élément E, = aja,... a,

base de A R,. Un (n— 1)-vecteur peut donc étre
considéré comme un « trou » dans le tenseur
complet E,. L’élément isomorphe a ce « trou »
est un vecteur dual de R,. On peut voir déja dans
cette remarque, comment l’introduction des élé-
ments duals d’'un sous-espace de R peut remplacer
dans la théorie du positron la notion peu physique
d’un trou dans une infinité d’électrons d’énergie
négative.

Produit scalaire.
f-vecteur

— Le produit scalaire d'un

V= Z v["”'rfja,-t...a,»/

/',<...</:/.

et d'un f-vecteur dual

* * *
uf: I,{[,-l._,,»l]((,-f. Gy

e .</'f
est défini par

< ll;' l vy > = Z lt[““.,.‘/]U[HNJZ/].

r‘1<u.<rrv

(2% a)

Le produit scalaire d’un élément

_Zv,
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de A R et d’un élément

u =Zu7

Sf=0

de A R est
ufv )y

z 2‘ u[,‘ ,]v[ ‘MI./J.

f=0 rn<.. \1

Les espaces R et A R sont en Mécanique quantique
des espaces de Hilbert. Pour ceux-ci on définit le
produit scalaire des éléments

u= y' 2 u["""r/]a,.l...a,y
f=0 1'1<...</'/.
et
»
Q
v =¥ 2‘ vl," './Jw,.1. el
=0 1<l )
S
par

.J'J]UIII.../"/]‘

(u, v):ﬁ > oat (23)

=0 <L,

Ce produit scalaire n’est invariant que par rapport
aux transformations unitaires de R, et en faisant
correspondre 4 chaque élément u de A R un élé-
ment dual u* de A R* par la relation
u[“m,.f] = u[“‘”ﬁ/]y (C-)G)
le produit scalaire (u, v) de (25) est identique au
produit scalaire < u*jv) défini par (24).

Pour des éléments normés de A R, on a

2 ‘C[r‘.../

ry<l.. .</'J

@

(c, ¢) 22

S=0

AP=1 (19«

Pour les éléments (19) de A R la somme (19 a)
doit étre convergente.

Opérateurs linéaires de A R. — Introduisons
maintenant les opérateurs linéaires de I'espace A R.
Nous employons les mémes symboles pour les
opérateurs et pour les éléments de I'espace A R

que nous séparons par un trait |. Quand c’est néces- a,«l |, ..

saire, nous pouvons toujours mettre un trait apres
un symbole pour désigner I'opérateur.

Ainsi, la multiplication extérieure déja définie
par un vecteur peut étre considéré comme un
opérateur linéaire de /A R, et nous écrivons

arla,.. .n/,»/ = ardpy. (=o,sir=ri). (27)
L’opérateur a,| augmente donc le degré d’un
tenseur d’une unité et donne zéro si 'on applique
a4 un f-vecteur décomposable contenant comme

facteur a.. On reconnait l'opérateur de création
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de la seconde quantification qui apparait ici d’une
facon tout & fait naturelle. Si R est I’espace des
états d’une seule particule, ’opérateur a,. crée une
particule dans I'état r ou donne zéro si cet état
est occupé.

D’autre part, on peut définir une espece de
division sans reste (2)

allar.. oy

_ { (— l)}i--la,-,..

Ay Wy Uy SES= T }

o si sy, ) (28)
qui diminue le rang d’un f-vecteur d’une unité et
appliquée a un f-vecteur décomposable donne zéro
si celui-ci ne contient pas a, comme facteur. L’opé-
rateur a; est I'opérateur d’annihilation de la seconde
quantification. On peut introduire cette opération
sans faire apparaitre explicitement le facteur (—i1)*1
en le définissant pour s = r; et le cas s = r; peut
étre ramené 4 s =r; en amenant le facteur a,,
a la premiére place a I'aide de la régle d’anticommu-
tation du produit extérieur.

L’opération (28) correspond [1, 2] a la multi-
plication intérieure de Grassmann et de Bourbaki
par le vecteur dual a;. Ceci justifie I'emploi du
méme symbole pour cet opérateur et les éléments
de R*. La relation de I'opérateur a; avec les vecteurs
duals devient claire en appliquant a; aux éléments
de R(f = 1); on a selon (28)

si s=r
ag L
s Zr.

(28 «)

I
[ si

o~

| ap=

L’opérateur a,,q,,...a, | est défini a Taide
de (27) par l'application successive de ses facteurs
et correspond & la multiplication extérieure par
un k-vecteur décomposable. L’opérateur aj,...aa;,
est défini par lapplication successive de (28) et
représente une espéce de division sans reste par
un k-vecteur décomposable.

La régle d’anticommutation (17) du produit
extérieur a comme conséquence les mémes reégles (11a)
pour les opérateurs. D’autre part, en appliquant
successivement (27) et (28), on a pour ri;#s

Sy Ay e
_ Ay g Qo ool si s=ry, rry,
- o Tosis ZAreoou r=ry;

saplas o odpy apagy .u,f
_ {— iy arar, el si s=ry, rArp,
—l 0 si sZr, ou r=rj;

(%) C’est M. Marcel Riesz qui m’a fait observer qu’il est
suggestif du point de vue algébrique de considérer I'opé-
ration a} comme une espéce de division sans reste. Je le
remercie chaleureusement de l'occasion qu’il m’a offerte de
discuter avec lui certains aspects de ce travail.

(29 a)
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et pour r=s :

.
Wpeg | Ao @y A Gy ey,
Urge e o ry Ay Qg yee @ si r=ry,
0 si r#r,
290)
* €
Q| Qoo Ay QA
{ 0 si r=ry,
T W@ Ay si r .

Pour la somme de ces opérateurs, on obtient les
relations (11 b)
o si r
ara; + a; a,= LA

si r=s.

L’opérateur n, = a,a; de (29 b) a les valeurs
propres 1, o et il est le projecteur du sous-espace
de A R dont les éléments contiennent le facteur a,.
Dans le language de la Mécanique quantique c’est
le sous-espace des états du systéme dans lesquels
I'état r est occupé par un électron. L’opéra-
teur 1 —n, = a, a. de (29 b) est le projecteur du
sous-espace complémentaire de A R. Pour I'opé-
rateur

N=2a,j((7=2n,., (30)

on a selon (29 b)

N|a,.. .a,vf=fa,~1. ar (30a)

N est un opérateur ayant les wvaleurs propres
f=o0, 1, 2, qui caractérisent le degré d’un
f-vecteur. I1 représente en Mécanique quantique
-l’opérateur du nombre de particules.

* *
Ay Ay @A Ar oo Qo B Uy o Ay Qo Oy -
—_ Qpye o oy g Ay e o g Qg g e e a/‘/.
o]
i ga 5 51,

* Kk * *
afh g, a’a‘g as1 = Qq, as1 Qq, ao‘g’

et (32) résulte par 'application successive de (29a, b).
Si g, = s;, on peut appliquer le méme raisonnement

=~ * * *
AgQgy. . Qg A QLA | e ay
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Opérateurs réductibles aux sous-espaces //\ R.
— Tout opérateur linéaire de A R peut étre exprimé
a l'aide des opérateurs de création et d’annihila-
tion a,, a comme une somme de produits de
facteurs a,, a; multipliés par des nombres complexes.
Les opérateurs qui ne-changent pas le degré f des
tenseurs et qui sont ainsi réductibles aux sous-

espaces f\ R, commutent avec I'opérateur N de (30).
Chaque terme de ceux-ci contient un nombre égal
de facteurs a, et a!. A T'aide des relations d’anti-
commutation (11 a, b)) on peut ramener ces opé-
rateurs a la forme

»
4 e lf * * *
A:Z 2 ANl Tiag aq,. . .a,.a;. . ayag, (31)

=0 s ffi

dans laquelle les opérateurs de création a, sont

dans chaque terme a la gauche des opérateurs

d’annihilation «!. Les termes avec un nombre i

de facteurs a donnent selon (28) identiquement
i—1

zéro dans le sous-espace Z%\ R de A R des
~ -

tenseurs du degré f < i. !

L’effet des termes de (31) se déduit facilement
des relations (27), (28). Le terme avec i = o corres-
pond a la multiplication par une constante. L’opé-
rateur a,a; des termes avec i = 1 a selon (29 a, b)
comme effet de remplacer le facteur a, par le
facteur a, dans a, ... aqa,, et de le multiplier par o
s’il ne contient pas le facteur a..

Pour i = 2, on a d’une facon analogue

{ si=rr; g1 ) L .

: our k#K, kK (KK 32
(S-2=7‘/(H;gﬁ5¢rﬁ pou GO ( P )7 ( )
autrement.

pour
Qg Qg dgal=—ayalds,a;
et faire disparaitre le signe — en interchangeant

dans le résultat a,, a,. De méme,

§e U8y r
S1="Tk; q1
a « ty, a a; g, a a ag a « si $2= ki ga [ 7 7 pour 7k 7 Tk
Py g, Qe ey " e QL Lo U " .
— 1 L e R R P kg3 G2 kg1 L b I 31 oy ey e (0‘:172,“.”)’ (33)
Si =Tk, 91‘
[o} autrement.

On n'a r;,< rp<<...<T; que si §<<8y<<...<< S
autrement on doit écrire a,, ..., a,, en (33)
dans un ordre différent. Si a,,...a, contient les i
facteurs «, ..., a,, l'opérateur «a,...q,4a;...a;
les remplace par ag,, ..., a,,. S’il ne les contient pas,
le résultat est zéro.

Opérateurs du type W = Z r|Wis)aral.

— Abstraction faite de la multiplication par une
constante, les opérateurs les plus simples de A R
qui conservent le degré f des tenseurs sont de la
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forme (12)
W:Z(r[lﬂs}a,-a;.

Selon (29 a, b), on a
W | a,.,.. Sl

;o
N\
=2Z(r]VV}I‘k)a,i...a,-t,g[,a,k‘l...a,-/. (34)
r k=1 ’

Le produit scalaire de (34) et du
Q- Ay ey .. .4 oSt

dual de

* * * * *
<a,./ ety avan i, W lapa,, ana, '1_,,¢¢,,/_>

=(r|W|r. (38)

Pour f = 1, (35) s’écrit

lar | W a,, >=(r|W|r). (33 a)
Le f-vecteur décomposable a,,...a, a.a;,.,...q,
peut différer par une puissance de — 1 de I’élément

de base de '//\R pour lequel I'ordre des facteurs
suit 'ordre lexicographique (5 a). A ce facteur = 1
prés, (35) donne 1’élément de matrice de W dans
la base choisie de / R. Les éléments de matrice
de W entre des ¢léments de base de degré différent
sont nuls.

Opérateurs du type
V= é Z(I")‘ 117 58) ((,,u,-.u:u\\*.

"

B

F
. O - B u
Via,.. = <r;~} V]I‘/c'l’k”> Ao ey Q1 iy O A oo G

r<7 >kr=
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Considérons maintenant l'opérateur (13),
V = éZ(r;Q V| $8) apdt ol

rr

NN

Remarquons d’abord que le méme facteur a,a; a; lef
figure dans cette forme de I'opérateur quatre fois.
On a en effet,

X .
Ay a5 A = dndpal ay

=, a;a; s =— warapar al. (36)
Avec
Crr|Viss )= é{(r’r‘;mss) + (rrv|ss)
—(rrViss)—(rr|F|ss)i, (3Ta)

on peut écrire 'opérateur V sous une forme dans
laquelle les facteurs a,, ar, at, a ne figurent qu'une
seule fois

V:E<r"r|V|s§> araiazal. (37)
/'<Z‘
Si l'on a
QI‘I»']V\S;):(l:l",'[:s:sj, (38 «)

(37 a) s’écrit
Crrivyss = (rr|1 ss)—(re|Viss). (380)

Selon (32), on a

(39)

Le produit scalaire de (39) et du dual de a,...@,_ @@y .« Orpo @7 Qrp, o Qe S

f

* * *x * x % * > . < - . ) >~
< A oo A O Ay o+ O B gy R | V| o Qg Gy G Wy B B W ) =TT |V | rprw . (40)

A un facteur == 1 prés, (40) donne les éléments de
matrice différents de zéro de l'opérateur V dans
la base choisie de /\ R. Pour f = 2, on a

< ay*. ar | V| a,-L,a,k,,> = < I'I:l V| ri v > (40 a)

Comme r<T,1,,<Tr,,les {rr V 'r,r,> sont les élé-
9

ments de matrice de "opérateur V dans I'espace A\ R
des a-vecteurs.

La correspondance entre les opérateurs de
la méthode de l'espace de configuration et de
la seconde quantification. — L’état d’'un systeme
de particules obéissant au principe d’exclusion est
caractérisé par un élément de I’espace /A R et peut
étre écrit sous la forme (19). Les opérateurs de

cet espace sont les opérateurs introduits dans la
méthode de la seconde quantification.

En comparant les expressions (35) et (7)', ‘ainsi
que les expressions (40), (38 b) et (8), qui different
par la méme puissance de — 1 des éléments de
matrice correspondants, on voit immédiatement

J I3
I’équivalence dans le sous-espace /\ R des opérateurs

\

W:E(r}ﬂ"s}a,\af,
Iy

(P 18) = [4r(@) () () da, (41)

J

k=1 k=1
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de la seconde quantification et de la méthode de
Iespace de configuration, ainsi que I’équivalence
des opérateurs

V= 22(7‘7] T sg)al,al-u\—*af~

(7';{1/[s§>
= [ @) 4V (o, ) () s () dd

J s
V= 2 Vi = Z V(a0 ath),

i>k=1 >k=1

(A2)

des deux méthodes. Il est facile d’étendre la corres-
pondance aux opérateurs plus généraux de la
forme (31).

Les équations u = W c. — Le role des opé-
rateurs de la seconde quantification et I'équivalence
des opérateurs des deux méthodes peuvent étre
encore rendus plus clairs en explicitant les équations
vectorielles correspondantes. Ces équations four-
nissent en méme temps un exemple de calcul simple
portant sur les états du systéme.

La notation cl'""'sl des coefficients des tenseurs
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La possibilité de remplacer un signe (—) par une
modification de I'ordre des facteurs d’un produit
extérieur nous a permis d’éviter un long examen des
changements de signe dans la vérification de I'équi-
valence des opérateurs (41), (42). Selon (44 a)
on fait usage de la méme possibilité en introduisant
la notation (43).

0
Pour un élément ¢, de A R, on a

uo=W|Co=0~ (43)
1
Pour un vecteur de A R = R,
or=N cha, (46)
u, _—.Eu"sa,-,: W 'e,
=¥ (W s)a | Perar
NN yerla,, (46 a)
) |
wa:Z(mm ryer. (46 b)

antisymétriques au lieu de la notation (9) a d’une -

part 'avantage d’étre plus simple parce que parmi
les indices ne figurent que les états occupés, D’autre
part, en gardant cette notation, on peut inclure
un signe (—) dans les coefficients par la convention

0[7‘1...1';;__11-1;...7}] - (:[”'“r‘“'kﬂ'”l‘f]

(43)

et définir ainsi c""'7] pour toute permutation des
indices ry, ..., ry. Par cette convention, on peut
écrire sous une forme simple des équations dont la
notation deviendrait extrémement compliquée si
Ion voulait garder les coefficients (9) et indiquer
explicitement les puissances de (— 1) qui inter-
viennent dans ces équations. (43) correspond a la
notation des coefficients des tenseurs antisymé-
triques dans I’espace R/ ce qui peut étre avantageux

J
méme en se bornant au sous-espace /\ R de R/,
On peut écrire également

c[/,.,./'n—t/L.‘.':f]ct,j...((,vA»la,L "(("f'
:c[,ix'“/“k“”mf]a,l...a,,‘ap,\ et (Bha)
C/= Z c[“wlif"](t,l...(r,'
A
/‘(.4/\/'.
n e
= c Ma,, ...a, . (44)
' 1 B
! o/
f fyeer,

Comme on le voit déja par (35 a), W est dans

I'espace ;\ R = R un opérateur ayant les éléments
de matrice (r, | W|r),

Pour un élément de A R on a, en faisant usage

de (44),
E e 1 Cryy
r<ry

(47)

Ca=

N .
u, = .}- ' dpy="W | Co
< re

, - 1 -
= E (r Wis)a,al] . E .,

e JATAN

N N e W e anan]

” e
;a,-1 o,

=1 § N[y er (| W)
ryly r
5 \Y wr o g’ Yvi
2‘(7‘,]IVlr)cJ’?—o—(rgHI [ ryer La, ap, (A7 )
(s ,

1y

u ""“‘122(7‘1 T ryes = (r) I e’ (476)

7

: [
Pour un élément (44) de A R, on calcule de la
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méme facon

J
ur= 2 u[""“rj']a,.‘...a,‘f=W}Cf:jl.—!Z2 Z(rHV

1'1<.,.<1'r ‘.Hl'f k=1

. , | X
— j1| 2 2 2("“ VV] r) clr,..,uﬂ«-m 1...1'_/'] ;a,,.t, Oy Gy .a,/

rer k=1 r

f
‘ J*q W [/'1.../'/‘_1/'/‘/&l.../'f]
= 3 IS Seawine o
I"<,..<z‘f{k:1 r
s
u[/';...lf] :Z Z(FA I .”/_{ ")Cll',..‘/'/\All'l‘k . ,...I‘/.J’
k=1 »r

Les équations v = V| c. — Avec l'opérateur V _ Z
de (37), on a pour f =o, f=1:
vo=V|Co=0, (49)

2<r1 r |V r;> el
Lrr /

ap, Qr,,

Ly

S e 2 ,./\T
Pour un élément c, de A R, on calcule '
) En utilisant la relation
Vo= 2 sy a,, =V |Csa
Ty Z f(l‘1 ra 7':%)

- =N\ * % V1 . .
= E <7'7‘]I/| SS)CiI‘(lFfL;(L‘?l E clrire apa,, I1<;IQ

AN

N° 2,

Phoci fomeg PR Pk 4 go-ad’
) ol /]a,l...a,rA_la,.a,,cH...a,vf

(48 @)

(48b)

(51 a)

vi=V]|ci=o. (30) 1:1/‘1/‘a‘=2<r,r2|V|r;>c["’~'j. (515)

rr . e N ,
s<§ = Z !f(\l‘.rgl';;)—l—f(rlrg;rg)—*—f(l'-_ﬂ‘::"()%»

2: 2: R e gl — r 9 < 1y
= <rr[1/[r1rg>c‘”ar“,- 1< e <1y

3
PET rr on a pour un élément c; de A R :
V= 2 v[/'u'gl:q]a,.l a,ap, =V | c:,_—_2< rr 1 V“ S;>”r“? a.‘_’f n: i 2 c[,y»g/'ﬂa,~1a,-grL,.3
1y re< 1y I<I__ el 1y
s<s

=2 2 [/\" rlVirie > crdla, dy a,, —+ <rr [T iy >(;J‘,L./ S dpd,,—+ / re|V r 7'3> clrelap ap a, .]

’<r 1y <ty

=3 Zrinndensaaons 3 | Bl o,

r<F 1y 1y <y \ rlr
7y Iy
= Z 2<r1 ra| V| r;> clrrr] < rors| V| l‘;>c[""ﬂ7'] -+ < rary| Vi r;> 7] %an Apy Ay
rrelry s

vl =Z<r1 ra| V| ,;> elrirg 4 < rirs| V| r;> elrrar | < rary| V| ,.;>c[,-1,»7'l
I'<7_‘

S
Plus généralement, pour un élément de A R, on a

(52 a)

(52 5)

V= 2 v["""]:f]((//'1"'a"j-=VIcf=2<r;lV|5;>a,-“,T“}a: l 2 C[I‘T...I:f]a/',--ua/},
I',,<...</'f r<r I‘1<...<I‘f
r<:
s 4 N [1'1...I"Lr_,l'/‘/‘»r+1.../'ku‘,Fl'k:/+1...l‘ ]?an.. Qr (53 a)
- Z ) Z Z<"krrk~lVl”‘/C s 4
1< <"f Ar>kr=1 rlr ‘

f -
v[l‘p- ’f] - Z Z< rpe f'lg"| v [ 7‘;‘ > c[n g Pt PP g e o Thlt—1 I’I'ku_;_x...l‘/.]'

B>k=1 r<7

(33 b)
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La correspondance W ~ E Wi, V ~ Evik. —
3 P>k
S
Les coefficients (43) d’un élément c, de A R sont

. . 1 Py
au facteur de normalisation 7/;' prés les coeffi-

cients de ce temseur antisymétrique dans l’espace
R/'=R X RX...Xx R de tous les tenseurs de
degré f de R. Les relations (46 b), (47 b), (48 b)
montrent alors explicitement que dans le sous-

I )
espace A R de R/ l'opérateur W est identique a
l’opérateurEWk de R/, o W, s’obtient par la
k

composition de (f — 1)-opérateurs unité et de
Popérateur W, dont les ¢éléments de matrice
sont (r| W|s), du k*m espace vectoriel dans le
produit tensoriel. Les équations (51 b), (520b),
(53 i) montrent explicitement que dans le sous-

f
espace /\ R de R/ Topérateur V est identique a
J

Popérateur 2 Vi de R/, o Vi s’obtient par la
i>k=1

composition de (f — 2)-opérateurs unité et de I'opé-

rateur V, avec les éléments de matrice (rr| V|ss),

agissant dans l'espace R; X R;, produit du i*me et

du ki*me facteur R du produit tensoriel R/,

!
On voit ainsi directement I'identité dans A R
des opérateurs W, V de la seconde quantification

J J
avec les opérateurs EW"’ 2 Vi de Pespace R/
k=1 i>k=1

de la Mécanique matricielle. I’équivalence des
opérateurs (41), (42) de la seconde quantification
et de la Mécanique ondulatoire dans l'espace de
configuration s’en déduit en passant de la Méca-

SUR LA SECONDE QUANTIFICATION 14

nique ondulatoire & la Mécanique matricielle par
I'intermédiaire d’un systéme orthonormal de fonc-
tions d’onde et des éléments de matrice donnés
par (41), (42). .

Les opérateurs W(x), ¥ (x). — A l'aide du
systéme orthonormal complet ¢.(x), on peut for-
mer les opérateurs

W ()= br(z)al,

”

U (x) =P V(@) ar, (34)

et écrire les opérateurs (41), (42) sous la forme

W=f\1"‘(x)W(x)‘IJ‘(x)dw, }
) (53)
V= %f‘l""(z‘)lli‘*(x') Ve, ) W) W(z)dz dz’. s
Des relations d’anticommutation (11 a, b) des opé-
rateurs a. a; et de lorthonormalité des fonc-

tions ¢,.(x) on déduit les relations
()" (z') + W (2 W(x)=0d(x—x'),
() W(2')+ W (2)W(x)=o0, )
Y () I*(2') +W* (2 )T(2) = o.

(36)

Dans la méthode de la seconde quantification,
on peut partir d’'une facon formelle de ces relations.
Cependant le sens des opérateurs W (r), W*(x)
ne devient clair que dans ’espace A R des tenseurs
antisymétriques représentant les états du systéme
de particules, et il est plus naturel de les introduire
a postériori. Cette remarque est valable & plus forte
raison dans la théorie du positron, o le passage
de la théorie d’'une seule particule a la théorie du
systéme de particules demande des modifications
a cause des solutions d’énergie négative du probléme
de l'électron de Dirac.

Manuscrit recu le 16 juillet 195o.
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