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Janvier 1936.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE

ET

LE RADIUM

MOUVEMENT BROWNIEN D’'UN ELLIPSOIDE (II).
ROTATION LIBRE ET DEPOLARISATION DES FLUORESCENCES.
TRANSLATION ET DIFFUSION DE MOLECULES ELLIPSOIDALES

Par Francis PERRIN.
Institut H. Poincaré et lnstitut Ed. de Rothschild, Paris.

Sommaire. — Etude analytique du mouvement brownien de rotation d’un ellipsoide & partir d'une
équation établie antérieurement (1). Application au calcul de la dépolarisation, résultant des rotations des
molécules excitées pour une fluorescence émise par des molécules ellipsoidales en solution.

Equation aux dérivées partielles du mouvement brownien d’ensemble (rotation et translation) d'un

ellipsoide. Etude de la diffusion de molécules ellipsoidales dissoutes :

anisoiropie locale résultant de la

diffusion; — existence, pour les faibles gradients de concentration, d'un coefficient de diffusion limite.
Formules et graphique donnant les valeurs de ce coefficient de diffusion pour les ellipsoides de révo-

lution.

1. — Dans un travail antérieur ('), j'ai établi les
lois élémentaires du mouvement brownien d’un ellip-
soide immergé (2); j’ai montré qu'on pouvait étudier
ses rotations indépendamment de ses translations, et
jai donné une équation aux dérivées partielles a
laquelle satisfait la densité de probabilité d’orientation.
Dans ce nouvel article, je reprends d’abord a partir de
cette équation, I'étude du mouvement brownien de
rotation en vue du calcul de la dépolarisation, par
agitation thermique, d'une fluorescence émise par des
molécules ellipsoidales en solution.

Jétablis ensuite, par une simple extension de la
méthode utilisée pour les rotations, I'équation aux déri-
vées partielles relative au mouvement brownien d’en-
semble d'un ellipsoide; cette équation met en évidence
la complexité du phénoméne de diffusion de molécules
non sphériques, qui tient & I'impossibilité de détermi-
ner les translations de telles molécules sans tenir

compte de leurs rotations : la diffusion entraine une -

(1) Francis Perrin. Mouvement brownien d'un ellpsoide (I).
Dispersion diélectrique pour des molécules ellipsoidales (/. de
Phys., 1934, 5, p. 497). Les renvois & cet article seront indigqués
ici par le chiffre romain I, suivi du numéro du paragraphe, ou
de la formule

(2) On m’a signalé depuis des travaux de K. Przibram ou se
trouvent une premiére indication des lois élémentaires du mou-
vement brownien d'un ellipsoide, et leur comparaison avec
d’intéressantes observations (Wien. Ber., 1912, 124, p. 2347; 1913,
122, p. 1895; 191+, 128, p. 1205 et Hd.buch der Exp. Phys, 8,
2, p. 102).

LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM. — SERIE VII. — T. viI. — N° 1.

anisotropie locale d’orientation des molécules, et ce
n’est que pour les faibles gradients de concentra-
tion qu’apparait, a la limite, un coefficient de diffusion
constant.

I. Mouvement brownien de rotation libre
d'un ellipsoide.

2. Equation aux dérivées partielles de la fonc-
tion de répartition. — Je rappelle (I, §8) qu’on peut
définir l'orientation d’un ellipsoide par rapport a une
orientation de référence. par les quatre parameétres
homogenes d’Olinde Rodrigues u, u,, u;, u, qui dé-
terminent la rotation correspondante, et que si l'on
considére ces paramétres, liés par la relation

uf—}—ui—kui-’—uf:i, ¢))

coinme les coordonnées rectangulaires d'un point dans
Pespace & quatre dimensions, l'orientation de I’ellip-
soide est représentée par deux points diamétralement
opposés sur I’hypersphere X définie par cette relation.
Sil’on désigne alors par U/ ds la probabilité pour que
l'un des deux points représentatils de I'orientatlion
d’un ellipsoide, soumis au mouvement brownien, se
trouve sur un élémentds de =, on a

JUds=2, @)

— JANvVIER 1936. 1.
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P oo

et la fonction de répartition Usatisfait a I’équation aux

dérivées partlelles {, 68)
[\/ ] :
ot

les x¢ étant des coordonnées quelconques sur Z, et g
le discriminant du d.S2 correspondant. Dans cette équa-
tion dediffusionanisotropele tenseursymétrique o+ est
déterminé en fonction de ses valeurs principales (I, 62)

AU__

3)

1 k1
P = — — 4
4 C; @)

par les relations (I, 66)
3
o= 3 aal o, )
i=1

les a} étant les coefficients des formes linéaires qui

donnent les variations dzven fonction des déplacements

ds; qui correspondent aux petites rotations autour des
axes de ellipsoide (I, 52)

dx—Zads

i=1

(6)

En prenantcomme coordonnées ¢ les angles d’Euler

' =w, z* =1, 2’ = p, on a (I, 80)
2 cos . — 2 sin p 0
. sin cos . ~
‘ai = 2 ———E' - e 0l (M
sinw sin w
— 2 cotwsinp.  — 2 cotwcospy. 2

(l'indice supérieur correspondant aux lignes). On véri-
fie facilement avec ces variables les relations inva-
rigntes. <

w 2 (Wya ®)

(divergence nulle des champs de vecleurs af)- L’équa-

tion (2) peut par suite s’écrire aussi

3 0 \? oU
AU= Y @ ¢ = —. 9
*Avecles variables d’Euler w, A, p, et en posant
Ri=4o; = kT : ¢ 10y

on a de fagon explicite : :

AU = (R, cos® p + R, sin? R, sin?
oU 1 o*U
Ry cos? —
T Ra costy) (me 0w + sin®w OA?
orU cotw 02U 02U
2 9 R;
+ cotte op? sin w 0 A ()p.) T R 0t
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cosp sinp / 02U _ooU

T2 — o) sin w <ama:\_°°”“’0wap.
1 4+ cos?molU oU oU

I, = . 11

T Ssme o Ot m) Y, (5

Si l'on considére le mouvement brownien de rota-
tion d’un ellipsoide libre dont les axes coincident &
Pinstant initial avec les axes de référence fixes, la
détermination de la fonction U sera achevée par les
conditions initiales

U(o, ), p0,00=0 sauf pour w=0.r+4p=2%kz (12)

f U (w, K, p, 0)%5'111(» dwdidp =2 (13)

etl’'on aura a tout instant
U(w, M0, ) = U (0, — A, — 1, 1)
=U(o, "+ =%, p -+ 70 (14)

Nous donnerons plus loin un développement expli~
cite de la fonction ¢/ dans le cas d’un ellipsoide de
révolution. Mais nous allons d’abord montrer qu’on
peut déduire directement de l'équation (41) certaines
valeurs moyennes relatives aux cosinus directeurs des
axes de 1’ellipsoide.

3. Valeurs moyennes des cosinus directeurs
des axes de l'ellipsoide, et de leurs carrés et
double-produits. — La valeur moyenne, au bout
d’un temps ¢, d’'une fonction f quelconque de l'orienta-
tion de l'ellipsoide est donnée par la formule

- 1 —
f:%fzfvdc:éfnmwg{dx]. (13)

Sa dérivée par rapport au temps est donc
af 1 oU —
= %_/:f?[— Vg [dz].

. oUu
En remplacant sous le signe somme 57 par sa valeur

donnée par I'équation (3), on obtient

E"_fo(m WL’F_J[M]

d’ou en intégrant deux fois par parties,

dz"—af\/

Cette expression est par définition la valeur moyenne
a linstant ¢ de la fonction obtenue en appliquant 'opé-
rateur A alafonction f; on a done

5| Voo 2L ] 0V an). as)

At (A7)

[=Tg=h
I\l
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Cette relation permet d’obtenir les valeurs moyennes
que nous cherchons.

En effet, en fonction des angles d’Euler les cosinus
directeurs c;, des axes de l'ellipsoide par rapport aux
axes fixes ont pour expressions :

€14 == €OS h €OS . — sin ) sin p. cos v,
€y — — cOs h sin w. — sin A cos @ cos v,
¢3; = sinA sinw

€13 = sin A cosy. -+ cosA sinp. cos w,

— sin A sinp. 4 cos A cos . cos w,
— cos ) sinw

¢35 = sin . sin w,

Cy3 = COS |1 Sin W,

C33 = COS W

(18)

Il

et par simple substitution dans le prerﬁier membre
de 1'équation (11) on vérifie que (les indices <, ], k,
étant tous différents)

A= — (R; + ®)) ¢ 19)
A(cjjck’f+ cjkckj): — 4R+ R+ (Rk)(cjjckk + cj/fc/cj) (20)
A= — 2 (®;+ ®,) ¢ + 2R, i, + 2R, ¢ (21)

I’équation générale (17) appliquée & c; donne ainsi,
d’aprés la relation (19),

de; —
==+ /e (22)
d’ou
¢, = e~ (Rj+ Rt (23)
car pour { = O on a _cT, = 1. D’une fagon analogue la
relation (20) donne
€iCh 4+ Ciphj = e~ UR. A+ Rj+ R, (24)
Comme d’ailleurs
CiiCkk — CjkCrj = Cip
on a
CiiCh — CirChj = e (Rj+ Rik, (25)

La valeur moyenne de c;, et celles de tous les
double-produits ot un indice figure une seule fois, sont
nulles par symétrie, comme on voit de suite en se
reportant aux relations (14).

Enfin pour les carrés des trois cosinus ¢;, d’indice »
donné, les relations (21) jointes a I’équation (17) con-
duisent & un systéme de trois équations différentielles
linéaires du premier ordre, liées par une relation cors
respondant a l'identité

En posant

Cr =1, (26)

MOUVEMENT BROWNIEN D'UN ELLIPSOIDE 3

ces équations s’écrivent

dy;

qz 27)

=—2(®;+ Ry + 2Ry, + 2R, y;
avec
Sy, = 1. (28)
I’élimination de deux des trois fonctions inconnues y;
entre ces équations montre que ces fonctions satisfont
toutes trois & une méme équation linéaire du second
ordre qui s’écrit

d:

dt?“’/ +12q dy /4 35a0y = 1292 (29)
apres avoir posé

ER, = 3R, IR, R, = 322 (30)

En tenant compte des conditions initiales qui résul-
tent des relations

@=h v

et des équations (27), l'intégration de I'équation (29)
donne

;‘i:‘_l. A+—1 <1 _|_ J{ — R \) ~()(d{ \/(R.i Og)t
p2?

(31)

3 2R — o
+2 1——“‘;——_&:) et RHVE=T) (39
-3 2\/6{2—932

“f*u‘> o— (R V=)

R — & ) —s RV, (3
\/ RE— a2,
Dans le cas d’un ellipsoide de révolution (R;—=aR,)
ces formules se simpliﬁent beaucoup; on a alors

5 _ 3 , 1 \
c?i —= g —_ - + _Q’(R't _I_é e‘_Q(U‘{l’f’?ﬁh)t ‘

- 1 2 .

Cfg = :__; + §, e—UG{lt
— — 1 1 1 (34)
¢ = ¢} = - + 5 e IRt _ 1 g—2Ru+2Ra)t
12 l _3 2
2 ) ERRT RN SR S
623:(}02:131 51:‘3___?_’3 b0t

4. Développement de la fonction de répar-
tition pour un ellipsoide de révolution. — Si ’el-
lipsoide est de révolution autour del'axe OZ, ona

Ry=0R,, et l’equatlon (M) se réduit a ‘
oL 1 00 0*U

- trw ——
A= J{l< ~ 4 cotw @_«p+em3wbl-+ co wOM

I ==
cotw 02U R 0l ol (15)
N 33
sinw oA Op. + ¢ Powr T ot SR
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Les variables X et u ne figurant pas explicitement
dans cette équation, et les conditions initiales (12) ne
faisant intervenir que leur somme, la fonction U ne
dépend aussi que de cette somme

v="1r+un (36)
et nous pouvons poser
U, 1w, t) =V (v,v,10). 37

L’équation (35) devient ainsi

0tV

oV 1-—cosw 0V OV
. b — 7
R‘ +co ob )+(m11+cos«»+ R )O B (38>
Comme dapres les relalions (14) on a
Viw, v, ) = V (w0, — v, 0) (39)

nous devons chercher les solutions de la forme
V, (w,v, ) = p, (w) cos mv @ nt
m étan! un nombre entier. En substituant dans ’équa-

tion (38) on trouve pour la fonction p, (w) l'équation
ditférentielle

. .
Ry (d P 4 cotw dp )
dw
1 —coso cR. i ' 39
~_[ 1—|—cosm+ 3>m —am]p,'n(w). 39)
En posant
cosw==u, p,(=(~1-+wmR (u) (40)

on ramene I'équalion précédente a1'équation hypergéo-
métricque

dz I{ dR

(1—1‘) —2|(m + 1) u — m] dum

Rz — Ry) m? — a,,

m(m 4+ 1) + ( R,

Ry (u).  (41)

Les valeurs propres de cette équation s’obtiennent
en prenant

An=m*(Ry — R) + (m +n)(m+n+ 1R, (42)
1 étant entier. Les fouclions pi‘obres correspondantes
sont des polynomes R, (u) de degré n; en achevant
de les définir par la condition

R, (1) =1, (43)

on trouve que

Ne 4
(= @em4m!
&) Fom (=)= n! (2m)!
At
b“ ’ Hnm (ll) Rn'm (M) (1 -I— u)i’m dl,t
v —1
\ sin' £ n
s 92m 41 R
(é_l—l—ﬂm-l—l SL =
( l) —————1 m(] — ,,
€) f() = G 1+u)2mdun —— [ (L —u?)"]\ (44)

d (n+1)®+m)(m+2m 4+ 1) Bugi,m (u)

=[(n4-m)(n+m4-1)u—m?|(2n+2m—+ )R, (u)
—n(n+m41) 04 2m)Ra—i,m (u)

e) Ry, (w)y=1, R, (w)y=m+1)u—m,. ..

) B () = F (" +2m-+1, —n, 1, 1 ; u>’

9) By (0) = P, ()

F désignant la fonction hypergéométrique, et P, le
n® polynome de Legendre. Il est alors facile d’obtenir
le développement de la fonction V en série de fonctions
propres V., en tenant compte des conditions initiales :

(0]
4 V(w,y, 6 = E [dmcos my.cos2m Q.e—mkﬂﬁmﬁixﬂ
m=

2 2n 4 2m 4 1) B, (cosw) e -n{(rt2ntl)Rut ](45)

n=20

avec dy=1, d, =2 pour m =~ 0.

II. Influence du mouvement brownien de
rotation sur la polarisation de la fluo-
rescence des solutions.

5. — Cetteinfluence a été calculée parmoi-méme(!)ct
par P. Soleillet (2) en supposant les molécules fluores-
centes sphériques. La méthode générale deP. Soleillet,
développée par lui dans le cas oules molécules excitées
subissent des rotalions quelconques déterminées par
rapport a des axes fixes (milieu anisotrope), permet de
traiter le cas des molécules ellipsoidales, pourlesquelles
les rotations sont déterminées statisliquement par rap-
port & un triedre mobile. Nous utiliserons ici les nota-
tions de P. Soleillet, ep renvoyant & son mémoire

(désigné par PS.) pour les définitions des grandeurs
introduites.

6. Polarisation des fluorescences moléculai-
res. — Dans les fluorescences ’absorption et la réé-
mission de lumiére peuvent étre considérées séparé-
ment. La probabilité d’excitation d’une molécule en
solution, par une onde incidente donnée, dépend de

(1) F. Perrin. J. de Phys.,
1929, 12, p. 169
(2) P. SoweiLLer. Ann. de Phys.

1926, 7, p. 390, et Ann. de Phys.,

, 1929, 12, p. 23.
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son orientalion, mais les caractéres de polarisation de
I’'onde sphérique émise par la molécule excilée sont
déterminées, en moyenne, par rapport a cette molécule,
indépendamment des conditions de 1'excitation.

Pour un milieu isotrope, comme une solution, la
polarisation de l'onde de fluorescence émise par un
petit élément de volume, pour toutes les excitations
possibles, est déterminée par les rapports des trois
invariants P, Q, R du tenseur caractéristique du milieu
fluorescent (PS. [§§ 21-24) égaux aux invariants moyens
correspondants relatifs aux élémenls fluorescents ani-
sotropes distribués isotropiquement dansle milieu(1'élé-
ment fluorescent est ici la molécule dissoute animée
du mouvement brownien de rotation). Notamment, le
tauxde polarisationlinéaire p de lafluorescence perpen-
diculaire au vecteur électrique d’un faisceau excitateur
polarisé linéairement, — celui p, de la fluorescence
perpendiculaire & un faisceau excitateur non polarisé
ou polarisé circulairement, — et le taux de polarisation
circulaire p, de la fluorescence dans la direction d’'un
faisceau excitateur polarisé circulairement, — sont
donnés par les formules (PS.I, §§ 21-26).

3
—P+§(Q+R)
3P 450+ R)
3
—P+-0Q+ R » _
pn: 1 :2_]) ) (46)
7[’—§(0+1{)
5
é(Q—H)
P = : F

1
3P +5 Q0+ R

7. Calcul des invariants caractéristiques pour
des molécules ellipsoidales en solution. — Les
invariants 2, Q, R d’'un élément fluorescent pouvant
étre calculés par rapportadun systéme d’axes fixes quel-
conque, nous pouvons prendre des axes fixes 0X,Y,Z,
qui coincident avecles axes OXYZ de I’ellipsoide molé-
culaire & l'instant de1’excitation. La probabilité £ d’ex-
citation de la molécule considérée, par unité de temps,

est une fonction linéaire des composantes &; du tenseur

caractéristique de la lumiére excitatrice (PS.I, §§17-22
et Il, § 3) par rapport aux axes 0X;Y,Z,

k=z¢; &) (47)
les coefficients ¢; étant des constantes spécifiques de la
molécule fluorescente, car ses axes coincident avec les
axes de référence au moment de ’excitation.

De méme 1'onde émise un temps ¢ aprés une excita-
tion a en moyenne pour tenseur caractéristique de
polarisation et d’intensité (PS. I, § 15), par rapport aux
axes mobiles OXYZ

MOUVEMENT BROWNIEN D'UN ELLIPSOIDE 5

t
P !
emn - @
T
les emn étant encore des constantes spécifiques de la
molécule fluorescente et t étant la vie moyenne dans
I'état excité. Les composantes de ce tenseur d’émission
par rapportaux axes de référence OX,Y %, seront donc
en moyenne
t

1
m — —_T
Cps Coy €™ Te

la barre surmontant le produit des cosinus directeurs
indiquant qu'on doit en prendre la valeur moyenne
pour les rotations que subit la molécule, pendant le
temps ¢, par mouvement brownien. L'onde émise au
total au cours du temps par la molécule excitée consi-
dérée, aura donc pour tenseur caractéristique moyen
par rapport aux axes 0OAX,Y,Z,

S

ms ('nl emn
en désignant par un double trait supérieur la moyenne
prise entre les instants d'absorption et d’émission,

moyenne définie par la formule

® t
= = —-d¢
= f re:—.
0 T
En tenant compte enfin de la probabilité d’excitation
par unité de temps, on voit qu'un ensemble de molé-

cules ayant & un certain moment l'orientation considé-
rée, et soumises au rayonnement excitateur de ten-

seur 53]' . émetira au totalune onde de fluorescence dont
le tenseur caractéristique sera (par molécule) (')

(48)

st _ —_ ,j
E = kem cpsc, — ¢;jemn ey e, &7 ()

Le tenseur du quatriéme ordre caractéristique de
I’élément fluorescent (PS. I, § 22) est donc

t p————

*ij = & €™ Ly €, (50)
et les trois invariants correspondants (PS. I, § 23) ont
pour expressions

A

4SS - \
P—A“ =&y em"cmslns ’
—_— ASi - mn X
0 — e T & € Cms Cpi (Ol)
is —_—
— — ¢ mn
R=A4_,=z¢;emmcy, c, s

Comme, d’aprés les relations d’orthogonalité cpsc,,
=3, ,ona P—=c¢;et =P, (52)

I'invariant P n’est donc pas modifié par le mouvement
brownien de rotation. Pour lesinvariants ¢ et 22 il faut
calculer les valeurs moyennes des doubles produits des
cosinus directeurs ¢, des axes de l'ellipsoide, parrap-

(1) Le raisonnement suppose que la proportion des molécules

excitées reste faible, de facou que les molécules non excitées
puissent étre considérées comme distribuées isotropiquement.
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port a leur position initiale, entre les instants d’excita-
tion et d’émission, par la formule (48) & partir de leurs
valeurs moyennes au bout d’un temps donné obtenues
antérieurement. En tenant compte d’abord de celles
quisont nulles par symétrie, et en posant (sans somma-
tion par rapport aux indices deublés & partir d’ici, et
les indices ¢, 7, k représentant une permutation circu-

laire des chiffres 1, 2, 3)
23i = sJ] ekk + 5“‘ ej-]

L= g.. et
A; g;; e,

1 . .
D, — 7 (e + &) (e/F + eki)

y(B3)
, 1 " .
B = (jp— &) (et — eki)
on trouve
P=23(4,+28B)
O+ R =347 27,
’ (34)

+ 2 D, (ij e+ i ij)]
1 Vo =
5 (0— R) = }14 2 Ei (cjj ¢y — cjk Ckj

Les valeurs moyennes qui figurent dans ces formules
se déduisent par une intégration immédiate des for-
mules (24), (25), (32) et (33) :

1
T+ @+ &)+
1
T+ 3(®+ @)=
A 2 1 +3(R;+R)
3731+ 12R  d692-°
= 1 1 14+62R—®R)*
T3 31 412R% + 362
8. Variation des polarisations de fluorescence
en fonction de la vie moyenne d’excitation. —

A partir des formules précédentes, nous pouvons cal-
culer les expressions

Cjj Ckk — Ck Cky ==

Cj) Cik = Cjk Crj ==

(53)

C‘//ﬂ

1 1 1/1 1 5 AP .

5‘5“@(};’[*5) T 33(0+ R)—2P (36)

1p, +3 4P ’

et — = = 57

Pep i U—R &

qui, dans le cas de molécules sphériques, sont des
fonctions linéaires de la vie moyenne <. En posant

(1) J’ai donné autrefois ces valeurs extrémes pour des oscilla-
teurs linéaires, distincts ou non., d’absorption et d’émission
(Ann. de Physique, 1929, 12, p. 169) Récemment A. JaBLONSKI
(Z. Physik, 1935, 98, p. 236) a étendu la démonstration au cas
d’oscillateurs anisotropes sans circularité. Il est facile de les
déduire de facon tout a fait générale des formules obtenues ici.
1 14 54+ 2B
Po 37

3 G
Ad + 2B = (‘_‘ au) (); e“’) est un invariant par rapport aux
i K

i

Ona:

changements J’axes de référence moléculaires OXYZ, donc (4
aussi. Ov
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Fi=(A; +28;—3D)) — (4, +28,—3D)
A=34, B=23B, D=23D, E=Z3E  (58)

G=A4—B+3D
on trouve P=4+28B
113 i
il§(0+3)_P]“1+12(Rr+369¢212
(39)

! D(R—®Ry) .
S0 RAFAR — gy 2P )
2[R0 R A F (R 8 —9 o +m;$

.
— R =2 :
C=R=27& Tay= \

Si G est différent de zéro, on en déduit, en dévelop-

pant par rapport aux puissances de ¢ jusqu'aux termes
du second ordre,

1 1_1(1 1>_5A+°ZI}
3 G
ol ) ul R

] + - _.- (R. —_ ’(—}(a/ — U\k)]’i'
D, 2F2 L F.F
El _ _,_J%J__’_‘> (R, — R } (60)
et de méme, si & est différent de zéro,
1p,+3_A428B
pep.+17 E

N

p 3 2

p. 3

—3(2-9

1
[4 + 5 EE R+ Ry

1
— 7 LE B (R; — ®R)? 12] (61)

On voit que dans ces deux développements les termes
en t* ont en facteur les carrés des différences (R; —
R,), et que I’écart a la loi de variation linéaire ne sera
par suite notable que pour des molécules fortement
asphériques.

Si G est nul, la polarisation fondamentale, ou limite,
c¢’est-a-dire la valeur p, de lapolarisation p observée en
l’absence de mouvement brownien, est nulle. Mais la

3
formule (59) montre que I'expression 3 (O+R)— P,

et par suite la polarisation p, sont encore en général
différentes de zéro, quand < n’est ni nul ni infini, si les
R ;nesont pas tous égaux: Pour des molécules ellipsoi-
dales, le mouvement brownien de rotation peut donc
faire apparaitre une polarisation de la fluorescence. La
condition G = 0 est en particulier satisfaite pour des
oscillateurs d’absorption et d’émission linéaires et fai-
sant entre eux un angle 3 tel que 3 cos? & = 1.

La polarisation limite p, a comme valeurs extrémes
1/2 et — 1/3 (1). La valeur 1/2 n’est atteinte que si

i 3
G:A+2B—3(B-—D)=—§(A +2B)+§(A + 2D)
donc (B — D)et(A4 4 2D) sont des invariants; ces invariants
sont toujours positifs ou nuls car 4 et B le sont toujours, et que
si I'on prend comme axes 0XYZ les axes principaux du temseur

symétrique (gj; + ;) on a D = 0. Done
— 3 +2B) L6 Z(4+2B)

ce qui donne bien :
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I'absorption et I’émission sont associées & un méme
oscillateur linéaire; on a alors, en désignant par «, les
cosinus directeurs de ’oscillateur par rapport aux axes
de 'ellipsoide, g = e =a,; a, (62)

ce qui donne pc=0,et
1 1

» 3 [ +3Z a?(di~+u’{k)f

— 3 Xaf (R; — R ). (63)

Les sommes (®; + ®,), qui délerminent le coeffi-
cient det, sont les inverses des temps de relaxation de
rotation 7, (I, 90, 91) dont jai donné les valeurs pour
les ellipsoides de révolution (I, 96 et graphique). Le
coefficient de t est essentiellement posilif de celui de <2
négatif ; donc, dans le cas d’'un oscillateur linéaire, sur
un graphique représentant I'inverse de la polarisation
p en fonction de la vie moyenne © (ou de 'inverse de la
viscosité si I'on considére des solvants divers) la pente
doit étre positive, et la concavité, due a l'asphéricité
moléculaire, toujours dirigée versle bas.

Pour évaluer 'importance de cette courbure on peut
considérer des molécules de révolution (R, == R;) por-
tant un oscillateur normala leur axe; la formule exacte
(59) donne alors

'——4——(1+6a‘, plf 2@t 2qRye

R T+ (BR+ Ry) =

L’écart relatif maximum par rapport & la tangente
initiale, déduit des valeurs de ®,: R, =C; : €, (1, 96,
97 et graphique), est toujours négligeable (inférieur &
0,5 pour 100) pour un ellipsoide de révolution aplati;
il est inférieur a 25 pour 100 pour un ellipsoide trés
allongé, et & 10 pour 100 si l'allongement est inférieur
a 4.

Dans l'autre cas extréme, ol la polarisation limite p,
atteint sa valeur minimum -- 1/3, la polarisation circu-
laire p.est aussi nécessairement nulle et le coefficient
de t dans le développement (60) toujours positif, mais
celui de 1* peut avoir un signe quelconque. Ce cas
extréme est notamment réalisé par des oscillateurs
d’émission et d’absorption linéaires orthogonaux; en
désignant alors par 3; les cosinus directeurs de la nor-
male aux deux oscillateurs on trouve au premier ordre

1 1

(64)

= [+6 3 R (63)

Enfin dans le cas d'un oscillateur -circulaire
d’absorption et d’émission, cas ot la polarisation circu-
laire p. atteint sa valeur maximum 5/7 (*), on a en dési-
gnant par ; les cosinus directeurs de la normale a
I'oscillateur,

g =eifl =1 — p;z

g + &= eif + eki = — 28,8,
g — &= ek — eki =28,

(66)

(") On démontre, d'une fagon analogue au raisonnement fait
pour po, que | pe | £ 7

MOUVEMENT BROWNIEN

~

D’'UN ELLIPSOIDE

ce qui donne
1 1 1/1 1 S 2 a2
- — == = | — — > — 32- . }5 R;=<
p 3 2 <10n"L 3) 3 9% (5 + 8

— 33 (R — R (B)
et

Lp,+3
— — ~ 4
p.p, +1 [

1+ = (8] + B;) &
— 281 B (R — R3], (68)

Expérimentalement, les fluorescences d'un grand
nombre de matiéres colorantes excitées par leur bande
d’absorption proche de leur bande d’émission corres-
pondent sensiblement au cas d'un oscillateur linéaire
unique, car leur polarisation limite p,n’est que peu
inférieure a 0,5. Des valeurs négatives de p, qui exigent
des oscillateurs d’absorption et d’émission distinets,
s’observent pour certaines fluorescences excitées indi-
rectement par une bande d’absorption non contigué a
la bande d’émission ; la valeur extréme — 1/3 est pres-
que atteinte pour la fluorescence jaune de la rhodamine
B excitée par une lumiére ultraviolette (3 100 X) (*).

Mais on ne connait aucune fluorescence moléculaire
pour laquelle existe une polarisation circulaire; on a
toujours en fait p, = 0.

III. Mouvement browuien complet
(rotation et translation) d'un ellipsoide.
Diffusion.

9. Représentation des déplacements. — Nous
définirons complétement la position de I'ellipsoide
mobile par rapport & un triédrefixe oxyz en adjoignant
aux parametres d'Olinde Rodrigues u,, u,, u,, u, qui
déterminent 'orientation du triedre OX'VZ formé par
ses axes de symétrie. les coordonnées x, y, z de son
centre 0. Si'on considére les variables u,, u,, us, w,, Uy
= x, ug =y, u; = 5, comme des coordonnées rectan-
gulaires dans un espace asept dimensions les positions
de l'ellipsoide seront représentées par les points de
I'hypercylindre I' que définit dans cet espace la rela-
tion

2 2 2 2
wy +uy 4wy 4w, =1,

Chaque position correspond & deux points diamétra-
lement opposés

P(u,, U, Us, Uy, Us, Ug, U7)
et P (—uy, — s, — Uy, — Uy, Us, Us, U7).
Un petit déplacement quelconque de 1'ellipsoide
peut étre décomposé en une petite rotation autour de
son centre, de composantes da, d§, dy suivant les axes
OXYZ, et en une petite translation de composantes d£,
d7, d¢ suivant ces mémes axes. Nous poserons comme
précédemment (I, 47)

- (") J. Camen, J. de Ch, Phys., 1933,-30, p. 420.



8 JOURNAL DE PHYSIQUE

1 1
ds,:-‘éda, dsy = =dB8, dssT—“édY (69)

et, de plus,

ds,=d3, ds, =dw, ds;==d¢. (70)
Les variations, correspondant au petit déplacement
considéré, des coordonnées du point représentatit P
sont données pour les quatre premiéres par les for-

mules (I, 48)

duy = wu, dsy — uy; dsy + uy ds,

dus = usds, + u, dss — uy ds; (1)
dug=— uy ds; + u;dsy -+ u, ds;

douy— — wu,dsy — usdsy — us ds; |/

et pour les trois derniéres par les formules de transfor-
mation de coordonnées

duy = cqy ds, + coy dsg F 5 ds;, )
duﬁ == Cjy2 dSA, + Cay ds,, + C3a dSG g 70))
du, = ¢y3 ds, 4 cos ds; + ¢33 dss

les c; étant toujours les cosinus directeurs des axes
OXYZ par rapport aux axes oxrysz. Le déplacement du
point P résulte done de six déplacements de grandeurs
dsy, dss,, ..., dsg effectués suivant six directions ortho-
gonales de cosinus directeurs

(uh U3y — Uz, — Uy, 0’ 0! O)y """ (Oy Oy O)Oa C31y C39, 033)

tangentes a ’hypercylindre I'.

Les déplacements ds; définissent un systéme de
coordonnées locales orthogonales sur I'. Pour étudier
les déplacements finis de l'ellipsoide, il faut détermi-
ner le déplacement du point P dans un systéme de
coordonéees curvilignes générales correspondant A six
paramétres indépendants x¢ fixant la position de 1'el-
lipsoide. Les coordonnées u, d'un point de I' s’expri-
meront en fonction de ces paramétres, et l'on aura
(sommation implicite pour les indices grecs)

ou

du, = e dae

(13)

Des relations (69), (70) et (73) on déduira 'expression
des différentielles dz¢ en fonction des déplacements d's; :

6
dxe — 2

i=1

at ds,. (74)

On obtiendra d'autre part l'expression de 1'élément
linéaire de I' en formant la somme des carrés des diffé-
rentielles du, :

ds* = ¥ du’ = g,.dze dae

n={

(78)

10. Equation aux dérivées partielles du mou-
vement brownien complet. — D’apres les lois élé-
mentaires établies antérieurement (I, 36, 37, 38, 39) et

Ne 1.

les définitions (69), (70), le point représentatif, sur
I’hypercylindre I, de la position d’un ellipsoide soumis
librement au mouvement brownien, subit, pendant un
petit intervalle de temps Af, des déplacements aléa-
toires caractérisés, dans le systéme des coordonnées
locales s;, par les relations moyennes :

As; =0, As?=2m;At, As;ds, =0 (i6)
avec
kT 1 .
izi———d{i pour: =1, 2,3
4 G 4 (7
kT kT kT
Zﬁ __]), @:‘:—-—)-:D, @ _D
= f1 1 ] f2 2 6 — /3 3

Désignons par W.ds la probabilité de présence a un
certain instant d'un des deux points représentatifs P, P
dans un petit élément ds de la multiplicité I'; aux
déplacements aléatoires précédents correspondra un
« courantde diffusion » de la densité de probabilité W,
dont les eomposantes suivant les axes locaux s; seront
(cf. 1, 83)

ow
5 (78)
comme il résulte de ’extension du raisonnement clas-
sique d’Einstein. Dans le systéme de coordonnées
générales x¢ les composantes de ce courant seront :

ow

dv = — @ (719)

les composantes du tenseur « coefficient de diffusion »

se déduisant des valeurs principales constantes @,
relatives aux coordonnées locales s; par les formules

6
@ = Y abd], o,
=1

(80)

La conservation de la probabilité de présence du
point représentatif s'exprime par I'’équation de conti-
nuité

ow > 1 9
=7 ivd = (81)

qui donne, d’aprés la relation (79), I’équation aux déri-
vées partielles

= 7 0x? \_\/_

En prenant comme variables x¢ les angles d’Euler et
les coordonnées du centre :

ow
= 2
bm* rYl 82)

=022 =\=pn =z 1=y, 2" =2z (83)
ona
~~—(dm2 4+ d2\ + dp? -+ 2 coswdwdd)

4 da® 4+ dy* + dz? (84)
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1
dc=§sinmdmd7‘dp‘dx dy dsz (85)

Les coefficients «;# dont les deux indices sont inférieurs
a %4 sont alors donnés par le tableau (7), ceux dont les
deux indices sont supérieurs & 3 sor égaux aux cosi-
nus directeurs c,,

3+k

a3

— e (86)

et les autres sont nuls. 11 en résulte d’abord que ’on a
encore ici

v
7;0—;9[\/90:]:0

et que par suite 'équation (82) peut s'écrire aussi, en
tenant compte de la formule (80),

6 ON\2 W
(a)”—W'

nn= 3 @aD;
Enfin, avec les variables choisies, on obtient, en

=3 (88)
explicitant cette équation,

i=1

ot W
nw =1+ (2 p, ”) -+~
ot W aW
+ 2 <>;‘ D;e; Ci3> Sy 0 =— (89)

'opérateur A étant celui qui donne 1'équation du mou-
vement brownien de rotation considéré isolément
(formule 11), et les cosinus directeurs ¢, devant étre
remplacés par leurs expressions (18) en fonction des
angles d’Euler. La forme de I'équation (89), valable
quelles que soient les variables angulaires choisies,
montre bien la possibililé d’étudier séparément le
mouvement brownien de rotation, dont on obtient
I'équation par une intégration sur tout I'espace z, y, z,
la fonction de répartition des orientations seules étant

[x':f/]‘de dy dz,

tandis qu’il n’est pas possible, par une opération ana-
logue, de faire disparaitre les variables angulaires,
car les cosinus directeurs qui figurent comme facteurs
des dérivées par rapport a x, y, s, en dépendent. On
ne peut pas étudier le mouvement brownien de trans-
lation d'un ellipsoide indépendamment de ses rola-
tions (').

10. Valeurs moyennes des carrés des compo-
santes du déplacement suivant les directions
initiales des axes. — Comme dans le cas de rota-
tions seules, il résulte de la forme de 1’équation (82)
que l'on a, pour une fonction f quelconque de la

(1) Les variables x,y, z,t sont cependant analytiquement sépa-
rables dans l'équation (89) dont les fonctions caractéristiques
sont le produit d'une exponentielle linéaire par rapport & ces
variables, et d’une fonction des variables angulaires.

(87) -

position et de I'orientation de 'ellipsoide,

\I

=1/

Q-IQ-

(90)

En appliquant cette formule au carré de la compo-
sante z du déplacement du centre de 1'ellipsoide sui-
vant 'axe ox, on obtient, d’aprés 1’expression (89) de
'opérateur II,

dz?

7= 2 (Di Cif + Ds cz? + Dy caﬂ-

91)
Les valeurs moyennes des carrés des cosinus direc-
teurs étant d’aprés les rclations (32) et (33) des fonc-
tions exponentielles connues du temps, on obtiendra
par une intégration simple la valeur moyenne x*. Nous
donnerons seulement le résultat pour un ellipsoide de
révolution autour de son axe OZ; on a alors

— D, —D
1.2::[/2:§(21)1+D3)t+%lT13(1—e—00{,t)
— :_(QD +D)t_%9%(1_e—6a.t)(92)

Pour le carré du déplacement » lui-méme du centre
d’un ellipsoide quelconque, on a, en faisant la somme
des trois relations analogues & la relation (91),

%E = 2Dy + Dy + Dy) (93)
t
donc

Fm=2(D+ D)+ Dyt (94)

formule rigoureuse analogue a la formule classique
relative & une sphére, mais qui correspond ici a des
déplacements anisotropes autour de l'origine.

11. Diffusion de molécules ellipsoidales. —
L’étuderigoureuse de la diffusion & partir de I’équation
(89) est compliquée, mais sil’on se borne au cas d'une
diffusion macroscopique, dans des domaines grands
par rapport aux dimensions moléculaires, I'activité du
mouvement brownien de rotation est telle que 'on peut
admettre, au voisinage de tout point, une distributioun
isotrope des orientations des molécules.Les rapports des
coefficients D et R sont en effet de 1'ordre du carré du
rayon moléculaire moyen ; les expressions qui multi-
plient les coefficients R; dans I'équation (89) doivent
donc étre sensiblement nulles, ce qui exige que W ne
dépende a peu prés pas des variables angulaires. On
peut alors faire disparaitre, dans I’équation du mou-
vement brownien, les termes de rotation AW par une
intégration pour toutes les orientations possibles ;
dans les termes de translation, W pouvant étre consi-
déré comme indépendant des variables angulaires,
lintégration portera sur les carrés et produits des
cosinus directeurs, qui se trouveront ainsi remplacés
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par leurs valeurs moyennes pour une distribution
isotrope, 1/3 et 0. On obtiendra donc ainsi

1 ow
§(Di + Dy + D) AW = Y2 (93)

A étant opérateur laplacien. Cette équation est1’équa-
tion ordinaire de la diffusion, le coefficient de diffusion
D étant la moyenne des coefficients de translation D,
suivant les axes de U'ellipsoide

1 kT /1 1 1
D—=Yw, + D+ D :_(_f 1 —>. 96

3(1-{_ 2+ 3) 3 f1+f2+f3 ( )
En remplacant les coefficients de frottement f; par
leurs valeurs (I,5) on obtient, en tenant compte de la
relation (I, 4),

ET 1

k1
—_——— 2 2 o2 —_—

c’est-a-dire d’aprés la définition de S (I,3)
kT “ ds
e y[ V@ 9@ F @+
Je rappelle que a, 6, ¢ désignent les longueurs
des demi-axes de Dellipsoide, 1 la viscosité du liquide

d’immersion, 7 la température absolue, et £ la cons-
tante de Boltzmann,

(98)

12. Valeurs du coefficient de diffusion pour les
ellipsoides de révolution. — 3oit p le rapport du
rayon équatorial b et du demi-axe de révolution a.

p=>. (99)

Nous comparerons le coefficient de diffusion D des
ellipsoides de révolution considérés a celui D, de
sphéres de méme volume dont le rayon est

H
ay = a .
Ona
kT kT -3
0 —Gw*r,ao_*ﬁﬂrmaop ! (100)
la relation (97) peut donc s’écrire
12
D:D,= 3 ot aS, (101)

Ce qui donne d’aprés les formules (I, 10 et 10 bis)

2
3 1T 2
D P 10g1+\/1 P

Dy = (102)
\/1 — p? P
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: + 5 t 02 I/I oW

pourp << 1 (ellipsoide allongé), e bR, W, P;—I—D 02 I/I 0, 2 (Ds—DO p, 2 W _ 0[0
2

—2  _arctgy/e? — 1 (102 bis)

pour ¢ > 1 (ellipsoide aplati). Les valeursdu rapport
D : D, sont données, en fonction de p, par la courbe I
de la figure 1. On voit que ce rapport, toujours infé-
rieur 4 1, en reste trés voisin tant que 'ellipsoide n’est
pas trés allongé ou trés aplati (il reste compris entre
0,8 et 1 quand p varie de 1/5 a 5).

13. Anisotropie d’orientation résultant de la
diffusion. — Dans une solution non homogeéne de
molécules ellipsoidales,ladiffusion doit créer une légére
anisotropie locale des orientations des molécules dis-
soutes dansles régions ou la concentration est en train
de varier, car, par suite des différences de valeur des
coefficients D, les molécules diffusent avec une activité
qui dépend de leur orientation par rapport a la direc-
tion du gradient de concentration.

Nous n’étudierons cette anisotropie que pour des
ellipsoides de révolution et une diffusion plane, pour
laquellele gradient de concentration soit partout dirigé
suivant I’axe Oz. La fonction de répartition ne dépend
alors que des trois variables w, z, ¢, et 'équation de la
diffusion se réduit

® 02 W ¢ ow
"<0me+“°“"&:

orw

+[D+-(03—D,)P2(cosm)] o

— (103
ot (103)
P, étant le 2¢ polyndome de Legendre. Nous savons
qu'en premiére approximation, la solution de cette
équation est indépendante de w; en deuxiéme approxi-

malion, on est conduit & chercher une solution de la
forme

Wi,z )= W,y (s ) + Wi(s ) P; (cosw) (104)
W, étant trés petit par rapport & 1W,. En substituant
une telle expression dans I'équation précédente, on
obtient, en ne conservant que les termes de D’ordre
de W, ou de ®; W},

on aura donc une solution approchée si

2 W, on,
— 10%
D 022 ot (105)
11)3—0, ()’PVO 1D, — D, 1 oW,
— — — 1
W= 97 R, 052 9 D @&, ot (106)

ce qui exprime que la densité totale W, satisfait a
I’équation ordinaire de la diffusion avec le coefficient
moyen [, mais qu’il existe une légére anisotropie de
distribution des axes des molécules ellipsoidales pro-
portionnelle & la dérivée seconde par rapport & z de
la densité (ou & sa dérivée premiére par rapport au
temps) :

W (w, 3, t) = W, (5, §)

D, — D / 1
—i"-l-—r‘—————16 ult (cos%»-—g) (107)

Ry 032

Les valeurs de (D; — D,) : D, sont données en fonc-
tion de ¢ par la courbe IIj de la figure 1, et celle de
R,y : R, par une courbe du graphique (I, 1) ; le coeffi-
cient du terme d’anisotropie peut étre ainsi aisément
calculé ; il est toujours trés petit.

L’anisotropie créée par diffusion pourrait étre obser-
vée par 'apparition d’une faible biréfringence optique
dans les zones de variation rapide du gradient de la
concentration ; elle ne serait sans doute décelable que
pour de grosses molécules trés allongées.

Une anisotropie analogue pourrait étre créée par la
sédimentation de particules ellipsoidales On obtient
I'équation de la diffusion en présence d'un champ
altractif de la méme fagon que celle des rotations en
présence d'un champ orientant (I, § 10), et la solution

4
approchée de cetteéquations’obtienten remplacant —~—-

032
dans le terme anisotrope de I’expression (407) par
0t W, F ow,
2 kT 0z

F étant la force, supposée dirigée suivant 'axe oz, qui
agit sur chaque particule.

Manuscrit re¢u le 28 octobre 1935.




