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SUR LE TRAITEMENT RELATIVISTE DE L'ATOME A PLUSIEURS ELECTRONS
’ par L. GOLDSTEIN.

Sommaire. — On a taché de préciser la méthode qui permettrait de trailer le
probléme des atomes & plusieurs électrons dans la théorie relativiste de Dirac-Breit. On
est amené & établir une analogie entre I'Univers & quatre dimensions et, ce que l'on
peut appeler I'Univers de configuration, qui semble élre un moyen nécessaire du traite-
ment du probléme. Cette analogie entre I'Univers réel et I'Univers de configuration
abslraite est de méme genre que celle existant entre leurs sous-espaces respectifs, 1'es-
pace ordinaire et 'espace de configuration. On est conduit & définir dans 1'Univers de
configuration un vecteur dont les composapntes spatiales paraissent s’approcher des
composantes du courant du probleme a un corps et dont la composante de temps serait
la densilé électrique. La connaissance de cetle densité élecirigne permet de calculer les
éléments de la matrice « moment électrique » relative au probléme.

I. La théorie relativiste de 1'électron de Dirac se heurte, comme toute théorie relati-
viste de la matiére, & des difficultés lors de son application au cas de plusieurs corps, de
plusieurs électrons. Il est bien connu que la théorie de la relativité restreinte, qui devrait
servir de base dans le présent probléme, exclut le traitement canonique d'un systéeme,.
d'un systéme ’électrons, par exemple. On pouvail donc s’attendre & ce que, dans une
généralisation éventuelle de la mécanique relativiste au probléme & plusieurs corps,
certaines notions fondamentales seules gardent, assurent 'aspect relativiste de la méthode
appliquée au probléme. Si I'Univers & 4 dimensions, licu réecl des phénomeénes, devait
subir une géncéralisation et par suite perdre sa réalité, la notion relativiste de I’énergie-
devail rester invariante. Une premiére tentative, dans cet ordre d'idées, a été faite par
Darwin (') qui résout le probleme relativiste de ’entrainement du noyau de I'hydrogéne et
établit la fonction de Lagrange du probléme a deux (ou & n) électrons, tenant compte de
la propagation finie de l'interaction des électrons (potentiels retardés), condition exigée par
la théorie de la relativité. Le principe de la méthode de Darwin consiste & superposer les
fonctions de Lagrange relatives a deux problémes & un corps, dont chacun étudie le-
mouvement d’un électron dans le champ créé par le mouvement supposé connu de I'autre
électron. On peut dire que tout se passe dans P'espace ordinaire que seule la variation de
la masse avec la vilesse préte 'aspect relativiste au traitement.

Récemment Breit (?), partant de I'Hamiltonien de Darwin, a été amené a une
généralisation intéressante de la théorie de Dirac pour le cas de plusieurs électrons.
On pouvait, naturellement, prévoir que dans la mécanique ondulatoire relativiste,
I'Univers a quatre dimensions ne pouvait pas sulfire au formalisme du probléme. C’est
une propriété fondamentale bien connue (*) de la fonction totale du probléme de ne
pouvoir exister que dans un espace de configuration. L'onde de de Broglie dégé-
nére dans le cas de plusieurs électrons en I'onde fictive de Schri;dinger qui n'a pas de sens-
physique tangible. Ce n’est que le produit _LL qui a une signification déterminée.
C'est une probabilité d’état de I'ensemble et qui s’interpréete simultanément dans l'espace
ordinaire et dans l'espace de configuration qui lui est adjoint dans le probleme considéré.

C. G. Darwix; Phil. Mag. (6], 39 (1920), p. 337.

(M
(®) G. Bre1r; Phys. ltev., 34 (1929), 533.
(%) Cf. L. de Brogrir; J.Phys. [6], 8 (1927), 223.
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Dans une représentation relativiste, on devrait pouvoir interpréter le produit 3y, simulta-
nément dans I'Cnivers & 4 dimensions et dans une multiplicité qui lui est adjointe
comme lest I'espace de configuration & I'espace réel. Dans ce but, on peut former avec
I'espace de configuration comme sous-espace, et une dimension supplémentaire, que I'on
peut considérer comme le temps, ce que nous proposons d’appeler I'Univers de configura-
tion. De méme que, dans I'Univers & 4 dimensions, 'axe du Temps est perpendiculaire au
sous-espace, dans I'Univers de configuration (I'U,) aussil’axe des temps est perpendiculaire
au sous-espace de configuration. On congoit ainsi une correspondance géométrique, une
sorte d’affinité entre I'Univers réel et I'Univers de configuration abstrait, qui lui est adjoint
dans le probléme a plusieurs corps. L'Univers de configuration n’est, par conséquent, qu'un
moyen analytique nécessaire, semble-t-il, au traitement du probléme envisagé par Breit,
I’équation de Breit fait espérer d’atteindre la statique atomique, telle que la donne la
théorie empirique.

2. Darwin (') a montré que si I’on tient compte de la propagation finie de I'interaction
de deux électrons en mouvement, la fonction d’Hamilton du probléme, jusqu’a des termes

de lordre de (1—)C>-inclus, s’écrit :

>2 >2 >4 >4
] l 7,l| ])I ])ll
V74 e pii git) — L L _edl — ,uq)u
(P g5 P g = ‘2m 2my, 8m,c? 8my;c? & ‘ m c ([’ )

\ (_)I —Tl ( N
([llAll) +0'e" érén rp )_'_ 14 7)([’ ”)

; - |
m,, c 2y my r rd M

- —)
ot — e est la charge de I'électron, m sa masse, ¢ la vitesse de la lumiére, (', A), (&1 A>")
le potentiel du champ aux points ol se trouve le premier (I) et le deuxieéme électron (1),

—> —>
respectivement. p est le vecteur quantité de mouvement et » le vecteurallant d’un électron
a lautre. Breit transforme I'Hamiltonien précédent en y introduisant les variables « et

—

les opérateurs p de Dirac pour les deux éleclrons respectivement. L’équation de propa-
gation de I'onde Y1 ne peut étre écrite que dans 'Univers de configuration qui, dans ce
cas, a 6 dimensions spatiales et la dimension temps. On conviendra, avec Breit, de
rapporter le premier indice au premier électron, le deuxiéme a l'autre électron. Comme
111 =1, 2, 3, 4, la fonction 4 a 16 composantes '},, L'équation de propagation de Breit
est

> > > > 2 _)l_)l —)I_) >:|_) )
1y = ‘( P4 (@p) 4 Pt + (2t A o) me + :j_c [(1 alt) + (%1% .(1 :)J ) L=0 (2

r 13 )
ol :

h 10 e e?
. Az R oy
P= ‘2zic()t+c(lb + 25 cr
> > e > > . ,
p:p+;}A [):(pl>(7’:172:3) (2)
A= p.1 fA.'— h 1
p=pi'+ o4 2_1()Jc,+ ° 4, !

> >
a == (a;1); &= (2;"); a, et a, sontles matrices de Dirac (*).
Les relations fondamentales de Dirac que Breit donne
de; 2
d—f‘ —rl(l'r—.rF) c;

(%) P.-A.-M. Dirac; Proc. Roy. Soc. (\), 147 (1928), 610.
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s’écrivent ici :
dz;! dzxu
—_— = — ! et —_ = — " 3)
dz d¢
Ces expressions montrent que les a; peuvent étre considérés comme des variables
intrinsdques, des variables d’existence de 1’électron. On est alors conduit & écrire les rela-
tions suivantes valables & chaque instant:

[zt =1au|; a,t == a,l (4)
Ceci est admis implicitement par Breit, mais il ne semble pas superflu de 1'écrire
explicitement, d’autant plus que, comme on le verra plus loin (4) intervient dans les lois

de transformations des systémes de coordonnées del'U.. 1l est possible que si des variables

de ce genre existent pour les protons aussi, (%) leur est encore applicable. Les matrices a;
sont :

0001 00 0—i
0010\ ~foo0 o0\
“=\V o100 )" " {o—i00 )
1000 {00 0
001 0 10 0 0
00 0t 041 0 0 )
“=l1000 | = loo0—10 | ®)
0—10 0 00 0—1

Les 16 équations délinissant les 16 J,, s’écrivent facilement, tenant compte des rela-
tions suivantes:

N 4
(@ ) = LH\ (@D dn; (2" )w = >.:a). (@b (& o), = _,, (2w (2, by (6)

L’équation (2) contient 1’équation d’Eddington (°) et de Gaunt (*) et doit fournir les
niveaux de ’hélium avec unc meilleure approximation que donne Gaunt. Gaunt a, déja, le
premier envisagé d’'une facon générale, le probléme relativiste des atomes & plusieurs
électrons. Mais il part de I'équation qu'il donne pour I'He, négligeant le potentiel retardé,
et s'écarte entidrement des propositions contenues dans ce travail qui sont basées sur

I'équation de Breit ou sur une équation qui ne s’écarte pas beaucoup d’elle et qui exige
nécessairement I'introduction des potentiels retardés.

3. Pour pouvoir calculer les probabilités de transitions dans l'atome considéré, on
doit connaitre I’expression de la densité électrique de Schridinger. Pour la trouver, nous
formons une fonction de Lagrange (*) qui exprime le couplage entre 'atome et le champ.
Reprenons I’équation de Breit ou plutét ’équation conjuguée :

Foy =1 p 4 @) 4 @) + me (a4 o) 4 - [("'7") L’(——)H%ﬂ) ®

T3
Multiplions cette équation par 83'} et I’équation (2) par 3@. Tenant compte de ce que

tout produit de la forme ) signifie /_,“%., Y., ajoutons les équations ainsi obtenues et
1

intégrons dans I'espace de configuration. Intégrant par parties, ceci peut s'écrire comme la
variation d’'une fonction. Pour étre plus complet, on devrait ajouter a cela I'intégrale de

(5) A.-S. Eppxeron; Proc. Hoy. Soc., (A) 122 (1929), 358.
(8) J.-A. Gaunr; lbld , 422, p. 313 et t. 124 (1929), 163.
{7) C.-G. Darwix; 1bld 118 (1928), 654.
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5> —> >
Iénergie des champs (d!, A') et (®, A). Nous obtenons alors la fonction de variation
suivante :

g =f dwdsuds { LY+ YY) 4 med (a4 a4 (; (Vi Viyyy

— e L al— —_ __—_’—
FIIY + SN T AT ()
(4
oul'on a posé :
A 10 > > > >
—_— ,——_— - — 1 pl i pu
f=— e - 54 @)+ @)

Vi Vii= ' 4 oIl — ‘.

cr

- [(m>+<:=7><m].

2ec » Iz

Les variations de cette fonction donnent 1'équation de Breit, 'équation conjugude et
en outre :

or - oL —_—

S=I =k

041 04l 8)
0L e — 0r e
oF _ Ty .22
oV ¢ b et oV ¢

>
Nous formons a laide des grandeurs (8) les composantes d’un vecteur J/(j;', Ji", ¢)

Jl=celVarl; o ju=ce.domy;  p=pl 4t = —2edd, 9)
avec la condition de normalisation
S dsdsty = fdwdmy, T b = 1. (10)
1

>
Le vecteur J semble avoir 'aspeet d'un vecteur courant de 'Univers de configuration
ct parait se rapprocher du vecteur courant du probléme & un corps. On remarque la dissy-
métrie des coefficients de charge des composantes. En outre, si les dérivées de £ par rap-
port aux potentiels vecteurs conduisent aux composantes spatiales du courant, la compo-
sante temporelle, la charge est une somme de deux dérivées. Cela tient au caractére pure-
ment abstrait de 'axe de temps de 'U,. C’est un temps de configuration.

>

Pour vérilier que J peut bien étre considéré comme un vecteur, on doit montrer que
dans les transformalions des systémes de coordonnées de I'Univers de configuration, ses
composantes se transforment comme les composantes d’'un vecteur. On est ainsi conduit a
étudier les lois de transformation dans I'U,. Neux étudierons successivement les transfor-
mations laissant invariant ’'axe des temps et les transformations comportant un change-
ment d’axe de temps et de sous-espace. Ces derniéres sont des transformations semblables
aux transformations de Lorentz de 1'Univers 4 4 dimensions de Minkowski.

4. L’affinité géométrique de I'Univers de Minkowski et de I'Univers de configuration
conduit a définir d’'une maniére univoque les changements d’axe de coordonnées de ce

>
dernier Univers. Comme dans 1'Univers réel, ici aussi, un vecteur G peut étre décomposé

>
en un vecteur g, spatial, et g sa composante de temps. On pourra alors traiter ici
aussi, & part, les transformations purement spatiales et celles qui comportent un change-
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ment d’axe de temps aussi. Nous définissons ces diverses transformations & partir de
celles de I'Univers de Minkowski; car, comme on s'en assure aisément, toute transforma-
tion de systeme de coordonnées de 1'Univers & 4 dimensions induit une et une seule trans-
formation dans 1’U/,. Ainsi, par exemple, la rotation des axes de ’espace ordinaire induit
une rotation des axes dans l'espace de configuration. Le tableau des coeificients de cette
rotation dans ce dernier sera:

.1/‘i 2'2 x3 (L‘i :1?2 a
v I i 1 I, 1,10 Lu
xl a“ ai? 6!13 a“ ail ais
v 1 i 1 1,1 1,1 L
T? a?l a%? a“l?; a?l “vz a.’l}
V 1 1 1 1,11 1,11 1,1
Tyl B %y Gy G5 Gy 4y ()
u’ m1 .t u, 1 u 10 u
wl 11 al‘l ali} all al"l al%
u 1,1 891 1,1 u n 1
x2 a-z,1 azz 23 am aﬂz a23
_ll’ 1, 1 u,t I, 1 4 1 1
3)3 a31 a32 a33 a31 a32 a33
Tl est clair que les coefficients )" et a;," sont tous nuls et que les coefficients a;, et a,
sont identiques. Le tableau précédent peut donc &tre rédu#t au tableau des a!, ou a'', et ce

il ik
tableau réduit n’est autre que le tableau des coefficients de la rotation effectuée dans
lespace ordinaire. Dans le nouveau systeme de coordonnées, 1'équation de Breit s’écrira :

Py = p+(7"1)‘)+(a“’])")+(a,"+a”’)mc+ [“"“‘”) L /)(“"' )J§ =0 ()

N

ou:

- >
' = (%"); alt’ = (2'); oV = a,!
-> —> e ~> h 0
LA r— /. [ —
N p=p, p_p—}—z_A, Pl =550
et |
) 3 ) 3
USRS S 3 (S L |
& = %Jk i M o = ik in % » (12)

Sil'on veut appliquer une transformation indiquée par Dirac pour les a;, & savoir:

o] =B 1a;® - (12a)

[

on doit se rappeler (*) que les composantes d'une matrice susceptible de la représentation
précédente sont des formes bilinéaires des composantes des malrices ! et . Pour obtenir
cette transformation dans la rotation (R) envisagée, on doit exprimer celle-ci & l'aide des
paramétres de Cayley-Klein. On sait, en effet, que si 'on passe aux coordonnées com-
plexes (°).

&1 :$1+x2i 5’1:$'1+i1"2
L =—umr iz et gy, =—ua + iz,
& =—ua &’3:—‘%'3

(8) F. Moeuicn ; Z. Physik., 48 (1928), 832.
(9) Krein-SommerreLd ; Théorie des Kreisels.
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le tableau des coeficients relatif a la rotation R..., o 6, o, b désignent les angles d'Euler
s'écrit :

& 2 £y
s:! al \‘,2 ay
12 B‘Z 22 [45
€5 | 2ap 243 23 4+ By
avec:
R 0 dsay
ac::cos,§e27 ' ;’5::Lsm§e2 o
b 1-v PR (13)
Y=ism§e2' ’ 8=cos§e2 ’
Et en revenant aux coordonnées réelles, le tableau des coefficients sera:
Z L@y rs
] . i
i | g@— o) =) —ay B
{ . (14)
oy | B =P =) @B iR
z', —aB 43 i(a2 ++2) 3 + By

Calculons les matrices a'; tenant compte de (12) et du tableau précédent (14). On
obtient aprés un calcul facile :

0 0 —(ay—B2) —(y*—2)
o, — 0 0 (22 =% (ay—p8) |,
—(y—B8) —(*—2 0 0 ’
(2= (v —B?) 0 0
0 0 ~—i(y 88 —i(y*+ )
o, — 0 0 P2 482 i(y 43 |, (15)
=i 440 —i(* 42 0 0 ’
i(ar 48 i(ay -+ 8) 0 0
0 0 (a3 + By) 2¢3
ol — 0 0 — 2 —(34EY)
‘ (a2 4 BY) 2v3 0 0
—2af  — (a3 By) 0 0

On voit que ces matrices se décomposent dans les matrices du 2¢ rang suivantes:
e (T =) = =N i) — i3 )
&= 2 2 N ’ a, = 9 N . X
(a2 —B2) (3y — %) i(ar 482 d(ay g2,
e — <(°=5+BY) 243
T\ — 24 —<«a+p~.f>>'

Si nous formons & partir des =; (5) de Dirac les matrices du 2* rang, donc les matrices

de Pauli :
/01 0 —i 1 0
W= 10>’ —2_"<i 0>’ 31:(0—1> an

(16)
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alors les matrices de rotation ®—1 et ® doivent satisfaire aux équations suivantes :
=R 1oy R; ay =R la,R et ds = Ry R (18)

avec Rt R = 1.

On trouve alors facilement pour ces matrices

c=(y7) o =)

On en forme alors les matrices de 4° rang ®R—! et R qui s’écrivent :

¢ —y 0.0 ayv 00
R 0 0 N
Rt = 05 T IR g;gf: (20)
0 0 —B a 0082

Connaissant ces matrices de rotation, nous pouvons remplacer en (11) les x'; par
a; = R a;R.
Faisant cela et mettant ®—! en facteur et ® aprés 1'opérateur transformé de Breit F'p
et sachant que

R1o,R =a,
nous obtenons :

> > >

> > >
AP =t | )+ ks me g | 2D gy o, a1

Comme ®R—!n’est pas nul, nous pouvons écrire (10) :

e ArE | @@ )
1ay = ot G ) ) (o amme 2| 220 EOED ] fay 0. 22)

Dans le nouveau systéme de coordonnées, on remplacera J par ¢’ =® J indifférem-
ment on pourra écrire :
4 4

Vo=NiRate () et =Nt (5.
1

Au premier abord, il semblerait qu'une ambiguité s’introduit et que l'on obtient
32 équations pour déterminer les 16 composantes J,, dans le nouveau systéme.

Cette ambiguité n’est qu’apparente, car sil’on explicite les équations dans le nouvean
systéme, pour les J/,, et ", on voit qu'elles sont équivalentes. On passe de l'un des
systémes (en ¢') & 'autre (en L") en interchangeant les indices pv et appliquant les opéra-
tions (I) eu lieu des (I) et inversement. Cette équivalence des deux systémes est indispen-
sable et résulte d'une simple considération sur la transformation. En effet, nous repérons
les deux électrons par rapport au méme systéme de référence dans l'espace ordinaire.
Lorsqu’on fait une rotation ou une transformation quelconque de ce systéme, il est clair
que ce méme changement se présente d’'une maniére équivalente pour les deux électrons.
La transformation agit de la méme facon sur leurs coordonnées ainsi que sur une fonction
quelconque de ces coordonnées. On concoit, d'ailleurs, que §'il n'en était pas ainsi, une
théorie des atomes & plusieurs électrons débarrassée des hypothéses de la théorie du
modéle ne serait guére possible.

Nous faisons une application, en prenant comme exemple 1'une des 46 équations qui
définissent les J,,.

(10) Cf Moerica; loc. cit.
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Dans le systéme original (8S), nous aurons, par exemple:

2

(17 —+ 2inc) ‘3412 + b"fdu —+ [T, -+ avhyy — C"'!Jn -+ g (2 ','Jf.:; _ '%3'.) =0

a=p +ips; b= p,—1ip, et ¢ = p;.

Ecrivons cette équation dans le nouveau systéme des coordonnées. Nous désignerons
les opérateurs transformés par A, B, C respectivement.
4

En remplacant les ¢,, par 4, =Y, R, Ly, (systtme S’), nous obtenons tenant
compte de (20) : l
(P + 2me) (1 + vh2) + B Bhsa + 3402) + C (0o + 141)
A% (@1 ) — O b - yae) S [2(B4as - 300) — (xbs + 1440] = 0.
Considérons ensuite 'équation suivante du systéme original (S):
(p 4 2me) boy 4 8oy 4 €My 4 @by — by - :—: (243 — is) =0.

On en forme une équation dans le nouveau systéme de coordonnées en y remplacant
Y par 'y, ou ’,,. Remplacons ces derniers, ce qui conduit & une équation du systéme
(8", et 'on obtient, tous calculs faits :

(P + 2me) (whor + vhas) + BT (Bhas + 342s) + O (@bas + vbou)
2
A (rar 4 Y4) — O+ vb) + = [2(B%0 + 240 — (3 18] = 0.

Pour trouver 1'équation correspondante a celle-ci dans le systeme (8'), il suifit de
permuter les indices pv et remplacer les opérateurs (II) et (I) par (I) et (II) respective-
ment ; ce faisant, on trouve :

(p + 2me) (ahi2 =+ Ybas) + BT (Blas + 8Yia) - ' (s + vbi2)

)

+ A" (ad1s + yh2s) — O (2his 4= ydos) + j—), [2(BYas =+ Sbus) — (2bos + vha)] = 0.

qui n’est autre que I'équation du systéme (S") écrite plus haut.
On vérifie elors aisément que cette transformation laisse invariant le produit 4. On
est donc conduit & prendre aussi pour la densité électrique

p=p et = —2e by (Va)
la normalisation étant faite par (10). Il est clair que dans une transformation qui compor-
tera un changement d’axe de temps ¢ ne sera plus invariant, mais doit se transformer
comme la composante de temps d’un vecteur, compte tenu toujours de sa structure précé-
dente (9a).

Nous tenons a remarquer que 1'on est conduil & un traitement analogue des transfor-
mations des coordonnées si on part de I'Univers de configuration au lieu de I'Univers de
Minkowski. Supposons, en effet, que 1'on fasse une transformation des axes z,1 et z,! dans
I'espace de conliguration, ce qui est toujours possible dans une telle multiplicité. Les
composantes z,I et 2! se transforment d'apres (12). Or, la relation (4) entre les a des divers
électrons étant indépendante du ~xystéme de référence, se conserve et par conséquent a,! et
a1l se transforment comme ol et 2,1 ; ceci veut dire que les axes 2,1l et z,!! se transforment
aussi, nécessairement. Par conséquent, nous aurons symboliquement :

(‘Zl‘; le, xl”: IZ“) — (lill'y 'I._",y ‘Ti”', ‘T.ll"))

ce qui est équivalent a la transformation (x4, :) - (z,/, ') dans 1'espace ordinaire. Nous
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sommes conduits ainsi & dire que : toute transformation de systéme de coordonnées de

0 Univers de configuration induit une et une seule (ransfuorination dans {'Univers de
Minkowski.

—

8. Le caractére vectoriel de J se manifeste particulierement dans les transformations
analogues aux transformations de Lorentz de 'Univers 4 4 dimensions. Or, quel change-
ment de systétme de coordonnées de I'U/, correspond & une transiormation de Lorentz
de I'Univers 3 4 dimensions. Une définition simple semble étre la suivante: vn appellera
lransformation de Lorentz de U'U,, la transformation induile dans cet Univers par une
transformation de Lovents effectuée dans ' Univers réel; ou inversement : toute (ransforma-
tion de I’Univers de configuration qui induit dans [’Univers réel une transformation de
Lorents, sappelle transformation de Lorentz de UL .

Au lieu de traiter de la transformation de Lorentz la plus générale, nous prendrons
successivement les sous-groupes L,, L,, L;. La transformation L, correspond a :

(x;, —ct) > (x'y, —ct’) dans 'Univers réel et & (z,}, 2,1, —ct) > (z,V, x,V', — cf') dans '

Posons :

chcp'_:‘—l——; shm:f—@—— ol B

Vi—@ CoVi=p

Le tableau de la transformation L, sera :

I

ole

(23)

1 11 I x’. 1 11
Ty % Ty %y Ty &y
v A Z, Zzy —ct
in }
soxh chp 0 0 cho
I
T,
1/ .
Ly
o x's 0 1 0 0 (L)
z .
2
v
x' 0 0 1 0
w 3
Ly
—ct'| shyg 0 0 che

I’équation de Breit dans le nouveau systéme sera :

Far= 3]7 (@) A (@) (o o ) e + 3. [(a"a“) (w ") (a"",)] |,

Un raisonnement analogue a celui que nous avons fait plus haut conduit a 1'équation
suivante :

Flyed gp —+ (a'pl) + (a”_p“’) + (at + a1 me + 90 I 2 =0 (24)

ou £y est la matrice de transformation adjointe a L;. Nous rappelons que tout ce qui a été
dit au sujet de la matrice R etla transformation correspondante, s’applique rigoureusement
ici aussi.

On peut calculer £, directement par une méthode analogue a celle que 1'on a employée

pour les calculs des matrices ®—! et R, mais pour cela on devrait se servir des matrices
différentes des »;, satisfaisant toujours aux relations

Pe=A et 8.8+ p.B.=0.
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Au lieu de faire cela, nous faisons un calcul indirect conduisant aux expressions
suivantes des nouvelles composantes :

SV =ce (24 ) = cho " +4 shag
Jiv = ce 6\, o) = cho j " 4 sheg!

_ (23)
V= —e(M) =cho.zt 4 shej
‘C“, _= —e (Ti‘A])“ ey ch 7. P" + sh C,’/].l“ /
ol I'on a posé:
4 4
£ib =" et ) =X, (F)w b M) = 2, (B ) b
1 1
On trouve pour la matrice £
ch Q 0 0 sht
0 i shi 0
£y = . . (‘261)
0 shl  chl 0
2 M3
? h?
sh 3 0 0 ch g

On vérifie ensuite facilement que l'on a:
ce ()—\,az‘li) =7 =7 ce (7\1(12")\1) = Jal = Jt @7)

ce(hag'hy) = J5' = Js' ce (hyazmhy) = J3' = Jy".

Explicitons certaines composantes de /. Nous aurons d’aprés (9):

4
jll = ce (k'{dﬂ'#) == ce E!‘"7‘ '44;;.'/. (al])pv q/;ﬂ\
i L B B
= oe X, (o b+ T T+ k) (28,)

= ce ['!J“ b+ '*I’!?'L’»Q + bisbes + Pabus +;';21'~Ps1 +$zz'\b32 +—'-]:23’1"’33 +_'1'—’u+3»’~
=+ 4’31'1'/21 ’J zz + 'Lz.s 723 + "Juuzf +T’{M '1'Ju +'—1'J/.2'1'412 +:‘J43'~P13 +_'<I"M'~'{M]-

e el
=—cdy

+

=—eY,, b b (29,)
1

= — e (bupu + 'Ju Yia 4 oo b bis)-

Nous aurons en outre pour 7, :
4

Jt=ce(ba1)) = ce H&w f,k(a, Dis Y
1

4
= ce 3 (s + hiabis + diabia o+ b da) (30,)

- :. |
z
<

+ +
-
5!
<
LA
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= —edy '
4 —
= = X bwbw ‘ (29,)
_ 8(¢u '~Pu + &12 ‘lﬂz + ... :P-u ‘Pu)- s
Les autres composantes de & sont, nous ne les explicitons pas complétement :
— 4 —
Jat =ce(Yay'y) =ce %M Pur (@2 Y
. _ _ _ B (28,)
=1ice X, (— Y 4 b s — Panden 4 i)
et 1
4 — p— — —
T =ce X, (s — oo + g — daadas) (28;)
et enfin '
4
Jo=1dce Y, (— b + 4_1.72 P13 — dasdne + L?u dat) (30,)
1
4
7 = ce Y (s — e is + bt — b dag). (30,)
1

La matrice £, correspondant au sous-groupe L, se calcule comme £, sachant que si
I'on pose Ay = L5
on doit avoir : _
jgll - ceé O\g agl)\g) —ch cpjgl + Sh(? . pl
]‘2“’ = ce (i2 agn)\g) —ch qn]’:n + sh $. pll

— (31)
o' = — e(harg) = che.p' 4 sho.j,!
Pl = — e ()" = chg.p" 4 sho.j5"
les autres composantes devant rester invariantes. On trouve aisément :
—ich g’ 0 0 — sh %
0 —ich % sh 0
£y — (26,)
0- —shi  —ich : 0
sh % 0 0 —ich{
et un calcul analogue donne pour 2y,
ch 0 shi 0
0 ch % 0 —sh %
n= sh 0 chi 0 e
2 2
0 —sh % 0 chd

20.
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On voit par conséquent que dans les transformations de Lorentz de 1'U/,, les compo-

>
santes de J se transforment comme les composantes d'un vecteur. La loi de transforma-
tion de la composante temporelle est conforme a sa définition (9) et provient du caractére
hétérogene de ia dimension temps de I’Univers de configuration, qui. comme nous 'avons

—
vu, est aussi une dimension de configuration. Pour que J puisse élre pris comme le
vecteur courant de I’U,, il faut que sa divergence prise dans cet U, soit nulle.

6. A cause de la dissymétrie des coefficients de charge des composantes spatiales et

de la composante temporelle, la divergence n’est nulle que si 'on écrit d’abord séparé-
ment :

I

3 11 1 |
2 ¢ ?il.)_{_b_p o |

dwl T ozl ot |
et , (32a)
a]z a] 1T OPH . \
it i) T =0

ou en ajoutant membre & membre et divisant I'équation ainsi obtenue par 2 ce, aprés avoir
remplacé ;.1, 711, ol et oIl par leurs expressions données par (9), nous aurons :

‘ro - 0~ 10— .
S [ 5 i) + g Go) | = 2 S 39 =0, (32

. L o ho .
Pour démontrer cela, multiplions cette équation par 53 ajoutons et retranchous
Tl
I’expression suivante :
> —_—> —>

1T (A Ta)] + S (V4 YTy .
+ mc?(akl + o)y 4 ;_20:1; [(“I o) + (“I") (0‘“’“)} ..

r 73

Il vient, effectuant les dérivations indiquées en (32):

: hooy 0 “hooy — h Y
T ,u, KTPARY Y
?"R%rmxl SRRt 2max“’>+(2niaxkn“k A —%iomﬂ

3
’ - — e — -
+g§k(AkI~+akI"'{ + 4,0 ) +2(Vl + VO by+med (1 + 2 (33)
1

;

ert—’ e
+%m—362k</*‘ Pl H AT DA L VYR T 0 a4 mi—o
ou l'on a posé

> > >> >
(@ar) | () (anr)
=
r r
Comme les « permutent avec les A nous aurons en groupant les termes ayant comme
facteur ¢, tenant compte de (2) :

- h 10
Y17 gmicn T ‘1’I+€‘1’“——+mc(dr‘+%“)+(a‘ I)+(°t“ ”)+ {—4‘ Fuy
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et groupant les termes ayant 4 comme facteur, nous obtenons, sachant que

21

J = et '{J.ai'\'{ = "!J.di'!J

>
Q| -
O/lo;

e? > > > > e? —
— z Iri t+ ed! +e¢bﬂ_c—r+ me (a,! + a,,")—{—(ac'pl)-|-(a“p”)+:—c(1 o= — 4. Fyd

ou finalement

VA — =0
car

Fyl=Fy) =0

ce sont, en effet, les équations (2),- 'équation conjuguée et, par conséquent, la diver-
gence (32) est nulle.

7 L’étude précédente conduit & la densité électrique de Schrodinger
p = — 2e¥~]b.

Sa connaissance ou plutét celle de l’expression normalisée permet d'évaluer les élé-
ments de la matrice « moment électrique ». Appelons ¢ (n) 'amplitade relative & la confi-
guration électronique n, { (n') celle relative a n'.

Si le changement de configuration n — n' (ou n' - n) accompagnée de I'émission (ou
absorplion) de la raie de fréquence v (nn') est due a I'un des électrons, le carré du moment
électrique de transition sera :

3 b ’ 2
;i { f Z; ?%’*" q}{b, (n) 4’[‘«‘1 \n,) dz d=n 2

M?, — ket

nn

P ~r (34)
f ;W Do (1) Yy (0') AT dr“.j %W Py (1) Yy (n) dvt d 7

ou zLI! intervient dans I'intégration suivant 'un des indices p., v, les 4,, étant normalisés
d’aprés (10). Ou sil’on se borne & 'approximation de Breit, qui parait suffisante, pv = 3,4
seulement.

Il est clair que tout ce que nous venons de dire au cas de deux électrons se généra-
lise immédiatement au cas de r électrons. L’univers de configuration aura dans ce cas

>
3n + 1 dimensions. L’équation de Breit, la fonction de Lagrange du probléme, le vecteur
s’écrivent aisément dans cet U,.

Nous avons taché, dans ce qui précéde, de préciser le probléme des n corps dans la
mécanique ondulatoire relativiste. Nous avons mis en évidence un rapprochement possible
entre 'Univers & 4 dimensions et un Univers construit a partir de l'espace de configuration
et que 'on peut appeler 'Univers de configuration. Comme il est probable que le traite-
ment du probléme des » corps dans la mécanique ondulatoire est lié & un espace de
configuration, il nous semblait nécessaire, dans le traitement relativiste du probleme,
d’adjoindre & I'Univers réel cet Univers abstrait de configuration, qui ne servirait que
pour aborder le probléme d’'une maniére univoque. Si, ici et 13 on n’a pas atteint une
précision suffisante, il nous semble que le traitement relativiste exact de la statique ato-
mique ne s'écartera pas beaucoup de celui que nous avons envisagé ici.

En terminant, je remercie M. L. de Broglie pour ses précieuses critiques et pour

les conseils qu’il m’'a fournis au cours de discussions sur divers sujets relatifs a ce
travail.
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Note ajoutée A la correction. — Le traitement simultané de la statique (structure
des niveaux) et de la dynamique atomique (transitions) a été ’objet des récentes recherches
de Heisenberg et Pauli et d’'Oppenheimer (!). Leur but était de montrer jusqu’a quel point
on peut aller dans la fusion des champs d’onde, le champ d’onde de de Broglie et le champ
électromagnétique, a ’aide des moyens dont on dispose actuellement dans la théorie des
quanta. Comme cette théorie unitaire comprend ’équation de Breit, nous voudrions faire
quelques remarques au sujet de ces recherches.

Nous avons vu que la théorie de Breit a pour base une équation relativiste du 2° ordre

v 2
exacte jusqu’a des termes de 'ordre de (;) , comprenant les termes de cet ordre. Nous

avons remarqué que la théorie correspondant a I’équation de Breit était une généralisation
de la théorie de Dirac relative au probléme & un corps. Comme cette derniére ne tient pas
compte des processus de transition mais cherche surtout & donner les niveaux, la théorie de
Breit en fait autant pour le cas de plusieurs électrons. A part la difficulté fondamentale de
Dirac (énergie intrinsdque négative) cette généralisation n’en contient pas beaucoup d’autres.

La théorie unitaire des champs d’onde, au contraire, contient des difficultés qui
conduisent & des résultats inadmissibles. Ceci non seulement pour le cas de plusienrs
électrons mais, déja, dans le probléme & un corps et la théorie appliquée a I'’hydrogéne
conduit & des niveaux contraires a '’expérience.

Certes, le traitement unitaire des champs d’onde reste l'idéal a approcher (*). Mais
dans I'approximation successive de cet idéal, le choix parmi les problémes fondamentaux
actuels — principe d’exclusion entre corpuscules du champ d'onde de de Broglie, principe
d’association (?) entre les photons, probleme des masses électronique et protonique, etc. —
reste un arbitraire génant.

En ce qui concerne le probléme de la statique atomique, il nous semble que ces
problémes peuvent étre rangés suivant leur ordre d’importance. On congoit que dans un
probléme & plusieurs corps, la structure intrinséque absolue des individus (corpuscules)
importe moins que leur structure dite d’interaction.

L’amortissement des états excités — les valeurs propres de I’équation des ondes de la
théorie unitaire relatives aux états stationnaires excités étant compleres — comme dia
I'interaction quasi-classique des champs d’onde et la théorie de la largeur des raies spec-
trales qui en résulte, restent presque des hypothéses que I'on ne peut faire soumettre au
controle expérimental. Dans cet état de chose, d’autres hypothéses non moins plausibles
peuvent étre introduites. Telle une hypothése originale de Schrodinger () sur I'élargissement
des raies du spectre de valeurs propres de I'équation des ondes.

En ce quiconcerne les remarques d’Oppenheimer relatives aux résultats possibles que
peut former la solution de I'équation de Breit, nous pensons qu’il est difficile de prédire
quoi que ce soil sans regarder de trés prés les équations explicites. Comme 'équation est

v\ 2
exacte & K—) prés et, comme la solution ne peut étre qu'approximative, on ne peut gueére
c

s’attendre & une solution numérique exacte i cet ordre.

1l semble que le résultat fondamental des recherches de Heisenberget Pauli, complétées
par Oppenheimer, consiste a affirmer que la théorie classique assujettie aux conditions
quantiques ne peut pas donner des éclaircissements nouveaux sur le dynamique atomique.

(1) W. Hrisensere et W. Pavut. Z. Physik., 56, p. 1 el 59 (1929), p. 168; R Orppexurmmer. Phys. Rev., 35,
(1930), p. 461.

(2) P. Joroan. Phys. Z., 30 (1929), p. 700.

(3) L. BriLLouin. Les statistiques quantiques, Paris (1930).

(%) E. Scrrodinger. Sitzsberichte, Berlin (1929), p. 668.
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