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Résumé. — Une « équation aux valeurs propres » pour I’équation radiale de Schroedinger est proposée. L’équa-
tion est valable pour tout potentiel électronique d’une molécule diatomique ; le potentiel pouvant étre donné par
une fonction analytique ou sous une forme numérique. Une application numérique est donnée pour le potentiel
de Morse de I’état fondamental de la molécule Li,, ainsi que pour un potentiel modéle d’'une méthode convention-
nelle. Notre méthode permet de calculer le niveau d’énergie E, et la constante de rotation B, avec une précision

égale a celle de I’ordinateur utilisé.

Abstract. — An « eigenvalue equation » is given for the radial Schroedinger equation for any electronic potential
of a diatomic molecule. The potential function may be given by an analytic or a numerical function. A numerical
application to the Morse potential of the X ), — Li, and to a model potential of a conventional method is present-
ed. The calculated eigenvalues agree with the theoretical ones up to the 9th significant figure.

1. Imtroduction. — Dans I’approximation de Born-
Oppenheimer [1], une molécule diatomique, dans un
état électronique donné, est régie par 1’équation
radiale de Schroedinger [2] :

d?y(x)

dx?

= f(x) Ax) 1)

£ = = £, - vw] + 22

U(x) = potentiel de I’état électronique,

E,; = niveau d’énergie de vibration-rotation,

x = r — r.; our est la distance internucléaire, r. étant
la valeur de r a I’équilibre,

v et J sont les nombres quantiques de vibration et de

rotation.

La solution de cette équation représente la fonction
d’onde de vibration-rotation ¥, ,(x) quand elle obéit
aux conditions suivantes [2] :

i) ¥ et dy/dx sont définies et continues en tout
point.

i) Y obéit aux conditions aux limites

Y(x) -0
X > + © 2

X = —T,.

En dehors de quelques cas particuliers ou 1’on
connait les valeurs propres E,; de I’équation (I)
(potentiel de Dunham [3], de Morse [4]), la détermina-
tion de la valeur propre est associée a celle de la fonc-
tion propre ,; par une méthode itérative basée sur le
travail de Léwdin [5], developpée essentiellement par
Cooley [6], Zare [7] et Cashion [8] et reprise par
d’autres méthodes équivalentes [9, 10].

Le but de ce travail est de dissocier la détermination
de la valeur propre de celle de la fonction propre,
en donnant une « équation aux valeurs propres »
indépendante de la fonction propre y,;. Cette équa-
tion est écrite grice a lintroduction des fonctions
canoniques de vibration-rotation.

2. Les fonctions canoniques de rotation-vibration. —
Dans un travail récent [11], nous avons étendu la
définition des fonctions canoniques de vibration [12,
13] au cas de la vibration-rotation. Ces fonctions
o, (x) et B,,(x) sont définies par :

x

oyx) =1 + I R(x, ©) dt 3)

v

x

Bofx) = x +J tR(x, 1) dt @)

v
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ol le « noyau résolvant » R(x, f) est défini par

0

R(x, f) = Z Ki(x, 1)

i=0

K{x, 1) =J Ko(x,z2)K;—1(z, Hdz; i=1

t

Kolx, ) = &x — 1) f(1).

Nous avons montré [12] que ces fonctions cano-
niques sont des solutions de I’équation (1) ayant
pour valeurs initiales

%,,0) =1,
ﬂvJ(O) =0 ’

“LJ(O) =0,
B.s0) =1,

et qu’elles sont liées a la fonction d’onde par la rela-
tion

You(x) = ¥,5(0) 00,5 (x) + ¥5(0) Bos(x) .

Les fonctions canoniques présentent sur la fonction
d’onde deux avantages :

i) leur calcul ne pose pas un probléme de « valeurs
initiales », )

ii) les valeurs initiales de la fonction d’onde se
déduisent des fonctions canoniques.

En effet, les conditions aux limites (2) imposées a la
fonction ,; entrainent

V) _ L ()
l//IJJ(O) x—+ o ﬂu](x)
Olys (x)

&)

= lim — ———.
x> —re Bv.l(x) :

3. L’équation aux valeurs propres. — En calculant
les fonctions canoniques o et f & partir des expres-
sions (3) et (4) et pour une valeur quelconque du
« paramétre » E, on peut déterminer les deux quan-
tités suivantes :

o)
pr(E) = lm =7
)
p () = lim — g5

En considérant, d’autre part, la fonction

z(x) = p(x)/alx) ,

on peut montrer que :

af —a' 1
— =7

o

Z'(x) =

On sait que la fonction « oscille entre les deux points
de retour x; et x, et augmente indéfiniment au-dela
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des points de retour [12]. On peut écrire pour le demi-
axe positif :

T A 1
Jim =)+ | G
et pour le demi-axe négatif :
: e de 1
lim z(x)=z(x,,”)+J~ —_—= - —.
x> —re _ (Xz P (E)

Xy

La condition (5) qui impose la continuité de la
fonction d’onde en x = 0 devient

ﬁ(x,,)+J g=ﬂ(x;)+j L

a(x)) a2 alx)) o

x3 x5

Cette équation est I’équation aux valeurs propres,
puisqu’elle n’est vérifiée que lorsque E = E,,. Elle
s’applique 4 tout potentiel électronique d’une molé-
cule diatomique sans aucune restriction a la forme
(analytique ou « numérique ») de la fonction poten-
tielle U(x).

Cette équation dépend de E et non des valeurs ini-
tiales y(0) et y'(0), de la fonction d’onde. Elle présente
donc pour la résolution de I’équation radiale de
Schroedinger, ’avantage de dissocier la détermination
de la valeur propre E,; de celle de la fonction propre

l//v.l'

4. Application numeérique. — Nous présentons, a
titre d’exemple, une application numérique au poten-
tiel de Morse pour I’état fondamental de la molécule

Tableau 1. — Valeurs propres de vibration pour les
15 premiers niveaux du potentiel de Morse de I’état
XY — Li,. (Valeurs calculées comparées aux valeurs
théoriques ; en cm~1)

[Eigenvalues for the first 15 vibrational leyels of the
Morse potential of the X )  — Li, state. (The calcu-
lated values compared to the theoretical values; in
cm™ )]

ES — E!
v E! ES x 108
E;
0 175,062 5 175,062 500 03 0,02
1 521,272 5 521,272 498 44 0,30
2 862,262 5 862,262 484 00 1,97
3 1198,0325  1192,032484 00 1,35
4 1528,5825 1 528,582 484 00 1,05
5 1853,9125 1853912491 70 0,44
6 21740225  2174,02248750 0,58
7 24889125 2 488,912 496 50 0,14
8 27985825  2798,582 481 00 0,68
9 31030325  3103,032496 50 0,11
10 34022625 3402262 498 90 0,04
11 36962725 3696272481 20 0,50
12 39850625 3 985,062 502 00 0,05
13 42686325  4268,632 486 00 0,33
14 45469825 4546982492 90 0,16
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Li,. La fonction potentielle de Morse [4] présente,
a cet effet, ’avantage de connaitre la valeur théorique
t; de la valeur propre donnée par la relation :

E, =W, v+1— - W, +12+
vJ € 2 e Xe\ U 2
+JJ+1)B, +J*J+ 1)?D, + . (7

Les constantes utilisées sont celles données par Kusch
et Hessel [14].

Nous donnons les résultats dans le tableau I pour
v allant de 0 & 14 et pour J = 0. Nous remarquons
que les valeurs calculées ES (2¢ colonne) sont égales
aux valeurs théoriques correspondantes a quelques
millioniémes de cm™! prés. L’écart relatif moyen
entre valeur calculée et valeur théorique pour les
15 niveaux considérés est de 5 x 107°. Cette impré-
cision correspond a celle de lordinateur utilisé
(Texas Instruments 980 A).

5. Discussion. — Afin de comparer la valeur propre
E,; calculée par notre méthode a celle calculée par une
méthode conventionnelle et éprouvée, nous avons
choisi de reprendre le potentiel modéle déja utilisé
par Cashion [8] et donné par la fonction :

Ux) =D[1 —e *)* — D.

Nous donnons dans le tableau II nos résultats EX
comparés a ceux de Cashion EF et aux valeurs théo-
riques E}, et ceci pour les 6 premiers niveaux de vibra-
tion publiés par Cashion. Dans le tableau III nous
donnons les constantes de rotation BX calculées par
notre méthode, comparées a celles de Cashion BS
et aux valeurs théoriques B,. (Nous avons déduit B,
de I’équation (7) en donnant & J deux valeurs diffé-
rentes et a D, la valeur théorique donnée par Cashion.)

Nous soumettons enfin notre méthode a un troi-
siéme test : nous comparons la dérivée logarithmique
V'(0)y(0) déduite de I’équation (6) quand celle-ci

Tableau II. — Valeurs propres de vibration pour les
6 premiers niveaux du potentiel modéle de Cashion [8].
(Valeurs calculées comparées aux valeurs théoriques et a
celles de Cashion; en cm™1))

[Eigenvalues for the first 6 vibrational levels of the
Cashion potential [8]. (The calculated values compared
to the theoretical values and to those of Cashion ; in
cm™1)]

0 — 581,469 02 — 581,469 13 — 581,469 02
i — 534,75590 — 534,756 02 — 534,755 90
2 — 489,998 55 — 489,998 08 — 489,998 55
3 — 447,196 96 — 447,197 10 — 447,196 96
4 — 406,351 13 — 406,351 28 — 406,351 13
5 — 367,461 07 — 367,46123 — 367,461 07

SUR UNE EQUATION AUX VALEURS PROPRES DE VIBRATION-ROTATION...
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Tableau III. — Constantes de rotation pour les 6 pre-
miers niveaux de vibration du potentiel modéle de
Cashion [8]. (Valeurs calculées comparées aux valeurs
théoriques et a celles de Cashion ; encm™1))

[Rotation constants for the first 6 vibrational levels
of the Cashion potential [8]. (The calculated values
are compared to the theoretical values and to those of
Cashion ; in cm™1.)]

v B) Bf BX

0 0,169 818 08 0,169 812 0,169 818 08
1 0,164 706 16 0,164 698 0,164 705 89
2 0,159 543 33 0,159 532 0,159 540 93
3 0,154 329 59 0,154 300 0,154 316 49
4 0,149 064 95 0,149 029 0,149 033 60
5 0,143 749 40 0,143 687 0,143 690 95

est vérifiée, a la valeur théorique donnée par la fonc-
tion de Morse [15]. Nous donnons dans le tableau IV
la valeur calculée p¢ et la valeur théorique p; de
V'(0)/y(0) pour les mémes niveaux de vibration
considérés du potentiel modéle de Cashion.

Tableau IV. — Dérivée logarithmique de la fonction
d’onde p, = y.(0)/y,(0) a I’origine pour les 6 premiers
niveaux de vibration du potentiel de Cashion [8].
(Valeurs calculées p; comparées aux valeurs théo-

riques p..)

[Logarithmic derivative p, = ,(0)/y,(0) of the wave-
function at the origin for the first 6 vibrational levels
of the Cashion potential [8]. (The calculated values
are compared to the theoretical values.) ]

v Py Py

0 0,494 439 0,494 439
1 — 23,124 794 — 23,124 790
2 10,290 562 10,290 561
3 — 4,159 658 — 4,159 660
4 — 54,150 703 — 54,150 713
5 19,505 028

19,505 025

L’étude des trois derniers tableaux montre que :

— DPécart moyen AE, entre valeur calculée et
valeur théorique du niveau d’énergie E, pour les
niveaux considérés est de 135 x 107% cm™! pour
les résultats de Cashion ;il n’est que de 0,5 x 10" cm ~™*
pour nos résultats ;

— T’écart moyen AB, de la constante de rotation
est de 43 x 107°cm™! pour Cashion et de
2,9 x 107® cm™! pour nos résultats. Cette impré-
cision correspond au 9e¢ chiffre significatif de la valeur
propre E,,, c’est-a-dire a la limite de la précision de
I’ordinateur utilisé ;

— Décart relatif moyen | Ap/p | de la pente de la
fonction d’onde a I’origine est de 1,6 x 1077,

Ces résultats confirment la validité de la méthode.
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6. Conclusion. — Nous avons présenté une « équa-
tion aux valeurs propres » pour un potentiel électro-
nique d’une molécule diatomique. Cette équation
permet de dissocier, dans la résolution de I'équation
radiale de Schroedinger, la détermination du niveau
d’énergie de celle de la fonction d’onde.

Cette équation s’écrit pour la vibration-rotation
aussi bien-que pour la vibration pure. Elle permet
donc de déterminer les niveaux d’énergie de vibration
aussi bien que les constantes de rotation et les cons-
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tantes de distorsion. Elle s’applique a toute fonction
potentielle de tout état électronique de n’importe
quelle molécule diatomique.
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