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Sur une équation aux valeurs propres de vibration-rotation
pour tout potentiel électronique d’une molécule diatomique
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et Groupe de Physique Moléculaire et Atomique, au Conseil National de la Recherche Scientifique

(Re~u le 20 aout 1980, revise le 23 decembre, accepte le 17 fevrier 1981)

Résumé. 2014 Une « équation aux valeurs propres » pour l’équation radiale de Schroedinger est proposée. L’équa-
tion est valable pour tout potentiel électronique d’une molécule diatomique ; le potentiel pouvant être donné par
une fonction analytique ou sous une forme numérique. Une application numérique est donnée pour le potentiel
de Morse de l’état fondamental de la molécule Li2, ainsi que pour un potentiel modèle d’une méthode convention-
nelle. Notre méthode permet de calculer le niveau d’énergie Ev et la constante de rotation Bv avec une précision
égale à celle de l’ordinateur utilisé.

Abstract. 2014 An « eigenvalue equation » is given for the radial Schroedinger equation for any electronic potential
of a diatomic molecule. The potential function may be given by an analytic or a numerical function. A numerical
application to the Morse potential of the X 03A3 - Li2 and to a model potential of a conventional method is present-
ed. The calculated eigenvalues agree with the theoretical ones up to the 9th significant figure.
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1. Introduction. - Dans l’approximation de Born-
Oppenheimer [1], une molecule diatomique, dans un
etat electronique donne, est regie par l’équation
radiale de Schroedinger [2] :

ou

U(x) = potentiel de l’etat électronique,
EvJ = niveau d’energie de vibration-rotation,
x = r - re ; ou r est la distance intemucléaire, re etant

la valeur de r a Fequilibre,
v et J sont les nombres quantiques de vibration et de
rotation.
La solution de cette equation represente la fonction

d’onde de vibration-rotation 0,,j(x) quand elle obeit
aux conditions suivantes [2] :

i) ~ et d~r/dx sont definies et continues en tout
point.

ii) t/J obeit aux conditions aux limites

En dehors de quelques cas particuliers ou l’on
connait les valeurs propres E~~ de l’equation (I) &#x3E;

(potentiel de Dunham [3], de Morse [4]), la determina-
tion de la valeur propre est associee à celle de la fonc-
tion propre ~rUJ par une methode iterative basee sur le
travail de Lowdin [5], developpee essentiellement par
Cooley [6], Zare [7] et Cashion [8] et reprise par
d’autres méthodes equivalentes [9, 10]. 

°

Le but de ce travail est de dissocier la determination
de la valeur propre de celle de la fonction propre,
en donnant une « equation aux valeurs propres »
indcpendante de la fonction propre ~j. Cette equa-
tion est ecrite grace a l’introduction des fonctions
canoniques de vibration-rotation.

2. Les fonctions canoniques de rotation-vibration. -
Dans un travail recent [11], nous avons etendu la
définition des fonctions canoniques de vibration [12,
13] au cas de la vibration-rotation. Ces fonctions
aU~(x) et PvJ(x) sont définies par :
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ou le « noyau r6solvant &#x3E;&#x3E; R(x, t) est de6ni par

Nous avons montre [12] que ces fonctions cano-
niques sont des solutions de 1’equation (1) ayant
pour valeurs initiales

et qu’elles sont liees a la fonction d’onde par la rela-
tion

Les fonctions canoniques presentent sur la fonction
d’onde deux avantages :

i) leur calcul ne pose pas un probleme de « valeurs
initiales », 

-

ii) les valeurs initiales de la fonction d’onde se

deduisent des fonctions canoniques.

En effet, les conditions aux limites (2) imposees a la
fonction t/J vJ entrainent

3. L’équation aux valeurs propres. - En calculant
les fonctions canoniques a et f3 a partir des expres-
sions (3) et (4) et pour une valeur quelconque du
« parametre » E, on peut determiner les deux quan-
tites suivantes :

En considerant, d’autre part, la fonction

on peut montrer que :

On sait que la fonction a oscille entre les deux points
de retour xv et xv et augmente indefiniment au-dela

des points de retour [12]. On peut ecrire pour le demi-
axe positif :

et pour le demi-axe negatif :

La condition (5) qui impose la continuite de la
fonction d’onde en x = 0 devient

Cette equation est l’equation aux valeurs propres,
puisqu’elle n’est vérifiée que lorsque E = EvJ. Elle

s’applique a tout potentiel electronique d’une mole-
cule diatomique sans aucune restriction a la forme
(analytique ou « numerique ~) de la fonction poten-
tielle U(x).

Cette equation depend de E et non des valeurs ini-
tiales ~(0) et ~’(0), de la fonction d’onde. Elle presente
donc pour la resolution de 1’equation radiale de

Schroedinger, I’avantage de dissocier la détermination
de la valeur propre EvJ de celle de la fonction propre
olli-

4. Application numerique. - Nous presentons, a

titre d’exemple, une application numerique au poten-
tiel de Morse pour 1’etat fondamental de la molecule

Tableau I. - valeurs propres de vibration pour les
15 premiers niveaux du potentiel de Morse de l’etat
X Li2. (Valeurs calculees comparees aux valeurs
théoriques; en cm-1.)

[Eigenvalues for the first 15 vibrational levels of the
Morse potential of the X ~ 2013 Li2 state. (The calcu-
lated values compared to the theoretical values; in
cm 1.)]
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Li2. La fonction potentielle de Morse [4] presente,
a cet e6et, 1’avantage de connaitre la valeur theorique
Ev~ de la valeur propre donnee par la relation :

Les constantes utilisees sont celles donnees par Kusch
et Hessel [14].
Nous donnons les resultats dans le tableau I pour

v allant de 0 a 14 et pour J = 0. Nous remarquons
que les valeurs calculees Ev (2e colonne) sont égales
aux valeurs theoriques correspondantes a quelques
millioniemes de cm-1 pres. L’ecart relatif moyen
entre valeur calculee et valeur theorique pour les
15 niveaux consideres est de 5 x 10-9. Cette impre-
cision correspond a celle de l’ordinateur utilise

(Texas Instruments 980 A).

5. Discussion. - Afin de comparer la valeur propre
Ev~ calculee par notre methode a celle calculee par une
methode conventionnelle et eprouvee, nous avons
choisi de reprendre le potentiel modele deja utilise
par Cashion [8] et donne par la fonction :

Nous donnons dans le tableau II nos resultats EK
compares a ceux de Cashion E~ et aux valeurs theo-
riques Ev, et ceci pour les 6 premiers niveaux de vibra-
tion publics par Cashion. Dans le tableau III nous
donnons les constantes de rotation B v K calculees par
notre methode, comparees a celles de Cashion Bv
et aux valeurs theoriques Bv. (Nous avons deduit Bv
de l’équation (7) en donnant a J deux valeurs diffé-
rentes et a Dv la valeur theorique donnee par Cashion.)
Nous soumettons enfin notre methode a un troi-

sieme test : nous comparons la derivee logarithmique
~(0)/~(0) deduite de l’equation (6) quand celle-ci

Tableau II. - Valeurs propres de vibration pour les
6 premiers niveaux du potentiel modele de Cashion [8].
(Valeurs calculees comparees aux valeurs theoriques et d
celles de Cashion ; en cm -1.)

[Eigenvalues for the first 6 vibrational levels of the
Cashion potential [8]. (The calculated values compared
to the theoretical values and to those of Cashion; in

cm- 1.)]-

Tableau III. - Constantes de rotation pour les 6 pre-
miers niveaux de vibration du potentiel modele de
Cashion [8]. (Valeurs calculees comparees aux valeurs
theoriques eti celles de Cashion ; en cm-1.)

[Rotation constants for the first 6 vibrational levels
of the Cashion potential [8]. (The calculated values
are compared to the theoretical values and to those of
Cashion ; in cm -1.)]-

est vérifiée, à la valeur theorique donnee par la fonc-
tion de Morse [ 15]. Nous donnons dans le tableau IV
la valeur caIculée pv et la valeur theorique pv de
ql’(0)14f(O) pour les memes niveaux de vibration
considérés du potentiel modele de Cashion.

Tableau IV. - Derivee logarithmique de la fonction
d’onde pv = ~v(0)/~~(0) d l’origine pour les 6 premiers
niveaux de vibration du potentiel de Cashion [8].
(Valeurs calculees pv comparees aux valeurs theo-

riques p;,. )

[Logarithmic derivative pv = ql’(O)Iov(O) of the wave-
function at the origin for the first 6 vibrational levels
of the Cashion potential [8]. (The calculated values
are compared to the theoretical values.)]-

L’etude des trois derniers tableaux montre que :
- Fecart moyen AEv entre valeur calculee et

valeur theorique du niveau d’energie Eu pour les
niveaux consideres est de 135 x 10 - 6 cm-1 pour
les resultats de Cashion ; il n’est que de 0, 5 x 10 cm
pour nos resultats ; .

- Fecart moyen AB, de la constante de rotation
est de 4,3 x 10- 6 cm -1 pour Cashion et de

2,9 x 10-6 cm-1 pour nos resultats. Cette impre-
cision correspond au ge chiffre significatif de la valeur
propre Ev~, c’est-a-dire a la limite de la precision de
l’ordinateur utilise ;
- Fecart relatif moyen I Apjp I de la pente de la

fonction d’onde a I’origine est de 1,6 x 10-7.
Ces resultats confirment la validite de la methode.
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6. Conclusion. - Nous avons presente une o equa-
tion aux valeurs propres » pour un potentiel electro-
nique d’une molecule diatomique. Cette equation
permet de dissocier, dans la resolution de l’equation
radiale de Schroedinger, la determination du niveau
d’energie de celle de la fonction d’onde.

Cette equation s’ecrit pour la vibration-rotation
aussi bien- que pour la vibration pure. Elle permet
donc de determiner les niveaux d’energie de vibration
aussi bien que les constantes de rotation et les cons-

tantes de distorsion. Elle s’applique a toute fonction
potentielle de tout etat electronique de n’importe
quelle molecule diatomique.
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