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CORRECTIONS DE DIFFRACTION
AUX FONCTIONS THERMODYNAMIQUES
D’UN GAZ D’ELECTRONS CLASSIQUE

M. M. GOMBERT et C. DEUTSCH

Laboratoire de Physique des Plasmas, Université Paris XI
Centre d’Orsay, 91405 Orsay Cedex, France

Résumé. — Nous calculons les fonctions thermodynamiques dans un plasma & une composante
en tenant compte des effets quantiques de diffraction. Nous considérons le cas ol : e2 g (longueur
de Landau) < 7 (longueur de De Broglie) < Ap (longueur de Debye). La méthode des graphes
de Mayer-Salpeter est utilisée. Pour représenter les effets quantiques, nous remplacons le poten-
tiel de Coulomb par un pseudo-potentiel. Le traitement exact, au premier ordre i Iinteraction,
permet de retrouver pour le terme du premier ordre en 4 (paramétre plasma) la premiére correc-
tion quantique (premier terme du développement par rapport au paramétre guantique : 4/Ap).

Abstract. — We compute the thermodynamic functions for a one component plasma taking
into account diffraction effects. We consider the case : ¢2  (Landau length) < 4 (De Broglie
length) < Ap (Debye length). Mayer-Salpeter diagram’s method is used. We replace the cou-
lombic potential by a pseudo-potential. The derivation, exact to the first order in the interaction,
allows to recover the first order correction in hcwp/ks T.

Dans cet article, sont évaluées les corrections quanti-
ques de diffractions aux fonctions thermodynamiques
pour un gaz d’électrons en présence d’'un fond continu
positif. On néglige les effets de symétrie. Le potentiel
de Coulomb est remplacé par un pseudo-potentiel :

2

e
—r—+ V(r),

la correction étant uniquement due aux effets de dif-
fraction.

Il y a eu plusieurs tentatives pour évaluer un tel
pseudo-potentiel [1], [2] et [3]. Kelbg [4] fait un dévelop-
pement exact au premier ordre par rapport a ’hamilto-
nien d’interaction et obtient le potentiel effectif :

* 2
u(r) = 67(1 _eTy ¢ f(l — o(r/A) (1)
avec :
A h 2 (" _,
A= E \/mEB_'_ , et: (p(r/i) = U;JO [ ds

ou r est la distance entre les deux électrons interagis-
sant, ¢ la charge de I’électron, m sa masse, A la longueur
de De Broglie, % la constante de Planck, kg celle de
Boltzman et 7T la température. Nous n’utilisons pas ce
potentiel, mais un. potentiel approché, analytiquement.
plus  simple :

2
u(r) = %—(1 - e_ﬁ"*).

La figure 1 compare ces deux potentiels. Celui que
nous utilisons permet P’étude qualitative des correc-
tions de diffraction. Il traduit simplement le fait que,
si 'on tient compte des effets de diffraction, il n’y a
pas de divergence. Nous l'avons déja utilisé pour le
calcul de la fonction de corrélation de paire [5].
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Fig. 1. — Comparaison du potentiel de Kelbg :
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1 -V . .
avec: d—e v""). x = r/%. Les énergies sont mesurées avec
e2 ior
5 comme bnite.

Cette approximation peut se justifier dans le cas ol
la distance moyenne entre les particules, d, est grande
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devant 2 (c’est aussi la condition pour que les effets de
symétrie soient négligeables). Nous supposons égale-
ment petit le paramétre plasma A = e* f/lp, Ap
étant la longueur de Debye (B =1/kgT et
Ap = (4 e? Bp)~'/? ou p est la densité) car nous utili-
sons la méthode des graphes de Mayer [6] et Salpeter
{71, ce qui correspond & un développement par rap-
port a A. Dans nos calculs 4/Ap apparait comme
un paramétre de développement qui mesure les effets de
diffraction. Nous faisons un double développement
par rapport & A et a i/Ap. Nos calculs concernent
donc la région hachurée de la figure 2. Sur cette
figure dans la région en dessous de la droite : 1 = &2 B,
on a : A >A/A, cest-a-dire que les effets dus 2 la
diffraction sont petits par rapport 4 ceux dus au plasma,
alors que dans la région au-dessus de 2 = €2 § c’est le
contraire. A titre dexemple: 7T = 107K et
o = 10*¢ cm™3 (région intéressante pour la fusion
par confinement inertiel) correspond a 4 = 0,025 et
#/4p = 0,14, ce qui montre 'importance des effets de
diffraction. De plus, pour cette température et cette
densité, i/d = 0,70 ; les effets de symétrie (dont nous
ne tenons aucun compte dans cet article) ne sont donc
pas négligeables ; de plus, d est petit devant g,
rayon de Bohr. Une étude réaliste de cette région
devrait donc €tre faite a 'aide d’un modéle a plusieurs
composantes tenant compte a la fois des effets de
diffraction et de symétrie. Il s’agit donc d’une premiére

2 [+ k
S = —pZE dsr(u(r —-e—>+ Sting + 2. P
2 r e 5,
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approche qui donne une idée de I’importance des
effets de diffraction.

e 2
kBT-mc

1 [
o]

FiG. 2. — Plan température (T)— densité (p). T est en K et en
° cm-3,

On peut calculer les fonctions thermodynamiques a
partir de la fonction de corrélation de paire. Ici nous
les calculons directement. Abe [8] et [9] introduit
Pénergie libre, F, comme une somme de graphes
nodaux :

B(F — Fo) = — VS

avec :

d3r1 . d3rk(zk) 1<I‘I _[__ ﬂI/s(r;ll)]ii . (2)

i<j<k Ryt

(&)
F, est énergie libre du gaz parfait. ¥ est le volume. ), représente la somme de tous les graphes nodaux
ayant k points nodaux, #;; est le nombre de chaines de Debye reliant les points i et j pour un graphe particulier
V est le potentiel écranté (potentiel effectif au premier ordre en A, correspondant 2 une chaine de Debye). Dans

le cas du pseudo-potentiel que nous utilisons [5] :

avee :

a_ln
YTIA 2

——
(1‘\/1‘ﬁ)’
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Un graphe nodal ayant / chaines de Debye et k points nodaux, 3 une contribution 2 I’énergie libre de ordre de A"
avec n =/ — k + 1. La figure 3 représente tous ces graphes jusqu’au quatriéme ordre. Dans I’équation @) le
terme Sy, est la contribution du graphe du premier ordre (graphe en anneau).

1 d°k
2J @2n)?

ring —

ol u(k) est la transformée de Fourier de u(r).
Au premier ordre en A, F s’écrit :

BF = BF, + Vp* g J d3r (u(r) - f;)

[oBt(k) — Log (1 + ppi(k))]

2 @wy’

@

v [ d&%

x [ppii(k) — Log (1 + pii(k))] .
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Fic. 3. — Graphes pour le calcul de I’énergie libre. Premier ordre en A : graphe 1 (graphe en anneau).
Deuxiéme ordre : graphe 2a. Troisiéme ordre : graphes 3¢ 2 3d. Quatriéme ordre : graphes 4a a 4q.
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Nous avons calculé ces différentes contributions :

2 2 2
BF = /31?0—-1i7t _Nym pe  Npe X |20, 420, + -2 % (5)

e T a2
21 A2 2 i 3\/1_ﬁ 42t a, A Y a, X
7K \/n \/n

oll NN est lIe nombre d’électrons. La limite classique (2 — 0) correspond au cas ol 2/4, tend vers zéro. On peut
faire un développement par rapport & 4/Ap.

22 2
prapr o NLENAT O A3 (A, ©
27 A3 3 81 A 27 \p

On retrouve le résultat connu dans le cas purement classique :

hm (BF) = pF, — 534

0

On peut, de méme, calculer la contribution a I’énergie libre des différents graphes. Soit F, la contribution du gra-
phe du deuxiéme ordre :

1
B2 = 52 Nof* | VP
d’olr :
2 3
BF, = NA 1 Log oy + “2)3 %)
12 (1 B {f) 32 a(oy + 2a3)
L7ES
2 2 2
ﬂFz—Ii/i-[ 3Log2 + —= 2 Z(i) + - +Log(lD\/n)[l—6—i—+---]] ®)
12 \/n p Ao nag
. \/nAD)
hm BF, = —12-Log ( 87
13"0

Il y a un terme en Log —%—’ (c’est-a-dire en Log 1) qui n’a pas de limite classique. Le résultat est totalement différent

de celui du cas classique. Il n’y a pas de terme en A2 log A.Dans le cas classique, le terme en A?log A ne corres-
pond pas exactement au méme graphe (qui diverge), mais 4 la somme de tous les graphes 24, 3a, 4a, ... de la figure 3
qui est ensuite développée en puissance de A [8]. Du fait que nous utilisons un pseudo-potentiel fini 4 I’origine,
tous les graphes convergent et ont chacun un ordre défini en A. Donc, dans le développement par rapport & 4, il
n’apparait pas de terme non analytique. Ce résultat est également différent de ce que nous avons obtenu pour la
fonction de corrélation de paire ol1, au deuxiéme ordre en A, nous retrouvions le résultat classique dans la limite
%/ tendant vers zéro [5]. e Bz)

Ap
restreindre au cas oll : &2 B < 1 (dans ce cas on a larelation : &2 B < 4 < Ap).

En ce qui concerne les ordres supérieurs, nous avons calculé la contribution des graphes 3a, 4a de la figure 3,
ainsi que des graphes équivalents aux ordres suivants. Nous ignorons si ces graphes sont ceux qui ont la plus
grande contribution 3 F, ce sont ceux que nous avons réussi i évaluer. Pour le troisi¢éme ordre :

A? Log(Ap/%) est plus petit que . Pour que le développement perturbatif soit valable, il faudrait se

e = = X8 i

T 240
NA®
BF3, = — ———————%2—2 [4a, Log(4os) — 43 oy + o) Log 3oy + o)
48(1 _2 )
LY

6(20; + 2a,)Log Qa; + 2a,) — 4(x; + 3d,) Log (e + 3a,) + 40, Log (4 a,)] . )
13



C1-188 M. M. GOMBERT ET C. DEUTSCH

Par un raisonnement par récurrence nous montrons que :

NAn ln—Z

ﬂFna = (_ 1)1!

-2 1w+ D1 _f‘i>

L2

n+1

x Y G = 1P (pry + (1 + 1= D)@Y P Log (o + (1 + 1 - pa)  (n>2) (10)

(résultat déja obtenu pour n = 2 et n = 3).
En développant par rapport & 7/Ap, on obtient un résultat de la forme :

n n A’D "2 ali (i)z (z)p
ﬁFna—(—l)NA [(z) (ao'l“x"“azg + +ap}; ‘+ )+

7

A '1)2 (75)‘4 (1)2“ J
+Img7£(bo+b(/ID tha(r) +rbln) )

Ce qui confirme la forme prédite par DeWitt [10]. Donc a partir de I'ordre 2, tous les graphes que nous avons
calculés n’ont pas de limite classique ; F,, est de I'ordre de

2 n—-2
A? (ETE) (pour: n > 2),

donc reste petit lorsque e* < 1 < Ap.
De méme pour I'énergie, E, et la pression, P, nous avons fait le calcul exact jusqu’a Pordre A* et pour les

ordres supérieurs nous avons calculé les contributions E,, et P,, correspondant 3 F,,. On obtient des résultats tout
a fait analogues.

En utilisant la relation :

0
Au premier ordre en A :
2
E—gNkBT Nky T (i) M_ﬁ__zx
TT /
v 2,1].)\/1—ii
TCAD
1 7 n
L1 IJ_+ IJ_— ,*/”\/—ﬁ ““J—z ()
o [+4 ks i ¥ T
t 2 0(1+—i— 0(2+7— 21(\0(14——1—) 21(“2"'7)

et a la limite classique :

2 2
E__NkBT NE,T (z) NkBTA<1_ 152 11 )

LYES 2 8 Jmlp 27A3
_ n o4n n—2
E,=F, n+1 + (= D" A" NS “kg T y
4 12 4 12 n+2
(1——2) 4(n-—-2)!(n+1)!(1———)
TAD A%
n+1

8 pg’o C;+1(_ D7 (s + (n + 1 - p) “Z)n*z, (prs ~ (n + 1= p)ay)

x [(n — 2) Log (pay + (n + 1 — p)ay) + 1]. 12
En particulier, au deuxiéme ordre :

NkyTA? o 0,2 0s + 0,)°  NkpTaA? [ (a; — ay)? ] 13)
o 412)5’2 mlo #2000 gy AT et 20 Gy ) '

114
AL/ 7K

E2=
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La pression :

est donnée au premier ordre en A par :

oks T (i ) _ pksTA

2. \mAZ 2"
' 6/1,“/1—‘%
n/’{D

= pkBT_

7K

A la limite classiqpe :

6 N 4\/77:/1]) /
()
2 nn—3
P, = Fr _|_<" + 1) : mhp’  Fu (— 1y p A" A3 ke, T
V 2 412 V —_— 412 n+2
(1—— 4nn —2) 1 (n+ D! 1—_)
i Ry

n+i

* ,,;o Cr (=D (poy + (n + 1= p)ay)' ™ (+ poy — (0 + 1 = p)oy)

x [(n — 2)Log (px; + (n + 1 — p)ay) + 1] . (15)
En particulier au second ordre :
2
pky TA* (1 + %—17) 3 5 )
P, = A3 way + o))  Nkg T4 [ (oty — &) } - 16
12(1 _ ﬂf) 512 a2y + o) 12(1 B 4_1_2)2 (g + 20) oy + )
LZks 7K

On retrouve exactement les mémes comportements que pour F. En particulier, il n’y a pas de limite classique

3 partir de ’ordre de A2
Le potentiel de Kelbg (équation (1)) permet de retrouver exactement les résultats de DeWitt [10], du moins

au premier ordre par rapport 3 A et & -— . On peut écrire ’énergie potentielle :

Ap
21 3 e
Upot = Vp 5 d r?(g(r) - 1) ’

ol g(r) est la fonction de corrélation de paire.
Au premier ordre en A :

2 7.2
1F1(1,§; _i k)

2 4
22 kZ)
4

U

P

01=_NkBTAlJ }.de
TtJo

3.
kZAD 1F1(1 ‘i‘ -

etdx ( 3 izkz)
2 e 37 (12 -
(ot =7 Fi(12 4

est la transformée de Fourier du potentiel de Kelbg [4]).
Uy = -NTA (1 _JE2, )

pot 2
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ce qui permet de calculer Iénergie libre :

N4 3Jn 7
(F‘F°)~"T(1‘Ts—g+ )

Pour calculer exactement les termes d’ordre supérieur par rapport & i/4y, il faudrait connaitre le pseudo-potentiel
exact aux ordres supérieurs par rapport a l'interaction.
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