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THÉORIES LAGRANGIENNES A ZÉRO COMPOSANTE. 
APPLICATION A L'ÉTUDE DES POLYMÈRES EN SOLUTION 

(CHAÎNES AVEC VOLUME EXCLU) 
ET DES PROPRIÉTÉS D'ÉLECTRONS 

SOUMIS A UN POTENTIEL ALÉATOIRE 

J. DES CLOIZEAUX 

Service de Physique Théorique, Centre d'Etudes Nucléaires de Saclay 
BP no 2, 91 190 Gif-sur-Yvette, France 

Résumé. - La théorie Lagrangienne des champs à n composantes peut être généralisée au cas où 
n n'est pas un entier positif et en particulier au cas n = O. Cette généralisation repose sur la notion 
de fonctions de Green ordonnées que l'on commence par définir. 

On montre ensuite comment la théorie Lagrangienne à zéro composante permet de décrire le 
comportement d'un polymère isolé ou de solutions de polymères, de masses moléculaires élevées. 

On remarque enfin que, moyennant un prolongement analytique sur la constante de couplage, la 
même théorie devrait permettre d'étudier les propriétés d'électrons soumis à un potentiel aléatoire et 
peut-être de déterminer les caractéristiques des bords de mobilité. 

Abstract. - The Lagrangian theory of a field with n components can be generalized for values of 
n which are not integers and in particular for n = O. This extension is made by introducing ovdered 
Green's functions. 

It is shown how the zero components Lagrangian theory can be used to describe the behaviour of 
an isolated polymer or of a solution of polymers with large molecular masses. 

It is remarked that by analytic continuation with respect to the coupling constant, it should be 
possible to study the properties of electrons in a random potential and perhaps the nature of the 
mobility edges. 

1. Généralités concernant la théorie Lagrangienne 
à zéro composante. - Comme dans le cas usuel, nous 
commençons par considérer une fonction cpj(x) à 
n composantes (j = 1, ..., n) définie dans un espace à d 
dimensions. La loi de probabilité associée à cette infi- 
nité de variables est donnée par la fonctionnelle 

Les fonctions de Green : 

~ x ? . . j ~ ( x l ,  ..., xp) = < (P~~(xI) ,  ..., 4'jP(xp) > (1 -2) 

peuvent être représentées par des diagrammes corres- 
pondant aux divers termes du développement de 5 { cp ) 
par rapport à Aj { ) (voir Fig. 1) (les moyennes 
d'ordre impair sont nulles). 

A chaque ligne pleine ouverte ou fermée correspond 
un indice. Les indices relatifs aux lignes pleines fermées 
peuvent être sommés, ce qui conduit à associer un fac- 
teur n à chacune de ces lignes fermées. Par ailleurs, les 

FIG. 1. -a) Propagateur du champ libre. b) Interaction. 
c) Diagramme contribuant à une fonction de Green d'ordre 
quatre. A chaque ligne correspond un indice. d )  Diagrammes 
contribuant à la fonction de Green ordonnée d'ordre quatre. Les 
indices de ligne ont disparu. A chaque ligne pleine fermée est 

associé un facteur n. 

indices relatifs aux lignes ouvertes n'apparaissent dans 
l'expression des fonctions de Green que sous forme de 
symboles dé Kronecker. 
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Dans un but de généralisation et de simplification, il 
est commode d'introduire la notion de fonction de 
Green ordonnée [ I l .  La fonction de Green ordonnée 
d'ordre 2 A  sera notée G " ~ ) ( x , ,  ..., x z ~ ) .  Les dia- 
grammes qui contribuent aux fonctions de Green 
ordonnées sont de même nature que ceux qui représen- 
tent les fonctions de Green normales, à cela près que 
tous les indices j de composante sont effacés. Par 
définition, la fonction 

est la somme de toutes les contributions associées aux 
diagrammes contenant A lignes ouvertes et un nombre 
quelconque de lignes fermées et tels que la p-ième ligne 
ouverte joigne le point x, , - ,  au point x,,. Les contri- 
butions des diagrammes se calculent comme précédem- 
ment et, en particulier, à chaque ligne fermée est associé 
un facteur n. Par exemple, toute fonction de Green 
d'ordre quatre peut s'écrire sous la forme : 

De façon plus générale, nous pouvons remarquer : 

1) que toutes les fonctions de Green normales peu- 
vent s'exprimer à l'aide des fonctions de Green ordon- 
nées mais que la réciproque n'est pas vraie ; 

2) que dans la définition des fonctions de Green 
ordonnées, il n'est fait nulle référence aux indices j. 

Par suite, ce sont de simples fonctions de n par l'inter- 
médiaire des facteurs n associés aux lignes pleines fer- 
mées. 

Ainsi, les fonctions de Green ordonnées peuvent être 
définies en perturbation pour toute valeur de n et en 
particulier pour n = O. Dans ce dernier cas, les seuls 
diagrammes à prendre en considération sont ceux qui 
ne comportent aucune ligne pleine fermée, les contribu- 
tions des autres étant nulles. 

C'est cette dernière propriété qui permet d'appliquer 
la théorie Lagrangienne à l'étude des polymères et des 
électrons en mouvement dans des potentiels désordon- 
nés. 

La loi de probabilité ci-dessus (éq. (1 .1 ) )  décrit un 
système isolé, mais on peut aussi étudier ce qui se passe 
quand on applique un champ extérieur H couplé à la 
première composante du champ. Dans ce cas, il faut 
ajouter à la somme A, { a ) + A, ( a ) figurant dans 
5 { cp ), un terme supplémentaire AH { cp ) 

Les fonctions de Green correspondantes 

se définissent comme précédemment (éq. ( 1 . 2 ) )  et se 
développent facilement par rapport à H sous forme de 

séries dont les coefficients sont les anciennes fonctions 
de Green. On peut encore dans ce cas introduire des 
fonctions de Green ordonnées qui restent bien défi- 
nies dans la limite n = O, mais nous nous abstiendrons 
d'en donner ici une définition précise [l] qui nous 
emmènerait trop loin. 

2. Polymères. - 2.1 PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES 

DES LONGUES CHA~NES. - Le but poursuivi est l'étude 
des propriétés asymptotiques de longues chaînes dont 
tous les segments se repoussent. Il est généralement 
admis qu'à une transformation d'échelle près, ces pro- 
priétés sont indépendantes du modèle choisi : c'est le 
principe d'universalité. 

Une image simple d'un polymère dans un bon sol- 
vant peut donc être donnée par le modèle suivant : 

Sur un réseau carré à d dimensions, on considère 
toutes les chaînes de 1V maillons tracées sur le réseau à 
partir d'une origine O et telles qu'elles ne passent pas 
plus d'une fois au même point (voir Fig. 2). Soit ZN 

FIG. 2. -Chaîne avec volume exclu tracée sur un réseau. 

leur nombre. Considérons aussi toutes les chaînes fer- 
mées de même espèce, partant de O et aboutissant en O ; 
soit uN leur nombre. Hammersley [2] a prouvé que 

1im (ZN)lfN = lim (uN)l fN = p . (2 .1 )  
N-+m N+m 

Plus précisément, il est généralement admis que pour 
N S l  

Ce résultat n'a pas été démontré en dépit des efforts de 
plusieurs mathématiciens [3] mais il est corroboré par 
toutes les théories existantes [4]. 

De même, il apparaît que la valeur moyenne du carré 
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du vecteur rN joignant l'origine à l'extrémité de la 
chaîne, doit, pour N $- 1 être de la forme 

où 4 < v < 1 (la valeur v = 1 correspond à une chaîne 
toute droite et la valeur v = 3 à une chaîne brownienne 
sans volume exclu). 

On peut aussi s'intéresser à la loi de probabilité PN(r) 
à laquelle obéit le vecteur r,. On s'attend à trouver une 
loi d'échelle de la forme : 

Ainsi le nombre de chemins arrivant au point r est 
donné par le produit 

dont la transformée de Fourier s'écrit sous la forme 
simple 

(avecf(0) = 1). 
On pourrait aussi s'intéresser à des portions finies 

d'une chaîne infinie. Pour N -+ co et n $- 1, on aurait 

< (rn+j - rj)2 > = BnZv . (2.6) 

L'indice devrait être le même [5 ]  que dans l'éq. (2.3) 
mais certainement B diffère de A. 

Le modèle peut être généralisé (voir Fig. 3a). On 
peut supposer que la probabilité associée à une confi- 
guration d'une chaîne de N points est donnée par une 
loi de Boltzmann 

P(rl , . . . , rN)Kex~{-P(uO+ (2.7) 
1 

où le potentiel Uo oblige les points à former une chaîne 
et où U, représente l'interaction 

Bu0 = C u(rj+l - ri) 
j (2.8) 

BUI = V(rj - r,) . 
j,i 

Le potentiel V(r) est à courte portée et répulsif, et les 
points rj peuvent occuper tout l'espace. 

FIG. 3. - a )  Chaîne formée de points discrets dans l'espace. 
Tous les maillons n'ont as nécessairement la même longueur. 

6) &haine continue. 

Dans ce cas, le nombre de configurations Z,(r) ne 
peut plus être défini qu'à une constante multiplicative 
près : cette constante est infinie mais elle peut être éli- 
minée et la difficulté est inessentielle. On peut même 
passer à la limite d'une chaîne continue (voir Fig. 3b) 
et ce modèle a été popularisé par S. F. Edwards [ 5 ] .  
Dans ce cas, la position d'un pointd'abscisse 1 mesurée 
à partir de l'origine le long de la chaîne, est donnée 
par la fonction r(1) et la probabilité est une fonction- 
nelle de r(A) 

- 1 1 1 A "  ( ( A ' )  - ( A " )  ] . (2.9) 
O 

Les indices y, v et a définis ci-dessus (éq. (2.2) et 
(2.3)) sont naturellement supposés indépendanis d:it 
modèle, de même que la fonction f (x) (voir éq. (2.4)) 
et le problème consiste à les calculer. Ensuite, on 
pourra généraliser le problème en considérant des 
ensembles de chaînes avec volume exclu. 

2.2 CALCULS NUMÉRIQUES. - Les valeurs des indices 
critiques ne sont pas très faciles à mesurer en général, 
Aussi est-il souvent préférable de comparer la théorie 
aux résultats d'expériences ma~hine~effectuées sur des 
réseaux. Les résultats obtenus par l'école anglaise 
sont les suivants [6] : 

pour d = 2 : 

pourd = 3 : 

Aucune signification particulière ne doit être attribuée 
au fait que les indices soient donnés sous forme de 
fractions. La précision semble bonne mais peut être 
illusoire surtout à trois dimensions. 

En effet des calculs exacts ne peuvent être effectués 
que pour des chaînes relativement courtes et I'extrapo- 
lation des résultats aux grandes valeurs de N dépend 
dans une certaine mesure de la forme analytique choisie 
a priori pour les quantités que l'on cherche à repré- 
senter. Par ailleurs, la structure du réseau se manifeste 
par des oscillations qui empêchent d'améliorer la 
convergence en utilisant des développements du type 
Padé. 

Ces inconvénients disparaissent si l'on utilise de très 
longues chaînes construites pas à pas, par la méthode 
dite de Monte Carlo. Malheureusement, dans ce cas 
toutes les chaînes ne sont pas obtenues avec la même 
probabilité (voir Fig. 4). Théoriquement, on peut corri- 
ger cet effet en attribuant un poids à chaque chaîne. 
Cependant, une difficulté subsiste car on est conduit B 
attribuer un poids faible aux chaînes qui apparaissent 
le plus souvent. 
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FIG. 4. -Deux chaînes de 2 N maillons, susceptibles d'être 
obtenues par la méthode de Monte Carlo. La probabilité de pro- 
duction de la chaine (a) est très inférieure à celle de la chaîne (b). 
Pour corriger la statistique, il faut attribuer respectivement aux 
chaînes (a) et (b) les poids 4(3)2N-1 et 4(3)N (2)N-1 (sur la 

figure N = 12). 

On risque alors de se trouver en face du dilemme sui- 
vant : 

1) ou bien la chaîne a peu d'occasion de se recouper 
et les corrections statistiques sont mineures, mais alors 
il est douteux que la limite asymptotique soit atteinte ; 

2) ou bien la chaîne interagit très fortement avec 
elle-même et la limite asymptotique est atteinte mais 
alors les corrections statistiques deviennent si impor- 
tantes que la plupart des chaînes construites ont un 
poids trop faible pour contribuer réellement au résultat 
et la statistique devient mauvaise. 

Ainsi les résultats de calculs numériques doivent 
dans tous les cas être interprétés avec précaution. 

2.3 THÉORIES ANCIENNES. - Etudiés depuis plus de 
vingt ans, en particulier par P. Flory [7], les problèmes 
posés par l'existence du volume exclu ont fait l'objet de 
nombreuses publications. 

Cependant, nous pensons qu'en dépit des apparences 
et de certains accords quantitatifs, aucune des théories 
anciennes (antérieures à 1972) n'est qualitativement 
correcte : 

Les indices ne dépendent que de la dimension d. 
Pour d = 1, on peut montrer que y = v = 1 et, pour 
d > 4, il est admis que, pour y et v, on obtient les 
valeurs caractéristiques de la chaîne brownienne à 
savoir y = 1 et v = 5. Dans l'intervalle, les théories 
anciennes prédisent pour, soit la valeur 

3 
VF = d (Flory) pour 1 < d c 4 ,  + 2 

résultat en très bon accord avec l'expérience, soit la 
valeur y, = 2/d (Stockmaier) trop grande pour être 
acceptable. 

La méthode classique d'approche consiste à définir 
l'état de la chaîne à l'aide d'un certahnombre de para- 

mètres, comme par exemple le gonflement de la chaîne, 
puis à calculer I'énergie libre en fonction de ces para- 
mètres et à les déterminer par minimisation de l'énergie 
libre. 

Ainsi un calcul grossier [4] conduit à écrire l'énergie 
libre en fonction du nombre de maillons, sous la forme 

Le premier terme est le terme fondamental et c'est celui 
qu'il conviendrait de minimiser, les deux autres termes 
sont des termes correctifs liés à l'existence du volume 
exclu. Le deuxième terme provient de l'entropie et le 
troisième de l'énergie. 

La méthode de Flory équivaut a minimiser la somme 
de ces deux derniers termes, ils doivent donc être du 
même ordre de grandeur, ce qui conduit immédiate- 
ment au résultat 

qui fournit une excellente approximation. 
Cependant la méthode est mathématiquement et 

physiquement incorrecte. Par ailleurs, dans le cas où 
la chaîne est tracée sur un réseau, l'énergie libre est de 
nature purement entropique et de l'éq. (2.2), on tire 
l'égalité 

qui est en contradiction avec l'éq. (2.10). 
En fait, l'idée physique de gonflement global de la 

chaîne introduite par P. Flory se traduit de manière 
plus correcte au moyen de l'approximation gaissienne 
(à ne pas confondre avec l'approximation brownienne !) 
développée par S. F. Edwards [8] ,et l'auteur [4]. La 
méthode consiste à approximer la loi de probabilité 
par l'exponentielle d'une forme quadratique arbitraire 
que l'on détermine en minimisant l'énergie libre. Dans 
ce cas, l'énergie libre peut être calculée presque exacte- 
ment pour une chaîne annulaire et le résultat a la forme 
indiquée dans l'éq. (2.10). Toutefois, pour des raisons 
subtiles, la minimisation du terme proportionnel à N, 
ne conduit pas à la valeur 

mais à la valeur trop grande v = 2/d. Par ailleurs, dans 
l'éq. (2. IO), le coefficient b s'annule identiquement et le 
dernier terme se réduit à une constante, si bien que le 
résultat devient maintenant compatible avec 
l'éq. (2.1 1). 

Ainsi les résultats seraient satisfaisants si la théorie 
ne conduisait pas à un gonflement trop important de la 
chaîne. Cependant, nous remarquons que la perte 
d'entropie résultant du gonflement est, dans le cadre de 
cette approximation, calculée de manière exacte. Il faut 
donc admettre que l'énergie moyenne due à la répul- 
sion entre chaînes a été surestimée. Or, cette énergie 
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est liée à la probabilité de contact entre deux éléments 
de la chaîne, c'est-à-dire grosso modo à la probabilité 
de retour à l'origine. Ainsi l'énergie d'interaction peut 
être en gros considérée comme proportionnelle à f (O) 
(voir éq. (2.4)). Dans l'approximation gaussienne 
f(0) # O mais l'expérience montre (et la théorie 
Lagrangienne également) qu'en réalité f (x) s'annule 
pour x = O comme une puissance de x. Ce fait qui n'est 
jamais pris en considération dans les théories anciennes 
montre pourquoi l'approximation gaussienne conduit à 
un gonflement trop grand. Quant à la théorie de Flory, 
elle ne peut conduire à une valeur acceptable que par le 
jeu d'erreurs qui se compensent. 

La méthode du champ self-consistent introduite par 
S. F. Edwards [9] et développée par plusieurs auteurs 
conduit également à la valeur 

mais cette théorie souffre aussi de défauts rédhibi- 
toires [l]. En effet, le potentiel à un corps choisi pour 
simuler l'interaction décroît comme une puissance à 
partir de l'origine. Il en résulte que la chaîne a tendance 
à suivre les lignes de force. Axialement, elle croît 
comme Nv mais latéralement, elle fluctue comme Nil2. 
Ainsi pour de grandes valeurs de N, la chaîne devient 
filiforme et une asymétrie choquante s'instaure entre 
l'origine et l'extrémité. Le calcul montre ainsi qu'il est 
irréaliste de vouloir approximer les interactions entre 
segments de chaîne par un potentiel extérieur. Ici 
encore les interactions sont à la fois sous-estimées et sur- 
estimées. Elles sont sous-estimées car le potentiel est 
calculé en supposant que la chaîne s'étale également 
dans toutes les directions, ce qui pour ce modèle est 
grossièrement inexact. Par ailleurs, elles sont suresti- 
mées car les corrélations fines existant entre les posi- 
tions des maillons (liées au fait que f (O) = O) sont 
ignorées. 

Ces quelques exemples illustrent les insuffisances 
dès théories anciennes et montrent qu'il est nécessaire 
de se former une image plus exacte de la configuration 
des chaînes. C'est ce but qui peut être atteint (d'une 
manière encore malaisée et incomplète), à l'aide de la 
théorie Lagrangienne des champs. 

2.4 REPRÉSENTATION LAGRANGIENNE DES INTERAC- 

TIONS ENTRE CHA~NES. - Considérons JL chahes en 
interaction, possédant respectivement Ni, . . ., NA mail- 
lons. Supposons fixées l'origine r,,-, et l'extrémité r,, 
de la chaîne d'ordre M (M = 1, ..., ,k) et ceci pour 
tout M. Soit alors (3 l'une des configurations possibles 
des JL chaînes soumises à ces restrictions. 

On peut alors définir les fonctions de partition : 

Sur un réseau, ces quantités sont bien définies mais lors 
du passage au continu, elles cessent de l'être et il est 
alors commode d'introduire les rapports 

(l'indice zéro se réfère à l'absence d'interactions). 
Nous pouvons maintenant définir des fonctions de 

Green ordonnées en posant 

~ ( ' ) ( r ~ ,  ..., r,&) = I (d+2)-d C e-mi12(N~+...+N&> X 

N 

(la longueur arbitraire 1 est introduite pour des raisons 
de dimensionalité). 

En particulier, ces fonctions de Green ordonnées 
peuvent être définies dans la limite continue en asso- 
ciant à chaque configuration un poids convenable. 
Pour une chaîne unique, l'expression de ce poids appa- 
raît au deuxième membre de l'éq. (2.9), et la généralisa- 
tion au cas où plusieurs chaînes sont présentes et 
interagissent, est immédiate. 

Il est alors possible de développer ~ ( ~ & ) ( r , ,  ..., rz&) 
en puissances de l'interaction et, en procédant de cette 
manière, on obtient exactement les mêmes diagrammes 
et les mêmes règles de calcul qu'en partant de la théorie 
Lagrangienne et en passant à la limite n = O. (Comme 
les chaînes ne se recoupent pas, il n'y a pas de lignes 
pleines fermées, ce qui équivaut à l'égalité n = 0.) 

Cette identité n'est d'ailleurs pas fortuite et peut se 
généraliser dans le cas discret (chaîne sur un réseau) 
comme l'a récemment montré G. Sarma [IO] de 
manière très élégante. 

L'analogue peut maintenant être exploitée en rem- 
plaçant le potentiel V(r) par gS(r) et en utilisant les 
résultats obtenus en théorie Lagrangienne grâce aux 
processus de renormalisation [Il]. 

2.5 POLYMÈRE ISOLÉ. - L'analogie formelle existant 
entre la théorie statistique d'un polymère isolé et la 
théorie Lagrangienne sans champ extérieur (H = 0) 
a été établie pour la première fois de manière précise, 
par P. G. de Gennes [12] en 1972. 

Cette découverte a permis des prédictions concer- 
nant la valeur des indices critiques. Mais tout d'abord, 
il a fallu identifier les indices y et v qui interviennent 
dans la théorie des polymères avec les indices corres- 
pondants définis pour des matériaux magnétiques. 

Considérons la transformée de Fourier de G(~)(x, y) 

utilisant les éq. (2.13), (2.5) et (2.2), nous pouvons 
écrire 

ZN(k) ~"'(k, k') = 6(k + k') - 
ZN 
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Utilisant la notation E = 1 et E = 2 et peut-être même pour tout E. D'ailleurs 
même si la série asymptotique pouvait être complète- 

,u/,u,, = emDc (2.17) ment resommée, on ne pourrait être assuré a priori 

nous tirons alors des éq. (2.15), (2.16) et (2.14) quYe1le exactement [141 la fonction "(CI- 
La théorie Lagrangienne fournit également d'autres 

G(k) = 1' e-N'm~-m~c)z2 Ny-l7(kNV) . (2.18) résultats [15] très intéressants. On vérifie que pour de 
N grandes valeurs de N, la probabilité PN(r) est donnée 

Le comportement de longues chaînes est obtenu pour par une loi 

de petites valeurs de (mg - mi,) (qui joue le rôle de 1 
(T - Tc) en théorie du magnétisme). La somme peut PN(r) = - f (r/Nv) . 
être remplacée par une intégrale et nous trouvons 

N~~ 

12 - 2~ La fonction f (x) est, à une transformation d'échelle 
G(k) = kll-2V (2.19) près, une fonction universelle qui ne dépend que de la 

dimension d. Ses propriétés ont été étudiées pour de 
( 4  - mk)V petites et de grandes valeurs de x (voir Fig. 5). 

où h(x) s'exprime en fonction de f (x). Cette formule 
permet alors immédiatement de se rendre compte que 
la définition des indices y et v donnée pour les polymères 
coïncident avec les définitions usuelles rencontrées en 
théorie du magnétisme. 

Suivant les idées de K. Wilson sur la renormalisation, 
Brézin, Le Guillou, Zinn-Justin et Nickel [13] ont cal- 
culé les valeurs de y et v jusqu'au troisième ordre par 
rapport à E = 4 - d. Il suffit de poser n = O dans 
leurs résultats pour trouver : 

où T = 0,601 03. 
Ces valeurs doivent être considérées comme asymp- 

totiquement exactes et nous pouvons remarquer que 
les valeurs de v obtenues anciennement (à savoir v, 
et vs) diffèrent de la vraie valeur dès le premier ordre 

,0-2 . f ( r )  J" f(r) d3r = 1 

1 J" rzf (r) d3r = 3 
\ 
\G d = 3  

FIG. 5. - La figure représente f (r) de manière approximative et 
sous une forme normalisée pour la dimension d = 3. L'approxi- 
mation consiste à poser f (r) = Cr(v-l)IY exp(- Brll(1-v)) ; les 
coefficients C e t  B sont k é s  par les conditions de normalisation 
et les valeurs y et v choisies sont fournies par la théorie et 
l'expérience. La courbe en pointillés correspond au cas gaus- 

sien (ou brownien) 

' (1+;+. . . )  V F = m = S  Pour de petites valeurs de x, f (x) se comporte 
(2.21) comme une puissance : 

vS = $  =: (1 +; + ...) f (x) = D X ( ~ - ' ) / ~  (2.22) 

et cet intéressant phénomène a été observé expérimen- 
Les valeurs obtenues au deuxième ordre en utilisant talement [16] (expériences machines) assez récemment, 
les formules asymptotiques ci-dessus sont très accep- av,,t $être expliqué. 
tables et, en particulier, les valeurs de v sont très L>explication de cet effet est lié au fait que les champs 
voisines de celles de Flory. en interaction, peuvent avoir des dimensions anor- 

Pour d = 2 on trouve : males et que la dimension anormale du champ q2, 

y = 1,453 , v = 0,742. n'est pas nécessairement le double de celle du champ cp. 
En fait la théorie donne pour ces dimensions anormales 

Pour d = 3 on trouve : les valeurs suivantes 

Malheureusement, comme en théorie du magnétisme, 
le troisième ordre ne permet pas d'améliorer les résul- 
tats, bien au contraire. La série diverge sans doute pour 
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et la différence 

est juste l'exposant qui figure dans I'éq. (2.22). 
La valeur de a (éq. (2.22)) peut ainsi être déter- 

minée théoriquement. Nous avons vu que 

En principe, on devrait écrire UN = ZN(0). Cependant 
ceci ne donnerait rien ici puisque f (0) E O, il faut donc 
poser 

En comparant ce résultat avec (2.2), nous trouvons 
a = 2 - vd (cette égalité est classique et justifie la 
définition que nous avons donnée de a à travers 
i'éq. (2.2)). 

Par ailleurs, il y a une dizaine d'années, Fisher [17], 
en raisonnant directement sur un réseau, a pu montrer 
que pour de grandes valeurs de x, f (x) doit avoir le 
comportement suivant 

f (x) cc exp { - Bxl'(' -') ) . (2.27) 

Ce résultat a été retrouvé à partir de la théorie Lagran- 
gienne 1151 et celle-ci a permis de préciser la forme 
asymptotique de f (x) 

f(x) = cxU exp { - BX''(' -") ) 

2.6 POLYMBRES EN SOLUTION. - Les polymères en 
solution peuvent s'étudier de manière très analogue. 
11 suffit pour cela de remarquer [l] que de même que la 
théorie Lagrangienne en champ nul (H  = 0) à zéro 
composante décrit un polymère isolé, la théorie Lagran- 
gienne à zéro composante avec champ extérieur 
(H  # O) peut être utilisée pour représenter un grand 
ensemble de polymères. 

Cet ensemble est caractérisé par le fait que ni le 
nombre de polymères ni le nombre de maillons dans 
chaque polymère ne sont exactement fixés ; ils ne sont 
déterminés qu'en moyenne grâce à deux potentiels 
chimiques à savoir H et mi. 

A un ensemble de polymères en solution, on peut 
associer la grande fonction de partition 

Z(H, mi) = 

Z(H, mg) peut être développé en puissance de H et 
s'exprime à l'aide des transformées de Fourier des 
fonctions de Green ordonnées G(2A)(kl, ..., k 2 ~ ) .  
Moyennant des normalisations convenables Z(H, mi) 
peut s'écrire sous la forme 

00 ' H" SzA)(0, ..., 0) . Z(H, mi) = 1 + C - 
A ~ t = i 2 ~ & !  

Nous pouvons maintenant définir : 

@(H, mi) se développe de manière simple en puissances 
de H 

l'indice c indiquant que les coefficients du développe- 
ment sont des fonctions de Green ordonnées et 
connexes. 

La pression osmotique s'exprime immédiatement 
en fonction de @(H, mg) 

de même que les concentrations Cp et Cm en polymères 
et monomères (les mailles des chaînes). 

H aa, 2 
Cp = - - (H, m,) 

2 aH 

Le nombre moyen de maillons par polymère est évi- 
demment donné par le rapport N = Cm/C,. 

Il suffit maintenant d'utiliser le formalisme de la 
théorie des champs pour trouver une expression de la 
pression osmotique en fonction de Cp et N. Les fonc- 
tions de Green connexes sont encore des objets 
complexes, aussi est-il commode d'introduire les 
fonctions de vertex qui ont une structure plus simple. 
Une transformation de Legendre permet alors d'expri- 
mer P, C,, et Cm à partir d'une fonction T(M, mi) 
dont le développement en M fait directement intervenir 
les fonctions de vertex (M peut être considéré comme le 
moment magnétique associé à H et T(M,  mi) comme 
la fonction génératrice des fonctions de vertex). Afin 
de trouver le comportement asymptotique de la 
pression osmotique, nous devons renormaliser les 
fonctions de vertex. En fin de compte, on montre que 
la pression osmotique obéit à une loi d'échelle : 

P -- - F(Cp IVvd) 
KTC, 

résultat qui n'avait pas été antérieurement prévu [l-51. 
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La fonction F(F) peut se développer en fonction de 1 formule qui traduit à la fois le caractère brownien 

et les coefficients FI et F2 ont été approximativement 
calculés [l] (F,/F: = 0,362 pour d = 3). 

Pour de grandes valeurs de A, on s'attend à un 
comportement du type 

ce qui donne 

Dans tous les cas, la concentration Cm en mono- 
mères est supposée petite. Le paramètre 

représente la portion d'espace qui serait occupée par 
les polymères s'ils ne se recouvraient pas. Les petites 
valeurs de 1 (A 4 1) correspondent à des solutions 
suffisamment diluées pour que les chaînes restent 
presque isolées. Au contraire, pour de fortes valeurs 
de 1, les polymères se recouvrent largement. Dans ce 
cas, comme nous l'avons indiqué, la pression osmo- 
tique ne doit dépendre que de la concentration en 
monomères et le comportement des chaînes doit être 
brownien. 

Pour des chaînes très longues à des températures 
peu supérieures à la température O de Flory, on peut 
définir sur la chaîne trois échelles. Considérons une 
portion de chaîne, formée de n maillons. Pour n -4 no, 
la chaîne possède un comportement brownien, l'effet 
du volume exclu est peu sensible et l'effet des autres 
chaînes est négligeable. La distance entre extrémités du 
segment varie comme n1I2. Pour no 4 n 4 n,, l'effet 
de volume exclu domine et le recouvrement entre 
chaînes est encore trop faible pour modifier le compor- 
tement d'un segment de chaîne. La distance entre 
extrémités du segment varie comme n". Pour n 9 n,, 
la chaîne redevient brownienne, on doit alors consi- 
dérer que la chaîne est formée de quasi-maillons indé- 
pendants de longueur (n,)' et la distance entre extré- 
mités du segment redevient proportionnelle à n. Ainsi 
la valeur moyenne du carré de la distance entre extré- 
mités de la chaîne, peut s'écrire 

Il reste à évaluer n,. Il paraît logique d'admettre 
l'égalité 

(et non pas, par exemple, Cp(nl)vd = 1) mais cette 
conjecture n'a pas encore été rigoureusement démon- 
trée. On obtient ainsi : 

des chaînes et le gonflement résultant des effets de 
volume exclu. 

L'interprétation de la théorie a fait récemment 
l'objet d'une large discussion [IO] et il semble qu'elle 
permette une bonne compréhension des résultats 
expérimentaux. Cependant, il reste à étudier théori- 
quement les corrélations existant entre extrémités d'un 
même polymère ou de deux polymères différents. 

3. Electrons en mouvement dans un potentiel aléatoire. 
- 3 . 1  GÉNÉRALITÉS. - Dans un article célèbre paru 
y a plus de quinze ans, P. W. Anderson [18] a 

montré que dans un potentiel aléatoire, les électrons 
pouvaient être localement piégés et que les niveaux 
correspondants ne devaient pas être conducteurs. 
Le Hamiltonien de ce modèle s'écrit : 

où les p représentent des sites sur un réseau. T(p - q) 
est une fonction bien définie et les E, sont des variables 
aléatoires indépendantes obéissant à une loi de 
probabilité P(E).  

Depuis l'idée a été reprise en particulier par Mott [19] 
qui a insisté sur le fait que de part et d'autre de la 
bande d'énergie associée à 1'Hamiltonien doivent 
exister des bords de mobilité (voir Fig. 6). Par suite, 
la question a suscité de nombreux travaux (dont 
Thouless [20] a donné récemment une revue critique) 
et même un essai de solution exacte [21]. Cependant, en 
dépit de ces efforts, les comportements de la densité de 
niveaux, de la polarisabilité des niveaux localisés et de 
la conductivité des états étendus, au voisinage du 
bord de mobilité, restent obscurs. 

(6 
FIG. 6. - Bords de mobilité : a) Modèle de bande d'Anderson. 
b) Electron libre dans un potentiel aléatoire. Les états non 

conducteurs correspondent aux zones hachurées. 
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On a affaire à une véritable transition de phase et 
plusieurs modèles sont possibles. Il nous semble que 
l'approche la plus simple consiste à étudier le mouve- 
ment d'un électron dans un potentiel aléatoire Gaus- 
sien ainsi que l'a suggéré Edwards [22]. Nous allons 
maintenant expliquer pourquoi, mais auparavant 
notons que cette hypothèse a l'avantage d'être assez 
réaliste puisque tout potentiel de la forme : 

U(r) = C W(r - rj) 
j 

(3.2) 

(où les rj représentent les positions de centres d'impu- 
retés) peut être approximé par un potentiel Gaussien 
dans la limite où les centres sont nombreux et le poten- 
tiel W(x) faible. . . 

3.2 MOUVEMENT D'UN ÉLECTRON DANS UN POTENTIEL 

ALÉATOIRE GAUSSIEN ET THÉORIE LAGRANGIENNE. - 
Soit l'Hamiltonien à un corps 

où U(x) est un potentiel aléatoire dans un espace à 
d dimensions (avec < U(x) > = O). A une réalisation 
de ce potentiel nous pouvons associer la fonction de 
Green 

T 
(a) 

Par ailleurs, nous voyons immédiatement que les 
diagrammes représentant les fonctions de Green 
ordonnées coïncident exactement avec les diagrammes 
relatifs à la théorie Lagrangienne (voir Fig. 7) à zéro 
composante. Les contributions associées coïncide- 
raient si l'on posait : 

ce qui est impossible car go doit être positif. 

Les propriétés globales du système seront déterminées 
par les fonctions de Green ordonnées qui seront ici 
définies comme valeurs moyennes de produits de 
fonctions (x, y) 

On peut développer chaque fonction Ç (x, y) par rap- 
port à U ( X ,  = - A) 

1 1 - = --- 1 + --- 1 u -- + ... 
X - E  X o - E  J e o - E  X o - E  (3.6) 

On effectue les produits des divers termes entre eux 
et il ne reste plus qu'à calculer les valeurs moyennes de 
produits de la forme < U(x,), ..., U(x,) >. 

Le développement prend une forme particulièrement 
simple lorsque l'ensemble des variables constituant 
U(x) est Gaussien, car alors le produit s'exprime à 
l'aide. du théorème de Wick en fonction de la valeur 
moyenne 

FIG. 7. -a) Représentation diagrammatique d'un terme de 
Ç(x, y). b) Représentation diagrammatique des termes corres- 

pondant de G(x, y) pour un potentiel Gaussien. 

L'interaction correspondant à notre modèle n'est 
donc pas répulsive mais attractive ainsi que l'ont 
remarqué Abram et Edwards [22]. Il est alors clair 
que la loi de probabilité 5 { p } associée n'a plus 
aucun sens. Ce fait n'est pas surprenant. Nous savons 
que dans le plan complexe des E, la fonction G(x, y) 
doit avoir une coupure tout le long de l'axe réel. Il 
faut donc définir deux fonctions G(')(x, y), l'une pour 
Im E > O l'autre pour Im E < O. Nous sommes ainsi 
conduits à transformer le modèle Lagrangien en 
redéfinissant la fonction p(x) afin de donner un sens à 
la loi de probabilité. Supposons Im E > O. Nous 
poserons 

q(x) = einI4 $(x) . (3 .IO) 

Les fonctions de Green s'exprimeront alors en fonction 
des $, par exgmple 

et { q ) est remplacé par % { SI } cc 5 { cp ) 

où go est un coefficient arbitraire positif qui mesure la ? { y5 ) cc exp(- A, { $1 - go Â , { y5 }) 
force du potentiel et V(x - y) est une fonction sup- 
posée à courte portée et essentiellement positive. JO ( $ } = $7 1 ddx((v$j(~))2 - E$~(x)) 

Nous remarquons alors que la transformée de Fou- 
rier de Go(x, Y> s'écrit : 

- 

ÂI ( $ ) = ddx ddyv(x - Y) <P;(x) y>:(y) ((3.12) 
1 

Go(k) = --- 
k2 - E '  

(3.8) 
(avec la condition x = 0). 
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Ce changement de variable rend l'interaction répul- prolongement analytique par rapport à la constante de 
sive mais autrement rien n'est changé et les développe- couplage. 
ments restent invariants dans la transformation. Cette remarque peut permettre d'approcher le pro- 

Maintenant, il faut examiner les rapports qui existent blème du mouvement des électrons dans des potentiels 
entre cette nouvelle théorie Lagrangienne et la théorie désordonnés de manière tout à fait nouvelle. Trop 
initiale définie par récente, cette méthode n'a pas encore été exploitée 

mais dans un proche avenir, on peut s'attendre à des 
5 { (P 1 = exp(- A0 i (P 1 -  AI { (P 1)  (3.13) développements intéressants dans cette direction en 

particulier en ce qui concerne les comportements au 
avec g > O. Tout d'abord posons E = - mg puis voisinage des bords de mobilité. 
effectuons sur le prolongement analytique défini par 
la transformation 4. Conclusion. - En résumé, la théorie Lagran- 

= e-ia go , q~ = eia/4 $ , 5 { ~ ~ 1 ~ 5 , { $ 1 .  gienne à zéro composante se révèle un outil intéressant 
pour l'étude des polymères en solutions, diluées ou 

(3.14) non, et pour l'étude des électrons soumis à des poten- 
tiels désordonnés. 

L'interaction reste répulsive au cours de la transfor- La théorie des polymères est assez développée et 
mation et Par On s'attend à ce que d'assez nombreux résultats ont été obtenus il 
5, { $ ) garde un sens pour tout a. En particulier, nous reste encore beaucour, à faire. 
aurons La théorie des électrons dans des potentiels désor- 

sz{cpl = $ { $ ) .  (3.15) donnés est encore peu avancée mais des progrès 
importants semblent possibles à court terme. 

Ainsi, la théorie des électrons dans un potentiel Quant aux questions de dynamique critique, elles 
aléatoire Gaussien peut être obtenue à partir de la n'ont pas encore été abordées de manière satisfaisante 
théorie Lagrangienne usuelle à zéro composante, par dans lé cadre des théories précitées. 
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