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Symétrie des fluctuations dans le renversement du temps

Y. Pomeau
C.E.N./Saclay, Service de Physique Théorique, 91191 Gif-sur-Yvette Cedex, France

(Reçu le 9 décembre 1981, accepte le 18 février 1982)

Résumé. 2014 La fonction de corrélation temporelle 03C8(03C4) = x(t) x(t + 03C4) d’une quantité réelle fluctuante x(t) est une
fonction paire de 03C4. Si x(.) est enregistré sur une bande magnétique, son examen ne permet pas de distinguer le
sens de lecture de la bande. Au contraire, d’autres fonctions de corrélation, telles x(t) (x(t + 03C4) - x(t +2 03C4)) x(t +3 03C4)
sont sensibles à ce sens de passage. Nous introduisons donc l’idée de fonction de corrélation testant la symétrie de
x(. ) par renversement du temps. Nous montrons sur des exemples de la théorie du bruit l’intérêt de cette notion.
Les fluctuations d’un système à N corps à l’équilibre thermodynamique sont réversibles, elles ne le sont plus si le
système est hors d’équilibre dans un état stationnaire.

Abstract. 2014 The time correlation function 03C8(03C4) = x(t) x(t + 03C4) of a real fluctuating quantity x(t) is an even func-
tion of 03C4. If x(.) is recorded on a magnetic tape, its examination does not allow to distinguish between the two
senses of reading the tape. On the contrary, other correlation functions, as x(t) (x(t + 03C4) - x(t + 2 03C4) x(t + 3 03C4)
are sensitive to this sense. Thus we introduce the idea of a correlation function testing the time-symmetry of x(.).
We show on various examples in noise theory the interest of this notion. Fluctuations of a many-body system at
equilibrium are symmetry, although they are not time symmetric if the many-body system is out of equilibrium
in a steady state.
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Soit x(t) une variable r6elle dependant du temps,
de valeur moyenne x. "’(1:) = (x(t) -x) (x{t +1:) - X)
est la fonction de correlation des fluctuations de x,
la barre sup6rieure repr6sentant la moyenne glissante
sur le temps. Si les fluctuations de x sont stationnaires
en moyenne (ce que 1’on supposera), 4((,r) possede la
sym6trie : "’( 1:) = 4/(- 1:). Autrement dit, si x(.)
est enregistr6 sur une bande magn6tique, 1’examen die
0 ne permet pas de distinguer le sens de passage de
la bande.
En se limitant a l’examen de 4/, on perd donc une

partie de l’information contenue dans le signal x(.),
qui peut etre sym6trique ou non en moyenne dans le
renversement du temps. Pour ne pas employer de
faqon r6p6t6e la p6riphase « symetrique en moyenne
par renversement du temps », on parlera de signal
(ou de bruit) t-sym6trique ou t-dissymetrique. Ceci
evite aussi 1’emploi des mots « r6versibles » et « irr6-
versibles » qui pretent a confusion.
Pour illustrer ce point, considerons la moyenne

x(t) x(t + 2 T) x(t + 3 z), qui est une fonction dye r
seul. Le centre de gravite des 3 temps en argument
est en t + 3 i et les trois temps de mesure t, t + 2 1:,
t + 3 1 ne sont manifestement pas disposes sym6tri-
quement par rapport a ce barycentre. Le renverse-
ment du temps (obtenu, par exemple, en renversant
le sens du passage de la bande magn6tique à

laquelle il a ete fait allusion plus haut) donnera
x(t) x(t+i) x(t + 3 T) au lieu de x(t) x(t + 2 T) x(t + 3 T)
et, sauf circonstance speciale, ces deux fonctions de i
ne sont pas 6gales. Il parait donc utile d’introduire
la fonction impaire de i definite par

Les considerations precedentes montrent que t/1’
s’annule identiquement si x(.) est t-sym6trique, c’est-
a-dire si aucune fonction de correlation ne permet
de distinguer le sens de passage de la bande magn6ti-
que sur laquelle x(.) est enregistr6. Ceci introduit
l’id6e de « fonction test de t-sym6trie », c’est-a-dire
de fonction s’annulant exactement pour un signal
t-symetrique et a priori de valeur non nulle autrement.
Une variete infinie de telles fonctions peut etre

imaginee. Si, par exemple, x est sym6trique a priori
autour de 0, alors toute fonction cubique de x, telle §’,
s’annule. On peut utiliser, par exemple, dans ce cas

comme fonction test de t-sym6trie, qui est encore une
fonction impaire de i, qui s’annule pour un signal t-
sym6trique, mais pas par le changement (x) -+ ( - x).
Si le signal x(.) est suffisamment derivable, le d6but
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du developpement de Taylor de §’ et 0" en 1 = 0
est donne par :

où X = dx/dt et ou les grandeurs apparaissant sous
la moyenne sont mesur6es au meme instant. Dans
ce qui suit, on examinera differents problemes canoni-
ques de la theorie physique des fluctuations ou cette
question de sym6trie peut se poser.

1. Equation de Langevin. - Supposons que x(t)
est la solution de l’equation de Langevin (adimen-
sionnelle)

ou f (. ) est un bruit blanc gaussien de temperature T
tel quiz f(t) &#x3E; = 0 et

(ici les moyennes sont des moyennes d’ensemble).
Alors x(.) est t-sym6trique au sens de cette note.
Ceci provient du caractere gaussien des fluctuations.
Consid6rons, par exemple, ¡fJ"( 1:), x(. ) 6tant gaussien.
On a

et

deux consequences imm6diates du calcul des monomes
de variables gaussiennes. Ceci donne t/J" = 0. Cette
sym6trie est assez naturelle. En effet 1’6quation de
Langevin decrit les fluctuations de vitesse d’une grosse
particule en 6quilibre avec un thermostat de petites
particules. Ces fluctuations doivent etre r6versibles,
ayant leur origine dans la dynamique hamiltonienne
du systeme qui est fondamentalement reversible.
On verra plus loin, malgre tout, que la dynamique
hamiltonienne ne suffit pas a elle seule a assurer la

t-sym6trie des fluctuations d’un systeme a N corps,
il faut de plus que celui-ci soit a 1’equilibre thermody-
namique. La preuve pr6c6dente de la t-sym6trie de
x(.) repose donc essentiellement sur le fait que x(.)
est gaussienne, et s’6tend donc a toute variable al6a-
toire gaussienne, et a toute fonction test construite
a partir de fonctions entieres de cette variable. Si
1’on consid6rait des fonctions test, par exemple de la
forme 

.

on pourrait encore montrer que leur moyenne dis-
parait en utilisant les fonctions de correlation donn6es
par Chandrasekhar [7].

Si on remplacait f (. ) par une bascule de Poisson
z) = + 1, si f (. ) vaut + 1 (resp. - 1) à un moment
donn6, il passe avec une probabilit6 constante par
unite de temps a la valeur ( - 1) (resp. + 1)], alors il
est facile de constater que si f (. ) est toujours t-sym6-
trique, la solution x(. ) de 1’equation (1) ne 1’est plus.
Ceci montre que la t-sym6trie au sens de cette note
(au moins dans le cas present) r6sulte d’un compromis
entre la nature du bruit f (. ) et rirr6versibilit6 mani-
feste de 1’equation de mouvement macroscopique.
La preuve de la t-sym6trie des solutions de 1’equa-

tion de Langevin lin6aire est immediate, contraire-
ment a celle des solutions de 1’equation de Langevin
non-/inéaire (que je dois à Jacques des Cloizeaux).

Soit donc 1’equation de Langevin non lin6aire

ou f est toujours le meme processus gaussien, y(. )
un bruit reel, et - 0’ un champ de vitesse derivant
d’un potentiel 0 tel que 0’(y) = do/dy, 0 croissant
suffisamment rapidement A y = ± oo et ayant un
minimum fini a distance finie.
La densite de probabilites de y, soit P(y, t) ob6it

a 1’equation

ou T est encore la temperature de bruit. La solution
d’equilibre (o thermodynamique ») de (3) est

La solution de 1’equation (3) pour la condition initiale
P(y, t) It= 0 = 6(y - yo), peut s’6crire

les qJn 6tant les fonctions propres d6finies par

avec E,, &#x3E; 0 et la normalisation
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Considerons maintenant la fonction d’autocorr6la-
tion

De (4) on deduit que Po(yo) P(y, t I Yo) est sym6-
trique dans la permutation y H yo, donc que
t/JFG(-r) = t/JGF(1:) = t/JFG( - i). Une simple extension
de la preuve pr6c6dente montre la t-sym6trie en
general du bruit engendr6 par 1’equation de Langevin
non lin6aire. Ceci devrait permettre de tester l’id6e
avanc6e parfois que le bruit apparaissant pres du
seuil de Rayleigh-B6nard a son origine dans les fluc-
tuations thermiques [1]. La preuve pr6c6dente s’6tend
formellement sans difficulte au cas ou 1’equation de
Langevin non lin6aire consiste a aj outer un bruit blanc
gaussien a un flot de gradient dans un espace a plu-
sieurs dimensions, ou meme a une infinite de dimen-
sions (donc au cas ou y(. ) est un vecteur a plusieurs
composantes r6elles, ou une fonction d’une ou plu-
sieurs autres variables).
Par contre, si l’on considere un systeme d’equations

general sous la forme

ou x est un vecteur a d composants, + un champ de
vitesse dans [Rd et f(t) un bruit blanc gaussien (avec
6ventuellement des correlations entre les d-compo-
sants), il n’est pas vrai en general que x(.) soit t-

sym6trique, si 40(x) ne peut pas se mettre sous la forme

- a V(x) , V 6tant un potentiel scalaire. Ceci
ax 

p

donne a penser que 1’addition d’un bruit blanc gaus-
sien aux equations de 1’hydrodynamique non linéaires
de Navier-Stokes ne decrit pas correctement les
fluctuations thermiques d’equilibre, puisque celles-ci
doivent satisfaire a la t-reversibilite et que les 6qua-
tions de Navier-Stokes n’ont pas de formulation
variationnelle.

2. Th6orie cin6tique de Boltzmann. - Avec la
theorie de Langevin, l’équation cin6tique de Boltzmann
constitue un des modeles microscopiques du pro-
bleme a N corps. Nous allons examiner maintenant
la t-sym6trie des fluctuations decrites par une equation
de Boltzmann « modele ». Ce modele, du a Maxwell,
est 1’equation de Boltzmann d’un gaz plan de parti-
cules identiques [2] dont les vitesses ont toutes le
meme module et sont orientees suivant l’un des qua-
tre points cardinaux. La fonction de distribution
des vitesses est un vecteur a quatre composantes

reelles positives Ni(t) ou i = 1, 2, 3, 4. Dans les indices
i on d6finit 1’addition modulo 4, et les vitesses (i, i + 2)
sont, par definition, oppos6es. Si les Ni sont normalises

. par la condition alors l’ équation de

Boltzmann pour le gaz homogene s’ccrit

ou v est la frequence de collision, qu’on prendra 6gale
a 1 par la suite.
La distribution d’6quilibre sans vitesse moyenne

est N ° = 4. Elle annule, naturellement, le membre

de droite de (5). Un 6tat de non-6quilibre stationnaire
peut etre maintenu par un cisaillement du champ
de vitesse dans un 6coulement de Couette [3]. Dans
cet 6coulement, deux droites paralleles (ou « parois »)
limitent le fluide et sur celles-ci les conditions de r6flec-
tions des particules tendent a imprimer a celle-ci
une certaine vitesse parallele a la paroi. Lorsque ces
vitesses different d’une paroi a 1’autre, 6tant par
exemple de meme module et de signe contraire, on a
une realisation microscopique d’un 6coulement de
Couette. Naturellement cet ecoulement n’est pas
homogene, puisque la vitesse du fluide depend de sa
distance aux parois. Mais lorsque la distance entre
parois est tres sup6rieure au libre parcours moyen,
on a 1’6quilibre local dans cet 6coulement, c’est-a-dire
que la fonction de distribution est une fonction de
distribution d76quilibre (telle que N1 N3 = N2 N4)
additionn6e d’une petite perturbation. Au centre de
1’ecoulement de Couette la fonction de distribution
locale est de la forme N° = 4 + so ou E(-)‘  1)
constitue 1’6cart a 1’equilibre local de la fonction de
distribution 6tant proportionnel au gradient spa-
tial de la vitesse hydrodynamique et pouvant etre
calcul6 par la m6thode de Chapman-Enskog [3].
Naturellement, cette fonction de distribution n’est

pas une solution stationnaire de 1’equation de Boltz-
mann (5), elle est une solution de cette equation lors-
qu’elle est 6tendue au cas de distribution dependant
de la position. Mais, dans la limite hydrodynamique
(c’est-a-dire lorsque 1’ecart entre parois est tres sup6-
rieur au libre parcours moyen), on peut pratiquement
negliger cette d6pendance spatiale de la solution

d’6quilibre local et, en chaque point, calculer une
fonction d’autocorr6lation locale, comme si NlO)
constituait une solution stationnaire de 1’equation (5).
Les fonctions d’autocorrelation des fluctuations de
vitesse du gaz de Maxwell a 4 vitesses sont des quan-
tit6s de la forme

NlO) définissant 1’etat stationnaire autour duquel se
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font les fluctuations, et M est la solution de 1’6quation
(5) (avec v = 1) lin6aris6e autour de NlO)

avec la condition initiale MU,O i) = bij..
La fonction de correlation «test de t-symetrie »

construite a partir de la fonction de correlation defi-
nie dans 1’equation (6) s’ecrit en general

en effet l’inversion du temps se traduit par un change-
ment de signe de la vitesse ce qui equivaut, dans le
cas present, a la transformation d’indices (i) --+- (i +2).
Pour des fonctions NlO) telles que Ni(O) = Ni()2’

et des fonctions F(i) et G(i) telles que F(i + 2) = F(i)
et G(i + 2) = G(i), on a apres quelques calculs
616mentaires

ou N ° = 4 - s, N2 = ( + B, s etant, rappelons-le,
proportionnel a Fecart a Fequilibre.
Donc

ce qui montre que la fonction test de t-sym6trie est
bien proportionnelle a s et s’annule donc exactement
a 1’equilibre (le fait que cette fonction ne s’annule pas
comme T 3en T = 0 provient de ce que la vitesse des
particules a valeurs discretes, n’est 6videmment pas
une fonction deriv a hle du temps).
Ce r6sultat montre que la t-sym6trie des fluctua-

tions d’un systemic à N corps necessite en general,
que celui-ci soit a 1’equilibre thermodynamique.
Cette remarque pourrait avoir un int6r8t pour d6finir
« objectivement » 1’etat d’equilibre ou de non équili-
bre. Ainsi les fluctuations d’un pendule de torsion
dans un gaz doivent etre t-dissym6triques au sens
present si ce gaz est hors d’6quilibre, et t-symetrique
si ce gaz est a 1’equilibre en regime raréfié de Knud-
sen (pour eviter que ce pendule ait des fluctuations
a priori gaussiennes - donc t-sym6triques - sim-
plement par 1’effet statistique du grand nombre de
collisions avec les particules de gaz).

3. Processus de Markov. - La theorie de Boltz-

mann, c’est evident, pr6sente des analogies profondes
avec le processus de Markov. Toutefois, il ne parait
pas inutile d’examiner les circonstances dans lesquelles
un processus de Markov [6] donne un signal t-sym6-

trique. En effet, l’idée de processus de Markov inter-
vient dans la mod6lisation d’une classe assez large
de processus physiques sans lien direct avec la theorie
cin6tique de Boltzmann.

Soit donc (1, 2, ..., n) les 6tats d’un systeme et Pig
(i, j = 1,..., n) les probabilit6s de transition de 1’etat i

n

a 1’etat j, telles donc que 0  Pij  1 et ¿ Pig = 1,
j=l

1’echelle des temps 6tant discrete (pour le moment),
la distribution de probability a un instant donn6 t
(t E Z) est un vecteur Q,(i) i = 1,..., n a composantes
r6elles positives qui obeit a 1’equation « d’evolution »

soit 
’

en notations matricielles evidentes .

Puisque le th6or6me de

Perron-Frobenius montre que la matrice P + a un
comme plus grande valeur propre. Elle correspond
naturellement a 1’etat d’equilibre, soit au vecteur Q °
tel que

Les fonctions d’autocorrelation de ce processus
de Markov discret se mettent sous la forme

ou F et G sont deux fonctions de 1’etat du syst6me-
pratiquement deux vecteurs a n-composantes r6elles
et n(j, m 1 i) la probabilite de transition de 1’6tat i
a l’instant 0 vers 1’6tatj au temps m. On tire de 1’6qua-
tion (8) 1’expression formelle de cette matrice :

soit que n j, m 1 i) est 1’element ( ji) de la puissance m
(au sens habituel) de la matrice P +, transpos6e de
la matrice des probabilites de transition.
La fonction test de t-sym6trie construite a partir

de la fonction de correlation d6finie en (9) s’ecrit

Le test conclura toujours a la t-sym6trie si
Q O(i) [(P +)m]ji est symétrique dans 1’6change i H j.

Cette sym6trie est r6alis6e en particulier s’il y a
reversibilite « microscopique », soit si Pi. = Pji-
En effet, alors

° i - 1 et P + m est une matrice sym6trique .Q C ) 
n 

) Y
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Mais ce n’est pas la seule circonstance ou un pro-
cessus de Markov est t-symetrique. Avant d’examiner
la situation g6n6rale, montrons qu’un processus
de Markov a deux 6tats (n = 2) est toujours t-sym6-
trique. La preuve de ce fait est formellement tres

proche de celle utilis6e dans le cas de 1’equation de
Langevin non lineaire, et laisse supposer qu’il existe
un lien math6matique plus general entre les deux

problemes.
Pour n = 2, la matrice des probabilit6s de transi-

tion peut se mettre sous la forme

L’identite

avec

ramene la matrice P + a une forme symctrique.
D’ou

Pm 6tant la puissance m de la matrice sym6trique P.
On en deduit

c’est bien une matrice symetrique, ce qui prouve la
t-sym6trie du processus de Markov a 2 etats.
Pour 6tudier le processus de Markov a plus de

deux 6tats, considerons d’abord le cas m = 1. L’ex-

pression des fonctions tests de t-sym6trie montre que
le processus est t-sym6trique si la matrice P d6finie
par

est sym6trique, soit si

La meme condition assure la t-sym6trie pour tout m.
En effet, introduisons la matrice diagonale Q telle

que [Q]ij = Q(O)(i) bij. Comme Q(O)(i) &#x3E; 0, les matrices
diagonales [Q]:i: 1/2 d’616ment diagonal (Q(O)(i))::112
sont r6elles (nous nous limiterons au cas ou tous les
Q(O)(i) sont strictement positifs. Si l’un d’eux venait
a s’annuler, on pourrait 61iminer r6tat correspondant
du systeme, puisqu’il n’aurait d’importance que
dans des 6tats transitoires, alors qu’on s’int6resse
ici aux fluctuations au voisinage d’6tats permanents).
Introduisons maintenant la matrice P telle que

donc

et

Pour m = 1, le processus de Markov est t-sym6-
trique si QP + est une matrice symetrique. La matrice
[Q]1/2 6tant diagonale, P est alors aussi sym6trique,
comme 1’est [Q]1/2 (P)m [0]’I’ et donc Q(P+)m ce qui
prouve la t-sym6trie du processus pour tout m.
La matrice P est sym6trique si

Cette derniere condition est toujours satisfaite pour
n = 2. Pour n = 3 la matrice de transition (par exemple)

donne une distribution d’6quilibre.

et 1’on a Pl 2 = P21 = I alors que Qo(l) 0 Qo(2),2 I
la condition de t-sym6trie n’est donc pas satisfaite

pour ce cas.

La condition (10) entraine n6cessairement un

ensemble de conditions a satisfaire par les Pij. En
effet consid6rons les 3 conditions

En faisant le produit membre a membre de ces 3 ega-
lit6s, on en deduit si Q°(i) Qo(j) Qo(k) 0 0 :

Plus g6n6ralement, si toutes les composantes du
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vecteur Q 0 sont non nulles, les elements de la matrice P
doivent satisfaire les conditions

Examinons maintenant brievement le cas d’un

processus de Markov continu, c’est-a-dire ou Qli)
depend continument d’un temps t et obeit a 1’equa-
tion d’evolution

ou les ()ji sont des probabilites de transition par
unite de temps (donc des quantites positives). La
conservation de la probabilite est assuree si

La condition de t-sym6trie du processus de Markov
continu defini par (1la) se deduit tres simplement de
la discussion precedente. Ecrivons formellement (11 a)
comme

L 6tant une matrice dont la definition suit de la

comparaison de (Ila) et ( 11 b). On resoud formelle-
ment 1’equation (llb) sous la forme

En se limitant aux petits 6 et en examinant la

t-sym6trie a l’ aide de fonctions de correlations prises
sur un intervalle de temps 6, la condition (10) de
probabilite de transition P’ du schema discret
devient une condition sur le g6n6rateur infinit6si-
mal L, qui s’6crit :

Qo 6tant la distribution de probabilit6 d’6quilibre,
solution (non triviale) de

Si Oij = Oji, on a encore t-sym6trie, de meme si p = 2.

4. Systimes dynamiques intrins6quement stochas-

tiques. - On entend traditionnellement par stochas-
ticité intrinseque, celle que pr6sente (6ventuellement)
des systemes d6terministes a petit nombre de degr6s
de libert6. Ces systemes d6terministes peuvent etre
soit des equations differentielles non lin6aires, soit
des iterations de transformations 6galement non
lin6aires. Nous allons nous limiter a ce dernier cas.

Le modele canonique d’un tel systeme dynamique
discret est la transformation de H6non [4]

C’est un systeme dissipatif (= irreversible) pour
I b I  1 et hamiltonien ( = reversible) pour b = ± 1.
Lorsque cette iteration a un comportement non
divergent, on peut examiner des fonctions d’auto-

correlation, telle x; Xn + 1 (xn 6tant la valeur de x
a la n-ieme iteration, et la moyenne étant une moyenne
glissante sur n).

La transformation inverse de la transformation
d’H6non s’6crit, en general

soit si 1’on permute x et y et si 1’on change leur signe :

La quantite « renvers6e par rapport au temps » de

x n 3Xn+l est, naturellement x,, X.3 +,, la fonction test

de t-sym6trie qui s’en deduit est donc

Les considerations pr6c6dentes sur l’inverse de la
transformation d’H6non montrent que si b = + 1,
!/ doit s’annuler, puisque la transformation inverse
est alors identique a la transformation directe, a des
changements de signe pres - qui n’affectent pas la
fonction d’autocorr6lation consideree et moyennant
une substitution (x H y) qui ne l’affecte - pas non
plus puisqu’elle revient a decaler l’indice n d’une
unite, ce qui laisse encore invariant la fonction de
correlation. On vérifie bien num6riquement que la
fonction de correlation () d6finie ci-dessus s’annule
dans le cas hamiltonien (a des fluctuations pres
naturellement), c’est-a-dire pour b = ± 1, lorsque
les trajectoires ne divergent pas. Pour [ b I  1, par
exemple pour les valeurs canoniques b = 0,3, a = 1,4
on constate bien num6riquement que si 1’iteration ne
diverge pas, alors t/J(t) n’est pas nul et reste indepen-
dant du point de depart. Le meme genre de r6sultat
reste valable pour des systemes differentiels dissi-

patifs (et certainement t-dissymetrique en tous sens
raisonnable du terme) tels le systeme de Lorenz ou
meme 1’equation de Van der Pol. Les fonctions
d’autocorrelation test de t-dissymetrie sont en gene-
ral non nulles pour eux.

Les considerations pr6c6dentes font jouer un role
particulier aux systemes hamiltoniens (et donc rever-
sibles), alors que suivant Whittaker [5], tout systeme
diff6rentiel autonome (tels, par exemple, les equations
de Van der Pol ou de Lorenz) peut etre muni d’une
structure Lagrangienne et Hamiltonienne. Si ce

systeme différentiel de depart est d’ordre k (= s’il
peut s’6crire comme k equations differentielles cou-
plees du premier ordre), le systeme hamiltonien
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«équivalent est (en general) d’ordre 2 k. L’irre-
versibilit6 du systeme (dissipatif) de depart se traduit
(en general) par une contraction continue de 1’ele-
ment de volume de 1’espace des phases au cours de
1’evolution. Le systeme hamiltonien construit a partir
de ce systeme irreversible est donc dilatant par rap-
port aux nouvelles variables pour satisfaire au

theoreme de Liouville. Les trajectoires typiqucs de
ce systeme hamiltonien divergent donc aux grands
temps. Ceci interdit, en general, de calculer des

moyennes glissantes, ce qui elimine toute contra-

diction entre t-sym6trie des systemes hamiltoniens et
t-dissym6trie des systemes dissipatifs.

5. t-sym6trie et filtrage du signal. - L’idee de
fonction test de t-symetrie peut fournir le principe
d’un filtrage non lineaire du signal. Soit a(.) un
signal t-dissym6trique additionn6 d’un bruit t-sym6-
trique #(.) al6atoire. La fonction de correlation

vaut a(t) a(t+1:) (a(t)- a(t+1:)) si 13(.) est t-sym6-
trique, elle est donc insensible au bruit fl(. ). Pour en
d6duire une m6thode de filtrage fournissant une
fonction du temps et du seul signal cr(.), il suffit de

prendre la contribution a la fonction d’autocorrelation
ci-dessus pour un temps de l’ordre d’un temps typique
de Q. Soit 13 et ip (resp. 6 et r,,) 1’amplitude et l’échelle
de temps typiques de 13 (resp. de 6), alors le proc6d6
de filtrage en question est efficace si

en effet la contribution des fluctuations de fl a la
fonction d’autocorr6lation est une somme de variables

aleatoires, chacune de ces variables qui a une ampli-
tude 713 est constitu6e par une fluctuation de duree rp
et il y a en tout de 1’ordure (1:a/1: p) telles contributions
dans la fonction d’autocorrelation consideree, d’ou
1’expression pr6c6dente en utilisant la loi des grands
nombres. Si #(.) est un bruit blanc gaussien (donc
sans 6chelle de temps caract6ristique) de temperature
T tel que fl(t) fl(t’) = T 6(t - t’), la condition pr6-
c6dente devient :

6. t-symetrie, theoreme de Wiener-Khinchin et phase
des composantes de Fourier. - Si X (.) est un signal
fluctuant, dans 1’etat de regime (c’est-a-dire a caract6-
ristique moyenne constante) le theoreme de Wiener-
Khinchin relie la transformee de Fourier de la fonction
de correlation de X(.) a la puissance de X(.). Soit
donc

une composante de Fourier du signal X(.), to etant
une origine standard, i la duree de la mesure et

i = T--l. Par definition la fonction d’autocorr6-
lation de X (. ) est

Alors, par le th6or6me de Wiener-Khinchin

Donc, dans la fonction d’autocorrelation Sa la « phase »
de la composante de Fourier Xt(w) est perdue,
puisque Sa(t) ne permet pas de decider de la t-sym6trie
de X(.), il est assez naturel de supposer que c’est
dans cette phase qu’est «stockée» l’information
concernant cette sym6trie.
La conformite de ce point de vue avec les id6es

expos6es dans le present travail est aisee a 6tablir.
Consid6rons donc deux fonctions A(X) et B(X)
du signal X, a valeurs r6elles, et la fonction test de
t-sym6trie

Comme on 1’a vu SAB(t) = 0 si X(.) est t-symétrique.
Consid6rons maintenant les transform6es de Fourier

A et B d6finies comme fonctions du temps a travers
leur dependance en X :

Une generalisation immediate du th6or6me de Wiener-
Khinchin montre que

ou qJ A H(W) sont les phases des transformees de
Fourier A,(w) et BT(w), considerees comme nombres
complexes.
On obtient aussi le resultat que, si X(.) est t-sym6-

trique, alors les phases des transformees de Fourier
de toute fonction I&#x3E; (X (. )) (telle que les fonctions A
et B consid6r6es ci-dessus) et donc, en particulier
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de X(.) tendent vers une limite unique aux grands i
pour un co donne. Cette phase n’a de sens que pour
un choix bien defini des bornes de l’int6grale qui
d6finit la transformee de Fourier. Cette 6galit6 des
phases n’existe donc que pour des int6grales de Fourier
de differentes fonctions I&#x3E; (X (t)) calcul6es strictement
dans les memes intervalles de temps.

7. Remarques finales et conclusion. - Comme on
I’a d6jA dit, les fluctuations d’un systeme stationnaire
mais hors 6quilibre ne sont pas en g6n6ral t-sym6-
triques au sens de cette note.

Ainsi alors que le bruit Nyquist des circuits elec-
triques est t-sym6trique, puisque manifestement d’ori-
gine thermodynamique, le bruit Schottky du courant
dans une resistance doit etre t-dissym6trique, comme
sans doute le sont les fluctuations d’un laser ou le
bruit de magnetisation Barkhausen. Cette notion de

t-sym6trie n’apporterait sans doute aucune infor-
mation nouvelle dans ces situations physiques bien
comprises.

Par contre, le bruit en Ilf des circuits 6lectriques
semble encore assez myst6rieux, et il ne serait peut
etre pas sans int6ret d’examiner sa t-symetrie, de
meme les fluctuations de vitesses d’un 6coulement
turbulent sont peut-etre t-sym6triques aux grandes
6chelles, ou la dissipation ne se fait guere sentir.

La theorie de la turbulence d6velopp6e est bas6e
sur l’id6e de cascade d’Onsager-Kolmogoroff. Si

E(k) dk est 1’energie contenue dans la bande de
nombre d’onde [k, k + dk], on imagine que, par les
processus non lin6aires decrits par les equations de
Navier-Stokes, cette energie est transferee de faqon
irreversible vers les nombres d’ondes plus grands (au
moins pour la turbulence 3 dimensionnelle). Soit
E(k, to) dk 1’energie pr6sente dans la bande [k, k + dk]
a l’instant to, le transfert (irreversible) d’energie vers
la bande spectrale [ki, ki + dk] pourrait etre carac-
t6ris6 par la fonction «test de t-symetrie »

L’id6e de cascade vers les grands nombres d’onde
correspondra au fait que t/!k,kt(-r) est positive pour
1 &#x3E; 0 et a une 6chelle de temps caract6ristique de
plus en plus grande quand k 1 devient de plus en plus
grand A k fixe. Autrement dit, une fluctuation d’6nergie
dans la region (k) mettrait un certain temps a passer
dans la région k1 = k + Ak (Ak &#x3E; 0), puis de la

r6gion k + Ak a la région k + 2 Ak, etc.
Une autre application de cette notion de i-sym6trie

pourrait se trouver dans une theorie statistique de
la turbulence d6velopp6e. En effet le temps et 1’espace
se distinguent (entre autres) du point de vue des
fluctuations turbulentes par le fait que les equations
de Navier-Stokes ne sont pas invariantes par ren-
versement du temps. Le Lagrangien de Landau-

Ginzburg des fluctuations d’un champ scalaire turbu-
lent t/J pourrait etre

ou (Vt/J) est le gradient habituel (dans 1’espace des
positions, x) a l’inverse d’une vitesse caract6ristique
et y’ t/Jt3 t/J (4(, -= 04(10t) serait le premier terme non
trivial introduisant la t-dissym6trie suivant la « direc-
tion t ». En effet d’une part ce terme doit etre impair
dans le changement t --+ ( - t) et d’autre part il ne

peut etre proportionnel a la premiere d6riv6e §v
puisque sa contribution disparaitrait par integration
sur le temps t. On peut remarquer que ce Lagrangien
pour etre t-dissym6trique, pair en 0, polynomial et
de degre minimum doit necessairement inclure ce
terme du 4e ordre, et il parait difficile de 1’eliminer
par des transformations d’echelle puisqu’il est le plus
simple pr6servant la t-dissym6trie. En un certain sens
donc ce type d’irr6versibilit6 est fondamentalement
lie au caractere non gaussien des fluctuations. Si
l’indice continu  t &#x3E;&#x3E; était remplac6 par un indice
discrete on aurait, au lieu de

i etant l’indice de maille dans la direction du reseau

representant le temps. Ceci indique (peut etre) qu’il
existe une possibility de representer un flot turbulent
a d-dimensions par les fluctuations critiques d’un
mod6le thermodynamique sur réseau à (d + 1) dimen-
sions avec des interactions t-dissymétriques dans la
direction  temps &#x3E;&#x3E; du reseau.
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