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PERMITTIVITÉ DES DIÉLECTRIQUES AMORPHES
FORMÉS DE MOLÉCULES POLAIRES ANISOTROPES

C. GROSSE (*) et J.-L. GREFFE

Laboratoire de Chimie Théorique, Université de Nancy I, Case Officielle 140,
54037 Nancy Cedex (**), France

(Rep le 20juin 1975, révisé le 8 septembre 1975, accepte le 30 septembre 1975)

. Résumé. 2014 L’analyse du champ local à l’intérieur d’une cavité ellipsoïdale ménagée au sein
d’un diélectrique amorphe est reprise et augmentée. Les résultats obtenus sont appliqués au calcul
de la permittivité des diélectriques formés de molécules polaires anisotropes par leur forme ou
par leur polarisabilité ou par la superposition des deux. La direction du dipôle permanent dans la
molécule est, de plus, quelconque ce qui confère à l’extension proposée des formules de Onsager,
de Scholte ou de Thiébaut, Rivail et Barriol un plus haut degré de généralité.

Abstract. - An analysis of the local field inside an ellipsoïdal cavity embedded in an amorphous
dielectric is given on a new basis. The results obtained are used to evaluate the permittivity of dielec-
trics composed of anisotropic polar molecules. The anisotropies of shape and of polarisability are
considered as being independent while the permanent dipole moment is taken with arbitrary orien-
tation. Consequently this extension of the formulae of Onsager, Scholte or Thiebaut, Rivail and
Barriol has a highly general character.
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1. Introduction. - L’6tude des di6lectriques amor-
phes s’effectue couramment a 1’aide de mod6les à
cavit6. Ces mod6les consistent a isoler formellement
une ou plusieurs entit6s du milieu dans une cavit6
fictive et a examiner leur interaction avec le reste du
milieu trait6 comme un continu et soumis au champ
de Maxwell E. Les traitements d6jA anciens [1, 2, 3]
qui employaient des cavit6s sph6riques ont montre
des limitations importantes lorsqu’on quittait 1’etude
du corps pur dans un champ faible et celle de molecules
faiblement polaires. Dans la plupart des cas rencontres
pratiquement, 1’emploi d’une cavite ellipsoidale per-
met d’am6liorer les interpretations. Plusieurs formules
ont d6ji 6t6 propos6es [4, 5]. Il s’agit ici d’analyser les
traitements des anisotropies moleculaircs de forme
et de polarisabilité dans le cadre classique des mod6les
a cavité monomoléculaire ellipsoidale. 11 s’agit de
montrer le lien entre ces anisotropies et le role d6ter-
minant qu’elles jouent dans une meilleure d6termi-
nation des moments dipolaires en phase condens6e.

2. Champ local dans une cavité eflipsdidale. - 2.1
RAPPEL DU CAS SPHTRIQUE. - L’6tude du champ

local F a l’int6rieur d’une cavite sph6rique de rayon a,
vide, pratiquee dans un di6lectrique de permittivite c
soumis au champ E, et centr6e sur un dipole ponc-
tuel m, se devcloppe simplement [1], car dans ce cas
1’6quation de Laplace est int6grable exactement. Le
principe de superposition permet d’ecrire le champ à
l’int6rieur de la cavite sous la forme :

Dans cette decomposition, C est le champ de cavité
et il correspondrait au champ total a l’int6rieur au cas
ou le dipole m ne serait pas present. Comme le montre
1’equation de Laplace, ce champ est uniforme, sa

direction est celle du champ E, et il a pour valeur :

R est pour sa part le champ de réaction et il corres-
pondrait au champ total dans lequel le dipole m
serait plonge en 1’absence de champ ext6rieur. Tou-
jours par application de la formule de Laplace il est
ais6 de montrer que ce champ est uniforme, que sa
direction est celle du dipole m, et que son expression
est :(*) Adresse habituelle : Instituto de Fisica, Facultad de Ciencias

Exactas y Tecnologia, Universidad Nacional de Tucumin, Tucu-
man, Repiiblica Argentina.

(**) Equipe de Recherche Associee au C.N.R.S. nO 22 (Inter-
actions Moleculaires).
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2.2 CHAMP DE CAVITE ELLIPSOIDALE. - L’exten-
sion de ce formalisme au cas ou la cavite est ellip-
soidale n’est pas immediate, car dans ce cas 1’6quation
de Laplace n’est plus int6grable rigoureusement. 11
existe n6anmoins une expression analytique pour le
champ E’ a 1’interieur d’une cavite ellipsoidale de
demi-axes al, a2 et a3 pratiqu6e dans un di6lectrique
de permittivite s soumis au champ E, et remplie
elle-meme d’un di6lectrique de permittivite 8’. Ce

champ est uniforme, sa direction est en general
differente de celle du champ E, et la valeur de ses
composantes selon les directions s (s E { 1, 2, 3 }) des
axes de la cavite ellipsoidale est [6] :

avec :

Cette expression permet de gencraliser imm6dia-
tement la notion de champ de cavite au cas ou celle-ci
est ellipsoidale car le champ C est egal au champ
interieur 6crit pour 8’ = 1. Par consequent, les

composantes selon les axes as du champ de cavit6
sont :

Z . 3 CHAMP DE REACTION ELLIPSOIDALE. - La
notion du champ de reaction à un dipôle m place au
centre de la cavite n’est, par contre, pas g6n6ralisable
au cas ou celle-ci est ellipsoidale, car ce champ n’est
plus simplement analytique. 11 est cependant possible
d’obtenir un equivalent du champ de reaction par le
moyen détoumé suivant.

Les composantes du champ E’ peuvent etre expri-
m6es en fonction des distributions de polarisation qui
l’ engendren t :

où as et a; d6signent respectivement les densit6s super-
ficielles des charges de polarisation sur les faces
externe et interne de la paroi de la cavit6. Dans cette
somme la contribution de E,; est celle de l’ellipsoide
de constante dielectrique E’ uniformement polarise.
Si maintenant cet ellipsoide est substitué par une
s6rie de multipoles placee en son centre et choisie de
telle sorte que le champ qu’elle produit a 1’ext6rieur
de la cavite soit le meme que celui produit par 1’ellip-
soide lui-meme, il devient possible de d6finir le champ
de reaction de la s6rie multipolaire par la relation :

Comme Cs est connu (6q. (6)), les composantes du
champ de reaction peuvent etre obtenues par diffé-
rence. Le champ R correspond donc au champ total
dans lequel la serie de multipoles serait plong6e en
l’absence de champ exterieur.

Bien que le calcul de cette seric ne soit pas n6cessaire

pour obtenir 1’expression finale de RS, ses termes

successifs peuvent n6anmoins etre calcul6s a partir
de la relation generale [7] :

qui exprime le potentiel en r du a une distribution
de charges qi, placees en pi, Ln(cos yj 6tant le poly-
n6me de Legendre d’ordre n et y; l’angle entre pi
et r.

Considerons, par exemple, un ellipsoide de revo-
lution autour de 1’axe s et uniform6ment polarise
selon cet axe avec la polarisation Ps. Le potentiel
qu’il cree en un point ext6rieur, pris sur l’axe s, et à
une distance r de son centre, est donne par application
de 1’eq. (9) :

ou S d6signe la surface de l’ellipsoide, dS son element
d’aire, p la distance de l’origine au point courant de
cette surface, ys 1’angle qui repere la direction de cette
distance par rapport a la direction de 1’axe s, et n

le vecteur unitaire port6 par la normale sortante.

D’autre part, 1’expression générale de ce meme

potentiel au point défini par le rayon vecteur r à
1’exterieur de 1’ellipsoide peut toujours s’6crire sous
la forme du d6veloppement en moments :

puisqu’il est 1’expression générale de la solution de
1’equation de Laplace dans le cas d’une sym6trie de
revolution. Dans cette expression (Mn)s désigne le
moment multipolaire d’ordre n, et Vs 1’angle form6
par le vecteur r et 1’axe s. Un rapprochement entre
les coefficients des développements (10) et (11) ( 1 ),
ajouté a la condition : Ln(1) = 1 quel que soit n,
permet de determiner les moments successifs de la
s6rie multipolaire dont 1’effet est equivalent a 1’ext6-
rieur de 1’ellipsoide considéré. (La consideration d’un
angle azimutal, qui permettrait de r6soudre la ques-
tion dans toute sa generalite, compliquerait les

notations, sans rien ajouter au raisonnement ni aux
conclusions.)

Les composantes de Mn sont :

0) Cette demière equation 6tant ecrite pour r sur l’axe s.
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Tous les termes (Mn)S avec n pair sont nuls. Par
ailleurs, le terme dipolaire (n = 1) est tel que :

tandis que le terme octupolaire (n = 3) est tel que :

o-d a,. est un demi-axe perpendiculaire a l’axe de
revolution.
En toute rigueur, le champ du a cette s6rie multi-

polaire n’est convergent qu’d 1’ext6rieur d’une sphere
de rayon 6gal a la demi-longueur du plus grand axe
principal de 1’ellipsoide. Ceci 6carte du traitement les
cas des trop fortes excentricites. Mais pour ces der-
nieres qui présentent alors des distributions de charges
6tendues le concept meme de cavite monomol6culaire
et d’effet global sur la molecule perd son int6r8t.
La valeur du champ de reaction Rs du a la s6rie

multipolaire centr6e a l’origine peut etre obtenue en
combinant les 6q. (6), (7) et (8); d’ou :

Comme E,; est le champ interieur a un ellipsoide
uniformement polarise, sa valeur peut etre d6duite en
consid6rant que cet ellipsoide est place dans le vide
avec un champ ext6rieur E* de valeur telle que la

polarisation r6sultante soit la meme que celle qu’il a
lorsqu’il est entour6 du di6lectrique de permittivite s
ou r6gne le champ E. L’6q. (4) permet d’6crire ceci
sous la forme :

ou Es est determine par la condition :

d’ou finalement :

Le champ de reaction s’obtient alors en combinant
les 6q. (15) et (18). La permittivite s’ qui apparait
dans les expressions de Es et de E,., peut etre eliminee
entre la relation (13) et 1’6quation de definition de la
polarisation PS :

Ceci permet d’exprimer chacune des composantes du
champ de reaction R en fonction de la composante
correspondante du moment dipolaire m place au
centre de la cavit6, selon :

Les éq. (6) et (20) montrent qu’il est possible de
d6finir a l’int6rieur d’une cavité ellipsoidale, tout

comme dans une cavite sph6rique, un champ local F
superposition d’un champ de cavite C, proportionnel
au champ applique, et d’un champ de reaction R,
proportionnel au moment dipolaire place au centre
de la cavit6. Ces deux cas se differencient pourtant
par le fait que dans la cavité sph6rique le champ R
correspond au dipole ponctuel au centre tandis que
dans la cavite ellipsoidale il correspond a une s6rie
multipolaire infinie placée a l’origine. 11 est cependant
remarquable de noter que sa valeur ne depend expli-
citement et rigoureusement que du premier terme
de cette s6rie : le terme dipolaire.

3. Application aux molecules polaires anisotropes. -
3.1 MODELE MOLTCULAME. - Les expressions qui
d6finissent le champ local dans une cavite ellipsoidale,
eq. (6) et (20), permettent de g6n6raliser 1’expression
de la constante di6lectrique d’un liquide polaire,
obtenue par differents auteurs [1], [4, 5] au cas ou
les molecules sont douees d’anisotropies de forme
et de polarisabilit6 a priori ind6pendantes entre elles.
Pour cela, le champ 6lectrique de la molecule doit
etre identifié au champ d’une s6rie infinie et altern6e
de multipoles ponctuels en son centre au lieu simple-
ment du premier terme de cette s6rie, comme c’est
le cas lorsque l’anisotropie de forme n’est pas prise
en compte.

Cette representation de la molecule est plutot
moins artificielle et plus complete que celle du dipole
ponctuel car elle 6quivaut a conferer une certaine
realite au moment mol6culaire. A titre d’exemple,
le d6veloppement en s6rie multipolaire d’un système
de deux charges q et - q s6par6es par une distance 2 1
a aussi tous ses termes pairs nuls et les termes dipolaire
et octupolaire ont respectivement les valeurs :

Un rapprochement avec 1’6q. (14) dans laquelle on
a effectu6 la substitution as = a(1 + bs), ou a est

le rayon d’une cavit6 sph6rique de meme volume,
et ou l’on a elimine Ps a l’aide de 1’6q. (13), conduit A :

Si 6, = 0,1 ce r6sultat montre que les deux premiers
termes du d6veloppement multipolaire en serie infinie
correspondent a un dipole reel form6 par deux

charges s6par6es par une distance 2 1 ~ 0,8 a.
Les propri6t6s 6lectriques des molecules du di6lec-

trique vont etre repr6sent6es par un moment per-
manent po et par deux tenseurs d’anisotropie : celui
de forme et celui de polarisabilité, de memes direc-
tions principales mais orient6s arbitrairement par
rapport a la direction du moment po. Ces deux
tenseurs sont caract£ris£s respectivement par les
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trois constantes As qui determinent les param6tres
de forme de la cavite ellipsoidale, et par les trois

polarisabilités principales as.
Le moment mol6culaire total m peut s’6crire alors :

ou l’indice inferieur i d6signe les moments induits
dont les valeurs sont [8] :

ou ,uoi, P02 et P03 sont les composantes du moment
permanent po; qJ, ’" et 0 sont les trois angles dJEuler
rep6rant la position du triedre lie a la molecule par
rapport a un triedre fixe dont 1’une des directions
est celle du champ (par raison de sym6trie, I’angle T
n’intervient pas). cs et f sont respectivement les
coefficients des champs de cavite et de reaction,
definis par les éq. (6), (20) et par :

3.2 COUPLE, TNERGIE. - En vue de determiner le
moment moyen de la molecule il est n6cessaire de
calculer son 6nergie electrostatique quand un champ
macroscopique est applique a 1’ensemble du milieu.
Cette 6nergie ne peut pas etre calcul6e simplement à
partir du couple r = F A m exerce par le champ
local F = C + R sur le dipole m, comme dans le cas
d’une cavite sph6rique. Ceci est du au fait que la diffé-
rentielle de 1’energie dW = r dp, où pest 1’angle
entre m et E, correspond a une rotation infinitésimale
du dipole m a l’int6rieur de la cavite immobile et pas
a une rotation simultan6e du dipole et de la cavit6
rendues solidaires par le modele mol6culaire employ6
ici.

L’6nergie cherch6e peut etre obtenue consid6rant,
suivant Onsager [1], le couple exerce par le champ
ext6rieur 4 la molecule sur les sources du champ
applique E. Si on consid6re, par exemple, que ce
champ est du a une charge ponctuelle de valeur
q = - E 4 n80 Br2, plac6e a une distance r infiniment
grande pour que E soit uniforme, le module du couple
exerce par cette charge est, pour 1’axe s :

où Ps est 1’angle form6 par 1’axe s et la direction de la
charge q (cos B1 = cos 0, cos P2 = sin 0 sin 0,

cos i3 = sin 0 cos ql), et l’indice sup6rieur e d6signe
les moments multipolaires ext6rieurs a la cavit6.

L’6q. (26) conduit a :

et, comme le moment d’ordre zero est nul alors que :
L1(cos Ps) = cos Ps, on obtient :

ou me représente le moment dipolaire apparent de la
molecule.

L’expression de 1’energie, compt6e par rapport à
1’etat ou 1’axe 1 de la molecule coincide avec la direc-
tion du champ, peut etre obtenue comme suit. L’axe 1
est d’abord amene a sa position finale par une rota-
tion d’amplitude 8 autour de l’axe 2 et, ensuite, les
axes 2 et 3 sont amenes a leurs positions finales par
une rotation d’amplitude t/J autour de l’axe 1. Ceci
conduit a écrire 1’6nergie sous la forme :

ou les deux premiers termes correspondent a la
rotation autour de 1’axe 2, et les deux derniers a la
rotation autour de 1’axe 1. L’expression de 1’energie
devient, après integration :

La valeur de me peut etre calcul6e en consid6rant

que la molecule est dans le di6lectrique, mais sans
champ applique, car les moments induits par le

champ contribuent a 1’energie par des termes en E 2
Les composantes du moment externe m° peuvent
etre decomposees en somme du moment int6rieur ms,
eq. (23) et (24), et du moment dipolaire de la distri-
bution de charge de polarisation sur la surface de
la cavite mas:

La valeur de mas peut etre detcrminee a partir du
fait que la distribution a., cree, en meme temps que
le champ de mas’ le champ de reaction Rs et, par
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consequent, RS et mas doivent etre proportionnels
entre eux, d’ou :

La constante de proportionnalit6 Ag depend uni-
quement de la géométrie de l’ellipsoide ce qui permet
de la determiner a partir de la configuration employee
lors de 1’ecriture de 1’6q. (4), c’est-a-dire pour une
cavite remplie du di6lectrique E’ pratiquée dans le

di6lectrique E. La valeur de Ks s’obtient a partir du
quotient entre le champ E,,,., 6q. (18), et le moment
dipolaire de l’ellipsoide de permittivite E’ uniform6-
ment polarise par le champ E;, éq. (4). On obtient
ainsi :

Combinant les eq. (30) a (33), 1’energie 6lectro-

statique r6sultante est :

Dans le cas particulier ou les anisotropies de forme
et de polarisabilitc sont rendues solidaires par le
module de la cavite ellipsoidale remplie d’un di6lec-
trique de permittivité Goo, OÙ Goo est la permittivite à
haute frequence, c’est-a-dire si :

et si, en plus, po est orient6 selon 1’axe 1, 1’6q. (27)
se r6duit au r6sultat obtenu par Buckingham [9].
3.3 PERMITTIVITE DIELECTRIQUE. - L’6q. (30) per-

met de calculer, a l’aide de la statistique de Maxwell-
Boltzmann, le moment moyen  m &#x3E; de la molecule
et, par consequent, 1’expression de la constante

dielectriquc a partir de la relation :

ou N est le nombre de molecules par unite de volume.
Ceci conduit, en n6gligeant les termes d’ordre sup6-
rieur au premier en E, au r6sultat suivant :

Cette expression est tr6s proche de celle de Onsager :

ou : o

a laquelle elle se r6duit dans le cas ou les anisotropies
de forme et de polarisabilité ne sont plus prises en
compte, c’est-a-dire dans le cas ou As = -1 as = a,
as = a. D’autre part, si les anisotropies sont reli6es
par 1’6q. (35), et si po = JJOl, elle se r6duit au r6sultat
deduit par Thiebaut, Rivail et Barriol [5].

L’6q. (36) peut etre simplifiee considérablement en
introduisant les coefficients d’anisotropie de forme Çs’
et de polarisabilit6 il. d6finis respectivement par :

ou a = Sa.,13 est la polarisabilit6 moyenne. La rela-
tion de definition des As, eq. (5), ainsi que celle de a
imposent les conditions suivantes :

Un developpemcnt au premier ordre en C;s et "S
conduit a :

Ce r6sultat montre qu’au premier ordre 1’expres-
sion obtenue se r6duit aux hautes fréquences, ou
pour des molecules apolaires, a 1’6quation de Clau-
sius-Mossotti [10] :

Ceci permet d’6crire l’expression finale de E au

premiers ordre en C;s et l1s sous la forme définitive :

où : o

4. Discussion. - L’expression (43) generalise le
resultat de Onsager au cas des molecules douees
d’anisotropies de forme et de polarisabilité a priori
ind6pendantes entre elles.
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Dans le cas ou seule l’anisotropie de polarisabilité
est pr6sente, et si go = go 1, 1’6q. (43) se r6duit au
r6sultat obtenu a l’aide d’une cavite sph6rique [8].

Si les deux anisotropies sont reli6es a travers le
modele de l’ellipsoide de permittivite Goo, 1’6q. (41)
devient une relation exacte a condition que la pola-
risabilit6 soit definie par [5] :

Ceci n’est pas en contradiction avec les resultats
obtenus ici car au premier ordre en q, les moyennes
arithmetiquc et harmonique sont les memes.

Si la molecule pr6sente une sym6trie de revolution
autour de 1’axe 1, deux cas sont alors possibles :

Ces conditions sur ç 1 ne permettent pas de d6duire
le sens de la correction a 1’6quation de Onsager car
ç et q sont suppos6s a priori independants. S’ils sont
relies a travers le modele de 1’ellipsoide de permitti-
vit6 e., 1’6q. (35) conduit a :

d’o-6 tl,, a le meme signe que Çs ce qui fait que dans ce
modele 1’effet des deux anisotropies tend a se compen-
ser.

L’expression de ds devient dans ce cas :

donc de meme signe que Çs dans tous les cas d’interet
pratique. Ce résultat n’est pas encore suffisant pour
determiner le terme correctif car celui-ci depend en
plus de l’orientation du moment permanent par
rapport aux axes. Ainsi dans le cas extreme ou :

JlOl = Jlo’2 = Jl03, la correction d’anisotropie est nulle
a cause des relations (39). Par contre, la plus forte
correction apparait dans 1’autre cas extreme pour
lequel ,uo 1 = po. Seulement dans ce dernier cas,
et consid6rant les deux anisotropies li6es par 1’6q. (46),
on arrive a la conclusion habituelle [11], que 1’equa-
tion originale d’Onsager conduit a un moment

permanent po trop faible pour les molecules de forme
prolate et trop grand pour celles de forme oblate.
Une orientation de go perpendiculaire a 1’axe de

symetrie conduit a une correction de sens oppose.
La correction d’anisotropie, introduite dans 1’eq.

(43), est loin d’etre n6gligeable. Ainsi pour un corps

moyennement polaire, 8 = 20, 800 = 2 la valeur de

ds est :

ou, si les deux anisotropies sont liees par le modele
de 1’ellipsoide de permittivite Goo :

Finalement, ce dernier modele tr6s particulier
tend a exag6rer le role joue par l’anisotropie de forme
minimisant celui de l’anisotropie de polarisabilite,
ce qui conduit, lors de l’interpr6tation des donn6es
expérimentales, a surestimer souvent les param6tres
de forme de la molecule par rapport a ceux de pola-
risabilit6.

5. Conclusion. - La nouvelle theorie presentee
dans ce m6moire ainsi que toutes les theories qui
l’ont précédée portant sur la permittivite des liquides
a molecules anisotropes, est Iftnit6e dans sa validite
au cas ou les anisotropies sont faibles. Ceci tient au
fait, comme on 1’a d6jA note, que les développements
multipolaires ne sont valables qu’a 1’exterieur d’une
sphere dont le rayon est 6gal au demi-grand axe
principal de 1’ellipsoide. Par conséquent, 1’expression
approch6e (43) que nous proposons peut etre consi-
d6r6e comme le rcsultat d6finitif de ce modele car

pour tous les cas ou elle diff6rerait notablement du
r6sultat exact (36), la theorie meme ne serait plus
valable. Un traitement rigoureux des anisotropies
6lev6es devrait tenir compte de la distribution spatiale
des charges intramoléculaires et calculer le champ
local en chaque point et pas simplement au centre
de la cavité, comme il est fait habituellement.

Finalement, dans la theorie proposee ici, on

consid6re les anisotropies de forme et de polarisabilité
comme ind6pendantes entre elles et, de plus, que le
dipole permanent peut prendre une orientation arbi-
traire. Ceci rend possible, en principe, Finterpretation
des mesures de permittivite sur des corps ou 1’appli-
cation classique du modele de l’ellipsoide de permitti-
vit6 800 conduit a des parametres de forme exag6r6s.
Les interpretations restent cependant tres d6licates
et assez subjectives a cause de l’information g6n6-
ralement insuffisante sur les tenseurs de polarisa-
bilit6 et sur les valeurs des correlations mol6culaires.
Or ces facteurs interviennent dans la recherche de

grandeurs mol6culaires sp6cifiques en phase conden-
see et ils ont vraisemblablement un effet compen-
satoire [11, 12] qui explique les succ6s de modeles
comme celui de Onsager qui n’en tiennent pas compte.
11 est n6anmoins utile comme nous I’avons fait ici

d’expliciter a priori le rôle indubitablement. important
joue par les anisotropies de forme et de polarisabilité
sans faire 1’hypothese qu’elles sont obligatoirement
li6es.
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