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METHODES QUASI CLASSIQUES POUR PARTICULES AVEC SPIN
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(Regu juin 1972, révisé le 29 janvier 1973)

Résumé. — La théorie quasi classique de Wigner est passée en revue. On présente les concepts
de la fonction de distribution de Wigner et des fonctions équivalentes de Wigner pour les opé-
rateurs de position et de spin. L’emploi de la régle de multiplication de Groenewold est appliqué
aux équations pour les opérateurs d’Heisenberg et les fonctions de corrélation. Finalement, ces
concepts sont appliqués au probléme général des corrélations des spins et a I’interaction des spins

et des positions.

Abstract. — The key concepts of the quasi-classical theory of Wigner are reviewed. In particular,
the concepts of the Wigner distribution and the Wigner equivalents for operators of position
and spin are presented. Then, the Groenewold multiplication rule is applied to the Heisenberg
equation of motion and to certain correlation functions. Finally, these concepts are applied to
the general problem of spin correlations and the spin position interaction.

1. Introduction. — Le traitement quasi classique
des opérateurs quantiques de position a été introduit
par Wigner en 1932 [1]. 11 a donné une expression
pour une généralisation quantique de la distribution
dan I’espace des phases. Cette fonction, la fonction
de distribution de Wigner, permet de calculer les
valeurs moyennes d’opérateurs quantiques dépen-
dants des positions et des quantités de mouvement
sous une forme similaire au cas classique. Le calcul se
fait en remplagant I’opérateur considéré par une fonc-
tion équivalente au sens de Wigner.

Le travail de Wigner a été développé par Groene-
wold [2] et Moyal [3]. Leurs contributions a la théorie
de Wigner seront étudiées dans ce qui suit. Récemment,
Imre et al. [4] ont passé le sujet en revue, traitant de
fagon compléte les caractéristiques mathématiques de
la théorie. Dans cet article, nous nous bornerons a
présenter les éléments nécessaires a la compréhension
de ce qui suit.

Derniérement [5], les concepts quasi classiques ont
été étendus au traitement des opérateurs de spin. Dans
ce cas, il faut aussi introduire une fonction de distri-
bution de Wigner, dépendant de [I’orientation des
spins, ainsi que I’analogie de la loi de composition de
Groenewold pour le produit de deux opérateurs.

Le but de notre étude est de combiner la théorie
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quasi classique dans I’espace des coordonnées avec
la théorie dans I’espace des spins, afin de traiter de
fagon unifiée les particules avec spin. Ce formalisme
est appliqué aux problémes généraux de la résonance
magnétique et de la diffusion des neutrons.

Remarquons ici que I'emploi des concepts quasi
classiques de Wigner nous parait justifié dans la mesure
ol ceux-ci nous offrent une autre méthode de calcul
pour une certaine classe de problémes physiques. De
plus, cette méthode donne des apergus utiles sur la
transition du régime quantique au régime classique.
En fait, plusieurs auteurs ont analysé les problémes
de la physique des solides et des liquides du point de
vue de la mécanique classique [6]-[11]. Ces calculs
sont conformes aux résultats expérimentaux, méme
lorsqu’on ne s’attend guére & un tel accord.

Rahman [6], [7] a fait le calcul classique pour I’argon
liquide. Ce genre de calculs, poursuivis par d’autres
auteurs [8], a aussi été appliqué aux liquides molécu-
laires, par exemple, a I’eau [9]. On a de méme analysé
la dynamique des spins. On notera en particulier le
travail de Windsor traitant des cristaux paramagné-
tiques a une, deux et trois dimensions [10], ainsi que
plusieurs autres auteurs [11]. (Les travaux se pour-
suivent activement ; nous ne prétendons donc pas
donner une bibliographie compléte.) Finalement, des
calculs de relaxation entre spin et réseau ont déja
commencé [9]. Il semblerait qu’on aurait besoin d’une
méthode permettant de comparer les résultats de
calculs basés sur la dynamique classique 4 ceux exacts
donnés par la théorie quantique. C’est justement la
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méthode de Wigner qui va nous permettre d’effectuer
cette comparaison.

2. Positions et impulsions. — Rappelons les données
de la théorie quasi classique. Nous allons établir tout
d’abord une généralisation quantique de la distribution
statistique classique. On désigne les opérateurs de
position et d’impulsion de la particule, j, par r; et p;.
On définit aussi les variables continues R; et P; qui
correspondent aux variables dans ’espace classique
des phases. La densité classique dans I’espace des
phases serait un produit des distributions delta de
Dirac, de R; et P;. Bien entendu, la généralisation
quantique de cette densité doit étre un opérateur
hermitique.

Il n’existe pas de définition unique pour la densité
quantique, parce que la multiplication des opérateurs
r; et p; n’est pas commutative. L’effet de cette ambi-
guité du choix pour la densité a fait le sujet de plusieurs
articles [12]-[14]. Nous faisons ici le choix qui nous
conduit a la distribution de Wigner. On définit la
généralisation du produit des distributions delta de
Dirac en utilisant la représentation de Fourier,

d‘C j- de ei{t.(rj—Rj)+0.(pj—Pj)) . (1)
@n° j

Cette quantité serait la représentation de Fourier
du produit des distributions delta, si la multiplication
de r; et p; était commutative. Or, elle ne I’est pas, et il
faut employer (1) pour définir la généralisation
quantique.

Nous obtenons la distribution de Wigner comme la
valeur moyenne de ’opérateur donné par (1)

Pw(Rj, Pj) =
_ 1
emn°

j dr J d® Trace D &' (= @ ~RI*0-(0s=F ) (2)

D est la matrice densité quantique. L’équation du
mouvement de py, découle de ’équation pour D :
0

ih = D = JD — Dic, 3)

ou J¢ est I’hamiltonien du systéme. Pour compléter
la théorie, il nous faut obtenir une expression pour la
valeur moyenne d’une fonction générale F(r;, p;) des
opérateurs r; et p;. On la calcule comme suit : Repré-
sentons I'opérateur F(r;, p;) par une intégrale de
Fourier

_ 1 i(o.rjt+a.pj)
F(r;p) = _(2 e j do j dae fle,0). (4

L’équivalent de Wigner pour cet opérateur est :

1 ’ ’ 1N ai(e’ Rjta’.Pj)
Fw(RJ,PJ)=(?TC—)6JdU j‘daf(o',a)e .
©))
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La justification de (4), la représentation de Fourier
pour F(r;, p;), se trouvent dans [4].

Ayant obtenu I’expression pour la fonction équiva-
lente de Wigner, nous pouvons écrire 1’expression
pour la valeur moyenne utilisant cette fonction. La
valeur moyenne est définie comme Trace { DF(r;, p;) }.
Un calcul trés simple conduit a ’expression suivante :

Trace DF(r;, p;) =
= j' dR; j dP; Fw(R;, P)) pw(R;, P;). (6)

La facon de calculer la valeur moyenne (6) semble
classique. Cependant, les expressions pour py et Fy
sont trop compliquées pour étre utiles. Il nous faut
découvrir des expressions plus simples et pour cela la
régle de composition de Groenewold est trés utile.

Les fonctions de r; seulement, soit G(r;), ou bien les
fonctions de p; seulement, soit K(p;), ont les équiva-
lentes de Wigner suivantes :

Gw(R)) = GR)), (Ta)

et
Kw(P) = K(P)) . (7b)

Généralement, une fonction de r; et p; s’exprime en
série de produits de fonctions dépendant seulement de
r; et p;. Un terme caractéristique serait :

Gl(rj) Kl(pj) GN(rj) KN(P,') . ®)

On voit que, si ’on peut écrire I’équivalent de Wigner
d’un produit de deux fonctions, en utilisant seulement
les équivalents de Wigner de chaque fonction, on
peut facilement trouver ’équivalent de Wigner d’une
fonction de la forme de (8). La régle de Groenewold
donne I’équivalent de Wigner d’un produit des fonc-
tions en termes des équivalents de Wigner des fonctions.
Elle s’écrit [2], [4]

{ A(;, p) B@r;, p) }w =
= Aw(R;, P;) exp [(%) A ,] Bw(R;, Py, (9)

ol A est un opérateur dans I’espace des phases

A; = Vp,. Vg, — Vg, Vy,.

(10)

Les fléches au-dessus de Vp, et Vg, indiquent les direc-
tions de leur opération, Ay A; By est le crochet de
Poisson de Ay et By. Ay et By sont les équivalents
de Wigner de A(r;, p;) et B(r;, p;). Nous allons consi-
dérer les opérateurs d’Heisenberg. Ces opérateurs
dépendent du temps selon

A(rj, pj, ) = exp (%{) A(r;, pj) exp (— ﬁht) . (l1a)

Leur équation de mouvement est 1’équation d’Hei-

senberg

d i
5 A0 =5 {JeA() — A(r) e} . (11b)
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Désignons 1’équivalent de Wigner de 1’opérateur
d’Heisenberg par Aw(R;, P;, ¢). L’équation de mou-

METHODES QUASI CLASSIQUES POUR PARTICULE AVEC SPIN

0
a AW(Rj9 Pj’ t) =

i

f
hA;

h

On voit qu’au premier ordre en i, I’équation pour
Aw(R;, P;, t) est simplement I’équation classique en
termes du crochet de Poisson de 1a fonction Ayw(R;, P}, 1)
avec I’équivalent de Wigner de I’hamiltonien.

Enfin, nous allons avoir besoin de I’équation de
mouvement de py. Commengons par examiner la rela-
tion entre la matrice densité et la distribution de
Wigner. La matrice densité posséde 1’équivalent de

{ ey exp [(%) Aj] AwR;, P, 1) — Aw(R;, P;, 1) exp [({l—l) Aj] Jew }

2 Xy sin (7—) AwR;, P, 1) .
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vement pour cet équivalent s’obtient en utilisant (115)
et la régle de Groenewold

(12a)

(12b)

h3
DW(Rj, Pj) = (2 71:)3

= 2 nh)} pw(R;, Py .

Puisque py est proportionnel a Dy, on peut obtenir
I’équation de mouvement pour py, a partir de 1’équa-
tion (3),

9

2

5 (15)

Jey sin (h—24) Pw -

Ici, I’équation pour py, est, & la puissance la plus
petite de h, I’équation classique de Liouville. Ces
résultats nous permettent d’obtenir facilement la
limite classique des valeurs moyennes ; ils constituent
aussi une méthode naturelle pour déterminer les
corrections quantiques a la limite classique.

Dans ce qui précéde, nous nous sommes bornés a
considérer une particule isolée. Pour le cas de plu-
sieurs particules identiques, l’espace des vecteurs
d’états se restreint a4 la portion (anti-) symétrique.
Cependant, cette symétrisation n’apparait que dans la
matrice densité de 1’ensemble. Elle n’entraine aucun
changement dans la forme des équations précédentes,

j dz j d0 Trace D ' {® T ~RI+6.(;=P))}

Wigner qui peut étre obtenu en utilisant I’équation
pour f(o, o) dans (4). Dans la référence [4] il est
prouvé que f (o, o) est donné par

f(o, @) = (2 nh)® Trace F(r;, p;) e ' t=mt*pi) | (13)

Si on applique ce résultat pour déterminer 1’équivalent
de Wigner de la matrice densité, on trouve

(14a)

(14b)

bien que rendant compliquée I’évaluation de la valeur
initiale de Dy,. De toute fagon, il est a noter qu’'un
formalisme quasi classique ne serait pas utile dans une
situation ou la symétrisation des fonctions d’onde
joue un role important.

3. Spins. — On dénote l'opérateur du moment
cinétique de spin de la particule j par iS;. Nous allons
définir une variable continue s€2; qui correspond a la
variable classique. Ici s est la valeur du spin et €; est
un vecteur unitaire. La densité classique dans 1’espace
du moment cinétique serait encore une distribution
delta de Dirac, mais de £2;. La généralisation quantique
de cette distribution n’est pas unique, de méme que
pour le cas de positions et d’impulsions. Cependant,
pour le cas du spin s, on ne trouve que (25 + 1)?
opérateurs qui sont linéairement indépendants. Ces
opérateurs s’écrivent d’habitude en termes des tenseurs
sphériques irréductibles. Par exemple, les seize premiers
tenseurs sont [15] :

Too(S,) =3%_; (16a)
Tio(S) = \/ g ST’Z (16b)
Ti:4(S) = + J; S—f (16¢)
sy - e Y s
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_ 15 {S;;Sf + 5t 5S;;}
T. S) = e Jjz °j Jj ~iz
2:1(S) = F P 2s=1) (16e)
15 (SH)?
Tysa(S) = [0 2070
222(S)) 8§72 525 = 1) (16f)
28 {55, —(3s>+3s—1)S;;}
T@-:J—— iz iz 16
2(5) 16 7 (2% =352 +s) (169)
51 2 ot g2y _ 2 *
Tyur(S) = T \/1 {5(S},Sf + SFSi) —Qs*+2s+ 1)S7} (16h)
647 {25 =35+ 5}
ET: Y3 +\2 \2
T5:(S)) = Jﬁ LG sz * Si(SD7} (16i)
2r {25 -3s>+s}
_ [35 S¥)?
T5:5(S) = F (5) (16y)

E;{2s3—3s2+s}’

Bien entendu, (16d)-(16j) ne s’appliquent que pour s > % et (16g)-(16j) pour s > 1. On remarque ici que les
tenseurs irréductibles sont orthogonaux par trace. C’est-a-dire

Trace EM(S_]) T;’—m'(sj) =0 s

La normalisation des T, parait arbitraire. En fait,
nous avons choisi la normalisation particuliére qui
nous permettra d’obtenir une régle de Groenewold.
Nous n’avons pas donné la forme générale de T, car
celle-ci exigerait la connaissance d’expressions pour
des traces de produits, Trace (S},, Sj,, ..., S},), d’ordre
arbitraire. Il n’existe pas, autant que nous sachions,
d’expression analytique pour ces facteurs. De toute
fagon, avec la régle de Groenewold, nous n’aurons
pas besoin de 7, d’ordre élevé. Nous verrons plus
tard qu’on peut démontrer facilement I’existence des
T,, appropriés en utilisant la régle de Groenewold.

Toute fonction des opérateurs S; s’exprime en
termes des tenseurs irréductibles selon :

2s+1 1

F(Sj) = Z Z flm Tlm(Sj) .

1=0 m=-1

(18)

Nous allons utiliser ces tenseurs pour définir la géné-
ralisation de la distribution delta de Dirac comme suit

2s+1 1
ZZO =Z—l le(gj) T;m(sj) 3 (19)

ou Y, (Q;) est ’harmonique sphérique [I15]. Si on
interpréte 7', comme la fonction quantique pour Y,
de S;, on trouve que (19) ressemble a la série des
harmoniques sphériques pour la distribution delta de

11, m#m,

2s+1<1. a7

T,.- Pour obtenir la distribution de Wigner des spins,
nous prenons la valeur moyenne de (19)
2s+1 1

pw(€)) = Y 2 )Il’rkn(ﬂj) Trace DT,,,(S)) .

1=0 m=—1

(20)

Le choix de (20) pour p(£2;) nous conduit a la fonction
suivante pour 'équivalent de Wigner de F(S)),
2s+1 1

Fy(@) =Y =Z_, Yin(2)) fim -

=0

@D

Cette expression nous permet d’obtenir une relation
simple pour la valeur moyenne de F(S;)

Trace DF(S;) = j dQ; pw(R) Fu(®). (22)

Considérons le produit de deux opérateurs S;, S
Au deuxiéme ordre des tenseurs irréductibles, nous
pouvons écrire (o, f et y dénotent les composantes)

s(s + 1) i
Sja Sjﬁ = __‘3“— 5:1[1 + E 8aﬁy S]), + - N (23)
ou &,, est le tenseur totalement antisymétrique avec

exyz = 1. La régle de Groenewold doit donner (23)
si on lapplique a la composition de Q;, ;5. Les
premiers termes de (23) suffisent pour déterminer les
premiers termes de la régle de Groenewold

Dirac. Evidemment, la série (19) se termine au terme {AS) BS) jw = 4w(R) G; Bu(@) (24
I =2s + 1, parce qu’il n’y a que (25 + 1)? tenseurs  ou [16]
‘ e o >
G=1-5LL+ 5. L@ AL+ (25a)
1 «— = 1 < —>
=1 = =Y Ly Ly + 5. X S Ly Qs Lya + (25b)
n
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Ici L; a la forme de I'opérateur du moment cinétique
dans I'espace de ;. Cest-a-dire

L; = —io; A Vo, (26a)

ol
=9

@;

J

Les fléches au-dessus de L; indiquent la direction de
Popération. On peut facilement vérifier que (25) donne
I’équivalent de Wigner de (23), en notant que
L;, Q;, = ig,,, 2;,. On trouve en fait que

Q:,G; Q=

J

s+1 i 2s—1 Sy
(27a)
1 .
= 5—; { 50:[1 + laapy QJY + (2 s — ]) Qja Qjﬂ } . (27b)

Notons que le troisiéme terme de (27a) est propor-
tionnel & Y,, pour « = f§ = Z ; il est en général pro-
portionnel a une série de Y,

Remarquons que les termes en puissances élevées
de L; dans Ia série (25) sont multipliés par des puis-
sances plus grandes que 1/s [16].

Calculons maintenant Trace DF pour le cas parti-
culier D = 1. Bien entendu, nous devons d’abord
obtenir I’expression de py pour D = 1. C’est-a-dire :

Nous avons donc :

2s + 1
47
L’équation (28a) est valable pour toute fonction de

Iopérateur de spin. Appliquons-la a Dopérateur
DF(S)),

Trace F(S)) =

J dQ; Fy(Q). (28q)

254+ 1
4

En portant (24) dans (285), on obtient

Trace DF(S;) =

J dQ; { DF(S)) }w . (28b)

Trace DF(S)) = “T“;—I j dQ; Dy(R) G;.Fy(Q,) -
(28¢)

Nous allons utiliser (28¢) plutét que (22), car nous
pouvons déterminer Dy, plus facilement que py,.
Notons qu’il n’existe aucune relation simple entre Dy,
et pw analogue a celle trouvée pour le cas des opéra-
teurs de position et d’impulsion dans (14b). Indiquons
maintenant comment construire le 7, d’ordre arbi-
traire. Notons que 7,,(S;) est un polyndme en S;
d’ordre (21 + 1), dont il faut déterminer les (3)*'*?
coefficients. En utilisant la régle de Groenewold pour

r,. (K, =Y Trace D

{eil(.rj Sjv Sj’v'(t) e—il(.rj,(t) + e—il(.rj,(t) Sj’v’(t) Sjv eil(.rj}
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le polynéme T, et comparant le polyndme en £; qui
en résulte 4 Y, on obtient (3*'**) équations linéaires
pour ces coefficients et donc le T}, complet.

En utilisant (3) pour obtenir I’équation du mouve-
ment pour Dy, on trouve

d i ,
37 Dw = — 7 {2y G; Dy — Dy G; Xy } . (29a)

En portant (25a) dans (29a), on obtient

0 1 ~ —
*‘D = _sgewLJ-Q N ]L_/ Dw + tee

pr A (29b)

On ne connait pas d’équation pour la densité classique
dans I’espace du moment cinétique de spin, qu’on
puisse comparer avec (29b). Pour I’opérateur d’Hei-
senberg, on peut utiliser (116) pour obtenir I’équation
du mouvement de 1’équivalent de Wigner

0

= AW, 1) =
- gi{f‘@w G, Ay(R), 1) — Ay(®,, 1) G, %y } (30a)
ou bien
%Aw(gj, ) =
= - %J@w L;.Q; A L Ay(®;, 1) + . (30b)

Afin d’examiner les propriétés de Ay(€2;, ¢), consi-
dérons I’hamiltonien J€ = — uS;.B, ol B est le
champ magnétique. L’équation pour I’équivalent de
Wigner de I'opérateur S;(z) découle de (30b). Dési-
gnons I’équivalent de S;(z) par sQ;(¢). Nous avons
donc I’équation suivante pour € (t)

0
EQJ(I) = pQit) A B. 31

Cette équation est évidemment une équation pour
un moment cinétique classique et conduit a la conclu-
sion, qu’au plus petit ordre de 1/s, (29b) et (30D)
donnent les équations classiques.

Nous voyons de nouveau que, comme pour le cas
des positions, ces résultats donnent une méthode pour
déterminer les corrections quantiques a la théorie
classique.

La généralisation au cas de plusieurs particules est,
encore une fois, immédiate.

4. Fonctions de corrélation. — L’étude de la réso-
nance magnétique et la diffusion des neutrons se
réduisent a I’étude de la fonction de corrélation de la
densité de spin

JsJ’

5 (32)
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ou sa transformée de Fourier [17]-[20]. Pour la diffu-
sion des neutrons, il faut connaitre cette fonction sur
une échelle ou K~ 1A 1 et £+~ 10712 5, car le
vecteur d’onde et le temps d’interaction des neutrons
lents ont ces ordres de grandeur. Dans le cas de la
résonance magnétique, I’ordre de grandeur du vecteur
d’onde et du temps d’interaction des photons est
Kz 1073 cm ' et t 21077 s. Donc, I, décrit la
résonance magnétique sur une échelle de K et ¢ tout a
fait différente de 1’échelle applicable aux neutrons.

Nous avons remarqué dans I’introduction qu’il
existe des calculs des fonctions de corrélation dans
I’approximation classique [6]-[11]. Ces calculs se sont
bornés aux fonctions de corrélation classiques du
deuxiéme ordre.

Nous nous proposons donc deux buts dans cette
section ; premiérement, nous allons exprimer la
fonction de corrélation en termes des équivalents de
Wigner, qui obéissent les équations classiques, en
utilisant les résultats des sections précédentes. Ensuite,
nous allons utiliser ces résultats pour obtenir la fonc-
tion de corrélation quantique I',,, comme une série des
fonctions de corrélation classiques. Les premiers
termes de cette série seront des fonctions de corrélation
des premier et deuxiéme ordres. Les autres seront
d’ordre plus élevé. Puisque les calculs classiques n’ont
été faits que pour les fonctions du deuxiéme ordre,
nous ne garderons que les premiers termes dans la
série :

Commengons par examiner la structure des termes
d’interaction, puisque nos résultats vont dépendre de
la forme de ces termes.

Considérons un systéme composé de plusieurs
particules dans un champ magnétique B. L’hamil-
tonien peut s’écrire [17], [18]

2
Pj
=>—+ V(r;, —r;) +
;2 m jgj' b
+ Z U(rj9 rj'a Sp SJ’) - Zﬂm SJ.B . (33)
i<y J

Le terme U(r;, r;, S ;» S;) rend compte des interactions
entre les spins et entre les positions et les spins [19].
En premier lieu écrivons I'interaction entre les dip6les
magnétiques. C’est-a-dire

2
u 3
=" Ss.. S, — —— X
e P U e
x (S;.(x; — 1)) (Sj-(r; — 1)) - (34a)

Cette interaction est trés importante parce qu’elle
donne la relaxation entre les spins pour le cas des spins
nucléaires. Une autre interaction, importante pour des
spins atomiques, est 'interaction entre les moments
quadrupolaires [17], [18],
C..

I {6 Tho(S)) T2o(S;) +
|r; — 1
+ 4Ty (S) T,-1(S;) + T,_4(S) T,:(S;))
+ (T52(S)) Toa—2(S;) + T,_5(S)) T,x(S;)) } .

UQ:

(34b)
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Pour les spins atomiques, ’existence de 1’effet d’échange
conduit a un potentiel effectif qu’on peut représenter
par

Ug=J;;S;.8;, + D;;;.(S; A S;).  (34c)
Les coefficients J;;. de la partie isotrope et D;; de la
partie anisotrope sont, en général, des fonctions trés
compliquées des positions r; et r;. D’autres contribu-
tions au potentiel sont traitées dans [19].

On peut écrire le potentiel U(r;, r;,, S;, S;/) sous la
forme suivante, si on néglige les interactions quadru-
polaires,

U(l'j, rj'» Sj7 Sj’) = Z va’(rj’ rj') Sjv Sjv’ .

v—v’

(34d)
Au préalable, il nous faut justifier

j dR, j dP; A(R;, P)) BR,, P) =

= j dR; j dP; ARR;, P)) exp (%All) BR;, P). (39)

Pour obtenir ce résultat, on peut intégrer par parties
pour changer, par exemple, les fléches gauches de 4;
en fleches droites. On voit facilement a partir de (10)
que A4; devient nul sous ce changement.

Considérons N particules en interaction. Nous pou-
vons combiner les expressions des parties 2 et 3 et
obtenir ainsi un résultat pour la valeur moyenne d’un
opérateur général

Trace DF(ry, py, Sy, ..., Ty, Py> Sy) =

s+ 3|"
= @ n dR; | dP, | dQ, ... | dQy Dy, Gy Fy,
(36)
ou:
h N
Gr = Gy ... Gyexp (— D Aj). (37
2i &

Il nous faut alors déterminer les équivalents de Wigner
des facteurs D et

eil(.rj S_]v Sj’v’(t) e—il(.rj,(t) .

D s’écrira, pour un systéme en équilibre thermody-

namique,
p-_"” (39)

Trace e #%’

ou ™1 est un produit de la température et de la cons-
tante de Boltzmann. Notons que, pour le cas des hautes
températures, e #% sera une fonction linéaire de Je.
On pourrait écrire alors 1’équivalent de Wigner de
e #% comme une fonction exponentielle de Jyw plus
des termes d’ordre plus élevé en développant e A%
en puissances de f, calculant les équivalents de Wigner
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de chaque terme et faisant la somme des termes qui en et
résultent, on obtient a; = — {0y — %3y} +a,%y. (3%)

_ ® Nous trouvons, donc, pour I’équivalent de Wigner
(e ”e)w = eA®) exp(— By + Zz a, ﬁ”) (39a) dep [21]
"= e4®

Dy = . (39d)

ot {S_ } del. JdQ e’“”)

ay = 3 { (€)w — X5 } (39b) @m)
Considérons le cas ou ’interaction entre les spins est donnée par (33d). L’équivalent de Wigner de I’hamil-
tonien peut s’écrire

A‘N\'—'

2
Fy = ZEPL + Y {V(R; - R;) + s2Q,.UR,;, R;).Q; } — s, Y @;.B. (40)
J j<J J
Selon (33d), U(R;, R;) est une matrice dont les éléments sont U,4(R;, R;/).
Nous nous bornerons a examiner la correction qui vient du terme linéaire en § dans 1’éq. (39¢). Le
coefficient a, donné par (39d) s’écrit

a, = 3 -w(Gy — 1) Hy, . (4la)

L’application de (27b) nous donne, aprés un calcul insipide, le coefficient a, pour N particules

2 p2 2 2
su, BN su,,, s° U, S% Ly,
Gy =— —~ Z(ﬂ .B)’* — ; @,;.U7.Q,)(Q,.B) — Y (B.UY.Q,) -
FAN J*J
2
N L ..
16 Z { Z apy Eapy ij Qj’v’ Uar U/# -
i*J ag,ﬁﬁ{,v’

—Z(U;; —[@s — 1)? — 452](Q,;.U7'.Q,)* — 225 — 1) (R,. U7 U7 .Q; ):

3
+2 Y {Q.Uu7.U"Q, - (@.U7.Q,)@.U".Q)} (41b)

4 ;e
ol nous avons écrit U" pour U(R}, R;.). Remarquons que dans (41b) nous avons ), plutdt que ) qui se

. X \ PN Lot \ J<J
trouve dans (40). L’équation (415) a une structure trés complexe. (Due a la généralité des systémes auxquels elle
s’applique, on ne peut guére s’attendre a exhiber les corrections quantiques sous une forme simple.) Si nous
passons a un cas particulier, par exemple Uy = J;; d,, €t s = %, nous obtenons

u:B*N

a, = 3

2
-y @B - B Y U@ B (L + Q.0)) +
7 iFr
3 2 1 2 2
+eg X i g X I (299 +(Q;.9,)%)
J#i J#EJ

32 ;EZ# Ji Ji(Q;.2, — (Q;.9;) (;,.Q))) . (42)
Jj#j
Remarquons que le premier et le quatriéme terme, étant proportionnels 4 N, tendent vers 'infini dans la limite
thermodynamique. Cela ne cause cependant aucune difficulté puisque ces termes s’éliminent entre le numérateur
et le dénominateur dans (39f).
Revenons maintenant a la fonction de corrélation (34a). Dans le formalisme quasi classique, cette fonction
s’écrit

r,&KiH=> J dR, ... j dQy Dy Gy { €®® 5Q,(ReGy) (S;, (1) e ™)y ¥, (43a)
Jji’

ol nous avons utilisé le résultat (€™ S,)y = e®® 5Q,, que I'on démontre facilement. Le facteur ReGy
apparait dans (43a) parce qu’'on a fait le choix de la forme symétrique dans (34) pour définir I, (K, ¢). En
effectuant les intégrations par parties dans (43a), on obtient pour (43a) la forme suivante

r, Kt = Z J dR, ... j dQy(GDy,) { €%™ 5Q,(ReGy) (S;, () e X r M), 1, (43b)
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ou un examen de (26) et (35) nous convaincra que G est donné par

6 = 61 62 “es GN (44(1)
et
— 1
G,=1+ —2——SL§ + (44b)

Finalement, en utilisant les éq. (39¢) et (39/"), on obtient

_ AB)
@ow) = G {1+ 25 (B 40+ 313 46) — 40 13 4) + - | (@40)
ou Z est donné par
_[s+4)" AB)
Zy = :(27:)“} deI ...deNe . (44d)

Le facteur e®-®/ sQ, (ReGy) peut étre évalué directement, au premier ordre de L,

; KR 1 « ih . - 1 — ih
eK R; Sij(ReGT) — eK'RJ Sij { 1 - ZLJ.EJ COos (’5 K‘VPj) — EE<L_J°Q] A Lj sSin (%K.ij) } . (45)
En portant (45) dans (43b), et en intégrant de nouveau par parties, on obtient
— . — . ih -
r,& o=y j dR, ... jan {(GDW) e®®sQ;, + (GDy) ™™ Q;, cos (1_2_ K.Vr,-) +
i
1 = iK.R; hi = = 1 iK.R, =
+ 3 (L;, GDy) (L}, 2;,) e ® cos > K.V, ) + yyﬁ SEmp € QoL 2;,) (Lj, GDy)
Y a,
ih = = —iK.rj(1)
x s |5 K. Ve, {S;(e Iw ‘ (46)

En ne retenant que le terme ou figure la puissance la plus petite en 5, on peut écrire comme suit certains des
facteurs contenus dans (46)

_ e'lﬁew
GDy = + o (47a)
_ e'ﬁjew 2
Y AL, GDw}{L;,Q} =) 7 (;*l)ﬁ{Lijew}{Lijjv}+"‘ (47b)
7 y c
et
_ e'ﬂJCw 2
Z eaw ij{Lju GDW} {Lja in} = Zeayu 'ij 7 (; -1 B{LjﬂJeW} {Lja 'ij} + (476)
ayu aypu c
ou
S+ 1 _
Z. = { R } j dR, ... j dQy e FPXw (47d)

En utilisant la forme explicite pour JCy, (40) et les identités L;, Q;, = ig,,, 2, €t
Y. Eapy Expry = Opgr Oy — Oy Opry s
a

nous trouvons que

Y (L, 3w (Ly, Q) = s ZZ {u’.Q.}, - {Q.U7.9.}0,] + su,[B, - (2,.B) Q] (48a)
v J
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ou { }, dénote la composante v, et nous trouvons également

Y. Eapu Ly Bow) (Lj 25) = — SZZ{Q AU .20 ), + sun(@; A B), . (48b)

ayu
Si nous utilisons ces résultats dans (46), nous obtenons, jusqu’au deuxiéme ordre de Q, ce qui suit
Fvv’(K, t) =

B
€
=ZJdR1...deN Z

iJ’ c

2

CiK‘RJ‘{ sQ;, + [ij 8 ;

ih -
B(SZ{ U7, + u, Bv)] cos(% K.VPJ,) -
J /

s —2

ih - .
Bunm{ 2; A B}, sin (% K.ij)} {(S;,(H) e ™ DY (49a)

Notons que les facteurs sin (%‘z K.?,,j) et cos (%’ K.V,,j) comportent des opérateurs de translation de P;.

Or, si nous intégrons par parties une fois de plus nous trouvons

-BXw K2 2 .
r XK=y j dR, ... j dQ, S exp( WK ﬂ)e'“i {ssz,.v +
= Z, 8 m

+[ij—s ;2ﬁ(s;{ u’Q, }v+uva)]cos( - BK. P)

- 5%_2 Bin { R, A B}, sin (% ﬁK.P,.): {(Sj(f)e™™ @ 1 (49b)

Maintenant, considérons 1’équation générale d’un opérateur d’Heisenberg. Nous voyons d’apres (115) que

2% (@) = — 2 3y(ImGy) Ay (50)

et en utilisant (40), nous pouvons préciser le facteur JCy(ImGy) au premier ordre de L;

BQLQ/\L

WA, + A,,]) mZ

Fw(ImGy) = — Z (P:n) sin (hg ) - Y V(R; —R;) Sin( ! 3

i<

1 < — < —
+s* Y Q;.UR,R;).Q; {ﬂ(L,. AQL;+L;.Q AL

J<J

(1—L[L L,+i L]) (h—[il’—ztﬂ)}+ (51a)

ou bien a I'ordre le moins élevé en L; et 4;

h h
Jw(ImGyr) = — ZmPf- 4; = Y {VR; =Ry + s Q;.UR, R;).Q; | 54 + 4;) —
J

J<J’

B.Q,L,.Q; A L

- Sﬂmz 25
J
i~.Q- /\_)- +i,.ﬂ~, /\_I:
+5 Y Q. UR,Ry).Q; T2 (51b)
Ji<J

En utilisant les définitions de 4; et L;, on obtient

B o= _(BAQ).(Q;AL) (B AQ).(Q;AL)
Jew(ImGT)=*Zij'VR, Z 3 Fjj. Vp,—S#le st R s,u,,,z.z' 2 és 4 !
J j i (51c)
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ou
F;; = — Vg, V(R; — R;) (51d)
et
= — Ui, (5le)

Ce résultat nous donne formellement la solution de (50) a I’ordre le moins élevé en L; et A;

1 —
Aw(t) = €Xp t Z%Pj.vl‘j +
J

J*EJ

Y F;. Ve, + il Y ((B + 3 Bjj,) A

J

9,) (Q; AL) ” Aw0) . (52)

J'#J

Notons que exp[tP;. VR /m] est un operateur de translation de R;, exp[¢F;; VP ,] un opérateur de translation
de P; et exp[ithu,(B + B;;).Q).(Q;. L )] un opérateur de rotation de ;. La relation (52) nous donne 1’évo-

lution de Ay(¢) d’une fagon class1que
Si nous utilisons (52) dans (496) pour { S

< ees >C = j‘de cee [dgN

Fvv'(K, t) =

= %;exp(—

W K* B
8m

p(2) €T L nous obtenons, avec la définition

e—ﬂJ@w
VA

c

) <e""“" {Sij + [ij - s__;_Z_ /3(5 JZ{ N Bv)] COS( ﬁ:lK PJ) -

; A B}, sin (% K.Pj)} sQ, (1) e 7RO > . (53a)
L’équation (52) n’est valable qu’au plus petit ordre de 4; et L;. Au méme ordre, on remplace
h* K? [3) iph )
exp(— S m et COS(Q—m K.P;
. (ihp . \
par un et sin m K.P;| par zéro. Nous trouvons alors a cet ordre
rvv’(Ka t) = 2 l:s(s + 1) < eiK.Rj ij Qj’v’(t) e_iK‘Rj,(t) >c -
JJ
s¥(s — iK.R i IK.R /(1)
SRR < (U 00 e >,
. S(S 2)5 B <e iK.R; le(t) e—nK R, (1) > ] (53b)

Nous voyons en (53b) que le premier terme est la
fonction de corrélation du deuxiéme ordre habituelle,
déja calculée de fagon classique dans plusieurs
articles [6]-[11]. Le second terme est aussi quadra-
tique ; cependant il faut modifier les résultats classiques
publiés pour les utiliser en calculant ce terme. Le
troisiéme terme est d’ordre linéaire en 2 et quadratique
en ¢®-®/, Ce terme n’a pas encore été calculé, mais il
devrait étre plus accessible que les fonctions quadra-
tiques. Notons alors que (53a) et (53b) nous donnent
les corrections quantiques en termes des fonctions
qu’on peut calculer avec des méthodes classiques
connues. Plusieurs auteurs ont tenté de déterminer

les termes d’ordre plus élevé pour deux cas particu-
liers : un pour les particules sans spin [23] et deux
autres pour les spins sur un réseau [24], [25].

Les corrections d’ordre plus élevé [23]-[25] sont
vraisemblablement trop complexes pour étre utili-
sables. Plut6t que de les employer, il nous semblerait
plus simple de faire les calculs quantiques.
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