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LE JOURNAL DE PHYSIQUE

ECARTS A L’EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE
DANS UN PLASMA D’HYDROGENE ATOMIQUE

Nelly PEYRAUD
(Regu le 1°F juillet 1969, révisé le 16 mars 1970)

Résumé. — On applique la « théorie quasi-statique d’un plasma moyennement ionisé avec pié-
geage partiel du rayonnement », exposée dans un précédent article [1], & un plasma d’hydrogéne
atomique. On détermine analytiquement les écarts non maxwelliens de la « queue » de la fonction
de distribution en fonction de I’opacité partielle du plasma pour la radiation de résonance ; puis,
on étudie localement la répercussion de ces écarts sur les lois de Boltzmann (pour le rapport des
populations des niveaux de résonance et fondamental) et de Saha dans un plasma limité par deux
faces planes paralléles.

Abstract. — The « quasi-static theory of a partially ionized plasma with partial emprisonement
of radiation », exposed in a precedent paper [1], is applied to an atomic hydrogen plasma. We give
an analytic expression for non maxwellian deviations of the « tail » of the distribution function
in terms of the partial opacity of the plasma for resonance radiation ; and, we study the local
influence of those deviations on Boltzmann (for the ratio of populations of resonance and funda-
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mental levels) and Saha’s laws in a slab of plasma.

Introduction. — On considére un plasma libre de
toute action extérieure, partiellement ionisé et optique-
ment mince pour toutes les raies a 'exclusion de la
premiére transition & partir du niveau fondamental
(raie de résonance de I’hydrogéne et des alcalins).
On suppose que la majorité des électrons ont une
énergie inférieure au seuil d’excitation de la raie de
résonance. Dans ces conditions, le plasma relaxe
vers un pseudo-équilibre [1] décrit en premiére approxi-
mation par une distribution électronique f, maxwel-
lienne & une température 7, inférieure a celle des
neutres T, aussi longtemps que 1’on néglige les varia-
tions extrémement lentes de cette derniére. Cependant,
le calcul de certaines grandeurs macroscopiques —
et tout particuliérement celui du rapport des popula-
tions n,/ny des niveaux de résonance et fondamental
et du taux d’ionisation — nécessite une connaissance
plus fine de la fonction de distribution [1]. On montre
que la distribution électronique maxwellienne en
dessous du premier seuil d’excitation (« corps » de la
fonction) ne I’est pas du tout au-dela (« queue » de
la fonction) [1].

Dans cet article, on détermine analytiquement la
«queue » de la fonction de distribution en vue du
calcul de n,/n, et de la densité électronique ; comme
il n’est pas possible de résoudre directement le probléme
global, on procéde a4 des approximations « locales »
et on se contente d’une représentation correcte de la
« queue » de la fonction au voisinage du premier seuil,
plus précisément pour des énergies comprises entre le
seuil et 2 fois le seuil ; on rappelle [1] que ce domaine
est tout a fait suffisant en raison du fort taux de décrois-
sance de la fonction de distribution (d & la faiblesse
de I’énergie thermique vis-a-vis du seuil.

On termine cet article par une application du résul-
tat obtenu au calcul numérique des écarts de n,/n, a la
loi de Boltzmann et des écarts du taux d’ionisation a
la loi de Saha dans I’hydrogéne atomique.

Cette détermination permet la connaissance des
écarts de n,/ny 4 la loi de Boltzmann et des écarts du
taux d’ionisation a4 la loi de Saha en fonction de
I’'importance des fuites du rayonnement de résonance.
Ces résultats sont couplés au probléme du transfert
du rayonnement, objet de la derniére partie de cet
article consacrée au calcul des profils spatiaux de
n,/n, et de la densité électronique dans une « tranche »
de plasma d’hydrogéne atomique.

1. Equation vérifiée par la « queue » de la fonction
de distribution. — 1.1. RAPPEL DES PRINCIPAUX RESUL-
TATS. — On montre que la «queue » de la distribution
est principalement déterminée par les collisions €élec-
tron-électron, les collisions inélastiques d’excitation du
niveau fondamental (les collisions inélastiques d’excita-
tion du niveau de résonance sont négligeables), et
les collisions superélastiques de désexcitation du niveau
de résonance ; I’action de ces trois types d’interactions
est traduite par ’équation suivante :

Vee(W) W* (fe MLz di;) +

me w dW
Y
2 j no W' Qo) fuw') w'* dw’ {
T 0
g [V -
_nlg(llj W, QO—»I(W’)fe('\/WIZ_W%) W/Z dW’=O_
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Le premier terme représente I’action des collisions
électron-électron ; il est proportionnel a la fréquence
de collisions électron-électron ;

3 2\ 2
V(W) = V] (ﬁ) =4 n(e_) neLogde )
w

m, w?

W, désigne la vitesse thermique (W.h = \/ 3 :1 Te) et

A, le rapport de la longueur de Debye et du paramétre
d’impact moyen. On désigne par } m, w? Iénergie
d’excitation du niveau s a partir du niveau fondamen-
tal ; Qo est la section efficace totale correspondante.

Le terme proportionnel a la population #, du niveau
fondamental représente ’action des collisions inélas-
tiques ; le terme proportionnel & la population #,
du niveau de résonance représente I’action des colli-
sions superélastiques.

On désigne respectivement par f; et fo le «corps»
et la « queue » de la fonction de distribution. 7 estla
restriction de la solution de I’équation (1) aux énergies
supérieures a  m, w? et dépend de f7 par I'intermé-
diaire du terme de collisions superélastiques.

Le «corps » de la fonction contient pratiquement
tous les électrons et peut s’écrire :

_ m. \3? m, w?
fo(w) =n, (mi) exp [— > kTJ (3
fo et f£& sont reliées par I’équation de continuité :
fo(wy) = fe+(W1) . C))

La « queue » de la fonction est entiérement déter-
minée par les équations (1), (3) et (4).

1.2 EQUATION REDUITE. — On obtient une équation
sans dimension en posant :

1 m, w?
T2, ©)
y = Lme wi (6

s = 2 kT,

_ 1 kT 3/2 eu

= 2 (%) 7
g=anyir ()7L, )
by(u) = 1 1o wQo-s(¥) avec Qo = 0 pour u < ug
2 veew) @)
=2t Bogu ©)

no g1

Compte tenu des variations de v,, comme u~ /2
(formule (2)), I’équation (1) prend la forme :

dg ij
udu+g+s=z1 )

[ O 1 o

u+ug

by(u')e" ™ g(u') du’

g’ —u)du’'=0.
(10)

!’

u u
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En I’absence de collisions inélastiques et superélasti-
ques (b, = 0), on retrouve la solution classique de
Maxwell dont la forme réduite est gy..,. = cte/u.

On désigne respectivement par g~ = g,, et
g7 = g1, le «corps » et la « queue » de la fonction
de distribution réduite (*).

g1 représente la restriction de la solution de
I’équation (10) a l'intervalle (#,, + 00), tandis que g,
est donnée par la formule suivante :

1

2
go1(w) = :/75 ; = Zmaxw.(¥) . 1D

8o1 €t &1, sont reliées par la condition de continuité
(formule (4)) :

&o1(u1) = g1a(uy) . (12)

L’équation (10) n’est pas «locale » dans I’espace
des énergies ; en général, on ne sait pas résoudre le
probléme global qu’elle représente et on devra procé-
der a des approximations (paragraphe 2).

2. Approximation de I’équation réduite au voisinage
du seuil. — D’un point de vue pratique (calcul des
grandeurs macroscopiques), il importe de connaitre
&1 au voisinage du seuil u,, pour des énergies comprises
entre u, et environ 2 u;. On procéde successivement a
trois approximations dont on analyse les conséquences
sur le mode de résolution du probléme.

2.1 APPROXIMATION DU TERME DE COLLISIONS SUPER-
ELASTIQUES. — a) Forme approchée de I’équation réduite
pour u; < u < 2uy. — Pour u; < u < 2uy, la der-
niére intégrale de (10) s’écrit (compte tenu de (11)):

J-u+u1 bl(ur)

u u

C_u’(u/ —uy) g —uy)du’ =

2“1 ’
) g
Ve '
utuy ’
-Fj éégge”ﬁu“—uoglwﬁﬂ-ﬂn)du5
2uy u

u u
(13)

La décomposition (13) du terme de collisions super-
élastiques fait apparaitre deux termes de nature diffé-
rente : d’une part le premier terme qui est une fonc-
tion connue de u et entre de maniére inhomogéne dans
I’équation (10) ; d’autre part la seconde intégrale,
terme homogéne en g,,, mais non «local» dans
I'espace des énergies puisqu’il fait intervenir les
valeurs de la fonction entre u, et u.

On montre [2] que ’hypothése k7, < seuil permet
avec une trés bonne approximation de faire dispa-

(1) Cette notation rappelle que go: est la restriction de g a
P’intervalle (0, u1) et g1 la restriction de g a l'intervalle (#1, + ).
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raitre ce double caractére du terme de collisions super-
élastiques qui s’écrit alors :
+
" (w)
ul

u

e (W — up) g’ — uy) >

e " du'.

N % J by(w)

g1, Vérifie alors I’équation approchée suivante :

: (14)
u u

d i utug , .,
wBle g+ 3 [ bW e g du =
s=14Ju

= i_p ju“' by(u)

NG

Dans I’équation (15), le terme de collisions superélas-
tiques apparait comme un simple second membre,
fonction connue de u. En fait ’approximation (14)
traduit le fait suivant : lorsque k7, est faible devant
le seuil d’excitation, le repeuplement de la « queue »
de la fonction de distribution est en trés grande partie

assuré par les électrons maxwelliens du « corps »
de la fonction.

b) Conséquence : Application du principe de décom-
position) de lespace des énergies. — Mise sous la
forme (15), I’équation de détermination de la « queue »
de la fonction de distribution g,, comprend des
termes « locaux » en g;.(u#) et une série de termes
«non locaux » agissant sur g,, entre u et u + u

e~ du’ . (15)

4

u u

utug
(terme en J ) A Texception prés du second
u

membre en p, ’équation (15) est donc du méme type
que I’équation intégro-différentielle rencontrée lors de
I’étude du gaz optiquement mince pour toutes les
transitions [3] (p = 0) ; on peut alors appliquer la
méthode de résolution par « trongons» d’énergie.

On rappelle que 1'on décompose I’espace des
énergies en intervalles égaux a la distance de deux
niveaux consécutifs soit, (0, #,), ..., (U — 1, %), ..., (U;— 1,
u;) puis en lintervalle infini (u;, +o0); on note
g,-1,, la restriction de g a l'intervalle (¥,_,, %,) ; on
montre [3] que g, (u) est la réunion des i restrictions :
8125 +os Br—1,m -+ »8ic» déterminées par les i équations
suivantes :

—- Pour les énergies supérieures au seuil d’ionisation
(13,6 eV pour I’hydrogéne) u; < u : Détermination de
Zio [3]: 1 équation

dgioo : s ’ u—u’ ’
u_+gioo+ Z bs(u)e gioo(u)du =
du s=1Ju
2 R N (710 T
=—p J #(,—) e " du' .

AT u u
— Pour les énergies comprises entre 2 seuils d’exci-
tation u, < u,_; < u < u, < u;: Détermination de

& —1, [3]: i — 1 équations (*)

(16)

(2) i est infini dénombrable.
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dgr—l,r < " ry u—u’ ’ ’
u du =+ 8r-1,r + Z bs(u ) € gr—l,r(u )du =
s=1Ju

2 p J*u+u1 bl(u')

’

eu—u dul .

u u

u+tus
[ by e gty aw

s=1 r
i u+ug X
-3 [T b e gy de . an)

Les équations (16) et (17) montrent que 1’on peut
résoudre 1’équation (15) de proche en proche en
progressant des énergies les plus élevées vers les
plus basses [3].

Les solutions respectives des équations (16) et (17)
et par suite les restrictions g;, et g,-;, dépendent
chacune d’une constante d’intégration ; la « queue »
g1 dépend donc de i constantes d’intégration (?) ; en
fait i — 1 de ces constantes sont déterminées par i — 1
équations de continuité en chaque énergie u, [3]:

gr—l,r(ur) = gr,r+1(ur) 2 < r S i. (18)

g1, dépend donc, comme le laissait prévoir I’équa-
tion (15), d’une seule constante d’intégration déter-
minée par la relation (12) de continuité avec le corps
g .

Nota. — Le processus de détermination de proche
en proche n’est valable que si la distance entre deux
niveaux atomiques consécutifs diminue lorsque I’on
se rapproche du niveau d’ionisation [3]; c’est le cas
dans I’hydrogéne atomique considéré aux paragra-
phes 4 et 5.

— Les équations (16) et (17) sous-entendent
u; < 2 uy (cas de ’hydrogéne). Ce n’est pas le cas des
alcalins (u; > 2 u,) mais la méthode de résolution
par « trongons » demeure inchangée : u, désignant le
premier potentiel inférieur a 2 u,, il suffit de détermi-
ner g,,, (équation (16) dans laquelle on a fait i = r)
PUIS g,—1,. .., 812 (équation (17)).

2.2 APPROXIMATIONS PAR DES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES « LOCALES ». — a) Approximation des termes
intégrés. — Dans les calculs qui suivent, on appro-

utus + o0

chera les intégrales du type j par J (équa-
utus + o0 "u+"s "+oo

tion (16)), '[ par j et j par j (équa-

tion (17)). En raison des collisions inélastiques, la
«queue » de la fonction de distribution décroit plus
rapidement que la distribution maxwellienne (Fig. 5)
et les approximations ci-dessus seront « a fortiori »
vérifiées si elles le sont pour une distribution maxwel-
lienne ; il suffit donc que les inégalités suivantes soient
vérifiées :

e <e ™ < 1 (19)
(20)

@1

eu,.-—(u+u_,,) < eu.-—Zul <1

et <e "l <eT" <.
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Les inégalités (19), (20) et (21) ne sont autres que
la traduction de I’hypothése k7T, < seuils.

Les équations (16) et (17) prennent les formes appro-
chées suivantes :

+ o0

dgxoo bs(ul) eu—-u' gioo(u,) du/ —

0t 8o + Z

u

+ 00 ’
2o T Wevar @
u

=-—=p
NEGP
dgr—l r gt ) ’ —u 4 ’
u Tt gty | b@)e T gy, w)du =
s=1Ju

du

+ o0 ’

— __2’___pj bl(u)eu—u’ dul _ eu 1\4"00
\/7'5 u u'

avec

(23)

+ o0

r—1
M,,= } by(u') e g,o,(u') du’ +
s=1 Y u,

i + o0
+ Y j bw)e ™ g w)du . (24)

b) Conséquence : Réduction du probléme a la résolu-
tion d’équations différentielles « locales ». — On mul-
tiplie les équations (22) et (23) par e * L’équation (22)
est équivalente a I’équation dérivée (25) a condition
de la compléter par la condition (26) :

|1+ z by g1 =

d’g; dg;
du? ¢ ) du

- \/_7; 1(") (25)

—u dgico )] —
[e (.u du +gi°° u=+o0 _0.

De méme, I’équation (23) est équivalente & I’équa-
tion (27) complétée par la condition (28).

(26)

r—1

d%g,_ d
u & 2+ (2 —w) oot _ [1 + ) bs(u)] &r-1,r=
du du =1

= \/_7; ﬂ 27

—u i + ) _
€ u du gr—l,r gr—l,r — -

+ o0 ’
=ipj bl—(uge"“'du'—-Mm.
\/n ur u

On est ramené a la résolution d’équations différen-
tielles «locales » linéaires du second ordre ((25) et
(27)) ; il s’agit de résoudre ces équations pour u quel-
conque ; il est évident que chacune des solutions des
équations (25) et (27) n’a de signification physique
que dans les intervalles respectifs (u;, + ) et (U,— 1, u,).

2.3 APPROXIMATIONS ANALYTIQUES DES SECTIONS

EFFICACES D’EXCITATION. — On rappelle que la solu-
tion formée par la réunion de tous les trongons

e

No 7

8125381, 53 i Teprésente correctement le
comportement de g tant que I’énergie u ne dépasse
pas une certaine valeur inférieure a 2 », [2]. Il serait
donc intéressant de connaitre un développement
analytique correct des coefficients b,(u) pour u < 2 u;.

D’aprés la formule (8), by u) varie comme
u? Qo4(u) ; si on désigne par E I’énergie exprlmee en
eV et Q. la section efficace exprimée en cm?, on a :

by, = 7,64 x 1012

E* Qo (E). (29)

LogA
Les figures 1 et 2 représentent les variations de
E? Qo.(E), pour les principales transitions dans les
cas de I’hydrogéne atomique [4] [5] et des alcalins [6].

2
E Qo.s(E)

300 107®cm? ev2

EX Q, ,{E)~(224€ 276

200
E‘Q_ (E)=16,2(E-136)0°cm?ev?
100 onisation

2.2
Q&Z(E)x(L,gse-mzno om’eV
ly-¢

0 . -

10 1228 136 20

FIG. 1. — Variations de E2 Q¢ 1, E2 Qo2 €t E2 Q¢ . Cas de
I’hydrogene atomique. Variations réelles. —* —+ — - Appro-

ximations linéaires.

2
}E" Qg (E)
gl 10"Pem?(ev)?
50 |
40|
30| Na
20L
0L
0 . £y
1 138151185220 3 IA
FIG. 2. — Variations de E2 Q. 1. Cas des alcalins. Varia-

tions réelles. — * -+ —+ Approximations linéaires.
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On peut admettre que les coefficients E? Qg
représentés par les figures 1 et 2 ont des variations pra-
tiquement linéaires dans le domaine d’énergie (E;,
2 E)) (a I’exclusion prées du cas du sodium). On obtient
donc une représentation correcte de la fonction
g pour u < 2u; en remplagant les coefficients b
par des fonctions linéaires (*) dans les équations (25)
et (27).

bu) = ogu —oa; pour u;,<u<22u;. (30)
On pose :
o=y o (31
s=1
o, =Y (32
s=1
r—1
Op—1 = U (33)
s=1
r=1
0',,.._1 = Zl a; . (34)

Les équations (25) et (27) s’écrivent respective-
ment :

2
. dg;
d gzzoo_l_(z_u)ﬁﬂ—(aiu'i'l_a;)gioo =
u du

u

2 oy u— of
=" p1= "1 (35
Jr u
d?g,_
u grzl,r+
du
+(2—u)dg;_1—’1—(a u+l-d,_)g =
du r—1 r—1 r—1,r

2 oy u — of
=—-p2— "L (36)

N

Bien que la forme (30) ne soit valable que dans le
domaine des énergies inférieures & 2 u;, on obtient une
trés bonne approximation de la condition (28) en
remplagant b, par une fonction linéaire dans les

+ 00
intégrales j (en raison de l'inégalité
u

s

kT, < 3 mew?).

3. Méthode de détermination de g,_,. et g;,. —
On cherchera la solution de I'équation (35) (ou
(36)) pour u appartenant a Iintervalle (0, +0);
on note g sans indice cette solution ; seule la restric-
tion de g a I'intervalle (u;, +) (ou (4,_4, ,)) a une
signification physique et représente g, (ou g,_;,).
Dans chaque intervalle, on est ramené a la résolution
d’une équation du type :

(3) En général, a; = s us sauf pour les coefficients b; et b2
de I’hydrogeéne (raies Ly-a et Ly-$) qui ont une valeur finie au
seuil (Fig. 1).
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dzg

dg
u—=2+Q-uy=>—(u+l-0)g=
" )du ( )8

2 oagu—aj 37)

L’équation (37) est linéaire, du second ordre, non
homogene.

On peut obtenir /a solution générale de 1’équa-
tion (37) en faisant la somme de /a solution générale
de I’équation sans second membre et d’une solution
particuliére de I’équation compléte.

3.1 RECHERCHE DE LA SOLUTION GENERALE DE
L’EQUATION HOMOGENE. — On veut déterminer la
solution générale de 1’équation homogéne :

dzg
du?

u +(2—u)g+(a'—1—au)g=0. (38)
du
On ne détaille pas la résolution de 1’équation (38) ;
la méthode est classique et a été exposée dans un pré-
cédent article [3] ; on montre que la solution générale
de I’équation homogéne (38) est de la forme :

g(w) = K&(u) + Cy(w)

K et C sont deux constantes d’intégration; & et ¥
sont deux solutions linéairement indépendantes définies

par :

(39)

dw) = e ™ M[a,2, 2p + 1) u] (40)

Yw) =e ™ Ula,2,2p + 1) u] 41)
avec :

p=\/l+;o——1 0 “2)

P AR 43

¢ 2p+1 J1+4o &)

Le coefficient a est en général négatif dans les
plasmas considérés ici et non entier.

M et U désignent deux fonctions hypergéométri-
ques confluentes linéairement indépendantes définies
dans I’'appendice par les formules (75) et (78).

3.2 RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE DE

L’EQUATION COMPLETE. — On désire une solution parti-
culiere de 1’équation :

dzg dg )
u2 ( ) ( ) g

2 ogu—aj
Jr u -

On emploie la « méthode de la variation des para-
meétres » de Lagrange. W désignant le Wronskien

dy do . o . i
d au V] W des fonctions @ et i linéairement indé-

pendantes, on obtient :

8w) = k(w) P(u) + () Y(u)

“44)

45)
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avec :
2 Yo u —ay Y@
k(w) = —— j ! ! d 46
W= o | ST @
2 J“al u — oy W) , ,
= - — du'. 47
c(u) \/np W) u'. (47)

On peut simplifier les expressions (46) et (47) en
tenant compte de la propriété du Wronskien W des
fonctions & et Y ; en effet comme @ et y sont solu-
tions de I’équation (38), leur Wronskien est solution
de :

dw
uﬁl—‘—+(2—u)W—-0 (48)
d’ou :
W = cte e_z . 49
u

La constante du Wronskien est déterminée par la
valeur du comportement asymptotique de W lorsque u
tend vers l'infini (formules (80) et (81) appendice) ;
on trouve :

(50)

2p + 1 I'(a) u®

3.3 SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION COMPLETE.
CALCUL DE g;,, ET g,—;, — On affectera respective-
ment de I’indice i ou r — 1 toutes les quantités (P, ¥,
K, C, 0, o', a, p) relatives aux fonctions g;,, ou g,_ ,.

Les expressions (46) et (47) contiennent implicite-
ment chacune une constante d’intégration arbitraire.
D’un point de vue pratique, on ne déterminera pas
les variations des fonctions @; et y; ou &,_, et ¥,_,
en dehors des intervalles respectifs (u;, +o0) ou
(u,-1, 4,) ; on peut donc expliciter chacune des cons-
tantes d’intégration contenues dans (46) et (47) de
fagon a ne faire intervenir que les restrictions de &;
et Y; sur (y;, +00) ou &,_ et Y,_, sur (4,_,, 4,).

La restriction g;,, de g a l'intervalle (u;, + o) est
de la forme :

Git) = [K,- - %zp(z p+ 0@ [ o) x
X e ) v | o) +

2 u
; [ci + e pCp+ DI@) [ @ - ) x

Jr
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x e " ®du) du'] yw). (51

De méme, la restriction g,_;, de g a Dintervalle
(u,- 1, u,) est de la forme :

gr— l,r(u) =

2
= [Kr—l _—p(2 pr—1+1) r(ar—l)x

NE:

[ ey ) du'] &, \(u)+

-

2
+ [Cr—l + —=pQ2p,-1+1) I'(a,_1) X
Jr

[ ww-mer e a]y @,

' (52)

Nota. — Les formules (80) et (81) de I’appendice
permettent d’obtenir le comportement asymptotique

de g;,, lorsque u tend vers + oo ; on arrive a réduire la
condition (26) a la condition suivante :

2
Jr

X j+w (g u —a)e ™ yYw)du' =0. (53)

ui

K; - pRp; + 1) I'(a;) x

Les formules (51) et (52) déterminent entiérement la
« queue » de la fonction de distribution a I’aide des
fonctions hypergéométriques confluentes M et U ;
on a donc ramené le probléme a un calcul numérique
d’intégrales définies.

4. Application : influence des fuites de la radiation
de résonance sur les écarts a I’E. T. L. dans ’hydrogéne
atomique. — On a montré dans un précédent article [1]
que les écarts non maxwelliens de la « queue » £ + -
bien qu’agissant sur un nombre trés faible d’électrons
— sont d’une importance primordiale lorsqu’il s’agit
de déterminer les écarts de n,/n, et n, aux lois respec-
tives de Boltzmann et de Saha.

On rappelle les formules qui permettent d’obtenir
les grandeurs 7, (équation d’énergie), n,/ny et n,
(équations de bilan des niveaux) lorsque I’on connait
la fonction de distribution (%) :

1 + o0 i + o0
(1—p) 5 m, wi no wQo-1(W) fF(w) 4 7w’ dw+ ), ! me W, no wQo-,(W) f." (W) 4 w? dw +
2 §=2 2 wg

wi

+
et [ w0, J () 4

3
[
_
I

me +
2 W J’O (Veo(W) +

0

(%) On rappelle le domaine d’applicabilité de ces formules
dans I’hydrogéne atomique [1] :

%me w2 £ (w) 4 aw? dw
(54)

5 % 10-3 SM‘MS 10-1.

no
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avec :

1 mwi? : énergie d’excitation du niveau de réso-
nance vers le niveau s.

Q... :section efficace totale correspondante.

Veo : fréquence de transfert de la quantité de
mouvement au cours de collisions élastiques électron-
neutre.

ECARTS A L’EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE DANS UN PLASMA 571

vy : fréquence de collisions électron-ion (for—
mule(2)).
u : «coefficient d’emprisonnement » de la

radiation de résonance, compris entre 0 (plasma
totalement mince) et 1 (plasma totalement épais) [1].

[ oo 4 mv? aw

2 2
o o T Y PR T =
r+o too
R(n., T) n} = no wQooi(w) fo(w) 4 nw* dw + J- G wQi-i(w) fo(w) 4 nw? dw
r+ oo +oo
o [ o Qo SO0 A% [y Qe ) () 4 r?
~ |, nywQiL (W) f.(w) 4 nw? dw. (56)

7wy

R, : coefficient total de recombinaison radiativo-
collisionnelle sur les niveaux O et 1.

Nota. — La derniére approximation de (56) est justi-
fiée par le fait que dans I’hydrogéne, Q,.,; < Q1-;[4];
elle exprime que l'ionisation du niveau de résonance
constitue une source d’électrons bien supérieure a
celle du niveau fondamental. On peut montrer numé-
riquement que cette situation se produit (on majore
fJ par le prolongement de /', dans le terme d’ionisation
0 — i) a condition que :

ny/ng

=10 s 6x1073.
(n1/n0)gottz- g

(57)

Du point de vue de la technique du calcul, I’inégalité
(57) permet de découpler ’équation de conservation
de n, de ’équation de Boltzmann.

4.1 DONNEES NUMERIQUES. — On appliquera la
théorie au modéle atomique simplifié & quatre niveaux
(Fig. 3).

niveau fondamental 1 25,
niveau de résonance 2 %Py, 3/2
niveau 32Py)2, 352
niveau d’ionisation

a) Sections efficaces d’excitation du niveau fonda-
mental : série de Lyman (voir Fig. 1).

b) Sections efficaces d’excitation du niveau de
résonance : série de Balmer (Fig. 4).

¢) Fréquence de collisions électron-neutre.

D’aprés Temkin et Lamkin (in [8] p. 315), la sec-
tion efficace Q,, de transfert de la quantité de mouve-
ment vérifie :

Qo VE = 2,2 x 107*% cm? (eV)*%. (58)

Energies Nveaux Populations
x 1 omsation Ne
1 L2 3%, . néggeant
e
Uy 4§ . %g
Ll ! 2
Y ’ T 1 2 P;‘. 3 n1
2'2
02ev ¥
212
2
v 0 s 1 N
2
Fic. 3. — Mode¢le atomique a 4 niveaux. —— - Réactions
déterminant f}. — — —— Réactions déterminant Te.

d) Coefficient de recombinaison radiativo-collision-
nelle R/(n., T,).

Les électrons (dits « froids ») déterminant les pro-
cessus de recombinaison sont maxwelliens (« corps »
de la fonction) ; on peut donc utiliser les résultats (°)
de Bates et al. (obtenus en supposant la distribution
maxwellienne), valables soit dans le cas d’un plasma
d’hydrogeéne parfaitement transparent a toutes les
radiations [10] (R, = Rmince), soit dans le cas d’un
plasma optiquement épais pour les raies de type

(5) Sous la forme de lois empiriques de ne et Te, plus faciles
4 manier que les représentations graphiques lors de I’emploi de
I’ordinateur.
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1,2(E)
300} (E-34 lJOJﬁcm2 &V
200
ionisation
100,
1 E eV
0 188 34 10
FiG. 4. — Variations de EQ1-2 et EQ11. Variations
réelles. —* —* —+ Approximation linéaire.

Lyman [11] (R, = Repais). On admettra que dans le
cas réel :

R, = (1 — p) Rmince + pRepais - (59)

La formule (59) est tout a fait empirique mais elle
donne de toute fagon une meilleure estimation du
coefficient de recombinaison que la méthode qui con-
siste a prendre R, = Rmince OU R, = Repais (en moyenne,
Rmince est d’environ 30 pour 100 supérieur 4 Repais).

4.2 ECARTS DE TEMPERATURES. — On obtient une
T,
7
f.F(w) par une distribution maxwellienne et en pre-
nant n; égal a

majoration de 1 (formule (54)) en remplagant

2
gl _ me wy
" g6 °"p[ 2kn]‘
On montre que dans le domaine d’applicabilité (*)
défini dans le précédent article [1], les écarts entre
T, et T, sont tout a fait négligeables

T

2-1<1073
T,
Il en résulte que les neutres, les ions et les électrons

sont pratiquement en équilibre de température.

dans tous les cas).

Remarque importante. Contribution éventuelle des
pertes de rayonnement des séries de Paschen...

La faiblesse du seuil d’excitation de ces transitions
(2 = s = 3, ...) et la valeur élevée des sections efficaces

No 7

Qs ... (5 2 10 fois plus que les sections Q, ., ,d’exci-
tation des transitions de type Balmer) [5] conduisent
a se poser le probléme suivant : les pertes de rayonne-
ment de Paschen ... ne sont-elles pas plus importantes
que les pertes de type Balmer malgré la faiblesse des
populations 7,, ... ?On obtient une majoration trés
forte de ces pertes en remplagant n,, ... par des popula-
tions Boltzmanniennes ; on emploie les sections effi-
caces données par Percival [5] ; on montre que dans
le domaine d’applicabilité de la théorie (*), ces pertes
ne dépassent jamais les pertes de type Balmer.

4.3 ECARTS AUX LOIS DE SAHA ET DE BOLTZMANN
EN FONCTION DU COEFFICIENT u. — Les calculs ont été
effectués sur ordinateur UNIVAC 1108 ; les fonctions
M et U ont été programmées a 'aide des séries (75)
et (81) de I'appendice ; comme les expressions (51)
et (52) de la « queue » g,,, de la fonction et (55) du
rapport p sont couplées, on a procédé a une méthode
d’itération sur p.

Nota. — Lorsque 1’on descend en température
(T, ~ 7000 °K), il importe d’introduire un facteur
correctif représentant l’effet des collisions élastiques
électron-neutre ; les températures T, et T, étant prati-
quement égales, il suffit de remplacer v, par

—y
Vee +
ee mg e0

dans toutes les équations, c’est-a-dire by(u) par

by(u)

1 4 Me Veow)

mg vee(u)

b

en realité le rapport L’eo_((uu)) n’est pas constant et varie
ce

sensiblement comme #3/2 ; il en résulte une déforma-
tion du coefficient by(u) ; cependant, comme ce fac-
teur n’est que correctif on le remplace par sa valeur
moyenne pour # > u#; ; On montre que pour une
distribution maxwellienne, la valeur moyenne de
u%? est extrémement voisine de u,%/? ; elle 'est «a
fortiori » pour la distribution réelle qui est encore
plus décroissante.

D’aprés le précédent article [1], ’opacité a la radia-
tion de résonance est particlle et peut engendrer des
écarts 4 ’E. T. L. appréciables jusqu’a des distances
du bord du plasma de I’ordre de 0,1 cm a 1 cm (C’est-
a-dire des dimensions courantes au laboratoire) a
condition de choisir des pressions P variant de 1 torr
a 0,1 torr environ. Les résultats numériques donnés
ci-dessous (Fig. 5 a 8) sont valables pour un plasma de
forme quelconque et permettent d’en connaitre les
caractéristiques lorsque les fuites de rayonnement,
caractérisées par le coefficient 1 — pu, sont connues.
11 s’agit donc d’achever cette étude par I’évaluation du
coefficient 4 en tout point d’un plasma de géométrie
donnée, c’est-a-dire le calcul des profils des densités
n, et n,.
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atg P- 7640 mm ot g

P= 7640 mm

0,05 0,05

0 0
Ly-% Ly-P ion Ly-o¢ Ly-p ion
Te=9000K Te=8000°K
0} 03
005( 005
0 0
A 1 15 2
ly-o¢ Ly-p ion ly-x Ly-p ion u/ Uy
0 ontg P= 76,40 “mm
0,05 0,05
0 : . 0
1 15 2 u/u1
Ly-X Ly-p & A
TgsoK T DR ok U LB
0|9 P=0,%mm ——al
Qo5 | 005}
° B , 0 .
o 1 7 2
Ly-x Ly-p ion 4/t ly-x Ly-p ion u/u,

Fi16. 5. — Ecarts non maxwelliens de la « queue» de la fonction de distribution réduite & « coefficient d’emprisonnement » u
constant. @) Te = 9000 °K ; b) T. = 8 500°K ; ¢) T = 8000°K d) Te = 7 500 °K .
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FI1G. 6. — Variations des écarts a la loi de Boltzmann en fonction
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P =760 mm

1 1 p
05 1
Btz =.76mm
9000°K
M

05

—

1

du « coefficient d’emprisonnement » .

b Ne

cm'3

9000°K

8500°K

8000°K

7500°K

05

e 3 9000 °K
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13
07+ 8500°K
8000°K
107 |
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10“ /

10" . v
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FIG. 7. — Variations de n. en fonction de u.

'

p=176 X10-2mm et p= 0,76 mm.

n_/n
o'l ¢ % P=076mm
[ —— P= 7,6,30‘2mm
9000°K
+
10 L 8500°K
8000°K
3
9L

.—-" 7500°K
~

0 . R
0 05 1

FiG. 8. — Variations du taux d’ionisation en fonction du
« coefficient d’emprisonnement » u.

Pour une pression P donnée, les écarts non maxwel-
liens sont d’autant plus importants que la température
T, est faible (v, plus faible) et que I’on se rapproche
des bords du plasma (u plus faible). Pour u =1, g
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est maxwellienne jusqu’au seuil d’excitation de Ly-f
(12,08 V) quelle que soit T, car les collisions superélas-
tiques sont aussi importantes que les collisions inélas-
tiques ; au-dela de 12,08 eV, les écarts non maxwelliens
dus aux collisions inélastiques 0 — 2 (Ly-f) et 0 —»
(ionisation) se creusent lorsque 7, diminue car les
collisions e-e sont ne plus suffisantes.

Ces écarts varient trés peu lorsque P varie: en
d’autres termes si on change les dimensions (augmenta-
tion de volume lorsque P diminue) du plasma de
maniére a retrouver le méme « coefficient d’emprison-
nement », les écarts non maxwelliens dépendent assez
peu de la pression.

Pour une pression donnée, les écarts non Boltzman-
niens varient dans le méme sens que les écarts non
maxwelliens ; on peut considérer qu’a u constant,
ils ne dépendent pas de la pression. Pour u =1,
n,/ny, est Boltzmannien quelle que soit 7.

Pour un coefficient 4 donné, le taux d’ionisation est
pratiquement indépendant de la pression P lorsque
cette derniére est faible (1/10 mm a 1 mm) ; en d’autres
termes, la densité électronique est pratiquement pro-
portionnelle & la pression alors que si la loi cle_; Saha
s’appliquait, elle serait proportionnelle a \/P ; cet
effet montre qu’aux faibles pressions (n, faible), la
recombinaison radiative est dominante devant la
recombinaison a trois corps dans 1’équation (56) de
conservation de n,. Par contre, pour des pressions plus
élevées, leffet de la pression sur n./n, est beaucoup
plus marqué en raison de la recombinaison colli-
sionnelle.

5. Profil des écarts a ’E. T. L. dans une tranche de
plasma. — 5.1 RAPPEL DE L’EQUATION DE BILAN DES
NIVEAUX ATOMIQUES. — On ne peut donner Ila
répartition spatiale des densités n, et n, que si I’on
connait celle du « coefficient d’emprisonnement » u.
L’équation de bilan des niveaux O et 1 couplée 2
I’équation de transfert du rayonnement explicitée dans
le précédent article [1] permet le calcul de la distribu-
tion spatiale u(r) ; cependant, si I’on désire évaluer
u(r) de maniére précise, il convient de modifier cette
équation en tenant compte de la forme exacte du profil

de raie que I’on désigne par £(v)(avecj£ ) dv= 1)

et des variations du coefficient d’absorption K, de
la raie de résonance avec la fréquence v ; cela revient
a intégrer le terme d’absorption de rayonnement sur
le profil de la raie [12] [13] ; on obtient :

p{u®}— —J dvﬁ(v)'[ dQK, x

x e Kvs j p{ueH} e ds’ =
0

(l') &o %

= 0 (10} " FORES
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wQo_1(W) n, { u(r) }
Ay

X €X [m Wi] J
P27kt
2 kT, P

Les fonctions p { u } et n, { u } sont respectivement
représentées par les courbes 6 et 7.

Dans le domaine de pression considéré, la principale
cause d’élargissement de raie est I’effet Doppler [1]
et 'on a:

Pour le profil de raie :

(60)

m 2
2kT]4nw dw.

—»?

L) dv = L) do = - do ;

w=2" 0\/L0g2

Avp
+ o0
j £(v)dv = '[ f(w)do =1. (61)
Pour le coefficient d’absorption [13] [14] :
K, ~Kof(w) K, = 27’ nofo- JLog2 (62)

mc Av

vo est la fréquence de résonance, Av, la largeur
Doppler, f;,-; la force d’oscillateur associée.

La ﬁgure 9 rappelle la signification [1] des grandeurs
r, 5, s’ et Q; dans I’équation (60), I’abscisse s est
prise algebrlquement selon le vecteur unitaire Q
porté par le rayon lumineux AM ; le sens positif est
celui du rayon lumineux issu de A ; l’origine est
placée a I'entrée E du plasma.

FI1G. 9. — Le transfert du rayonnement.

5.2 CAs D’'UN PLASMA LIMITE PAR DEUX FACES
PLANES PARALLELES (TRANCHE DE PLASMA). — La
figure 10 représente une tranche de plasma d’épais-
seur 2d ; en raison de la symétrie du probléme tout
point du plan passant par A, paralléle aux faces,
posséde les mémes densités p { u(r)} et n, {u(r)}.

OA=r EA =
OH=r  EA =5+
i1 d+r
rayon 1 : 0 < 0 5 S =550
, d+7r
s =
cos 6
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FiG. 10. — Le transfert du rayonnement dans une tranche de

plasma.
7 r—d
rayon2: - <0< s =
y 2 7 T cos 6
, _r—d
" cosf

5.2.1 Forme générale de I’équation de bilan. —
On peut transformer l'intégrale double sur dQ ds’
figurant dans le terme d’absorption en intégrale sur
df dr’ ; on obtient :

j dQ K, e'K"’J p(s’) eX¥ d¥
4n

n/2
= J 2 7 sin 0dOK, exp[— K,
0

d+r]X
cos 0

Ne 7

rr

x A(r) exp[Kv cos 0 ] cos 6

d+ r'] dr’

fmn

+ 2 7 sin 0dOK, exp[K d—r o er]

Jor/2

rr

< o) exp[ K,

Jd

(63)

d— r’] dr
cos 0 | cosf’
Compte tenu de la symétrie p(r) = p(—r) et en

1 i e
posant x = + cos 0 (+ pour la premiére intégrale

de (63) et — pour la seconde), on obtient :

j dQK, e'K“sJ p(s)) e ds’ =
4r

+ r
=27 j d—xK g~ Korx J p(r) T dr' +
1 —d

+ -r
+2n I d;x—Kv el j p() e®r ™ dr’ =

1 -d
= 27K, j dr’ p(r') E{[K,(r — ¥)] +
-d

+ 27K, jur dr' p(r') E[ — K,(r + )]. (64)
-d

E, désigne la fonction exponentielle intégrale définie
par

—zt

+ o0
El(z)=[ ° _dt.
v 1

z

Compte tenu de la forme (61) du profil de raie et
de la valeur de K,, I’équation (60) s’écrit :

j ® do Ko gmaer 3 j r_., dr’ p() Eo[K,(r — )] + j

dr' p(r') E;[— K\(r + )]
= (65)

p{u@®} = p(r) =

1 — () n{u@}

1 —
u(r) N
en posant :
&1
Ao exp[ ]
_ g0 2 k
N = © 3/2 : (66)
[ o)™ exp| - 2] vt aw
On a vu dans le précédent article [1] qu’aux pres- p(r) ~
sions étudiées, le rapport N/n, est supérieur & 10*; . , ,
ainsi, si on considére un pla§ma de dimensions rai- zf do 2o K, o= 20 U dr’p(r’)El(Kor—_r e—wz) +
sonnables (§ 5.2.2), le coefficient u sera suffisamment 0 T -d \/ v
o 1 —un, . . .
élevé pour que le terme —— =S soit toujours négli- -r [ !
pourq uw N ! g +j dr’p(r/)El(—-KoH-—_re""z)] .67
geable devant I'unité ; on peut donc écrire : -d \/ T
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5.2.2 Tranche de plasma de grande épaisseur. —
On considére le cas ou K, d est suffisamment grand
pour que le plasma soit non seulement opaque en
son centre (c’est-a-dire u(0) ~ 1 et p(0) ~ 1) mais
puisse I’étre encore jusqu’a des distances de la surface
bien inférieures a 4. En d’autres termes, K, d est tel
que les écarts a ’E.T.L. dus aux fuites durayonnement
sont observables sur les bords du plasma a des dis-
tances de la surface que 1’on se propose de déterminer.

On ne commet donc pas une grande erreur en
remplagant p(r’) par l'unité dans les deux intégrales
de (67) et on obtient ainsi le profil des écarts a la loi
de Boltzmann :

p(r) =~

:f da)Ko ‘WU dr’El(Kor—_Tr e""z)+
—d

J dr' E ( r\-/l— r e_“’z)].

L’expression (68) peut €tre simplifiée et exprimée
en fonction de E, exponentielle intégrale d’ordre 2 ;
en posant z = e~ “2, on obtient :

1 [t d d
p(r) ~1 - 2\—/—‘( ——Z———I‘[EZ(KO -/};rZ)'F
" «/ o8 v

+ EZ(KO d—\/—% z)]

Nota. — Cas limites r =0 et r = d.
Au centre du plasma :

i

On retrouve le fait que lorsque K, d tend vers ’infini

p(0) 51
Au bord du plasma :

(68)

(69)

p(0)~1—~ j

o 71 1 (li___ 2Kqdz _
o ~ 1 wf J " [Ez( Tx )* 1]
_ % ~ 2_37: Jl dz—“EZ(ZI\(/o%dz)Z% 1)

On en déduit que pour les grandes valeurs de
K, d, le rapport p varie entre 1 et 1 du centre au bord
du plasma, mais cette variation se produit surtout
prés de la surface et la loi (69) va permettre de déter-
miner a quelle distance.

5.2.3 Application : Etude des effets de bord sur les
écarts a VE.T. L. dans une tranche de plasma. —La
formule (69) fournit directement le rapport p(r) pour P,
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Ty ~ T, et d donnés ; les intégrales ont été program-
mées sur calculateur UNIVAC 1108. On en déduit
donc le coefficient «d’emprisonnement» u(r) a
laide de la figure 6 puis n.(r) sur la figure 7.

La figure 11 montre trés nettement une chute bru-
tale du rapport p au voisinage de la surface, due aux
fuites partielles du rayonnement de résonance. Cette
variation de p de la valeur 1 a la valeur 0,5 se produit
sur une épaisseur A de plasma voisine de 0,1 det
justifie « a posteriori » ’approximation (68) de I’équa-
tion (67). On peut méme évaluer la longueur A}qui
n’est autre que la distance maximum de la surface a
laquelle on doit se placer pour observer des écarts a
I’équilibre thermodynamique. Compte tenu de I’expres-
sion (62) de K,, on obtient :

Kod =103 x 102 P d T;** ~67 (72

(Torr) (cm)

A ~6,7. (73)
Y opacite
-
1 partielle
«— Opacité quasi.totale ____
05 , r/d
0 05 1

Fi1G. 11. — Profil des écarts non Boltzmanniens dans une tranche
de plasma. P X d = 0,38 torr X cm; Te = 7 000 °K.

L’égalité (73) vérifie précisément un résultat déja
obtenu [1] annongant qu’un plasma ne commence a
étre opaque au rayonnement de résonance qu’a une
distance de sa surface atteignant plusieurs fois la
profondeur optique 1/K,,.

La figure 12 déduite de la figure 11 représente les
variations de p dans la zone d’opacité partielle, en
fonction de la distance / comptée depuis la surface
du plasma ; on en déduit le coefficient u (Fig. 13) et
la densité électronique n, (Fig. 14) au voisinage de la
surface.

D’apres la figure 15, I'importance des écarts non
Boltzmanniens dépend essentiellement du point dans
le plasma ; par exemple pour r = 0, le plasma est
totalement opaque (u(0) ~ 1); il est Boltzmannien
au centre ; pour r = d (u(d) ~ 0,5), le plasma n’est
pas du tout Boltzmannien et les écarts se creusent
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lorsque T, diminue et peuvent atteindre plus de 100 %.
De méme d’aprés la figure 16, les écarts a la loi de
Saha dépendent essentiellement du point considéré ;
cependant, un plasma totalement opaque en son
centre, bien que Boltzmannien loin de la surface
(Fig. 15), n’obéit pas a la loi de Saha et on constate
des écarts allant de un a deux ordres de grandeur,
se creusant lorsque 7, diminue.

Plasma

Extérieur

. o5
P{torr).l{mm)§ 0
0076

Fic. 12. — Effets de surface sur les écarts non Boltzmanniens,
P x d > 0,076 torr X cm.

’

exterieur

- 05 ) . ) ) }
P(torr).L{mm) 5 0

0,076

FI1G. 13. — Effets de surface sur le « coefficient d’emprisonne-
ment ».
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FiG. 14. — a) P = 0,076 torr ; b) P = 0,76 torr. Effets de sur-

face sur la densité électronique.
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F1G. 15. — Ecarts a la loi de Boltzmann au centre et au bord
d’une tranche de plasma. P = 0,76 torr; d > 0,1 cm.
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F1G. 16. — Ecarts a la loi de Saha au centre et au bord d’une
tranche de plasma. P = 0,76 torr; d > 0,1 cm.
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Conclusion. — La théorie [1] exploitée dans le
présent article montre que les écarts a la loi de Boltz-
mann sont & peu prés imperceptibles lorsque la radia-
tion de résonance est totalement emprisonnée dans le
plasma. Ces écarts deviennent trés importants dans un
plasma d’hydrogéne ou le piégeage de la radiation
Lyman-a n’est que partiel ; cet effet est appréciable
preés des bords jusqu’a une profondeur de I’ordre de
0,5 2 5 mm (dimensions classiques d’un plasma de
laboratoire) lorsque la pression totale est de 1’ordre
du millimétre au dixiéme de millimétre de mercure :
dans ce cas, la théorie prévoit des écarts a la loi de
Boltzmann pouvant atteindre 100 9, (Fig. 15); les
écarts a la loi de Saha peuvent alors atteindre 1 a
2 ordres de grandeur (Fig. 16). Des calculs effectués
pour des pressions 10 fois plus faibles (0,01 mm) et
10 fois plus grandes (10 mm) ont donné des résultats
similaires pour des plasmas respectivement 10 fois
plus grands et 10 fois plus petits. On obtient la régle
approximative suivante : pour des plasmas dont la
pression est comprise entre 0,01 mm et 10 mm de
mercure, d piégeage égal de la radiation Ly-o, les
rapports ny[n, et n./n, sont pratiquement indépendants
de la pression (Fig. 6 et 8); prés de la surface d’un
plasma de grandes dimensions, on a « semi-piégeage »
de Ly-a (u =~ 0,5) et les écarts a la loi de Boltzmann
atteignent 100 % et les écarts a la loi de Saha 1 a
2 ordres de grandeur ; ces écarts restent appréciables
a des profondeurs exprimées en millimétre de 1’ordre
de 0,5/P (P exprimée en mm Hg).

Par contre a des profondeurs de ’ordre de 1/P (mm),
les plasmas ftotalement opaques a la raie Ly-o (u =~ 1)
sont Boltzmanniens mais présentent toujours des
écarts de 1 a 2 ordres de grandeur en ce qui concerne
la loi de Saha.

Pour des pressions plus élevées, notamment a la
pression atmosphérique, les calculs montrent que le
plasma est pratiquement en équilibre thermodynami-
que (p ~ 1 et n, ~ n, Saha) a I’exception prés d’une
mince couche superficielle (de 'ordre du micron)
pour laquelle les écarts a la loi de Boltzmann sont
aussi importants qu’a faible pression.

La théorie exposée ici peut s’étendre au cas des
alcalins dans un domaine de températures moins
élevées (1000 a 2000 °K au lieu de 10000 °K pour
I’hydrogene) correspondant a la plupart des conditions
expérimentales réalisables au laboratoire.
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Appendice. EQUATION DE KUMMER. FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES CONFLUENTES [7] — Equation de
Kummer.

d*p; do
x—+(b—-—x)— —ap =0. (74)
dx* dx

40
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L’équation (74) admet deux solutions linéairement
indépendantes (a non entier négatif) :
la fonction de Kummer :

+ (a)n xn

M@0 = 2 G, *

ou
@,=aa+1)..a+n—-1,@,=1, (76
et la fonction :
_m M(a, b, x) _
Ula, b, %) = 37 [m Fa—b10)
s M1 +a—b,2—b,x)
X eI - D) ] 77

Cas particulier b = 2. — L’équation (74) admet
toujours pour solution M(a, 2, x) ; la définition de
M0 + a— b,2 — b, x) pose des difficultés mais on
montre que la fonction U admet pour expression :

1
I'a-1)

+ 1 X ata+1)...(a+k—1)
I'a—1) % k+ 1!

Ua, 2, x) = M(a, 2, x) Log x +

k
x [0 + k) — Q0 + k) — Q2 + B] 15
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-1
avec :
I'(x
Q(x) = F((x)) . (79)
Développements asymptotiques lorsque x est grand.
(b _
M(a, b, x) ~ -f%a—;exx" b (80)
Y Rt l+a—
U(a, b, x)=x [ y @n(1ta=b) :,“ b)"(—x)"+0(x_R)]
n=0 .
(81)
avec :
—Ry __ (@r (1 + a — b)g
0x™%) = R X
1 1 1 1 1
X 1+§+Zb_§a+zx—zR+O( ~?)
2 X x
(32)

ou le R-iéme terme est le plus petit en valeur absolue
du développement (81).

Le développement (81) donne d’ailleurs une excel-
lente approximation de la fonction U, simple & pro-
grammer sur ordinateur.
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