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THÉORIE DE LA PRESSION OSMOTIQUE
DES SOLUTIONS DILUÉES DE 3He DANS 4He

Par JOSEPH SEIDEN,
Institut d’Électronique Fondamentale, Faculté des Sciences, 91-Orsay.

(Reçu le 7 août 1968, révisé le 22 novembre 1968.)

Résumé. 2014 On détermine la pression osmotique 03A0 des solutions diluées de 3He dans 4He

superfluide par un calcul de perturbation au second ordre en U(r), potentiel d’interaction de
deux atomes de 3He dans 4He. Pour des concentrations atomiques de 3He inférieures à 0,5 %
et des températures inférieures à 0,1 °K, on montre qu’on peut obtenir des expressions satis-
faisantes de 03A0 dans lesquelles U(r) ne figure que par ses second et quatrième « moments »,

Les valeurs théoriques et expérimentales de 03A0 semblent devoir concorder aux basses tempé-
ratures T ~ TF (TF, température de Fermi des 3He). Dans la région semi-classique T ~ TF,
l’influence de U(r) sur 03A0 ne peut être mise en évidence que par des expériences à des tempéra-
tures inférieures à 0,1 °K.

Abstract. 2014 The osmotic pressure 03A0 of dilute solutions of 3He in superfluid 4He is evaluated
by a second order perturbation calculation in U(r), the interaction potential between two
atoms of 3He in 4He. For concentrations of 3He below 0.5 % and temperatures below 0.1 °K,
it is shown that satisfactory expressions of 03A0 can be given in which U(r) enters only by
its second and fourth "moments". The theoretical and experimental values of 03A0 seem in

agreement at low temperatures T ~ TF (TF, the Fermi temperature of the 3He) . In the
semi-classical région T ~ TF, the influence of U(r) on 03A0 can only be seen at temperatures
below 0.1 °K.

1. Introduction. - Dans ce travail, nous calculons
la fonction de partition d’un syst6me dilu6 d’atomes
de 3He plonges dans 4He superfluide. La connaissance
de cette fonction permet de d6duire th6oriquement
toute la thermodynamique des solutions diluees de 3He
dans 4He. Nous nous limitons cependant ici a la
determination de la pression osmotique II de ces

solutions.
Le potentiel d’interaction U(r) entre deux atomes

de 3He dans 4He, qui intervient dans 1’evaluation
de II, est actuellement inconnu. Bardeen, Baym et
Pines [1] puis Ebner [2], utilisant differentes mesures
effectuées sur des solutions de concentrations ato-

miques comprises entre 1 et 6 %, ont tent6 r6cemment
une determination empirique de la transformée de
Fourier Uk de U(r) et ont calcul6 théoriquement Uo.

Evitant l’utilisation de Uk et simplifiant consid6-
rablement les calculs, Varoquaux [3] et Rade-

baugh [4] ont 6valu6 II pour un spectre d’énergie de
Pomeranchuk [5] des 3He : Ek = Jí2 k2 j2m + C13, le

potentiel U(r) etant « incorpore » dans la constante E03-
Auparavant, Ebner avait donne des expressions th6o-
riques de II en fonction de Uk aux temperatures T &#x3E;&#x3E; TF
(ou TF est la temperature de Fermi des 3He) et a
T = 0 OK valables au premier ordre en Uk consid6r6
comme une perturbation. Aucune de ces expressions

de II ne s’accorde avec les valeurs experimentales
pour T &#x3E; TF, c’est pourquoi nous avons repris et
approfondi la theorie.

II est calcul6 ici pour des temperatures T  TF
et T &#x3E;&#x3E; TF, mais toujours inferieures a 0,10 OK, et
pour des concentrations atomiques c de 3He inferieures
a 0,5 %. Ces deux dernieres restrictions, tout en 6vi-
tant l’utilisation du potentiel empirique Uk, permet-
tent n6anmoins, a condition de limiter le calcul au
premier ordre en U, d’exprimer II de faqon tres g6n6-
rale a l’aide de deux constantes seulement U2 83 et

U4 Ö5. Puisque U2 83 = VU014-;c (ou Vest le volume),
U(r) n’intervient dans notre theorie que par une seule
constante inconnue.
Aux basses temperatures ou T  TF, nous em-

ployons une approximation du type de Hartree-Fock
parfaitement 16gitime dans ce domaine. Dans la region
« semi-classique » ou T est de l’ordre de plusieurs
fois TF, nous introduisons une m6thode plus rigoureuse
parce qu’il n’est pas evident a priori qu’un calcul de
Hartree-Fock (effectu6 par Ebner) puisse fournir a ces
temperatures un resultat parfaitement correct.
Nous avons d’abord effectue tous nos calculs a la

premiere approximation de Born en U, mais une
discussion approfondie ayant d6montr6 son insuffisance,
nous donnons des expressions plus pr6cises de II r6sul-
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tant d’un traitement plus rigoureux du probl6me de
la diffusion mutuelle isotrope de deux atomes de 3He
par le potentiel U(r). Les expressions ameliorees de Ft 
cependant, font intervenir d’autres constantes carac-
t6risant le potentiel dont nous donnons une valeur
approch6e en fonction de U 233.

Enfin, nous pr6sentons une discussion des mesures
de II d’oii ressort essentiellement la necessite d’effec-
tuer les experiences a des temperatures inferieures
a 0,10 OK pour mettre clairement en evidence l’in-
fluence des interactions entre 3He sur la pression
osmotique.

2. La pression osmotique. - Nous consid6rons une
solution diluee de 3He dans 4He. Lorsque cette solution
se trouve en contact avec de I’h6lium superfluide 4He
pur par l’iDterm6diaire d’une paroi semi-permeable
ne laissant passer que les atomes de 4He, il existe entre
la solution et le solvant pur une difference de pres-
sion II - la pression osmotique - que l’on peut
6valuer en 6galant les potentiels chimiques L4 et L40
de 4He respectivement dans la solution et dans 4He
pur [6] :

N3 et N4 sont respectivement les nombres d’atomes
de 3He et 4He dans la solution consideree (N3  N4) .
P est la pression hydrostatique ext6rieure. On peut
écrire :

Dans la differentielle dL4 figurant a droite de (2),
on maintient T et P + II constants. N varie de zero
a N3 et represente donc le nombre d’atomes 3He
dans les solutions « intermediaires » qui figurent dans
l’int6gration (2). Le nombre total NT de particules
des solutions interm6diaires est maintenu constant tout
au long de 1’integration (2), NT = N3 + N4. La
relation de Gibbs-Duhem [7] donne :

où V.3 est Ie potentiel chimique de 3He. De (1), (2)
et (3), on deduit par un developpement de Taylor :

oii V est le volume. On a :

ou K40 et V40 sont respectivement la compressibilité et
le volume par atome de 4He pur. La differentielle à
droite de (4) s’écrit :

ou les accroissements dN et d V doivent etre corr6l6s
de faqon a ce que la pression demeure 6gale a P + II.
On a pour le volume d’6quation d’6tat :

V = (NT - N) V40 + N(1 + OC) V40 (7)
cx est la variation relative de volume resultant de la
substitution d’un 3He a un 4He (oc = 0,28). On sup-
posera que a est independant de la pression, donc que
la compressibilité de la solution est 6gale a celle K40
de I’h6liUM 4He pur. On admettra 6galernent que cx

est independant de NINT, ce qui est loisible aux faibles
concentrations. La quantite d v figurant dans (6) est

donc donn6e par :

L3 ne depend de N que par l’intermédiaire de Nj v,
d’ou :

ou le volume constant Vest le volume (7) a la pres-
sion P + II.

Finalement, d6veloppant en puissances de N/NT
et portant dans (4), on trouve 1’equation implicite :

ou le volume constant V figurant dans a[L3laN est le
volume (7) sous la pression P + IT. D’après la déduction
qui pr6c6de, 1’equation (10) est rigoureuse jusqu’aux
termes du second ordre en NINT inclus.

3. Hamiltonien du systeme. - L’hamiltonien du
syst6me des 3He dans 4He sera pris 6gal a :

m est la masse effective d’un atome isol6 de 3He dans
I’h6lium superfluide 4He pur. On a m = 2,4mSHe
(ou M3H, est la masse d’un atome isol6 de 3He dans
le vide). U(r) est l’interaction effective de deux atomes
de 3He (s6par6s par une distance r) dans la solution.
Le potentiel U(r) depend de la concentration de la

solution. En effet, une fraction importante de U(r)
provient de l’interaction indirecte de deux 3He par
l’interm6diaire des phonons de 4He dont la loi de

dispersion ainsi que le libre parcours moyen sont

fonction de N3/NT. L’approximation faite ici de n6gli-
ger cette dependance est valable pour les solutions tr6s
diluees, mais ne permet en toute certitude d’obtenir le
d6veloppement de II en puissances (fractionnaires)
de N3/NT que jusqu’aux termes d’ordre (N31N,)2
inclus puisque la nature du d6veloppement de U(r)
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n’est pas connue. N6anmoins, nous calculerons a l’aide
de (10) la contribution a II des termes en (1 2013 a) N/NT
et K H (contribution qui sera d’ordre (N3/NT) 8/3
pour T  TF), cela nous permettra d’avoir une
idee de l’importance des effets de volume d’exc6s et
de compressibilité sur la valeur de II et constituera
meme un resultat rigoureux si le potentiel U(r, N3/NT)
est analytique en N3/NT au voisinage de N3/NT = 0.
De meme, nous n6gligerons toute dependance de U(r)
par rapport a la temperature T eu 6gard au fait que,
dans les solutions diluees, TF est tres faible devant la
temperature T À du point À. Nous verrons en effet

que II varie de façon tres importante entre 0 OK et TF,
alors que toutes les grandeurs physiques significatives
se rapportant a 4He superfluide pur demeurent sensi-
blement constantes dans ce domaine de temperatures.

L’interaction U(r) est suppos6e isotrope et indepen-
dante des spins des 3He. Dans (11), nous avons laisse
tomber un terme qui represente « 1’energie de liaison »
des 3He dans la solution, cela est permis dans la mesure
ou l’on s’int6resse seulement a 83j8N et ou l’on sup-
pose que cette 6nergie est proportionnelle a N. Notons
enfin que la formulation (11) même n’est licite que parce
que pour T  T À on peut négliger les processus d’absorp-
tion, d’emission et de diffusion riels des phonons par les 3 He.
Dans la representation de seconde quantification,

on peut r6crire (11) sous la forme :

8 est le symbole de Kronecker. c+ et cpcx d6signent
respectivement les op6rateurs de creation et d’annihi-
lation d’un atome de 3He de moment Ap et de spin
sz = a. Enfin :

4. Calcul du potentiel chimique aux basses tempd-
ratures. - Pour calculer le potentiel chimique aux
basses temperatures, nous aurons recours, eu 6gard a
la faiblesse de l’interaction U(r), a une m6thode de
perturbation au premier ordre en U compl6t6e
par une approximation de Hartree-Fock dependant
de la temperature. Ce calcul sera 6tendu au § 9
jusqu’au second ordre en U. Au premier ordre, l’hamil-
tonien (12) peut etre r6crit sous la forme :

obtenue en collectant dans (12) les seuls termes

diagonaux dans la representation des nombres d’oc-
cupation. Notre approximation consiste a rempla-
cer (14) par :

ou :

est le nombre moyen de fermions (q, y) dans le systeme
sans interactions ( U = 0). V.O(T) d6signe le potentiel
chimique du systeme sans interactions de meme den-
sit6. La substitution de (15) a (14) revient a negliger
les fluctuations de c+ c dans (14) et ne peut donc
fournir des resultats corrects qu’aux tres basses tem-
p6ratures. Ainsi, dans le d6veloppement asymptotique
de H en puissances de TIT, que l’on peut obtenir a
1’aide de 3£ seuls seront corrects le terme constant et
le terme en (T j T F) 2 (le terme lin6aire est nul).

Les energies propres de (15) seront notees :

En raison de l’isotropie de notre systeme, sp ne

depend que de p = p. Le potentiel chimique u(T)
de notre syst6me (15) est donne par :

d’où l’on tire en soustrayant ces deux expressions
de NjV et en effectuant Ie changement de variables
Ek = Z2k2f2m :

On a 6crit E(Ek) = Ek. On peut, en appliquant la
m6thode d’int6gration de Sommerfeld, 6tendre a - 00
la limite inferieure d’int6gration des deux int6grales
figurant dans (20). Faisons alors le changement de
variables sO = xlp + tO, puis au num6rateur et au
d6nominateur de (20) d6veloppons les quantités qui
multiplient le facteur eX j (eX + 1 ) 2 en puissances de x
jusqu’aux termes du deuxi6me ordre en x inclus.
Tenant compte de ce que :

on tire de (20) :

oii s’ et e" sont les d6riv6es premiere et seconde de e
par rapport a son argument so qui devra, dans (22),
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prendre la valeur VO(T). Il faut maintenant, dans (22),
calculer e(tO(T)). Posons :

ou dsq est l’élément de surface de la sphere de rayon q
et ou l’int6gration porte sur la surface de cette sphere.
Introduisons les fonctions p et F définies par :

p(EO) est la densite des 6tats sO non perturb6s pour une
direction de spin donn6e. On a :

en integrant par parties. L’intégrale a droite de (25)
se calcule par une m6thode identique a celle expos6e
a propos des intégrales (20). Il vient ainsi, utili-
sant (17) :

Nous allons maintenant porter (26) dans (22). Notre
but est d’obtenir pour pL( T) un d6veloppement asymp-
totique en puissances de T/TF jusqu’au terme en
(T/TF)2 inclus. Mais :

où [1.0 = 0(0) d6signe le potentiel chimique du
systeme non interagissant a 0 OK. Dans le crochet

figurant a droite de (22), il suffira par consequent
de remplacer pO(T) par -0. Dans le terme en E(O(T))
a droite de (22), il faut par contre utiliser (27).

Ainsi :

et portant tout ceci dans (22), il vient finalement pour
le potentiel chimique jusqu’au second ordre en T/TF :

5. Calcul de la pression osmotique aux basses tempdra-
tures. - Nous devrons maintenant 6valuer OtlaN. On a :

Nous avons admis que ni m, ni U(r) ne dependent
de la concentration N/NT. Des lors, 1’expression (30)
de pL ( T) ne depend de N que par l’intermédiaire de §i°,
donc :

8 6tant la port6e du potentiel U, nous consid6rons
des solutions suffisamment diluees pour que :

En ce cas, il est judicieux d’utiliser un d6velop-
pement de (13) :

Introduisons, pour abr6ger, les « moments » definis
par :

Utilisant alors (24) et (35), il vient :

Lorsque la condition (33) est satisfaite, on peut
raisonnablement se borner, dans les d6veloppe-
ments (34) a (37), aux termes en U2 83 et U4 85. Notre
potentiel se trouve donc caractérisé par deux constantes
U2 83 et U4 85 : c’est la l’avantage fondamental sur
la m6thode du pseudo-potentiel de Huang, Lee et

Yang sous la forme habituelle d’un potentiel isotrope.



271

A partir de (37), on peut alors calculer les d6riv6es qui figurent dans (32). Les calculs sont fastidieux et
nous ne donnons pas les details. On trouve :

puis en utilisant (31) pour exprimer 11 et 01-LOIaN et en tenant compte de ce que :

ou c est la concentration :

Dans (39), 11 est la pression osmotique a la temp6-
rature T et sous la pression P. V40 est le volume

d’equilibre V40(T, P) :

Enfin, on a :

La formule (39) est valable a condition que :

La seconde de ces conditions exige que, en utilisant
la valeur de 3 donn6e par (69) :

Dans (39), nous n’avons pas inclus les termes

en c2 Ul-0 qui sont d’ordre c3. Nous discuterons la

premiere condition (41) au § 9.
Avec K40 = 0,12 X 10-7, on trouve que fio K40jv40

est de l’ordre de 10-2 : le facteur fio K40jv40 dans (39)
est donc negligeable devant le terme en (1- oc)/4.
Ce dernier est faible, pour les solutions diluees, devant
la contribution a II des interactions entre les atomes
de 3He comme nous le verrons plus loin. En fin de
compte, lorsque les conditions (41) sont v6rifi6es, n est
donne a une bonne approximation par les termes

en c-OIV40 a droite de (39).

6. Pression osmotique et pression d’un gaz. -

L’approximation de Hartree-Fock utilis6e plus haut
aux temperatures T  TF n’est pas th6oriquement
fond6e aux temperatures T &#x3E; TF. Nous allons intro-

duire, dans la region « semi-classique » ou T &#x3E; TF,
une m6thode rigoureuse de calcul de 11 en rattachant
ce calcul a celui de la pression d’un gaz a l’aide de
« d6veloppements du viriel » [8], [9].
Nous consid6rerons un syst6me quantique d6fini

par l’hamiltonien :

La fonction de partition Q,N, la grande fonction de
partition q, la fugacité z sont d6finies par les relations :

A partir de q(z, V, T), on peut calculer la pres-
sion P du gaz caractérisé par les hamiltoniens (11)
et (43) et le nombre N de particules de gaz au moyen
des relations classiques :

Quelle relation existe-t-il entre la pression P d’un
gaz, d6finie par (46), et la pression osmotique du
meme système a la meme temperature et pour la
meme densite, la loi d’interaction entre les particules
6tant suppos6e la meme dans les deux cas ? De (46),
on tire, compte tenu de (45) :

et compte tenu de (46) :
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Reprenons alors la formule (10), n6gligeons-y les
termes en (N/NT) 2 et en KII qui sont tous deux
d’ordre c2. Compte tenu de ce que NTv40 = V au
premier ordre en c pr6s, il vient, a l’aide de (48) :

Ainsi, II = P à condition que dans le calcul de II on se

limite aux termes du premier ordre en c.
On a l’habitude de développer log q(z, V, T) sous

la forme :

À =: (27rh2/mx T) 112 est la longueur d’onde thermique
des particules. Pour un gaz parfait de fermions de
spin 1/2, on trouve pour bn :

en developpant (19) en puissances de e3’° 0 et en

identifiant a (50). En éliminant z entre les deux

equations (50), on trouve 1’6quation d’6tat :

A haute temp6rature, on aura :

Limitant alors les d6veloppements (50) au seul
terme en b1z, on trouve immédiatement :

c’est la loi de Van’t Hoff.
La determination rigoureuse de n implique que

l’on tire pL = P-1 log z de (50), puis que l’on calcule
la pression osmotique a 1’aide de la formule com-

pl6te (10). II apparaitra ainsi sous la forme d’un

d6veloppement a la fois en puissances de c et de À3/v
(qui est 6galement proportionnel a c). Aux temp6ra-
tures oii a2 X3/v est de l’ordre de c, on ne pourra pas,
en utilisant la relation II = P, obtenir correctement
l’influence sur 11 de la statistique (de Fermi) et des
interactions entre particules puisque la statistique et
les interactions fournissent alors a 11 une contribution
du meme ordre que les effets de volume d’exces

n6glig6s dans la relation (49). Ce cas sera trait6 au § 9.
Par contre, aux temperatures ou :

la relation (49) fournira une approximation valable
de II statistique et interactions incluses. La m6thode
devient inapplicable lorsque x3jv devient de l’ordre
de un. Pour T = 2TF, ?,31V !2-- 0,5. Ainsi, les resultats
obtenus ne seront bons que pour T &#x3E; 2 TF.

7. Calcul du coefficient b2 Pour un gaz de fermions
de spin 1/2. - Le calcul de b2 en M6canique quantique
du a Uhlenbeck et Beth [9], [10], a ete effectu6 pour
des particules sans spin. Nous generaliserons ici ce
calcul au cas ou les particules possedent un spin
s = 1/2. Reprenant la methode (telle qu’elle est expo-
s6e par exemple dans le livre de K. Huang [11],
Statistical Mechanics, p. 308), on aboutit a :

Les e, d6signent les energies des 6tats lies du systeme
defini par 1’equation aux valeurs propres :

g(k) dk est le nombre d’6tats propres non localises du
syst6me (57) dont les vecteurs d’onde k (St = h2k2jm)
sont compris entre k et k + dk. g°(k) dk est le nombre
correspondant pour le syst6me sans interaction

( U = 0). On pourra prendre Wi t sous la forme d’un
produit :

TO 6tant la partie « orbitale » et T, la partie dependant
des spins. Mais :

Yr(6, cp) 6tant les harmoniques spheriques. La fonction
d’onde relative T,(r) doit etre antisym6trique lors de
1’6change des deux particules. Echanger les variables
orbitales ri et r2 revient a changer r en - r, c’est-a-
dire 6 en 7t - 6, d’oii :

Lorsque I est pair, ’FS(SI, S2) doit 6tre antisym6trique
par rapport a 1’6change de s1 et s2. Il existe un seul
etat de spin (etat singulet) r6pondant a cette exigence.
Par contre, lorsque I est impair, ’Fs(SI’ s2) doit etre
une fonction sym6trique de ses deux arguments. 11
existe trois 6tats de spin distincts (etat triplet) r6pon-
dant a cette exigence. En l’absence de champ magn6-
tique, les quatre 6tats de spin dont il vient d’etre

question possedent la meme 6nergie (1) . On trouve
donc finalement :

La somme E’ s’effectue sur tous les l’ entiers positifs
d’

pairs (zero compris). La somme £" s’effectue sur
I"

tous les l" entiers positifs impairs. ’Yll(k) est le d6phasage
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de l’onde partielle I et est d6fini par la forme asymp-
totique de ukl(r) dans (59) lorsque r ---&#x3E;. oo. (61) r6sulte
de ce que, en l’absence de spin, on a la relation de
Friedel :

ou la somme porte sur des I pairs ou impairs selon que
l’on desire des 6tats orbitaux TO(r) sym6triques ou
antisymetriques.

8. Absence dldtats lids de deux atomes de 3He en
solution dans 4 He. Determination de 8, U2 83 et U4 35.
- Pour 6valuer b2, il faut connaitre les 6tats lies du

syst6me de deux atomes de 3He en solution dans 4He.
Ð’après le th6or6me de Levinson [12], le nombre
d’états lies nl de nombre quantique azimutal I est

donne, en faisant abstraction du spin, par :

Pour 6valuer 7(0), nous remplaçons le potentiel
reel U(r ) par le potentiel U(r ) d6fini par :

Le déphasage ro de l’onde l = 0 par le poten-
tiel (64) est donn6 par [13] :

r.

ou, pour k  K, on a :

Bardeen, Baym et Pines ont montre que (2) :

m4, masse d’un atome de 4He ; s, vitesse du son dans
4He pur; N4/V, densite num6rique de 4He pur. D’autre
part, ces auteurs ont construit empiriquement la

quantite U,. On deduit de la que U2kF = 0 pour une
solution de concentration c = 2,4 X 10-2 (corres-
pondant a kF = 2,5 X 107 cm-1) . Utilisant (34), on
peut écrire :

pour

Les deux equations (67) et (68) determinent, sur
la base des approximations empiriques de Bardeen,
Baym et Pines, les deux constantes U2 83 et U 435.
Remplaçons maintenant, dans (68), U(r) par U(r)
d6fini en (64). Il vient :

Ensuite, on peut tirer U de (67) et de la calculer K
a 1’aide de (66). Il vient ainsi, a l’aide de (69) :

puisque K 8  7r/2. Il n’existe donc pas d’6tat lie

pour I = 0.
D’autre part, a cause de l’isotropie du potentiel U(r),

1’etat fondamental du syst6me (57) devrait etre un
etat de sym6trie sph6rique (I = 0). On deduit alors
de la qu’il n’existe pas d’6tat lie du systeme de deux
3He dans 4He.

9. Calcul de la pression osmotique dans la region
semi-classique. - Nous sommes maintenant en mesure
d’6valuer b2( V, T ) a l’aide de la formule (61). Pour
calculer les d6phasages, nous emploierons l’approxi-
mation de Born du premier ordre :

Nous discuterons plus bas la validite de cette

approximation. Bornons-nous a des valeurs de k telles
que k 8  1. On peut alors utiliser pour les fonctions
de Bessel sph6riques jl(kr) leur forme asymptotique
pour kr --&#x3E; 0 :

Portant ceci dans (71) et prenant la d6riv6e, il
vient :

en introduisant les notations de 1’6quation (36). La
contribution principale aux int6grales sur k figurant
dans (61) provient de la region ou ph2k2jm  a(l),
6(L) 6tant un facteur de l’ordre de un pour l  3.
Pour que l’on puisse utiliser (73) dans (61), il faut
donc que a(l)  p-h2/M 82. Cette condition 6tant sup-
posee satisfaite, portons (73) dans (61) et int6grons.
Compte tenu de [14] :

on trouve :

ou, par convention, (2l -1 ) ! ! = 1 pour I = 0.
fio = xTF. La sommation E’ dans (75) porte sur

18
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tous les entiers positifs pairs (zero compris), la som-
mation 2:" sur tous les entiers positifs impairs. Comme
precedemment, nous nous bornerons, dans les series
infinies (75) et (76), aux termes /’ = 0 et I" == 1.
Il apparait ainsi de nouveau les deux parametres U2 33
et U4 Ö5 pour caract6riser le potentiel d’interac-
tion U(r). On trouve 0-(1) = 1,5, la condition de
validite de (75) et (76) devient :

en utilisant la valeur (69) de 8. Mais pour que le

d6veloppement du viriel ait un sens, il faut par contre
que T &#x3E; 2TF.

Ainsi, pour que notre m6thode de calcul soit valable,
il faut que TF  fi2j3mx 82. Utilisant la valeur (69)
de 3 et exprimant TF en fonction de c, on trouve

finalement que ces deux conditions peuvent etre veri-
fi6es simultan6ment, pourvu que :

Il est evident que les valeurs num6riques limites (77)
de T et (78) de c doivent etre consid6r6es comme

approximatives puisqu’elles dependent de la valeur
de a.

Lorsque les conditions (77), (78) et (55) sont satis-
faites, la pression osmotique pourra etre calculee a
l’aide de (49). Eliminons z entre les deux 6qua-
tions (50). Utilisant (52), on trouve :

tgalant les coefficients des termes en z et z2 dans
les deux membres de (79), il vient :

en utilisant la valeur (51) de b° = b1. Il vient fina-
lement pour la pression osmotique a la premiere
approximation de Born, en posant v = V/N3 :

Le premier terme a droite de (81) est le terme clas-
sique de Van’t Hoff. Le second terme X3/27/2 v represente
la deviation de la quantite llvlx T, relativement à sa
valeur de Van’t Hoff, due a 1’action seule de la statis-
tique de Fermi dans la region semi-classique X3/V  1.
Les termes renfermant U2 et U4 repr6sentent la contri-
bution des interactions entre les atomes de He3. Il est
ais6 de voir maintenant que la contribution a IIvjxT
du terme en (1- oc) NjN T qui figure a droite de (10)
doit etre 6gale, dans la region semi-classique, à

(1 - ce)cj2 puisque la comparaison de (10) et du

premier terme a droite de (81) montre que :
aP.3laN oc N-1

a l’approximation de Van’t Hoff. Nous nous sommes
ainsi affranchis des restrictions (55) et de l’approximation
II = P qui n’ont servi que d’intermidiaires de raisonnement.
Dans (81), les termes en KII ont ete négligés.

Examinons maintenant la validite de la premiere
approximation de Born. De (67) et (68), on tire,
pour c = 0,4 X 10-2 :

Le d6veloppement en puissances de k, 3 utilise tout

au long est donc satisfaisant pour c  0,4 X 10-2.
Nous avons v6rifi6 que la premiere approximation

de Born est suffisante pour le dephasage des ondes
I = 1, 2... Par contre, il est preferable, pour le calcul
de YJo qui domine 1’expression de II aux faibles concen-
trations, d’aller jusqu’au second ordre en U :

’o B est la valeur du d6phasage a la premiere approxi-
mation de Born (71) et :

r et r&#x3E; sont respectivement la plus petite et la plus grande des deux longueurs r et r’; n,(kr) = cos krlkr.
On peut calculer la limite de ðo(k) pour k ---&#x3E; 0, il vient :
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Il est impossible d’exprimer rigoureusement cette
quantit6 en fonction de deux constantes U2 83 et U4 a5.
Mais l’on a une bonne approximation, en sortant un
facteur r-1 de la premiere int6grale double et un

facteur r’-’ de la seconde int6grale double a droite
de (85) et en les remplaçant tous deux par 8-1 (ou 8
est defini par (64), (66), (67) et (68)) :

L’expression (86) de YJojYJ, valable a la seconde

approximation de Born, est, en utilisant les valeurs

num6riques (69), de l’ordre de 1,25. Reprenant alors
1’ensemble de nos calculs, on constate que, pour tenir
compte de la correction (86), il suffit d’operer partout
et en particulier dans les expressions (39) et (81) de II
la substitution (3) :

Ce procédé revient en fait a substituer partout la longueur
de collision plus correcte fournie par la deuxième approximation
de Born a celle utilisie auparavant et qui n’etait valable qu’au
premier ordre en U [15]. On remarquera que toute ditermi-
nation empirique de Uo basée sur une comparaison à l’expe-
rience des valeurs théoriques résultant d’une approximation de
collisions binaires (telle que la n6tre) donnera directement la
longueur de collision exacte et non celle a la première approxi-
mation de Born (c’est-a-dire Uo et non Uo). En toute

rigueur, c’est pour Uo (et non Uo) que vaut la relation
théorique (67). Ce fait ne change cependant aucune
des conclusions atteintes au cours de ce travail.

10. Discussion des rdsultats expdriinentaux et conclu-
sion. - Les premi6res mesures de II [16, 17] ont 6t6
effectuées aux hautes temp6ratures et ont permis de
v6rifier la loi de Van’t Hoff. En 1967, Wilson, Edwards
et Tough [18] ont mesur6 II pour des solutions

de concentrations entre

La valeur experimentale du rapport H vlx T, pour ces
valeurs de T et de c, est 1,02 ± 0,01. La valeur th6o-
rique de ce rapport pour un syst6me sans interactions,
obtenue en faisant U = 0 dans (81), est, avec

m = 2,4mHe3 [19], HvjxT = 1,01. L’ordre de gran-
deur de la contribution des interactions U(r ) a TIvjxT,
6valu6 a 1’aide de (81), est - 0,02, en desaccord
formel avec le resultat experimental + 0,01 ± 0,01.
En fait, a 0,32 -K, 11 est encore trop proche de sa
valeur de Van’t Hoff et les erreurs expérimentales
d’Edwards sont probablement sous-estim6es. Dans la
region semi-classique, la contribution des interactions
a TIvjxT varie avec la temp6rature sensiblement
comme T-1; elle est donc plus facilement observable
a temperature plus basse, par exemple 0,10 OK.
R6cemment, H. London, D. Phillips et G. Tho-

mas [20] ont mesure H sur la courbe de separation
de phase (repr6sentant la limite de solubilite de 3He
dans 4He) jusqu’à T = 0,03 OK et ont extrapol6
leurs résultats, obtenant ainsi a 0 OK et c = 6,3 X 10-2:
II = 17,2 =:t 0,5 mm de Hg. Pour un systeme sans
interactions, (39) donne a 0 OK : II = 20,4 mm de
Hg. En presence d’interactions, (39) n’est plus valable
pour d’aussi fortes concentrations; tentons cependant
le calcul en utilisant la valeur th6orique (67) de U283
et en faisant U4(k, 3)5 = 0. Il vient 11 = 15,9 mm
de Hg. Les valeurs th6orique et expérimentale de la
contribution de U(r) a 14 sont donc respectivement
- 4,5 et - 3,2 mm de Hg a 0oK; l’accord est

remarquable du fait que regression th6orique utilis6e
pour II ne contient aucune constante ajustable.
En resume, tenant compte de ce que U(r) est un potentiel

à courte portée et de ce que U2 83 est donni par la thiorie,
nous avons obtenu ici des expressions explicites de H pour
T  TF et T &#x3E;&#x3E; TF, valables aux basses températures
et basses concentrations jusqu’au second ordre en U et ne
faisant intervenir U(r) que par la seule constante inconnue
U4 85. L’influence des interactions U(r) sur rl ne peut être
clairement mise en évidence que par des mesures effectuées a
des températures infirieures a 0,10 OK. L’accord de la thiorie
avec l’ expérience semble devoir être satisfaisant pour T  TF.
Dans la region semi-classique, de nouvelles mesures
seraient n6cessaires.
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