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ACTION D’UN CHAMP ÉLECTRIQUE SUR UN GAZ FAIBLEMENT IONISÉ
III. INFLUENCE DES COLLISIONS INÉLASTIQUES

SUR LA FONCTION DE DISTRIBUTION ÉLECTRONIQUE AUX BASSES ÉNERGIES

Par NELLY PEYRAUD,
Laboratoire de Physique des Plasmas, Faculté des Sciences, Orsay.

(Reçu le 7 ynays 1968, révisé le 3 mai 1968.)

Résumé. - On achève l’étude (commencée dans deux articles précédents [1], [2]) de
l’équilibre qui résulte du chauffage par un champ électrique et des pertes par collisions élastiques
et inélastiques sur les molécules neutres d’un gaz homogène, faiblement ionisé et optiquement
mince pour toutes les transitions. Dans cette deuxième phase de l’étude, on détermine la
fonction de distribution électronique pour des énergies inférieures au seuil d’excitation le

plus élevé ; les fréquences de collisions élastiques et inélastiques sont représentées par un
modèle simple dont on justifie le choix en utilisant l’exemple de l’hydrogène atomique.

Abstract. 2014 The study (begun in two previous papers [1], [2]) of the balance between
heating by an electric field and losses by elastic and inelastic collisions on neutral molecules
of an homogeneous gas weakly ionized and optically thin for all transitions is completed here.
In this second part of the work, we determine the electronic distribution function for energies
lower than the upper threshold ; elastic and inelastic collision frequencies are described by
elementary functions, the choice of which is justified using atomic hydrogen as example.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE TOME 29, NOVEMBRE-DÉCEMBRE 1968,

Introduction. - Un plasma homog6ne, faiblement
ionisi et optiquement mince pour toutes les transitions, est

soumis a un champ électrique continu; dans deux articles
precedents [1], [2] que nous designerons tout au long
de ce travail par I et II, on a determine analytique-
ment la « queue » de la fonction de distribution

(energies superieures au seuil d’excitation le plus
6lev6, c’est-h-dire superieures au seuil d’ionisation) :
d’une part, aux tres hautes energies en I lorsque l’on
peut appliquer l’approximation de Born sur les sec-
tions efficaces inelastiques; d’autre part, au voisinage
du seuil d’ionisation en II en adoptant des frequences
de collisions in6lastiques variant lineairement avec

1’energie electronique; dans les deux cas, la frequence
de collisions électron-neutre est consideree comme

ind6pendante de 1’energie au moins a partir du seuil
d’ionisation.
Dans cette deuxieme partie, on se propose de d6ter-

miner la fonction de distribution aux basses energies
(inferieures au seuil d’excitation le plus eleve) ; on
expose au pr6alable des propri6t6s tout a fait generales
de 1’equation r6duite; elles permettent ensuite de
scinder le probleme en plusieurs parties que l’on sait
r6soudre s6par6ment.

1. L’EQUATION REDUITE. - On rappelle [1] les
notations employees et l’ équfltion réduite ginirale vérifiée

par la fonction de distribution électronique pour toute energie u
variant de ziro à l’infini :

energie r6duite par rapport au kT des molecules

neutres;

f : fonction de distribution electronique r6duite,
ocoo : partie isotrope de la fonction de distribution

electronique;

importance relative de 1’effet Joule et des collisions
elastiques;

importance relative des collisions in6lastiques et

elastiques.
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En choisissant pour fonction inconnue la fonction g
reliee à f par la formule :

on montre [1] que g v6rifie 1’6quation r6duite generale:

1.1. Décomposition en intervalles. - On peut déconlpo-
ser 1’espace des energies en intervalles égaux a la
distance de deux niveaux cons6cutifs, soit (0, ul), ...,
(u,-,, ur), ..., I (u.-,, un), puis en 1’intervalle infini

(un, + 00); cette r6partition est sch6matis6e par la

figure 1; on note gr-l, r la restriction de g a l’inter-
valle (Ur-l, ur) et groo la restriction de g sur (ur, + oo).

FIG. I.

R6partition de 1’espace des energies en intervalles (1).

On peut expliciter 1’6quation (7) dans chacun des
intervalles d’6nergie repr6sent6s par la figure 1 en

tenant compte de la propriete du coefficient bs (for-
mule (5) et fig. 1) d’etre nul pour u  us.
- Pour u &#x3E; Un, 1’equation (7) s’6crit :

- Pour Ur-l  U  u" 2  r  u .

Dans 1’6quation (9), on a :

D’autre part, les niveaux d’6nergie se resserrant

( fig. 1) lorsque r augmente, on a aussi :

et par suite :

On peut donc écrire 1’6quation (9) en pr6cisant la
restriction de g dans les termes « locaux » (terme
en dgldu et g) d’une part, et dans les termes int6gr6s
d’autre part; on obtient (2) :

Les equations (8), (10) et (11) montrent que l’on
peut r6soudre 1’6quation (7) de proche en proche en
progressant des energies les plus 6lev6es vers les 6ner-
gies les plus basses ( fig. 1).

(2) La notation utilis6e en indice (y oo) pour designer le
second membre de 1’equation (10) rappelle qu’il ne fait
intervenir la fonction g qu’au-delà de 1’energie ur.

(3) La notation utilisee en indice (100) pour d6si-
gner le second membre de 1’equation (11) rappelle
qu’il ne fait intervenir la fonction qu’au-dela de
l’ énergie ul.

(1) Dans un atome r6el, le nombre n correspondant a la
plus haute energie d’excitation (niveau d’ionisation) est
infini ; le nombre d’intervalles (u,,-,, ur) divisant l’inter-
valle (0, un) est infini denombrable.
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- L’équation (8) est lin6aire, homog6ne, int6gro-
différentielle du premier ordre; sa solution et par suite
la restriction gnoo de sa solution contiennent une
constante de proportionnalité Knoo. Ce probl6me est
traite int6gralement en I et II.
- L’équation (10) est lin6aire, intégro-différentielle

du premier ordre avec un second membre connu (par
la resolution des equations pour u &#x3E; ur) ; sa solution
et la restriction gr-1. ’I’ dependent d’une constante Kr-1. ’1"
- L’equation (11) est lineaire, differentielle du

premier ordre avec un second membre connu (par la
resolution des equations pour u &#x3E; U1); sa solution et
la restriction g01 dependent d’une constante K01’
- La solution g de 1’6quation (7) est representee

par la reunion des n + 1 restrictions de type gr-1.r;
elle depend de n + 1 constantes que l’on d6terminera
par n conditions de passage (en ul, ..., ur, ..., un) et une
condition de normalisation (on remarquera que 1’6criture
des equations (8), (10) et (11) tient d6jh compte de
la condition de convergence de f aux energies in-
finies [1]).
En integrant 1’equation (7) entre ur - e et ur + E

et en faisant tendre E vers zero, on obtient :

La condition (12) correspond a la continuité de g en
chaque energie d’excitation ur, c’est-h-dire :

La condition de normalisation s’6crit :

Nota. - La condition (13) et 1’6quation (7) mon-
trent qu’il y a aussi continuité de la dérivée de g, mais
ce n’est pas une condition de determination des
n + 1 constantes; c’est simplement une propriete de
la fonction g qui r6sulte de la forme du probl6me.
On peut aussi obtenir la valeur de la discontinuite

de la d6riv6e seconde et des d6riv6es d’ordres sup6-
rieurs ; on obtient en particulier a 1’aide de 1’6qua-
tion (7) (par derivation) :

La formule (13) montre qu’en general il n’y a pas
non plus de discontinuite de la d6riv6e seconde en ur
car le coefficient br(u) est continu [3] (fig. 2) ; il existe
cependant des cas particuliers; I’hydrogene en est

1’exemple typique [4] : le coefficient bl relatif a la

raie Lyman-alpha est discontinu en u = ul ( fig. 2) et
entraine ainsi une discontinuite de la d6riv6e seconde
au premier seuil d’excitation.

pio 2. - Comportement de br(u) au voisinage de ur,

C’est donc au niveau de la d6riv6e troisième qu’ap-
parait en general la premiere discontinuité : la figure 2
montre que br est continu en ur, mais sa d6riv6e ne
1’est pas; en d6rivant encore une fois l’équation (7) et
en integrant entre ur - e et ur + E, on obtient :

1.2. Approximations. - Comme on l’a d6jh vu en I,
la frequence de collision elastique électron-neutre v,
est pratiquement ind6pendante de 1’6nergie pour
u &#x3E; ul [3] ( Q,1 ’Iu N 2 X 10-15 (eV)1/2 cm2 pour

I’hydrog6ne [1]); on peut donc remplacer a(u) par
sa valeur constante a prise pour u &#x3E; ul dans les 6qua-
tions (10) et (11), et on posera comme en I et II :

On a vu en II que chaque coefficient bs peut 6tre
considere comme fonction lin6aire de u avec une tr6s
bonne precision pour toute energie ne d6passant pas
une certaine energie uo (environ 21t, dans le cas de
I’hydrog6ne); on admettra donc :

pour

(4) bso repr6sente l’ordonn6e au seuil ; elle differe de
zero dans le cas de la raie Lyman-a de 1’hydrogene [4].
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Compte tenu des approximations (17) et (18), les

equations (10) et (11) s’6crivent :

avec :

avec :

Le principe de la methode de determination de

gnoo(u) est trait6 en I et I I ; on donnera ici une m6thode
de determination des tronqons gr-l.r(U) (2 r 5 n)
et go, (u).

2. METHODE DE DETERMINATION DE gr-l.r (2  r  n).
- On cherchera la solution de 1’6quation (19) pour u
appartenant a l’intervalle (0, + oo) ; on note g sans
indice cette solution; seule la restriction de g à
l’intervalle (Ur-1, ur) a une signification physique et
repr6sente gr-l.r; de même, le second membre de

l’équation v6rifi6e par g n’a de signification physique
que pour u appartenant h l’intervalle (Ur-1, ur) ; on
convient de noter - N(u) le second membre de

1’6quation en g; N est 6gal a Nroo pour Ur-1  u  ur
et 6gal au prolongement analytique de N roo pour
u  Ur-1 OU U &#x3E; ur (obtenu en prolongeant gr-l,r à
l’intervalle (0, ur_1) ou (ur, + (0)). g est solution de
1’equation :

2.1. Equation equivalente. - L’equation (25) est

equivalente à 1’equation dérivée (26) à condition de
la completer par la condition (27) :

avec :

On a remplac6 1’6quation intégro-différentielle (25)
du premier ordre par 1’equation differentielle (26) du
deuxi6me ordre avec second membre connu; la solu-
tion de (26) depend de deux constantes dont l’une
est d6termin6e par la condition (27); le « tronqon »
de fonction gr-l.r ne depend donc, comme pr6vu
au § 1.2, que d’une seule constante Kr-l. r’
On peut obtenir la solution g6n6rale de 1’6qua-

tion (26) en faisant la somme de la solution g6n6rale
de 1’6quation sans second membre et d’une solution
particuli6re de 1’equation complete [5].

2.2. Recherche de la solution ginirale de l’equation homo-
gène. - On veut d6terminer la solution 96n6rale de
1’6quation homog6ne :

Pr-l 6tant un parametre, on peut faire le changement
de fonction inconnue :

La fonction n(u) v6rifie 1’equation :

On peut toujours choisir Pr-1 6gal a la racine

positive de 1’equation :

On a alors :
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L’équation (32) se r6duit a :

On effectue la transformation suivante :

p (x) v6rifie 1’6quation :

L’équation (38) est hipergiomitrique confluente [6] à
condition de choisir 8 de la façon suivante :

L’equation (38) s’6crit :

avec :

Nota. - On peut montrer que le parametre Yr-1
est superieur h 2 (valeur qu’il prend en 1’absence de
collisions inelastiques) .
En n6gligeant bso devant as us, on obtient :

On peut montrer que la quantite qui figure au
second membre de l’in6galit6 (42) est une fonction

r-1 

croissante de E as; par suite :
s=1

La solution ginirale de 1’6quation (40) peut se mettre
sous la forme d’une combinaison lin6aire de deux
solutions lin6airement ind6pendantes, soit [6] :

K,-,,, et Cr_l,r sont deux constantes; M d6signe la
fonction de Kummer [6] d6finie par :

Il en r6sulte que la solution g6n6rale de 1’6quation
homog6ne (30) est de la forme :

I&#x3E;r-l et ’Yr-l sont deux solutions particulieres lineai-
rement ind6pendantes d6finies par :

2. 3. Recherche d’une solution particulière de l’equation
complète. - On d6sire une solution particulière de

1’6quation :

On emploie la « m6thode de la variation des

parametres » de Lagrange [5]. On recherche une
solution particuliere de la forme :

Comme on n’a besoin que d’une solution parti-
culi6re, on peut imposer aux fonctions k,-,(u) et

Cr-l(U) de v6rifier :

On reporte 1’expression (50) dans 1’6quation (49) ;
compte tenu du fait que 1&#x3E;r-l et ’Yr-l annulent le

premier membre de (49) et de la condition (51), on
obtient une seconde condition de determination de
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Les deux equations (51) et (52) sont compatibles en raison de l’ind6pendance lin6aire des fonctions
I&#x3E;r-l et ’Yr-l; on obtient :

Une int6grale particuli6re de 1’6quation sans second membre peut s’écrire :

La forme particuliere (55) fait intervenir les primitives des expressions (53) et (54) s’annulant pour
u = Ur-1; cette forme a l’avantage de ne faire intervenir que la restriction de L a l’intervalle (u,.-,, ur),
c’est-a-dire Lroo.

2.4. Solution ginirale de l’equation complète. Calcul de gr-l. r’ 
- La restriction gr-l. r de g à l’inter-

valle (ur_1, Ur) est de la forme :

gr-l.r depend donc, comme pr6vu au § 2.1, de
deux constantes d’intégration Kr-l. r et Cr-l"r.
l&#x3E;r-l et ’Y r-l repr6sentent respectivement les fonc-
tions donn6es par les formules (47) et (48).

3. DETERMINATION DE gOl’ 
- On procède de la

meme maniere qu’au § 2; on cherchera la solution
de 1’equation (23) pour u appartenant a l’inter-
valle (0, + oo); on note g sans indice cette solution;
seule la restriction de g a l’intervalle (0, ul) a une

signification physique et repr6sente g01; comme prece-
demment, on notera - N(u) le second membre de

1’6quation v6rifi6e par g qui s’ecr it alors :

L’6quation (57) est lin6aire du premier ordre avec
second membre connu; sa solution générale g est de
la forme :

En explicitant la constante d’int6gration K,, conte-
nue dans la formule (58), la restriction de g a l’inter-
valle (0, ul) s’6crit :

4. MODIFICATIONS DANS LE CAS PARTICULIER DU

TYPE HYDROGENE. - Il peut arriver que 1’on observe

un pic de resonance du coefficient bi au voisi-

nage du premier seuil d’excitation ul; c’est le cas

de I’hydrog6ne [4] ( fig. 2); on peut sch6matiser le

phenomene de resonance a 1’aide de la figure 3,
c’est-h-dire :

pour

pour

Ainsi, l’équation (19) subit un changement de
structure seulement pour r = 2 et ul  u  U1 + aul

FiG. 3. - Sch6matisation de bl(u) au voisinage de ul.
Trait plein : bi(u) sch6matique.
Trait pointill6 : b1( u) reel.
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et s’6crit dans cette bande d’énergie 3u, (on notera g128
la restriction de g12 a l’intervalle (ul, ul + 8u1)) :

De la meme façon qu’en 2, on cherchera la solution g
de 1’equation (61) pour u appartenant a l’inter-
valle (0, + oo) ; comme au § 2 .1, g est solution de
1’6quation d6riv6e (62) equivalente a (61) lorsqu’on
la complete par la condition (63) :

avec :

On remarque que 1’6quation (62) est de la meme
forme que 1’6quation (26) a condition de remplacer
Gr-1 par 0 et a’-, par - Po hI; pour obtenir la solution
g6n6rale de (62), il suffit de reprendre exactement la
formule (56); on obtient :

avec :

g128 depend de deux constantes d’intégration; l’une
d’entre elles est determinee par la condition (63).
D’autre part, on peut v6rifier sur 1’6quation (10)
pour r = 2 que la fonction g12 est continue en ul + 3ul
(demonstration analogue a celle de la formule (13))
bien que le coefficient bl(u) (formule (60)) subisse
une discontinuite (5) ; ainsi la deuxi6me constante

d’int6gration est d6termin6e par la condition :

5. RACCORD DES TRONCONS DE FONCTION. - On a
vu au § 1.1 et dans les articles I et II que gnoo(u) est
le produit d’une fonction de u par une constante Knoo.
La formule (56) montre que gn_1, n(u) est une combi-
naison lin6aire des trois constantes Kn-I. n’ Cn-l,n
et Knoo (en effet, Lnx(U) contient - comme gnoo -

la constante Knx en facteur). La relation (13) - appli-
qu6e pour r = n - entre les trois constantes Kn-l,n)
C n-I, n et K noo est donc lin6aire et homog6ne.
De meme, on obtient une seconde relation linéaire,

homogene entre ces trois constantes en 6crivant la
condition (27) pour r = n. Les constantes J{n-I, n et

(5) On montrerait en utilisant la m6thode du § 1.1
(formule (15)) que la representation sch6matique (60)
du coefficient bl (u) introduit la premiere discontinuite au
point ul + 8u, au niveau de la d6riv6e seconde de g12.

en-I, n sont donc proportionnelles a la constante Kn,,;
gn-l,n, gn- i, m (reunion de gn-l,n et gnoo), M."O,
Lnoo contiennent donc implicitement Knoo en facteur.
On peut continuer ainsi le meme raisonnement en

progressant vers les basses energies.
Il en r6sulte que tous les « tronfons » de fonction gnoo,

gn-l, n, ..., gr-l, n ..., g01 contiennent implicitement la
meme constante de proportionnaliti K noo; cette constatation
est normale car 1’6quation v6rifi6e par la fonction g
(reunion de tous les « tronqons ») sur tout l’intervalle
energetique est lin6aire et homog6ne en g (formule (7) ) .
La constante K noo est diterminie par la condition de

normalisation de g (formule (14)) qui s’6crit :

Conclusion. - On a remplac6 la r6solution d’une
équation differentielle non locale dans 1’espace des
energies (formule (7) du present article III) par un
probl6me de calcul numerique : calcul d’integrales
d6finies et sommation de series (formule (68) de II
et formules (56) et (59) du present article III).

Les resultats ne sont pas seulement applicables au
cas d’un gaz faiblement ionise ; en effet, dans un plasma
moyennement ionise, les collisions electron-electron
tres importantes en dessous du premier seuil sont

largement domin6es par les collisions in6lastiques
lorsque u est sup6rieur a u,; les theories pr6c6dentes
restent donc valables pour la determination des tron-

çonsfnoo,fn-1. n, ... ,J12 mais, pour u  u1,f est donn6e
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Par J01 == K01 ue-C01 U (distribution maxwellienne).
On determine la constante suppl6mentaire Co, (tem-
p6rature de Voi) a 1’aide de 1’equation d’6nergie des
electrons dans laquelle 1’effet des collisions electron-
electron ne figure pas (aucune perte d’energie par ce
processus); les seuls termes de pertes sont ceux dus,
d’une part, aux collisions élastiques electron-neutre

- terme dépendant surtout de J01 - et d’autre part,
aux collisions inélastiques électron-neutre - termes ne

dépendant que de la « queue » f100 - de la fonction de
distribution. On comprend donc l’importance de la
détermination de f au-dessus du premier seuil d’exci-
tation, meme si f est maxwellienne aux basses 6nergies,
car c’est f100 qui détermine en partie la température de f01’
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