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CALCUL DE L’ENTROPIE STATISTIQUE D’UN PLASMA HORS D’EQUILIBRE

Par G. LAVAL, R. PELLAT, M. VUILLEMIN,

Groupe de Recherches de ’Association Euratom-C.E.A. sur la Fusion,
Centre d’Etudes Nucléaires de Fontenay-aux-Roses (Hauts-de-Seine).

Résumé. — On calcule I'entropie statistique d’un plasma hors d’équilibre en supposant
que les corrélations binaires restent petites et en négligeant les corrélations d’ordre supérieur.
A lordre le plus bas, on obtient une expression qui est une intégrale premiére approchée des
deux premieres équations de récurrence. Enfin, si le plasma est spatialement homogéne, on en
déduit un théoréme H qui permet d’étudier 1'évolution irréversible de la densité simple dans
des situations oi1 I’équation de Balescu-Lenard n’est plus valable.

Abstract. — The Gibbs entropy of a plasma out of equilibrium is obtained by assuming

small binary correlation functions and neglecting higher order correlations.

In the lowest order,

we get a first integral of the hierarchy of equations for the reduced distribution functions.
Finally, a H-theorem is demonstrated for a spatially homogeneous plasma when the Balescu-

Lenard kinetic equation is valid no longer.

I. Introduction. — Le théoréme H permet de
montrer que toute solution de ’équation de Boltzmann
évolue irréversiblement vers une maxwellienne. Ce
théoréme reste valable pour I'équation de Balescu-
Lenard [1] qui décrit un plasma fortement stable. Si,
dans un plasma hors d’équilibre, des micro-instabilités
peuvent se développer, ou si le niveau des fluctuations
est élevé, on doit utiliser des équations cinétiques plus
perfectionnées. En général, elles couplent les évolu-
tions des densités simples et doubles. La quantité H,
qui ne dépend que de la densité simple, n’est plus
suffisante pour caractériser Pirréversibilité. Or, on
sait que H est I’entropie statistique [2], dans laquelle
on a négligé la contribution des fonctions de corréla-
tion. En retenant cette contribution a Pordre le plus
bas, et en étudiant son comportement, on saura s’il
est possible d’obtenir des équations cinétiques plus
générales que I’équation de Balescu-Lenard et dont
les solutions correspondent a une évolution irréver-
sible vers un état d’équilibre. L’expression générale de
Pentropie statistique en fonction des densités en phase
réduite a été donnée par Nettelton et Green [3].
Elle n’est pas explicite car elle fait intervenir des
diagrammes qu’il faut dénombrer et dont on ne doit
retenir que les termes d’ordre le plus bas. J. Yvon [2]
a calculé les quatre premiers termes du développement
en série d’intégrales d’essaim d’ordre de plus en plus
élevé. Ces termes suffisent pour les gaz constitués de
particules interagissant par lintermédiaire de forces
a courte portée. Dans un plasma ol le nombre de
particules contenues dans la sphére de corrélation est
élevé, on doit tenir compte d’une infinité de termes.
Nous utiliserons donc une méthode de calcul adaptée
aux approximations particuli¢éres a ce cas. Dans la

premiére partie, nous calculons explicitement la contri-
bution & ’ordre le plus bas des corrélations, puis nous
montrons que expression ainsi obtenue vérifie les
propriétés générales d’une entropie statistique et qu’en
particulier elle est maximum a I’équilibre thermody-
namique. Dans la derniére partie, nous étudions le cas
particulier d’un plasma homogene et nous obtenons
Pexpression qui permet de caractériser Iirréversibilité
du systéme.

II. L’approximation de Kirkwood. — A. Lgs
DENSITES EN PHASE. — Nous supposerons que toutes
les particules constituant le systéme sont identiques
et que leur nombre total n’est pas connu. On profite
ainsi de certaines simplifications mathématiques. En
particulier, on peut admettre sans restriction ’hypo-
thése du désordre moléculaire [2] qui permet d’annu-
ler rigoureusement les corrélations entre deux parti-
cules éloignées. D’autre part, nous verrons qu’il est
alors possible de déterminer les densités en phase 2
partir des densités réduites et de les mettre sous une
forme qui se préte au calcul de ’entropie. Ces avan-
tages pratiques sont analogues a ceux qui sont liés a
I’emploi de la grande fonction de partition a I’équilibre
thermodynamique.

Nous désignerons par D,  y la densité en phase
lorsque le systtéme contient N particules, et par
wY, . la densité en phase réduite & M particules
lorsque le systtme contient N particules. On a par
définition [2]

N!

|
P'%V2...M (TV_—M)"[DIZ
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ol dQy 11 ... a4+ représente le produit des éléments
de P’espace des phases relatif aux molécules

M4+1,...,M+N.

On introduit alors la densité réduite par la formule :

Bi2...M = 2 IJ'%...M (IT.A.2)
N=M

En utilisant les identités (IT.A.1) et (II.A.2) et en
procédant par récurrence, on obtient [1, 3] :

(M) D12. M= a2,

_1N
e = ( ) fp-lz M+NdQM+1 ..... M+N-
(IT.A.3)

B. LEs FONCTIONS DE CORRELATION. — Les fonctions
de corrélation irréductibles g;;, €;5, . . . seront définies
a partir des densités en phase réduite w;;, Wi, - --
On posera

Paz = g e[l + &55]
128 = W1 Mhalls [i<lj_1<3 1+ %’)] [1 4+ <25]

(1 + %)]
1 egp. .l

Bz, . = B1lle.. . Ubm [
( _I'ssz)]

A

Conformément & PIhypothése du désordre molé-
culaire, nous admettrons qu’a chaque particule ¢ on
peut associer une sphére de corrélation dans I’espace
de configuration, centrée au point ol se trouve la
particule i. Les fonctions ¢; ; ., ne sont différentes
de zéro que si les sphéres de corrélation des parti-
cules ¢, j, ..., w ont un point commun. De plus, la
fonction de corrélation binaire ¢;; sera supposée infi-
niment petite ; les corrélations irréductibles a plus de
deux particules seront considérées comme des infi-
niment petits d’ordre supérieur, et nous les annulerons
rigoureusement dans la suite des calculs. Les rela-
tions (II.B.1) deviennent :

("12...M=P'1(1'2...MM@,<!_I<M

[ (II.B.1)
¢<j<k<M

(1+¢;). (II.B.2)
Il peut paraitre surprenant de retenir dans P’expres-
sion (I.B.2) de w5, 5 des produits de M fonc-
tions g et de négliger eijx- Nous justifierons cette
approximation plus loin.

Pour simplifier la présentation des calculs, on repré-
sentera un produit de fonctions ¢,; par un diagramme
a deux dimensions ou une fonctlon sera symbolisée
par un segment joignant les points ¢ et j, et I'unité par
un point isolé. Avec ces conventions, (I.B.2) peut
s’écrire :

Biz..m = Mile - Uy G .y (I1.B.3)

ou Gy, 5 représente la somme des termes corres-
pondant a tous les diagrammes formés & partir des
M points 1, 2, , M et tels que deux points quel-
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conques soient connectés au plus une fois. On a, par
exemple :

Rz = Pa M2

3 3
E‘-123=E"1M2(J~3{1 l + \2+

Lo e N o

Il sera sous-entendu dans la suite que tous les dia-
grammes introduits sont tels que deux points quel-

conques ne sont pas connectés entre eux plus d’une
fois. (I.A.3) devient

(M) Dys.. yp = paps - - U‘M{ (_ I)N

M+Z
N=

(II.B.5)
soit encore :
(Gl

(M) Dip.. .yt = Paz... {1 + 2 N1

fP'Mn ...,M+NXGM+1 ..... M+N

12...M
X Figyi  owewdQuyin, .., MmN}

XM M+N
(I1.B.7)

olt f% .1 ... m+n représente la somme des termes cor-
respondant aux diagrammes obtenus en connectant
au moins une fois le point i & I'un quelconque des

points M, , M 4+ N. Par exemple, on aura :
3 3'
fé3:1 2+ 1| + 1 2. (II.B.S)
Ondésigne par gy, . 3.y 1a somme des termes corres-

pondant aux diagrammes connexes que l'on peut
former & partir des points M, , M 4+ N et par
..... u+y la somme des termes correspondant aux
diagrammes que l’on peut former a partir des points
M, ..., M + N mais qui ne contiennent aucun dia-
gramme connexe isolé & moins de p + 1 sommets.
En particulier :

Lo e N I

G123 =

Glogy = Grogs — [1 + ~<Z ij
K3 )
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En extrayant de G}, .y les diagrammes connexes isolés a p + 1 sommets et en tenant compte de la

symétrie des ¢;, on établit la relation suivante

J Parer- - asn Gl

X UHMH

X f“M+(p+1)q+1 cee

M+N=

12... M D+ 1
s v EM ot et ... M+N GM+1+m+1>q ..... M+N dQM+l+(1)+1)qv...,M+N‘

5 N![g(p + 1)]!
N—=(p + Dl [o(p + DI+ DI !

1S pi1 1

/]
12... M
""M+p+1gM+l...M+p+1FM+l, ....M+p+1dQM+1....,M+p+l]

(I1.B.9)

Les diagrammes que nous utilisons ont les mémes propriétés que les diagrammes introduits dans les

développements des fonctions thermodynamiques

®© (_I)N
Nep+1 N! f“‘M+1“‘M+2"‘

—1 p+1

: il suffit de faire jouer 2 ¢;; le méme role que le potentiel
d’interaction. De (II.B.9) on peut encore déduire :

ECXP:G'_I_—UTJ‘E’-MH ces BMip+18m4a, ..., mapsr FitviM mepe1 daia, ., M+p+1}

© (__ l)N

% fHM+1P-M+2--~
N=p+2

Cette relation de récurrence permet dans (II.B.6)
d’éliminer les diagrammes Gy, ; . 4y en faisant
apparaitre les diagrammes GM+1 L MaN puis d’éli-
miner les Gy .y . ;
G% .1, ... m+n €t ainsi de suite; on obtient enfin :

| (_1 )Y
M'Dyy yy=puz.. m€XP §1 fP-M+1-°~P'M+N

12...M
X 8m+1, ..., M+NFM+1....,M+N dQuyrir.. m+n (-

(II.B.11)

Cette forme exponentielle sera particuliérement utile
pour le calcul de ’entropie. Si I’'on avait considéré que
le nombre de particules était connu et fini, une telle
resommation elt été impossible. On aurait pu éga-
lement déduire cette formule de expression générale
donnée par Nettelton et Green [3], mais il est plus
simple de faire directement le calcul 4 ’aide de
diagrammes adaptés aux approximations que nous
avons choisies.

C. L’ENTROPIE STATISTIQUE. — Lorsque le nombre
de particules du systéme peut varier, on définit ’en-
tropie statistique par :

E1S = — % fD12...Nlog PyDyy.. xydQ .. »

(I1.C.1)

ou % est la constante de Boltzmann et ou I'y doit étre
choisi de telle sorte que S soit une fonction additive
pour des systtmes sans corrélation. On posera
I'y=N!T¥ (I1.C.2)
ol I' est une constante qui a la dimension de dQ,.
Avec cette définition, § conserve les propriétés
générales de l’entropie. En particulier, on peut
démontrer I'inégalité (Annexe I) :

F1S< (1 —log Ty dQy. (I1.C.3)

Pour un systéme constitué de particules sans corré-
lation, c’est-a-dire si €9, €195, -+ -5 €12... N> -+ - SONt
nuls, et seulement dans ce cas, 1’égalité est réalisée.
On peut donc écrire :

RS = f w(1 — log Tyy) dQ, + &71S, (I1.C.4)
ou S, représente la contribution des corrélations a .S :
d’aprés (II.C.3) elle est négative.

On peut alors définir I’équilibre thermodynamique
grand canonique en extrémalisant S par rapport
a toutes les fonctions D, y qui satisfont a des
contraintes exprimant la conservation du nombre
moyen de particules, de la quantité de mouvement
moyenne et de I’énergie moyenne.

Si Pon étudie un systeme isolé, chaque fonction
D,,  est solution d’une équation de Liouville dans
I’espace des phases a six N dimensions et chacun des
termes de la série (II.C.1) est indépendant du temps.
Donc § est une constante du mouvement du systéme
total.

Si on pose alors [2] :

D
— it
hy log(l.DO F)

D
ko + by + by = log (2! et 1"2)
D,

D
h123+h12+h13+h23+h1+h2+h3:10g(3!ﬁr3)
N
Z h~;+ 2 h@‘j+ +}l12...N
i=1 <IN

— log (N! Dip...w I‘N) (I1.C.5)
‘DO
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de la définition (II.C.1) on déduit la formule :
k1S = —log D, —f g by dQ,

Pour calculer 4y, fygy -« oy by 3» - -

Nos 8-9

1

1
_.2_!f“'12h12dQ12_ e N|f}112 Nhg ydQys g (I.C.6)

on prend le logarithme de (II.B.11) et on remarque que d’aprés

(IT.B.7) les décompositions qui figurent dans les premiers membres de (II.C.5) apparaissent déja dans le

logarithme de D, . Donc
log D, (*‘1
08 Lo = szl f!’vlp-z Uy, . ndQs
hy = log T'y, + NZ—:1 (_ f&'«z w1 S N+182.. . v+19Q N4

Il suffit alors de reporter ces valeurs de D,, &, hy,, etc.,

-
regroupement évident :

1 1 X
k1S = —f ty log 'y, dQy — Qf%’-lz log (1 + &) d€dy, — § N1 §1 (=17

1 2
f!l-m...N-MLN—pH(JvN-Mz cee HNgN-pH,...,NfN-pH,...,NfN-pu ..... N

C’est I’expression de I’entropie statistique .S calculée
en fonction des densités en phase simple et des fonc-
tions de corrélation binaires & partir des seules hypo-
théses (II.B.2). Elle se présente sous la forme d’une
série d’intégrales d’essaims contenant un nombre
croissant de particules : on voit en effet sur (I.C.8)
que les diagrammes qui figurent dans les intégrales
sont tous connexes et ne donnent une contribution
que si les sphéres de corrélation des particules corres-
pondantes se chevauchent deux a deux.

D. CoNTRIBUTION DES CORRELATIONS A L’ENTROPIE
STATISTIQUE D’UN PLASMA. — Pour obtenir la formule
(II.C.8), on a seulement supposé que les fonctions de
corrélation irréductibles & plus de deux particules
étaient strictement nulles : il faut maintenant y ajouter
des hypothéses supplémentaires propres au plasma
composé d’une seule espéce de particules chargées et
neutralisées globalement. On admet généralement que
si N représente le nombre moyen de particules
contenues dans une sphére de corrélation, ¢;; est de
Pordre de N3' o Ny, est beaucoup plus grand que
I'unité. Ici nous ne ferons aucune hypothése a priori
sur la relation qui peut exister entre ¢ qui caractérise
l'ordre de grandeur de ¢;; et la portée des corrélations.
Les fonctions ¢;; sont seulement supposées infiniment
petites et la portée des corrélations trés inférieure aux
dimensions du systtme. On ne peut donc comparer
Pordre de grandeur d’un terme & un autre que s’ils
sont contenus dans la méme intégrale d’essaim

(I1.C.7)

dans (I.C.5) pour obtenir aprés un

N
pL(N—p)!

N
'fN—p+1....,NdQI2“.N'

(II.C.8)

de (II.C.8) : en effet, une intégration sur P'espace
pourra changer les ordres de grandeur relatifs de
deux termes contenus dans deux intégrales différentes.
Dans chacun des termes de la série (II.C.8), on ne
retiendra donc que la contribution d’ordre le plus
bas en e.

Gréce a la symétrie de g, S peut encore s’écrire :

1
E1S = —f 4, log Iy, dQl_ﬁf e log (1 4 g45) dQ,

1
e T I L

=
(I1.D.1)

ot %% représente un terme correspondant a un
diagramme connexe 4 N sommets contenant au moins
un diagramme G, 4 p sommets, connexe, tel que tout
point qui n’est pas dans G, soit connecté au moins
une fois & un point de G,. Le coefficient £ est un
nombre entier égal au nombre de diagrammes G,
ayant la propriété ci-dessus et contenus dans %%.
La sommation porte sur tous les diagrammes ainsi
définis que I’on peut former a partir des points 1, 2,
3, ..., N. Un méme diagramme peut figurer plu-
sieurs fois dans cette somme s’il contient des dia-
grammes G, correspondant a4 des valeurs différentes
de p. Par exemple :

1 2
4 :3
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figure dans la somme pour la valeur p =1 avec un
coefficient £ =1, p =2 avec k=3, p =3 avec
kt=3, et p=4 avec k= 1. La contribution
totale de ce diagramme est nulle puisque :

Kk — kg k=0,

On voit qu’on peut calculer la contribution d’un
diagramme déterminé et on montre ainsi que tous
les diagrammes a IV sommets et N — 1 arétes donnent
une contribution totale nulle. Seuls subsistent les
diagrammes a N sommets et au moins N arétes. Or
Pordre en ¢ d’'un diagramme est égal au nombre de
ses arétes. Donc, pour obtenir la contribution d’ordre
le plus bas, il suffit de calculer celle des diagrammes
a N sommets et N arétes. Parmi ceux-ci, il ne reste
alors que les cycles, c’est-a-dire les diagrammes tels
que chaque sommet est connecté a deux points et
deux seulement. Pour de tels diagrammes, on a
kY = 8y, ,. Donc a lordre le plus bas :

1
k1S = f pa(1 — log I'y,) dQ; — f 1 Ug€f dQyp

— X

1
= ) fp"IU'Z -y 2CydQyy v (I1.D.2)
N>2

ou Cy représente le terme correspondant & un cycle
a N sommets et ou la sommation s’étend a tous les
cycles Cy que I'on peut former & partir des points 1,
2, ..., N. Les g; sont symétriques et I'intégrale est
indépendante de la répartition des points sur le cycle.
On obtient finalement :

k-13=f (1 —log Ty d0, — 3 U7
p‘l g “‘1 1 Nog 2N

'eN-l.Nlede.”N. (II.D3)

f Brlho - - - Uy €12€23 - -
On aurait pu aussi obtenir cette méme expression
par induction a partir des premiers termes du dévelop-
pement général de 1’entropie tel qu’il est donné par
J. Yvon [2].

Si { N ) est le nombre moyen de particules conte-
nues dans le systéme, on a :

coey1dQpp  y~e (N D (eNp)¥ L

(I1.D.4)

U E12823 -

f“‘l“?"'

On voit que la convergence de la série peut étre
trés lente si eNp~ 1 et qu'elle peut méme diverger
si eNp > 1, ce qui signifierait que nos hypotheéses ne
sont pas valables. Toutefois, nous verrons que cette
expression garde un sens a l’équilibre thermody-
namique.

Enfin, il faut encore que les corrélations irréduc-
tibles a plus de deux particules ne donnent pas de
contribution du méme ordre que celle qu’on a retenue
dans (I1.D.3). Il devient si compliqué de calculer les
termes suivants en conservant toutes les fonctions de
corrélation qu’on se contentera de le vérifier pour
les intégrales d’essaim a deux, trois et quatre parti-
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cules. Pour que (II.D.3) représente la contribution
a ordre le plus bas, il faut supposer que les fonctions
de corrélation irréductibles 4 plus de deux particules
ont une portée inférieure ou égale a celle de ¢, et
qu’elles sont d’ordre supérieur a . On justifie ainsi
a posteriori 1’utilisation de Dexpression approchée
(I1.B.2) pour p, .y

ITI. Propriétés de 1’entropie statistique d’un plasma.
— A. SOMMATION DE LA CONTRIBUTION DES CORRELA-
TIONS. — On remarque d’abord une différence impor-
tante entre Pexpression (II.D.3) et la formule corres-
pondante pour les gaz formés de particules interagis-
sant par Pintermédiaire de forces a courte portée [2].
Dans ce dernier cas, la contribution des corrélations a
Pordre le plus bas se réduit a une intégrale portant
sur les phases de deux particules seulement, mettant
ainsi en évidence les interactions binaires. Par contre,
lorsque les corrélations sont infiniment petites, comme
c’est le cas dans un plasma, le calcul de S a I’ordre le
plus bas fait intervenir des intégrales d’essaim portant
sur les phases de toutes les particules du syst¢tme. On
voit apparaitre ainsi les effets collectifs caractéristiques
des forces a longue portée.

Pour obtenir une forme plus concise de S, on peut
resommer la série en introduisant I'opérateur P défini
par la relation :

PfE) =l [ Whi2e,n /() dQ, (IILA.1)

ou & représente les coordonnées de la particule i
dans I’espace des phases et f(&;) une fonction quel-
conque de ces coordonnées. Dans cette représentation,
on a alors :

fl"1P~2 e yEi e Sy nEn Ay y = Tr PY
(II1.A.2)
et (I.D.3) devient :
k1S = [ pa(1 — log Tyy) dO
+ %Tr [log (1 +P)—P]. (III1.A.3)

L’opérateur P est symétrique. Ses valeurs propres
sont donc réelles. De plus, la formule fondamentale
des fluctuations permet d’écrire :

[ uf*E) 4 + [ (ra — wape) £E) £(E) 4y > 0
(II1.A.4)

ol f est une fonction quelconque, soit encore :

fg (&1) dQ, + f&’-llz 1/2g(;ﬂ) g(‘iz) €12dy5 >

en posant :
g = f”
on a donc :

[ @) Pe(®) a0y > — [ 2 &) 0, (IIL.A.5)



694

ol g est une fonction quelconque. Toutes les valeurs
propres A de P sont donc supérieures ou égales a — 1,
ce qui était nécessaire pour assurer une définition
correcte de lopérateur qui figure dans (IIT.A.3).
D’autre part, on a toujours [4] :

fp.zemsz =—1

ce qui peut encore s’écrire :

Py = — i
P admet donc toujours — 1 comme valeur propre.
Toutefois, comme on le vérifiera dans des cas parti-
culiers, le spectre de P est en général continu et la
trace de log (1 + P) — P ne diverge pas. Comme
A>—1, on a :

log (1 +2) —A<0

et :

»

k1S < J pp(1 — log T'py) dQ,.

L’expression approchée de § que nous avons obtenue
vérifie linégalité (I.C.3). Le signe égal corres-
pond uniquement au cas (impossible) ou g, serait
identiquement nul, puisque P ne devrait avoir que la
valeur propre zéro. Les calculs et les approximations
que nous avons faits ont donc conservé les propriétés

générales de S.

B. EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE. — L’équilibre
thermodynamique grand canonique d’un plasma peut
maintenant se définir & partir de (II.D.3). Les fonc-
tions y, et g, correspondantes s’obtiennent en extré-
malisant expression (II1.D.3) de § & nombre moyen
de particules et énergie moyenne constants. Ces deux
contraintes s’écrivent :

qud91=(N> (II.B.1)

1
f 35 mofpy dQy + % f Pz V12 A€y,

—qf non, Vigd7, d7y — E (I1.B.2)

ou m et g représentent la masse et la charge des
particules constituant le systtme (électrons), 7; 7, la
position et la vitesse de la particule i, V;, le potentiel
que crée en 7, la particule située en r;, ny la densité
uniforme des ions qui assurent la neutralité globale
et n; la densité des électrons ; on a supposé qu’il n’y
avait pas de force extérieure appliquée. Si g, est la
constante diélectrique du vide, on a :

4 1

Vi = e ] (I1.B.3)
fp.ldﬁl = (II.B.4)
ny = (N H|V. (I1.B.5)
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La contrainte (IIT1.B.2) peut encore s’écrire :

1
E = f 5 moip, Ay + %f o€z Vip d€pp

— qf n (no — ’f;) Vipd7, d7,  (I1.B.6)

Cette équation contient g;,. Si I'on n’avait retenu
dans (IT.D.3) que le terme d’ordre zéro en ¢, donc in-
dépendant de ¢,,, on aurait d négliger dans (II1.B.6)
le terme en g,. Cette équation se réduirait alors a la
relation de conservation de 1’énergie que 'on déduit
de Péquation de Balescu-Lenard [1]. L’extrémalisa-
tion de § permettrait alors de trouver la densité en
phase simple d’équilibre et ’entropie correspondante
serait la méme que celle d’'un gaz parfait. Les termes
en g, qui figurent dans (II.D.3) nous autorisent
maintenant & conserver dans (II1.B.6) I’énergie inter-
moléculaire de corrélation. L’extrémalisation de §
doit nous fournir des résultats plus complets. En
utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
nous obtenons les équations d’Euler :

© (— 1)V

—logy, — X =1

N=2 2

o ovo yCiz--- Eyo1, ¥EN1 Ay vy + @
1 2
—B §m”1+q Yo€ip V12dQ,

—qf (ng — ng) de?2] =0 (II.B.7)

— 1)
( 2) f&*z oo UnEsg ... e dQsy

— 2
N=2
—%q Vi =0 (II.B.8)

ol « et — [ sont les multiplicateurs relatifs a (III.B.1)
et (III.B.2). En éliminant la série de (III.B.7) a
laide de (III.B.8), on obtient :

—logp, +B8 [% mv%—qf(no—nl) deQz] +a=0.
(III.B.9)

Si on impose comme conditions aux limites que le
potentiel électrique soit nul & ’infini ou sur les parois
qui limitent le systéme, la seule solution de (II1.B.9)
correspond & :

ng =1n
-3/2 2
m —mPv
=1, (%) €xXp (—2B 1)-

Pour calculer &, on introduit & nouveau l’opéra-
teur P qui permet d’écrire (II.B.8) sous la forme :

(II1.B.10)

— X (— 1R, =%r Vieudl?  (II1.B.11)
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avec § = 1/kT. Donc :

1
1 + PMI 812 —-ﬁ Vlzullz (III.B. 12)
soit encore :
ew + 5 Ve + % Useys VepdQy = 0. (II1.B.13)
L’équation (II1.B.13) montre que &, ne dépend ni
de v, ni de v,. C’est une fonction de 7, — 7,. Posant
alors :

512(?3) = f ea(T1 — 73) e_m;‘_;’)dﬂ (II1.B.14)

la solution de (II.B.13) est donnée par :

- 1k ¢
312(]3) = — ‘n—o m avec kD = Ny —5 OkT

(II1.B.15)

C’est D’expression classique de la transformée de
Fourier de la fonction de corrélation radiale d’un
plasma a P’équilibre thermodynamique [5].

Dans la représentation de Fourier sur I’espace, on a :

Tr[log (1 + P) — P]

B @;%5 f [log (1 + "0812(]_6)) - ”0312(/;)] dk
(IIT1.B.16)

En reportant dans cette formule I’expression

(I1.B.15) de S, on calcule facilement I’intégrale sur %
et :

k1S 5 omm) ] k%}
7="°{§—‘°g[(ﬁ) ' | — 34z )
(I11.B.17)

Cette formule peut également s’obtenir par develop-
pement direct de ’expression générale de § a I’équi-
libre thermodynamique [6]. Nous avons voulu démon-
trer ici qu’il était possible de décrire completement
P’équilibre thermodynamique a partir de (II.D.3) et
des relations de conservation.

C. L’1IRREVERSIBILITE. — Si le systeme est en contact
avec un thermostat avec lequel il interagit de telle
sorte que son énergie moyenne et son nombre moyen
de particules restent constants, § n’est pas une cons-
tante et rien ne s’oppose a ce que le systéme évolue
vers 1’état qui correspond a la valeur maximum de S.

Supposons maintenant le systéme isolé. On peut
écrire : )

RIS =H4 k1S,

H = [ (1 —log Ty, dQ,
et S, < 0.

avec

Puisque § est maintenant une constante du mou-
vement du systéme, on a rigoureusement :

R[H(t) — H(t = 0)] = So(¢ = 0) — §,(2)
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d’our :

H(@)— H({t=0)< —k185,(2)

Si, lorsque ¢{— o, le systtme évoluait rigoureu-
sement vers 1’équilibre thermodynamique, on aurait :

H(oo) — H(0) < (V]24r) %3,

La variation relative de H serait donc infiniment
petite comme 1/Ny,. Or, on sait que I’équation ciné-
tique d’un plasma stable peut décrire la thermalisation
de w;, méme si g, est initialement trés différente d’une
maxwellienne. Dans ce cas, H subit une variation
relative d’ordre zéro en 1/Np, ce qui prouve que
Pétat final de I’évolution du systéme n’est pas I’équi-
libre thermodynamique. C’est évidemment une consé-
quence de la réversibilité de I’équation de Liouville,

Si, au cours de I’évolution, les hypotheéses du para-
graphe I.D restent valables, le raisonnement précé-
dent montre que lorsque ., est devenu maxwellienne,
g2 N’a pas encore atteint la valeur définie par
(IIT.B.15). Pour tenir compte de la thermalisation
de g, il faut retenir dans I’expression de S des termes
que nous avons supposés d’ordre supérieur.

IV. Plasma spatialement homogéne. — A. REPRrE-
SENTATION DE FOURIER. — Nous supposons maintenant
que le milieu reste spatialement homogéne. Donc,
w, ne dépend plus des coordonnées d’espace et ;5 est
fonction de 7, — 7,, v, vy, ¢ Posant alors :

s12(k’ 51: 52)
= f€12(;1 — Tg Uy,

on en déduit :

Pei*n f(3)) = e¥n f €12(k, Uy, D) pdl?

vy) e TIAT = ¢, (k)

(IV.A.1)

g f(75) do,.
(IV.A.2)

Si pour définir la représentation de P on choisit des

fonctions de base proportionnelles a exp (tk.7), P sera
diagonal en tant qu’opérateur agissant dans I’espace
de Fourier. De (IV.A.2) on déduit que les éléments
diagonaux correspondants Pj sont encore des opéra-
teurs agissant sur les fonctions de »; et définis par :

Pef(5y) = [ ek 5y, 52) WiPpd?f(5,) di,. (IV.A.3)

On peut alors écrire :

Tr[log (1 + P) — P]
- B )3fTr[1og(1 + Py) —P3]dk  (IV.A.4)

et (II.A.3) devient :

Els = fy.l(l—log Ty) do, + [ozdk  (IV.A.5)

S = f sd8 7,

Tr[log (1 + Pj3) — Pyzl.

avec

et Gy =

2(2 2(2r)?
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La contribution des corrélations apparait mainte-
nant comme la somme des contributions de chacun
des degrés de liberté dans I’espace de Fourier. L’opé-

rateur P, est hermitique, puisque :
= 217, = plPul? 53
(o4 Piloy) = wudf 312(/e V1, 0y)
1/2,,1/2

= W usPe(0g, vy, k)

=0, Ppl oy}
et la formule générale (III.A.5) donne :

J.g‘(;] vy) Pig(kyv,) do,dk> flg(/;151) Pdo, dk

ou g(k; 7,) est une fonction complexe quelconque de £
et v,. Toutes les valeurs propres de Pj sont réelles et
supérieures 2 — 1, donc :

o3 < 0. (IV.A.6)

Or, on sait que si des micro-instabilités peuvent se
développer dans le plasma, c’est-a-dire si, pour cer-
taines valeurs de %, la relation de dispersion posséde
des solutions correspondant a des ondes croissantes
dans le temps, €15(k, 04, 5) [7 & 10] est elle-méme
instable pour ces valeurs de k. Donc, si dans un plasma
ol e~ 1/Ny et ou la contribution des corrélations
est petite on excite des micro-instabilités, on s’attend
a ce que l'ordre de grandeur de o; change. Comme
ces micro-instabilités ont de grandes longueurs d’onde,
elles ne peuvent pas diminuer la portée des corréla-
tions. Mais d’apres (I1.D.4), il suffit que eNp, > 1 pour
que la contribution des corrélations & § change d’ordre
de grandeur et devienne trés supérieure 4 sa valeur
d’équilibre. Donc, la quantité H définie par :

H= f%’-l(l — log I'y,) do,

et qui, d’apres (III.A.5), satisfait & ’équation :

d

d—t[H+fc,;dk] -0
augmentera d’une quantité importante puisque ¢ < 0.
Mais on peut montrer (Annexe 2) que H est borné
supérieurement et que sa borne supérieure ne peut
étre atteinte que si u; est maxwellienne. On
en déduit que linstabilité tendra a modifier p,
pour la rapprocher d’une maxwellienne. En fait,
Pinstabilit¢é pourra disparaitre bien avant que le
systéme ait atteint cet état limite. On comprend ainsi
que l'instabilité de la fonction de corrélation g, puisse
entrainer une stabilisation rapide du plasma sans
que g, atteigne des valeurs telles que les hypothéses
initiales de ce calcul soient mises en défaut, et sans que
I’énergie intermoléculaire de corrélation cesse d’étre
petite devant I’énergie totale [11]. Il faut malgré tout
que les termes négligés restent d’ordre supérieur.
Rappelons que de nombreuses expériences ont montré
que la thermalisation de la densité en phase simple
était beaucoup plus rapide que ne le laissaient prévoir
les collisions ordinaires lorsque des micro-instabilités
étaient susceptibles d’exister [12].

(IV.A.7)
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B. RELATION AVEC LES EQUATIONS DE RECURRENCE.
— On sait [4] qu’a lordre le plus bas les deux pre-
mieres equatlons de récurrence se découplent des
autres et s’écrivent dans le cas homogéne :

By. 0
! +f o7, Vie 8_ H1lecrpdoydry =0 (IV.B.1)

_ 0 _ 0 1 By.l
[5; TV gy T gy ] et o, e
i 0 av.
f ar, Vis€asthg Ay ‘|“ P~2 1f FI 12 €34y Qg
0 3 3V12

Apres transformation de Fourier sur lespace, ces
équations deviennent :

O ie? fd/jc— aJ‘ _ )
ot megamp) B, ) ) e di, =0

(IV.B.3)
162

s _
2 ik, — T meg Ry o
[3; + ik(2y 02)] “u(®) megk? iy o

= O = - 79 - _
[k 37—1 #2]332(/3) ugdog—~k 37&2 P*ljem(k) ugdog

- 0 b/j
Or :
doy, . 1 @ NJ' t/j -
—d_t - 2(271)3 N§2 (— 1) ?t (“1512(]6))
Uollg - - - yEos(R) - .. exy(R) d7, ... doy (IV.B.5)
ou encore :
dor L[ e o]
dt 2(27:)3 14 P; ot
oP;,
— N N k
= (27:)321\72—:0( ¥ Tr P TR (IV.B.6)

On peut calculer un terme quelconque de cette série
a partir des équations (IV.B.3) et (IV.B.4). Toute-
fois, nous admettrons comme d’habitude que le temps
caractéristique de variation de g, est beaucoup plus
court que celui de p;, ce qui nous permet dans
(IV.B.5) de négliger 0u,/0¢t devant 0g;,/0. On a
alors :

doj 1 i o
d_t - 2(27'5)3 NE=2 (_ 1)
6512 7 7 —_ —
rr (R) w1 pto wyces(R) ... eyi(R) dv; ... dvy
(IV.B.7)
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et d’apres (IV.B.4) :

0 = - = _

f 12 (k) Balhe - - UyEeg(R) ... eyi(R) dog ... do,
= 26+ O

=—Wk1m|:f%;u2 oo

N ()X I
+ | (%) k) dd, ... dd
97, 2 tyeeg(R) .. exa (k) doy ... doy
en remarquant que :

(IV.B.8)
812(]_3) = 3;1(/;)

On observe que la variation temporelle d’une intégrale
contenant le produit de N fonctions de corrélation
est la somme de deux intégrales : I'une fait intervenir
les vitesses de N 4 1 particules, ’autre de N — 1 parti-
cules, mais la régle de formation des deux intégrales
est la méme. Donc, la variation du N®*m¢ terme de la
série due a la premiere intégrale est exactement
compensée par la variation du N + 1¥m terme de la
série due a la seconde intégrale. On est en présence
d’un mécanisme en « cascade » qui peut étre rappro-
ché de celui invoqué par Prigogine [13] pour expliquer
la cinétique des corrélations. Nous n’avons pas encore
montré que ce mécanisme était irréversible. |

Lorsqu’on reporte (IV.B.8) dans (IV.B.)5), on
constate que tous les termes s’éliminent deux & deux,
sauf la seconde intégrale du second membre de
(IV.B.8) qui est relative a la valeur N =2. On
trouve alors :

dog _ 1 _&
dt  (2m)3 meyk?

U U +1 23 (/;)

doxdoy,,

= 0 T = =
Imfa—%i Weeia(k) dvydoy

(IV.B.9)
mais de (IV.B.3), on déduit :
= f i (14 log py) do,
— dk - O f
= Wlm ﬁk FFi e1a(k) pp do,
(IV.B.10)

soit :
dHdt = — f dk (doy/dt).

L’expression approchée de s définie par (IV.A.D)
est une constante a4 des termes négligeables pres.
Donc on aurait pu trouver cet invariant intégral
directement a partir des équations (IV.B.1) et
(IV.B.2). Mais la démonstration générale donnée
ci-dessus fait appel & des hypothéses moins restrictives.

C. LA THERMALISATION. — La formule (IV.B.9)
peut encore s’écrire :

dck & 3p.1

At me k2 00, mq"k(vl’
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dz, (IV.C.1)
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avec

G0 1) = [mpae(®) di,. (IV.C.2)

Or, on a montré [14] que sitest un intervalle de temps
assez court pour que la variation de p, puisse étre
négligée, on avait :

P ——1 ! ’ o ’
(o, t+ 1) = W,Je‘“””dpdp Vr(v4,0,0")

(IV.C.3)
q’_(;)- > b5 P,) = = !
o D(—Hhp') (p + ik.7y)
1_ _ +f!’v2312(73”‘t)_‘3151]
p—ika, | p—ik,
B,
i "o,

wedv, ]

+ — —
n%ﬁ@+mmob@m0ew¢vUp+%ﬁz

1 Us€ag(k, 8) d53]
X = —
[p’—ik.z_zz +f p—ik. v, (IV.C.4)
L [rEa
D(k, p) =1 pay (IV.C.5)

c[)—l—lk.gl

ol , est pris a 'instant ¢ et les contours d’intégration
sur p’ et p sont définis comme dans les formules d’inver-
sion des transformées de Laplace ; C est le contour
de Landau. ¢3(7,, £ + 1) se comporte différemment
suivant les valeurs de % ; si D(%, p) ne s’annule que
pour des valeurs de p dont la partie réelle est négative
et trés grande en valeur absolue, dans (IV.C.3) les
contributions des poles de ¢z(74, p, ') correspondant
au zéro de D(k, p) et D(—k, p') s’amortissent apres

un temps trés court et on trouve alors que, si e,(%, , 1)
est une fonction suffisamment réguliére de v, et v,,
$7(94, ¢ + 1) tend trés rapidement vers une constante
indépendante de t et donnée par :

q’%(al: t+1) ~ ka(z_}l, t)

= 0w 9Py
2 _p‘l = W1 5=
= = % 0on %1 1y c.g)
meok® | D(ky —ik.7y) P
avec
— k v,y _ _
™ = [ d[k. (5, — 7,) /4] dT,.

Si la validité de la formule (IV.C.6) s’étend a toutes
les valeurs de &, Péquation d’évolution de ., se réduit
a Péquation de Balescu-Lenard. On démontre alors
facilement pour cette équation un théoréme H qui
prouve que p, devient maxwellienne lorsque ¢ tend
vers Pinfini [1]. Dans ce cas, les considérations aux-

45
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quelles nous nous sommes livrés n’apportent aucune
information supplémentaire.

Par contre, si pour certaines valeurs de &, D(k, p)
s’annule pour des valeurs de p dont la partie réelle est
positive (plasma instable), ou faiblement négative, on
ne peut plus négliger la contribution des poles corres-
pondant au zéro de D. On constate en particulier
que i dépend de g, [15]. Dans ces conditions,
I’équation de Balescu-Lenard n’est plus valable. On
peut encore simplifier les équations d’évolution de y,
et g, au prix d’hypotheses supplémentaires. De plus,
il est difficile sur I’équation ainsi obtenue d’étudier
Pirréversibilité de I’évolution. Dans ce cas, la connais-
sance d’une formule explicite pour I’entropie statis-
tique est utile. En effet, on va montrer que les solutions
des équations (IV.B.1) et (IV.B.2) possédent cer-
tains caractéres de U'irréversibilité, sans ajouter d’hypo-
theses 4 celles qui nous ont permis d’obtenir (IV.A.5).

Les zéros de D(Z, p) sont donnés par 1’équation :

N _
1 —Z—z 9 gy
N

ou a® = élme, et A = — ipfk.

Si oi/dv et v du/dv sont des fonctions sommables
bornées et holomorphes au voisinage de l’axe réel,
lorsque % tend vers l'infini, /A ne peut pas tendre
vers zéro et Rep est nécessairement négatif. Donc,
si k est assez grand, les résidus des podles correspondant
aux zéros de D(k, p) et D(—k, p') ont un comporte-
ment trés rapidement amorti dans le temps. Il existe
donc un nombre %, tel que si &> k;, aprés un tres
court intervalle de temps, la formule (IV.C.6) sera
valable et on aura d’apres (IV.G.1) :

g,
dog _ = fﬁﬁﬁ_LEHIaEI Lo g
dt m2ekt ) 00,y | D(ky—ik )P
(Iv.C.7)

On sait que le second membre de cette équation est
négatif [1]. En effet, on peut encore écrire (IV.C.7) :

doj _ doy
dt 2k3 | D(ky — ikoy) |?
) o ([ ) |
d
U th vlf (30// ooy o
E.v _ _ ko
avec Z)//z—k‘-l' et V) = 1——;{’—

L’inégalité de Schwartz donne alors :

s ans] = [wans [ ()
[f vy dv kA7 ooy d.<0
et on ne peut avoir égalité que si :

Ba 20y = N(oy) i (IV.C.8)

ou X est une constante. Comme % peut prendre n’im-
porte quelle direction, on en déduit facilement que
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la seule solution de (IV.C.8) est une fonction de la
forme :

1 = _
B, = exp [—Q Alvy 2 + B.vy; + C’] (Iv.G.9)

donc, si £ > &y, on a :

do,/dt < 0
et 'équation (IV.A.7) prend la forme :
L I R R
— |H+ cidk| = — — cipdk
dt B<k deJ jsr,

soit encore
d _
5 [H+ fk<koo-l;dk] >0 (IV.C.10)

ou I’égalité ne peut avoir lieu que si p,; est maxwel-
lienne. L’inégalité (IV.C.10) indique un comporte-
ment non réversible : il est d 4 la forte absorption
des ondes électrostatiques de courte longueur d’onde
par effet Landau. Or H est borné supérieurement
et o; est négatif. Donc lorsque ¢ tend vers D’infini,
i, doit tendre vers une fonction telle que :

c(lit[ +f <nckdk]—0

donc vers une maxwellienne.

Nous montrons ainsi que, méme si 1’équation de
Balescu-Lenard n’est pas valable, il suffit de prendre
en compte 'effet des corrélations & I’ordre le plus bas
pour assurer la thermalisation de p,. Par contre, on
sait que g, n’atteindra pas la valeur d’équilibre. Mais
si w; est maxwellienne, le plasma est fortement stable
et I’équation de Balescu-Lenard décrira correctement
la fin de I’évolution. La quantité G, définie par

Gp = fP-] 9-2512(73) do,do,

s’écrit alors [6] :

G- _f pdoy
E= = - .
| Dk, — ik.5,)

Si y, est maxwellienne et de la forme :

m -3/2 _m-V)?
_ _m_ 2k T
Yy = 1y (271:kT) e (IV.C.11)
on obtient :
G i 2 7
E = ny k2 + k% avec D =N ;k—j,.
(IV.C.12)

Les relations de conservation du nombre de parti-
cules, de I’énergie et de la quantité de mouvement
ne dépendent que de p, et G; ; donc les paramétres
qui entrent dans (IV.C.11) et (IV.C.12) sont
complétement déterminés par ces relations. Puis-
qu’elles doivent étre également vérifiées par les fonc-
tions w; et G qui correspondent & 1’équilibre thermo-
dynamique et que ces fonctions sont alors de la
forme (IV.C.11) et (IV.C.12), on peut affirmer
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que p, et Gj atteignent toutes deux leurs valeurs
d’équilibre.

Quelle que soit I’équation cinétique a laquelle
obéit I’évolution du systeme, 1’état final est le méme
pour les fonctions p, et Gz. Si le plasma peut étre
décrit par ’équation de Balescu-Lenard, H est une
fonction croissante du temps qui atteint son maximum
a Péquilibre thermodynamique. Par contre, dans le
cas général, H n’est pas nécessairement une fonction
cpdk
posséde cette propriété. Pour l'interpréter, on peut
se représenter le systtme comme étant constitué de
deux ensembles en interaction : un gaz de particules
identiques faiblement couplées par le potentiel de
Debye dont la thermalisation serait mesurée par la
variation de H et des ondes électrostatiques incohé-
rentes pouvant étre émises ou absorbées par les parti-
cules. Il est alors normal que l’on puisse démontrer
que I’évolution du systeme total se fait dans un sens
déterminé, mais on ne doit pas attendre cette pro-
priété de chacun des systémes partiels.

croissante du temps; seule la quantité H - f
E<ko

ANNEXE I

Nous démontrons ici la formule (II.C.3) lorsque
le nombre de particules constituant le systéme n’est
pas déterminé. La méthode est analogue a celle qui
permet de montrer que ’entropie de la réunion de deux
systémes est inférieure a la somme des entropies de
deux systémes considérés isolément [2]. Pour cela, nous
utilisons 'inégalité

x20,9>0

ou I’égalité correspond uniquement au cas ol x = y.

—xlogx + xlogy< y—x (A.I.1)

D’ol, enposant x =Dy, yety = %fDlz...NdQv

puis en sommant sur 'indice N :

—‘N§1 Dy, ylogDiy  y-+ N§1 Dy, . Nlog<N>
o0
fDlz...Nd91< 3 f‘Dl2...NdQI_ 2 Dy y
(N>yz1 N=1
(A.1.2)
On integre cette inégalité sur dQ2,, yetona :
—NZ= Dyy. . ylog Dy xydQp . y
<— ¥ [#,
2, s vy a0
- 22 fdQ2...ND%2...N log Diy . y—m logm
(A.1.3)
ou
Dy, v= fD12...NdQI et mw = fDldQI'

En remplagant dans (A.1.2) Dy,  y par D12 N
on obtient une inégalité analogue & (A I. 3) qui permet
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de calculer le second membre de (A.1.3) en fonction
de D2,

ce qu’on ait €liminé toutes les fonctions D,,
qui donne :

— X | D,
N=1

= fDm...Ndles et ainsi de suite jusqu’a

..N> C€

vlog Dy xydQyy  y

— [ 1oggldgl+<N>1og<N>—N§f‘,le log Ty
(A.1.4)

0
avec fDl2...NdQI2...N =7y et X my=1.
N=0

On en déduit :

RIS < (“1(1 — log I'y,) dQ,

’ Ty V!
(N)yexp—(N)’
Si, dans (A.I.1), on pose

— i Tty log

N=0

(A.L.5)

N N
x =Ty et y=<N!> exp—< N D
on trouve :
_E"Nl°g<N>Nexp~<N>
\2< ~eXp—<N>—1—O

d’ou :

FUS< [m(l —log Tw,) 4, (A.1.6)

L’égalité n’est strictement réalisée que si le fluide
est parfait, c’est-a-dire si :

Pig... v = Halhe -

ANNEXE II

Supposons le plasma homogéne et neutralisé globa-
lement. D’apres (III.B.1) et (III.B.6), la conserva-
tion du nombre de particules et de I’énergie s’écrivent :

fp.ldal =N (A.II1.1)

1 — - -
fﬁ mofp, oy + %f Vlzd"zf&‘qzd%d”z =W
(A.I1.2)

ou W et N sont des constantes. D’apres (III.A.2),ona
donc, puisque p;, > 0 :

1 _
Jé miu,do, < W

soit p, une fonction de distribution maxwellienne de
la forme :
o = de~t'?
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ou A et B sont des constantes positives définies par :
1 _
w =f 5 mv? e do,
N = f .
On a donc :

_ 2]
fuo log podo, =fuo [logA _Téj dz,

ou fuo log p.odilsfp.l [logA——i—i] dv,
soit encore :
fuo log 1d7, < fp.l log ted7,. (A.I1.3)
Si on pose :
H= f}’q[l — log T'y,] do,

Hy = [ pol1 — log Ty oy

Nos 8-9

on déduit de (ITI.A.3) :

H—H,< —f [Pﬂ log ™ Mo—P«l] do,
to
ou, en posant :
X = /ug
H—Hy< — [ pollog x + 1 —x] do,
soit :
H< H,
H est donc borné supérieurement par H,,.
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