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CALCUL DE L’ENTROPIE STATISTIQUE D’UN PLASMA HORS D’ÉQUILIBRE

Par G. LAVAL, R. PELLAT, M. VUILLEMIN,
Groupe de Recherches de l’Association Euratom-C.E.A. sur la Fusion,
Centre d’Études Nucléaires de Fontenay-aux-Roses (Hauts-de-Seine).

Résumé. 2014 On calcule l’entropie statistique d’un plasma hors d’équilibre en supposant
que les corrélations binaires restent petites et en négligeant les corrélations d’ordre supérieur.
A l’ordre le plus bas, on obtient une expression qui est une intégrale première approchée des
deux premières équations de récurrence. Enfin, si le plasma est spatialement homogène, on en
déduit un théorème H qui permet d’étudier l’évolution irréversible de la densité simple dans
des situations où l’équation de Balescu-Lenard n’est plus valable.

Abstract. 2014 The Gibbs entropy of a plasma out of equilibrium is obtained by assuming
small binary correlation functions and neglecting higher order correlations. In the lowest order,
we get a first integral of the hierarchy of equations for the reduced distribution functions.
Finally, a H-theorem is demonstrated for a spatially homogeneous plasma when the Balescu-
Lenard kinetic equation is valid no longer.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE TOME 28, AOUT-SEPTEMBRE 1967, , 

1. Introduction. - Le th6or6me H permet de
montrer que toute solution de 1’6quation de Boltzmann
6volue irréversiblement vers une maxwellienne. Ce
th6or6me reste valable pour 1’6quation de Balescu-
Lenard [1] qui decrit un plasma fortement stable. Si,
dans un plasma hors d’6quilibre, des micro-instabilités
peuvent se d6velopper, ou si le niveau des fluctuations
est élevé, on doit utiliser des equations cin6tiques plus
perfectionnées. En general, elles couplent les évolu-
tions des densit6s simples et doubles. La quantite H,
qui ne depend que de la densite simple, n’est plus
sufflsante pour caract6riser l’irréversibilité. Or, on
sait que H est 1’entropie statistique [2], dans laquelle
on a n6glig6 la contribution des fonctions de corr6la-
tion. En retenant cette contribution a l’ordre le plus
bas, et en 6tudiant son comportement, on saura s’il
est possible d’obtenir des equations cin6tiques plus
g6n6rales que 1’equation de Balescu-Lenard et dont
les solutions correspondent a une evolution irr6ver-
sible vers un 6tat d’6quilibre. L’expression g6n6rale de
1’entropie statistique en fonction des densit6s en phase
r6duite a ete donn6e par Nettelton et Green [3].
Elle n’est pas explicite car elle fait intervenir des

diagrammes qu’il faut d6nombrer et dont on ne doit
retenir que les termes d’ordre le plus bas. J. Yvon [2]
a calcul6 les quatre premiers termes du d6veloppement
en s6rie d’intégrales d’essaim d’ordre de plus en plus
élevé. Ces termes sufflsent pour les gaz constitués de

particules interagissant par l’interm6diaire de forces
a courte port6e. Dans un plasma ou le nombre de

particules contenues dans la sphere de correlation est
élevé, on doit tenir compte d’une infinite de termes.
Nous utiliserons donc une m6thode de calcul adaptee
aux approximations particuli6res a ce cas. Dans la

premiere partie, nous calculons explicitement la contri-
bution a l’ordre le plus bas des correlations, puis nous
montrons que 1’expression ainsi obtenue v6rifie les

propri6t6s generales d’une entropie statistique et qu’en
particulier elle est maximum a 1’equilibre thermody-
namique. Dans la dernière partie, nous 6tudions le cas
particulier d’un plasma homog6ne et nous obtenons
1’expression qui permet de caract6riser l’irréversibilité
du système.

II. L’approximation de Kirkwood. - A. LES

DENSITÉS EN PHASE. - Nous supposerons que toutes
les particules constituant le systeme sont identiques
et que leur nombre total n’est pas connu. On profite
ainsi de certaines simplifications mathématiques. En
particulier, on peut admettre sans restriction 1’hypo-
these du d6sordre mol6culaire [2] qui permet d’annu-
ler rigoureusement les correlations entre deux parti-
cules 6loign6es. D’autre part, nous verrons qu’il est
alors possible de determiner les densit6s en phase a
partir des densites reduites et de les mettre sous une
forme qui se prete au calcul de 1’entropie. Ces avan-
tages pratiques sont analogues a ceux qui sont lies a
1’emploi de la grande fonction de partition a 1’equilibre
thermodynamique.
Nous d6signerons par D12... N la densite en phase

lorsque le syst6me contient N particules, et par

N ... M la densite en phase reduite a M particules
lorsque le syst6me contient N particules. On a par
definition [2] :
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ou dQM + 1..... M + N repr6sente le produit des elements
de 1’espace des phases relatif aux molecules

On introduit alors la densite r6duite par la formule :

En utilisant les identités (II.A.I) et (II. A. 2) et en

proc6dant par recurrence, on obtient [1, 3] :

B. LES FONCTIONS DE CORRELATION. - Les fonctions
de correlation irr6ductibles eij, Eijk, ... seront définies
a partir des densit6s en phase r6duite fLij’ fLijk’ ...

On posera :

Conformément a I’hypoth6se du d6sordre mole-
culaire, nous admettrons qu’a chaque particule i on

peut associer une sphere de correlation dans 1’espace
de configuration, centr6e au point ou se trouve la

particule i. Les fonctions ei, j, ..., , ne sont differentes
de zero que si les spheres de correlation des parti-
cules i, j, ..., f1. ont un point commun. De plus, la
fonction de correlation binaire eij sera suppos6e infi-
niment petite ; les correlations irr6ductibles a plus de
deux particules seront consid6r6es comme des infi-
niment petits d’ordre sup6rieur, et nous les annulerons
rigoureusement dans la suite des calculs. Les rela-
tions (II. B. 1) deviennent :

Il peut paraitre surprenant de retenir dans 1’expres-
sion (I.B.2) de fl12...M des produits de M fonc-
tions eii et de negliger Cijk. Nous justifierons cette

approximation plus loin.
Pour simplifier la presentation des calculs, on repre-

sentera un produit de fonctions e,i par un diagramme
a deux dimensions ou une fonction sera symbolis6e
par un segment joignant les points i et j, et 1’unite par
un point isol6. Avec ces conventions, (I . B . 2) peut
s’ecrire :

oii G12... nr repr6sente la somme des termes corres-

pondant a tous les diagrammes form6s a partir des
M points 1, 2, ..., M et tels que deux points quel-

conques soient connect6s au plus une fois. On a, par
exemple :

r. I

Il sera sous-entendu dans la suite que tous les dia-

grammes introduits sont tels que deux points quel-
conques ne sont pas connect6s entre eux plus d’une
fois. (I. A. 3) devient :

soit encore :

0’4 f M + M + N repr6sente la somme des termes cor-
respondant aux diagrammes obtenus en connectant
au moins une fois le point i a l’un quelconque des
points M, ..., M + N. Par exemple, on aura :

On d6signe par gM..... M + N la somme des termes corres-
pondant aux diagrammes connexes que l’on peut
former a partir des points M, ..., M + N et par
G-vm,...,,U+N la somme des termes correspondant aux
diagrammes que l’on peut former a partir des points
M, ..., M + N mais qui ne contiennent aucun dia-
gramme connexe isol6 a moins de p + 1 sommets.

En particulier :
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En extrayant de G1..... M+N les diagrammes connexes isol6s a p + 1 sommets et en tenant compte de la
sym6trie des eij, on 6tablit la relation suivante :

Les diagrammes que nous utilisons ont les memes propri6t6s que les diagrammes introduits dans les

développements des fonctions thermodynamiques : il suffit de faire jouer a eij le meme role que le potentiel
d’interaction. De (II. B . 9) on peut encore d6duire :

Cette relation de recurrence permet dans (II. B . 6)

Cette forme exponentielle sera particulierement utile
pour le calcul de 1’entropie. Si 1’on avait considere que
le nombre de particules était connu et fini, une telle
resommation eut ete impossible. On aurait pu 6ga-
lement d6duire cette formule de 1’expression g6n6rale
donn6e par Nettelton et Green [3], mais il est plus
simple de faire directement le calcul a 1’aide de

diagrammes adapt6s aux approximations que nous
avons choisies.

C. L’ENTROPIE STATISTIQUE. - Lorsque le nombre
de particules du syst6me peut varier, on d6finit 1’en-
tropie statistique par :

ou k est la constante de Boltzmann et ou rN doit etre
choisi de telle sorte que S soit une fonction additive
pour des systèmes sans correlation. On posera :

ou I’ est une constante qui a la dimension de d1l1.
Avec cette définition, S conserve les propri6t6s

généraIes de l’entropie. En particulier, on peut
d6montrer l’inégalité (Annexe I) :

Pour un syst6me constitue de particules sans corr6-
lation, c’est-a-dire si E12’ E123’ ..., E12... N, ... sont
nuls, et seulement dans ce cas, 1’6galit6 est r6alis6e.
On peut donc écrire :

où Sc repr6sente la contribution des correlations a S :
d’apr6s (II. C. 3) elle est negative.
On peut alors définir 1’equilibre thermodynamique

grand canonique en extrémalisant S par rapport
a toutes les fonctions D12 ... N qui satisfont a des
contraintes exprimant la conservation du nombre

moyen de particules, de la quantite de mouvement
moyenne et de 1’energie moyenne.

Si 1’on étudie un syst6me isol6, chaque fonction
D12 ... N est solution d’une equation de Liouville dans
1’espace des phases a six N dimensions et chacun des
termes de la s6rie (II. C. 1) est independant du temps.
Donc S est une constante du mouvement du syst6me
total.

Si on pose alors [2] :
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de la definition (II. C. 1) on d6duit la formule :

Pour calculer h1, h12, ..., hI2... N, ... on prend le logarithme de (II . B .11) et on remarque que d’apr6s
(II. B. 7) les decompositions qui figurent dans les premiers membres de (II. C. 5) apparaissent deja dans le
logarithme de D12 ... N. Donc :

Il suffit alors de reporter ces valeurs de Do, hl) hl2, etc., dans (I. C. 5) pour obtenir apr6s un
regroupement evident :

C’est 1’expression de 1’entropie statistique S calcul6e
en fonction des densit6s en phase simple et des fonc-
tions de correlation binaires a partir des seules hypo-
th6ses (II. B. 2). Elle se presente sous la forme d’une
s6rie d’intégrales d’essaims contenant un nombre
croissant de particules : on voit en effet sur (I. C. 8)
que les diagrammes qui figurent dans les int6grales
sont tous connexes et ne donnent une contribution

que si les spheres de correlation des particules corres-
pondantes se chevauchent deux a deux.

D. CONTRIBUTION DES CORRELATIONS A L’ENTROPIE

STATISTIQUE D’UN PLASMA. - Pour obtenir la formule

(II. C. 8), on a seulement suppose que les fonctions de
correlation irr6ductibles a plus de deux particules
6taient strictement nulles : il faut maintenant y ajouter
des hypotheses supplémentaires propres au plasma
compose d’une seule esp6ce de particules charg6es et
neutralis6es globalement. On admet 96n6ralement que
si .ND repr6sente le nombre moyen de particules
contenues dans une sphere de corr6lation, eij est de
l’ordre de ND’ ou ND est beaucoup plus grand que
l’unit6. Ici nous ne ferons aucune hypothese a priori
sur la relation qui peut exister entre e qui caractérise
l’ordre de grandeur de eij et la port6e des correlations.
Les fonctions eij sont seulement supposees infiniment
petites et la port6e des correlations tres inferieure aux
dimensions du système. On ne peut donc comparer
l’ordre de grandeur d’un terme a un autre que s’ils
sont contenus dans la meme int6grale d’essaim

de (II. C. 8) : en effet, une integration sur 1’espace
pourra changer les ordres de grandeur relatifs de
deux termes contenus dans deux int6grales différentes.
Dans chacun des termes de la s6rie (II. C. 8), on ne
retiendra donc que la contribution d’ordre le plus
bas en s.

Grace a la sym6trie de e;;, S peut encore s’6crire :

ou gvx repr6sente un terme correspondant a un

diagramme connexe a N sommets contenant au moins
un diagramme Gp a p sommets, connexe, tel que tout
point qui n’est pas dans G, soit connect6 au moins
une fois a un point de Gp. Le coefficient k N est un
nombre entier 6gal au nombre de diagrammes Gp
ayant la propriete ci-dessus et contenus dans gv
La sommation porte sur tous les diagrammes ainsi
d6finis que l’on peut former a partir des points 1, 2,
3, ..., N. Un meme diagramme peut figurer plu-
sieurs fois dans cette somme s’il contient des dia-

grammes Gp correspondant a des valeurs differentes
de p. Par exemple :
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figure dans la somme pour la valeur p = 1 avec un

coefficient ki = 1, p = 2 avec k2 = 3, p = 3 avec
k4= 3, et p = 4 avec k 4 = 1. La contribution
totale de ce diagramme est nulle puisque :

On voit qu’on peut calculer la contribution d’un
diagramme determine et on montre ainsi que tous
les diagrammes a N sommets et N - 1 aretes donnent
une contribution totale nulle. Seuls subsistent les

diagrammes a N sommets et au moins N aretes. Or
l’ordre en e d’un diagramme est 6gal au nombre de
ses aretes. Donc, pour obtenir la contribution d’ordre
le plus bas, il suffit de calculer celle des diagrammes
a N sommets et N aretes. Parmi ceux-ci, il ne reste
alors que les cycles, c’est-a-dire les diagrammes tels

que chaque sommet est connect6 a deux points et

deux seulement. Pour de tels diagrammes, on a
kN = 3N.. Donc a l’ordre le plus bas :

ou CN repr6sente le terme correspondant a un cycle
a N sommets et ou la sommation s’6tend a tous les

cycles CN que l’on peut former a partir des points 1,
2, ..., N. Les Eij sont sym6triques et l’int6grale est

ind6pendante de la répartition des points sur le cycle.
On obtient finalement :

On aurait pu aussi obtenir cette meme expression
par induction a partir des premiers termes du d6velop-
pement general de 1’entropie tel qu’il est donne par
J. Yvon [2].

Si  N &#x3E; est le nombre moyen de particules conte-
nues dans le syst6me, on a :

On voit que la convergence de la s6rie peut etre
tres lente si eND- 1 et qu’elle peut meme diverger
si eND &#x3E;&#x3E; 1, ce qui signifierait que nos hypotheses ne
sont pas valables. Toutefois, nous verrons que cette
expression garde un sens a 1’equilibre thermody-
namique.

Enfin, il faut encore que les correlations irr6duc-
tibles a plus de deux particules ne donnent pas de
contribution du meme ordre que celle qu’on a retenue
dans (II. D. 3). I1 devient si complique de calculer les
termes suivants en conservant toutes les fonctions de
correlation qu’on se contentera de le verifier pour
les int6grales d’essaim a deux, trois et quatre parti-

cules. Pour que (II. D . 3) repr6sente la contribution
a l’ordre le plus bas, il faut supposer que les fonctions
de correlation irr6ductibles a plus de deux particules
ont une port6e inferieure ou 6gale a celle de E12 et
qu’elles sont d’ordre sup6rieur a E. On justifie ainsi
a Posteriori l’utilisation de 1’expression approch6e
(II. B. 2) pour tll...N-

III. Propridtds de l’entropie statistique d’un plasma.
- A. SOMMATION DE LA CONTRIBUTION DES CORRELA-
TIONS. - On remarque d’abord une difference impor-
tante entre 1’expression (II. D. 3) et la formule corres-
pondante pour les gaz form6s de particules interagis-
sant par l’interm6diaire de forces a courte port6e [2].
Dans ce dernier cas, la contribution des correlations à
l’ordre le plus bas se r6duit a une int6grale portant
sur les phases de deux particules seulement, mettant
ainsi en evidence les interactions binaires. Par contre,
lorsque les correlations sont infiniment petites, comme
c’est le cas dans un plasma, le calcul de S a l’ordre le
plus bas fait intervenir des int6grales d’essaim portant
sur les phases de toutes les particules du systeme. On
voit apparaitre ainsi les effets collectifs caractéristiques
des forces a longue port6e.
Pour obtenir une forme plus concise de S, on peut

resommer la s6rie en introduisant l’op6rateur P defini
par la relation :

où (i repr6sente les coordonn6es de la particule i

dans 1’espace des phases et f(i) une fonction quel-
conque de ces coordonn6es. Dans cette representation,
on a alors :

L’op6rateur P est sym6trique. Ses valeurs propres
sont donc r6elles. De plus, la formule fondamentale
des fluctuations permet d’6crire :

ou f est une fonction quelconque, soit encore :
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oii g est une fonction quelconque. Toutes les valeurs
propres X de P sont donc sup6rieures ou 6gales a - 1,
ce qui etait n6cessaire pour assurer une definition
correcte de l’op6rateur qui figure dans (III. A. 3).
D’autre part, on a toujours [4] :

ce qui peut encore s’ecrire :

P admet donc toujours 2013 1 comme valeur propre.
Toutefois, comme on le v6rifiera dans des cas parti-
culiers, le spectre de P est en general continu et la
trace de log (1 + P) - P ne diverge pas. Comme

L’expression approch6e de S que nous avons obtenue
v6rifie l’in6galit6 (I . C.3). Le signe 6gal corres-

pond uniquement au cas (impossible) ou E:12 serait

identiquement nul, puisque P ne devrait avoir que la
valeur propre zero. Les calculs et les approximations
que nous avons faits ont donc conserve les propri6t6s
generales de S.

B. EQ,UILIBRE THERMODYNAMIQUE. - L’équilibre
thermodynamique grand canonique d’un plasma peut
maintenant se définir a partir de (II. D. 3). Les fonc-
tions (1.1 et E:12 correspondantes s’obtiennent en extr6-
malisant 1’expression (II. D. 3) de S a nombre moyen
de particules et 6nergie moyenne constants. Ces deux
contraintes s’6crivent :

f ILl d.Ql =  N &#x3E; (II.B.1)

f 2 mvi!Ll d.Ql + f !L12 V12 d.Q12
- q f no nl V12 d rId r 2 = E (II.B.2)

ou m et q repr6sentent la masse et la charge des
particules constituant le systeme (électrons), r i vila
position et la vitesse de la particule i, V12 le potentiel
que cree en r2 la particule situee en rl, no la densite
uniforme des ions qui assurent la neutralite globale
et ni la densite des electrons ; on a suppose qu’il n’y
avait pas de force ext6rieure appliqu6e. Si Eo est la
constante di6lectrique du vide, on a :

La contrainte (III . B . 2) peut encore s’écrire :

Cette equation contient E12. Si l’on n’avait retenu
dans (II. D. 3) que le terme d’ordre zero en E, donc in-
dependant de Z12, on aurait du negliger dans (III. B. 6)
le terme en E12. Cette equation se r6duirait alors a la
relation de conservation de 1’energie que l’on d6duit
de 1’equation de Balescu-Lenard [1]. L’extrémalisa-
tion de S permettrait alors de trouver la densite en
phase simple d’6quilibre et 1’entropie correspondante
serait la meme que celle d’un gaz parfait. Les termes
en E12 qui figurent dans (II. D. 3) nous autorisent
maintenant a conserver dans (III. B. 6) 1’energie inter-
mol6culaire de correlation. L’extrémalisation de S
doit nous fournir des resultats plus complets. En
utilisant la m6thode des multiplicateurs de Lagrange,
nous obtenons les equations d’Euler :

ou a et - P sont les multiplicateurs relatifs A (I I I. B. 1)
et (III . B . 2) . En 61iminant la s6rie de (III . B . 7) a
l’aide de (III . B . 8), on obtient :

Si on impose comme conditions aux limites que le

potentiel 6lectrique soit nul a l’infini ou sur les parois
qui limitent le syst6me, la seule solution de (III. B. 9)
correspond a :

Pour calculer E12, on introduit a nouveau l’op6ra-
teur P qui permet d’6crire (II. B. 8) sous la forme :
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avec Donc :

soit encore :

L’équation (III. B. 13) montre que E12 ne depend ni
de VI ni de v2- C’est une fonction de r 1- r 2. Posant
alors :

la solution de (II. B .13) est donn6e par :

C’est 1’expression classique de la transform6e de
Fourier de la fonction de correlation radiale d’un

plasma a 1’equilibre thermodynamique [5].
Dans la representation de Fourier sur 1’espace, on a :

En reportant dans cette formule l’expression
(II. B 15) de S, on calcule facilement l’int6grale sur k
et :

Cette formule peut 6galement s’obtenir par d6velop-
pement direct de l’expression g6n6rale de S a l’équi-
libre thermodynamique [6]. Nous avons voulu d6mon-
trer ici qu’il était possible de d6crire completement
1’equilibre thermodynamique a partir de (II. D. 3) et
des relations de conservation.

C. L’IRREVERSIBILITE. - Si le systeme est en contact
avec un thermostat avec lequel il interagit de telle
sorte que son 6nergie moyenne et son nombre moyen
de particules restent constants, S n’est pas une cons-
tante et rien ne s’oppose a ce que le systeme evolue
vers 1’6tat qui correspond h la valeur maximum de S.

Supposons maintenant le systeme isol6. On peut
ecrire : 

Puisque S est maintenant une constante du mou-
vement du système, on a rigoureusement :

Si, lorsque t --&#x3E;- oo, le syst6me evoluait rigoureu-
sement vers l’équilibre thermodynamique, on aurait :

La variation relative de H serait donc infiniment
petite comme 1 IND, Or, on sait que 1’equation cin6-
tique d’un plasma stable peut d6crire la thermalisation
de (.L1’ meme si (.L1 est initialement tres différente d’une
maxwellienne. Dans ce cas, H subit une variation
relative d’ordre zero en liND, ce qui prouve que
1’6tat final de 1’evolution du syst6me n’est pas l’équi-
libre thermodynamique. C’est 6videmment une cons6-
quence de la reversibilite de 1’6quation de Liouville.

Si, au cours de 1’evolution, les hypotheses du para-
graphe I . D restent valables, le raisonnement prece-
dent montre que lorsque (.L1 est devenu maxwellienne,
E12 n’a pas encore atteint la valeur d6finie par
(III. B. 15). Pour tenir compte de la thermalisation
de el2, il faut retenir dans 1’expression de S des termes
que nous avons supposes d’ordre sup6rieur.

IV. Plasma spatialement homogene. - A. REPRE-
SENTATION DE FOURIER. - Nous supposons maintenant

que le milieu reste spatialement homog6ne. Donc,
(.L1 ne depend plus des coordonn6es d’espace et E12 est
fonction de r 1- r 2’ v l’ V 2’ t. Posant alors :

on en deduit :

Si pour définir la representation de P on choisit des
fonctions de base proportionnelles a exp (ik. r), P sera
diagonal en tant qu’op6rateur agissant dans 1’espace
de Fourier. De (IV. A. 2) on d6duit que les elements
diagonaux correspondants Pk sont encore des op6ra-
teurs agissant sur les fonctions de v, et d6finis par :

On peut alors écrire :
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La contribution des correlations apparait mainte-
nant comme la somme des contributions de chacun
des degres de libert6 dans 1’espace de Fourier. L’op6-
rateur Pk est hermitique, puisque :

et la formule générale (III . A . 5) donne :

ou g(k1 V 1) est une fbnction complexe quelconque de k
et v l’ Toutes les valeurs propres de Pk sont r6elles et
sup6rieures a 2013 1, donc :

Or, on sait que si des micro-instabilités peuvent se

d6velopper dans le plasma, c’est-a-dire si, pour cer-
taines valeurs de k, la relation de dispersion poss6de
des solutions correspondant a des ondes croissantes
dans le temps, E12(k, vl, V2) [7 a 10] est elle-meme

instable pour ces valeurs de k. Donc, si dans un plasma
ou E - 1 /ND et ou la contribution des correlations
est petite on excite des micro-instabilites, on s’attend
à ce que l’ordre de grandeur de ah change. Comme
ces micro-instabilités ont de grandes longueurs d’onde,
elles ne peuvent pas diminuer la port6e des corr6la-
tions. Mais d’apr6s (II. D. 4), il suffit que eN, &#x3E; 1 pour
que la contribution des correlations a S change d’ordre
de grandeur et devienne tres superieure a sa valeur
d’6quilibre. Donc, la quantite H d6finie par :

et qui, d’apr6s (III. A. 5), satisfait a 1’6quation :

augmentera d’une quantite importante puisque ag 5 0.
Mais on peut montrer (Annexe 2) que H est borne
supérieurement et que sa borne sup6rieure ne peut
etre atteinte que si lL1 est maxwellienne. On
en d6duit que l’instabilit6 tendra a modifier
pour la rapprocher d’une maxwellienne. En fait,
l’instabilit6 pourra disparaitre bien avant que le

syst6me ait atteint cet 6tat limite. On comprend ainsi
que l’instabilit6 de la fonction de correlation E12 puisse
entrainer une stabilisation rapide du plasma sans

que E12 atteigne des valeurs telles que les hypotheses
initiales de ce calcul soient mises en d6faut, et sans que
1’6nergie intermoléculaire de correlation cesse d’etre
petite devant 1’energie totale [11]. I1 faut malgr6 tout
que les termes négligés restent d’ordre sup6rieur.
Rappelons que de nombreuses experiences ont montre
que la thermalisation de la densite en phase simple
était beaucoup plus rapide que ne le laissaient pr6voir
les collisions ordinaires lorsque des micro-instabilités
6taient susceptibles d’exister [12].

B. RELATION AVEC LES ÉQUATIONS DE RECURRENCE.
- On sait [4] qu’a l’ordre le plus bas les deux pre-
mi6res equations de recurrence se d6couplent des
autres et s’6crivent dans le cas homog6ne :

Apres transformation de Fourier sur 1’espace, ces

equations deviennent :

ou encore :

On peut calculer un terme quelconque de cette s6rie
a partir des equations (IV.B.3) et (IV.B.4). Toute-
fois, nous admettrons comme d’habitude que le temps
caractéristique de variation de E12 est beaucoup plus
court que celui de ll-1’ ce qui nous permet dans
(IV.B.5) de negliger Ôll-1/ ôt devant ael2lat’ On a
alors :
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et d’après (IV. B. 4) :

en remarquant que :

On observe que la variation temporelle d’une int6grale
contenant le produit de N fonctions de correlation
est la somme de deux int6grales : l’une fait intervenir
les vitesses de N + 1 particules, l’autre de N - 1 parti-
cules, mais la r6gle de formation des deux integrales
est la meme. Donc, la variation du Nième terme de la
s6rie due a la premiere int6grale est exactement

compens6e par la variation du N + l’eme terme de la
s6rie due a la seconde int6grale. On est en presence
d’un m6canisme en « cascade » qui peut etre rappro-
che de celui invoqu6 par Prigogine [13] pour expliquer
la cin6tique des correlations. Nous n’avons pas encore
montre que ce m6canisme était irreversible. ,

Lorsqu’on reporte (IV. B. 8) dans (IV . B . 5), on

constate que tous les termes s’61iminent deux a deux,
sauf la seconde int6grale du second membre de

(IV. B. 8) qui est relative a la valeur N = 2. On
trouve alors :

mais de (IV.B.3), on déduit :

L’expression approch6c de s d6finie par (IV. A. 5)
est une constante a des termes n6gligeables pres.
Donc on aurait pu trouver cet invariant integral
directement a partir des equations (IV.B.1) et

(IV . B . 2) . Mais la demonstration g6n6rale donnée
ci-dessus fait appel a des hypotheses moins restrictives.

C. LA THERMALISATION. - La formule (IV. B. 9)
peut encore s’ecrire : 
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avec

Or, on a montre [14] que sir est un intervalle de temps
assez court pour que la variation de f1.1 puisse etre
negligee, on avait :

ou p,,, est pris a l’instant t et les contours d’intégration
sur p’ et p sont d6finis comme dans les formules d’inver-
sion des transform6es de Laplace ; C est le contour
de Landau. k(v1’ t +,r) se comporte differemment
suivant les valeurs de k ; si D(k, p) ne s’annule que
pour des valeurs de p dont la partie r6elle est negative
et tres grande en valeur absolue, dans (IV. C. 3) les
contributions des poles de k(V l’ p, p’) correspondant
au zero de D (k, p) et D (- k, p’) s’amortissent apr6s
un temps tres court et on trouve alors que, si E12(k, t)
est une fonction suffisamment r6guli6re de vIet V 2’
k(v 1) t + z) tend tres rapidement vers une constante
ind6pendante de r et donn6e par :

Si la validite de la formule (IV. C. 6) s’6tend a toutes
les valeurs de k, 1’6quation devolution de i se r6duit
a 1’6quation de Balescu-Lenard. On d6montre alors
facilement pour cette equation un th6or6me H qui
prouve que V-1 devient maxwellienne lorsque t tend
vers l’infini [1]. Dans ce cas, les considerations aux-

45
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quelles nous nous sommes livr6s n’apportent aucune
information supplémentaire.

Par contre, si pour certaines valeurs de k, D (k, p)
s’annule pour des valeurs de p dont la partie r6elle est
positive (plasma instable), ou faiblement negative, on
ne peut plus negliger la contribution des poles corres-
pondant au zero de D. On constate en particulier
que depend de E12 [15]. Dans ces conditions,
1’equation de Balescu-Lenard n’est plus valable. On
peut encore simplifier les equations d’evolution de fl1
et El2 au prix d’hypothèses supplémentaires. De plus,
il est difficile sur 1’6quation ainsi obtenue d’6tudier
l’irréversibilité de 1’evolution. Dans ce cas, la connais-
sance d’une formule explicite pour 1’entropie statis-

tique est utile. En effet, on va montrer que les solutions
des equations (IV . B .1 ) et (IV. B. 2) poss6dent cer-
tains caractères de l’irréversibilité, sans ajouter d’hypo-
th6ses a celles qui nous ont permis d’obtenir (IV. A. 5).

Les zeros de D(k, p) sont donn6s par 1’equation :

oii a2 = e2jmEo et X - - iplk.
Si Vplav et v ôI j ôv sont des fonctions sommables

born6es et holomorphes au voisinage de l’axe reel,
lorsque k tend vers l’infini, 1m À ne peut pas tendre
vers zero et Rep est nécessairement n6gatif. Donc,
si k est assez grand, les residus des poles correspondant
aux zeros de D(k,p) et D (- k, p’) ont un comporte-
ment tres rapidement amorti dans le temps. Il existe
donc un nombre ko tel que si k &#x3E; ko, apres un tres
court intervalle de temps, la formule (IV. C. 6) sera
valable et on aura d’apr6s (IV . C .1) :

On sait que le second membre de cette 6quation est
n6gatif [1]. En effet, on peut encore écrire (IV. C. 7) :
- 1. -

L’in6galit6 de Schwartz donne alors :

et on ne peut avoir égalité que si :

ou X est une constante. Comme k peut prendre n’im-
porte quelle direction, on en d6duit facilement que

la seule solution de (IV. C. 8) est une fonction de la
forme :

et 1’equation (IV. A. 7) prend la forme :

ou 1’egalite ne peut avoir lieu que si tl1 est maxwel-
lienne. L’in6galit6 (IV . C .10) indique un comporte-
ment non reversible : il est du a la forte absorption
des ondes électrostatiques de courte longueur d’onde
par effet Landau. Or H est borne supérieurement
et sk est n6gatif. Donc lorsque t tend vers l’infini
tl1 doit tendre vers une fonction telle que :

donc vers une maxwellienne.
Nous montrons ainsi que, meme si 1’6quation de

Balescu-Lenard n’est pas valable, il suffit de prendre
en compte 1’effet des correlations a l’ordre le plus bas
pour assurer la thermalisation de lL1’ Par contre, on
sait que E12 n’atteindra pas la valeur d’équilibre. Mais
si lL1 est maxwellienne, le plasma est fortement stable
et 1’equation de Balescu-Lenard d6crira correctement
la fin de devolution. La quantite Gk d6finie par

Si fl1 est maxwellienne et de la forme :

on obtient :

Les relations de conservation du nombre de parti-
cules, de 1’energie et de la quantite de mouvement
ne dependent que de t, et Gk ; donc les param6tres
qui entrent dans (IV . C .11) et (IV . C .12) sont

completement determines par ces relations. Puis-

qu’elles doivent etre 6galement v6rifi6es par les fonc-
tions [1.1 et Gk qui correspondent a 1’equilibre thermo-
dynamique et que ces fonctions sont alors de la
forme (IV. C. 11) et (IV . C .12), on peut affirmer
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que p-, et Gk atteignent toutes deux leurs valeurs

d’équilibre.
Quelle que soit 1’equation cin6tique a laquelle

ob6it 1’evolution du syst6me, 1’6tat final est le meme
pour les fonctions t, et Gk. Si le plasma peut etre
decrit par 1’6quation de Balescu-Lenard, H est une
fonction croissante du temps qui atteint son maximum
a 1’equilibre thermodynamique. Par contre, dans le
cas general, H n’est pas nécessairement une fonction
croissante du temps; seule la quantite H -E- ak dk
poss6de cette propriete. Pour l’interpr6ter, on peut
se representer le syst6me comme 6tant constitue de
deux ensembles en interaction : un gaz de particules
identiques faiblement coupl6es par le potentiel de
Debye dont la thermalisation serait mesur6e par la
variation de H et des ondes électrostatiques incoh6-
rentes pouvant etre 6mises ou absorbees par les parti-
cules. I1 est alors normal que l’on puisse d6montrer
que 1’evolution du systeme total se fait dans un sens
determine, mais on ne doit pas attendre cette pro-
pri6t6 de chacun des systemes partiels.

ANNEXE I

Nous d6montrons ici la formule (II. C. 3) lorsque
le nombre de particules constituant le système n’est
pas determine. La m6thode est analogue a celle qui
permet de montrer que 1’entropie de la reunion de deux
syst6mes est inferieure a la somme des entropies de
deux systèmes consid6r6s isol6ment [2]. Pour cela, nous
utilisons l’in6galit6

ou 1’egalite correspond uniquement au cas ou x = y.

puis en sommant sur l’indice N :

En remplaçant dans (A . I . 2) D12 ...N par Dt2... N,
on obtient une in6galit6 analogue a (A. I . 3) qui permet

de calculer le second membre de (A. I . 3) en fonction
de D’2 ...N = D12... N dÛ12, et ainsi de suite jusqu’a
ce qu’on ait elimine toutes les fonctions D12... N, ce

qui donne : 

On en déduit :

Si, dans (A . I .1 ), on pose

on trouve :

L’69alit6 n’est strictement r6alis6e que si le fluide
est parfait, c’est-a-dire si :

ANNEXE II

Supposons le plasma homog6ne et neutralise globa-
lement. D’apr6s (III . B .1 ) et (III . B . 6), la conserva-
tion du nombre de particules et de 1’energie s’ecrivent :

ou W et N sont des constantes. D’après (III. A. 2), on a
donc, puisque t.2 1&#x3E; 0 :

soit fLo une fonction de distribution maxwellienne de
la forme :

. ’D
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ou A et B sont des constantes positives d6finies par :

On a donc :

soit encore :

Si on pose :

on d6duit de (III. A. 3) :

ou, en posant :

H est donc borne supérieurement par Ho.

Remerciements. - Nous exprimons notre gratitude
a M. le Professeur J. Yvon, a qui nous devons de
nombreuses suggestions et critiques. Nous remercions
6galement les Professeurs R. Balescu et D. Pfirsch pour
de fructueuses discussions.

Manuscrit requ le 13 fevrier 1967.

BIBLIOGRAPHIE

[1] LENARD (A.), Ann. physik, 1960, 3, 390.

BALESCU (R.), Phys. Fluids, 1960, 3, 52.

[2] YVON (J.), Les corrélations et l’entropie, Dunod,
1965.

[3] NETTLETON (R. E.), GREEN (M. S.), J. Chem.

Physics, 1958, 29, 1365.

[4] YVON (J.), LAVAL (G.), C. R. Acad. Sc. Paris, 1965,
261, 1219-1222.

[5] YVON (J.), J. Physique Rad., 1958, 19, 733.
[6] BALESCU (R.), Statistical Mechanics of Charged

Particles, Monographs in Statistical Physics,
vol. 4, Interscience Publishers (1963).

[7] RUTHERFORD (P.), FRIEMAN (E. A.), Phys. Fluids,
1963, 6, 1139.

[8] KLIMONTOVICH (Yu.), P.M.T.F., 1963, 1, 14.

[9] IORDANSKI (S. V.), KULIKOVSKI (A. G.), Soviet

Phys., Doklady, 1964, 8, 969.

[10] BALESCU (R.), J. Math. Physics, 1963, 4, 1009.

[11] ABRAHAM (B. W.), J. Math. Physics, 1965, 6, 639.

[12] KADOMTSEV (B. B.), Plasma Turbulence, Academic
Press, 1965.

[13] PRIGOGINE (I.), Non-equilibrium Statistical Mecha-
nics, Monographs in Statistical Physics, vol. 1,
Interscience Publishers, 1962.

[14] LAVAL (G.), PELLAT (R.), EUR-CEA-FC-316, 1965.
[15] LAVAL (G.), PELLAT (R.), C. R. Acad. Sc. Paris,

1964, 258, 3997.


