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THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS :

L’OPERATEUR DE COLLISIONS INELASTIQUES DANS LE CAS D’EXCITATIONS
ET DE DESEXCITATIONS ELECTRONIQUES

Par NerLLy PEYRAUD,

Laboratoire de Physique des Plasmas, Faculté des Sciences, 91-Orsay.

Résumé., — Dans le but d’étudier I’évolution de la distribution électronique des vitesses
dans un plasma, on explicite I'opérateur de collisions inélastiques et superélastiques intervenant
au second membre de I'équation de Boltzmann ; dans le cas particulier de collisions électrons-
particules lourdes, cet opérateur est linéaire. On étudie les propriétés mathématiques de cet
opérateur : probléme de fonctions propres et valeurs propres ; on trouve qu’il admet les fonctions
sphériques comme fonctions propres et on calcule les valeurs propres correspondantes.

Abstract. — In order to study the evolution of the distribution of electron velocities in a
plasma, we express the inelastic and superelastic collision operator figuring in the second
member of the Boltzmann equation ; in the special case of collisions between electrons and heavy
particles, this operator is linear. We study the mathematical properties of this operator : pro-
blem of eigenfunctions and eigenvalues ; we show that the eigenfunctions are spherical har-

monics, and the eigenvalues are calculated.

Introduction. — La théorie cinétique a pour but
la détermination des diverses fonctions de distribution
des vitesses lorsque les forces extérieures sont connues.
La fonction de distribution des vitesses f d’un type de
particules du plasma est solution de I’équation de
Boltzmann :

Sy w L XY

¢ “or | m - ow ot

: )
- (1)
0 ot interactions

X = force extérieure;

S =f(w,r ).

Le terme (9f]0t)interactions TEPrésente la somme des
termes agissant sur f, dus aux divers types d’interac-
tions de la particule étudiée avec les autres compo-
santes du gaz.

La résolution de ’équation de Boltzmann nécessite
donc : d’une part la connaissance de tous les termes
contenus dans (9f] 08) iteractions €t d’autre part’utilisation
de méthodes mathématiques adaptées au cas envisagé.

Ces problemes ont déja fait ’objet d’un grand
nombre de travaux :

L’opérateur de collisions élastiques sous sa forme la
plus générale s’étant révélé inutilisable — 1’équation
de Boltzmann est intégro-différentielle non linéaire —
on s’est efforcé de simplifier le probléme; en parti-
culier, on peut étudier la distribution électronique
d’un gaz faiblement ionisé; les deux cas my/my, = 0
et my[my € 1 (Lorentzien et Lorentzien imparfait) ont
été étudiés [1]; dans ces deux cas, Popérateur linéaire
de collisions élastiques électrons-neutres s’explicite sur
Pespace des fonctions isotropes de la vitesse. On en

déduit alors des renseignements intéressants [2] concer-
nant la conductivité et la température électroniques.

En fait, ces premiers calculs ne concernant que la
fonction de distribution électronique, une étude plus
complete [3] du plasma nécessitait la connaissance
de I’évolution de la composante ionique; cette étude
est analogue 2 la précédente a la différence que m,[m,
est voisin de 'unité (chocs ions-molécules).

Si ’on approfondit encore le probléme général des
plasmas, on s’apergoit que les seules collisions élasti-
ques sont souvent bien loin d’étre dominantes [4] [5] et
on doit tenir compte des collisions inélastiques [4] [5].
Jusqu’a présent, peu de théories ont été élaborées sur
ce sujet et notre but est d’expliciter ’opérateur de colli-
sions nélastiques et superélastiques pour une fonction de
distribution électronique anisotrope quelconque dans le cas
d’une collision de type électron-particule infiniment
lourde (m,[my = 0), c’est-a-dire pour les excitations
et désexcitations des particules lourdes.

Un autre but de ce travail est de rendre ces opéra-
teurs utilisables; on étudiera donc leurs propriétés
exactement de la méme facon que pour les collisions
élastiques [2] [3] (recherche des fonctions propres et
valeurs propres de lopérateur rendu linéaire par
Papproximation m;/my, = 0).

I. Expression des opérateurs de collisions inélas-
tiques et superélastiques. Cas de 1’excitation et de la
désexcitation par choc électronique. — On considére
la réaction suivante :

électron -+ neutre = électron -+ neutre excité.
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On appellera n; la densité de neutres dans I’état
fondamental noté 0O et n, la densité de neutres excités

_ 1 .
dans I’état d’excitation k; 5 MW représente ’énergie

d’excitation du niveau 0 au niveau k.

On se place dans le cas ol la masse m de 1’électron
est bien inférieure a la masse M des neutres.

Le second membre de ’équation (1) s’écrit :

( af/ 3t> interactions — (af/ at) exgitat’icon + ( af/ 8t) déselé(cit%tion (2)

f est la fonction de distribution électronique; on
montre [2] que dans le cas oit m € M, I'équation (2)

s’écrit :
(af/at)interactions = (]1 + ]s)f (3)

J; et J, étant les opérateurs linéaires de collisions
inélastiques et superélastiques; ils sont tels que [2]

(@ff00)oset, = Jif = ngw [F(W",1) i (10, 7) A
— ngw Qo (@) f (W, 1) (4)

(@1 t)agss. = of = mo [SOW', 1) g1 ) dQ
— myw Qo) (W, ). (5)

La signification physique des quatre termes de (4)
et (5) peut étre rendue plus claire par le schéma de
la figure 1.

excit.
0>k

" o 1 2,1 2
w Lyl + =
P w zqu

Mo

1 2
w —mw
nk 2
w 1 -1
e 5 MW= 5muwy
vitesses énergies cinétiques
F16. 1. — Les quatre types de collisions

intervenant dans les formules (4) et (5).

Les fleches dirigées vers le bas représentent les
collisions inélastiques; les fleches dirigées vers le haut
les collisions superélastiques; n, & l'origine des pre-
mieres indique que J; est proportionnel a ny; n, a
I'origine des secondes indique que [, est proportionnel
a n;,. On rappelle les notations :

do-y section efficace différentielle inélastique.
0,5 section efficace totale inélastique.
gxo section efficace différentielle superélastique.
Q ..o section efficace totale superélastique.
dQ =siny dy de.
Dans la formule (4), w'’ représente la vitesse initiale
de Pélectron, w la vitesse finale aprés une collision
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inélastique; dans la formule (5), w’ représente la
vitesse initiale de I’électron, w la vitesse finale apres
une collision superélastique (fig. 1).

On peut aussi préciser la géométrie de la collision
a laide de la figure 2 (par exemple dans le cas d’une
collision inélastique d’un électron de vitesse initiale w"’
excitant une molécule neutre de vitesse initiale W),

We
'm
wi x W5
oM
m G
M
MG
F1G6. 2. — Collision inélastique électron-molécule

dans le systeme du centre de gravité.

La figure 2 est faite dans le syst¢me du centre de
gravité G et les indices G correspondent aux notations
dans ce systéme. Les vitesses notées sans indice repré-
sentent les valeurs dans le systétme du laboratoire.

La conservation de I’énergie totale s’écrit :

1 mM 1 mM 1
Lomv e L 2 | Lo0
Om + M smramd Tamei (6)
avece o
g =|w—W|
gl/ — |wll_wll |.

L’équation (6) se simplifie lorsque M > m et
s’écrit :
w''? = w? 4 wj 7)
de méme :
w'? = w? — wi. (8)
On admet les relations suivantes dites de micro-
réversibilité
W g o (w, ) dQ = w2 qox (0", x) AQ  (9)
w2 gy (w, ) dQ = w'2qro (W', y) dQ. (10)

On peut donc mettre J,f et J f sous la forme :

T = g W 1) goea”s ) A0
—ngwQo—r(w) f(w, £) (11)
Jof = [ W 0) g olas 1) 402
— Qo) fw, ). (12)
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I1. Etude mathématique de 1’opérateur. Action sur
les harmoniques sphériques de f. — Les raisonne-
ments qui suivent seront effectués pour J;; ils sont
valables pour [ en changeant les notations.

IT.1. /;, COMMUTE AVEC TOUS LES OPERATEURS
ROTATION §. — Soit RV le vecteur déduit de v par une
rotation; on définit sur 'espace des fonctions un opé-
rateur rotation § par :

Sf(Rv) = f(v). (13)
En se servant de /,f, (11), on obtient :
TS W] = 1y [ SFON") qoaiw”, 1) 40
—nowQ o (w)SF(W). (14)
En posant w = Rv et W’ = Rv"’
TS = [ SR s, ) 40
—nywQ o (w)SF(RV) (15)
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donc par définition de S :
Ji I (W)l = J.f(v).
On a aussi par définition de S (formule (13)) :

S[Lif(W)] = ST f(RV)] = [if(v)  (17)

(16)

donc :
JiSf(w) = SJ, f(w).

II.2. J, EST HERMITIQUE SUR UNE SPHERE. — On va
montrer que :

< JLO> = [ [Jif(wW)] (W) do =

(18)

< ]ﬁbaf~:>
(19)
avec

w=(0,¢); do =sin0dode.

Il est évident que la deuxiéme partie de

Jilt—nowQ,o . 1(w))

est hermitique pour la norme définie par intégration
sur tout Pespace (dw = dw dw; w = (w, 0, ¢)).
Soit PJ; la premiére partie de [J;; d’apres (11) :

Il2
PLf = [ SN gosr(w',7) 0O (20)
Il2
< PLLO> =ny " [SW) gor(”, 7) AQD(W) dos (21)
132
<PIfi®> =n, %7 f FO, 0", ") g n(w”, %) dQDD, 9, ) doo. (22)
— En fait, d’aprés la définition de S (13) : 1 z
Jif(w) = S [Jif(Rw)]. (23) we K>~
Y
— Si on peut montrer que J; f(Rw) estindépendant I
de 0 et ¢ et ne dépend que du module w, d’apres |
I’égalité (23), on aurait : :
elI I
Jif (W) = Jif(Rw) (24) 0 ! y
pour w donné. o \\\\J -
— Le calcul de [J,f(w) compliqué dans le cas
général (w quelconque) pourrait alors étre simplifié
en choisissant une direction particuli¢re de w.
— A titre indicatif, on calcule PJ, f(W,), c’est-a-dire X
PJ.f(Rw) lorsque Rw = Ww,. FIG. 5.
Dans ce cas : Géométrie de la collision inélastique lorsque w = w,.
x =0 PJif(w,)
— o e
CP — no ww J f(e!/, (Pl,, wll) qo_)k(wrl, el’) Sin e/’ del! d(pll.

dQ = sin 6" d6” do"".

(25)
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On voit que pour w donné (et par suite »'’),
PJ.f(w) est indépendant de la direction de w.

Par suite :
PJf(w) = PJ,f(Rw) (26)
et en particulier :
PJ.f(w) = PJ,f(w,). (27)
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Dans (25), 'angle 0" figurant dans ¢, x(w"’, 6")
représente l'angle de w avec w' (dans ce cas w,
avec w'’). En prenant PJ,f(Rw,) = PJ,f(w), il
faut naturellement rendre a cet angle sa significa-
tion physique primitive y; cela conduit a la for-
mule (28) :

PJf(w) = ny " [ (07, 9", w") o, 7) sin 6 O de” (28)
d’apres (28) : ‘
112
< PJf(w),® > = n, ww ff(e", 0"y w") oo n(w'’,y) sin 07 d8” do” DO, ¢, w) sinBdOde  (29)
et puisque le nom de la variable d’intégration n’importe pas :
II2
< PJ.f(w),®> = n, ww ff(e, 0, W) o (w0, %) sin 0 dB do ®(8”, ¢, w) sin 6" d6”’ dg”’
w,lz 1 1 1
=y [ 110, 6, 0”) goaw 1) do DO, 47, w) AQ (30)
<PLfD>=<P[O,f>. (31)

Par suite, P/, est hermitique pour la norme définie
par intégration sur une sphére de rayon 1 centrée
a Dorigine.

II.3. AcTION DE J; SUR LES FONCTIONS SPHERIQUES.
— IX.3.1. Les fonctions sphériques sont fonctions propres
de J,. — 1l résulte des deux propriétés I1.1 et II.2
que les fonctions sphériques 3,,(0, ¢) sont fonctions
propres de J; [6], c’est-a-dire :

]i.yum(e3 CP) = - (J‘m(w) ym(es CP)
ylm<67 CP) = Pl(COS 6) eimq;.

(32)
(33)

avec

— WUyn(w) est la valeur propre correspondante; elle
dépend de w; il est important de remarquer que
Pespace des fonctions propres de J; est composé de
fonctions indépendantes de w (formule (33)).

En fait, on a I'habitude d’appeler fonction sphé-
rique la fonction Y, (0, ¢) définie par [2] :
Yiu(0, ¢) = 'y, 8, 9) = w'Py(cos B) e™e. (34)

Si on fait agir J; sur Y,,, on obtient (formule (11)) :
JiYy = Ji(@'y,)

= ny w; f w9, (07, ¢") qo (", 3) dQ

—ngwQo k() W'y, 0, ¢) (35)

Ji Yy = w" (P]}) p, — ngw Qo x(w) Yy, (36)
d’apres (32) :

(PT) Pin = — (P () Dipe (37)

En appelant — Py,, la partie de — ,, corres-
pondant a opératcur PJ;; en tenant compte de (37),
Péquation (36) s’écrit :

J5 Y = @ (— Py, () Jiy—ngw Qo 1(w) Yy, (38)

Sy = [(w) Py () + noon»k(m] Y,

= Vlm(w) Ylm (39)

avec .

Yin(10) = (

’r

“) Pt + mwQo 4.

(40)

D’apres la formule (39), Y, est fonction propre de |
avec la valeur propre — v,.

I1.3.2. Calcul des valeurs propres de |

a) vy, (w) ne dépend que de indice .
Si f est fonction propre de J, avec la valeur propre

—A
Jif =—M.
Or comme J; et § commutent, d’apres (18) et (41) :

Ji(Sf) = SIif = S(—=n) = —ng. (42

(41)

Donc si Y, est fonction propre de J; avec la valeur
propre — v, toute somme du type 2.a,S,Y,,(0, ¢)

r
est fonction propre de J; avec la valeur propre
— Vi, > Or une telle somme décrit la fonction sphérique
d’indice général ! [6] : Y,,., quel que soit m' < [
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Donc :
]i [Zar Sr Ylm]
= Vlm[zar Sr Ylm] = ]i Ylm’ = Vi’ Ylm’
= " Vim Ylm’ (43)
par suite :
vlm(w) = Vi (w) = Vl(w)’ (44)

b) Valeur de v;(w).

On peut calculer J,Y,,.(0, ¢) dans le cas ou m = 0
et 0 =0.

Ji Y0, ¢) = —v(w) wt

w//g

=1, TJ w”’Pl(cosx) qo—»k(w”> X) dQ
—ngwQop(w) W (45)
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1+2
T Toum(@) Y3, (0, ©)] = Y3,.(0, @) [no (%) way,, (") f Py(cos ) qo-x(w”, ) dQ —nywQo - x(w) oczm(w)]-
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d’olr :
w'’ 1+2
) =y (o) 0 [ Pileos7) wste”7) a0
Qo i), (46

On remarquera que Pon retrouve le cas des colli-
sions élastiques pour »'’ = w.

II.4. AcTiON DE J; SUR UNE FONCTION QUELCONQUE.
Toute fonction f(w) se développe en harmoni-
ques sphériques; si on applique J; & la fonction
oy, (w) Y, (0, ), on obtient :

]

(47)

On montrerait exactement de la méme facon que :

’

1+2
T, o) Y1, (8, 2)1 = ¥,,(8,9) [w(%) (') [ Pi(cos ) g o(a’, 7) AQ — mw Qi o(a0) ocl,n(w)]. (48)

On remarque que J(o,, Y,,) differe de
— V%, (w) Y,

par le terme oy,(w’”’) dit 4 la non-hermiticité de J,
pour la norme définie par intégration sur tout ’espace
des vitesses.

Conclusion. — Les difficultés introduites par les
premiers termes de (47) et (48) (termes de gain)
montrent qu’il sera souvent délicat de déterminer
Pinfluence des collisions inélastiques et superélastiques.
I’équation de Boltzmann (1) devient non locale dans
Pespace des vitesses.

En général, la section efficace de collisions inélas-
tiques est faible devant la section efficace de collisions

élastiques [2]. Pour les anisotropies d’ordre 1 (étude
de la conductivité), on montre [2] qu’en général
Pinfluence des collisions inélastiques est négligeable
devant celle des collisions élastiques.

L’étude de la partie isotrope est en revanche compli-
quée par le terme de gain qui n’est plus négligeable
devant le terme de collisions élastiques (multiplié dans
ce cas par m|M).

Les formules (47) et (48) peuvent étre d’une appli-
cation difficile; il n’en reste pas moins qu’elles consti-
tuent un formalisme complet pour I’étude générale de
Paction de Popérateur de Boltzmann sur les diverses
anisotropies de la fonction de distribution électronique.

Manuscrit recu le 13 juillet 1966.
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