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MISE AU POINT

METHODES DE THEORIE DES GROUPES POUR L’ETUDE DU CHAMP CRISTALLIN

Par O. PARODI,
Physique des Solides, Faculté des Sciences, Orsay, Seine-et-Oise, France.

Résumé. —— On introduit les notions de théorie des groupes utiles pour I’étude des champs
cristallins (classes — représentation — caractéres). On montre comment le théoréme de Wigner
permet de prévoir a priori les levées de dégénérescence dans un entourage cristallin. Le produit
direct de deux représentations permet d’aborder le couplage spin-orbite ou le couplage de plusieurs
électrons en champ cristallin fort. On définit les opérateurs tensoriels irréductibles, et on montre
comment le théoréme de Wigner-Eckart permet d’établir a priori les régles de sélection.

Abstract. — We introduce the concepts of group theory that are of interest in crystal-field
theory. The Wigner theorem allows one to see a priori how degeneracies will break in a crystal-
line environment. The direct product of two representations is used for the study of spin-orbit
coupling or the coupling of several electrons in a strong crystal-field. Irreducible tensorial opera-
tors are defined, and it is shown how selection rules may be calculated a priori from the Wigner-

Eckart theorem.

Introduction. — Aprés les autres exposés de ce
séminaire sur le champ cristallin, il n’est guére néces-
saire de souligner I'intérét de la théorie des groupes
pour I’étude du champ cristallin. Je n’ai pas I'inten-
tion de faire un exposé mathématique sur la théorie
des groupes, mais plutdt d’en rappeler les résultats
intéressants pour les physiciens des solides, et d’e
donner des exemples d’application. :

I. Notions sommaires de théorie des groupes. — Un
groupe est un ensemble d’éléments sur lequel a été
définie une loi de multiplication interne et associative.
Il comprend nécessairement un élément unité E, et &
tout élément A du groupe correspond dans le groupe
un inverse, A—1,

En particulier, ’ensemble des opérateurs unitaires
commutant avec un opérateur hermitique (H, J2,
J, etc...) forme un groupe.

Silaloi de multiplication est commutative, le groupe
est dit abélien.

CrasseEs. — On appelle « ordre » d’un groupe le
nombre de ses éléments.

Les éléments d’un groupe peuvent étre répartis en
«classes ». Dans le cas d’un groupe de symétrie, chaque
classe est composée d’opérations géométriques de
méme nature (rotations d’un méme angle autour
d’axes cristallographiques équivalents).

Si un groupe est abélien, chaque élément constitue
une classe.

Le groupe O, par exemple, est le groupe des rotations
propres laissant un cube invariant. Ses 24 éléments
peuvent étre répartis en 5 classes :

E 8C, 8C, 6C, 6C,

ou C, est une rotation de - 2m[n. Les axes cristal-
lographiques correspondant sont

(111)  (100)  (110)  (100).

Les opérations de symétrie d’un cristal peuvent
également comprendre des rotations impropres, pro-
duit d’une rotation propre parl’inversion I (symétrie par
rapport au centre). Nous désignerons par o les symé-
tries par rapport a un plan et par S, le produit I X C,.
Le groupe de symétrie complet du cube est le
groupe Op, qui comprend 48 éléments répartis en
10 classes :

E 8C, 3C, 6C, 6C,

Le groupe R(3) est le groupe des rotations propres
dans Pespace a trois dimensions. Toutes les rotations
d’un méme angle ¢ constitue une classe, C,.

On sait que, lorsqu’on fait tourner une fonction de
spin, il faut distinguer entre une rotation de ¢ et une
rotation de (¢ + 2m) : Si

I 8S, 30, 6o, 65,

R(u, ¢) = R(u, ¢ + 27),
Ryle) — — Ry(a).

L’ensemble des opérations R et R forme le groupe
double des rotations. A chaque groupe fini de symétrie,
on peut de méme associer un groupe double. Le groupe
double associé & O comporte 8 classes :

E E 8C, 8C, 3C,3C, 6C;,,6C; 6C, 6C,.
REPRESENTATIONS. — Soient Q un opérateur hermi-

tique commutant avec les opérations d’un groupe G,
lgi > ses n fonctions propres correspondant & la
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valeur propre ¢. Les fonctions |gi > sous-tendent un
espace invariant dans les opérations du groupe G.
Soit A ’un de ces opérations.

QA|gi > = AQlgi > = qA|qi >

Algi > est fonction propre de Q avec la valeur propre ¢
donc une combinaison linéaire des fonctions |gj >.
Nous pourrons prendre dans cet espace invariant, &¢,
une base. Les opérations A seront alors représentées
par des matrices (4). On démontre aisément que ces
matrices forment un groupe I', et que I’on peut définir
un homomorphisme de G sur I'. On dit que I'" forme
une représentation du groupe G.

On appelle « caractére » de opération A dans la
représentation I' la trace x(A) de la matrice (4). On
démontre que, dans une méme représentation, toutes
les opérations d’une méme classe ont mémes carac-
téres. Deux représentations qui ont le méme systéme
de caractéres sont dites équivalentes.

Si I’espace 6¢ ne posséde pas de sous-espace inva-
riant, il est dit « irréductible », et la représentation I'
est dite également irréductible. Toute représentation
réductible peut se décomposer en une somme de repré-
sentations irréductibles

I = 2 P (e
o
on a alors
x(4) = zal Po Xald).

On démontre que le nombre de représentations irré-
ductibles d'un groupe fini est égal au nombre de ses
classes. On a, entre les caractéres des différentes repré-
sentations irréductibles, des relations d’orthogonalité,
dont la plus importante est

2 (A) 1B(A) = g 3ug
A

ou g est Pordre du groupe, et ou 8, vaut 1 siles
représentations I'® et T'®) sont équivalentes, et est
nul dans le cas inverse. Ces relations permettent de
calculer py

pa=§2xmwﬂﬂA»
A

A chaque valeur de J entier 2> O correspond une
représentation irréductible du groupe des rotations
R(3), & (2 + 1) dimensions, et ayant pour kets de
base les kets |aJ M >(— J < M < J) satisfaisant aux
relations

JyloJM > = Ml|oJM >
JeloJM > =VI(J 1) — M(M £ 1)|«JM + 1 >.

A chaque valeur entiére ou demi-entiére correspond
de méme une représentation irréductible du groupe
double des rotations.

Dans ces deux cas, les caractéres d’une opération
R(u, ¢) sont

. M=+J
sin (2J + 1) /2 =y

- e—iMe,
sin ¢ [2 Ma—d

A (o) =

Dans la plu%art des applications, il nous suffira de
connaitre le tableau des caractéres des représentations
irréductibles. Celui du groupe O est

onné par le
Tableau I.
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TABLEAU 1

CARACTERES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES
DU GROUPE O

E 8C, 3C, 6C, 6C,
A, 1 1 1 1 1
A, 1 1 1 —1 —1
E 2 —1 2 0 0
T, 3 —1 —1 1
T, 3 0 —1 1 —1

La représentation irréductible D du groupe des
rotations forme la base d’une représentation réductible
de O, de caracteéres

E 8C, 6C, 6C, 6C,
D2 5 —1 1 1 —1
On voit aisément que
DD = E + T,

2. Théoréme de Wigner., — Sauf cas de dégéné-
rescence accidentelle, les fonctions propres d’un hamil-
tonien associées & la méme valeur propre forment une
base pour une représentation irréductible du groupe
de symétrie de ’hamiltonien.

La notion de dégénérescence accidentelle est
d’ailleurs définie par cet énoncé. C’est une dégéné-
rescence qui n’est pas exigée par les propriétés de
symétrie. Le cas le plus classique est celui de I’atome
d’hydrogéne en I’absence de couplage spin-orbite. Dans
la couche n, on a une dégénérescence accidentelle entre
les représentations Do, DM |, Din—1),

L’exemple que nous avons traité plus haut est celui
d’un électron d dans un champ cubique. En I’absence
de champ cristallin les cinq orbitales d forment une
base pour D@, Le champ cristallin léve partiellement
cette dégénérescence et nous trouvons deux niveaux
d’énergie.

L’un, T,, a une dégénérescence d’ordre 3 et a pour
fonctions de base
[(r) zy
fir) yz
fir) zo

L’autre £ a une dégénérescence d’ordre 2, et a
pour fonction de base

(r) (=* — y?)
(r) (822 — ry)’

T,

2in dim

/ ou\mﬁw+e3w+e3m

E i __2im —4ir
[Pt Tyrae )
La seconde forme montre bien la symétrique cubique.
Un autre exemple est celui, suggéré par J. Winter,
d’un moment J = 15/2, que l’on rencontre comme
état fondamental d’un ion de terre rare de configu-
ration f°, Dy+++. Il nous faut pour cela connaitre les
représentations du groupe double O. Ces représen-
tations, ol y(4) = £ %(4), sont d’une part les repré-
sentations du groupe simple, d’autre part, les repré-
sentations additionnelles (ol x(A) = — x(A4)) données

par le tableau II.
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TABLEAU II

CARACTERES DES REPRESENTATIONS IRREDUGTIBLES ADDITIONNELLES DU GROUPE O,
ET DE LA REPRESENTATION D(%/% pr R(3)

E E 8C, 8C,

EY? 2 -~ 2 1 —1
E5/? 2 - 2 1 —1
G & — & —1 1
DII6/2) 16 —16 —1 1

Le tableau II donne également les caractéres de
D5/2),

1

1

1 144
Pe =E(64+64+8+8)=7:8_=

DIS/H = EL2 | E5/2 4 36.

Dans un champ cubique, nous aurons donc cing
niveaux, deux doublets et trois quadruplets.

Un autre exemple est celui de lion Cr+++ dans
MgO. L’ion Cr+++ a pour fondamental un état *F.
En présence d’un champ cristallin cubique, cet état *F
se décompose. Cherchons cette décomposition. Les
fonctions orbitales de 4F forment une base pour D®
dont les caractéres sont

E 8C, 3C, 6C;
7 1 —1 —1
DA = Az + T1 + Tz'

6C,
—1

Nous aurons done, en I’absence de couplage spin-
orbite, trois états, 44,, 4Ty et *T,. Le premier est un
singulet orbital, les deux autres sont des triplets orbi-
taux. L’état fondamental est ’état 44,. A I’état 4T,
correspond une bande d’absorption dans le vert.

2. Produit direct de deux représentations, — Le
probléme qui se pose maintenant est celui du couplage
de deux états correspondant & des représentations
irréductibles, par exemple couplage des fonctions orbi-
tales de deux électrons, couplage de fonctions d’orbite
et de fonctions de spin.

Soient fi* les fonctions de base de I'®), ]‘}m celles
de I'® les ny ng fonctions

£21) £8(2)

3C,,3C, 6C6C, 6C, 6C,
0 0 V2 — V2
0 0 — V2 V2
0 0 0 0
0 0 0 0

forment la base d’une représentation de G, I'®*x® pro-
duit direct des représentations I'® et I'®

T(axf = Tt x (P,
Les caractéres de cette représentation sont
KExB(A) = 3@ (4) X y®(A).

Cette représentation peut se décomposer en repré-
sentations irréductibles de G

Texp) = 3 p, T'n,
b

En I'absence de couplage, toutes ces représentations
sont dégénérées. Le couplage leve la dégénérescence
entre représentations irréductibles différentes.

On obtient ainsi les niveaux d’énergie du systéme
couplé. En particulier, quand il s’agit de représen-
tations du groupe double des rotations,

I =d +J’
DN X DI = >
I =[T—J’|

DU,

| On retrouve la régle d’addition des moments angu-
aires.

On peut ainsi prévoir la décomposition d’un niveau
due au couplage spin-orbite. Reprenons notre élec-
tron d dans un champ cubique. Nous avions deux
niveaux E et T,. Le spin 1/2 correspond & la repré-
sentations D2 de R(3) et EY2 de O. Il nous faut
former les produits directs

T, x E¥2 et E x EV?
dont les caractéres sont donnés par le tableau III.
E X EY* =G
T, x EV? = G 4+ Eb/2.
Le couplage spin-orbite ne lévera pas la dégéné-

rescence du niveau 2E. Il scindera le niveau 27, en
un doublet et un quadruplet.

TABLEAU III

E E 8C, 8C,

E 2 T Z1 4

T, 3 3 0 0
Eus 2 —2  R—

E x Ev & — &  —1 1
T, x EV3 6 -6 0 0

3C,,3C,  6C},6C; 6C, 6C,
2 0 0 0
-1 1 -1 -1
0 0 V2 — V2
0 0 0 0
0 0 — V2 V2
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La méme technique permet d’étudier le couplage de
plusieurs électrons en champ fort. Si on a deux élec-
trons d en champ cubique, trois configurations sont
possibles :

e, ety 13.

Chacune de ces configurations se décompose en
termes, caractérisés par une représentation orbitale
et une valeur de S. Pour avoir ces termes, il suffit de
décomposer en représentations irréductibles le produit
direct des deux représentations orbitales. Le principe
de Pauli éliminera un certain nombre de ces termes.

On trouve :

E XE=A,+ A, + E
E X Ty=T,+ T,
Ty, X Ty=A, + E+ T, + T,
Les termes permis sont:
ety—> 1Ty + 3Ty + T, + °T,
e? — 14, + 34, + E
12— 14, + E 4 3T, 4 'T,.

3. Base standard. — Dans un espace invariant irré-
ductible 8® nous pouvons définir une infinité de repré-
sentations équivalentes. Faisons le choix de l'une
d’entre elles, que nous nommerons représentation stan-
dard I'®. A chaque base § /{® } dans & correspond
une représentation I'®. Nous dirons que } fi* { est
une base standard si la représentation qu’elle définit
est identique 4 la représentation standard I'®,

Soient f® et f les bases des représentations irré-
ductibles I'® et I'™W. Supposons que le produit direct
I'® x I'M contienne une seule fois I'®. Nous pou-
vons former, dans l'espace des fonctions f® f( une

0. PARODI
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base standard pour I'®), { fio} et cette base sera
définie & un facteur de phase prés

A9 = 3 < Byjk|pyai > £ Y.
ik

Les coefficients << Byjk|Byai > ne sont autres que
les coefficients de Glebsch-Gordan. Ils sont en parti-
culier nuls si I'® X I'M ne contient pas '@,

Prenons un exemple : les fonctions z, y, z forment
une base pour la représentation irréductible T'; du
groupe 0. Le produit direct

TyxXTy=4,+E+T,+ T,

contient 7';. A I’aide des neuf fonctions

Ty %y Y122 2, %2
Z1Y2 Y1Y2 21 Y2
Ty % Y13, %129

nous pouvons former une base standard pour T,. Cette
base sera évidemment

1
X =— Z, — %
\/2(311 2 1Y)

1
Y=— (3,2, — 2, 3
V3 1% 1 %)
Z—i(xy )
NG 1Y2 Y1 %o

(X, Y, Z) sont les coordonnées cartésiennes du produit
vectoriel des deux vecteurs r; et ry de coordonnées
(xl. Y1 21), (Z2 Y2 25), & un facteur de normalisation 1/\/2
pres.

Nous pouvons maintenant écrire le tableau IV des
coefficients de Clebsch-Gordon

< Ty Ty jk|Ty Ty Tyi>.

TABLEAU IV

CoEFFICIENTS DE CLEBSCH-GoRDAN < Ty Ty jk|T, T, Tyi >

J (31

\ k Za Y () T
L —

—1/V2

N~ M

1vV2

Théoréme de Wigner-Eckart. — On appelle opéra-
teur tensoriel irréductible 7{¥ un opérateur dont les ng
composantes se transforment dans les opérations du

groupe § comme les vecteurs d’une base standard
de I'®

ATP A+ =3 (4)8) T®.

3’

Quand § est le groupe R(3) des rotations, on prend
comme base standard de D® les harmoniques sphé-

Y1 1
Ye Za Zo Ye 3y
1/v2 — 12
1/v2

—1V2

riques Y32, Les opérateurs T4 satisfont alors aux
relations de commutation

[J::: Tt(lk)] = qT(qk)
[Ja, TE] = VE(k + 1) — qlg = 1) TE,

T est dit « g ieme composante d’un opérateur tensoriel
irréductible d’ordre & ».

Tout opérateur scalaire est un opérateur tensoriel
d’ordre 0. Par exemple V(r), v, L.S, etc...

Tout opérateur vectoriel V de composantes V, V,,
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Vs est un opérateur tensoriel irréductible d’ordre 1,
de composantes :

’ , 1 .
T = — 2 (Va £ iV3)
Tf)l) = Vz
1 .
T — — (V, — iV,).
\ 2

Les opérateurs L, p, J, S, r, etc... sont des opérateurs
tensoriels irréductibles d’ordre 1.

L’expression du couplage dipdle-dipéle entre deux
moments angulaires I,

(I.r) (I,.r)
75

1.1,

rs

1
3

est une combinaison linéaire de composantes d’un opé-
rateur tensoriel irréductible d’ordre 2.
Si on fait agir des opérateurs tensoriels irréductibles

T® sur une base standard { fir } de I'®, les fonctions

TR (j=1..mg; k=1. ny

forment une base pour la représentation I'® x I'®),
Nous pouvons décomposer cette représentation en
représentations irréductibles de G

T® x T'n = X p, T,
-1

Si pe = 1, nous pouyons former, dans 1’espace des

fonctions T A", une base standard et une seule
de '@,

@ = I < pyjipyai > T3P,
Js

Soit {ﬁ“’} une autre base standard de I'®. On
démontre alors que les éléments de matrice de T§B)
entre /i et /¥’ peuvent se mettre, si p, = 1, sous la
forme :
< fONT® Y >

<f§°"IT§-9’lf§cY’ > — _
Vg

< Breut|Byjk >

ou «1’élément de matrice réduit »
< fR T >

ne dépend plus ni de ¢, ni de j, ni de k. Clest la le
théoréeme de Wigner-Eckart.

Notons que si I'® X I'¥ ne contient pas I'®), cet
élément de matrice réduit est certainement nul. D’ou
l'origine de la plupart des régles de sélection.

Dans un environnement a symétrie sphérique, par
exemple, les éléments de matrices réduits

< TT® T >
ne seront différents de 0 que si

[Ji— Jol <k < Jy + J,

D’oules regles
AT =0+1 si J,#0 (AJ =J, — J,)
AJ =1 .si J;=0
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pour les transitions dipolaires électriques et magné-
tiques (K = 1).

AT =0, + 1°+2 J<2
AT =0,1,2 Jy=1

AT =2 Jy=10

pour les transitions quadrupolaires (k = 2).

Le théoréme de Wigner-Eckart permet de plus de
calculer les rapports d’intensités des différentes compo-
santes d’une raie, sans avoir besoin pour cela de con-
naitre les fonctions d’ondes exactes des niveaux ini-
tiaux et finaux. Il suffit de connaitre leurs propriétés
de symétrie et le calcul des intensités relatives des
raies se raméne a un calcul de coefficient de Clebsch-
Gordan — calcul qui se fait en utilisant les fonctions
les plus simples ayant les mémes propriétés de symétrie.

Enfin le théoréme de Wigner-Eckart permet d’écrire
que les éléments de matrice d’un opérateur tensoriel
irréductible sont proportionnels & ceux de tout opéra-
teur tensoriel irréductible de méme type. On peut ainsi
définir, dans un groupe cubique, un facteur de Landé
en écrivant que les éléments de matrice de (L + 28)
entre fonctions de base de deux représentationsirréduc-
tibles sont proportionnels & ceux de J. Les composantes
de ces deux opérateurs vectoriels se transforment en
effet comme les fonctions de base de la méme repré-
sentation irréductible 7'y de Oy (*).

Bibliographie. — Les premiéres applications de la
Théorie des Groupes a la Mécanique Quantique sont
dues & H. A. Bethe [1], J. Von Neumann et E.
P. Wigner [2]. Ces méthodes ont ensuite été dévelop-
pées par ces auteurs, ainsi que par Van Vleck [3],
Bouckaert, Smoluchowski [4], Seitz [5], Herring [6,
7], Opechowski [8] dans les années 1930-1940.

L’introduction d’opérateurs tensoriels irréduc-
tibles dans les groupes finis est due a 1’équipe de
K. W. H. Stevens [9]. Les coefficients de Clebsch-
Gordan pour le groupe cubique ont été calculés par
Y. Tanabe et S. Sugano [10]. L’extension du théoréme
de Wigner-Eckart aux groupes finis est due a
G. F. Koster [11].

De nombreux livres ont été publiés sur I’application
de la Théorie des Groupes & la Mécanique Quantique.
Citons parmi eux ceux de E. P. Wigner [12], H. Weyl
[13], J. S. Lomont [14], V. Heine [15], M. Hamer-
mesh [16], P. H. E. Meijer et E. Bauer [17], M. Tin-
kham [18], et celui de R. S. Know et A. Gold [19] qui
présente Dintérét de rééditer un grand nombre
d’articles originaux.

Des tables de caractéres des groupes de symétrie
ponctuels ont été publiées par G. F. Koster [20, 21].

Manuscrit regu le 12 juillet 1965.

(Y) Cette Mise au Point a fait Uobjet d’un exposé lors du
Colloque sur le champ cristallin, organisé sous le patronage
de la Société frangaise de Physique et de I’ Association fran-
¢aise de Cristallographie, de novembre 1964 a féorier 1965,
avec Vaide financiére de la DRME. L’ensemble des exposés
présentés au Colloque sera réuni dans un fascicule spécial,
édité par le Journal de Physique.
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