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335.

SUR UNE MÉTHODE ITÉRATIVE DE RÉSOLUTION
DE CERTAINES ÉQUATIONS INTÉGRALES

Par JEAN GUY, ANDRÉ SALES et FRANÇOISE JOLY-CABARET,
Laboratoire des Recherches Physiques, Sorbonne.

Résumé - Les équations du type 0394U = f(M) + g(M). U(M), fréquemment rencontrées en
physique (problèmes de perturbation), peuvent être transformées en des équations intégrales de
Fredholm, lorsque les conditions aux limites sont précisées. Malheureusement, les séries de Liouville-
Neumann, solutions de ces équations intégrales, sont assez souvent divergentes. Pour atteindre
les solutions désirées, on propose une méthode itérative plus générale, permettant de former des
suites convergentes après un choix convenable de certaines fonctions a priori arbitraires, intro-
duites dans les relations analytiques utilisées.

Abstract. - Equations of the form 0394U = f(M) + g(M). U(M) appear frequently in physics
(especially in perturbation problems). Thèse equations can be changed into integral equations
of Fredholm type, when limit-conditions are given. Unfortunately, the Liouville-Neumann series,
solutions of these intégral equations, are often divergent. In order to find the desired
solutions, a more general iterative process is established. It is possible by this method to set up
convergent sequences, after a suitable choice of some a priori arbitrary functions, introduced in
the analytical formulation.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE TOME 26, JUIN 1965,

I. Principes de Ia resolution. - Les equations
du type 

ou U(M) represente une fonction de point incon-
nue (dans Fespace e a 1, 2, 3, ... ou n dimensions)
cependant que f(M) et g(M) sont des fonctions con-
nues (A est l’op6rateur laplacien dans e), et pour
lesquelles la solution a determiner doit s’annuler
aux limites d’un certain domaine D de e (D peut
eventuellement recouvrir la totalite de l’espace e),
sont fr6quemment rencontr6es en physique, en par-
ticulier au cours de Fetude de certains problemes
de perturbations.

Soit par exemple 1’6quation de Schrcdinger (2),
en l’absence de perturbation ext6rieure

pour laquelle la solution tVo associ6e a 1’6tat fonda-
mental Eo est connue avec toute la precision d6si-
rable. Pour determiner la fonction propre per-
turb6e du premier ordre

valable lorsque intervient 1’action d’une faible per-
turbation ext6rieure repr6sent6e par À V l(M) [X est
une constante que l’on devra considerer comme
tres petite et V 1 peut etre une fonction ou un
op6rateur quelconque], on 6crira

d’oii, par annulation des termes du premier ordre
enÀ

Dans l’equation (5), .E1 caractérise l’ énergie per-
turb6e du premier ordre. Celle-ci est connue par
la relation

et il s’ensuit bien

en prenant

Or, si G(M, M’) represente une fonction de
Green associ6e a l’op6rateur A, compte tenu des
conditions aux limites du domaine D, par cons6-
quent telle que

admette la solution U(M) d6finie par

(d1’ est l’éIément de volume entourant le point M),
1’6quation (1) peut etre transformee en 1’6quation
int6grale de Fredholm

La m6thode de Fredholm de recherche du noyau
resolvant [1, 2] est en pratique inop6rante pour

Article published online by EDP Sciences and available at http://dx.doi.org/10.1051/jphys:01965002606033500

http://www.edpsciences.org
http://dx.doi.org/10.1051/jphys:01965002606033500


336

les problèmes physiques envisages. Par ailleurs, la
methode iterative de Liouville-Neumann [1, 2],
suivant laquelle on pose pour les solutions appro-
ch6es successives

conduit f requemment a une suite Un(M’) soit diver-
gente, soit a convergence faible, en particulier
lorsque 1’6quation (10) est singuliere (cas notam-
ment ou le domaine d’intégration D s’6tend jusqu’a
l’infini) [3].

Consid6rons maintenant une nouvelle fonction
r(M, M’), apparent6e a la fonction de Green
G(M, M’) par

ou h(M) est une fonction derivable jusqu’au second
ordre sans discontinuite et s’annulant aux limites
du domaine D. Cette fonction r conserve ainsi la
discontinuite caractéristique des d6riv6es pre-
mi6res de G pour M confondu avec M’. L’equa-
tion (1) peut etre mise sous la forme int6grale

soit encore, apres deux integrations par parties du
premier membre, et en tenant compte de 1’annula-
tion de h(M) aux limites du domaine D

L’intégrale definie D f(M) h(M) dr represente
un nombre A parfaitement determine des que la
fonction h( M) a ete effectivement choisie. Intro-
duisant une nouvelle fonction arbitraire §(M’),
nous pouvons 6crire

La relation (15) sugg6re le precede d’itération
suivant : on d6terminera la fonction «(M’) par
annulation de la deuxieme parenthese du second
membre de (15), soit

en prenant par exemple comme point de depart
Uo(M) == F(M). La fonction a( M’) ainsi calcul6e
permettra la d6termination de la solution appro-

chee suivante pour U(M) en 6crivant que U1(M’)
est identifiable a la premiere parenthese du deu-
xi6me membre de (15). Le procédé it6ratif sera
poursuivi conf ormement aux relations

Si 1’6quation (1) admet bien une solution con-
forme aux conditions impos6es aux limites de D,
les equations (17) montrent que, pour toute fonc-
tion h(M) rendant convergentes les int6grales pr6-
sentes au premier tour d’it6ration, il existe une
fonction (M) rendant U1(M) identique a la solu-
tion rigoureuse U(M), et un tel choix pour 03BE(M)
terminerait imm6diatement le processus it6ratif de
corrections successives. tvidemment, la fonction
03BE(M) dont, il vient d’etre question et qui se trouve

particulierement adaptee au probleme propose,
n’est pas plus connue a priori que la solution
finale U(M) elle-mome. On peut toutefois esp6rer
que des choix empiriques plus ou moins judicieux
pQur §(M) rendront l’it6ration (17) tres rapide. Il
est 6galement int6ressant de noter que le processus
d’iteration (17) contient la s6rie de Liouville-
Neuman (11) comme cas particulier-limite, en pre-
nant pour §(M) une constante infiniment grande
positive ou negative. En portant dans (17b) la
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fonction an(M’) d6finie en (17a), on obtient en effet

et 1’expression (18) s’identifie a (11) pour §(M)
infiniment grand.
En pratique, il sera souvent assez commode, du

point de vue du calcul num6rique, d’examiner pour
commencer si une resolution convenable peut 6tre
obtenue en prenant §(M) 6gale a une certaine cons-
tante. Cette mani6re de proc6der peut paraitre
assez 6loign6e des conditions favorables d’itération
qui viennent d’etre d6crites ; il convient toutefois
de ne pas oublier que le choix de la fonction h(M)
est aussi fort important en ce qui concerne la con-
vergence de la suite (17) et les deux exemples
simples exposes ei-apr6s montreront que la reso-
lution de 1’6quation (1) peut souvent etre obtenue
en posant ç(M) = 1 dans des cas ou la s6rie de
Liouville-Neumann est divergente. En fait, la pr6-
sence des deux fonctions arbitraires h(M) et E(M)
dans les relations (17) confère une grande souplesse
a la m6thode propos6e lors des applications pratiques.

II. Ptude de deux cas partieuliers, a titre
d’exemples. - Afin de verifier 1’efficacit6 de la nou-
velle m6thode propos6e, nous allons maintenant
examiner deux cas particuliers completement reso-
lubles par voie analytique, en nous limitant volon-
tairement au domaine d’integration D (0  x  1)
de l’espace a une dimension.

a) TTUDE DE L’ÉQUATION U" = sin (2-xx) +),U.
- Cette equation admet la solution 6vidente,
s’annulant aux limites de l’intervalle (0,1)

quel que soit xo- 41C2, fonction antisymétrique
par rapport a 1’abscisse x = .1/2.
Nous pouvons utiliser ici la fonction de Green [1]

L’équation de Fredholm (10) devient

La suite de Liouville-Neuman (11) est ais6ment
calculable et l’on a

La suite (22) admet le rayon de convergence
lÀl  47t2 et donne bien, les conditions de conver-
gence 6tant satisfaites, la solution exacte (19) pour
n - + oo.

Passons a l’application de la relation g6n6-
rale (18) en posant §(z) = 1 et en choisissant

Ce choix de h(x) correspond a l’utilisation du
polynome le plus simple s’annulant aux limites
x = 0 et x = 1 de D et qui soit antisymétrique par
rapport A x = 1/2 ; il est en effet n6cessaire que la
fonction h(x) comporte une partie antisymétrique
vis-h-vis de l’abscisse 1/2 afin que l’int6grale A ne
soit pas nulle. Le calcul des expressions (17) donne

d’ou

La solution definitive est ainsi obtenue des le

premier tour d’itération, quelle que soit la valeur
de À [A l’exception de X = - 4n2 correspondant à
la valeur propre du noyau G(x, z)]. En realite,
cette convergence extr6mement rapide est due a la
proportionnalite existant entre U" et U pour la
solution cherchée, ce qui represente un cas excep-
tionnel. Il convient surtout de noter que l’it6ra-
tion (17), effectu6e dans les conditions qui viennent
d’être d6crites, permet d’atteindre la solution
exacte pour des valeurs de X ext6rieures au domaine
de convergence de la s6rie de Liouville-Neumann
(22).

b) fTUDE DE L’EQUATION U" = 16Ch(8) + 16 U.
- Examinons pour ce deuxieme exemple 1’equa-
tion g6n6rale

qui admet la solution nulle aux limites de D

Les premiers termes de la suite de Liouville-
Neumann (11) sont
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tandis qu’en choisissant h(x) = x(x - 1) et 03BE(z) = 1, la suite (18) devient

Nous 6tudierons le cas particulier k = 4 pour
lequel la suite de Liouville-Neumann est diver-
gente. Cette circonstance n’a plus lieu si k est
nettement plus faible ; pour k =1, nous avons
constate que les deux suites (28) et (29) sont toutes

deux pratiquement de meme convergence (erreurs
relatives de l’ordre de 0,1 % sur U1 par la suite (28)
et de 0,015 % sur U1 par ]a suite (29)). Les r6sul-
tats num6riques sont par ailleurs les suivants pour
k = 4 : .

TABLEAU DES VALEURS NUMARIQUES (k = 4)

A la deuxi6me iteration, pour la suite (29), les erreurs relatives sur tout le domaine D sont partout
inférieures a 0,5 %.

Manuscrit regu le 23 avril 1965.
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