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SUR UNE METHODE DE POTENTIEL EFFECTIF

Par J. FRIEDEL et C. THIBAUDIER,

Faculté des Sciences, Physique des Solides, Orsay, Seine-et-Oise, France.

Résumé. — On étudie une méthode de potentiel effectif fondée sur ’emploi en perturbation du
potentiel V(r) = — Yo V ou ¢, est la fonction du bas de la bande de conduction du métal consi-

0
déré. On calcule en particulier la masse effective au centre de la zone et les largeurs de bandes inter-
dites en divers points d’une limite de zone. Les résultats obtenus sont appliqués aux métaux alca-
lins.

Abstract. — An effective potential perturbation method is set up using the potential

Vir) = ——-Z(—IJ-“V as perturbing potential, where ¢, is the wave function of the bottom of the

conduction band of the metal. The effective mass at the centre of the zone, as well as the energy
gap at various points of a zone limit, are computed. Numerical results are given for the alkali

metals.

Les raisons expérimentales nombreuses que I’on
a de considérer dans certains métaux, mono et
polyvalents, les électrons de la bande de conduc-
tion comme presque libres ont fait naitre plusieurs
méthodes de calcul de bandes : OPW, OPA, pseu-
dopotentiels. L’idée centrale qui leur est commune,
est qu’au voisinage de I’ion la forte énergie poten-
tielle de P’électron est compensée par une forte
énergie cinétique due aux oscillations de la fonc-
tion d’onde, celles-ci traduisant ’orthogonalité
de la fonction d’onde de I’électron de conduction &
celles des électrons internes, et, ces détails de forme
ayant une faible étendue spatiale, requiérent pour
les décrire des composantes de Fourier d’ordre
élevé, de la fonction d’onde et par suite du poten-
tiel. Si donc ’on part d’une fonction préalablement
orthogonalisée aux états internes on pourra espérer
qu’elle ne subira qu’un potentiel effectif faible, et
qu’'un petit nombre de composantes de Fourier
suffira a la décrire. Un tel choix pour les fonctions
d’onde se traduit dans les calculs par I'introduc-
tion de potentiels opérateurs répulsifs, baptisés
pseudo-potentiels par Kleinman et Phillips [1], qui
dépendent du vecteur d’onde.

On peut essayer de justifier et de calculer des
potentiels effectifs en partant de I’équation de
Schriodinger a un électron, en remarquant que
dans cette approximation, la donnés d’une solution
particuliére ¢, d’énergie E,, est équivalente a la
donnée du potentiel. En effet, si ’on décrit la fone-
tion de Bloch sous la forme ¢, ¢ on trouve pour
¢ ’équation suivante () :

Ao + 2(E—V(r) =0 (1)

(%) En unités atomiques e = & = m = 1,

ott ’on a pris £, comme origine des énergies et ol

Vi,
o

Or avec Wigner et Seitz on sait construire les
fonctions de bas de bande de conduction a une
bonne approximation. Les calculs sont générale-
ment faits avec des potentiels tirés de données
expérimentales et tenant compte en partie des
phénomeénes d’échange avec les couches internes.
Ces fonctions ont la propriété d’étre pratiquement
constantes sur une grande partie du volume ato-
mique, et le V(r) correspondant ne sera impor-
tant qu’au voisinage du noyau. On peut donc
songer a traiter I’équation (1) comme une équation
d’électrons libres perturbés par V(r). Cette mé-
thode a déja été utilisée par Cohen et Heine [2] et
justifiée par Friedel pour étudier les énergies &
la limite de zone la plus proche dans la structure
C. F. C. Dans le présent article, nous entreprenons
une étude plus systématique du potentiel V(r) du
point de vue des modifications en énergie créés
au centre de la zone et en limite de zone. Il faut
cependant faire les remarques suivantes :

1) L’opérateur — % A 4+ V (r) n’est plus

V() =— V. (2)

hermitien pour le produit scalaire habituel ; ses
fonctions propres, quotients par ¢, de fonctions
de Bloch, ne sont plus orthogonales, ni d’ailleurs
normées & cause des noeuds de .

2) V{(r) changera violemment les fonctions
d’onde puisque, partant d’une onde plane, nous
devons aboutir & une fonction qui aura les singula-
rités de 1/¢,.

Nous utiliserons néanmoins et sans justification
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le formalisme des perturbations ; nous faisons la
convention que toute intégrale ou figure 1/¢,
sous le signe somme sera prise en partie princi-
pale : un calcul simple montre qu’en définissant
ainsi les coefficients de Fourier d’une fonction
offrant ce type de singularité, une sommation de
Féjer sur des cubes concentriques converge unifor-
mément vers la fonction sur tout compact ne ren-
contrant pas les sphéres des nceuds (cf. Appen-
dice II). Les applications numériques sont faites
pour les alcalins, dont on posséde les fonctions
de bas de bande calculées par Callaway [3] dans
I’approximation de Wigner-Seitz par la méthode
de Silvermann et Kohn. Dans un premier para-
graphe nous donnons quelques résultats généraux
sur V(r). Un second traite de propriétés du pre-
mier ordre, essentiellement des largeurs de bandes
interdites en quelques points de la zone de Bril-
louin. Enfin un dernier paragraphe est consacré
au calcul de la masse effective au centre de la zone.

I. Le potentiel ¥(r). — Nous considérons un
cristal parfait composé de NN polyédres élémen-
taires de volume v ;b désignera le rayon de la
sphére inscrite dans le polyédre, K une translation
arbitraire du réseau réciproque. ¢, sera une fonc-
tion de bas de bande a symétrie sphérique cons-
tante dans ’espace compris dans le polyédre exté-
rieur a la spheére inscrite. Enfin F(r) désignera la
fonction Log | do(r)[$o(0)]

I.-1. LEs ELEMENTS DE MATRICE DE V(r). — Les
fonctions propres de ’hamiltonien non perturbé
sont des ondes planes (1/\/N) ¢! k.r ; nous aurons
a considérer des éléments de matrice de V du type :

< k> =1 f ekt V() etkr dy .
U J cristal
L’invariance de V par les translation du réseau
entraine que ces éléments de matrice ne sont diffé-
rents de 0 que si k" — k est une translation du
réseau réciproque. On peut alors se ramener a une
intégrale sur le polyédre fondamental :

<KVk> = — k(K — K %/e—i(k'—k)-fF(r) dgr.

Si Pon utilise Ja symétrie sphérique de ¢, on
obtient :

k.K

<Kk> = Lok (3)
onlon a posé k' =k +K
U(K) = —4_: ® B (r) sin Kr dr. (4)

La formule (3) montre qu’a une dépendance
angulaire prés <k’ |V| k> est proportionnel & £,
le facteur de proportionalité étant une fonction
oscillante de K.
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I.-2. ForRME ASYMPTOTIQUE DE U(K). — On
peut isoler l'effet des singularités logarithmiques
de F(r) aux nceuds de ¢, en écrivant :

1)+ 2

—

=

ou ri est un neeud de ¢,. La fonction G(r) est alors
au moins deux fois contintiment différentiable et
la condition G(0) = G(b) = O entraine qué sa
contribution a U(K) est en 1/K2. On peut]’expliciter
en intégrant par partie ; on obtient alors :

rF(r) =

UK) = —*F Lrpn(Kn) + 0(LIKY)  (5)

ny(z) = — (cos z + z sin z) [#2

est la fonction de Neuman sphérique d’ordre 1.

I1 en résulte que la seule position des nceuds fixe
les deux premiers termes du développement asymp-
totique de U(K). Nous donnons sur la figure 1 U(K)
en fonction de K pour le Lithium tel qu’on le
calcule a partir de (3) et (5). On voit que la forme
asymptotique obtenue est inutilisable pour les
premiers voisins (courbe en pointillé), mais devient
acceptable & partir des seconds. Si ’on remarque
que <k -+ K|V|k> représente effet en pertur-
bation de la Iimite de zone définie par K, on peut
dire que pour une limite donnée, il croit en valeur
absolue avec le nombre d’onde de 1’électron ; que
pour un nombre d’onde déterminé, il déecroit en

oscillant lorsque la limite de zone s elmgne
01k
Li
U

==« forme asymptotigue

Fic. 1.

II. Propriétés du premier ordre. — II.-1. EtupE
AU CENTRE DE LA ZONE. — La symétrie spatiale
de V(r) montre immédiatement qu’il n’y a pas de
déplacement d’énergie au premier ordre pour les
électrons voisins du centre de la zone. On obtient
par les formules classiques pour la perturbation
de la fonetion d’onde au premier ordre :

2(1k’ . k.K
VI K£o K

QiKlr

V) e ok

PHr) =
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On peul montrer que ¢'(r) pour les petites
valeurs de k se présente comme le potentiel d’une
distribution de dipdles paralléles & k. Nous revien-
drons sur ce point dans un article ultérieur.

I1.-2. LARGEURS DE BANDE INTERDITE. — Nous
avons calculé au premier ordre les largeurs de
bande interdite correspondant auxpoints

2r (1 1 2 (1 1 1Y 27
On trouve que si K, et K, désignent les deux
premiéres translations du réseau réciproque, les
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résultats s’expriment en fonction des deux para-
metres

1 1
Vi=5K UK, et Vy=3K, UK,)

on trouve successivement :

E(Ns) =V, E(Ny) =—7V,
E(Pl) =3V, E(P4) =—V,
E(Hs) = Vy+ 4V, E(Ha) = Vy,— 2V, EHp) = —V,

Ng, Ny, P, et Hg sont simplement dégénérés
Hg Vest doublement ; P, et Hy le sont triplement.

Nous donnons dans le tableau 1 les résultats que
I’on obtient par les alcalins comparés a ceux de
Ham [4]. Les résultats sont en unités atomiques.

TABLEAU 1
Li Na K Rb Cs
E(Ny) — E(N,) 0,103 0,043 0,038 0,042 0,049
Ham 0,101 0,008 —0,016 —0,028  — 0,042
E(P,) — E(P,) 0,206 0,087 0,076 0,083 0,097
Ham 0,152 0,036 0,040 0,036 0,048
E(Hs) — E(Hq) 0,309 0,131 0,114 0,125 0,146
Ham 0,156 0,078 0,117 0,114 0,141
E(Hq) — E(Hp) 0,013 0,050 0,064 0,006  — 0,034
Ham 0,102 0,018 — 0,063 — 0,101

Ces résultats appellent les remarques suivantes :
10 I’approximation de Wigner Seitz pour ¢,
conduit & exprimer les largeurs de bande interdite
en N, P et H en fonction de deux paramétres ; les
résultats sont identiques a ceux que donneraient
les électrons presque libres classiques placés dans

un potentiel —%AF(r) (3). On sait que cette

méthode marche mal pour les alcalins.

En sortant de ’approximation de Wigner Seitz,
en tenant compte par exemple des conditions aux
limites exactes ou des dissymétries éventuelles du
potentiel, ¢, n’aurait plus la symétrie sphérique
et ’on disposerait de parameétres plus nombreux,
en d’autres termes d’un pseudo potentiel dépen-
dant du moment orbital.

20 Les largeurs de bande interdite en N ne sont
en bon accord avec les résultats d’autres calculs
que pour Li ; elles ne se reproduisent pas, sauf au
début de la série la tendance générale décroissante
fournie par les pseudo-potentiels déterminés par
d’autres méthodes, et en particulier le changement
de signe qui intervient entre Na et K.

Un calcul plus précis des ¢, peut amener un
changement appréciable dans les valeurs de V,
surtout pour les métaux lourds ou les nceuds
externes tombent dans des régions de tabulation
assez lache pour ¢,. Mais si’on tient compte de ce

(%) On peut en particulier utiliser les formules d’inter-
polation qui figurent dans la littérature (1lam [5]).

— 0,077

que I’essentiel de la valeur U(K) provient du
voisinage des nceuds la figure 2 qui reproduit
le terme principal de. K U(K) montre qu’on ne
saurait modifier les résultats suffisamment pour
obtenir le changement de signe escompté.

xsinx

IR

T

Fic. 2. — On a posé z = Kr et indiqué la position du
noeud externe des fonctions de bas de bande des alcalins.

Par contre, si 'on compare des métaux d’une
méme période, ou tout au moins les voisins immé-
diats des alcalins, on peut dire grossiérement que
Pon ne s’attend pas & des variations importantes
des produits K ri, donc que le potentiel effectif
se comportera comme le coefficient 1/v de 'inté-
grale définissant U(K). On pourrait s’attendre a
des rapports de ordre de 2,6 pour le pseudo-
potentiel du beryllium comparé a celui du lithium
et respectivement de 1,7 et 2,4 pour le magnésium
et aluminium comparés au sodium. Ceci est &
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mettre en paralléle avec les valeurs de 0,023 trou-
vée par Segall pour 1’aluminium et 0,08 trouvée
par Ham pour le sodium, soit un rapport de 2,9.

3% On constate une trés large indépendance de
U(K) vis-a-vis de la limite supérieure d’intégra-
tion. U(K) ne dépendra donc du parameétre cris-
tallin que par le facteur 1 /¢ précédent I'intégrale
et par la variation de forme de ¢, qu’il est assez
difficile de préciser.

I1.3. MASSE EFFECTIVE AU CENTRE DE LA PRE-
MIERE LIMITE DE ZONE. — Un. calcul simple donne
pour une masse effective ayant la symétrie d’un
ellipsoide de révolution

1/m* =1 + A cos? 0

ou 0 désigne I’angle entre K, /2 et k — K;/2,
_1r_K, U(K,)
l“E[w(xl)“ X, ]
le signe - étant affecté a ’onde s, le signe — a
I’onde p.
Les résultats numériques sont donnés dans le
tableau 2.

TABLEAU 2
Li Na K Rb Cs
A 2,26 3,42 2,57 2,30 1,51
(-1_) 3,26 442 3,57 3.30 2 51
m*/
(i*) 1,26 —242 1,57 —1,30 0,51
m=/p

les masses effectives indiquées étant les masses
dans la direction perpendiculaire a la limite de
zone.

Enfin comme le déplacement en énergie est
1/2 K U(K) au voisinage d’une limite de zone,
on voit compte tenu de la valeur asymptotique
de U(K) que le rapport de ce déplacement a
Pénergie non perturbée est en 1/K2 donc que le
calcul a des chances d’étre meilleur pour des limites
de zones éloignées. Nous donnons ci-dessous les
valeurs de ce rapport au point N

Li Na K Rb Cs
A1 (Ky)?
2 2(2‘)

0,22 0,15
A, désignant la largeur de bande interdite en N.

019 0,21 0,32

III. Etude de la masse effective au centre de la
zone de Brillouin. — Si P’on désigne par E, (k) la
correction au second ordrede I’énergie d’un électron
d’énergie non perturbée E (k) on a :
< KV|k + K> < k 4 K|[V]k >
Eo(k) — Eo(k + K)

k.K(k - K).K U%(K)
KZo 2k. K+ K& " K3

Ey(k) =

JOURNAL DE PHYSIQUE
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en groupant les termes en K et — K, les termes im-
pairs en k, K s’éliminent de la sommation et 1’'on

obtient :
- (kKUK 6
E,(K) 2K§01_(2;2K),( =) g ©

expression qui est négative pour tous les & inté-
rieurs 4 la zone ; pour k petit on a, aprés une
moyenne sur les angles de (k.K/K)2 qui vaut
k2/3 pour un réseau cubique :

1, 4 UK

=1 73& x 7)
mais U(K)[K est le coefficient de Fourier de F(r).

Ceci nous permet d’écrire en utilisant la for-

mule de Parseval

a=1—5 (5 [P0 dar— (5 [Fir1 &s7)) ()

les intégrales étant étendues au polyédre atomique.
On voit d’ailleurs directement que la parenthése
est positive comme application immédiate de

Iinégalité de Schwarz.

On peut remarquer qu’en désignant par A(K)
la largeur de bande interdite au centre de la limite
de zone définie par Kon a :

L, kyAK)

m* 3% KT

On rejoint ainsi les formules obtenues par les
électrons presque libres classiques. On voit alors
que l'approximation souvent faite de limiter la
sommation aux premiers voisins est insuffisante.

Nous donnons dans le tableau 3 les résultats pour
les alcalins, comparés & ceux obtenus par Calla-
way.

TABLEAU 3
Li Na K Rb Cs
Callaway 0,727 1,0659 1,160 1,181& 1,3932
Formule (8) 0,819 0,874 0,719 0,716 0,607
Premiers voisins 0,951 0,979 0,963 0,939 0,893

Comme dans les électrons presque libres clas-
siques, on trouve :

— Une masse effective toujours plus grande que
I'unité, ce qui ne peut convenir qu’au lithium.

— Une série E, (k) asymptotiquement en 1 [K4
donc convergeant lentement : on retrouve l'insuf-
fisance de 1’approximation des premiers voisins.

Si dans la formule 6 on développe la fraction en
série de (2k.K[K)? on obtiendra des termes
dépendant apres sommation de I’orientation de fi
par rapport au réseau. Nous n’avons pas calculé
iz'es termes qui sont peu importants pour les alca-
ins,
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IV. Conclusion. — L’emploi de I’approximation
de Wigner Seitz pour le calcul des fonctions de bas
de bande, entraine la symétrie sphérique pour le
potentiel opérateur V(r) que nous avons étudié
ici au premier ordre significatif en perturbation.
De ce fait V(r) ales propriétés d’un potentiel inter-
venant dans une méthode d’électrons presque
libres classiques, tant au centre de la zone de Bril-
louin qu’en une de ses limites. L’utilisation d’une
forme explicite pour V(r) permet de calculer tous
ces coefficients de Fourier donc de mieux préciser
certains résultats ; ceux obtenus pour le lithium
ne semblent pas déraisonnables.

Par contre, on retrouve, comme dans la méthode
classique, I'impossibilité de décrire d’une maniére
satisfaisante, au centre de la zone les métaux de
masse effective inférieure & Punité, en limite de
zone les variations de largeur de la bande inter-
dite. De plus, le calcul de perturbation poussé a
P’ordre suivant semble indiquer que les développe-
ments ne convergent pas tres vite (cf. Appendice I).

On peut aussi songer a tenir compte de l'effet-

de la charge déplacée dans le gaz d’électrons. Un
calcul exact de cette charge ne permet pas d’abou-
tir & des résultats pratiques pour la constante dié-
lectrique. Si par contre, on néglige le facteur ¢, qui
module la fonction ¢ dans notre approximation,
on peut calculer une constante diélectrique, qui
devient alors un opérateur non scalaire, mais les
résultats obtenus ne sont pas modifiés d’une ma-
niére essentielle.

APPENDICE I

Remerciements. — Nous remercions M. Matricon
pour l'aide (Lu’il nous a apportée dans la program-
mation de Ej.

Corrections du seeond ordre au point N. — Les
fonctions d’ondes non perturbées qui diagonalisent
Phamiltonien au premier ordre sont, avec des
notations déja utilisées :

|e|>=%[

Kl Kl
'2_> —‘*- E’—‘—i >}

e valent -+ 1 pour ’onde s, — 1 pour 1’onde p.
Le formalisme de perturbation d’un état dége-
néré donne alors :

E,(¢)
Kl Kl
< slVl?—}— K><-2—+ K|Vie >
K K
Eo(gl) — E, (”2“1 + K)
ou 2" désigne une sommation sur les sites du réseau
réciproque privé de lorigine et du point — Kj,

faisant apparaitre un déplacement E; du centre
de la bande interdite par rapport aux électrons

=2 = Ej + <Ej
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libres, et une modification 2 E; de la largeur de
cette bande.

Carcur pE E,. — E; se compose de deux
sommes de terme général, respectivement

Ky, K K, Ky
<ZIF 4+ K> <2 kY| 2>
et
Kl Kl Kl Kl
<—ZIG+ k> <Py Ky —
L’égalité
<Bmbies <S>

permet de voir que ces deux sommes sont égales.
On retrouve, & l’exception d’un nceud dans la
sommation, la formule donnant 1’énergie au centre
de la zone pour un vecteur d’onde K, /2.

On peut écrire :

’ 7
By = — 10 UYK,)

_ ey 1 (K.K1)2 U2 (K)

T— (K, K?[K:\2K ) " K®

la sommation excluant l’origine et les premiers
voisins.

Pour une estimation de l’ordre de grandeur
de Ej, on peut confondre avec 1 les dénomina-
teurs dans la sommation et écrire :

141 K1)2
m'*)Q(E
ou m'* désigne la masse effective au centre de

zone calculée en limitant la sommation au pre-
mier voisin. On obtient alors les résultats suivants :

, 7 1
By = — 5 UKD + (7 —

Li Na K RDb Cs

E, —0,03 — 0,006 —0,025 — 0,020 — 0,025
CaLcuL pE FEj. — E; se présente également

comme somme de deux termes que I'on trouve
comme précédemment étre égaux. On a :

Ky
”“(“*HK”K+KJUM)WM+KM
K. (K + Ky) KK+ Ky
Il n’est pas possible de donner une estimation

simple et raisonnable de Ej, qui a été évalué en
utilisant un calculateur électronique. On trouve :

Ey = —2,

Li Na K Rb Cs
E; — 0,052 — 0,023 — 0,033 — 0,024 — 0,025
Ces valeurs donnent des corrections aux lar-

geurs de bande interdite sensiblement opposées
a celles trouvées au premier ordre.



APPENDICE 1I

Nous considérons dans I’espace réciproque des
parallélépipedes centrés a I'origine, aux arétes
paralléles aux axes, repérés par leur sommet & coor-
données toutes positives V;, Ny, N, Une défini-
tion des sommations sur de tels parallélépipedes,
tenant compte de ceux qui sont aplatis dans les
plans de coordonnées, permet d’introduire, par une
méthode calquée sur le cas uni-dimensionnel, un
noyau de Fejer

1 il Sin? (V; + 1
N, N, N, i sin? mry

) 7y

F(NI:NZ)Nzi; I‘) =

on i désigne les composantes de r suivant les trans-
lations du réseau réel ; en désignant par (V) le
triplet d’entiers V,, N,, N; on a comme a une
dimension :

Ef F(N); r)dyr = 1

v
lim F((N); r) = v 3(r)
(N) = oo

la derniére relation étant vraie du moins si la
fonction 3 est appliquée a des fonctions continues.

Nous considérons maintenant une fonction
g(r) = k .V Log [f(r)] ou f est une fonction a
symétrie sphérique ayant un zéro simple en ry, et
de plus constante a l’extérieur de la sphere C
inscrite au polyédre fondamental.

Nous considérons la série trigonométrique dont
les coefficients sont obtenus a partir de g en pre-
nant des parties principales dans les formules
classiques. Nous désignons par S((V) ; r) la somme
de Fejer attachée a cette série et au parallélépi-
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pede (V). Nous allons montrer que la différence
d(r) entre £ et g tend uniformément vers 0.

d(r) = S((N) 5 r)— g(r)
=2 [ lsle) — s (M) 5 r— p) dyp.

sir # ry. On peut trouver une boule B centrée sur r
tel que si reB|g(r) — g(p)] < e, compte tenu
des propriétés de F, on a

[ 18l — glp) Fdsp < <

de plus

[g(p) — | ) ]

g(r” F(f— P) = Ve- [F(I’*— P Loglf )
——Log'f(p ‘k.VpF(rMp). (1)

lin introduisant deux spheres de rayon ry — 3
el ry + 98, on peut transtormer par Ja formule
d’Ostrogradski le premier terme du second membre
de (1). La partie singuliere du flux qui s’échappe
des levres de la coupure s’écrit en un point de la
surface :

Alog|rg + 8 —rg| k.ny + Alog |rg— 8 — ro| k.n,

n, et n, étant opposés, cette contribution est nulle,
La partie non singuliére du flux tend vers 0 avec e.

Il reste alors des intégrales de produits par F ou
VF, de fonctions bornées sur des surfaces ou dans
des volumes ou 'argument de F ne s’annule pas,
et ou donc F tend vers 0 en 1 /N3, VF en 1[N2.

I1 s’en suit que d(r) tend vers 0. Si I’on utilise
la continuité uniforme de g dans les domaines
considérés, on voit que d(r) tend umformemenl:

vers 0.
Manuscrit regu le 6 mars 1963.
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