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, Les expériences précédentes permettent en principe de trouver la

valeur des discontinuités correspondant à un radiateur éclairé par une

radiation monochromatique connue et cela indépendamment des données
cristallines ; on n’est donc plus limité du côté des grandes longueurs d’onde
par les distances réticulaires des cristaux.

Manuscrit reçu le 19 mai 1921. -

LA RÉFRACTION DES ADIABATIQUES : ÉTUDE PARTICULIÈRE DE CETTE

RÉFRACTION AUX BASSES TEMPÉRATURES

Par M. G. BRUHAT.

1. Formules générales. - J’appellerai p la pression; T, la température
absolue ; i L, la chaleur latente de vaporisation: u et les volumes spécifi-
ques du liquide et de la vapeur ; nz et in’, leurs chaleurs spécifiques le long
de la courbe de saturation ; c, C, c’ et C’, leurs chaleurs spécifiques à
volume et à pression constants ; v, le volume total de l’unité de masse du
fluide et x, le titre, c’est-à-dire le rapport de la masse de vapeur à la masse
totale. Je prendrai pour équation d’état du fluide homogène l’équation
~ ~ f (v~ T~~

A partir d’un point de la courbe de saturation, par exemple à partir
d’un point de la branche vapeur (x =1, v - 2~’) ; on peut considérer deux
transformations adiabatiques, l’une, sans condensation, relative à la vapeur
pure; l’autre, avec condensation, relative au mélange de vapeur et de

liquide.
Dans la première transformation, les variation s dv et dp sont liées par

la formule classique :

L’angle B de l’adiabatique avec l’axe des v dans la représentation de

Clapeyron est par suite donné par la relation :
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Si l’on considère la seconde transformation, clv et sont liés par la

f ormule classique : 
’

A l’aide des relations :

il est aisé de calculer la pente de l’adiabatique :

Cette formule présente sur la formule classique (3) l’avantage de mettre

en évidence le fait que est touJ.ours négatif’. ainsi que l’exige d’ailleurs

la stabilité de l’équilibre (1) : en effet, la quantité entre crochets est toujours

positive, c’ étant toujours ositif., et toujours négatif.J

Des formules (2) et (5) on déduit la réfraction de l’adiabatique (l) : 
’

Comme C’ est essentiellement positif, cette forrnule Jnontre que, en

valeur absolue, l’adiabatique dit gaz fait totcjozcrs un petit.
avec l’axe des pressions que l’adiabatique (lu Ra’Teau, qui a
le premier signalé la réfraction des adiabatiques (3), a montré que ce fait
était une conséquence des lois générales clu déplacement de l’équilibre (-).
Il a également donné (3) de la formule (6) une démonstration géo1étrique
particulièrement simple. qu’il a bieii voulu In’autoriser à reprocluire ici.

Considérons deux points A (p, T) et B (p+dp 7’-)- d T) de la courbe

li-aité de J/écaiiique Chitnique, t. iv, chap. v. 
r

(2) BRUHAT. C’. Il., 191l0, t. CLXXI. p. 162. 
’ 

’

e) de 1892, (3), t. I. p. 461.

(4) RÀVEÀU. C. li., 1909, t. CXLVIII, p. î6-i. 
’

(1)) RAVEAI:’. C. (9?~; t. p. 235. La démonstration donnée par 31. Rayeau est
l out à fait générale et s’applique à un titre x quelconque; je la reproduis ici en l’appliquant
il un point de la courbe de saturation.
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de saturation (fig. 1). Nous pouvons imaginer que l’on passe de l’un à

l’autre par la transformation stable (avec condensation) formée par la
transformation adiabatique AC et

la transformation isotherme CB, ou

par la transformation métastable

(sans condensalion) formée par la

transformation adiabatique AD et

la transformation isotherme DB. Si

l’on considère la transformation fer-

mée ADBCA, elle ne donne lieu

à des échanges de chaleur qu’à la
température T--~- dT; clone l’aire du
cycle correspondant est nulle. Si P
est le point d’intersection, pure-
ment géométrique, des deux cour-

.

Fig. 1.In

bes BC et les aires des triangles APC et BPD sont égales, La

remière est PC X AH 1 cot - cot x d . La seconde est lapremière est égale à 1 2 PC X AH = 1 2 (cot B - cot z) La seconde est la

moitié de l’aire du cycle de Carno t, relatif aux transf ormations sans

condensation, BDPR; elle est égale à 1 Jd d -Tl en désignant par d la
chaleur absorbée dans la transformation DB et par d T’ la variation de

température entre les points P et D de l’adiabatique métastable AD. Comme AD
est une adiabatique, la quantité de chaleur d Q estla même que celle qui est
absorbée dans la transformation AB, soit ni’ d T, et aussi la même que celle

qui est absorbée dans la transformation PB, considérée comme une transfor-
mation métastable à pression constante, correspondant à une variation de

température d T’ soit On a donc d T’ = l’égalité des deux

aires donne bien la relation (6) :

Il. Valeurs de m’ et L aux basses températures. - Lorsciue la teln-

pérature diminue, le volume spécifique 2G’ de la vapeur augmente, et il

augmente au delà de toute limite quand T tend vers 0. ~11 pourra donc,
au-dessous d’une certaine température, considérer la vapeur comme un gaz
parfait : son équation d’état est pv = RT; ses deux chaleurs spécifiques



290

c’ et C’ sent fonctions de la température seule, et sont liées par la rela-
tion .I ( C’ -- c’) = R.

Les relations (4) donnent alors, en calculant successivement d_p 
- 

’ d T

et négligeant doyaiit u’ :

La valeur de L est liée aux énergies ~r liquide et de la vapeur
en équilibre par la relation :

où l’on a :

b’ est une constante; dans la relation (1 0) ~ l’intégrale est prise sous la
pression constante p ; i b est une fonction de la pression, qu’on peut considérer
comme une constante, si l’on néglige le volume du liquide au zéro absolu

On peut chercher de différentes manières jusqu’à quelle température les
hypothèses faites sont légitimes, et, en particulier, si les formules sont

encore applicables à la température, qui n’est plus très basse, du second

point d’inversion. A cette température 6, on a 11/ = 0, et la relation (7)
devient : - 

’

(t) La relation (11) est une formule classique; on la trouvera, par exemple (dans le
cas où C," est constant), dans les Leçons de Thermodynamique de Planck (édit. franç.,
p. 277). J’en ai répété la démonstration, pour bien mettre en évidence les hypothèses
sur lesquelles elle s’appuie et montrer, en particulier, qu’elle est indépendante du principe
de Nernst.
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Pour 

Pour le 

Si l’on suppose, de plus, qu’entre les températures T et 8 les chaleurs
spécifiques C et C’ sont constantes, la relation (12) peut s’écrire :

ou, comme pour ~’ = e on a ??1’ = 0 :

Pour le benzène, la valeur moyenne de C de 0‘’ à 6(~~ est et on

a 0 = + 273. On obtient ainsi :

On voit que, dans l’ensemble, les hypothèses faites sont encore approxi-
mativement ’7 alables au voisinage du point d’inversion inférieur : les vérifi-
calions en ce point donnent des écarts inférieurs à 10 pour 100. Dans le cas
du benzène, les écarts n’apparaissent qu’à des températures supérieures à
celle de ce point; il n’est pas douteux que les hypothèses sur lesquelles est
basée la formule (15) sont vérifiées entre 0° et 100°. Aux températures très
basses. l’hypothèse de la constance de C et de C’ n’est sans doute plus
vérifiée ; au contraire, l’assimilation de la vapeur à un gaz parfait est d’autant
plus exacte que la température est plus basse : il est certain que c’est par
la formule (12) qu’il convient de représenter les phénomènes dans tout le
domaine de température qui s’étend au-dessous du point d’inversion infé-
rieur, et que l’approximation est d’autant plus grande que la température
est plus basse.

Dans ce domaine, où la vapeur est t assimilable il un gaz parfait,
C’ est une fonction croissante (ic la température ; la quantité

p (T) = C‘T - IT Cd 7’ est positive; elle tend vers 0 quand T
tend vers 0. et croit avec T. L’existence même de valeurs négatives de
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na’ exiâe que la constante L,, ne soit pas nulle (1) ; Cl’ailleurs, cette quantité,
qui représente la limite vers laquelle tend la chaleur de vaporisation
quand Z’ tend vers 0, est essentiellement positive. La formule (12) montre
donc que des températures suffisamment basses ni’ est et

augmente indéfiniment en absolue quand T tend t’ers 0 (2). Pour des
températures suffisamment élevées, la quantité p(T) pourra devenir égale
ou supérieure à Lo. et la chaleur spécifique dcyielldra positive. L’exis-
tence du point d’inversion inférieur est donc parfaitement expliquée par la
formule (12); elle fait également comprendre pourquoi pour les corps, tels
que l’ea-ui, ayant une valeur élevée de la chaleur de vaporisation, »i’ reste

constamment négatif (’).

III. Réfraction des adiabatiques aux très basses températures. -
Cherchons d’abord la pente de la courbe de saturation. Avec les hypo-
thèses faites (vapeur assimilable à un gaz parfait, volume du liquide négli-
geable), 1"équation d’état et l’équation de Clapeyron prenllent la forme :

(1) L’hypothèse Lo ~ 0 a été étudiée dans différentes publications par 3.I. Ariès. Les
démonstrations qu’il en donne reviennent toutes à admettre à priori que l’entropie de la
vapeur saturée tend vers une valeur finie quand 7’tend vers 0. C’est ainsi que l’intégra-
tion de l’équation de Clapeyron, sur laquelle repose la démonstration donnée à la

page 22 de son opuscule Propriélés générales des fluides (Hermann, 1920), n’a de sens que
si So est fini. Si l’on effectue cette intégration, en remplaçant AS par Lo + So, on trouve

que-y, tend vers 0, à condition que Lo soit positif; et si l’on continue le calcul, en remar-

quant, toutefois, que l’identification des formules (~3) et (2~), dans lesquelles figurent,
d’une part, AS et, d’autre part, S, suppose que l’on admet a priori que l’entropie de la
phase condensée tend vers 0, on trouve avec 1BL Ariès

(2) DCHEM, loc. cit. 
(3) Il serait plus correct; de dire que l’inversion ne peut se produire que si la chaleur

spécifique Cest assez grande par rapport à la chaleur de vaporisation Lo. La chaleur de
vaporisation peut, en effet, se déduire de l’équation d’état par la formule de Clapeyron,
tandis que la chaleur spécifique est une donnée indépendante de cette équation. De l’équa-
tion d’état, on peut, d’autre part, déduire une relation donnant 6’2013 c, et il en résulte que

le rapport est d’autant plus grand, que 6’ et c sont plus petits ._0n voit donc qu’un corps
ne pourra présenter de points d’inversion que si - est assez faible : c’est le résultat donné
par J.-P. Dalton t. XIII, p. 336], qui a calculé les valeurs réduites destem-

pératuresd inversion en fonction de la valeur du rapport C c relative à la vapeur sous une
pression infiniment faible.
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En différentiant la première relation, et utilisant la seconde, on

obtient :

Si l’on utilise la relation (11) et si l’on néglige dans la parenthèse les
termes infiniment petits par rapport à T, considéré comme infiniment

petit, on obtient, pour l’angle a de la courbe de saturation avec l’axe des
volumes, la valeur :

Cet angle est, à un infiniment petit près, égal à l’angle d que fait avec
l’axe des volumes l’isotherme de la vapeur sèche. pu = RT; on a en
effet :

de l’adiabatique du gaz avec l’axe des volumes se déduit des

relations (2) et (1), en y remplaçant f v, Tj On trouve en osant

Enfin l’angle a de l’adiabatique du mélange avec l’axe des volumes se
déduit aisément de l’équation (3), que l’on peut écrire :

En y remplaçant dT dp et par leurs valeurs tirées des équations (16),
cp cl 

p q (

utilisant les relations (~ 1 ~ et (~ 2), et négligeant encore dans la parenthèse
les termes infiniment petits par rapport à T, on obtient:

Les 4 angles s, 0, 0’, étendent naturellement vers 0 avec T. La compa-
raison de leurs valeurs montre que 
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du gccâ font des angles éga nI,

saturation, et que ces sont infiniment petits de l’ordre de l’ 

angles que font, avec la courbe de saturation. l’adiabatique du

et 

4. Tracé des différentes courbes aux très basses températures. -

Supposons d’abord tracée la courbe de saturation 2J (fig. 3). On peut en

Fig.2.

déduire le faisceau des courbes r

à titre constant ; pour une valeur
du tiLre, à une valeur l’ de la tem-

pérature; correspond la valeur vx =
de l’abscisse.

Calculons la valeur S’ de l’en-

tropie de la vapeur saturante, iL des

températures suffisamment basses

pour que, dans l’expression (12) de
le numérateur puisse être réduit

à son premier terme - Si s’ esl

l’entropie de la vapeur saturée à une

température 1 de ce dolnaine, son

entropie à la température T est : -.

On voit que, quand l’ tend vers 0. l’entropie S’ de la vapeur satu-
rallte augmente indéfiniment par valeurs positives. Comme, à une tempé-
rature donnée, un gaz est toujours à une pression inférieure à sa pression
de vapeur saturante, on peut dire quc d’un quelconque
devient infinie positivement au. zéro absolu. Il en résulte qu’une adiaba-
tique quelconque du gaz fidil toujours par rencontrer la courbe de satura-
tion, et qu’il théoriquement possible à lcc liquéfaction clrc

jJar clétente adiabatique réversible cn lie initiales

quelconques.
Calculons maintenant l’entropie S du liquide en équilibre avec la

vapeur. L’entropie S à la température T est reliée à l’entropie s n la tempé-
rature t par la relation :
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Comme 2013 tend vers 0 et comme le coefficient de dilatation du liquide dv dT
et sa chaleur spécifique C n’augmentent pas indéfiniment quand T tend
vers 0, le terme qui augmente indéfiniment dans l’expression (2~) ne croit
certainement pas plus vite que log T.

L’équation d’une adiabatique du mélange, correspondant il une

yaleul’ 80 de l’entropie, est :

Quand T tend vers 0, S’ croit comme et ~S’ croit au plus comme log T ; il en
résulte que a tend vers 0. Dans 1tne détente adiabatique à état

initial quelconque correspondant à une valeur arbitraire de 80, la 
tion tend â devenir quand le augmente indéfiniment et

. que la ternpératuTe tend vers le absolu. Cela ne veut évidemment pas
dire que le volume du liquide augmente indéfiniment, il est toujours négli-
geable, mais le volume total est lié à la température et à la pression par
une loi . telle que la masse de vapeur saturée qui le remplit tend vers 0

quand il augmente indéfiniment.
Le tracé correspondant des adiabatiques est représenté par les courbes A.

Fig.3. 
’

Toutes les courbes Xl, r, A font des angles infiniment petits avec l’axe
des v et tendent asymptotiqueluent vers cet axe : mais le faisceau des

adiabatiques s’en rapproche plus vite que le faisceau des courbes à titre

constant. Si l’on compare l’adiabatique 80 à la courbe de saturatioll, le

rapport des abscisses à la même température - et à la même pression -
est donné par la valeur de x tirée de l’équitlion (25). Si l’on admet avec
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Nernst que S tend vers 0 ; et si l’on remplace S’ par le terme principal

de l’équation (23), cette valeur est elle est de l’ordre de

grandeur de T.
La figure (3) a été complétée par la courbe C, lieu des points à partir

desquels une détente adiabatique ne produit pas de modification du titre. Son
équation est 7n + - 7n) x’=0 ; le rapport de l’abscisse d’un point de cette
courbe à l’abscisse du point de la courbe de saturation qui correspond à la

même température est x’ = - m ; puisquie »t’ est infiniment grand par

rapport à m, on peut le remplacer par son terme principal, donné par la

relation (12), et l’on a X = 10 on voit que 
x 

"5 0 
et que ce rapport

tend vers 0 avec T et ’ln. La courbe C tend plus vite que toutes les autres
vers l’axe des v (~).

’ 

(Manuscrit remis le 3 janvier 19?1).

(1) Les valeurs données ci-dessus pour les titres x et .z’, correspondant à une adiaba-
tique et à la courbe sans condensation, sont calculées en partant de l’hypothèse de Nernst;
mais l’ordre de succession de ces courbes en est indépendant. Si in tendait vers une limite
finie on aurait :

x et - tendraient encore tous deux vers 0 quand T tend vers 0.


