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Résune : Dans le contexte des Processus @éeiBion Markoviens (PDMa grands espacesatfats avec
approximation liaire de la fonction de valeur, nous proposons un nouvel algoritheastiSquares
Policy Iteration (LS\PI), qui geréralise et Brite des propétes ineressantes de deux algorithmes exis-
tants :\-Policy Iteration API) (Bertsekas & loffe, 1996) et Least-Squares Policy IteratiorP(L 8 a-
goudakis & Parr, 2003). Si le paratne A de APl permet, comme dans la plupart des algorithmes du
domaine, de faire un compromis biais-variance damgluation d’une politique, il introduééggalement
de I'optimisme dans un séma de type ération sur les politiques. A la mane de LSPI, I'algorithme
gue nous proposons nécessite pas deégerer de nouveaugchantillonsa chaque changement de
politique (il est off-policy), les utilise de magiie efficace (c’est une @hode du second ordre) et n'a
pas besoin de disposer d'un nédel du PDM. Noustablissons unésultat analytique &s deréral qui
montre qu'il est raisonnable d’introduire de 'optimisme dans uresth P, dans le sensidl garantit

la performance de la politique lorsque I'erreur d’approximation estrot@e a chaque &ration. Ce
résultat s’applique en particuli@rLS\PI. Finalement, nousérifions empiriguement sur un préphe
simple de type cHae détats et sur le jeu de Tetris '@t de ce nouvel algorithme, en montrant que
le parangtre A permet d’angliorer la convergence et la performance de la politique obtenues par LS

Introduction

Nous consiérons la question dé&soudre des Processugdisionnels de Markov (PDM) de mame ap-
proctee, dans le cagida fonction de valeur est estéa par une architecture éaire eta I'aide déchantillons,
typiqguement lorsque I'espaceédats est trop grand pour urésplution exacte.

TD()\) avec approximation lisaire (Sutton & Barto, 1998) est un algorithme fondateuad®hmmunau
de l'apprentissage par renforcement. Il estime la fonatiewaleur en utilisant les défences temporelles
d’'une trajectoireéchantillonge, et un paragtre A € [0, 1] contdle la profondeur des misesjour de
la fonction de valeur. Avec les grandes valeurs\gé’estimation &gpend fortement des trajectoires ob-
senees et a donc une variance plus importante. Lorsgest petit, on accorde au contraire plus deddr
a I'approximation courante de la fonction de valeur et maimséchantillons obsegs, ce qui introduit un
biais qui ralentit la convergence. €empromis biais-variancede TD(\) a éte étudié analytiguement dans
Kearns & Singh (2000).

L'algorithme TD(\) est une approximation du premier ordre €&g@nte par cosjuent deux incor@nients.
Il ne tire pas le meilleur usage des informations dess1par le€chantillons, et requiert I'usage d’'un
parangtre facteur d’apprentissage qui &g souvent difficilea régler. Les ndthodes dites dsecond
ordre ou aux moindres cags telles que LSTD(0) (Bradtke & Barto, 1996), LSTp(Boyan, 2002) et
LSPEQ) (Nedic & Bertsekas, 2003; Yu & Bertsekas, 2009) ont pour but dagraies inconénients. Elles
construisent explicitement un sgste lireaire qui caraéfrise la solution vers laquelle un algorithme du
premier ordre convergerait, mais elles exploitent lesrmfttions de€chantillons de maare plus efficace
et ne recessitent enéapeéral pas de facteur d’apprentissage. Ainsi, le nombrérdiitons @cessaires pour
converger est plus faible en pratique2mme si chaqueétation a une complextdeO(p?) au lieu deO(p),
ou p est la dimension de I'architecture &aire. De plus, il &té argumer# analytiquement et empirique-
ment (voir par exemple Boyan (2002); Schoknecht (2002); YBe&tsekas (2009)) que lesétihodes du
second ordre sont plus stables et peuvent donner de bieleuned performances que TE(
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FIGURE 1 — Principales caragtistiques des travaux detat de I'art : avec ou sans paraire de compromis
A, avecévaluation optimiste de la fonction de valeur ou non, dam®fgexte des moindres casrou non,
et avecévaluation off-policy ou non. L&PI peutétre vu comme uneégéralisation optimiste de LSPI avec
un paranetre A\, comme une approximation du second ordre et off-policA\B& ou encore comme une
variante avec conbte optimiste et off-policy de LSPEJ.

Alors que l'algorithme LSTDX) (Boyan, 2002) est une version du second ordre deA\JI(SPEQ) (Yu
& Bertsekas, 2009) s'inspire d'un algorithme moins conkiolicy lteration API), propog par Bertsekas
& loffe (1996). Si\ permet ici aussi de faire un compromis biais-variance uéjegalement un autréle.
APl est un algorithme quiaréralise les deux algorithmes classiques de la programmdygicamique Value
Iteration et Policy Iteration pour calculer une politiqugtinale :\ correspond ica la taille du pas effec&u
en direction de la fonction de valeur de la politique que xalue § = 0 corresponch Value lteration,
tandis que\ = 1 correspondx Policy Iteration). Ainsi, pouAPl, une valeur dé\ < 1 permet d’introduire
une forme doptimisme?, dans le senstoon ne cherche pluscalculer enéirement la valeur de la politique
courante, mais seulements’en approcher avant de changer de politique.

Les approches du second ordre que nous venons de mentionsgu, elles utilisent un para@tre A pour
faire un compromis biais-variance, estiment la fonctiomnaleur de fagon on-policy, c’est-dire en utilisant
deséchantillons grérés par la politiqué évaluer. Nous nous iatessons dans cet artiéld’ évaluationoff-
policy, c'esta-dire I'évaluation d’une politiqué& partir déchantillons quelconques. Une teHlgaluation
est inéressante car elle peut s’inscrire dans un cadrérdtion sur les politiques sans avairegnrérer
deséchantillonsa chaque #ration. C’est une ige qu’on retrouve dans LSPI (Lagoudakis & Parr, 2003),
la difference essentielle avec I'algorithme que nous allogserter icietant que LSPI n’introduit pas
d’optimisme via un paragtre\.

Apres avoirevoqLe des caraéristiques qui nous ont paru éressantes dans les algorithmes de kerkture
(compromis biais-variance, optimisn@yaluation du second ordre, off-policy et donc poss#idiitérer sur
les politiques sans régerer de€chantillons), nous pouvons dire de I'algorithme que ndlossapiesenter,
Least-Squares Policy Iteration (LS\PI), gu'’il esta notre connaissance le preméeioutes les possler. La
figure 1 liste les principaux travaux avec lesquels\BSest |é et €sume leurs caraatistiques. LSPI peut
étre vu comme uneégéralisation de LSPI avec un paratre A qui établit un compromis biais-variance
et ajoute de I'optimisme, comme une version du second ottdsé-policy de API, ou comme une version
avec ieration sur les politiques et off-policy de LSPE(

La suite de cet article est orga@éésde la magire suivante. Dans la section 1, @pravoir introduit les
notations, nous j@sentons I'algorithmePI dans le cas exact. Dans la section 2, nous cénsits le cas
approximatif : nous étaillons LS\PI et nous écrivons un gsultat de convergencéigeral des algorithmes
optimistes avec approximation (dokil fait partie). Enfin, la section 3 @sente des expiences illustrant
LSAPI et montrant I'inérét d’introduire ce nouveau paratne \ par rapporta LSPI.

1. Une notion d’optimisme analogue (quoiqu’un peu pluséexri) est dcrite par Bertsekas & Tsitsiklis (1996), chapitres 5.4 et
6.4. Nous reprenons ce terme dans le sérn%o change de politique avant d’avoir fini de calculer léeva de la politique praedente.
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1 \-Policy Iteration dans le cas exact

Nous introduisons ici les notations que nous utiliseronsoets pesentons une vue d’ensemble xRl
dans le cas exact. Le lecteur pourra&férrera Bertsekas & loffe (1996) pour une description plésadlée
de cet algorithme.

1.1 Notations utilisees

Le cadre des Processugéisionnels de Markov (PDM) permet de formaliser le cdletpptimal stochas-
tique, qui considre un agent devant prendre désidions afin de maximiser un signal dEompense sur
le long terme. Un Processu$Bisionnel de Markov est&dini comme un quadruplésS, A, P, R) ou :

— S est'espace dtats;

— A est I'espace d'actions;

— P estlafonction de transitionP (s, a, s’) est la probabili d’arriver dans Btats’ sachant que I'on est

dans letats et que I'on effectue I'actionm.

— R estlafonction deécompenseR(s, a, s’) € R estla Ecompense recue en effectuant I'actioa .4
depuis letats € S et en arrivant dansétats’. On utilisera la notation simpléieR (s, a) pour cesigner
la recompense moyenne d'un couplat-action R (s, a) = Z P(s,a,s")R(s,a,s)

s'eS
La dynamique du sysme \erifie la propréte de Markov, c’esl‘a—edire que les probabiés de transitions
dependent de &tat courant et de I'action choisie uniquement, et pasethts peccdemment visés. Une
politique est une fonctionr : S — A qui associea chaquettat I'action correspondanter(s) = a. On
utiliseraégalement la notation(s, a), avecr(s,a) = 1 si 7(s) = a et0 sinon?. La fonction de valeur
d’une politiquer est la fonction)™ : S x A — R qui associé chaque couplétat-actior? I'espérance du
cumul des @compenses que I'on peut obteaipartir de ceétat, en effectuant cette action et en suivant la
politique w ensuite :

o0

Z "/tR(Sta at, St-‘rl)

t=0

S0 = s,a9 = a,a; = 7(sy) pourt > 1

Q"(s,a) = E

ou~ € [0, 1] est unfacteur d’actualisatiorpermettant de diminuer 'importance désompenses lointaines.
Si la propréte de Markov est &rifiee, une propété fondamentale de la fonction de valeur est le fait qu’elle
vérifie uneéquation ecursive)’ équation de Bellma(Bellman, 1957) :

Qﬂ(sva) = R(Sa a) + Z P(Sv a, SI)QW(SI77T(S/))' (1)
s'eS

Ainsi, la valeur d’'un couplétat-action @épend de lafcompense imadiate et de la valeur désats suivants.
Cetteéquation &cursive est le fondement de nombreux algorithnes diux PDM. On peut laéecrire de
mankre conderée en introduisant I'ograteur de Bellma®,. défini pour tout vecteu® par

B.Q =R +~vP:Q
ou R est le vecteur deecompenses de chaque cougtat-action :
R(Sl, al)
R = :
R(s)s]@14])

et P, est la matrice de transition du PDM induite par le choix d'aeéion donge suivie de la politique

m ensuite P (s,a,s’,a’) = P(s,a,s)w(s',a’). Cet oferateurB, est contractant (Puterman, 1994) et son
unique point fixe est la fonction de vale@f. Ainsi, Q™ est la seule fonction de valeur quénfie I'équation

de BellmanB,Q = Q.

2. On utilise dans cet article uniquement des politiqusmninistes.

3. On consiére uniqguement des fonctions de valeéfidies sur I'espace des coupktats-actions car nous cherch@mspprendre
une politique sans utiliser de méleé du PDM. Cependant, notre description\d®d s’appliqueegalement pour des fonctions de valeur
définies sur I'espace dtats seul.
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On noteQ* la fonction de valeur optimale, qui assoaiehaque couplétat-action la meilleure egépance
possible desacompenses.

Q"(s.0) = max Q" (s, a).

Il peut exister plusieurs politiques optimales, qui pagtagalors cette fonction de valeur. Si I'on cofitna
la fonction de valeur optimale, alors on edadiliit facilement une politique optimate’ en €lectionnant la
politique gloutonnepar rappor&t Q* :

7*(s) = arg max Q" (s,a).

Nous utiliserons la notatiom = glouton(Q) pour cesigner une politique gloutonne par rappare).
La fonction de valeur optimaleévifie elle aussi unéquation ecursive |’ équation d’optimalié de Bell-
man(Bellman, 1957) :

Q" (s,a) = R(s,a) + ymax (Z P(s,a,s)Q" (s, a’)) : 2
s'eS
La aussi, on peut introduire un @m@teur, nc B :
[BQ) (s,a) = R(s,a) + ymax (Z P(s,a,5)Q(s', a'>> 3)
s'eS

et I'équation (2) peut segcrire de marire conderée : BQ* = Q*. L'opérateurB est contractant (Puter-
man, 1994) et son unique point fixe est la fonction de valetin@gte Q*. Q* est donc la seule fonction de
valeur \erifiant BQ = Q. Ces deux oprateurs permettent notamment d’exprimer le fait qu’unéigoe

7 est gloutonne par rappoat une fonction de valeuf) : on a dans ce caB@Q = B, Q. Nous passons
maintenant la pesentation des algorithmes qui permettent de calculenigtiftn de valeur optimale.

1.2 Value Iteration

L'algorithme Value Iteration (Bellman, 1957), issu de lagrammation dynamique, est I'un des algo-
rithmes standards des PDM. Nous l@gentons ici (Algorithme 1) sous un angle particulier, qurinpettra
de mieux mettre evidence le lien ave&Pl.

Algorithme 1 Value Iteration
repéter
Tr+1 < glouton(Qy)

Qry1 < Br, Qk
k+—k+1

jusqu'a || Qr4+1 — Qrllec < €

|||l désigne la norme infinie sur I'espace des fonctions de vat@st-a-dire|| Q|| = max(s q) |Q(s, a)|-
A chaque iération, la politiquer,; est choisie comme la politique gloutonne par rapgo@l;, puis la
valeur suivant&),. est calcuke en appliquant une fois I'épateur de Bellman sur la valeur couraGtg.
CommeB;,, ., Qr = BQy, chaque iération revient en fai appliquer I'oferateur d’optimali de Bellman
B préseng plus haut. Comme cet émteur est contractant et que son unique point fixe est ifonde
valeur optimale)*, I'algorithme converge vers la valeur optimale.

1.3 Policy Iteration

Avec l'algorithme Policy lteration (Bellman, 1957), la fimue 7, est choisie comme la politique
gloutonne par rappo# Q, puisQ.+1 est calcute comme la valeur de la politique ., (Algorithme 2).
Pour cela, on peut appliquer successivementéiafeur,, , , jusqua atteindre son point fixe qui est la
valeur de la politiquery. 1, ce qui estquivalenta resoudre Equation de Bellmané@uation (1)) analy-
tiqguement. La phase @valuation est plus €teuse en gréral que celle de Value Iteration puisqu’il faut
appliquer un grand nombre de fois 'emteur de Bellman. En contrepartie, Policy lterati@cassite en
géréral moins d'ierations pour converger.
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Algorithme 2 Policy Iteration
repéter
Tp+1 < glouton(Qy)
Qr+1 < B Qk
k+—k+1
jusqu'amyy = my

1.4 Modified Policy Iteration

Un algorithme interradiaire entre Value Iteration et Policy lteration conses@ppliquer I'orateur de
Bellman un nombre &ermire de foism. Ainsi, on ne calcule pas egtement la valeur de la politique
couranter;,, (contrairemeng Policy Iteration), mais on peut s’en approcher plus rapetg qu’avec Value
Iteration. Cette rathode est intitide Modified Policy Iteration (Puterman, 1994) et estadglleea I’Algo-
rithme 3. Lorsquen = 1, on retrouve Value lteration, et lorsque — oo, on retrouve Policy Iteration.

Algorithme 3 Modified Policy Iteration
repéter
Trt1 < glouton(Qy)

Qr+1 < BT, Qk
k< k+1

jusqu'a || Qr4+1 — Qrllec <€

1.5 \-Policy Iteration

A-Policy Iteration API), introduit par Bertsekas & loffe (1996), propose una@untanere de gréeraliser
Value lteration et Policy Iteration. Comme dans les alyonies pecedents, la nouvelle politique,; est
choisie comme la politique gloutonne s, puis on calcule une nouvelle fonction de valéyr, ;. Un
paranetre A € [0, 1] spécifie si la misea jour de la fonction de valeur est plus proche de Policy timna
(A = 1) ou de Value lterationX = 0). A correspond la taille du pas effecuen direction d&)™+. Les
auteurs de I'algorithme ont introduit un @mteur nat M, et defini a chaque #&rationk pour tout vecteur
Q par

MpQ = (1 = X\)Br,,Qr + ABr, ., Q. 4)

Intuitivement, cet oprateur peuétre vu comme une applicati@amortiede I'opérateur de Bellma,, . , .
lIs ont établi que I'oferateurd/;, est contractant de facteai. L'algorithme API calcule son point fixe en
effectuant des applications successivesifie(voir Algorithme 4). Lorsque\ = 1, on aM; = B et

Thk+1

Algorithme 4 A-Policy Iteration
repéter
1 < glouton(Qy)

Qi1 +— MPQu
k+k+1

jusqu'a || Qi1 — Qrllee < €

l'algorithme se raranea Policy Iteration. Plus\ est grand, et plus le vecte@., calcuk s’approche de
Q™+1. Alinverse, lorsque\ = 0, on aQy1 = By, ,, Q €ton retrouve Value Iteration.

Bertsekas & loffe (1996) ont morérque la misex jour de la fonction de valeur correspond, lorsque
A < 1, a une moyenneé&pnetrique de termes identiquasceux de Modified Policy Iteration. On a en effet
Qrr1 = ThQy, oU I'opérateurT’, est cfini pour tout vecteu€) par

ThQ = (1-)) (Z AilBZ;k+1Q> : (5)

i=1

API converge vers la fonction de valeur optimale pour touwt [0, 1] (Bertsekas & loffe, 1996). La vi-
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Q N R Value Iteration
v — Policy Iteration
----- A-PI ou MPI

FIGURE 2 — Vue intuitive de API dans la partition des politiques gloutonnes :D’apres Bertsekas &
Tsitsiklis (1996), on peut@&omposer I'espace des fonctions de valeur en un ensembplelyd@dres, a
chaque polyadre correspond une egion ai une politique est gloutonne. Policy Iteration calcule as p
d’une seulectape directement veég™+! tandis que Value Iteratioréalise plusieurs petits pas en direction
de Q™=+1. Modified Policy lteration (MPI) ef\PI sont interngdiaires : ils ealisent unétape en direction
de@™++1, dont la longueur est pardatrable parn et \ respectivement.

tesse de convergence asymptotiqteacaradtrisee analytiquement par ses auteurs. Nous rappelons ici ce
résultat :

Proposition 1 (Convergence de\-Policy Iteration (Bertsekas & loffe, 1996))

Soit (Qr, 1) la s2quence de fonctions de valeurs et de politiquagges pan\-Policy Iteration. On a
alors :

lim Qp = Q*.

k—+o00

De plus, pour touk plus grand qu’un certain index

(1 =)

* < A2 7Y * .
197 = Qrillc < 75— W Q" — Qrll
On voit ici que le facteu3 = Vl(iigj) est compris entr® (lorsqueX = 1) et~ (lorsque\ = 0). La

convergence asymptotique est donc plus rapide pour lesrgade) proches de 1. Les petites valeurs)de
introduisent ainsi un biais,{dau fait que I'on ne calcule plus la fonction de valeur de létipgoe courante,
mais que I'on se contente de s’en approcher. L'ensemble [gesthmes que nous venons deepenter,
ainsi que leur comportement en termes de biais, est #sstr la figure 2.

2 Cas approcle : Least-Squares\ Policy Iteration

Nous venons de psenter\Pl (Bertsekas & loffe, 1996) dans le cas exact et de rappeleipsncipal
résultat de convergence, qui montre que lorsjue 1, un biais di a I'évaluation incomgite degrade la
vitesse de convergence asymptotique. Dans le cas exaardegire A n'a que peu d'utilié car rien ne
vient compenser ce biais : la convergence asymptotiquelesignte et il N’y a pas de contrepartie. En
pratique, c’est alors Modified Policy Iteration (Algoritlen3), plus simple quaPl, qui induit la meilleure
convergence (Thiery & Scherrer, 2009c).

C’est dans le cas approgHorsque la fonction de valeur est approximative et ger'edit estiraea l'aide
d’échantillons, que diminuex va s’aerer ineressant. D’abord, notons que la convergence asymptotique
correspond au momentida politique obtenue est optimale et ihne reste plus q& affiner la fonction de
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valeur; ici, le fait que la vitesse de convergence asynmpietise égrade lorsque. < 1 va s’awerer peu
crucial dans la mesuraiale toute marire, on ne peut erégéral pas atteindre une politique optimale.

Ensuite, I'estimation qui est cal@e a une certaine variance qui va pou\gre diminge gacea \.
Bertsekas & loffe (1996) ont en effet moatgue la mis& jour dans\PI pouvait sécrire de la ma@re
incrementale suivanteQ .1 + Qkr + Ay, avec

o0

Ag(s,a) = E Z()\’y)ték(st,at,st_,_l) S0 = 8,a0 = a,a; = Tp+1(s¢) pourt > 1 (6)
t=0

ou lesdy, sont les diferences temporellestinies pardy(s,a,s’) = R(s,a,s’) + vQr(s', mrr1(s’)) —
Qk(s,a). Cette expression sous forme d’éspnce met edvidence le fait que\ a une influence de type
compromis biais-variance. Lorsqie= 1, on peut voir que\, = (I —vPr, ) " (R+7Pr,,, Qr—Qk) =
Q™+ — Q. Ainsi, on calcule la vraie fonction de valeur @g., et il n’'y a pas de biais. Cependant,
lorsque I'on recourk de I'echantillonnage pour estiméy,, on peut voir sur Bquation (6) que I'horizon
de la somme estimer est plus important pour les grandes valeurs da variance de I'estimation risque
alors de gnaliser I'algorithme. En revanche, lorsques 1, cette variance eséduite. En contrepartie, on
retrouve le biais & au fait que le vecteup,; calcuk a chaque #&ration n’est plus la valeur de,, ;. Le
nombre d’ierations Bcessaires sera donc plus important, mais cha@uatiitn sera moins sensikdela
variance de I'estimation.

2.1 Architecture d’approximation

Avant de ctailler la manére dont nous allons exploiter ce compromis biais-variataes le cadre des
moindres ca@s, nous @sentons les notations&pfiques au cas appraghet en particulier aux @hodes
d’itération sur les politiques. On consr@ une architecture d'approximationéaire classiqueﬁk chaque
itérationk, on maintient jour une politiquer;. et une fonction de valewp,. La politique suivanter;_;
est alors la politique gloutonne par rappai®;, puis on repesentel);,; avec une combinaison Eaire
de fonctions de base :

p
Qrs1(s,a) = Z ®i(s, @)W1,
i1

Les termesp; (s, a) sontp fonctions de base arbitraires et keg. 1 ; sont les paragtres de l'architecture.
Comme en gréralp < |S||A| lorsque I'espace @tats est grand, stocker une fonction de valeur ainsi
repiesenée demande beaucoup moins d’espace qu’unéseptation tabulaire. En notafts, a) le vecteur

de taillep dont leséléments sont les fonctions de base ap@&giau couplés, a) :

o1(s,a)
P(s,a) =
¢p(3aa)

et® la matrice de tailléS||.A| x p compo&e de tous ces vecteurs :

¢(Slv al)T
¢(817 a’2)T

¢>(8|5\7la|A\)T

Qr+1 peutétre noé Q1 = Pwyi1, OU wiyq est le vecteur des par@tnes(wy+1,1, ..., Wr+1,p) Ca-
racérisant la fonction de valeupy. . ;.

2.2 Idée gnrerale

Dans Least-Squares Policy Iteration (LSPI) (Lagoudakis& 2003), qui est une version approximative
de Policy Iteration, le vecteun,; est calcud a chaque &ration de mairea ce quel),.1 approche la
fonction de valeur dey, 1, c'esta-dire le point fixe deB En d’'autres termes, LSPétermine unug. 1
qui verifie

Thk+1"

B <I>wk+1 >~ <I>wk+1.

Thk+1
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La démarche que nous proposons ici, inieiLeast-SquaresPolicy Iteration (LS\PI) consisteé geréraliser
LSPI en y ajoutant le paragire A de API. On peut remarquer dans les Algorithmes 2 et 4 que la seule
différence entre Policy lteration &Pl en version exacte est I'épateur dont on calcule le point fixe : il
s'agit de 'ogerateur de Bellmar®3,, ., dans le cas de Policy Iteration, et de kopteur)/, dans le cas de
API. L'idée de LSPI est donc de rechercher non pas le point fixésde, ,, mais celui de I'oprateur plus
géréral M. Il s’agit donc de éterminer unw,.; tel que

qu)w;Hl ~ q)warl .

Ainsi, on ne cherche plua estimer la valeu)™ -+, mais le vecteut),,1 que A\PI calculerait en version
exacte. LSPI devient donc un cas particulier de\BSpour lequelx = 1. LSPI posgde plusieurs ca-
racéristiques inéressantes que WP conserve naturellement gEhantillonnage efficace (il s'agit d’'une
méthode du second ordre)gtaluation off-policy de la fonction de valeur, qui permet Butiliser les
mémeséchantillons maldgr les changements de politique, et le fait que le @@diu PDM soit optionnel
mais puisseétre exploié s'il est disponible. LSPI ajoutea cela les caraétistiques de\PI discuées plus
haut : le compromis biais-variance, qui peuté&iorer la qualié de I'estimation, et Bvaluation optimiste
de la fonction de valeur.

2.3 Meéthode de projection du point fixe (PF)

Pour calculenvy, 1, LSPI peut utiliser deux &thodes standards, laéthode de projection du point fixe
(PF) ou la néthode de minimisation dwesidu quadratique (RQ)g&drites par exemple dans Schoknecht
(2002); Munos (2003); Lagoudakis & Parr (2003). Nous lesegalisons ici dans le cas de ABI.

CommeMk@kH n'est pas dans I'espacefihi par les fonctions de base eargral, le principe de la
méthode du point fixe (PF) est de lui appliquer une projectidinagonale. On cherche donc la fonction de
valeur approximativé) 1 = w11 qui vérifie

@k+1 = HMk@kH (7)

ol IT est la matrice de projection orthogonaléfidie parll = ®(®TD,®)~"1®TD,. D, repisente la
matrice diagonale de taill&||.A| dont les termes sont les poids de la projectionéspts, a) ol . est une
distribution de probabilés surS x A. II correspona la projection orthogonale selon la norme quadratique
ponckrée pary, note|| - ||, et définie pour pour tout vectewp par

”QHM-,Q = ZM(S,G)Q(S,GP.

s,a

En céveloppant Equation (7) et en utilisant de |&finition deM,, (équation (4)), on obtient

®(@"D,®) ' ®TD,(R + (1 — M)y Pr,,, Pwi + Ay Pry, , Pwietr)
D, dwryr = PTDL(RA+ (1 — AN)VPr,, Pwp + My Pry,, Pwpy1)
0 ®TD,(R+ (1 = N)yPry,, Pwy + My Py

w11

k+1 k+1¢)wk+1 - (bwk-‘rl)'

Ainsi, w1 est la solution du systne lireaire Aw = b, de taillep x p (rappelons que est le nombre de
fonctions de base), avec

A=3"D,(® - NPy, ,, ) et  b=3TD,(R+ (1 - NP, Pwy).

k+1 k+1
Lorsque le nombre @tats estlew, A etb ne peuvent pastre calcuds directement, Bme si un moéle
du PDM est disponible. Cependant, éxvdloppant la structure déetb, on remarque que ceux-ci peuvent
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etre exprings sous la forme d’'une esm@nce :

T
Z Z /,L(s7a)¢(s,a) Z P(Svav s/) <¢(s7a) - )"YQS(SIkaJrl(S/))) (8)

s€SacA s'eS

T
= E(s,a)N,u,s'NP(s,a,‘) [¢(53 a) <Q§(S, a) - /\7¢(5/7 7Tk+1(5/))) ‘| )
b= 33 s a)olo0) 3 Pls.0,) (Rl + (1= Aol s ()

seSacA s’eS

A

= E(s,a)w,u,,s/NP(s,a,~),T’=R(s,a,s') |f;%& a) (rl + (1 - )\)’Y(b(slv 7rk+1(s/))ka>‘| .

On peut alors les estimarpartir d’'un ensemble de échantillons de la formes, a,r’, s’), avec(s, a) ~ p,

s’ ~ P(s,a,-) etr’ = R(s,a,s’). Afin de simplifier I'ecriture des estimations, nous allons en fait estimer
LA et Lb, ce qui ne changera pas la solution treeetant dong que I'on souhaiteésoudre le sysme
lineaire Aw = b. NotonsA etb les estimations dé.A et Lb basges sur legchantillons. Pour chaque
échantillon(s, a, 7', s") consicere, on meﬁjourg eth avec

_ " T
I A+é0s,a) (as(s,a) - /\W(S’,MH(S’))) 7
b+ b+ ¢(s,a) ( + (1= \)yo(s ml(s’))ka). (9)

Si la distribution degchantillons correspori, alorsA etb sont bien des estimateurs non bésisleA et
b. Si un moale du PDM est disponible, on peut exploiter cette connagsd estchantillons seasument
alorsa des coupleétats-actiongs, a) et la misea jour deA etb devient

L T
A(—A—f—qﬁ(&a)( )\’yzpsas (s, mpa1(s ))> ,
s'eS
DT o(s.a) 3 Plsas) (Als.as) + (1= Mo mn ) o). 0
s'eS

Apres avoir ainsi estidL A et Lb a partir d’une source échantillons, onésout le systme Aw = b pour
calculer le vecteur de paraieswy, 1 qui caracérise fonction de valeuy, 1.
2.4 Minimisation du r ésidu quadratique (RQ)

Pour calculer la fonction de valeur approximat@@H = dwy, 1, Une alternativeéd la méthode FP est
la méthode de minimisation desidu quadratique (RQ). Congigbns lequation (gréralie) de Bellman
Qr+1 = MpQy+1 etlerésidu de Bellmadéfini par

Q1 — My.Qps1.
On cherche&x minimiser la norme quadratique de cette quanfibn@rée b aussi par une distributign:

[Qrr1 —

On cherche donc un vecteut, 1 qui minimise

[®wrt1 — (1 — A) By, Pwi, — ABry, , Wit || 2
= [[Pwis1 — (1 = A)(R + v Pry,, Pwi) — MR + vPry, Pwips1)|l 2
= [[®wp1 — R — (1 = N)yPry,, Pwy, — My Pry,, Pwigr |2
= [[(® = APy, P)wir1 — R — (1 = A)yP,

7Tk+1(I)wkHlt72

= [Vwi 1 —cllp2
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Mk@k:—H

HMk@kﬂ

Qkﬂj Point fixe g
(3]

FIGURE 3 — Repésentation s@matique des deux @hodes. L'espaca trois dimensions repsente I'es-
pace des fonctions de valeur et le plan ésgnte le sous-espace des fonctions de valeur afg@sctjui est
défini par les fonctions de base. La&thode PF cherche la fonction de valeur appéeectjui est le point fixe
de M, suivi d'une projection sur I'espace des fonctions de vadgproximatives, alors que lagthode RQ
cherche la fonction de valeur qui minimise la distance eelieeméme et une application de I'épateur
M.

ouvV =& — \yPr,, @ etc=R+ (1 - N)yPr,., Pws. Ainsi, par une ésolution standard aux moindres
caries, le vecteur de paratresw; 1 qui minimise le esidu quadratiqueérifie (\IJTDM\II)wkH = \IITD#C.
NotonsA = U"'D, ¥ etb = U D,,c. Le probEme revient alora résoudre le sysme lireaireAw = b, de
taille p x p, avec

)" Dy (® — M Pr,,, ®),
@)D, (R + (1 — Ny Pr,,, Pwy).

k+1

A= (®— AP,
b= (- P,

k+1

De manere analogu@ la nethode PF, la matricd et le vecteu peuvent scrire sous la forme d’'une
esgerance :

Z Z w(s,a) Z P(s,a,s)

s€eSacA s'eS

5 Pls.05")(8(s.0) = 2ol mnia (") ) (005, - m«;(s',w(s’)))T

s"eS

A

= E(s,0)~p,s'~P(s,0,")

T
(6050) = 19606 s (5" ) (605.0) = X005’ 7 () ] ,
b= Z z wu(s,a) Z P(s,a,s") Z P(s,a,s")

s€eSacA s'eS s""eS
(¢<s, a) = X6(s", ml(s“))) (R<s, a,8) + (1 - N6, w(s'))wk)

= E(s.a)~p.s'~P(s,a,).r'=R(s,a,5),5"" ~P(s,a,")

[(qs(s, ) = M6 (57) ) (4 (1= (S, w(s’))wk)] |

On peut donc estimer la matrick et le vecteum a partir dechantillons dont la distribution correspond
a . Comme I'esprance d’'un produit est eregeral different du produit des esmnces, on constate ici
gu’il faut, de mangre analogu@ LSTD et LSPI (voir par exemple Sutton & Barto (1998); Mun®8(Q3);
Lagoudakis & Parr (2003)), utiliser pour chacgtats deux successeus$ et s’ independants

Notons chaquéchantillon(s, a, ', s’, "), ou (s',r") ets” sont les esultats de dewénlisations indpen-
dantes de I'action depuis letats (la recompense obtenad’états” n’est pas gcessaire). & aussi, on note
A etb les estimations d& A et Lb respectivement, L désigne le nombre échantillons. Pour chaque
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échantillon(s, a, ', s’, s"), on meta jour les estimationd etb comme suit :

T
T Tt (805.0) = 260" (") ) (006,0) = 0l a6 )
b (60.0) = 190" w6 ) (7 (1= Mo w6 ). @)

Enfin, si I'on dispose d’'un mage du PDM, legchantillons peuvent se limitardes couplestats-actions
(s,a) etla misea jour des estimations devient

T Tt (80s.0) =00 X Plovas (s miaas"))

s'"eS

(650~ 20 X Pls.a s'>¢<s',m1<s’>>)T,

s'eS

b (o0 =0 X Ploas ol mn () )

s""eS

Z P(s,a,s) (R(s, a,s’)+ (1 - A)7¢(3’,wk+1(8’))wk>. (12)

s'eS

On notera que lorsqu’'un meteé du PDM est disponible, comme leshantillons se limiteré des couples
états-actionss, a), la contrainte de devoir&yérer lesttats eteécompensenses suivants en double dispara
Le reste de l'algorithme est identiqada nethode du point fixe : une folBA et Lb estingés, on esout le
syseme lirtaireAw = b afin d’obtenir la fonction de valewp),. ;.

2.5 Least-Squares\ Policy Iteration

Au final, LSAPI est Esung dans I'encart Algorithme 5, pour le choix d’'uné&thode (PF ou RQ) et d'une
regle de misé jour des estimations (avec ou sans &lejl

Algorithme 5 Least-Squares Policy Iteration
réepéter
Trt1 < glouton(Pwy,)
Construired etb d’'apres lesechantillons (voiequation (9), (10), (11) ou (12))
Wh41 < Av_l,l;
k+—k+1
jusqu'a [[wy41 — w e <€

LSAPI est un algorithme utilisant un paraire \, qui évalue les politiques avec uneethode du second
ordre, et qui iere sur les politiques. Dans la étature, les travaux aux moindres éariquiévaluent une
politique fixee, comme LSTDX) (Boyan, 2002) et LSPR(], pourraient ausdtre utilies dans un contexte
d’itération sur les politiques afin de traiter des peofés de condle. La principale diference de LSPI
avec l'etat de I'art est qu'il s’agit un algorithme optimiste : il necessite pas d’estimer la valeur de la poli-
tique gloutonne, mais seulement de suivre sa direction @avwgas ajustable selon la valeur d_STD())
est une version du second ordre de XPqui chercheévaluer commtement la fonction de valeur. Il n'y a
donc pas d’optimisme ici et le paratne A a une signification diffrente : il contdle, lors de la misa jour de
la fonction de valeur, la profondeur des difénces temporelles des trajectoieebantillonees. LSPEX)
est quant lui I'algorithme API appliqe & I'évaluation d’'une seule politique I'aide d’'une néthode du
second ordre. LSPEJ applique ainsi 'oprateurT’, (tel que @&fini a I'équation (5)) une infinit de fois.
La politique est donévallee compktement. En revanche, R8I appliquel’, une seule fois et change de
politique ensuite : Bvaluation est donc optimistésllors que\ < 1. Une autre diférence entre LSPEJ et
LSAPI est le fait que pour appliquer I'épateurT’, de fagon approximative, les deux algorithmes estiment
des quantés differentes. LSPE\) s’appuie sur une ou plusieurs trajectoiréséées avec la politique
courante et conséte I'equationQ,.1 = Qr + Ay (00 A, désigne les diffrences temporellegtiniesa
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I’ équation (5)), alors que L®I consickre I'equation®;+1 = M Q11 et peut se contenter&thantillons
simples informatifs pour toutes les politiques : il est doffepolicy.

Revenons plus enétail sur les deux &thodes permettant de mettigour la fonction de valeur : la
méthode du point fixe (PF) et lagthode de minimisation d@ésidu quadratique (RQ). Ces deuktimodes
sont deux moyens de calcul@y. . ; en chercharé minimiser des crétres diferents, et les solutions qu’elles
trouvent sont en gréral differentes. Un castoles deux approches soaquivalentes est lorsque= 0 :
en effet, on peut voir que les estimatioA®t b sont construites de la@me marire. L'algorithme revient
dans ce caa effectuer Fitted Value lteration, une version approxiveatle Value lteration (Szepesn
& Munos, 2005). L'esprance de Bquation (8) montre qu'il s'agit d'uneegression aux moindres casr.
Dans le cas particulieno\ = 1, ce qui correspond awsvaluations faites par LSPI, lagthode PF semble
donner de meilleursésultats (Lagoudakis & Parr, 2003). De plus, sur certaiesngkes, on peut montrer
que la néthode RQ ne calcule pas la bonne solution alors quetthode PF le fait (Suttoat al, 2009).
Cependant, Schoknecht (2002) et Munos (2003) ont réaqie PF est moins stable nériguement. En
effet, la matriceA correspondana PF peugtre singulere, tandis que celle correspondanBR ne I'est
jamais.

Discutons maintenant de la convergence daRISNous donnons d’abord une garantie de performance
sur les politiques grérées sous certaines conditions, puis netuslions un castol’algorithme peut diverger
selon les valeurs de et~.

2.6 Bornes de performances

Nous venons d’introduire I'algorithme %1, qui est une version approximative &lel dans le cadre des
moindres ca&s. La question naturelle est de savoir s'il existe une gi@ranr la performance des politiques
gererees par cet algorithme. De telles garanties sont connueslesicas particuliers de Policy Iteration
avec approximationX = 1) et Fitted Value Iteration = 0) (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996), mais pas
dans le cas@réral d’'un algorithme d’iération sur les politiques optimiste comrkiel avec approximation.
Dans Bertsekas & Tsitsiklis (1996, section 6.4, page 328)auteur&crivent ainsi "This leaves us with a
major theoretical question. Is there some variant of ogiimpolicy iteration that is guaranteed to generate
policies whose performance is within(e/(1—«)) or evenO(e/(1—«)?) from the optimal ?”. Le thoeme
gue nougnoncons ici est la presie borne de performance pour les algorithmes optimistesraltion sur
les politiques. Il est form@ de margére tes ¢grérale en utilisant un coefficient de pdmrdtion abstraid,, .
Selon le choix des valeurs dg, de nombreuses@thodes d'iération sur les politiques avec approximation
peuventtre grérali€es.

Théoreme 1 (Borne sur la performance de Policy Iteration approck optimiste)
Soit un ensemble de poids positifs, ),>1, tels quey_, -, A\, = 1. Soit une initialisation quelconqugy .
Soit un algorithme &ratif qui construit la suitér,, Qx,),>1 de la mangre suivante :

i1 < glouton(m41)

Qk-i-l — Z ATL(BWk+1)an + €k+1-

n>1

er+1 représente I'erreur d’approximation, erreur commise en esttrizafonction de valeur dey, . Soite
une majoration uniforme de I'erreur : pour tdyt|ey||o. < €. Alors

. " ™ 2y

lllzrisotipllQ Q™ [l < e
API (et donc LSPI) correspond au casio\, = (1 — A)A"~! pour toutn (voir I'équation (5)), mais
le résultat est valable pour tout choix de coefficiehtsdont la somme estgalea 1. Ainsi, le résultat
s’appliqueégalement pour Modified Policy Iteration (Puterman, 19eu), consistea appliquerm fois
'opérateur de Bellman avea fixé (c’esta-dire de prendrg,,, = 1 et \,, = 0 pour toutn différent dem),
et pour Modified\-Policy Iteration (Thiery & Scherrer, 2009c)udion prendrait,, = (1 — A)A"~! pour
1<n<m,A, =" et\, =0pourn > m.

La preuve de ce #ftoeme, qui se trouve en annexe, est significativemerédifite de celles qui oétée
propo€es (&pakément) pour les versions approximatives de Value IteratioRolicy Iteration. Dans le
cas de Policy lIteration, le raisonnement s’appuie sur lpn&t de croissance des fonctions de valeurs,
et dans le cas de Value Iteration, il utilise des argumeassdux contractions. Malheureusement ces deux
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FIGURE 4 — Méthode PF. Gauchgapr| en fonction de\ et~. Droite : domaine 0 |apr| < 1.

types d’arguments ne peuvegtte utili€s dans le cadre duébeme ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur
intéresg a I'annexe pour plus deédails.

2.7 Cas possible d'une erreur non contblée

Le theoreme que nous venonsaiioncer s'applique lorsque I'erreur d’approximation eshbea chaque
itération. Nousetudions ici un exemple simple &rde Bertsekas & Tsitsiklis (1996, page 334), sur lequel
les auteurs montrent, dans le cas de Fitted Value Iterakien §), que I'estimation de la fonction de valeur
peut diverger pour certaines valeurs{lealors neme que la capaéitd’approximation de I'architecture
linéaire permet de repsenter exactement la fonction de valeur cible. Nous ndéseissons dans ce qui
suit a la convergence des deuxethodes PF et RQ pour les autres valeurs\deappelons que lorsque
A =0, les deux ndthodes PF et RQ soaétuivalentes).

On consiére un systme non con@llé avec 2états, de sorte que les fonctions de valeurs séfihigs
uniquement sur I'espaceé&tats. La matrice de transition est désrpar

0 1
P ( 0! ) |
L' état 2 est absorbant et lescompenses sont 0. On a dafi¢l) = Q(2) = 0. On consi@re un approxi-
mateur lirgaire aveed = (1 2)7. Ici, la valeur peugtre repésenke exactement par I'espace choisi.

M éthode du point fixe (PF)

Dans le cas de la éthode PF, Bvolution des poids esggie par lequation
w11 = (I =My (@TD)1dTPD) (1 — \)y (0T D) 10T POwy.

On suppose ici que leachantillons sont distrikes unifornément, c’esé-dire D, = 1. On a®™® = 5
et donc(®T®)~ 1™ = (1/52/5). CommeP® = (2 2)T, on en @duit que(®T®)~1dT Po vaut6/5.
Autrement dit, on a

Wg+1 = QAppWi
avec

(1-Ngy
1— /\gv '

app =

L'algorithme converge vers la solution si et seulementvsir| < 1. Ce coefficient admet des singulést:
pour Ay proche de5/6, il tend verstoo. La figure 4 donne une repsentation graphique du module de ce
coefficient en fonction da et~, ainsi que le domaine ou ce coefficient a un modulériefira 1.
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FIGURE 6 — 1222l en fonction de et .

lapr|

Méthode du résidu quadratique (RQ)

Avec la nethode RQ, Bvolution des poids eskgie par [equation
wir1 = (VTO) (1 — \)yPOwy,

avecl = & — \yP® = (1 — 20y 2 — 2\y)T. Ainsi WU = (1 — 2\v)? + (2 — 2)\y)?, quantié qui est
toujours strictement s@pieurea 1/2. CommeP® = (22)T, on en @duit quel ™ P® = 6 —8)\v. Aufinal,
ona

W41 = CRQWE

avec
(1=XA)y(6 —8\y)
1—2)0)2 + (2 —2)\)2°

OARQZ(

La figure 5 donne comme @edemment une repsentation graphique du module de ce coefficient en
fonction de) et~, ainsi que le domaine ou ce coefficient a un modulérietira 1.

Comparaison

On observe que, sur I'exempétudie, la i€gion @I la méthode RQ converge est strictement plus grande
que celle de la ®thode PF. En particulier, pour toute valeurdée choix parmi les valeurs deest plus
grand pour RQ que pour PF. On noté&galement que pour la valeur limite= 5/6, la méthode PF ne
converge que si I'on prendl = 1. Enfin, dans le castpoles deux rdthodes convergent, on peut voir sur le
graphique de la figure 6,uonous avons tracla courbe% en fonction de\ et~, que la néthode RQ
converge toujours plus vite que PF.
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FIGURE 7 — Le PDMétudi, repéseng ici avec 5états (nos exgriences comportent 2&tats). Chaque
action (L ou R) envoie dans la bonne direction avec une prob&di0, 9 et dans la direction oppés
avec une probabiitde0, 1. Les deux ex&mitts comportent un&ecompense dé.

3 Expériences

Nous avons introduit I'algorithme L8I, qui ajoutea LSPI (Lagoudakis & Parr, 2003) le cara opti-
miste et la possibilé de faire un compromis biais-variance xfel (Bertsekas & loffe, 1996), et nous avons
établi sa validié de margre tteorique en donnant une garantie de convergence sous esrtanditions.
Nous venonggalement de voir que dans le cas devdiluation d’'une politique fige, le choix de\ peut
influer sur la convergence ou non de l'algorithme.

Nous pEsentons maintenant quelques&xgnces sur des prashes d'ieration sur les politiques afin de
montrer l'interét de LS\PI d’un point de vue ex@rimental. Etant dorinque LS\PI est une gréralisation
de LSPI, nous avon&ali€ des expriences sur deux prairhes d’optimisation de politique @edemment
étudés par Lagoudakis & Parr (2003) dans le cadre de LSPI : ung@mubbe chime détats dans lequel on
connat la fonction de valeur optimale exacte, afin de pouvoirléaoentévaluer les performances obtenues,
et enfin le jeu de Tetris, qui est un prébie plus difficile et grand espace éfats.

3.1 Chdne d'etats

La figure 7 repesente le PDM simple con&ek par Lagoudakis & Parr (2003) pour illustrer le compor-
tement de LSPI. Il s’agit d'une clrae de20 états avec deux actions possibles : gaudhjeo( droite R).
Chaque action envoie dans la bonne direction avec une ghbbale0, 9, et dans la direction oppés avec
une probabilié de0, 1. Lorsque I'agent arrivé un des deugtats aux exémites de la chime, il obtient une
réecompense dé. Dans tous les autrésats, il obtient uneacompense nulle. Il est clair que la politique
optimale estL... LR ... R. La fonction de valeur optimale peétre calcuke facilement et de maare
exacte. Ainsi, lors de nos e&gences, on pourra tracer la courbe gsmntant la distance entre la valeur
courante et la valeur optimale (pour mesurer la gaalé I'approximation), et la distance entre la valeur de
la politique courante et la valeur optimale (pour mesureuialitt de la politique obtenue).

Dans ces exgriences, on n'utilisera pas la connaissance duateodu PDM (transitions eEcompenses).
Comme Lagoudakis & Parr (2003), nous avonsé&eadtux jeux de fonctions de bases pour &spnter
I'espace détats. Le premier est un ensemble de fonctions de basedmigtes epetees pour chacune des
deux actions :

]]-a:L x 1
]]-a:L ]
]la:L X 82
]la:R x 1
]1a=R X 8
]la:R X 82

¢(s,a) =

ou s est le nunéro détat (de 1a 20), etll,—x = 1 sia = X et0 sinon. Le second jeu de fonctions est un
ensemble de gaussiennes dont les moyennes sont cégtsilbmnifornement sur I'espace états et dont la
variance est&finie parc = 4. Pour chaque action, onlé gaussiennes et un terme constant, ce qui donne
un total de 22 fonctions de base.

3.1.1 Influence de\

Nous avons obseévque la convergence de la fonction de valeur est plus difloilsque le nombre
d’échantillons est faible, ou lorsqueestélewe (c’esta-dire lorsque I'horizon du probie est grand). Si
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Point fixe

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Résidu quadratique
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FIGURE 8 — Evolution au cours deséitations dd@k — @Q*||~, distance entre la fonction de valeur ap-
proximative courante et la fonction de valeur optimale, rpplusieurs valeurs da. Fonctions de base
gaussiennesy = 0.95. Moyenne de 10 ecutions, les excutions utilisant des ensemblegplisodes de
200é&chantillons. Haut : i@thode PF. Bas : @thode RQ.
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le nombre déchantillons est suffisamment important oy sst pelelewe, A n'a que peu d’influence car la
variance de I'estimation disce# peccdemment pose moins de prefvies. Il est alors pféerable d'utiliser

A = 1 afin de converger plus rapidement. Dans les cas de convergardifficile, on observe plus claire-
ment une influence du paratne \. La figure 8 repesente la distance entre la fonction de vakeghaque
itération et la fonction de valeur optimale, moyéarsur 10 e&cutions ayant des ensemblegahiantillons
différents, et ce pour plusieurs valeurs\dé.es ensembles dthantillons comportent dépisodes de 200
états visiés avec la politique qui choisit une actiogatoire unifornement. La nethode utili€e est PF dans
le graphique du haut, et RQ dans le graphique du bas. Pougtlzode RQ, chaquechantillon est gréere
avec deux transitions iggpendantes afin de ne pas biaiser I'estimation (voir la dson de la section 2.4).
Dans les deux cas, on utilise un approximateur gaussien=ed.95. Comme attendu, on observe que pour
A < 1, 'approximation est meilleure car la variance de I'estiima est Eduite. En contrepartie, un plus
grand nombre d’'&rations est@cessaire pour atteindre cette bonne approximation. Ef effmme discé
precedemment, utiliser une valeur deinférieurea 1 introduit un biais dans la mesura on ne cherche
plusa s’approcher le plus possible de la valeur de la politiqueaate, mais seulement d’un certain pas
dans sa direction. On remarquera que ces courbes sontisisdacelles de Kearns & Singh (2000) qui
proposent une analyseébrique du compromis biais-variance de RR(

On remarque que pour = 1, au bout de quelqueséitations seulement, la fonction de valeur cesse
de s’aneliorer et se meta osciller en restant relativement loin de I'optimal parpa aux valeurs de
A inférieures. Les valeurs integdiaires de\ offrent le meilleur compromis en donnant une bonne ap-
proximation et avec un nombre ditations raisonnable. Sur la plupart deséngnces que nous avons
effectiees, la rdthode PF et la &thode RQ donnent des performances similaires, aveeger hvantage
pour la nethode PF. On observe ainsi sur la figure 8 qu’avecdthode RQ, il y a plus de valeurs dgour
lesquelles la fonction de valeur se stabilise trop rapidep@ant d’avoir atteint une bonne approximation.
En pratique, la rathode PF semble donc un peu plus performante quéthade RQetant doné qu’elle
donne de bonsésultats pour un plus grand intervalle de valeurs\d€ependant, elle peut enébrie po-
ser des proldmes de stabift nunérique dans certains cas (voir section 2.5), bien que nayons pas
renconte de tels proliimes au cours de nos &tfences.

On observeegalement, surtout dans le cas de Etlnode RQ, qu'il serait igressant d’utiliser une valeur
décroissante de. En effet, dans les pregries i€rations, une valeur deproche del permet de s’approcher
rapidement de la fonction de valeur optimale, puis au fur stesure desérations, les valeurs deplus
petites conduiserit une meilleure approximation.

Oscillation des politiques

T T T T T T A _ 0‘Ol
‘ A=0.7 ——
i A=0.95 ——
0.8 “;" 3 1.0 —
(|
0.6 ! .
0.4 | -
0.2 i
O 1 1 1 1 1 1

40 60 80 100 120 140 160

FIGURE 9 — Chane detats.Evolution de||Q™ — Q*| -, distance entre la valeur de la politique courante
et la valeur optimale, pour I'exgsience de la figure 8 avec laétihode PF.

Par ailleurs, on observe que lorsque la fonction de valewongerge pas, la politique oscille avec une
frequence qui augmente avicCela se produit lorsqu’il y a un cycle dans Egsience des politiques. On
peut observer ce @morene sur la figure 9, qui regsentd|Q@™ — Q* ||~ pour I'expérience de la figure 8
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avec la nethode PF. Pour les petites valeurs\déa politique oscille lentement car L®I realise des petits
pas. Lorsque\ augmente, les oscillations sont plus rapides puisque les@at plus importants (voir la
vue intuitive de la figure 2). Il est ibtessant de constater qu'il y a ensuite valeurs irdeligires de\ pour
lesquelles la politique converge (par exemple- 0, 7). Enfin, pour les grandes valeurs dgla politique
ne converge plus et oscillenouveau, avec unegiuence plus importante. La possil@ld’utiliser A pour
stabiliser la politique est d’autant pluséméssante car on peut monttepue lorsque la politique a converg
le coeff|C|ent( ok du Theoeme 1 est&duit d'un facteuf1 — A\v).

3.1.2 Cas d'une politique fixee

La figure 10 repgsente une exgsience ol la convergence est moins difficile que sur I'exemplecpdent
carvy = 0,9 (les autres paraétres sont inchargg et lesechantillons sont les &mes). On s'iréiresse ici
a la méthode PF uniqguementid’on observe un pbnonene qui n'appaiapas avec la ethode RQ. Le
graphique du haut indique la quélide la politique courante : il repsente, comme sur la figure 9, la distance
entre la valeur de la politique courante et la valeur optm@in remarque que la politique converge, exeept
dans le casw)\ = 1. Le graphique du bas regsente, comme pecdemment, la distance entre la fonction
de valeur approximative courante et la fonction de valetinmde. A partir de I'ieration 40 environ, la
politique a évaluer devient la @me pour toutes les valeurs dgpour lesquelles la politique a convérg|
semble alors, d’'ags le graphique, que I'estimation de la fonction de valenveme vers la @me quanté
quelle que soit la valeur de

Nous pouvons en effetévifier analytiquement que, lorsque la politique esééiret que la thode PF
converge, elle converge vers une valeur qui @pethd pas da. Ce n’est pas le cas de laéthode RQ en
géréral. En utilisant la dfinition de M}, (équation 4), le fait qu@kH = Qk et quen,+1 = 7, Ona

@kJrl = HMk@kJrl = H((l - )\)Bﬂ'k+1@k+1 + )‘B‘ﬂ'k+1@k+1) = HBTrk-H@kJrl'

Ainsi, @kﬂ converge vers le point fixe déB;, . ,, qui ne &pend pas d&. On pourrait alors penser que
A est inutile dans la &thode PF, mais rappelons que ce n'est qu’en cas de coneerderia politique et
de la fonction de valeur que cette dénm@ cesse deépendre de\. Or, nous avons vu que c’est justement
le réglage de\ qui peut permettre d’obtenir la convergence ou non. Cetiprjite suggre que le choix de

A est plus difficile dans le cas de leéthode RQtant doné qu’il influe non seulement sur la convergence,
mais aussi sur la fonction de valeur obtenuetamonvergence de la politique.

3.2 Tetris

Tetris est un élebre jeu vi@o qui consisté deplacer et tourner desgies de diffrentes formes qui
tombent les unes aps les autres dans une grille de 10 colonnes et 20 lignesqliare ligne est pleine,
celle-ci est supprit@e et toutes les cellules au-dessus d’elle descendentlijnee L’ objectif est de suppri-
mer un maximum de lignes avant qu'il n'y ait plus assez d’'esgéore en haut de la pile. On peut trouver
une sgcification etaillee de Tetris sur le site de Fahey (2003). Tetris a fait 'odghombreux travaux
de recherche (voir la revue de Thiery & Scherrer (2009ag¢sdrdre Tetris est un praihe difficile : il
contient un grand nombre de configurations (de I'ordredé ~ 10°°). De plus, trouver uneésjuence de
coups qui maximise le nombre de lignes est un mrotd NP-complet, Bme dans le casida £quence de
pieces est connul'avance (Demainet al., 2003).

Nous avons reproduit le protocole @pnental de Lagoudakist al. (2002). Nous avons ainsi lagaes
experiences avec les@mes fonctions de base et en utilisant la connaissance délewhad PDM. Les fonc-
tions de base,&finies sur I'espace dtats-actions, sont la hauteur maximale de la pile, le nerdertrous,
la somme des diffrences de hauteur entre colonnes adjacentes (en valeluagbsa hauteur moyenne des
colonnes, le changement de ces quénstitans Etat suivant (afin de capturer I'effet du choix d’une action
depuis letat courant), le nombre de lignesatiges en effectuant I'action et enfin un terme constant. Bien
gue notre politique initiale soit la@me que celle de Lagoudalasal. (2002) (communication personnelle),
les scores peuvent difficilemegtre compags. La politique initiale&alise environ 250 lignes de moyenne
par partie sur notre impmentation, tandis qu'ils reportent un score initial mogen600 lignes. Ceci est
vraisemblablement{da des diferences d'im@mentation qui peuvent avoir un impact significatif sur le
score (voir Thiery & Scherrer (2009b)).

4. Nous omettons ce<thils par manque de place.
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HQ‘“’k - Q*Hoo
I I I A=00 —o
1 A=05 —x— 7
A=07 —=—
A=095 ——
08 A=10 —— 1
100
10k — @Il
I I I A=00 —o—
1 A=05 —x— 7
A=07 —=—
I A=095 ——
0.8 i A=10 — A
60 80 100

FIGURE 10 — Resultat de la rethode PF applicge avecy = 0.9 et des fonctions de base gaussiennes.
Haut : Evolution dd|Q™ — Q* ||, distance entre la fonction de valeur exacte de la politmuegante, pour
plusieurs valeurs dg. Bas : Evolution d¢|@k — Q* ||, distance entre la fonction de valeur approximative
courante et la fonction de valeur optimale, pour plusie@gws de\. Fonctions de base gaussiennes.
~v = 0.9. Moyenne de 10 ecutions, chaque éxution utilisant une ensemble @fent dépisodes de 200
échantillons. On observe que lorsque la politique est&anm pour diferentes valeurs dg, la fonction

de valeur semble converger vers une limite qui Beahd pas de. Nous avons &rifié cette propéte
analytiguement, propgte qui ne s’applique pasla neéthode RQ.
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FIGURE 11 — Score moyen de 100 parties de Tetris pouiedifiites valeurs d& a chaque &ration de
LSAPI. A cause du faible nombreé&thantillons (1000), I'algorithme diverge lorsgie= 1 pour les deux
méthodes. Lorsque la convergence est obtenue, c’est avezttode RQ que la meilleure performance est
atteinte (800 lignes de moyenne), pous 0, 9.



Least-Squares Policy Iteration

Nous avons d’abord lagcLS\PI sur un ensemble de 10 O@ehantillons, comme Lagoudakes al.
(2002) I'ont fait pour LSPI (c’est-dire A\ = 1). Nous avons obsegvque diminuer\ n'améliorait pas la
performance (cela ne faisait que ralentir la converger@p)peut supposer que I'ensembl@chantillons
était trop grand pour qu# soit utile. Nous avons donc ensuite emgayn ensemble dchantillons plus
réduit (1 000échantillons au lieu de 10 000) afin de rendre la convergehee difficile. La figure 11
repiesente la performance des politiques apprises pow@rdiffes valeurs de Lorsque\ = 1, I'algorithme
est tes instable et @ere de mauvaises politiques car le nombrectiantillons est faible, ce qui rend la
variance de I'estimation importante. Le score oscille@ltiet 600 lignes par partie avec l&thode PF,
et tombea 0 avec la rathode RQ. De meilleures performances sont atteintes pautrés valeurs de.
Comme pour le proime de la cHae détats, on remarque quea plus d'influence dans le cas de la
méthode RQ. Apgs convergence, la meilleure valeur desembleétre 0,9 et avec la réthode RQ. La
politique correspondanté&alise environ 800 lignes par partie (rappelons ici que laigue initiale faisait
environ 250 lignes par partie).

Il faut noter que jusqul present, on ne peut pas comparer directementdssltats de LSPI ou LS|
sur Tetris avec d'autres approches d’apprentissage parcement (Tsitsiklis & van Roy, 1996; Bertsekas
& loffe, 1996; Kakade, 2001; Farias & van Roy, 2006; Ramon &eBsens, 2004étant doné que les
fonctions de bases progaes par Lagoudakis & Parr (2003) dans LSPI sont assé&xeliffes, et que de plus,
elles sont éfinies sur I'espace @tats-actions. Il serait cependanéirgssant de ré&dinir sur cet espace les
fonctions de base les plus utiiss de la litrature des travaux sur Tetris, afin d’avoir unedglus pecise
du suces de LSPI sur cette application par rapport aux autres approches.

Conclusion

Nous avons prop@ésl’algorithme LS\PI, une impémentation de\PI (Bertsekas & loffe, 1996) dans le
contexte des moindres cas. LS\PI géréralise LSPI (Lagoudakis & Parr, 2003) en y ajoutant le p&itaen
A de API. 1l s’agit & notre connaissance du premier algorithme qui optimisepatigque en ayant les
caracéristiques suivantes : compromis biais-variance, optmaisnethode du second ordre et off-policy
(c’est-a-dire sans @cessi de regrérer deschantillonsa chaque changement de politique).

Nous avons @sené un Esultat analytique original qui montre que les algorithaes/pe Policy Ilteration
optimiste avec approximation, tels que AF, ont une garantie de performance sceserve que l'erreur
d’approximation soit boree a chaque #ration. Meme si tous les algorithmesé&Valuation de politique
peuventétre utili€s dans un contexte cBitation sur les politiquede fagcon optimistel n'y avait jusqua
maintenant pas de garantie de performannetre connaissance, sauf dans le cas particulier dertigptie
le plus exteme ¢ = 0) qui correspona Fitted Value Iteration.

Enfin, nous pesentons de$sultats ex@rimentaux qui confirment I'influence desur la qualié de I'ap-
proximation et la performance des politiquesngrees. Nos @sultats empiriques sur deux pretries de
contidle optimal, une cHae détats et le jeu Tetris, montrent que les valeurs deermédiaires (diferentes
de 0 et 1) peuvent donner de meilleugsultats en pratique lorsque le nombredtiantillons est limé. Cela
peut s’aerer inéressant dans des applications d’apprentissage on-lofepailicy.

Perspectives

Avec LS\PI, comme avec les autres algorithmes du second ordre etutdisant un paramatre A, un
probleme qui se pose est de savoir quellethode choisir (FP ou RQ) et comment fixer la valeut\de
peut en effet avoir une influence cruciale sur la convergenagon de I'algorithme et sur les performances
obtenues. Les exdgniences suggrent qu'avec la iethode PF, il y a une plus grande plage de valeurs de
qui permettent d'obtenir de bonnes performances. Celarocomfa tendance selon laquelle l&thode PF
donnerait desasultats égerement meilleurs en pratique. Cependant, le€eg&pces sur Tetris montrent
gu’une fois que\ est correctement féx la meéthode RQ peut faire mieux que laethode PF. En outre, une
valeur cecroissante d& peut offrir le meilleur compromis entre la vitesse de cogeece et la quakt de
I'estimation. Kearns & Singh (2000) proposent unéethode analytique pouterminer la valeur optimale
de ) a chaque &ration dans le cas de TBY Il serait ineressant dtudier une approche similaire po\Pl.
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Annexes

A Preuve du theoreme

Nous donnons ici la preuve du &woeme 1, dont nous rappelons d’aborebné.
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Théoreme 1 (Borne sur la performance de Policy Iteration approck optimiste)

Soit un ensemble de poids positifs, ), >1, tels quéy ", .., A, = 1. Soit une initialisation quelconqug, .
Soit un algorithme &ratif qui construit la suitéry,, Q. )x>1 de la mangre suivante :

Thtl ¢ glouton(ﬂ'kﬂ)

Qri1 + Y An(Bryy)" Qk + €xta.

n>1
er11 représente I'erreur d’approximation, erreur commise en esttrizafonction de valeur dey, 1. Soite
une majoration uniforme de I'erreur : pour tayt||e; ||~ < €. Alors
2y

limsup [|Q" — Q™ ||oe < ———¢.
PR || HOO (1 __7)2

Preuve

Notations et icte gerérale de la preuve

Nous noterons

— by = Qx — Br,.,Qy l'erreur de Bellman,

— dp = Q* — (Qr — €x) la différence entre la fonction de valeur optimale eététQ,. (avant erreur),

— sk = Qr — €, — Q™ la difference entre I'éiré O, (avant erreur) et la (vraie) valeur de la politigug

— B =23,>1 A" (on pourra remarquer que< g < ).

La distance entre la valeur de la politique optimale et lawatle la politique courante peuéstire de la
mankre suivante :

Q" — Q™o = max(Q" — Q™)
max(Q" — Qr + €, + Qr — e, — Q™)
= max(dy, + s)

N

max dj, + max sy (13)

L'id ée de la preuve est de calculer des majorations, @ des,. Comme nous allons le voir dans letdlil,
les majorations que nous obtiendrorgpdndront toutes deux d’'une majoration de I'erreur de Bailby,
gue nous commencons par calculer.

Une borne sugrieure sur I'erreur de Bellmarby,

Commery41 est la politique gloutonne par rapp@rt)y, on aB,, Qr < Bx,.,Qk, Ce qui nous permet

Thi1l
de dire que
by = Qk— Br,,Qk
= Qp— B, Qr + B, Qr — Br,,,Qx
< Qr— BrQk

(Qr — €ex + €) — B (Qr — €k + 1)
(Qr — Gk) — By, (Qr — €1) + € — vPr €k

= Z)\ )" Qi—1] Z)\ Br,)" 7' Qr1] + (I = vPry ex
n>1 n>1
= ZM )" Qr—1] = (Br)" T Qr1] + (I — 7Py )en
n>1
= Y A(YPr)"(Qk-1 = Br, Q1) + (I = ¥Pr, Jex
n>1
= ) A(YPr,)"br—1 + (I = Py, ex
n>1

En utilisant le fait queP,;, est une matrice stochastique, on éuldit :

max by, < Z Any" maxby_1 + (1 +7)e = Bmaxby_1 + (1 +7)e.
n>1



JFPDA 2010

On en eduit par ecurrence que

k—1

. 1 )
max by, < Zﬁj(l—l—’y)e—ﬁ—ﬁkmaxbo = 1—1—7;6+O(7k). (14)
=0
Une borne sugrieure surd;,
Etudionsa piesent le termd,, et sonévolution.
dryr = Q" — (Qry1 — €k+1)
= Q" =) M(Bn,
n>1
= D Q= (Bry)"Qx] - (15)
n>1

Commer;; est la politique gloutonne par rapp@r@Q;,, on aB,- Q) < Br,,,Q, et donc

Q" — (Bryy)"Qr = Br+Q" — BreQp + B+ Qi — Br, Qi + Br, . Qk —
7( m+1) Qk + ( 7Tk+1)2Qk —...+ (Bmwrl)nil@k - (Bﬂ'k'+1)an
< Br-Q" — B Qi +vPr,,, (Qr — Bry, Qr) +

+(VPr )2 (Qk = By, Qi) + -+ (VPry )" (Qk — Bryy, Qi)
VP (QF — Qi) +
+ ['YPTrk+1 + (’VPMH)Q +.+ (rypﬂk+1)n_l} (Qr — BTrk+le)
= VP (Q" — (Q — €x)) — VPrre +

+ [PVPMH ('YPMH) ('VPTrk+1) 1} (Qk - BM+1 Qk)
= YPred), — yPre€ + [WP,,M + (VPrps )2+ o+ (VPr )™ e

CommeP,. etP,

Thk+1

sont des matrices stochastiques, on ek

max[Q* — (B, ,,)"Qk] < ’ymaxdk—l—'ye—l—(’y—l—’yQ—F...+fy”_1)maxbk

n

= ymaxdy + ye + ’yl max by.

En utilisant l'equation (15), on obtient l&currence suivante surax d, :

]- 78

= ymaxdy + ye + Tmaxbk.
Y

max dy4 < ymaxdy + ve + 2>:1 An {71_
n=

A l'aide de la majoration de I'erreur de Bellman obtenuégdemment&quation (14)) on enatluit :

=8 k
max d < ymaxdg + e+ ——————— (1 +7)e+ O(1Y),
k41 k (1*’7)(1*5)( ) (")
ce qui donne, en prenant la limite supeure,
. gl 1—8
lim sup max dj, < €+ { } 1+ 7)e. 16
pswpmaxd < ot T ) Y (o
Une borne sugrieure sursy,
Consicerons maintenant le termsg de I'équation (13) :
Skl = Qre1 — €y — QW’““
= Z )\n 7rk+1 ] (Bﬂ'k+1)OOQk
n>1
= Z)‘ 7Tk+1 ( 7TA+1) Qk] (17)

n>1



Least-Squares Policy Iteration

On peut observer que

(Bﬂ'k+1)an - (Bﬂ'k+1)och = (BTU«-H)an - (Bﬂk+1)n+1Qk + (Bﬂ'k+1)n+1Qk - (Bﬂ'k+1)n+2Qk + ...
= (’ypﬂk+1)n(Qk - B7\'k+1Qk) + (Vpﬂk+1)n+1(Qk - B‘ITkJrle) +..
= (’yPﬂ'k-H)n[I + ’ypﬂk-H + (’ypﬂk+1)2 + o }bk

Comme peccdemment, en utilisant le fait que,, . , est une matrice stochastique, on obtient :

k+1

n

max by.

ma‘X[(Bﬂ'k+1)an - (BT%-H)OOQk] < ,7n(1 +7+ 72 + .. ) max by, = 1’7

En utilisant I'equation (17), on en&tluit une majoration deax s :
1 " B
max Sg41 < —— Z Ay max by | = —— max by.
1- n>1 1- v

A l'aide de la majoration de I'erreur de Bellmaaduation (14)) et en prenant la limite @ujgure, on a

lizr;solip max sy = (l—fy)il—ﬁ)(l +7)e. (18)

Conclusion de la preuve

Finalement, revenond I'équation (13) et utilisons les majorations que nous vendstgehir pourdy,
(equation (16)) et;, (equation (18)) :

limsup [|Q" — Q™ || < limsup max dj, 4 lim sup max sy,
k— o0

k— oo k— oo
_ 0. [ v 5 .
i +_(1—7)2(1—5)+(1—7)(1—6)}(Hw'
_ [y =B+ (1 —-7)p .
“i +:<1—7>2<1—ﬂ>](””'
S— € i €.
T 1—n +_(1—7)2](1+7)

_ A=)+ 49,
(1—7)?




