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VECTEUR DE COURANT ET FLUIDES PARFAITS

EN AERODYNAMIQUE‘NUMERIQUE TRIDIMENSIONNELLE=*

Fadi E1 Dabaghi

Olivier Pironneau

"RESUME.

[y

Partant des travaux de Bernardiet Dominguez sur 1'unicité de la décompo-
sition d'un champ de vecteur en un champ dérivant d'un potentiel et un chamb
dérivant d'un vecteur de courant, on se propose d'étudier le probléme des con-
ditions aux limites non homogénes et les applications aux écoulements non visqueu:.
dans des tuyéres ou autour de voilures. » '

On donne une méthode d'implémentation en &léments finis conformes et des

essais numériques sur des cas nom portants.

ABSTRACT

——

Starting from the work of Bernardiand Dominguez on the uniqueness of a
stream vector for a divergence free vector field,'we propose to study the
boundary conditioﬂs and applications to inviscid flows in nozzles and around
wing structures. '

‘ A conforming finite element implementation is given as well as numerical

tests.

* Recherche subventionnée par le STPA (contrat N° 10850) Q’
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Une erreur s'est glisée dans la démonstration du Théor&me 4.2. Le résultat
A ' 2
‘ _ - ~
est correct 3 con?ltlon de remplacer |n nhlo,r par |/m [(n-n}) ]Io,P ol m est
1'interpolation P par les sommets. Par ailleurs on a oublié de préciser que
est la solution exacte autour du méme domaine que wh (donc  polygonal). La z

formule (4.22) est fausse et doit &tre remplac&e par

(4.22) |J wx (x, 0 )V dy| s [vxp| o]V G )| r"/“h((xh"”h)‘“h)zlo r
r s b ’

on remplace (4.23) par

2
4.23) |V DO m 1, oo ClV Ol o

Enfin (4.26) est remplacée par

a (w—wh’w-wh)

A

2 2
Ch ”ll’HZ,Q - a(xh"‘bh,xh‘\bh)

+

CEL o1ya b yop) 12| ey 2
b Xp¥h Xn Vn N C R P

2 /2

Cc"h

A

+ ¢ h a @by Ybp)

Remarque : Ce résultat impose un raffinement en h/h du maillage au voisinage

des ardtes de Q ou des "coins" pour avoir in-nhl en h/h.
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INTRODUCT ION

C'est un résultat bien connu d'analyse que d'exprimer un champ
de vecteur u,a divergence nulle, comme le rotationnel d'un vecteur de
courant Y. Cette propriété est trés utile en mécanique des fluides
bidimensionnelle car Y a seulement une composante non nulle et la dimension
du probléme est ainsi réduite. En dimension trois le vecteur de courant
n'a pas &té trés employé jusqu'a maintenant, sans doute parce cette trans-
formation ne réduit pas le nombre de variables comme en dimension deux

mais probablement aussi parce que u ne définit pas  de fagon unique.

Récemment plusieurs résultats nouveaux ont suscité un regain d'intérét
pour l'utilisation des vecteurs de courant en dimension trois. D'abord
Tobservation par les aérodynamiciens (Lacor et Hirsch [1], Sokhey [2], Papaillou
[3]) qua dans certaines configurations on peut définir un ¢ de fagon unique ;
ensuite et surtout les travaux de Bernardi [4] et Dominguez [5] sur 1'unicité
de Y lorsqu'on lui rajoute une condition de divergence nulle. Une implémen-

tation en é€léments finis non conformesa été proposé par Nedelec [6].

Le but de cet article est de proposer une implémentation en éléments
finis conformes de la méthode et d'é&tudier quelques applications
a4 l'aérodynamique en fluide parfait. Au paragraphe 1 on rappelle
la méthode et on &tend les résultats aux conditions aux limites non
homogénes. On montre ainsi que si Y n'est pas donné au bord alors la
condition de glissement du fluide implique la résolution d'un probléme
de Laplace-Beltrami sur la frontidre. Comme les surfaces avec angles sont

fréquentes on étudie aussi les conditions de transmission aux angles.

Au paragraphe 2, on applique les résultats de décomposition aux deux
problémes classiques de 1'aérodynamique : &coulement dans une tuyére,
écoulement autour d'une voilure. Au paragraphe 3 on montre comment les
résultats de décomposition peuvent 8tre utilisés pour calculer un correcteur
du potentiel transsonique dans le cas des &quations d'Euler stationnaires
avec chocs forts ; la méthode ainsi obtenue, concurrente de celle proposée

par Amara [7], généralise les cas particuliers envisagds par Lacor et Hirsch [::



et Sokhey [2]. Enfin au paragraphe 4 et 5 on présente 1'implémentation et
les résultats numériques d'une méthode de discrétisation par &léments finis

conformes d'ordre 1.




1. = LE PROBLEME CONTINU

Etant donné un champ de vecteur u, on se propose d'étudier la
décomposition.

(1.1) u(x) = Vo(x) + BUYE), ¥ x e QRS .
LAV] ny

Cette décomposition n'est pas unique mais on va chercher des conditions
sur ¢ et Y pour qu'elle le soit ; le calcul de ¢ ou de | sera alors un probléme

bien posé.
Pour faciliter 1'exposé on procéde par étape en &tudiant d'abord le

cas ou u.n est nul au bord du domaine Q de définition de u qu'on suppose

simplement connexe. Ces résultats sont sous-jacents dans Bernardi [4].

1.1. - LE CAS HOMOGENE

Soit Q un ouvert borné de R?, simplement connexe et de frontidre T Lipchitz
et C2 par morceaux ; n(x) désignera la normale extérieure 3 Tet sl(x), sz(x)

deux tangentes formant avec n(x) un repére orthonormé direct. On pose :

(1.2) H(V.,®Q) {u e LZ(Q)3 : Voau € LZ(Q)}
HEx,Q) = {uecl?@)> : vxucL2@)3)
H(A,®) = {¢ e BN (@) : 40  L2()}

LEMME 1
(1.4) v eH(.,Q) Vxv=0<=>V=v, ¢ecH,0Q
DEMONSTRATION

- 4

Cf de Rham [8], Bernardi [4].



LEMME 2
pen(a,) = 22 w2

ue H(V',Q) = u-n[r € H-I/Z(T)

wen@x, = uxal, e /203
LEMME 3 '
(1.5) J v.Vu dx = J"u.va dx + j u,{(vn)dy Wu, v € Hl(s’z)2

Q Q . r : . .
(1.6) . J weu dx = —J ueVw dx +'J uen wdy | VueHWR), WE‘Hl(Q)

.. Q Q T

DEMONSTRATION
(1.7) v.Vxu dx = eijk Vi dx 13k Vi, u, dx

Q Q Q

Le lemme 2 se déduit de (1.5) et (1.6).

LEMME 4 - Si T est Cl, et C2 par morceaux, on a

Vv, v dx +.J' E——-<dy

(1.8) J W.Vy dx = J VP, V=< v dx + j
Q Q r

Q

¥ Y, v e Hio(Q), oli R est le rayon de courbure moyen de I' et

1 . 17 .3 ] = - .
(li9) on(Q) = {veldH (D :v »nlr 0} |

DEMONSTRATION
On part de 1'identité d'opérateur

(1.10). =AY = Uxyx) - V V.Y WY

qu'on intégre par partiessur Q2 apxés multiplication par v :




(1.11) J W)Vvdx—[ %Z—.v dy=J'V><&P V><ydx+f V. y>n dy
Q r Q ' r

+ J VoY Voy dx - I V. v.n dy
Q . 4T

W, v e Hl(Q)3

Lorsque v>n et Y~n sont nuls au bord il ne reste qu'une intégrale sur T

au second membre :

(1.12) j (—g%.v - V. v.n)dy
r

Puisque Y>n est nul, Y est porté par la normale. On &crit V.Y dans le repére
2 . - ’ .

(sl,s ,n) formé par les tangentes et la normale des courbes ausculatrices 3

I' (i.e. ayant une normale principale &gale i la normale n & I'). Soient oy et

Oy les deux abscisses curvilignes. Si Y est régulier on a :

. i
(1.13) vy - W B L W 2 B, iy 88T L

1
. . _)o
on- 3% a% Boi 3%- ﬁ R2

Le lemme est donc vrai pour Y régulier et s'étend par densité i tout V]

s gl
appartenant i HXO(Q).

LEMME 5

Soit  simplement connexe et Fi les composantes connexes de sa frontidre :

(1.14) V= 0, V.Y =0, J bemdy =0 vi, Py =0 > y=0
I, r

DEMONSTRATION

D'aprés le lemme 1 il existe ¢ tel que

1.15) Y=V, M=o, 2L

=0, j =1,2,¥i.
qu IF ‘

i



On doit donc avoix
(1.16) ¢|Fi = Ki’ constant.
Mais

_ _ 3 . 1 'J 39
1.17 0= .ndy = 24y == d
(1.17) Jr' ¥.ndy Jr an TR, ¢ Y

i _ L i

donc
09 . 2 : :
(1.18) 0= ¢*§— dy = |V¢| dx = ¢ constant dans
r en Q :
LEMME 6

. m -
Soient {Pi}i=l les composantes connexes de T.

¥ £ ¢ L2(Q) avec J £ dx = 0, 11 existe {Ki} tel que
Q

(1.19) - A = f, =k, = j D ay=0 ¥

r on

i.

¢
Ty

DEMONSTRATION

On définit ei'et ¢9 par

(1.20) -t =0 ot =5
. ij
J 8
(1.21) - 8% =f ¢°p =0
Alors
o D% J
(1.22) o=¢°+EK, 6
1 3




(1.23) I -"’—‘ﬁdy=f'§9édy+zx,j: 29 a4y
T, -t 3Jp, om

on ~ Pn j 9
i i i
3¢° £ 309
= j 5 dy + L K, J 5] e dy
ri n 3 r n
O ’ s
—J —g—g—dy+ZK,J vel veday wi
r, oo Q

On a donc un systéme lindaire pour'{Kj}. D'autre part d'aprés le théoréme

des traces et 1'inégalité de Poincaré on a

A

(1.24) J (¢ --L J ¢d7)2 dy
r r

1 2
T cm--——jr sav[1] g

T

A

¢’ J |vo|? ax.
Q

donc

(1.25) LK, - IKy/m?= J ($=9° -~ J (6-6°)dy)? ay
i 41 T ir| /r

Sf V(6-6°)|% ax = = K, K, Ivei ved ax
Q - , 3 g

Le systéme linéaire en K (1.23) est donc positif défini dans Rm-l. La

condition de compatibilité pour f vient de la formule de Green appliqué avec
¢° et 1. )

LEMME 7
1 3 S _
veH )7, v><n|F =0 => (VXV)'an =0
car :
j (vxn)eVw dy = J (Vxv)en w dy Vwe:chQ)
r r
DEMONSTRATION

Le lemme 3 donne



(1.26) j T(Vy), Vw + w V. (Vxy)] dx = J (V=y) .nw dy
a . v

r

Le lemme 3 donne

(1.27) J [(V=v) . Vw

vx VW] dx = J y>xn Vw dy
Q T

Finalement” on obtient

(1.28) J v>n,Vw dy J (V=y) .n w dy ¥w € HI(Q)
r ' T

THEOREME 1 (fondamental)

. ' - . s 2
Soit 2 un ouvert borné de R3 simplement connexe de frontiére C~ par morceaux,

Soit u un champ de vecteur dans LZ(Q) avec u'n = 0 sur I', et Veu = 0

dans Q.

Soit Y la solution du probléme variationnel :

(1.29) (V) + (VoY,Vov) = (u,Vv) ®v eV ; VYeV
V= {vigveL2@), Vxvel?@?3,

v X an =0, JT ven dy = 0 ¥l composante connexe de r}

alors

(1.30) u=Vy , V=0

DEMONSTRATION

En pfenant v égal & V¢ eV dans (1.29) on trouve

i
o

: . (
(1.31) (V.y,09) = 0 ¥ e HZ(Q), ¢lr = constante,eri~%% dy
i .

donc d'aprés le lemme 6,V+y est nulle. Alors (1.29) implique ’




(1.32) V< (Vp-u) = 0 dans @' (Q)
Evidemment on a aussi (cf Lemme 7)
(1.33) V. (Pp-u) = Q, (wa—u).n’r =0
Grace 3 (1.32) on applique le Lemme 1, puis (1.33) :
" a9 ©
(1.34) Vap-u = Vo, fp =0, 28| =9

Bnlf

V¢ est donc nul, d'ol le résultat. -

Remargue

D'apr&s le lemme 4, (1.29) peut 8tre remplacé par

(1.35) (V9,Vv) - Jr % Vv dy = (u,Vv) Vv e Hio(Q) DY e x&io(sz).

Si 2 est convexe, simplement connexe, borné de frontidre Lipchitz et C2

par morceaux, le probléme (1.29) admet une solution unique. Si 9 n'est pas

convexe la solution, si elle existe, est unique.

DEMONSTRATION

On considére le probléme d'optimisation
1.36) g Fal,) - (u,9)
avec
(1.37) a(P,v) = (V=p,V=v) + (V.9,V.v).
Lorsque Q est convexe, R est négatif et d'aprds (1.8) on a
9017 < 19xy]2 + [vey)?

s 2 .y~ . 2 . .
Cette in&galité s'étend au cas I C par morceaux si { reste convexe, Par ailleurs,
’

l'ihégalité de Poincaré S'dpplique sur V, donc a(e,*) est V-elliptique.

10



Enfin a( , ) est un produit scalaire sur V car
(1.38)  a(P,y) =0 => V=0, V.Y =0
.et.d'aprés le lemme 5 ¢ doit &tre nmul. B +

. La fonctionnelle minimisée est donc quadratique strictement convexe, continue,

et vaut +o 3 1'infini : le minimum existe et est unique.

Remarque 2 :

-

On a cherché  relier V a H(V-,Q) qnH(x,Q) et non pas a HIGQ).'Ceci'ést
justifié par le fait que a(+,*) est continue sur V méme si Q n’est.pas convexe.
Si Q n'est pas convexe V n'est pas, a priori un sous espace de LZ(Q). Cette
difficulté n'existe pas en discret.

THEOREME 2 (premidre décomposition)
Scit © un ouvert.borné simplement connexe de R3 de frontiére C2 par morceaux.

Soit ue LZ(Q). La décomposition

(1.39) u =V + VxE
est unique si on prescrit I € V 3 divergence nulle i.e.

(1.40) Vel =0, IX nlr =0, J Ten dy = 0

T.
i

et ¢ et Z sont les solutions uniques dans Hl(Q)/R et V respectivement

des problémes variationnels suivants :
(1.41)  (F,W) = (u,%w) Vu e H(D/R; ¢ cH (@/R

(1.42) (<5, Pv) + (V.5,V.v) = (u,Vw) ¥veV; IeV. [

DEMONSTRATION

Soit ¢ la solution du probléme (1.41) ; c'est-a-dire
(1.43) =~ A = V,u dans Q -291 = u.n

: ' > on'T :
Ce éystéme, comme (1.41), détermine ¢ i une constante prés et implique

(1.44)  V.(u-99) = 0 dans @, (u-V$).n|, = O.



On applique le théoréme 1 au champ de vecteur u-V$ ; il existe donc I dans

V tel que
(1.45) w6 = V5 V.2 = 0 dans @,
(1.46) (V<E, V) X + (V.I,V.v) = (u-V,Vxy) ¥v e V

Ceci démontre le théoréme puisque(V¢,V=v) est nul pour tout v tel qﬁe
v<n = 0 sur I'. L'unicité de la décomposition vient de ce que I X nlr =0 et
(1.39) - implique (1.43b), implique ¢ unique dans HI(Q)/R.

Remarque 3

Si u est le éhamp de vitesse d'un fluide, ¢ est le potentiel vecteur
et I la partie "rotationnelle" de la vitesse., Ainsi si le champ est presque
irrotationnel, I sera petit puisque ses conditions .aux limites sont nulles:;
nous utiliserons cette décomposition pour calculer la correction rotationnelle

d'un écoulement transsonique & choc fort. ' ‘

Remarque 4

Le probléme (1.29). s'interpréte par

(1.47) = &Y

V>u dans @

(1.48)  Y.st

i

’ 2 d 1
0, v.s? =0, 3%'.n -l Y=o

Il s'agit donc d'un probl&me mixte Dirichlet-Fourier vectoriel, les
composantes étant couplées par les conditions aux limites, (sauf si Q est

un parallélépipéde rectangle).

1.2. - LE CAS NON HOMOGENE

On se propose maintenant d'étendre le théoréme 1 au cas u.n # 0 sur r.
Pour cela on va procéder par translation, c'est-a-dire qu'on va chercher

P° tel que
(1.49)  ¥U°-u e H(V.,Q), (W®-u).n = 0 sur ', V.p° = 0 dans @

. PR ‘ . . . . [o]
La derniére condition n'est pas indispensable mais elle permet d'avoir y-i

dans V,

»

12



En coordonnées locales sur T (1.49) implique

, 0 o
(1.50) —BL .s2 L .s1 = u,n sur [
0 90

A
N

o o o
(1.51) %ui—.sl+%—w——.sz+%—.n=0
ql 02 on

Enfin puique ll,io est une translation de Y il est logique de garder la

compatibilité avec (1.47) (1.48) c'est-a-dire d'imposer

o : Bwo 1l o o
(1.52) ~-AY” = 0 dans Q, —é;l—.n—iw.n=05url‘,lp-s

On peut alors réécrire (1.50) et (1.51) sous'la forme :

2

V0 2 o 1, _
(1.53) 9<ﬁ W .s") - 802 (W".s) =un sur T
(1.54) == @°.sh) + == (@°.6%) = 0 sur T
801 3(5
car
’ 2
(1.55) _3_5."___a_§i=o a_sl+_a_s_2=£1_
8% B% a% 8% R
Par ailleurs, (1.54) suggére de poser
(1.56)  wP.st = 2L o P29
. 8(5 30

de telle sorte que (1.53) devient

2 2

(1.57) 83 + 9 g = -u,n sur [
2, ao§

on énonce le résultat :

13




Soit u ¢ L2 () avec V.u = 0 dans Q. Si dhaqug morceau I.‘i simplement
connexe de I' est C2 alors la solution Yy du probléme variationnel ci-dessous

satisfait a

(1.58) =V, V.g=0
(1.59) (P, V) + (Vg 0v) = (u,w) ¥ ev; v=0° eV
ol

(1.60) %= ALt - 24 %) sur T
A )

et ol q est la solution du probléme de Beltrami

929 + 92q - u.n sur I

(1.61) 8012 8022 B

DEMONSTRATION

On suit la démonstration du théoréme 1. En prenant v = V¢ dans (1.59)

on montre que V.Y est nulle. Le reste de (1.59) implique ¢

(1.62) Vx(V<p-u) = 0 donc Vj-u = Vo et & =0

enfin en se servant de (1.60), (1.53) et (l.61)

99 _ cun = o9 gl % 2y 2 2 8¢ 1 _3q 2, 1 .
(1.63) e wa.nu.n—acl(aczs.—acls).s —802(8025 acls).s u.n

Donc W est nul.

Remarque 5 _
Seul ll)olr intervient dans (1.59). La détermination de xpo d 1'intérieur de .

Q2 n'a pas d'importance.

14



_ Enongons maintenant ce résultat sour forme variaticnnelle.

THEOREME 3

. Sait Q un ouvert Borné simplement connexe de R" de frontiére C2 par morceaux.

Soit ue LZ(Q)Aavec Veu = 0 dans Q, JF u'ndy =0 ¥ Pi composante connexe de T.

1

7

Soit q une solution du probléme variationnel sur T :

(1.64) JT‘(Vq.Vw - gﬁ- %%) dy =lJ£ u.nwdy  ¥we Hab(ﬂ) ; qQ € Hiégﬂ)
soit Y la solution de' | )
(1.65) _ (wa,VXv) + - (V.y,V.v) = (p,V><v) VW eV ; Y+nxVg eV
alors
us= V< ; V.y = 8
DEMONSTRATION )

gt st roy P B U St i i B,

On démontre comme dans la proposition 2 que
(1.66) Vg =0, u=Vy+ Vo, Ap =0,
D'aprés le lemme 6 et les &quations ci-dessus :

(1.67) J Pxn Va dy=j
T

r

w V>y.n dy = J w(u.n-Vé.n) dy
r

mais d'aprés (1.64) et le fait que Y>n &gale —(ﬁqu)xn sur ', on a

(1.68) I w(u.n-Y¢.n) dy = J (Vq-Vq.n n) Vw dy = J VqVw - %ﬂ_ %ﬂ dy
r r ' T n n
3
= j u.n wdy, ¥we HIZ(Q)
T

_ Donc 99/0n est nul et ¢ est constant.




Remarque 6

Sur les parties réguliéres de I', (1.64) redonne (1.61) mais aux passages

de ligne I de discontinuité de n on a aussi (on suppose u*n régulier)

n

(1.69) jz [-g%v—,a%q_:]wdy J[(Vqu -9 dwy P29, B2qy.q g

rzo g ad

0, ¥ w régulier.

]

Iei Vet V7 désignent les normales & I dans.T. Donc ¢ et %% sont continus sur

L. On vérifie aisément que nxVq est alors continu sur I.

@

- Figure 1 -

Remarque 7

Si u = (1,0,0) ¥ x¢ ﬁ'alors‘w = -x3e2 est solution de (1.65) mais q
n'est pas identifiable analytiquement sauf cas particulier, par exemple si T

est une sphére on a

~

“q = uen r

16



'THEOREME 4 (deuxiZme décomposition)

. : P, s < 2
Soit Q un ouvert borné simplement connexe & frontieére C” par morceaux.

.Soit ue H(V+,Q). tel que

( o
(1.70) J umndy=0 ¥ I,, composante connexe de T'.
r

i

. La décomposition
(1.71)  © u = U)o+ Pp
est unique si on,presérit

(1.72) u.n = Voo sur T, V.9 =0, J Y.n dy = 0,
) ;

i

et | et p sont solutions, respectivement de (1.64), (1.65) et de

(1.73)  (%p,%) = (Vou,w) ~ ¥u c HA(Q/R ; peh @)/R

DEMONSTRATION

‘Ayant défini p par (1.73) on applique le Théor&me 3 i u-Vp.

Remarque 8

Dans cette décomposition Y est le vecteur de courant si V.u est nul

et p est le correcteur si V.u est petit.

2. - APPLICATIONS : ECOULEMENT IRROTATIONNELS

Donc si les conditions aux bords sur yxn sont non homogénes, il faudra
résoudre un probléme auxiliaire du type Laplace-Beltrami sur F.'Cépendant, nous
allons_exéminer en détail deux cas d'écoulement incompressible irrotationnel oil

le calcul de q n'est pas nécessaire.
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2.1. - ECOULEMENT PARFAIT IRROTATIONNEL DANS UNE TUYERE

Soit 9 un domaine en forme de tuyére ayec une bosse comme sur la figure
2. Les sections d'entrée Fe, de sortie FS et les deux murs verticaux Fv sont
plans, le mur horizontal supérieur Ph est incurvé , le mur horizontal inférieur

Fb a une bosse,

On cherche u,y tels que
2.1) Vau =0 Viu=0,u="Vgdans Q
v uniforme 3 1'infini amont et aval et u.n nul sur les 4 murs latéraux.

On va donc appliquer le théoréme 3 mais sans calculer q et en prenant
nxVq = y° compatible avec les conditions 3 1'infini (c'est-a-dire sur les sec~:

tions d'entrées et de sorties)

(2.2) Vlr Lp = (07w,
e s

xy-1(x)

h(xl)

(2.3) w°|rb (0,0,0), V° lr = hnr e2 y° lr = (0,-u h , 0)

car les conditions (1.53), (1.54) sont vérifides localement sur [ et wo est
continu.tant que l'entrée et la sortie de la tuyére sont a angle droit avec

les murs. Pour une tuy&re générale, il semble qu'il faille calculer q.

2.2. - ECOULEMENT PARFAIT AUTOUR D'UNE AILE

Considérons une aile T dans un écoulement limité & 1'extérieur par
une enveloppe T ; soit Fp un plan de symétrie de 1' aile et de 1' ecoulement
eventuellement, (figure 3). Soit (O 1) 9%y Xg ) un repére tel que (0 xl,xs)

soit dans le plan de symétrie Pp.

18



- Figure 2 -

- Figure 3
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Pour avoir un écbulement symétrique par rappert & Fp il faut que Y

soit une fonction impaire de.x2 ce qui impose

o—
(2.4) wz = 0 sur Fp

Les conditions aux limites sur Y sont donc

' o _ o _ | o _ A
(2.5) - Wy )y>n=0sur T, Y = (—u3x2{0,—u1x3) sur T v rp,w|rs =0
La derniére condition vient du théoréme 3, S$'il n'y a pas de plan de
symétrie il suffit de travailler sur le domaine complet et de retirer les

conditions sur Fp.

Dans les cas portants V<u est non nul sur une surface I rattaché

au bord de fuite ; sur £ on a les conditions suivantes (figure 4) :

\

(2.6) Vau = 0 => u.ny continu
(2.7) pression continue ==> |uHZ continu
(2.8) - Vxu constant sur les lignes de courant ;

Ceci implique que Vxu sur I est un vecteur de Dirac et par application

du lemme 3.sur une petite boule de centre x on trouve
: + -
(2.9) V*nlz = (u -u )an 62

+ - ~
La surface Z contient donc u et u en tous points oli u est discontinu.

D'aprés le théoréme 3 le probléme 2 résoudre est

(2.10) (T, V) + (V.9,V.v)

( -
- J w.v dy ¥v e V 3 w-wo eV
. z

ol wo est donné par (2.5) et ol w est un champ de vecteur connu sur I.
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La condition de Joukowsky (2.7) est ajustée par w : on suppose les
4

ey~ ,
lignes de courant (paralléle a Z ;u ) connues sur I et on prend w paralléle

a ces lignes, de module constant sur chaque ligne ajustée pour satisfaire
" (2.7). Il faut ensuite itérer sur I et ses lignes de courant par la solution

de (2.10). :

3. - EQUATIONS TRANSSONIQUES STATIONNAIRES

3.1. - EQUATIONS DE BASE

3.1) Ve(pu) = 0

(3.2)° V.(pumu) + Vp = 0~
R Y, |42y 2
(3.3) V- Loutg 1t Fh°1 =0

21




(3.4) p=Cp e

Notations

: vitesse

¢ pression

= 1.4, Cy : chaleur vol. spec.

-

u

P

p : densité
Y

s : entropie spécifique
C

¢ constante numérique.

Définitions ¢
(3.5) w = Vxu Vorticité
=12 Y P Enthalpie
(3.6) H 7 u T 5
3.7) S = exp (s/Cy) Entropie modifiée

3.2. - EQUATIONS SUR w EN DEHORS DES CHOCS

On remplace p par (3.4) dans (3.2) et on utilise la: formule

) 2
(3.8) V.(pumu) = puVa = - puxVxu + Q \7%
(la premiére égalité est diie 4 (3.1)).
On obtient
Juj? Y

(3.9) -~ puxw + p V 7+ V({p's) =0
D'aprés (3.6)
(3.10) v |—“-|2= VH - L= Rooys - Xy Y‘l;)

) 2 -1 9 y-1 P
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mais d'aprés (3.3) si l'enthalpie est constante 3 1'infini, elle est

constante partout.donc

ol
(3.11) + P uww + 7_—VS=O

[

Il reste & multiplier vectoriellement par u et & utiliser la formule
2
(3.12) ux(uxvw) = - |u| w+ (w.,u) u

pour obtenir qu'il existe A tel que

of -1

o oty
(3.13) w=Apu + oo1 lulz < VS

le vecteur A est déterminé par le fait que (3.5) implique

(3.14) Vaw = pu V ) + 7£_1 v. (o7t u_ng): 0
u

on remarque que (3.11) implique

(3.15) u.VS = 0

Les données d& 1l'infini amont et les conditions de Ranquine Hugoniot aux chocs

(3.14) (3.15) permettent donc de calculer S et A.

3.3. - EQUATION SUR p EN DEHORS DES CHOCS

Reportons (3.15) dans (3.9) multipliée scalairement par u :
' . u 2 -1
(3.16) pu V |[5] + 8 o7t u.Vp =0

c'est-a-dire encore



2
(3.17) Wil e % =0

qui s'intégre en

(3.18) o= & l8l” x 1

3.4, - EQUATIONS POTENTIELLES AVEC CORRECTION
On pose, conformément au théoréme 2

(3.19) u= Vo + U=y

(3.1) et (3.5) deviennent

(3.20) UxVUx) = w

qu'on résoud par

(3.21) V. (pVe) = - Vp, V=

5.5. - RELATION DE DISCONTINUITE AU PASSAGE DES CHOCS

Les - &quations (3.20), (3.21) sont wvalables au sens des distributions
sur les lignes de chocs droits (discontinuité de u.n seulement) car u>n est
continu et donc V><u est défini d'une part, d'autre part pu.n n'est pas
discontinu,

Les équatiens (3.13) et (3.18) sont locales ; elles sont valables &

droite et 3 gauche des chocs.

L'équation (3.15) n'est pas valaBle sur la ligne de choc.; on l'a

remplacé par la condition de Rankine-Hugoniot

) 1 v+ 2 2 Y
(3.22) S, = 5. &y 2y m” ~y+1) 5 *y-1)

m
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avec, n _ étant la normale avale au choc :

- 2 :

u.n ‘ : -

(3.23) mf = l——iil af =y -Ei
a” ¢

L'équation (3.14) est conservé sur le choc au sens des distributions

puique w doit &tre a divergence nulle;

3.7. - CONDITIONS AUX LIMITES '

Sur le corps I‘1 la condition de glissement u n = 0 peut s'@crire

sur ¢ dans (3.19), ce.qui impose i ¥ xn sur I

—ai = ]
(3.24) 5 [1,1 0, lll><n|1..1 0,

A 1'infini amont qu on doit avoir :

. . 3 o
(3.25) - 3= | =ugm, Paln =0,
on ‘P r

ou

(3.26) SIF donng, co-n|P donné (pour calculer A), plr (pour calculer K)

A 1'infini aval Fma on ne prend que (3.25).

ALGORITHME ITERATIF 1

00?

2
: 0o 1
0. 0 =0,5° =5, Tpve® =0, o= Bl YL 0l
YS

Pour m_ = 0..M faire

1. umus™l o0+ (3.22)
m m+1l
-1 WY
2. oo Yf—l e B (oL e,
o [u™]



. : m) y-1 o ,
m+l _ ,m+l m m p u m+
3- w == )\ p u ~ Y—'l Iumlz x VS
L, vaxwm+1 = wm+1 (par la méthode décrite au Théor&me 1)
2 A
) 1 ] | | - -
5. Vo(|wsty™ % = 9™ .09 avee p(fu]) = (x- 81 =l vl
L2 ¥s
m+l,” 1 .
: 6. pm+1 = (K- Ju I :y-l ) y-1 avec um+1 = V¢m+1+V*wm+1
2 m+l
YS
Remarque 9

Les cas envisagés par Lacor-Sokhey corresbondent arEDO

4, - APPROXIMATION ET IMPLEMENTATION

4.1. - DISCRETISATION

On va résoudre numériquement, avec une méthode d'éléments finis
conforme, le probléme (4.1) avec une condition au limite non

homogéne.

> 1 3 .
Trouver ¥ ¢ (H (R))~ vérifiant

4.1) @XP,Txv) + @), 720) = (Bxu,v)  Wel @)

~

yxn| . = g

P
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L]

Soit T?h une triangulation régulidre de § avec NT tétraddres, et NS

sommets qJ (NI sommets internes + NF sommets fronti&res). Soit ni une approxi-

]

mation de la normale & T au sommet q”, de norme 1. Soit

(4.2) v, = (v e @)’ e @) 5 vi@)xul =0

;leeq]

¥q? sommet de T ; J ven dy = 0}

r.
i

Soit wl(x).une fonction c"ontinue,IPl par morceaux, telle que
i, 3y 2

(4.3) wigh) = 8

On définit la base de Vh comme suit :

I . >
w (x)e2 si 1 est interne ou ey est un vecteur de base

(4.4) ’ vl(x) = canonique deIR3 et 2 =1,2,3
ﬁl(x);; si i est fronti&re avec
(4.5) whx) = wix) - J wh(x)dy / J dy
Tia) T )
(4.6) | j(i) = indice tel que qle Fj(i)

]

Le problémeA(A.S) discrétisé devient

Trouver wh vérifiant

(4.7) (walh,vxvhk) + (V'l})h,V'Vh.) = (Vxu,v,)
Vvhth
ol
“.8) o = T e v, I ofteont - wtwehxal

i interne i frontiere

THEOREME 4.1 : Le probléme (4.7)-(4.8) admet une solution unique.
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DEMONSTRAT ION

- o o e e o s T e S S

Comme pour le Proposition 1 du chapitre 1, mais maintenant on n'a plus

besoin de 1'hypoth&se () convexe, puisque whe Vh = whe quQ),

Remarque 10
Dans le cas ol I' a une seule composante connexe, il n'est pas indispen-
sable d'utiliser ﬁl, on peut utiliser wh. En effet v, est modifié d'une constante

h
et cela ne change pas (4.7).

4.2. - ESTIMATION D'ERREUR

THEOREME 4,2
.Soit wh la solution du probléme (4.7) et ¥ la solution du probléme (4.1),
alors pour une constante C indépendante de h on a, si |n—nh]o P:50(h3/2) et si
9’
Iwalw’r est borné :
) 2 2 2 2
(4.9 (Vx5 o *+ 17 @) [ o < eyl o .
DEMONSTRAT ION
La solution du probléme continu vérifiant
(4.10) -AY = Uyu,
on a :
(4.11) J -AY w dx = J (VX Vxw + VeVew)dx + J (Vxpewx n =Vep wen)dy
Q Q r
Posons
(4.12) A a(p,w) = J (Vxp Vxw + Ve Vew)dx
Y’
Alors, comme Ve = 0, on a
(4.13) a(,w) = (Vxu,w) - J Vxyenxw dy VW(EHI(Q)3

r

tandis que, par définitionAde wh
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(4.14) a(wh,wh) = (qu,wh) the Vh.

On fait, maintenant, le calcul suivant :

a(w;wh,lp'lbh) = a(lP‘Xh,ll"Xh) + Za(w-whsxh“wh) - a(lPh'Xh"Ph‘Xh)

4.15) 2+ | 205 ) T o = )
V'Xhe Vh

Prepons poﬁr Xp l'interpolé de ¢ au sens suivant

C(4.16) om0 =1 nti1 ayen)

(4.17) Xh = g><nh +dn,  aux sommets qi de T

ofi A est défini par .

CG8) Ty =gxn+An

Comme

. _ _ _ _ i
(4.19) (lp—)(h)|qi =[gx (n nh) + A(n nh)llqi ¥q -sommet r
(4.20) _ (w-xh)l ; =0 .VqJ sommet interne
q .
. L s . < . ' : 3/2
si ﬂhw désigne 1'interpolé de |y, et comme, par hypothése, In-nh|° r est O(h )
’
on a
a2 = omull | o + < llex@enp ) aony) |
h’ h B h"'" 1,0 /e " "h h"" o,T
(4.21) - A '
<

callvll, g

Enfih, majorons le dernier terme dans (4.15)
P A
(4.22) ]JP R Og%) 0% b dy| s Il Dol el

et comme xh—wh est de moyenne nulle sur [



(4.23) Xpplo,r = CIVOGU L o

Il reste 3 montrer que cette quantité est bornée ce qui nous oblige a démontrer
que a est coercive mn:Vh. Pour cela on fait le calcul suivant :

’vghlz - a(gh’gh) = J (VXEh)-ghxn dY
r

(4.24) < Peyly plenly,r < F 19,00 o
< TaE.E,)
Donc
(4.25) IV(xh—wh)li,Q < 6%' * Dalx, X, )
Finalement avec (4.21) et (4.2#), (4.15) devient
(416)' ‘aowwwwwm)smFuwniQ-(bﬁnxnﬂqJNmeJ,Cé%+ U)auﬂwhmhwh)

Comme a(Xh~¢h,Xh—wh)2 0, il suffit que |nxn

hlo /b tende vers 0 pour avoir le
, A

résultat. Or
4.27) i xn [ = [fnx @n,) | < [ln - n |
d'oli le résultat.

Remarque 11
Le choix de n, est guidé par (4.9). Toutefois il est important de remar-

quer que si on prend

(4.28) nl = . n aire (T )YAS) aire (T,)
"o Sel) Tk 1.5(q}) .

alors wh = {0, x3,0} est une solutlon exacte du probléme discret (4.7)-(4.8)

avec 8(q1) = {0,-x (q ), 0}><nh et Uxu = 0,
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En effet
| ’ _ 1
(vxll)h vxvh) + (v ‘ph,v Vh) - Jr(e X n) Vh
. aire(T,)
(4.29) - = I v i, elwxa —%
: ' el h T, o{q*} Ty
93 k
= z ‘vi (elx nij =0
i h h” .
qeT .

.

i o s i
car vp est paralléle 3 n .

Cette remarque est déterminante pour les problémes extérieurs 3 &écou-

lements uniformes a 1'infini-car les té&traddres ne sont jamais petits 3 1'infini.

5. - MISE EN OEUVRE INFORMATIQUE

" On préfére faire une translation et poser Eh = wh~w§ ol w; est le
troisiéme terme dans (4.8).

A partir de (4.6),(4.7) et (4.8), on va construire la matrice gouver-
nant le systéme linéaire i résoudre, soit M cette matrice et £ le vecteur in-

connu

NI NI NI NF
JARNAN

/1

N

/N
\ 4
N
%
A\
\\ 4

2

=
=z
=~

NI C Myy if

=1
H
AN

=
K
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(3>NI+NF)

On aura 3 résoudre dans R le probleme d'optimisation suivant :

(5.1) Min {% £* ME - BE} o@i B sera donné par le second membre.
Etudlons en détail 1la forme de M. Pour ceci, reprenons (4.7) en prenant Vb (x)

= v (x) défini par (4. 6) On suppose que I' a une seule composante connexe.

Forme de M, ., M et M
—_— i

if £ °

Si i est interne, (4.7) va nous donner la ligne de M correspondante au iéme

sommet interne :
(W€, 7)) + (V.E,V.v%)

mais vi(x) Xnﬁ[r = 0 et en appliquant le lemme I.4, on trouve

(VE,Vvi) Vvi € V., i interne.
h

V€, vy + (9.8,7.vY)

iJ(vW Oy + 5 a3 np(VW L 9ed)

3 1nterne j frontiére

(cf. (4.8))

et ceci est vrai pour p =1, 2, 3 (i.e. 3 composantes de M

11» Migr Mgy

Forme de Mff :

s e i iri
au iéme sommet frontiére : v (x) = wn

(W&, vwh) + (Vg vvly =

5 [(Vx(ggwj'zp),VX(wi;i)) + (v..(ggwjzp),v.(wiﬁi))]

j interne

" 1 [wx03GD) wxedah)) + @ adedidy, v wlih)
j frontiére
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Les éléments de Mff sont donc dans la deuxi®me sommation ; on peut les

réécrire :

(nad) (@, Wd) + 07 0l 100,072 wj')-(alwi,azéj)]
+af ol (29,0 wj);(alw-i,a3wj)]
+ n’ nd [(alwi,lazwj)-(azwi,ale)_]
+ ol o [(a3wi,azwj>-(azwi,a3vrj}]
+nl ol 10w, wj)—(a3wi,81wj)‘]

+ ko3 [(azwi,a ‘wj)—(83wi,32wj)]

Par souci d'alléger 1l'écriture, on pose : a

i_ 3
ij (Vw,Vw)

_ i j i
bij = (azw ,ale)—(alw ,azwj)
g . i .
cy5 = (83w1,81w‘])—(81w ,asw-")
. . i .
dij = (33wl,32WJ)-(32w ,a3w3)

]
1
o

on note que b,
1]

ji
C..V""—C..
ij ji
d,., = -4d,,.
ij o3l
b,.=c¢,,=d,.=0
ii ii ii
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La forme de M est résumée sur la figure 5.

Le second membre Bf se calcule 3 -partir des formules classiques sans

difficulté.

5.1. - ALGORITHME UTILISE

On veut résoudre (5.1 ) par une méthode de Gradient Conjugué

précdnditionné par la diagonale..

Soit
E(z)=%thszz
(5.2) (G(Z) = MZ - B

E(Z+ B =5 (Z+ o0 - 4z + oH)

ol h est la direction de descente.

On préconditionne G(Z) par la diagonale de M i.e.
G,.(Z) >~ G,(Z)/M, .
J( ) J ) 33

et p est le "pas" que 1l'on calculera i chaque itération pour avoir une

descente optimale, on résoud :

3
(5.3) 55 E(Z+pH) = 0
on trouve
}f MZ + BH
(5.4) p=- S
H MH

En remplagant (5.4) dans (5.2) on obtient :

(5" Mz + BB®)?
2 H* MH

(5.5) E .. = E®) -
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ALGORT THME

- — e et s e e e e

0.0  Initialisation de z°,E(z°),u",[6°| = 1, p° =0, p

0.1 N iter = nombre d'itérations
1.0 a=20

1.1 n

n+l ;3 si n > N iter aller 2.0

1.2 calcul de G" et IGn|

n2
. n _ |G
1.3 calcul de y© = ~—1.
- |61
14 si(n=1ou pnél s @) alors Y= 0

1.5 =6+ Peptt

1.6 pn = Arg(Min E(zn_1+pHn)
, P
1.7 Zn - Zn-‘-l +pn*Hn

1.8 aller a 1.1

2.0 sortie
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NF

NI S NI NI NF .
AN -/ AN 7 ~>
. 0 0 ja. . he—
ij 1215 § ligne
3
0 213 0 nyay; —
J ligne
0 0 a.. nda. . —
: +J 3713 j ligne
(n nj+nlnj+ninj) a
11 7272 "33 ij
i j_ ij
+(nyny-nimy) by,
i j_ i ]
*(ngny-nyn3) ey
h| 3J ij 13
1j n2a:LJ n3aij +(n3n2 n2n3) dij
- Figure 5 -
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6. — ESSAIS NUMERIQUES

Le programme correspondant i 1' algorithme de la section 4 4 a été
écrit en FORTRAN 77 pour une géométrie quelconque, c'est-3~-dire un domaine

découpé en tétraédres.

' Le programme utilise un fichier pour la géométrie qui comprend

. un tableau des coordonnées des sommets
. un tableau des numéros des sommets pour chaque tétraédre

. un tableau 1oaique permettant de reconnalitre 3 quelle frontiére
un sommet appartient

Les normales aux sommets ont &té calculées par moyenné des normales
aux faces frontiéres (cf. 4.28)). Dans tous les cas u = {1,0,0}.

Dans toutes les figures on a visualisé les lignes de courant. Celles-ci

ont &té calculées en résolvant

6.1) & (1) = u () =T X Py (D).

6.1. Ailes. ‘
Deux géométries type 'tranche d'aile de profil NACA 0012" ont été

testées :
. une géométrie mince proche du bidimensionnel

. une tranche de voilure non cylindrique (effet de flé&che).
Dans tous les cas on a

(6.2) . wd = {O,~x3,0} sur T et sur les parois verticales, 0.sur 1'aile.

468 sommets dont 337 aux frontiéres

1548 €léments,
Le systéme a donc 730 inconnues.

Typiquement 30 itérationé réduisent le gradient de 108 fois sa valeur initiale.

+

-l
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On a tracé dans tous les cas des lignes de courants partant de

1'infini et passant assez prés de la voilure.

La figure 1 donne une idée de la triangilation du fichier et les

lignes de courant calculées.

La figure 2 donne un résultat de lignes de courants bidimensionnelles

sur le plan de symétrie mais le calcul est 3-D.

La figure 3 montre des lignes de courant calculé par Y et est &
comparer avec la figure 4 qui montre les mémes lignes de courant obtenues

d partir d'un calcul en potentiel vecteur.:

- 3
Ap = O Ban u_.n
Les figures 3 et 4 correspondent 3 un vrai calcul tridimensionnel

avec effet de fléche.

6.2. Sphére.

Dans un second temps afin de tester 1'&quation de Beltrami, un fichier

type "sphérique" a &té utilisé. La g€ométrie comprend une frontidre infinie
sphérique et une frontiére "obstacle" sphérique concentriques 3 la premiére.
On a : . 552 sommets dont 184 aux frontidres

2300 éléments.

Le systéme linéaire a 1288 inconnues.

Avec les mémes conditions aux limites que (5.1), 20 itérations réduisent
le gradient de 108 fois sa valeur initiale. De méme, en utilisant le probléme
de Beltrami (1.64), discrétisé en &léments finisiml conformes, pour déterminer
la condltlon aux limites wdh’ 18 itérations suffisent pour réduire le gradient
de 10 fois sa valeur initiale. Pour le calcul de q dans (1.64), 7 itérations
suffisent pour réduire le gradient de 108 sa valeur initiale. On a tracé des

lignes de courant partant de 1'infini et passant assez pr&s de l'obstacle.

Les trois figures (5a), (5b) et (5c) sont des projections dans le plan

(X0Y) des ligres de courant.
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VLé figure (5a) m;ntre des ligneé de courant calculées par iy avec comme copdi-
tions aux limites (5.1).
La figure (5b) montre des lignes de courant calculées par ¢ solutidn du
probléme (5.3). , -
La figure (5¢) montre des lignes de courant caléulées par Y avec comme condi-
tions aux limites wd = nxVq sur T

wd = 0 sur 1'obstacle,
. et q solution de (1.64).

La figure 6 montre le méme cas que (5c) en vue (3-D) dans toute la géométrie.
La figure 7 «correspond i wd = nXVq sur T et sur 1l'obstacle avec q solution
de (1.64) et donc,¢=_x3e2 ; toutefois on obtient seulement une apprdximation
de cette solution car le q analytique ‘correspondant n'est pas dans 1'espace
d'approximation de qp, - La figure montre cependant que les résultats sont trés

proches de la solution analytique.

'CONCLUS ION

Les deux méthodes (énw et én ¢) donnent des rééultats trés semblables
(par exemple sur 1'élément 1227 pré&s du profil d'aile Vxy=(1.152,~-0.014,-0.050),
Vé = Gﬂ109,+0.0008.,-0,001). Lés systémes linéaires sont bien conditionnés
puisque la méthode du Gradient Conjugué converge vite. Cette &tude démontre
donc que le calcul du vecteur de courant dans R3 est possible et numériquement
d'un cofit raisonnable (48" en contre 28" en ¢ sur IBM 3081). Les
applications aux écoulements transsoniques décrites au. paragraphe 3 sont

donc implémentables.

’
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