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���J�
θ̂n = arg max
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P
s∈S
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) − nB dmB

2

nB − 1
, cσR
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∆U(s) = U(xs = cB | ys, {xt}t∈Ns
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A ⊆ F

ÅS��|~�G��À~�,«S�4�Ä�¢�p¡S�����a���
NX(A)

����¼�¼����~�
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A
���_�LÎ����½���
������£h���<Áµ�����¸�¢«~¼���Ç

{>|~�
�U�¢�~�m�~�¸�4�¢¼�u����m�G¡�¼��4���4¼��j�5�¢��£h���$v­¡S�����a�_¡~���h�4�U���>������|~� � < =�U Û ³*� R Û =�±q± Û < �&Û = < ² � ³ Û ¶ × ±U± Ç��_��£h�4�3��|~�
¼¸�*¹
���?�N�%���¸�����m�^¡��m���a�1¡~�����4�U��� ���p���a���4�����½���

λ
ÅW��|��L��À~�L«��U�Ä���p¡��m���a�5�

NX(A)
�¿�m¼�¼��µ¹_� ���%���¸�������ª¼¸�*¹¤¹3�½��|n�#�q�¢�

λ|A|
Å

����£8ÅW����Á��U�
NX(A) = n

Å���|~�G�Í¡S�����m�5�­�����L����£h�4¡S�4��£~�4�a��¼��^�¢��£^À~�~���¿�����G¼��ª£h�¸��������«~Àh���U£^���
A
Ç1{>|��L¼¸�*¹¤�¢�&�j���m���������

¡~���h���q���>�������m���4���������
λ
�m�

F ⊂ R
d ���3£h�4Î��~�q£�«��j��|~�1�¿�m¼�¼��µ¹3�����L¡~����«��¢«~��¼��������#�U�m��À~���1��� (Ω,B) � �

µ(B) =

∞∑

N=0

λN e−λ|F |

N !

∫

F N

1B({x1, . . . , xN}) dx1 . . . dxN
Ñ[§mÒ

¹3|~�U���
B ∈ B

Ç

{��­�#�h£h�U¼���|~�>��«����U��Ám�U£,�����U�~��«a�L�­�����z�¢�S��«h���q�Æ�5�4Åµ¹��3�4�¢�G�¢À~�m�#�4�a�%�Ä¡S�����a�%¡����h���q����«��,��£�£h�����­�4Âa�����­���h�¿�������µ�������
Ñ ���!���¢��«h���q�Æ�$¡��������#�����U���5Ò���� �U���5|1¡S�����a���UÇ���À��5|L�3¡~�����4�U���8�¸�$�4��¼�¼��U£
� �e´h³bW × Ü �&Û = < ² � ³ Û ¶ × ±U± �������
Û ° P × ¶¢² � ³ Û ¶ × ±U± Ç
� �#����Ãm�U£#¡S�����a�&¡~�����4�U���p�m�

F
Åm¹3����|N������Ãh�p���N�,��¡��m���

M
Åm�¸���
¡��m���a��¡~���h�4�U���z���

F ×M
��À��5|#��|��¢�

N(A×M) < ∞��¼��#�m���3��À~���4¼��G�¿���>�¢���#«��mÀ~��£h�q£ $������4¼W�����
A ⊂ F

Ç d»�N��|~���>�4���a���4Âa�qÅa��|~�ÄÀ~�~���¿�����<�%���¸�������N¡����h���q���&���>�,�#����Ãm�U£�¡S�����a�
¡~���h���q���
¹3|��4����¡��m���a���,�¢���N£h����������«~Àh���q£Ê���U�����5£h���~�����^��À~���½�¿�m�����%���¸�������C¡��m���a�,¡����h���q���1���3���a���U�����½���

λ
Åz�¢��£n������Ãh�

�m�����h���¸�µ���q£����j�q���5|�¡S�����m�1�¢���
À~�~���¿�����#¼���£h�¸��������«~Àh���U£ª���
M
Ç_{>|~�
¼¸�*¹ �¢�%��|����­¡~�����4�U���3���

F ⊂ R
d �¸� £~��Î��~�q£ª«��j��|~��¿�m¼�¼��µ¹3�����G¡����m«��¢«~��¼��½�����#�U�m��À���� �

µ(B) =

∞∑

N=0

e−λF

N !

∫

(F×M)N

1B({c1, . . . , cN}) dx1dPM (m1) . . . dxndPM (mN )
Ñr©¢Ò

¹3|~�U���1��|~�
ci = (xi, mi)

�¢���1���¢��Ã��U£�¡S�����a���3���
F × M

Å��¢��£
PM
���3��|~�
À��~�½�¿�m���.¡~����«���«~��¼������N�#�U�m��À~���
������|~�
���¢��Ã

��¡����4�
M
Ç

� ¼½��|~��À~�m|"��� �#�m������¡~¡~¼����U�µ���������#�½�j�¸�N���¢�N���U�¢¼��¸�����������e������À~�#����|��µ�j¡S�����a�����¢�������4�¢�����4���U£ ������£h�m�G¼���Å��%���¸�������
¡~���h���q�����U�G�¢����À����4�¿À~¼>���É«~À~��¼¸£Õ�#�����������#¡~¼���Âe�#�h£h�U¼��UÇ d»��£~�4�U£HÅ&���m���4�5�������������G�4���Õ«S�����a�����h£hÀ����q£Õ«��e��¡��q�����¿�����~�Ê�
Ü × < ±>=¿² ØC¹3�½��|ª���q��¡S�U�������#��|~�,���4�¿�4���4���4�Ä�#�q����À~���

µ
Ç �$���

h
«S�
�#�~�m�~�~�4�a�µ����Ám� �¿À~���Æ�������ª�m�

Ω
Ç&{>|��4�HÅ���|~�
�#�U�m��À����

ν|��*Á����~���#£h�4���������
h
¹3����|����q��¡S�U���>���

µ
�¸�_£h�4Î��~�q£�«�� �

ν(B) =

∫

B

h(C) µ(dC)
Ñ�NaÒ

dr�
0 < ν(B) < ∞

Å3��|��4�
ν
�U�¢� «S�Í�~�m�����¢¼���Ó4�U£A���e¡~���µÁa�¸£h�^�É¡~����«��¢«~��¼������ �G�q����À~���

π
£h�4Î��~�q£ «�� �

ν(B)/ν(Ω)
Ç

d»�a���U���m�Æ�����m���#�h£h�4¼¸�3�¢���1À���À��¢¼�¼�����¡S�U�4�½Î��q£�«a���¢��À~�~�~�m�����¢¼���Ó4�U£ T =¿°�°%± £h�4���������N����Á��U��«�� �

h(X) = exp (−U(X))
Ñ[¨mÒ

¹3|~�U���
U(X)

�¸�%��|~�­× < × ³ E�Ø��¢�S��|~�­���h�����4��Çcd»�#��|~�_�4���a���4Â��p�¢�W��«h���q�Æ�&�4Âa�����m�Æ�����m�,�¿�����������¢�m�U�UÅµ��|��_£h�4���������L�¸�zÀ���À��¢¼�¼��
���m�Æ���m����Ó4�q£Õ���a���É��¹��C���4�����4Ç¾È����5���qÅ?�m�4���#�4�������U�¢¼3�¢��£A����¡S��¼������¸�4��¼3�����������������a���#�������������m��¡S���5�µ���U£Õ��|~����À~�m| ��� ³�= Û ³
Ü × < ±>=¿² Ø

hp
Ç#���q���m��£8Å$� Ü�´~²U´ ² × ³*�

hd
���1À����q£^����Î��Ä��|~��£~�µ�5�~Ç#{>|~�����m�G¡�¼��4����£h�4���������ª�¢�?��|~����¡��µ������¼z¡~���h�4�U��� �¸�

��|~�4�ª£h�4Î��~�U£��m���¿��¼�¼��µ¹_���
h(C) ∝ hd(C) hp(C)

Ñ Iq®mÒ
¹3|~�U���

C = {c1, . . . , cn}
�¸�3�#���m�hÎ���À����¢�������j�����m«h���U�����UÇ

�
B ���! #"%$&�#'�(*)�)�$+�, σ -.(*)�/0$+132,(
�#4356"� #"3(7 �8:902;(*)�)=<>902?$+)@�#$A #� A ⊆ F  ,"3$&'�(*B3B3��C%/ {x1, . . . , xn} 7→ NX(A) ���D'
$E(*�,432,(*13)�$0F
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�rUr r � � �7t ��%��
�$���zÀ��%���U�4��¼�¼a��|��µ����|~�_£~����������«�Àh�������

π
�¢�W� ������Ãm�U£
¡S�����a�z¡~���h�4�U���$�¸�z��À�¡~¡��m�����U£,«a�L�­�����¢���>��¡��m�����¢�SÁ*���������~�­£~���#�4���������

Ω
�����¸�����~�j�¿���m�Ï�¢�ÍÀ��~Ã��~�µ¹3�Í��À~�L«��U�­���&��«h���q�Æ�5�4Ç
{���£h�q�¢¼%¹3����|^��|~�¸�­À��~�~�������¢¼���ÓU�U£ª¡����m«��¢«~��¼��½�����#�U�m��À~���,���Í¹3|����5|
��|~�j�5�¢��£~����Áµ�����¸�¢«~¼���|��m�,���5�¢��£h�m�#¼��nÁ*�����¸�¢«�¼��N£h���#�4���������HÅ���¹������a¡S�U�,�¢�_�¢¼����m������|��#�
|��*Á���«S�4�U�Ê¡~���m¡��a���q£C���Ê��|~�
¼��½���4�5�µ��À~������� =¿³*²�`Õ´ < Ü A × ´h²>`�� � A�� ±U´&� � < × ³µ± Å¢«��m���q£L�m�N�
��¡��µ������¼~«~������|j�¢��£�£~�U�µ��|�¡~�����4�U�����q� �JI>N~Å�IU¨ �rÅa����£ 
j×mÙ
� × ³µ±>=¿°�< ×�� ��� �,;OÛ < ² × e ´h³*< Û ; ´h³bW Û � e `�´k= < � 
	��; e0; e � ´&< E�Û ³�=¿²�`�� ¹3����|ª�#Ìª�������m¡��m¼��¸��º [­���������~�m��º»�Ä���4�U�
£h�������#���U� � IU®hÅgI'I¢ÅgIq¬ �YÇz{�¹?�
�����������U�m���m���z|��*Ám�3¡~���m�#¡h���q£#À��p���
À����­�
� ÝmÌn��ÌC�Õ��¼��m�����½��|~�����,�����LÀ~¼¸�µ���_��|~�­�G�h£h�U¼
£h�4Î��~�q£Ê���e��|~��¡~���UÁ����mÀ��
���U�Æ�����m�HÇ^È����5���UÅ%���Ê�����a�É�4�m���q�4Å���|�� $ K ���¢�#¡~¼��4�,���L¼��q���
��ËN�����4�a�UÅp�m�
���L|��m�
«S�4�4�A��|~�µ¹3�
���!� I.M��rÇ
���U�4����£8ÅS��|~� $ K �¢¼����m������|�� �m�~¼��ª��¼�¼��µ¹_�_«~������|^�m�Ä£h�q�µ��|^�¢�?���^��«~���U�Æ�qÅW¹3|~�4���U�m� ���4Á��U����¼8����¡��q�Ä�¢�pÀ~¡W£~�µ���U� º
��À��5|ª���>����������¼��¢�������HÅh���¢�5�µ�������$Å�£h��¼��¢���������¢�z�¢����«~���U�Æ�3º��4�¢��«S�,£h�4Î��~�U£�������|~�L�_ÝmÌC��Ìn� ��¼��m�����½��|~��Ç?����Å~�½�z���4¼��4Áµ�¢�a�
�#�µÁ��q�H�¢���z¡~����¡S�m���U£8Å4��|~���¢¼����m������|~�¾������Ám�4�����4�����%���H���������U�UÅq�U��¡��q���¸�¢¼�¼��­¹3|~�4�1��|~�&¡����h���q���W�¸�H�m�4�m�G�4�������U�¢¼�¼��­�����������������~�q£8Ç

{>|~���_ÝaÌn��Ìn���¢¼����m������|~�7���m�����������
���Õ�����LÀ~¼¸�µ�����~�C�^£h�¸���4���4���jÌ^����Ãm�µÁÍ�5|������
Ct
¹3|~�¸�5|Ê¡��U���¿�m�����L�����¢¼�¼���À~�#¡��

«S����¹��4�U�^��|��G��¡����4�U�
Ωi
Ç
{>|~�L�#�U����À~���,���p���a���U���q���1�h�4�4À~���­��� ��|~�������¢���������������#�U����À~���
�¢�&��|~�#�5|��¢���HÇ1{>|~�¸�­�����U���¢����Á��

��¼��m�����½��|~� £~�a�q�N�~����£h�U¡��U��£ �m�"��|~�n�����½������¼Ä�����¢����ÇÐ�����q���5| �����4¡$Å �É���5�¢������������� �¿����� ��|��n��À������4�a�������¢���
C
���A�


 ºrÌª�mÓ4��¼�¼¸�µº��a�5�µ��À�� �%Nm®�®m®�
_º»Ìª��ÓU��¼�¼¸�µº��a���¢��À��5¬ �_®m®�®�®m®�®m®�®G�~�4¹����5�µ���
C ′ ���Ä¡~����¡S�m���U£ª�m�4�4���5£h�����������j¡����m¡��a����¼$Ã��U�����4¼

Q(C → .)
Ç�{>|~�p�����������½�����m�
�������U���U¡h���q£1¹3�½��|L�3¡~����«��¢«~��¼������

α(C, C ′)
����Á��U�
«a�Ä��|~���Ä���4�U�
���¢������Ç${>|��������U���4¡~���¢�����p�5�µ�����

�¸�­�4���#¡~Àh���U£ª������|��µ� ��|~�L£~��������¼��U£�«��¢¼¸�¢���4�,���m��£h���������ª�¸�_Á��U����Î��q£8Å��4����£h���������ªÀ���£h�4�Ä¹3|~�¸�5|���|~�¸�Ä�¢¼�����������|~�.������Ám�4�����U�
���

π
Ç�{>|��_¡~����¡S�m���¢¼�Ã��U���~�U¼

Q
�4�¢�#«S� £h�q�����#¡S�m���U£L���a���
���UÁ��4�5�¢¼hÃm�4���~�4¼¸�

qi
Åm�U���5|#���m�����U��¡S����£h���~�Ä���
�1���4Ám�4�5����«~¼��?�#�µÁm��Å

�m�>�½�_|��m�>«��U�4��¡~����¡S�m���U£���� � Iq¬��rÇ

o ��� ����	���� ��!"�#	$����%

{��L�4Â����5���Æ����«h���q�Æ�5�&�¿�����<���j���#�����mÅm¹��Ä����� ���
Î���£��L�����~Î���À~�5�µ�����m�
Ĉ
¹3|~�¸�5|j���¢Â����#��ÓU�U�&��|~�ÄÀ~�~�������#��¼���Ó4�q£�¡~���h���U���

£h�U�����½���
¹3����|#���U��¡��q�Æ�%���Ä��|~�3���4�¿�4���4���4�>¡~���h�4�U�����#�q����À~���mÇ�{>|~�¸�%�¸�z�­�����#������Ám��Â
¡~����«~¼��4� �¿���z¹3|~�¸�5|G�1£h�����U�Æ�z�m¡h�����#��Óq�µº
�����m�^���­�~���­¡S�m������«~¼��
����Á��U����|~�L¼������m�
����Ó4�L�¢�%��|~�G���5�µ���L��¡����4�

Ω =
⋃∞

n=0 Ωn
ÅW¹3|~�4���

Ωn
�¸�_��|~�L����� ���&���m�hÎ���À����¢���������

���
n
�m«h���U�����UÇ3Ôn�L¡~����¡S�m���
���N�q���������¢���
��|~���­���µÂh���,À~�.«���� ±�=%� ��<�´h² × Ü ´ <�< × ´&<�= < E�Å�¹3|����5|Í�4�������¸���5�3�¢�&��À��4�4�U������Á��

�����LÀ~¼¸�µ���������L��� ��|~�ª¡~�����4�U���L£~����������«�Àh�������
πT
��¡��q����Î��U£A«��Ê��|���£~�4�����½���

h1/T Å�¹3�½��|Õ��|~�����4�#¡S�4�5�µ��À~��� T
���5��£hÀ���¼�¼��

£h�q�����U�m�����~�ª���
0
ÇÊ� ¡~�������_�¢�­�4����Á��U���m�4���4�#���µ¹>�¢�5£~�1��|����m¼��m«��¢¼?�#�¢Âh���LÀ~�7���G����Á��U�Ê��� � ¬m¬��3¹3|~�4�e��|~��£h�U�4���q�����N�¢�

���4�#¡��U���¢��À~���
T
���­¼��m�m��������|~�#�¸�¢Ç d»�^¡~�5�������¸����ÅS��|~�,���4�#¡S�4�5�µ��À����G£h�U�4���q�����U�>���m�����4�Ä���n���5£h�4� �������q£hÀ����
��|~�#���m�G¡�Àh�����~�

�����#��Ç?{>|~�1�G�a��� �4���#�#���~¼��NÀ����U£�£h�q�����U�������~�L¼¸�*¹ �¸����|��
���4�m�#�������¸�Ä£~�U�����U�m��� �

T (t + 1) = cT (t)

¹3|~�U���
c
�¸���A���������5�¢�a���4¼��a���ª���Õ�m�~��Ç �0�#�����Í���4¼��4Áµ���m���5|~���¸���Í�4�������¸���5�j��� À��������A�¢� ´~Ü�´ � ²>= � × ² × � �&× ³µ´h²(��³ ×

Ü × ¶¢³ × ´~± ×�¹3|~�¸�5|^�¢¼�¼��µ¹_�>���j£~�U�����U�m���
�m�_�LÀ��5|^���3¡S�m������«~¼��
��|~�
���4�#¡��U���¢��À~���
¹3|~��¼��
���U���¢���~�����j��¼��m���1������|~�,«��¢¼¸�¢���4��Ç
� �A���#¡~¼��U�#�4�a���¢������� �¢�_��|~���#�¸£h�q�Í�¸�#����Á��U�Õ����� I�7 �rÇ dr�N���m�����������G�¢�­���#¡~¼��4�#�4�a�����~�Ê�n���U���#�������¸��£~�U�����U�m������� ���5�¢�m�U�
¹3|~�U���_��|~� ���������>¼��4�~����|��?£h�4¡S�4��£#�m�#��|~� Á*�����¸�µ�����m���%�¢�W��|~�_�4���4�����,�U�#¡~�����¸�4�¢¼��G�q�¢�HÇ�7_�����¸���3��|��µ�?�½�W��|��_�(�aÀ~��¼���«~����À����¸�
���U�m�5|~�U£8Å���|~�¸�3�#�U�¢���¸�3��À~¡�¡��a���q£j��� +�À��Æ��À��µ���
�¢����À~��£N��|~�1����À~�1Áµ�¢¼�À~��Çp{>|~�
�U�~�4�������U�#¡~�����¸�4�¢¼8�#�q�¢�����_�4���#¡~Àh���U£����
���4�mÀ~¼����3���a���4��Á*��¼��_�¢�z¼��U�~�¢��|

N
Å��¿���_¹3|~�¸�5|���|��
���U�G¡S�4�5�µ��À~���
���­���������5�¢�a�UÇ>È~�m�_��|��
�����~���

i = [ti, ti + N ]
Å~��|��
�4�~�U���m�

�#�U�������>�m��Ám�4��«a� �

〈U〉i =
1

N

ti+N∑

k=ti

U(Ck)
Ñ I�IqÒ

���1��|��G�U��£^�������Í���m���4��Áµ�¢¼
i
ÅW��|~�G�4�~�U���m�ª�#�U�¢�n�µÁ��U�_��|����1¡S�4�����h£Í���1���m�#¡��¢���U£^������|~�#�����L���p��|~�#¡~���4Á�����À��­���m���4��Áµ�¢¼

i − 1
Çp{>|��­���4�#¡S�4�5�µ��À����
£h�q�����U�m���q�?�¢�3��|~�
�~�4Â��_¡��U�����h£j�m�~¼��j�½����|~�U���
�¸�3�¢�����������U�m���1�¢����|~�
�U�~�4�������#�q�¢� �

Ti =

{
Ti−1

���
〈U〉i+1 ≤ 〈U〉i

c Ti−1
���

〈U〉i+1 > 〈U〉i

Ñ I*¬�Ò

� �����S�O�
��� +9�����32���'�	=;�:$��'�	=@����¤:


���� � ��
 �$� � ��� � � �dt � �
� 
�t�� %��
d»�Ê��|~�¸�,���U�Æ�����m�HÅ%¹?�j�G�h£h�U¼&��|~�N�~�4��¹?�m��Ãn«��C�^�4��¼�¼��q�Æ�����m�Ê�¢�3��«h���q�Æ�5�
|��*Á����~�^�ª|~���4�5�¢�5�5|~�¸�4�¢¼p������À�����À~����Å%�U�m�5|É��«h���q�Æ�
�4�������q��¡S����£~���~�N�����j����Á��U�UÇÄ{>|~�
Î������­¼��4Ám�4¼��¢�z��|��L|~���4�5�¢�5�5|��j���4¡~���U���4�a�5�3��|��L���¢���^����Ám�4�5�_���z��|~�G��«����4��Á��q£����4�4�~�G�¢��£
�U�¢�Í«S�#�#��£~�4¼��U£C���1�j������Ãm�U£ª¡S�����a�1¡����h���q���­���Í��|~�L�m«����4��Á��U£ª�¿�����G�mÇ,È~�m�1�U���5|n��«h���q�Æ�1�¢�p��|~�GÎ��5���1¼��UÁ��U¼%��¡~���h���U���

h�h ikj�l�m�n



I�M � ��
(����� ����� ����
������������
	c�.���
���������%��">�k�'�'�	�

�¸�1£h��Î����U£^���Í�����­�~�U���m|a«S����|~���h£������#��£~�4¼���|~�L������«~Àh���������U�­�¢�z��|~�#���������U��¡��m��£h���~�N���¢���^����Ám�4�qÇÄÈ����Ä�U���5|^������«~À~���¢����Å8�
¡~���h���q���>�¸�3£h��Î��~�U£����������_�~�4����|�«S����|~����£N���#�#�h£h�4¼H�����3������«~À~���¢�����U�UÅ~�¢��£����#�m�HÇ
{>|~�¸�Ä�����4�#������À��Æ��À~���#�¢¼�¼��µ¹_� �������4���4�5�µ���L�U�m�5|Í����Ám�4�#Ñ¿¼��4Á��U¼ IqÒ�ÅH�½�5�Ä������«�Àh���������U�#Ñ¿¼��4Ám�4¼p¬�Ò�Å8��|��L������«~Àh�5�¢�����q�Ä�¢�&��|~�U���

������«~Àh�5�¢�����q�GÑ�¼��UÁ��U¼c7aÒÆÅH�¢��£Í���j���$Å8���C�j���U�4À~������Á��
¹>�*��Ç17_�UÁ��U����|~�4¼��U���4ÅS��|~�������#¡~À~�����~�N�����#�#�~�U�4�U����������������«~���¢���^��|~�
Î��5���&¼��UÁ��U¼~¹?�mÀ~¼¸£#«��_¡����m|~��«��½����Ám��Çcd»��£h�4�q£8Åm��|~�_�����~��¡�À~¼��¢�����������W¼¸�¢�����>�m«h���U�����p����£hÀ����U�?�¢�#���G¡S���������a�?���m�G¡�Àh�����~�
�����#�
�¢� �U�m�5|ª¡~���m¡��a���������������%¡S�4����À���«��¢���������UÅ~��|~�,£~�¢���#���4��� «S�4���~�j�4���#¡~Àh���U£ª�m���aÀ��G�U���mÀ��3¡~��Âh�4¼¸�4Ç_� ¡��a������«�¼��,��¡~¡~���m�m�5|
�4��À~¼¸£ «��ª���Ê¹?�m��ÃÕ��� �É�,À�¼½���½ºr���q���m¼�À~�������A�¿�����G�U¹?�m��ÃWÇ [_�U���mÅ>¹?�ª¡~����¡S�m�������eÀ�������|��^���U���#�4�a���¢������� «��A�¢� Ì^� È
¡~���U���4�a���U£n���e���U��������� 7j��|��µ�L¡~���µÁ��¸£h�U�­��|~�N��À������m���#¡��¢���
�¢����|~��������¹�����ÃSÇj�?�m�������aÀ~�4�a��¼���Å�¹?���4��������£~�4�
�¢¼�¼p«~�5�¢���5|~�U�
¼¸�¢�����U�?��|��¢����|~���U�1¡~�½Âh�U¼��3�m�>Ãa���µ¹3��������|~�
�~�4Â�� ���q�Æ���������4Ç


���� ���$�
� 
�rUr � 
�� % 
�� � % 	 � 
 % 
 � � ��� � ��� ���
� ��� � % ����� 
;� 	
Y�� @���9 
j× U × ³ × < ¶ × � ³ Û ¶ × ±U±
�$���

C
«S�1��|��
���4�_�¢�z£h�����U�Æ���U£���«~���U�Æ�5�4Ç�#?���5|���«h���q�Æ�

c ∈ C
���_£~�U��������«S�U£�«����G¡��m¼���¼������
���������U��¡��m��£h���~�,���#�½�5�_���U�m������¼

�¢Â��¸�&����£#�����p¡��������U�Æ�����m�����#��|~� �����¢�m�
S(c)
Ç��$���

Ec
«�� ��|~�­�(�aÀ~��Á*��¼��U�a�&���#��|~�­�4���a������À~��À��p£h�������������

S(c)
Ç
Ec
�¸�z��|�À��

£h�4Î��~�q£��m�3�G«��mÀ~��£h�q£������_���
R

2 ¹3|~�¸�5|����3£~�4¼����#�����U£�«��N��|~�
�U£~���U��������|~�
��«h���q�Æ� c Ç

È����G�U���5|Õ��«h���q�Æ�
c ∈ C

Åp¹���£~��Î��~�q£Õ�Í���4�¿�4���4���4�j��«~���U�Æ�G¡~�����4�U���,¹3����|����Õ��|~�����"+�À~�U������Ó4�m�~�
V (c) ⊂ R

2 �¢� c Å£h�4Î��~�q£��m���¿��¼�¼��µ¹_���

p ∈ V (c) ⇔





d(p, c) < dmax

p /∈ EC =
⋃

c∈C

Ec

c = argmin
C

d(p, c)

Ñ I>7mÒ

¹3|~�U���
d(p, c)

£~�4�~�����U�$��|�� #&À���¼���£~�U�¢�G£h�¸���5�¢���4�?«S����¹��4�U�
p
�¢��£
��|~�>�U£~���U���¢�

c
Ç�{>|��&Î��mÀ~���?§­��¼�¼�À������5�µ���q�H��|~�¸�z£h��Î����½�����m�HÇ
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�
��
�
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�
�

c
V(c)

È�����À����1§ � d»�"+�À~�4���4�
Ó4�m�~�U�UÇ

#&�m�5|��m«h���U���_�¢����|~�
�����¿�U���U�����1¡~���h���U�������3�#¡S��¼���¼����~�
£h�q���4����«��q£j«�� �

� �¢�������½������¼H¡��m���a� p ∈ V (c) �
� �¢��À~�~Ã��~�µ¹3����À~�,«S�4� n �¢�z���U���#�4�a�5� �
� ��|~�
���4�m�#�4�a�3¼��U�~�¢��|�� lj ∈ [Lmin, Lmax]

Å
j = 1, . . . , n �

� ��|~�
���4�m�#�4�a�_£h�����U�������������

� α1 ∈]α0 − π/2, α0 + π/2]
¹3|~�4���

α0
���>��|~�,£h�����U�Æ�����m���¢����|~�
¼������
¡��U��¡S�4��£h���4À~¼¸�¢�3���#��|~�
�4�4�a���5�¢¼$�¢Âh���>���

c��|��µ�_�4���a���������
p �

� αj ∈ ] − π, π]
Å
j = 2, . . . , n

Ç
� ��£h�4� ��|~�,���4�¿�4���4���4�
¡~���h�4�U���3¼��*¹
Å���|~�,�aÀ��,«S�4� ���z¡��m¼���¼����~�q�3�¿�m¼�¼��µ¹_�_�#�%���¸��������¼¸�*¹¾���z�G�q�¢�

λ|V (c)|
Å���|��
�����½������¼

¡S�����a���>�¢���_À~�~���¿�����#¼���£h�¸��������«~À~���U£j���
V (c)
�¢��£#��|~�Ä�¢��|~�4��¡��������G�4���U���p�����­����£h�4¡S�4��£~�4�a��¼��N�¢��£NÀ~�~���¿�����G¼���£h�¸��������«~Àh���U£

������|~�U���_���U��¡S�U�Æ����Ám�Ä�����¢���
��¡����4��Ç �
��� "3$&�,B $ 5+� � 5�/0$+C3$+2,(7 #��90C 9*8@ ,"3$���C3�  ,� (*)��3��2?$+5A #��90C (*)�)�9��;�D ,9�(�� 90���� #"%$&/0$ C%$ 2,(7 ,��90C 9*8  ,2?��134% #(*2,��$+� ��C%�#���3$  ,"3$�2?� � $ 2+F

&('�h)&+*



���������	��
��
��
�����������
�����������
������������! 
"$#����%��&'�����("	�(�()��*��
,+-�.��/0�	��13254'�6����
��6���� Iq¦

Y�� @�� @ R ³b= Û ³�Ü × < ±�=�² Ø
{��#���a�����h£hÀ��4�1��� � )g��������������¡S��¼��a¼����~�
��|���¡��q�>�¢��£����a���4�5���Æ�����m����«��4��¹?�U�4��¡��m¼���¼������U�UÅh¹?�Ä��|��4�ª��¡S�U�4�½�¿�N��|~�
¡~���h���q���?«��
�#¡~�������3£h�4���������

hp
¹3�½��|����q��¡S�U�������#��|~�
�����¿�U���U�����Ä¡~���h���U���>¼¸�*¹
Ç%{>|��
��Âh¡~���U�����������¢�

hp
�¸����|~�1�¿�m¼�¼��µ¹3���~�
�

hp(Xc|C) = exp(−
∑

x∈Xc

up(x|C ∪ Xc \ x) )
Ñ I�MaÒ

¹3|~�U���
Xc
�¸����|��
�����~Î���À~�5�µ�����m�j������«~���U�Æ�5�3£h��Î��~�U£�¹3����|����q��¡S�U���3���

C
����£

up
�¸�>����Á��U��«�� �

up(x|C ∪ Xc \ x) =





+∞
�½�
∃s ∈ Xc : |S(s) ∩ S(C ∪ Xc \ s)| >

|S(s)|

2

up1(n) +

n−1∑

j=0

up2(αj , αj+1)
�½�%�~�¢�

Ñ I*¦�Ò

{>|~�L¡~�����m�_���U���
up

U Û ³*°c=[Ü�±j²�` ×nÛ � × ³*<[´ ��� = < En�¢�p�#�����
��|��¢� 50%
�¢�%��|~�#�¢���U�

S(s)
���µÁm�4���U£�«��ª�N���U���#�4�a�

s
���&�

¡S��¼���¼����~�G¹3�½��|^��|��#���4�5�
S(C ∪ Xc \ s)

���µÁm�4���U£�«�����|~�G���U���­�¢�&��|~�G�~����¹�����ÃWÇ dr� Ur´ � Û ³µ± < Û < E �?Û < Ø <�= < ×j��|~����À~�m|Í�
¡S�¢���4�a���¸�¢¼

up1
������|~�
��À~�L«��U�3�¢�%���U���#�4�a���

n
���m�#¡��a�����~�#�L¡S��¼���¼����~�

x
�

up1(n) =
Mn

(n + 1)2
Ñ Iq§mÒ

¹3|~�U���
Mn
�¸�&�1¡S�m���½����Ám�3¹?�U���m|a�UÇ�Ì^�����4�µÁ��U�UÅ

up
Ur´ � Û ³*±L±(<�= E `W²Ä¶=�$³ � ´h²��$³ ×#�¢��£ U Û ³*°c=[Ü�±Ä² Û$Û ´~¶2��² × ´ < E < × ± ��|~���mÀ~��|

�#¡S�¢���4�a���¸�¢¼
up2
����¡��¢���������%��À��4�4�U������Á��Ä�������4�a���¢���������

{αj , αj+1}
�

Up2(αj , αj+1) =

{
+∞
���

cos(αj − αj−1) < −0.8
Mα

(
1
2 − cos(αj+1 − αj)

) �����~��� Ñ Iµ©¢Ò

¹3|~�U���
Mα
�¸�3�#¡S�m���½����Ám�Ä¹��4����|a�qÇ

Y�� @�� C A ´h²q´C² × ³*�
{>|~�,�����4����¡��m���¢���������¢�p£~�¢���#¡~����¡S�4�������U�3�¸� £~���~�
Á��¸����£~�µ�5�#���U���

hd
«��m���q£����ª��¼����U�¢¼$�4���a���5�����3�#�U����À~���
�¢�%��|��
¡~���¢º

���q�Æ��������������|~�
��À~�����4�a�>�4���hÎ���À~�5�µ�����m�
S(Xc)

���j��|~�
���#�����1¹3����|��½�5�3�~�q�¢��«a��«����5Ã�������À~��£8Ç

{��^���m�G¡�Àh���#��|~�j���m�a���5�����1Áµ��¼�À~�mÅ�¹��N���������4���¢���G���Í�U���5|É���4���#�U�m�
s
���m�#¡��a�����~����|~�j¡��m¼���¼����~�q�
��������ÃÍ����¡~��Âh�4¼¸�

Ms = (S, B)
���m�G¡S�m���U£��¢� �

� �¢�����a���4�����¢¼8���4�m���m� S
���m�����U��¡��m��£h���~�
���#��|~�
�m«h���U���3������|��
�����¢�m� �

� �¢����Â����U�����¢¼8���4������� B
���m�����U��¡��m��£h���~�
���#��|~�
���U�¢��«���«����5Ã��m���mÀ~��£8Ç

S
�¸�Ä�����#¡S�m���U£ª���z��|~�G£h�¸���4���4���L���4�m�#�4�a�_º3�����#¡~À~���U£^«a����|~� $����U���4�~|���� �#�4��|~�h£ � M��%º�����£���|~�L���4����|�«��m�����~��¡~��Âh�4¼¸�
������|~�
�~�m������¼H£h�����U����������¹3�½��|���|~�
Áµ�¢¼�À~�

v
���µ�������¿�����~� �

g(v|mR, σR) > g(v|mB , σB)
Ñ I>NmÒ

¹3|~�U���
g(.|m, σ)

�¸�>��|��,�1�¢À������¸�¢��¼��m�¢ºr¼���Ã��U¼���|~���h£��¿À~���Æ�������$Å
mR
�¢��£

σR
Ñ����q��¡HÇ

mB
�¢��£

σB
Ò>���m�����U��¡S����£N���G��|~�
�m���U�

¼��4Ám�4¼��4�#¡~�����¸�4��¼$�#�U���Í�¢��£�Áµ�����¸�¢���4�
�¢�z��|~�,����Á��4�5�
Ñ����q��¡HÇ­«����5Ã��m���mÀ~��£�Ò>�4���#¡~Àh���U£ª�m�ª��|~�L���q��À�¼½�Ä�¢�%��|~�#Ì^�_È�ºr«������U£
���4�m�G�U�a���µ�����m�HÇ>{>|~�
�¢��|~�4� ¡~�½Âh�U¼�� �¢�%��|~�,�#�m��Ã��¢���
���������m�~�U£j���

B
Ç3{>|~�
¼����~�L¹3��£h��|eÑ���À~¡~¡S�m���U£����N«S�
¼��µ¹��4� ���_���mÀ��¢¼

��|��¢� 7
¡~��Â��U¼��5Ò&���&��|�À��?���#¡~¼��¸������¼��L�5�¢Ãm�4�N���a���L�m�4�4��À~�a�p��|~���mÀ~��|��m«����4��Á*�¢���������UÇ%{>|~��� ´~Ü�´ � ²�= � × �e´~±�W �¸�?��¼�¼�À��������¢���U£N���
Î��mÀ~���
©hÇ

{>|~�1���m�a���5�����?«S����¹��4�4�
S
����£

B
���>�UÁµ�¢¼�À��µ���U£NÀ������~�L��|~�1���5�µ���������¸�4��¼S�#�q����À~���­���U�~�4�5�¢¼�¼��#À����U£N���#¡S�4���¿�����<����À�£h�U�a�

��º[���U���UÅ¢¹3|~�¸�5|,��¼�¼��µ¹_�8���­�UÁ*��¼�À��µ���?�½����|~���#�U�¢���$���~��¹?�­���4���%�¢���&�����m�~�½ÎS�4�¢�a��¼��
£h���S�U���U�a�UÇ�Ì^�����4�µÁ��U�UÅU��|��?����Ám�4�����m£h���m�#�������
�¸� ��À~¡~¡S�m���U£�����«S�
¼��µ¹?�U�>��|�������|~�
�5��£~���m�G�4�����N�¢����|��
«����5Ã��m���mÀ~��£8Çp{>|~�L�����a�����m���3Áµ�¢¼�À~�
�¸� ���m�����(�aÀ~�4�a��¼��N��À~¼�¼��½Î��q£��½�
S
Åa��|~�­�m���U�#¼��UÁ��4¼S�#�U���j���

S
Å�����¼¸�¢�����4�&��|����

B
Åa��|~�­�m���U�#¼��UÁ��4¼S�#�U���j���

B
ÇpÈ������¢¼�¼��mÅm��|~� < Û ¶m´&<p¶ Û < ²4³µ´~±U²>� × ´~±(��³ ×

�m�����h���¸�µ���q£N���G��|~�
������Ã
(S, B)

�¸�3�m��Ám�4�j«�� �

v(S, F ) =





B−S
r

σ2

S

nS
+

σ2
B

nB

�½�
S < B

0
�½�%�~�¢�

Ñ Iq¨mÒ

h�h ikj�l�m�n
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segment 

edges of the external region corresponding to the nearby background

edges of the internal region corresponding to the segment projection in the image

 grey level for which the likehood w.r.t the background model is higher than the likelihood w.r.t the river model

 grey level for which the likehood w.r.t the background model is lower than the likelihood w.r.t the river model
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È����mÀ~���,© �%�3£��¢¡h����Ám�Ä���m��Ãj�m�����h���¸�µ���U£������U�m�5|����4�m�G�U�a�>�4���#¡��a�����~�����m�hÎ��mÀ~���¢��������¡��m¼���¼����~�q�4Ç

¹3|~�U���
σx
����£

nx
�����¿�4�­������|~�������G¡�¼��#���5�¢��£��¢�5£^£h�4Á��¸�µ�����m�n�¢��£ª��|��G��À~�L«��U�1�¢�?�m«����4��Á*�¢���������­�¢�

x
Ñ¿�¿���

x = S, B
Ò�Ç

�$���
M(Xc)

«S����|~�j�����
�¢�3¡~��Âh�4¼¸�
«S�4¼����~�m���������ª��|��N������Ã��
�¢����|~�j���4�m�#�4�a���
���>��|~�j�4���hÎ���À~�5�µ�����m�
Xc
Ç	#?���5|É¡~��Â��U¼

p ∈ M(Xc)
«S�4¼������m�&���L�¢�?¼��U�m�������~�­�#�m��ÃWÇzÈ~�m�?�q���5|�������Ã

M
��|��¢��������¼�À�£h�q�

p
Å�¹?�­|��*Á��Ä�����#¡~À~���U£j�,���m�a���5�����&Áµ�¢¼�À~�

vM
Çp{>|~�
¼��h�4�¢¼H�4���a���5�����>Á*��¼�À��1�¢�_¡~��Â��U¼

p
������|~�4����|~�
�#���~�����¢¼$�4���a���5�����>Á*��¼�À��
�����#¡~À~���U£�������|~�U���1�#�m��Ãh���

vc(p) = min
M/p∈M

vM (p)
Ñ[¬�®mÒ

È������¢¼�¼��mÅh��|��
£~�µ�5�,���4���D�¸�3����Á��U��«�� �

hd(Xc|C) = exp


−

∑

p∈M(Xc)

uc(p|C)


 Ñ[¬�IqÒ

¹3|~�U���
uc(p)
�¸�3�G¡������4�a������¼$£h�����q�Æ��¼��N«��m���q£j�m�j��|~�
¼����U�¢¼H�4���a���5�������#�q����À~���

vc(p)
�

uc(p|C) =





2
���

vc(p) < τ1
���

p ∈ S(C)

1 − 2
vc(p) − τ1

τ2 − τ1

���
τ1 ≤ vc(p) ≤ τ2

�¢��£
p /∈ S(C)

−1
�½�

vc(p) > τ2
�¢��£

p /∈ S(C)

Ñ[¬m¬�Ò

¹3|~�U���
τ1
����£

τ2
�����G¡S�m���½����Ám�L��|~���U��|~��¼¸£~�UÇLÈ~�m�1����Á��U�­�4Âa�����m�Æ�����m�^�¿�����Ï��|~�#�����¢�m�L���nÎ���À~��� I�ÅH¹��L|��*Á��G�4�#¡~�����¸�4��¼�¼��

�5|~�a���U�j��|~�1�¿��¼�¼��µ¹3���~�GÁµ�¢¼�À~�U���
τ1 = 4

����£
τ2 = 8

Ç
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'E;�:$��'�	=�=���4�>���
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2"+9�����32���'�	

ÔC�3¡~���U���4�a�����L��|~�¸�p���U�Æ�����m�,�mÀ~�p�¢¼����m������|~���¿�m�z|a�h£h�����m����¡~|~�¸�z�~�4��¹?�m��Ã
�4Âa�����m�Æ�����m�,«��m���q£
���L��|���|����U�������5|~�¸�4��¼m�#�h£h�U¼����~�
¡~����¡S�m���U£,���G���q�Æ�����m�G¦hÇ%{>|~�>��À������m����¡��¢�������~��|���������¹�����Ã#Ñ ���!����«~�5�¢���5|��U��¼������m�4�$��|����,��|~���U�?¡��½Âh�4¼¸�5ÒH�¸���aÀ~���5Ã�¼��
��«h�5�¢���~�U£
«��n���CÌÍ�_È�ºY«��m���q£n���4�m�#�4�a���¢�������^�¿�m¼�¼��µ¹��U£^«��C��¡S�m����ºr¡~���h���U�������~��À����U£n������«~���¢���É�¢�C��«h���q�Æ�
���4¡~���U���4�a���¢�������^���?��|~�
�����U�~��ÇÊ{>|~�¸�LÎ������������4¡Õ�¸�G£h�U��������«S�U£Õ��� ���q�Æ�����m�Õ§~Ç I¢Çe{>|~�U�HÅz��|���¼��������~�4��¹?�m��ÃC��Â������m�Æ�������Õ���#£h�m�~�jÁ��¸�n�Í���q��À~�5����Á��
��¼��m�����½��|~� «��m���q£�������|~�,£h�4Î��~���������^���%¡S��¼���¼����~�
¡����h���q�����U�_¹3�½��|ª���q��¡S�U���_������|~�,¡����UÁa����À���¼��j£h�4���U�����q£ª«~�5�¢���5|~�q�4Ç>{>|~�¸�
�m�4�~�U���¢�������j¡�|������1���_£~�U��������«S�U£����ª���U����������§~Ç ¬�Ç


���� � %���	�� �dt ��!"�#	$��� %
D ² ×=� 9 · F ³ Û � � = ^H× <[±L² ÛÊÛ ° P × ¶¢²U±
{>|~�&�~����¹�����Ã_���~�½������¼���ÓU�¢�������1�¸�H«��m���q£­�m�Ä��|~�&���4�m�#�4�a���¢�������ÄÀ������~�3��|~�&Ì^� Èj¡~���U���4�a���U£Ä���
���U����������7hÇ�{>|~�p�#����¡~|~�m¼��m���¸�4�¢¼
¡S�m����ºr¡~�����4�U�������~�
¡����µÁ��¸£h�U�p�L���m�~�~�U�����q£N���m�G¡S�����4�a�&�¿�m�&�U�m�5|��~����¹�����Ã#�����#¡S�m���U£����$�
���¢���N����Ám�4�qÅm�����&������«�Àh���������U�UÅ���|~�

&('�h)&+*
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'�'�'�''�'�'�''�'�'�''�'�'�''�'�'�''�'�'�'

(�(�(�((�(�(�((�(�(�((�(�(�((�(�(�((�(�(�(

)�)�)�))�)�)�))�)�)�))�)�)�))�)�)�))�)�)�)

*�*�*�**�*�*�**�*�*�**�*�*�**�*�*�**�*�*�*+�+�+�++�+�+�++�+�+�++�+�+�++�+�+�++�+�+�+

,�,�,,�,�,,�,�,,�,�,,�,�,,�,�,-�-�-�--�-�-�--�-�-�--�-�-�--�-�-�--�-�-�-

.�.�.�..�.�.�..�.�.�..�.�.�..�.�.�..�.�.�.

/�/�/�//�/�/�//�/�/�//�/�/�//�/�/�//�/�/�/

0�0�00�0�00�0�00�0�00�0�00�0�0

1�1�1�11�1�1�11�1�1�11�1�1�11�1�1�11�1�1�1

2�2�22�2�22�2�22�2�22�2�22�2�2

3�3�3�33�3�3�33�3�3�33�3�3�33�3�3�33�3�3�3

4�4�44�4�44�4�44�4�44�4�44�4�4

5�5�5�55�5�5�55�5�5�55�5�5�55�5�5�55�5�5�5

6�6�6�66�6�6�66�6�6�66�6�6�66�6�6�66�6�6�6

7�7�7�77�7�7�77�7�7�77�7�7�77�7�7�77�7�7�7

8�8�8�88�8�8�88�8�8�88�8�8�88�8�8�88�8�8�8

p

p

p is removed

p belongs to the skeleton

Removed pixel

remove p?

remove p?

Nc=2 Nc=1

Nc=1Nc=1

and it is not removed

È�����À~���,N �z�3�4�#�µÁ����~�L����¡��½Âh�4¼
p
�m�4���m��£~���~�L���G��|~�1�4Á��m¼�À~���������¢�$��|~�
��À~�,«S�4�3�����4���~�~�q�Æ���U£������#¡S���~�U�a���3���m�#¡��a���q£N�¢�

���4�#�µÁ��q£N¡~��Âh�4¼¸�4Ç

������«~Àh�5�¢�����q�%�¢����|~�U����������«�Àh���������U�UÅ¢���5�¢Ç%{$�1�m� �¿����� ¡��½Âh�4¼¸�����1�m«h���U�����UÅ¢¹?�>¡~����¡S�m���>� ��¹��1�����4¡��¢¼����m������|~�¤¹3|����5|#���m�����¸�����
��� �
I�Ç:9%^ ²U³µ´~¶¢²>= Û < Û Up²�` × ±�W × < × ² Û < Û U × ´�¶>`A¶ Û <�< × ¶¢² × ÜA¶ Û � �&Û < × < ² {>|~�­��Ãm�4¼������m���¢�H�¢�j��«h���q�Æ�?�4�������q��¡S����£������
��|~�Ä�����U���&¼����~�q�&���W��|~�Ä|��a¡S�4�5��À~�����m���

D
£~��Î��~�q£�«��,��|~� [­�¢À���£h�m� ��£h������������� ���
��|~� �m«h���U���?�q£h���q�4Åa�¢��£N�4���#¡~Àh���U£

�¿���3�q���5|�¡~�½Âh�U¼H�¢����|~�
�4��������£~�4���U£���«h���q�Æ�
Ñ ���!��� �¢�z��|~�
���m�~�~�U�����q£��4���#¡��m�~�4�a�ÆÒÆÇ&{>|~�¸�3£h�¸���5�¢���4�
���3�4���#¡~Àh���U£�«����
£h�¸���5�¢���4� ¡~����¡����m�¢�������#���GM¢º»���m�~�~�U������Á��½���L�¿���m�Ð��|~�­��«h���q�Æ�?�q£h���q�4Çz{>|~�Ä��Ãm�4¼��������N�¸�p��|~�4����«h�5�¢���~�U£N«a����À��4�4�U������Á��
��|~���~�~���~�^���4�#�µÁ����~��¡��½Âh�4¼¸�
��|��µ�,£~�ª�~�¢�,«S�4¼����������^�ª�����U���
¼����~�N�¢�,�U�m�5|C£~��������������¼��4Ám�4¼

D = 0, 1, 2,
���5�¢Ç�È~�m�

���q�������~��������¡~��Âh�4¼
p
«��U¼��m�~�m�­�����������U���1¼����~��Å�¹?�#�¢���¢¼��aÓU�,��|~�G�¿�����#�G��������ÓU�

3 × 3
���4�a���4���U£^���

p
Ç>�H���

Nc
«��

��|~�,�aÀ��,«S�4�_���z�4���~���U�Æ���U£����m�#¡��m�~�4�a��� �����#¡S�m���U£��¢�%¡~��Âh�4¼¸�3���U�#�µÁ��U£�������|~�
¡����UÁa����À��3�����4¡��UÇ dr�%��|~�
���4�#�µÁ����~�
�¢�

p
����£hÀ��4�U�1��£~�U�����U�m���L�¢�

Nc
ÅW��|~�U�

p
«��U¼��m�~�m�­������|��#�4���q���Ä¼����~�mÅ8�4¼¸���

p
�¸�Ä���U�G�µÁm�U£8Ç
{>|~�¸�1�¸�­��¼�¼�À������5�µ���U£ª«��

Î���À����-N~Ç87_�����¸���,��|��¢� ��|����­¡~�����4�U£hÀ����
£h���q� �~��� ¹�����Ãj�¿�m�_Î�����¼�¡��½Âh�4¼¸�,Ñ¿��|~�L¼��q�*Á��q�_�¢�%�����U�qÒ_���������
��|~�4���,�¸�­���~¼��
���~�Ä���m�G¡S�����4�a�?���m�~�~�q�Æ�UÇ $����¿�m���_��|~�­��|~���~�~���~�L¡~���h�4�U£hÀ~����Åm��|�� ¡~��Âh�4¼¸�&«S�4¼����~�m�����
���,��|~�­���U���#�����¢¼�¼����~�Ä�¢�H¹3�¸£���|
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∑
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£~�µ�5� �����U¡ I �����4¡^¬
È�����À~���$I�7 ���S�����O��|~�µ¹3���~� ��|~�3���U��À~¼½�5�%�¢����|~�>Î��5���z�����U¡�Ñ[���m�~�~�U�����q£L�4���#¡��m�~�4�a�5�����1¡��m¼���¼������>�����4�U�5Ò��¢��£L�¢����|~�_���U�4����£
�����U¡ÕÑ¿¡S��¼���¼����~�,�4Â����4����������Ò3������|��,�4��£ª�¢�&��«��������5|�¹3|~�m���
��Â������m�Æ�������ª�¸� £~�½ËN��À�¼½���_��¹?�q�¢Ã������a�����m��� �¸� �m£~£h�q£����N��|~�
��¡��q�5Ã�¼��1�¢����|��
���m£~�¢�3���µ���U¼�¼������1����������Ç

«��m���q£j�m����|~�
£h�4Î��~�����������¢�z�G¡~���h�4�U���>������|~�
���4����|�«��m��|��a�h£��¢�%�¢����«h���q�Æ� ���3£~�U��������«S�U£����ª���U���������ª¦hÇ ¬�Ç

�Ä��Á��U�Í�¢¼�¼�£~�����q�Æ���U£^�m«h���U�����UÅW¹?�L¡��U���¿�m���Ï�¢�Í��¡h�����#��ÓU�µ�����m�^�¢�&��|~�G¡~�����4�U��� �m�����h���¸�µ���q£����
c
Å ���!���$�N���µÂh���#��Óq�µ�������

������|~�
£h�4���������N����Á��U��«�� �
h(Xc|C) ∝ hd(Xc|C) hp(Xc|C)
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{>|~�j��¡h�����#��ÓU�µ�����m�Ê���L£h������Áa�¸�^�ª�����LÀ~¼¸�µ���q£Ê�¢�~���U�¢¼����~�ªÀ������~�^�Í�3�4Ám�4�5����«~¼��NÝ�À~�#¡eÌn��ÌC� Ñ[�_ÝaÌn��Ìn�>Ò
��¼��m�����½��|~�
¹3����|��¢�j�m£~�¢¡~����Á��­£~�U�����U�m���­�¢�8��|~�Ä���4�#¡S�4�5�µ��À~���Ä�¢��£��¢�j��Àh���m���µ���¸�Ä������Ám�4�����4�����_£h�4���U���������HÇ%ÔC�1À���� ��|~���4�Ä���4Á��U������«~¼��
�#�µÁ��q� �?«~������|hºr����£�º»£h�U�¢��|eÑ $VK1Ò3���&��¡S��¼��a¼����~��ÅW��£~£ �*���4�#�µÁ��#Ñ��­� Ò �j���U���#�4�a�_�����q�¿����� ��|~�L�4��£����&��¡S��¼��a¼����~� � ���5�¢����º¼¸�µ�����m�ÉÑ[{_Ò��¢�%�L¡S�����a�_�¢�z�G¡��m¼���¼����~�mÇ

{>|~� ° =¿³*²�` Ù ´ < Ü Ù Ü × ´h²�` � Û � ×
���m�����U��¡��m��£~�����Ä��|~�3¡~����¡S�m���½�����m�,�¢����|~�_�m£~£h��������� �µ���U�#�µÁ*��¼m���W�­¡S��¼��a¼����~�_���m�G¡S�m���U£
���W�
��������¼��_���U���#�4�a�UÇcd»��£h�U�U£8Å���|~�¸� $ K �#�µÁm�>�4���L«~�����U£L���
���G�­�"�G�µÁm�>¹?�mÀ~¼�£G«S�3�,À��5|#�#�����3���4¼��4Áµ�¢�a�%��|����#À~�~���¿�����
«~������|hº»�¢��£hºr£h�q�µ��|�������|~�,�4�a�������
�����¢����Å����������
«�������|��_�¢�z¼��m�~�#¡��m¼���¼������U�3¹���À~¼¸£��¢¼��#�m���3��¼�¹>�*�h��«��
�������q�Æ���U£8Ç&{>|���� �G�µÁm�U�
�4�������������&�¢�W��|�� ¡~����¡S�m���½�����m���¢�H�
«~������|N¹3����|���|~� ¡����m«��¢«~��¼��½���

pb
�¢��£G��|~� ¡~����¡S�m�����������#�¢�$�
£~�U�µ��|�¹3�½��|���|�� ¡~����«���«~��¼������

pd = 1− pb
Ç%{>|�� «~������|j�����
¡S��¼���¼����~� ���U£~À����q£#���#�,���4�m�G�U�a�?�¸�&À~���½�¿�m��������|~�Ä¡~����¡S�m���U£N���4�m�#�4�a�&�¸�?À��~�½�¿�m���#¼���£h���*¹3�

���
Vc × [Lmin, Lmax]×]α0 − π/2, α0 + π/2]

Çz{>|~�1£h�U�¢��|j�¸�>�¢¼¸���LÀ~�~���¿�������%�G���4���#�U�m������À~���½�¿�m���#¼��N�5|~�m���4�N������|~�1���4�
E1(Xc)

�¢��¡��m¼���¼������U�3���
Xc
���q£hÀ����q£N���#���~�
���4���#�U�m�qÇ d»�j��|~�
�4�m���1���%�G«~������|HÅh��|~�
�Ä���U�4�����¢�����L�¸�3�m��Ám�4�j«�� �

R ��� (Xc, Xc ∪ x) =
pd

pb

λ|Vc|

nmax (](E1(Xc)) + 1)

h(Xc ∪ x|C)

h(Xc|C)

Ñ[¬'NmÒ

¹3|~�U���
](E1(Xc))

£h�U�~�¢���U�,��|~����À~�,«S�4�G�¢�3¡S��¼��a¼����~�U�L���
Xc
���U£hÀ����U£C���Í�m�~�j���4���#�U�m�qÇ �$��Ãm�4¹3�¸���mÅ����Ê��|����U�����N�¢� �

£h�q�µ��| �
R ��� (Xc, Xc \ x) =

pb

pd

nmax ](E1(Xc))

λVc

h(Xc \ x|C)

h(Xc|C)

Ñ[¬�¨mÒ

{>|~����¹��n¼¸�������#�µÁ��U�,º ´~Ü�Ü��~³ × � Û � ×Ê����£ ²U³µ´ < ±�<�´~²�= Û < º,���m�����U��¡S����£É���C��|~�������U�#¡~����¡S�m���U£Õ���A��|~��¡S��¼���¼����~�
�4Âa���4����������¡~���h�4�U£hÀ~���Ä¹3�½��|���|~�
��£�£h�½�����m���¢¼H�����U¡�����À~���½�¿�m���#¼����5|~���m�����~�L�G¡S��¼��a¼����~�
�¢�#�����G��¼�¼8�m�4�~�U���¢���U£j¡��m¼���¼������U�>�¢�
Xc
Å��¢��£j¹3����|��~�#���~�½������¼H¡��������G�4���U���1Ñ

nx
�¸�>�(�aÀ���¼W���

0
Ò�Çp{>|~�,�Ä���4�4���5�µ�����m�>�����1����Á��U��«��N���aÀ��µ�����m���
Ñ[¬	Mµº»¬�§¢ÒÆÇ

{>|~�����U��À~¼��
�¢�&��|~�¸�
�¢¼����m������|~���¢¡~¡~¼����U£Í������|������~�����¸�¢¼p�����4�#����Á��U�n���ÍÎ���À~��� I'I#���
¡~���q���U�a���U£Í���CÎ��mÀ~��� I�M~Ç dr�
¹>���
�m«h�������~�q£����

2
|~��À~�5�
Ñ�¹3�½��|Í�¢� d»�a���U¼$�%�4�a����À~� MN¡~���h���q�������qÅ

3.4
�$[_ÓmÅ

1
�Ä�N���z� � ÌÍÒ�ÇS{>|~�,���q��À~¼�� �¸� ���µ�������������������j�m�

�m�~¼��n���~��«��������5|É¹��m�1�~�¢�L£~�����q�Æ���U£C¹3�½��|Ê���q��¡S�U���
���ª��|~�����¢��À���¼p��Â����5�����������C¡~���µÁa�¸£h�q£n«��Í��|~� $>�3�1ÌÊÇ$Ì^�����4�µÁ��U�UÅ
��|~�4���­�����_�m�~¼��,��¹��,���#��¼�¼����¢¼¸��� �¢¼¸�¢�����4Çp�­�~¼��,��¹��
«~�5�¢���5|��U�&����� ¼��m�~���U�z��|�������|��­���m�����U��¡S����£h���~�
���¢��À���¼�¼��G��Â����5�������U£
«~�5�¢���5|~�U�UÅa����£��m�~�_�¢�8��|~�U��� «��������5|~�U�?���U�4���&���,«S� «S�������U�>£~�����q�Æ���U£�«��#��À~�>�¢¼����m������|�� ��|��¢�j«��G��|�� |�À~���¢�N�m¡��U���¢���m�UÇ
{�¹?�#«~�5�¢���5|~�U�>�¢���1�~�¢� ��ÀhËN�����4�a��¼��N�4Â����4��£h�U£�£hÀ~�1���G��|~�
¡~�����m���q������Á��­�4���a���5�����3£h�U�4���q������Ç
�­�3�½�_¹>�����4Â�¡S�U�����q£����N£h�U�����U��£~�¢�a�3¹>���>���U�~�4�5�µ���U£N�¿���>��|��
���q������£N�����U�NÑ��¢¼�¼8«~�5�¢���5|��U�>¹��4���Ä£h�4���q�Æ���q£ª£hÀ~�������L��|~�

���~�����¸�¢¼���Óq�µ��������¡~|������qÒÆÇ
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ÔC��|��*Á��N¡~����¡S�m���U£Ê�Í�#����|���£Ê�¿���GÀ~����À~¡��U��Á��¸���q£É�~����¹�����ÃC��Â����5�����������É�¿����� ���¢���U¼�¼��½���j�5��£~���
���#�����q�,���m�,«~���~���~�^��|~�
�m£hÁµ�¢�a�������U�H�¢����¹?�­�¢¡~¡~���m�m�5|~�U���W�_���U���#�4�a�5�µ�������1À������~� �¢�
ÌÍ�_È��¢��£
���
��«h���q�Æ�$�4Âa�����m�Æ�����m�ÄÀ������~� �����h�5|��m�������%�m�4���#�4������Ç
{>|~�
ÌÍ�_ÈÕ¡S�4���¿�������3�¢����ËN�4���U�m�_�4Â����5���Æ�����m���������U�����3���%�4���#¡~Àh�����~�G�����#�,����£��������U�����3���%£~�����q�Æ�����m��������|~�
��À~�����m���
¡������
���?��|~���~����¹�����ÃWÇ 7 �4Ám�4����|~�U¼��q���UÅW��|~��¼����~��¡��¢���
�¢�?��|~���~�4��¹?�m��Ãª�¸�1�~���,£h�����U�Æ���U£n¹3�½��|Ê��À��5|Ê���C��¡~¡~���m���5|$ÇL{>|~�¸�
����À�£~�
|����%��|~�µ¹3�
��|��µ�%��|~�>��«h���q�Æ�%¡~���h�4�U�����q�$«~�����~�Ä�Ä����¼�Àh�������L¹3|~�4�L��|~�3Ì^� È^�¢¡~¡����a���5|~�q�H���U���5|
��|~�U���z¼����#�����UÇ�d»��£h�4�q£8Å
��|~���_���q�5|~�~�'�mÀ��,�¢¼�¼��µ¹_�>À��>���N�4Â����5���Æ� ��¼��#�a��� ��¼�¼H����Á��4�5�>¡~���U���4�a�_������|~�,�����U�~��Ç�{>|~�¸�_�¸�3��ËN�����4�a��¼���£h�����1��|����~Ãh�>������|~�
À����>�¢�S��|~�3���4�m�G�U�a���µ�����m�,���U��À~¼��z����£,��|~�3�4Â�¡�¼��m�½�5�µ�������L�¢����|~�>�����U�>������À�����À~���?����|��h£h�������5�¢¡�|~���&�~����¹�����Ãh�4Ç 7_�4Ám�4����|~�U¼��q���UÅ
��|~�,�4Âa�����m�Æ�����m�����%��|~�L����Á��U���3���U�¢�­��¡~�����~�m�3���4���������­£h��Ë��4À~¼��Ä£hÀ~�
���j�N�4���a���5����� £h�q�����U�����
���^£h�����U���������ª������|~�L��¡~��������Ç
� ����¼�Àh�����m�^����À�¼�£�«S�
���N�����4����¡��m���¢���Ä��|~�¸�_���h�¿�m�����µ�����m��������|~�,£~�¢���#�#�h£h�4¼��¢��£������U�������#�¢���
��|~�,£h�q�����U�m���1¼¸�*¹¾������|~�
�4���a���5�����Ä��¼��m�~�j��|~�G¡��m¼���¼����~�mÇLÌª�m���U�µÁ��U�UÅ���|~�#¡~����¡S�m���U£^�����h�5|��m�������L�#�h£h�4¼z��|~��À~¼¸£C�¢¼�¼��µ¹¤À��­����¡S�4���¿�����0£~�µ�5�N�¿À��������
���ª���5£h�4�>����«��U�~��Î��_�¿���m�D��|~�,���m�a������«~À~���������¢�z���UÁ��4�5�¢¼H����À����4�U�
Ñ �¿�m�_�������5�¢���4��Å~�LÀ~¼�����ºr���4�������3�m�3�,À~¼ 
_º»Ìª�mÓ4��¼�¼¸�µº��a���¢��À����
Nm®�®�®�
 ºrÌª�mÓ4��¼�¼¸�µº��a�5�µ��À���¬ �
®�®�®m®�®m®�®�®N����º[���4�#¡S���5�¢¼p£~�¢���mÒ�Ç�È������¢¼�¼���Å���|~�¸�
¹�����ÃÍ���mÀ~¼¸£n«S�N�4Âa���4��£~�U£C���ª����|~�U�
����¡��q�
�¢�
�~�4��¹?�m��Ãh��¹3����|ª�L�����4�
������À��Æ��À~���
��À��5|�������|��
�����������¢���L�����U�U�>�����#�q£h���U�¢¼H�����¢�m�U�UÇ

� ����'�� �D2��3��	,+9�3'L��:

{>|~� Î��5���?��|~���4�Ä�¢Àh��|~���5�z¹���À~¼¸£�¼���Ãm�3���,��|����~ÃG��|~�ÄÈ~���4���5|j�Ä�U��¼������¸�4��¼���À~��Á��U��Ñ $>�>�1ÌnÒz�¿�m�&¡�����������¼~Î����������¸�¢¼S��À�¡~¡��m���qÅ
�¿�m�3¡~���µÁ��¸£h���~�,���4�#�¢���4¼��j���4�����U£j�����¢�m�U�>�¢��£j�����¿�U���U�����Ä�~����¹�����Ãh�4Ç��z�¢�������$��|~���_¹?�m��Ã#|��m�>«��U�4��������£hÀ��Æ���U£�¹3�½��|~������|~�
� 7­{_��¡~�������5�¢��Ç
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