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Fermatiav odkaz

Alena Solcova”, Praha

1. Kdy se vlastné Fermat narodil?

Zajem o Zivotni data a osudy Pierra de Fermata vzrostl v roce
1995, kdy Andrew Wiles dokazal Velkou Fermatovu vétu. Jesté
v 19. stoleti najdeme o Fermatovi v encyklopediich jen velmi skromné
zpravy. Casto se pouze uvadi jen to, e Pierre de Fermat byl pravnik
Zijici v Toulouse. O jeho matematickych zajmech a vysledcich
nachazime jen struéné zminky. Proto je dodnes v jeho Zivotopise tolik
nejasnosti a nepiesnosti. V§Simnéme si napf. udaje o roku Fermatova
narozeni na podstavci jeho sochy v Beaumont-de-Lomagne (viz obr.
1) a na pamétni desce (viz obr. 2) umisténé na jeho rodném domée
vV témze meésté (viz obr. 3). Oba zdroje uvadéji rok 1601. Jiny tdaj
najdeme v Capitolu v Toulouse na souso$i Fermat a muza (viz obr. 4 a
6). V dolni ¢asti této sochy jsou Fermatova Zivotni data vymezena
takto: 1595-1665 (viz obr. 5). Deska umisténa v muzeu Vv budové
augustinidnského klastera v Toulouse zase uvadi, Ze se Fermat doZil
57 let, coz odpovida roku narozeni =~ 1607 nebo 1608.

Obr. 1. Podstavec sochy Pierra de Fermata v Beaumont-de-Lomagne.

" Autorka dékuje Helen& Holovské a Jakubu Solcovi za fadu uzite¢nych piipominek a Pavlu K¥izkovi za
poskytnuté fotografie.
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Obr. 2. Pamétni deska na Fermatové rodném domé,
Beaumont-de-Lomagne.



Obr. 3. Vstup do rodného domu Pierra de Fermata.

Profesor Klaus Barner z univerzity v Kasselu se v praci [Barner,
2000] zabyval problémem, kdy se matematik Pierre de Fermat
skutecné narodil. Dospél k nazoru, ze dit¢ Dominika Fermata, které
bylo vroce 1601 pokiténo Pierre, nebylo totozné s budoucim
pravnikem a matematikem. Matka tohoto ditéte, Frangoise Cazenove,
zemiela jiz v roce 1603 a otec Dominique se mezi lety 1603-1607
znovu ozenil. Mezi péti détmi, které se mu v tomto druhém manzelstvi
se Slechticnou Claire de Long narodily, by mél byt 1 prosluly
matematik Pierre. Zapisy o kitech z let 1607-1611 jsou ale nenadvratné
ztraceny. Klaus Barner se domniva, Zze Fermattiv syn Samuel oznacil
otcuv vék v dobé umrti — 57 let — na desce v augustinianském klastete
spravné. Deska byla zhotovena jen deset let po Fermatoveé smrti, roku
1675. Zda se n¢kdy podaii prokazat tuto pozoruhodnou hypotézu a
urcit, kdo byla skute¢nd Fermatova matka a kdy se vlastné¢ Pierre de
Fermat narodil, zlstava otdzkou. Diulezitéjsi je vSak to, co Fermat
v matematice dokézal a k jakym vysledkim dospél.



Obr. 5. Detail nohy sousosi Fermat a muza s zivotnimi daty Pierra de
Fermata (1595-1695).



Obr. 6. Fermat a muza (detail), Capitole, Toulouse.
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Obr. 7. Capitole v Toulouse.

2. Fermatova metoda nekone¢ného sestupu



V tomto odstavci si pifiblizime jeden ze znamenitych Fermatovych
objevi — metodu nekonecného sestupu, ktera je blizka principu
matematické indukce. Opira se o vlastnost, Ze mnozina pfirozenych
Cisel N = {1, 2,3, ...} je dobfe uspofadana, c0Z znamena, Ze
libovolnd jeji neprdzdna podmnoZina mé nejmensi prvek. Podobnou
vlastnost nema ani mnozina celych cisel, ani mnozina racionalnich ¢i
realnych Cisel.

Fermatova metoda nekonecného sestupu je zalozena na nasledujici
VEte.

Véta 1. Necht' M je podmnozZina mnoziny prirozenych cisel N a
necht pro libovolné me M existuje ne M tak, Ze n <m. Potom je
mnoZina M prazdna.

D G k a z. Pfedpokladejme naopak, ze M je neprazdna. Protoze je
mnozina ptirozenych ¢isel N dobfe uspofadand, existuje nejmensi
prvek m mnoziny M . Pak ale podle pfedpokladu véty existuje prvek
ne M, ktery je mensi nez m, cozZ je spor s minimalitou m. Tedy M
je prazdnd mnozina. [

Véta 1 se pouziva k ditkaziim neexistence piirozenych cisel jistych
vlastnosti. Jeji uziteCnost si ukdzeme na dikazu tvrzeni (viz véta 4.)
tykajiciho se pythagorejskych trojuhelnikti. Timto tvrzenim se zabyval
Pierre de Fermat kolem roku 1640. Nejprve si ale pfipomenime dvé
zname vety.

Véta 2. Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika. Pak je tento
trojuhelnik pravouhly s preponou délky c prave tehdy, kdyz plati

a’+bt=c.

Implikace = je zndmé& Pythagorova véta. Obracena implikace
ucebnic bohuzel opomiji. Napiiklad to, ze volbaa =3, b=4ac=5
dava pravouhly trojuhelnik, viibec neplyne z Pythagorovy véty, ale
Z véty 2!

Necht’ pro uspofadanou trojici (@, b, ¢) pfirozenych cisel plati
a’+ b =c*. Pak se tato trojice nazyva pythagorejska a ptisluiny
pravouhly trojuhelnik z véty 2 se nazyva pythagorejsky. Je-li (a, b, c)
pythagorejska trojice, pak ziejmé (b, a, ¢) je také pythagorejska
trojice. Jestlize navic a, b, ¢ nemaji spole¢ného dé¢litele d > 1, pak se
(a, b, ¢) nazyva primitivni pythagorejska trojice.

Nasledujici véta je uvedena v Diophantové Aritmetice, jejiz latinska
verze byla publikovana v roce 1621.



Véta 3. Trojice (a, b, ¢) prirozenych Ccisel je primitivni
pythagorejska trojice prave tehdy, kdyz existuji nesoudélnd prirozend
¢isla m > n, z nichz jedno je sudé a druhé liche, tak, zZe bud’

(1) a=mf—m, b=2mn, c=nf+n,
anebo
a=2mn, b=n? -, c=nt+n.

Cisla m a n jsouurcena jednoznacne.

Dukaz.Necht (a, b, c) je primitivni pythagorejska trojice. Pak
jen nejvyse jedno z téchto ¢isel mize byt sudé. Piedpokladejme na
okamzik, Ze a i b jsou obé lichd. Pak a° i 4 jsou o jednicku vétsi
nez né&jaky nasobek 4, protoze (2/+1)> =42 +4/+1. Tedy &° +&°
je o 2 vétsi nez néjaky ndsobek 4. Odtud ale plyne, Zze druha mocnina
¢* je délitelna 2, ale neni d&litelna 4, coz neni mozné. Proto pravé
jedno z ¢isel a nebo b musi byt sudé. Bez ijmy na obecnosti mizeme
tedy predpokladat, ze b =2k a ze ¢isla a a ¢ jsou licha. Potom

2 2
c —a c+a c—a
K = - .

4 2 2

Jelikoz a a c jsou licha, jsou ¢isla (c +a)/2 a (c - a)/2 ptirozena.
Musi byt navic nesoudélna, protoze kazdy jejich spolecny délitel déli
jejich soucet (coz je c) i jejich rozdil (coZ je a) a o téchto Eislech
jsme piedpokladali, ze jsou nesoudélna.

Kazdé prvocislo p, které dé&li (c — a)/2, také déli A*, a proto i p°
deli k?. Jelikoz p ned&li (c + a)/2, musi p* délit (c — a)/2.
Rozklad (c — a)/2 na prvocisla ma tedy jen sudé exponenty, coz
znamena, ze Cislo (C—a)/2 je ¢tverec. Podobné zjistime, Ze (C + a)/2
je rovnéz ¢tverec. Mzeme tedy psat

cra_ o c-a

Vidime, Ze ¢isla m a n jsou nesoud¢lnd, jsou uréena jednoznaéné a
m > n . Jelikoz c¢=n7 + 7 je liché, jedno z ¢isel m a n musi byt
liché a druné sudé. Déle vidime, Zze a=n7-r*, a tudiz

b=~ —a*=2mn.

Necht’ naopak m > n jsou nesoud€lna ptirozena cisla, z nichZ
jedno je liché a druhé sudé. PoloZme nejprve

a=nt—-n*, b=2mn, c=nt+nm.

Pak ziejm¢ a a c jsou lich4, b je sudé a



a+ b= —m)>+@2mn)? =(n? + ) =¢°.

Tudiz (a, b, ¢) je pythagorejska trojice. Kdyby ¢isla a, b, ¢ byla
vSechna délitelnd néjakym lichym prvocislem p, pak by také Cisla
c+a=2n" a c—a=2m byla délitelnd p, coZ je ve sporu s tim, Ze
m a n jsou nesoud¢lna. Odtud plyne, ze (a, b, ¢) je primitivni
pythagorejska trojice.

Piipad, kdy a jesudéa b je liché, lze vySetiit analogicky. [
Poznamenejme jesté, Ze pro piirozené ¢islo d davaji volby
a=d(n? —m?), b=d@2mn), c=dn?+m),
a=d@2mn), b=dn? -nm), c=dnt+m)
vSechny pythagorejské trojice.

Obsah pythagorejského trojuhelnika

je vzdy prirozené Cislo, protoze a nebo b ve vété 3 je sudé. Véty 1
a 3 nyni pouzijeme k ditkkazu nasledujiciho Fermatova tvrzeni.

Véta 4. Neexistuje pythagorejsky trojuhelnik, jehoz obsah je
Ctvercem prirozeného cisla.

D U k a z . Pfedpokladejme naopak, ze existuji a,b,ce N tak, Ze

a*+b° =c* azeobsah P pythagorejského trojuhelnika je tvercem
néjakého piirozeného Ccisla. Lze piedpokladat, ze (a, b, ¢) je
primitivni pythagorejska trojice. Kdyby tomu tak nebylo, pak bychom
poloZili a=a/d, b’=b/d a c’=c/d, kde d je nejvétsi spolecny
délitel cisel a, b, c. Trojice (a’, b’, ¢’) by pak opét byla pythagorejska
a obsah pfislusného pythagorejského trojuihelnika by byl opét
¢tvercem, jak plyne z (2). Podle véty 3 je praveé jedno z Cisela a b
sudé; bez Gjmy na obecnosti mizeme piredpokladat, ze sudé je b.
Existuji tedy nesoudélna pfirozena ¢isla m > n tak, Ze plati (1). Proto
jsou po dvojicich nesoudélna také ¢isla m, n, m+n a m-n.

Obsah uvaZzovaného pythagorejského trojuhelnika podle (1) a (2) je

(3) P = mn(m+ n)(m-n).

Protoze P je ¢tverec, musi byt ¢tverce i jednotlivi Cinitelé v (3), tj.
existuji u,v,k,l e N tak, Ze

(4 m=uv*, n=V, m+n=v*+vV =K, m-n=u"-vV=>_.



Sectenim a odectenim dvou poslednich rovnic dostaneme
(B) 2m=2' =K+, 2n=2V =K - =(k+N(k-)).

Protoze predpokladame, ze a=n7 —n* je liché (viz (1)), &isla
K =m+na FP=m—-n zevztahu (4) jsou rovnéz licha. Tedy k a |
jsou take licha ¢isla.

Necht’ j je nejvétsi spoleény délitel ¢isel k + 1 a k—/. Ziejmé
Jf>2,protoze k+1 a k—/ jsou Cisla suda. Vidime, Ze j déli (beze
zbytku) 2k i 2L Cili j? déli 4K +/F)=8m i 4K -F)=8n.
Protoze ¢isla m a n jsou nesoud&lna,je j<2.Cisla k+1 a k—/

tedy nemaji krom¢ 2 zadného spolecného délitele. Proto podle (5)
existuji re N asudé ¢islo se N tak, ze bud’

k+1=2r? a k—1=5°,
anebo
k+/=5 a k—1=2r?.

Odtud a z (5) dostaneme

) (szjz (k+/j2 (k—/jz R+l
(ri)y+l—| = + = =Uu.
2 2 2 2

Vidime, Ze trojice (r%, s*/2, 1) je novou pythagorejskou trojici.

Obsah odpovidajiciho trojuhelnika je P=r>s*/4, coz je ziejmé
Ctverec piirozeného Cisla, nebot” s je sudé. Obsah F' je vSak mensi
nez obsah P, tj.

RS R-F
e

P <K <PV =P,

kde posledni rovnost plyne z (3) a (4).
Ovéfili jsme tak predpoklady véty 1 pro mnozinu

M={Pe N |3abcicN: P:F:%b, &+ 1P = ¢,

kde symbol 3 oznacuje existenéni kvantifikator. M je tedy prazdna
mnozina. [

Fermat pouzil metodu nekonecného sestupu i pti dikazu dalSich
tvrzeni, napt. k diikazu Velké Fermatovy véty pro exponent 4.

3. Mala Fermatova véta



V roce 1640 vyslovil Fermat nésledujici vétu (viz [Fletcher, 1989,
1991]) a ptfitom snad ani netusil, jaké obrovské uplatnéni bude mit
ovice nez 300 let pozdgji. Oznacme pismeny n.s.d. nejmensiho
spole¢ného délitele prirozenych ¢isel z N .

Mala Fermatova véta: Necht p je prvocislo a ne N. Pak plati
implikace

nsd.(np)=1 = n"'=1(modp). (1)

Tato véta je asi nejpouzivanéjSim nastrojem v teorii Cisel. Lze ji
uzit napt. k dikazu toho, Ze Cislo je slozené, aniz bychom znali
neékterého jeho netrividlniho délitele. Pokud totiz kongruence v (1)
neplati pro n¢jaké ne N, pak jisté neni p prvocislo.

Obr. 8. Kolej Pierra de Fermata v Toulouse.

Pozd¢ji zavedl Leonhard Euler funkci

p(g)=card{re{1,2,...,q}| ns.d.(r,q)=1},

tzv. Eulerovu funkci, kde card oznacuje pocet prvku, a zobecnil
Malou Fermatovu vétu takto:

Fermatova—Eulerova véta: Necht n, ge N. Pak plati ekvivalence

ns.d.(ng)=1 < 79 = 1(mod g).



Tato véta se pouZiva napt. v kryptografické metodd RSA™ k diikazu
toho, Ze zaSifrovana zprava je po deSifrovani shodna s pavodni
zpravou. Metoda RSA naSla Siroké uplatnéni ve vojenstvi a
bankovnictvi Kk pfenosu tajnych a jinych davérnych zprav. Je na ni
zaloZen i digitalni podpis, ktery nedavno schvalil na$ parlament a
ktery hraje dulezitou roli pfi projektovani pocitacovych systémi.
Brani napfiklad systém proti nezddoucim vstuplim a manipulacim,
ochranuje data pfed ,,nepovolanymi cCtendii”, pred falzifikaci a
zabezpecuje rozlicné soubory pied jejich destrukci. Podrobnéji se

s metodou RSA muzete seznamit napt. v ¢lanku [Kiizek].

4. Velka Fermatova véta

Fermat by jisté ocenil, Ze jedna z jeho hypotéz bude nazvana
Velkou Fermatovou vétou'

Pro prirozené c¢islo n> 2 nema rovnice

Xn+yn:Zn

zadné reseni pro prirozend cisla x,y a 1.

Metody, které pouZil Wiles k jejimu dikazu, jsou vysvétleny napf.
v knize [Hellegouarch] nebo v ¢lanku [Nekovai].

Podle znamé Fermatovy poznamky, kterou Fermat ucinil pii Cetbé
Diofantovy Aritmetiky, se zdalo, ze ditkaz neexistence feSeni bude
snadny. Piesto zaméstnaval fadu matematikl pies vice nez 350 let.
Fermat sam dokazal vétu pro n =4 a Leonhard Euler pro n = 3. Velky
zajem o jeji vyfeSeni vzbudila Wolfskehlova cena zaloZzena roku 1908
Paulem Wolfskehlem, némeckym Iékafem, jehoz konickem byla
matematika. Andrew Wiles z princetonské university naSel zpisob,
jak Fermatovu vétu dokazat (viz [Wiles]). Pozd&ji v roce 1995
spolecné s Richardem Taylorem zvetejnil jeji Uplny dikaz (viz
[Taylor, Wiles]). Metodu, kterou autofi pouzili, Fermat znat nemobhl,
nebot’ fada pojml nebyla tehdy jeSté zavedena (moduldrni formy,
eliptick¢ kiivky, grupy). Wiles za svlj vyznamny objev ziskal
stiibrnou plaketu, kterou ptevzal na univerzité v Berkeley v roce 1998.
Udé¢leni Fieldsovy medaile branil Wilestiv vék, nebot’ mu bylo jiz vice
nez 40 let.

* Metoda RSA byla nazvana podle po&atecnich pismen autorti &lanku [Rivest,
Shamir, Adleman], v némz je popsan $ifrovaci a deSifrovaci algoritmus vypoctu a
vysvétlena podstata metody RSA. Matematicky princip metody RSA objevili jiz
diive W. Diffie a M. Hellman a popsali jej v ¢lanku [Diffie, Hellman, 1996].

" Vice o Velké Fermatové véts viz stejnojmenny C¢lanek G. Terjaniana v tomto
svazku.



Jako mnoho jinych se pokousel také dokéazat Velkou Fermatovu
vétu Andrew Beal. Hledal jednodussi diikkaz nez vytvoftili Wiles
spole¢né s Taylorem. Spole¢né s Danielem Mauldinem z University of
North Texas vyhlasili cenu 50000 $ za dukaz zobecnéné Velké
Fermatovy véty (viz [Mauldin]).

Bealova hypotéza: Rovnice X+ )" = 7" nemd Zadné reSeni pro
pro prirozena cisla k, m, n veétsi nez 2 a vzdjemné nesoudélna
prirozend cislax, y, z .

Puvodni Fermatova hypotéza fika, Ze soucet dvou n-tych mocnin
pfirozenych ¢isel nemize byt roven n-té mocniné jiného pfirozeného
Cisla pro n > 2. Beal se zabyval piipadem, kdy obecné nejsou vSechny
exponenty stejné. Vidime napt., ze 17* +34* =17°. Tedy séitanci na
levé strané¢ jsou umocnéni na tyz exponent a rovnaji se Cislu
umocnénému na jinou mocninu. Proto se v Bealové hypotéze
predpoklada, ze ¢isla X,y a z nemaji spole¢ného délitele.

Vénujme se nyni piipadiim, kdy scitanci jsou vzajemné nesoudé€lna
Cisla a exponenty vzajemne¢ rtizné a vétsi nez 1. Jsou to napf-.:

1°+2° =3 (k>3),

2°4+72 =3,
7P +132 =2°,
2"+ 17° =712,

3 +11° = 1227,
17" +76271° = 210639287,
1414° + 2213459% = 65,
9262° +15312283° = 113,

43° +96222° = 300429072,
33% +1549034% =15613°.

Pov§imnéme si, Ze ve vSech uvedenych piipadech se vyskytuje
exponent 2.

hypotéza je zobecnénim Velké Fermatovy véty. Bude-li nékdy
rozieSena, podobné slavy jako jeji speciadlni piipad jiz patrné
nedosahne.

V literatufe se také obcas setkavame s terminem Fermatova funkce.
Podle jedné definice je Fermatova funkce f(n) pro n pfirozené
nejmensi absolutni hodnota vyrazu

2 Andrew Beal je zakladatel, majitel a piedseda Bealovy banky, nejvétsi
mistni banky v Dallasu. Zalozil téZ spole¢nost Beal Aerospace, ktera se vénuje
navrhovani a konstrukci dalsi generace raket pro satelity Zemé.



F(xy2=xX+y -2,

kde X, y, z jsou navzajem riizna ptirozena Cisla.

Pro prvni dvé hodnoty méame

f(1)=0,
f(2)=0 (pythagorejské trojice).

Hodnoty pro n > 2 jsou ziejmé nenulové, protoze plati Velkd
Fermatova véta.

Odtud pro n = 3 plyne, ze 7(3)=1, protoze ‘ 6°+8°— 93‘ =1.
Pro n = 5 zatim pouze vime, Ze f(5) < 12, protoze
13° +16° —17° =12. Existuje hypotéza, Ze plati

f(n)<3"-2"-1pron >5.

Se jménem Fermata jsou také spojeny plochy F,(x ,2)=0
V trojrozmérném  prostoru, kde F(x ¥ 2)=X'+)' -2, n je
ptirozené Cislo a X, Y, Z jsou realna ¢isla. Kazda takova plocha ziejmé

prochazi bodem (0, 0, 0) a pro n>2 Zadna z ploch neprochazi
zadnym mfiizovym bodem, jehoZ soufadnicemi jsou pfirozena cisla.

Studiem Fermatovych polynom se =zabyvd napt. c¢lanek
[Horanam].

5. Fermatovy krivky

Fermatova prvni prace o analytické geometrii Ad locos planos et
solidos isagoge ztstala v rukopise az do roku 1679, kdy ji Fermatuv
syn Samuel zahrnul do spisu Varia opera. V praci o te€nach a
kvadraturach, ktera byla dokoncena v roce 1636, definuje Fermat
analyticky fadu novych kiivek. Ktivky zapsané dnes ve tvaru

jsou znamy jako Fermatovy hyperboly, paraboly a spiraly (viz napf.
[Solcova)).



Fermat se specialné vénoval studiu kubické kiivky (1666) dodnes
spojované se jménem matematicky Marie Gaetany Agnesi (1*718—
1799), v angli¢tiné ,witch of Agnesi“ — carodéjka z Agnesi. Jeji
kartézska rovnice je y(x2 +a2)= a®. Konstrukci a tvar kiivky lze
nalézt napi. na webovské strance [w3].

Obr. 9. Namésti s trzistém, Beaumont—de—Lomagne. V popiedi je
Fermatova socha.

Pti studiu kiivek postupuji Fermat a Descartes rozdilnym
zpusobem: Tam, kde Descartes ve své Géométrii za¢ina se studiem
»geometrickych mist“, a pak naléza rovnici, Fermat nejprve sestavi
rovnici, a potom studuje ,,geometrickd mista“, ktera rovnice popisuje.
Fermatova préce je napséna ve Viétbwymbolice, a proto pusobi
archaicky ve srovnani s moderni symbolikou Descartovou. Kartézska
rovina by se také mohla jmenovat Fermatova rovina, protoze pravé ve
Fermatov¢ uvazovani lze jiz pozorovat souradnicovy piistup.

Fermat rozhodné¢ piekonal Descarta v metodé¢ pro vyhledavani
maxim a minim funkci. Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
povazoval Fermata za skutecného objevitele diferencialniho poctu.
Vice o Fermatové prispévku ke vzniku diferencialniho a integralniho
podtu viz [Mahoney], popt. [Solcova].

Descartes vyhral bitvu,

" Historie této kiivky je ponékud barvitd. Pivodni nazev versaria pro ni zvolil
italsky matematik Guido Grandi (1703). Souvisi s jeji konstrukci a znamena
,otadejici se v libovolném sméru. Casem dostalo slovo versaria jiny vyznam —
znamenalo Zenu, kterd nevéii v Boha. Do angli¢tiny pak bylo pielozeno jako witch
— Carod¢jka.



nikoliv vSak valku.

6. Fermatova cisla

Fermat jisté neocekaval, ze se mnoho matematiki bude dodnes
zabyvat hledanim prvociselnych rozkladi Fermatovych ¢isel
F.,= 2% 41 pro m=0,1, 2,.... Myln¢ ptedpokléadal, ze vSechna cisla

tohoto tvaru jsou prvocisla. Pravé tato Fermatova chybnd hypotéza
stale inspiruje matematiky k objevovani novych metod a k provadéni
velkého mnozstvi vypoctit pfi studiu vlastnosti Fermatovych c¢isel.
Radu piekvapujicich tvrzeni i s dikazy najde &tenad v monografii
[Ktizek, Luca, Somer].

Posledni zprava o novem vysledku je z 3. ¢ervence 2002 (viz tab. 1):

News Flash!

On July 3, 2002, Jim Fougeron discovered

the following new factor

of a Fermat number: 13308899 . 23723 + 1 divides Fs7233.

Tab. 1.

Vypoclty v této oblasti pfinaseji v posledni dobé mnoho novych objevi
(viz tab. 2):

Nedavno nalezeni prvocinitelé F,

Datum Prvocinitel Objevitel
11. dubna 2002 1503975.2%°% + 1 déli Fasa Gary Gostin
4. dubna 2002 541664191 . 2°° + 1 d&li Fo7, Dmitrij Komin
6. biezna 2002 7619 . 2°°%%1 + 1 déli Fsgers Goran Axelsson

5. inora 2002 63.2°7°% + 1 d&li Fa70001 Tadashi Taura



Tab. 2.

Aktualni zprava o Fermatovych ¢islech Fp z 3. Cervence 2002 tika
(viz tab. 3) :

Prvocisla m=0,1,2,3,4
m=5,6, 7,8 (kazdé dva délitele),
9 (3 délitelé),
10 (4 délitelé),
11 (5 déliteln)

Slozena plné rozlozena Cisla

Pét znamych prvociselnych

daliteld m=12
Ctyii znami prvoéiselni délitelé m=13
Tti zndmi prvociselni délitelé m =15, 25

m = 16, 18, 19, 27, 30, 36, 38, 52, 77,
147, 150, 284, 416

m =17, 21, 23, 26, 28, 29, 31, 32, 37,
39, 42, 43
a 166 hodnot m v intervalu
43 <m < 382447

m =14, 20, 22, 24

m = 33, 34, 35, 40, 41, 44, 45, 46, 47,
49,50, ... .

Dva znami prvociselni délitelé

Jeden znamy prvociselny delitel

SloZena Fermatova Cisla,
ale zadni znami d¢€litelé

Charakter ¢isel neznamy

Tab. 3.

K datu 18. zafi 2002 vime s jistotou, ze alespon 206 Fermatovych
¢isel je slozenych (viz [w2]).

7. PocCatky teorie pravdépodobnosti

Vésen hrach hazardnich her ptfivedla matematiky k feSeni uloh
nalezejicich dnes do teorie pravdépodobnosti. Nésledujici ulohu
0 rozdéleni sazky fesil Fermat v korespondenci s Blaisem Pascalem.

Dva hraci A a B hraji n¢kolik her o urcitou ¢astku C. Tuto ¢astku
dostane hrac, ktery vyhraje jako prvni k her. Hry jsou pferuseny ve
chvili, kdy jednomu z hracu chybi do vitézstvi | her, druhému m
her. Jak bude ¢astka C spravedlivé mezi hrace rozdélena?

Zvolme napt. | =2 a m = 3.V tomto piipadé¢ bude k>3 libovolné.
Fermat si uvédomil, Ze je tfeba provéfit 16 nize uvedenych moznosti:

aaaa, baaa, abaa, aaba, aaab, bbaa, abba, aabb, baba, abab, baab;
abbb, babb, bbab, bbba, bbbb,




kde a, resp. b znamena vitézstvi hrace A, resp. B. Odtud je jiz patrno,
ze ¢astka C bude spravedlivé rozdélena v poméru 11 : 5.

Pascal ocenil Fermatovo feSeni v dopise datovaném 29. Cervence
1654 takto:

,.Nyni jiZ nepochybuji o tom, Ze jsem na sprdavné cesté, kdyz se moje
vysledky shoduji s Vasimi. Vidim, Ze pravda je na svété jen jedna,
v Toulouse i v Parizi.

I kdyz byl Pascaliv postup pon€kud odlisny od Fermatova, oba
dospéli ke stejnému vysledku. Oba tak ucinili prvni kroky v rozvijejici
se teorii pravdépodobnosti.

Fermat se pak snaZzil aplikovat pravdépodobnost v teorii ¢isel, ale
to Pascala nezaujalo a Fermat pokracoval v korespondenci o dalSich
Ulohdch  z pravdépodobnosti s Christianem  Huygensem (viz
[Macak]).

8. Fermatiiv princip

V mnoha ucebnicich fyziky se v kapitole o optice setkdme
s Fermatovym principem.

Kdyz se vroce 1650 jeden z Descartovych zakt rozhodl
shromazdit Descartovu korespondenci k vydani, obratil se také
s zadosti o pomoc k Fermatovi. Pfi této piilezitosti se Fermat zacal
zabyvat Descartovymi optickymi vyklady. Odvodil, ze se svétlo
pohybuje vzhledem k ¢asu vzdy po nejkratsi mozné draze. Dospél
k t¢émuz principu, ktery popisuje lom svétla pii prichodu z jednoho
optického prostiedi do druhého jako Descartes, i kdyz ne zcela
spravnym postupem (podrobnosti viz [Andersen]):

kde «a,, a, jsou Uhly dopadu a lomu a v,, v, jsou rychlosti svétla
V daném prosttedi.



Obr. 10. Fermatova busta, sal Henri-Martina, Capitole, Toulouse.

9. Zavér

Fermat uzival k dikazim postup blizky principu matematické indukce
v dobfe uspofddané mnoziné pod nazvem metoda nekonecného
sestupu. Dobie si uvédomoval i platnost zakladni véty aritmetiky
[Goldman], coZ mu umoznilo dokazat fadu zajimavych vysledkd.

Fermat objevil vlastni metodu rozkladu p¥irozenych ¢isel, ktera
je efektivni, je-li N souc¢in dvou pfirozenych &isel priblizné stejné
velikosti. Tato faktoriza¢ni metoda nevyzaduje uchovévat v paméti
pocitace zadnad prvocisla, jak je to nezbytné napiiklad u znédmého
Eratosthenova sita.

Piedpokladejme tedy, Ze N je sloZzené. Je-li N c¢tverec, pak je
rozklad ukoncen. Jestlize N neni Ctverec, definujeme a:LmJ+l,
kde L\/W/J oznaduje celou &ast AV, a polozime x=a’— N. Jestlize
je to Ctverec, jsme u konce, protoze N =(a+\/7()(a—\/7(). Jinak

vypoctéme dalsi hodnotu

(a+1) - N=a*+2a+1- N= x+2a+1

a opét zjistime, zda-li to je ¢étverec nebo ne. Jestlize ano, skoncili jsme.
Pokud ne, zvySime a o 2 atd. Po kone¢ném poc¢tu krokd najdeme
rozklad na netrivialni ¢initele (viz [Beran I, 11]).

Souvislost mezi Velkou Fermatovou vétou a Fermatovymi Cisly
plyne z nasledujiciho tvrzeni (viz [K¥izek, Luca, Somer], s. 69):



Necht' p prvocislo takové, ze ,0| F,,. Pak plati
Pl F, < 27 El(mod pz) (Wieferichova kongruence).

Kdyz néjaké prvocislo splituje Wieferichovu kongruenci, pak také
plati tzv. prvni ptipad Velké Fermatovy véty (viz [Skula]). Zatim jsou
znama pouze dvé prvocisla, ktera splituji Wieferichovu kongruenci,
p=1093 a p=3511. Byla objevena dlouho pfed moznosti pouzit
pocitaée — Meissnerem (1913) a Beegerem (1922). Lze ale ukazat, Ze
nedéli zadné F, pro m<5, nebot’ nemaji obecny tvar déliteli

22 k+1 Fermatovych &isel.

-
0

Obr. 11. Socha Pierra de Fermata, detail, Beaumont-de-Lomagne.

Fourierova a Laplaceova transformace, které jsou Siroce uzivané
Vv technickych aplikacich, ptedpokladaji spojita vstupni data. Pfi



pouziti vypocetni techniky musi byt diskretizovany. Kromé diskrétni
Fourierovy transformace a rychlé Fourierovy transformace se pouziva
také Fermatova digitalni transformace (Fermat Number Transform
— FNT), ktera je jednodusSi a rychlejSi nez rychla Fourierova
transformace. Diskrétni Fourierova transformace se pocita
Vv komplexni aritmetice, zatimco Fermatova transformace se pocita
Vv celo¢iselné aritmetice (vice viz [K¥izek, Luca, Somer], s. 167). Je to
pekné ukézka praktické aplikace Fermatovych cisel. Jinym piikladem
jsou generatory pseudondhodnych ¢isel nebo rychlé nésobeni
v aritmetice modulo F,,.

Fermat formuloval tadu hypotéz, jejichz dokazovani se vénovali
matematici v dalSich stoletich, napt. Fermatovu vétu o souctu:

Diofantickd rovnice =X +2 md celociselné Feseni pro
y=3, x£5 aZadné jiné.

Ulohu o Fermatové bodu X, ktery minimalizuje souéet vzdalenosti
bodu X od vSech vrchola A, B, C ostrouhlého trojuhelnika ABC,
navrhl Fermat Galileiovu zdku Evaristu Torricellimu (viz napf.
[Solcova]); Torricelliho feseni pak publikoval v roce 1659 Viviani.
Zobecnénim této tlohy do n dimenzi je slavny Fermativ—Weberuv

problém: Necht S={p,..., p,} je mnozina bodii v R°. Pro kazdy
bod ge A7 definujme jeho vahu takto:

wg)= id(q, P,

=1
kde o(x y) oznacuje eukleidovskou vzdalenost mezi x ay. Fermativ—
Weberiiv problém spoc¢iva v nalezeni bodu g,,, pro ktery funkce w

nabyva svého minima. Metoda rychlé aproximace téchto soucti je
uvedena v ¢lanku [Bose, Maheswari, Morin] .

V roce 1638 Fermat usoudil, Ze kazdé¢ ptirozené Cislo Ize vyjadrit
jako soucet nejvyse tii trojuhelnikovych ¢isel, ¢tyt ctvercovych cisel,
péti pétithelnikovych Cisel a n ¢isel n-uhelnikovych. Své tvrzeni viak
nikdy nedokéazal. Fermativ problém mnohouhelnikovych ¢isel
zaujal mladého Carla Friedricha Gausse (1777-1855), ktery dokazal
jeho specidlni trojuhelnikovy piipad a tuto zpravu si zapsal do svého
deniku 10. ¢ervence 1796 takto:

** EYRHKA num=A+A+A.

V roce 1812 dokézal August Cauchy obecny piipad.

Na pocest Fermata je také pojmenovan interaktivni algebraicky
pocitacovy systém Fermat pro matematické experimentovani (viz
[w1]) podobajici se zndm¢jSimu Matlabu, Maplu ¢i Mathematice.
Fermat vznikl jako projekt R. E. U. (Research Experiences for



Undergraduates) vedeny Robertem H. Lewisem na Fordham
University, Bronx N.Y., vroce 1986. Byl jiz pouZit ke studiu
eliptickych kiivek, pocitacovych algoritmi a k numerické analyze.
Umoznuje studium dynamickych systémi. Hodi se i pro metodu RSA.
Poskytuje také rozmanité grafické moznosti. V posledni dobé se
rozviji jeho aplikace v linearni algebfe a pro vySetfovani racionalnich
funkci. Program ma dvé verze: QFermat (pro Q, Z a konecna télesa) a
FFermat (pro realna Cisla a komplexni, typ float).
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Obr. 12. Rukopis Fermatovy zavéti s vlastnoru¢nim podpisem,
Toulouse, 4. biezna 1660. Zavét je uloZzena v Muzeu Pierra de
Fermata, Beaumont-de-Lomagne.

Fermatova cena je vyhlaSovana kazdé dva roky Univerzitou
Paula Sabatiera ve francouzském Toulouse. Je to ocenéni pro jednoho
nebo vice matematikti za prace v oborech, v nichz Pierre de Fermat
pusobil: variatni metody, zdklady infinitezimalniho pocltu a
pravdépodobnosti, analytickd geometrie a teorie Cisel. Mezi
ocenénymi je 1 Andrew Wiles (1995) a Richard Taylor (2001) za
diikkaz Velké Fermatovy véty.



Fermatovo jméno proniklo i1 do filatelie. Je napt. vyryto na Ceské
znamce vénované Svétovému roku matematiky 2000 a na francouzské
znamce zroku 2001, kdy si ptfipominame 400. vyro¢i Fermatova
narozeni.

Fermatova slava pfesahuje dokonce hranice planety Zemé. Jeho
jméno nalezneme 1 na mapé Mc¢sice, kde je po ném pojmenovan
krater Fermat o praméru 39 km v blizkosti pohofi Altaj.
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	V tomto odstavci si přiblížíme jeden ze znamenitých Fermatových objevů – metodu nekonečného sestupu, která je blízká principu matematické indukce. Opírá se o vlastnost, že množina přirozených čísel  N = {1, 2, 3, . . . } je dobře uspořádaná,  což...
	Implikace    je známá Pythagorova věta. Obrácená implikace  , která je z praktického hlediska mnohem důležitější, se v řadě učebnic bohužel opomíjí. Například to, že volba a = 3, b = 4 a c = 5 dává pravoúhlý trojúhelník, vůbec neplyne z Pythagoro...
	V roce 1640 vyslovil Fermat  následující větu (viz [Fletcher, 1989, 1991]) a přitom  snad ani netušil, jaké obrovské uplatnění bude mít o více než 300 let později. Označme písmeny n.s.d. nejmenšího společného dělitele přirozených čísel z  .
	Malá Fermatova věta:  Nechť p je prvočíslo a  . Pak  platí implikace
	Tato věta je asi nejpoužívanějším nástrojem v teorii čísel. Lze ji užít např. k důkazu toho, že číslo je složené, aniž bychom znali některého jeho netriviálního dělitele. Pokud totiž kongruence v (1) neplatí pro nějaké  ,  pak jistě není   prvočíslo.
	Aktuální zpráva o Fermatových číslech  Fm  z  3. července  2002 říká (viz tab. 3) :
	K datu 18. září 2002 víme s jistotou, že alespoň 206 Fermatových čísel je složených (viz [w2]).
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