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INTRODUCTION GENERALE

Le contenu de ce livre est basé sur mon cours de mathématiques appliquées a 1’électricité et
a la théorie du signal, au département GEII de I'lUT de Marseille. Mais il s'agit d'une version
enrichie, beaucoup plus compléte que celle que je présente habituellement a mes étudiants, car les
contraintes horaires empéchent souvent, pendant les heures de cours, d'illustrer et de développer
toutes les propriétés et les idées nécessaires pour bien comprendre les théories abordées ici. C'est la
raison pour laquelle cet ouvrage a été écrit.

Il est ainsi congu pour tout étudiant venant de terminer sa formation au Lycée, ayant suivi les
enseignements mathématiques adéquats, et maitrisant les rudiments essentiels. En raison des profils
disparates de ces ¢tudiants, de nombreux rappels de cours sont faits sur les notions les plus
essentielles vues dans le secondaire. L'objectif est d'amener les éléves de faible niveau a
comprendre au mieux les concepts exposés ici, a condition qu'ils soient assez motivés pour fournir
les efforts et la persévérance nécessaires a tout apprentissage scientifique. Mais cet ouvrage devrait
pouvoir intéresser aussi les étudiants plus avancés, et désirant approfondir certaines questions,
notamment a travers les exercices les plus poussés de ce cours, signalés par le symbole (*).

Nous allons ici étudier les mathématiques nécessaires a 1'étude physique de 1'électricité et de
la théorie du signal. Il s'agit d'un cours de mathématiques dites « appliquées », dont le but est de
présenter les outils incontournables pour les sujets d'applications qui nous intéressent. Le premier
tome de ce livre développe des aspects géométriques et algébriques (nombres complexes,
polyndmes et fractions rationnelles), tandis que le second est centré sur 'analyse (étude de
fonctions, intégration, équations différentielles, séries...). Le dernier tome, d'un niveau plus ¢€levé,
aborde l'analyse harmonique et les transformations qui y sont associées (Fourier, Laplace et
Transformation en Z). Je me suis attaché a donner les preuves de la quasi totalité des propriétés et
théorémes par les moyens les plus ¢lémentaires possibles. Malgré cela, certaines démonstrations
restent complexes et peuvent bien slr étre mises de coté en premicre lecture.

Chaque chapitre se termine par de nombreux exercices et problémes de niveaux tres divers,
avec les corrigés détaillés a la fin. En effet, le travail sur des situations-problémes les plus variées
possibles est indispensable pour s'approprier le cours et développer les compétences nécessaires
pour l'utiliser. De la simple application du cours aux problémes plus complexes et originaux (mais
toujours bien guidés par de nombreuses questions intermédiaires) dont I'intérét est souvent li¢ a une
situation physique, tous ces exercices permettront d'assimiler, peu a peu, les objets mathématiques
présentés ici. Ce n'est qu'apres un véritable travail personnel de réflexion qu'une correction détaillée
guidera le lecteur pour acquérir une démarche et une méthode efficace de résolution de problémes
mathématiques. Ce travail de recherche sur un exercice donné¢, méme s'il n'aboutit pas a la réponse,
est le seul moyen d'assimiler efficacement les notions.présentées dans ce livre : 1'idée qu'un cours de
mathématiques puisse étre un livre de recette n'est qu'une illusion dangereuse.

Le grand nombre d'exemples, de démonstrations et d'exercices fournis dans cet ouvrage en
explique le volume assez conséquent. J'ai pris le parti d'approfondir autant que possible chaque
notion abordée. Pour cela, j'ai di faire le choix de laisser de coté certaines théories mathématiques,
pourtant fondamentales elles aussi pour 1'étude des signaux, mais qui pourraient étre travaillées dans
un second temps, comme les probabilités ou 1'algébre linéaire. Sont absents également certains
themes fondamentaux des programmes de Licence ou de CPGE scientifiques, comme les espaces



vectoriels normés ou certains théorémes d'analyse. Ces notions ont pu étre contournées dans ce
cours, en adaptant la présentation et les démonstrations des propriétés étudiées.

J'ai écrit cet ouvrage avec I'idée de le faire fonctionner a plusieurs niveaux de lecture : les
points du cours, démonstrations et exercices qui me semblaient étre les plus délicats ou relever d'un
niveau plus avancé sont précédés d'un astérisque (*). J'espere ainsi que ce cours pourra toucher un
public le plus divers possible, ou étre étudié aux divers stades d'un méme cursus d'apprentissage.
Les étudiants de BUT secondaire, de faculté de sciences ou d'école d'ingénieur, devraient pouvoir y
trouver maticre a travailler, chacun a son niveau, en particulier dans le tome 3 qui présente des
notions abordées assez tard dans les cursus étudiants, ou de facon assez succincte en BUT. Certains
exercices, sortant des sentiers battus ou présentant des énoncés peu classiques, pourront méme
intéresser un public encore plus large.

Je tiens a remercier Michel Cristofol pour son travail de relecture et les conseils utiles qu'il
ma donnés sur le contenu de ce cours et des exercices. Mes remerciements vont aussi vers Frédéric
Smadja pour son aide sur certains problémes informatiques de traitement de texte.

Le 22 Aott 2022






A - QUELQUES POINTS DE TRIGONOMETRIE

La trigonométrie est une branche importante des mathématiques qui, comme 1’étymologie de ce mot le
montre, concernait a 'origine 1'étude des mesures dans un triangle et s'est centrée par la suite sur celle des
fonctions sinus et cosinus.

La trigonométrie apparait partout en mathématiques, et en particulier dans des domaines qui nous intéressent
tout particuliérement dans ce cours :

les nombres complexes (comment se passer de la notion d'argument ?)
l'intégration (sans trigonométrie, pas de formule d'intégration générale de fonction rationnelle)

les équations différentielles (comment travailler sur les solutions de 1'équation différentielle y''+ y=0
sans trigonométrie?)

les séries et la transformation de Fourier
les fonctions clés de la théorie du signal (fonctions sinusoidale, Sinus Cardinal...)

Cette liste d'exemples ( qui est loin d'étre exhaustive ! ) illustre comment des notions issues de la géométrie
pure peuvent devenir essentielles en analyse. Plus généralement, il est toujours tres intéressant de constater
en mathématiques comment des idées, apparemment trés ¢loignées les unes des autres, parviennent a
converger pour en fagonner de nouvelles.

La trigonométrie étant une notion plus ou moins abordée pendant les études secondaires, il parait
utile dans le cadre de ce cours d'en fixer certaines bases importantes et surtout de profiter pour
donner les preuves de propriétés clés pour les chapitres ultérieurs.

I) Lignes trigonométriques

On se place dans le plan muni d'un repére orthonormé  (O:#i,; %) ,cestadire que |i|=[V]|=1 et que
les vecteurs (iZ SV ) ont des directions orthogonales (on dit qu'on munit le plan d'une structure euclidienne
pour pouvoir parler de norme d'un vecteur et d'orthogonalité).

Le cercle trigonométrique (C ) est défini comme I'ensemble des points M du plan tels que la distance de
OaM,notée OM |, vérifie OM =1. SiM apourcoordonnées (x,y) danslerepére (O:ii;V) ,
alors Me(C)e X'+ y2 =1. Cette derniére équation est appelée équation du cercle (C) :elle doit étre
vue comme un critére d'appartenance au cercle (C ) pour le point M .

Le périmétre de ce cercle vaut 27 et son aire vaut 7 (en notant que ces notions de longueur et d'aire
ont une signification mathématique bien définie mais que nous ne rentrerons pas dans ces considérations
dans le cadre de ce cours).

On appellera sens positif le sens de parcours du cercle (C ) inverse des aiguilles d'une montre (on dit que
l'on oriente le plan euclidien).

Etant donnés deux points distincts M €(C ) et N 6( C) , on peut définir deux arcs de cercle orientés

(que I'on notera indifféremment (MN ) ), portions orientées de cercle délimitées par les points M et N,
de longueurs en générale différentes (sauf si M et N sont diamétralement opposés) : on appellera_petit arc le
plus court de ces deux arcs.



On appellera mesure principale de (MN)  la longueur du petit arc affecté du signe + si le parcours de M
vers N via le petit arc se fait dans le sens positif, et affecté du signe — sinon. Il s'agit, en quelque sorte, de
définir le plus court chemin de M vers N en suivant le cercle (C ) . Dans le cas ou les deux points M et N

sont diamétralement opposée, on posera égalea + 7 la mesure principale de (]\_IN ) (ce qui revient a
privilégier arbitrairement le sens positif en cas d'égalité des longueurs des deux arcs)etsi M =N, onla
posera égale a 0.

On obtient toutes les mesures possibles d'un arc (m) en ajoutant a sa mesure principale un nombre de
laforme 2km ou k€Z. Unarc (MN) peut donc étre vu comme un couple de point de (C) , et
on peut lui associer une infinité de mesures possibles, mais qui différent toutes d'un multiple de 27, et
qui correspondent a tous les parcours possibles joignant le point M au point N, quitte a faire des tours

« inutiles ».

Fig 1 : lllustration de la notion d'arc

On considére maintenant deux couples de vecteurs non nuls (f LV 1) et ()?2 ; )72) . Pour i=1,2 soit
M, le point d'intersection de la demi-droite (O, ¥,) avec (C) et N, le point d'intersection de la

demi-droite (O, 7,) avec (C) (voir Fig 2). On dira que les couples (55, ; )7,) et ()?2, )7'2) forment

un méme angle si les arcs (W) et (M) ont la méme mesure principale (c'est a dire les mémes

R
. . , > -\ (> = S
mesures & 27 prés), ce que l'on notera (xl ;Y )— (xz: yz). Nous pourrons alors associer a I'angle

()_51 ;Y ,) sa mesure principale comme étant celle de I'arc (M N 1) , et plus généralement, lui associer

n'importe quel mesure en ajoutant a sa mesure principale un nombre de la forme 2km ou k€Z.

{Y‘
X,
Y2

Fig 2 : notion d'angle

x

/N \/




A partir de maintenant, on fixe le point A€(C) avec A(1,;0): c'esta partir de ce point que nous
allons mesurer tous les arcs de (C ) , c'est a dire que nous particularisons ce point de (C ) pour en faire

un point de référence. Pour chaque réel 0 il existe un unique point M ,€(C) tel que l'arc (4AM )
ait pour mesure 6 , ou, de fagon équivalente, 1'angle (ﬁ ;OM 9) aitpourmesure 6 a 2w prés, ce

que nous noterons (5;1 O_]\TG)EG [27t]. Ondiraque M, estlepointde (C) repéré parle
nombre 0

Une conséquence directe de la définition de la mesure d'angle via celle de mesure d'arc est la propriété
suivante (type « propriété de Chasles ») :

Propriété 1Si X, ¥ et Z sonttrois vecteurs non nuls du plan, on a alors :
(%50 (3:2)=(3:2) 2] ,

ce qui signifie quesi 6, 0, et 65 sont respectivement des mesures de (%:7), (3,2) et (%;2) , alors
0,+ 0,—0; estunmultiplede 2w

Définition 1 Le cosinusde 0 ,noté cos(0), estl'abscisse dupoint M, dans le repére orthonormé
(0:%;%) ,etlesinus de O ,noté sin(0), estson ordonnée.

Exemple : si 623775 , M, estlepoint de coordonnées M (0, —1) dou cos (32—%)20 et

. [3m
— [=—1.
o[22

Puisque M 9E(C ) les coordonnées de ce point vérifient 1'équation du cercle (C ) d'ou la premiére
relation fondamentale :

Propriété 2: YO€R, cos’(0)+sin’(0)=1.

M(0)

cos(8)




Terminons ce paragraphe par quelques remarques bien utiles.

Les relations ci-dessous doivent étre connues par cceur :
cos(0)=1, cos(%)zo, cosim=—1, cos(%n)zo

. _ . —IT -
sm(O)—O, sin > ) l.

%):1, sin(m =0, sin

Soit 6€]|—m; ] la mesure principale d'un angle. Alors on a les relations :

cos(0)=0 et sin(6)>0=>6€[0;%] , cos(0)=0 et sin(e)so:ee[—%;o]

cos(0)<0 et sin(@)?Ozee[%;n] et cos(0)<0 et sin(0)<0=>0€]|—mn,;—

5

Il) Formule d’'addition des angles et conséquences

L'objet de ce paragraphe est d'établir la propriété suivante :
Propriété 3: Ya€R, YbeR, cos(b—a)=cos(a)cos(b)+ sin(a)sin(b).

Cette égalité a pour conséquence des propriétés essentielles dans les chapitres suivants de ce cours, telles
que le comportement du module et de I'argument des nombres complexes vis & vis du produit dans C ou
la dérivabilité des fonctions sinus et cosinus. Ce dernier point fera I'objet du paragraphe II1) de ce chapitre,.

Il.1) Une propriété d'invariance par changement de repére orthonorme.

Nous établissons ici une propriété, liée a la notion de produit scalaire, qui servira de point de départ a la
preuve de la propriété 3:

- - !
Propriété 4 : Considérons deux vecteurs d et b de coordonnées respectives  a: (x et b:|*
y
exprimés dans un repére orthonormé (O:ii V) (ce qui, on le rappelle, signifie que d=xii+ yV et

b=x'ui+ y'v. ) Alors xx'+ yy'=%(‘|a+5||2—|‘5—g||2) :

-

Preuve : On rappelle que si W a pour coordonnées W: );) dans le repere (O:ii ,'v) , le caractére

orthonormé de ce dernier implique que || ||2=X + 77
SN \ 2 = = = 7 + x' = —x'
On a ainsi dans le repere orthonormé (O:u;v) : a+b: x+ x’) et a—b:(x x’) donc
yry

y=y
1 =2 7 II? =2 712 1 ’ ! ! ! ! ! Y
Hlas B a=31 J= ((xs x 7 (4 y P=(x=x P=(y=y Flmrx s y v apres
simplifications.
Remarque : pour nous, la conséquence la plus intéressante de cette propriété est le fait que la quantité

xx'+ yy' soit indépendante du choix du repére orthonormé (O:%i,;¥) , alors que, bien entendu,
chacun des réels x, x', y et y' dépendent du repére orthonormal choisi. Nous appellerons par la suite cette

quantité le produit scalaire des vecteurs & et b ,etlenoterons (d.h). Onadonc
> 7 1 - 7P - 77 ’ i
(a-b)=Z(Ha+bH —[a—5] )=xx +yy'.
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1l.2) Formule d'addition des cosinus

Nous prouvons la propriété 3.
Nous nous plagons toujours dans un repére orthonormé (O UV ) . Soient a et b deux réels quelconques

et Z. _.,(Cos(a)) E"(COS(b) .On a donc

a’

Z, les deux vecteurs de coordonnées respectives  Z:| . 54
sin(a) sin (b)

(Z.2;)=cos(a)cos(b)+ sin(a)sin (). Il faut déja remarquer que les vecteurs z, et Z, sontde

norme 1 par la propriété 2 et que, par la définition 1, on a (ﬁ,'Z;)Ea [27] et (ﬁ ;E;)Eb [27]

Nous allons maintenant exprimer le produit scalaire (E; . EZ) en nous plagant dans un autre repere

orthonormé.

-

Posons u'=z, et v’

l'unique vecteur de norme 1 tel que (1; v ’)E [2m] . On voit facilement

que le repére (O:z; v ) _estorthonorme. -
Lapropriﬁi\fldonne a+(L_t>';E;):(ii/;z:a)+ (;’,Z))=(ﬁ,;’ +(?;E,’))E(ii/;-z:b)5b [27]
donc (J’;E;)Eb—a [27]

Par la définition 1, cela signifie que les coordonnées dans le repére orthonormé  (O:u’;v') de Z, (qui

N (cos(b—a)

on le rappelle est de norme 1 ) sont  Z, :| .
sin(b—a)

|

En calculant Z.Z, dans le repére orthonormé (O:u';v') ,ilvientque Z,.z,=cos(b—a).
En comparant les deux expressions trouvées pour (E; . E;) on en déduit la propriété 3.

) , et, dans ce méme repére, on a bien entendu

sin(b — a)

cos(b —a)
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Remarque : le lecteur qui connait déja les nombres complexes doit comprendre la nécessité de démontrer
cette formule sans utiliser les formules d'Euler, ce qui constituerait sinon une grave erreur de logique.

En effet, nous verrons dans le chapitre dédié aux nombres complexes que la propriété 3, avec la construction
de I'ensemble des nombres complexes qui a été choisie dans ce cours, est nécessaire pour démontrer la
distributivité du produit sur 'addition, propriété qui serait implicitement utilisée si I'on démontre la propriété
3 a l'aide des formules d'Euler.

11 existe d'autres constructions possibles de I'ensemble des nombres complexes, mais la propriété 3 reste alors
nécessaire pour démontrer le théoréme de sommation des arguments vis a vis du produit complexe, théoréeme
aussi implicitement utilisé par les formules d'Euler. Il y a donc, dans tous les cas, nécessité de démontrer la
propriété 3 par des moyens « élémentaires ».

Nous tomberons dans le paragraphe I1I) sur le méme écueil d'ordre logique lorsque nous aurons besoin de
démontrer la formule lim 7sm(h) =
h=0

1. Tln'yapas de sens logique a démontrer cette formule par

o . d . ,
dérivation en 0 de la fonction sinus sachant que la formule —(Sln (z‘)): cos (t) se démontre justement a

dt
sin(h)

partir de la relation lim =1 ! Cette derniére formule devra donc, elle aussi, étre démontrée de

h>0
facon « élémentaire », ce qui sera I'objet du paragraphe 3.

1.3) Quelques premiéres conséquences.

Propriété 5 : On a les égalités :
T

(i) WVa€eR, cos 5a =sin(a)

(i) Va€R, cos(—a|=cos(a)

(iiiy Va€R, sin(—a)=—sin(a)

(iv) Va€eR, VbeRR, cos(a+ b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b).
v) VaeR, VbeR, sin(a+ b)=sin(a)cos(b)+ cos(a)sin(b).

(vi) Va€R, cos(2a)=2cos’(a)—1=1-2sin’(a), Va€lR, sin(2a)=2sin(a)cos(a).
Preuve : Soit a€IR . En posant bZ% dans 1'égalité de la propriété 3, on obtient
cos(%—a)zcos(a)cos %)+ sin(a)sin % =sin(a) ce qui donne le point (i) .

En posant cette fois b=0 dans 1'égalité de la propriété 3, on obtient
cos(—a)=cos|a)cos(0]+ sin(a)sin(0]=cos(a) ce qui donne le point (ii).
En utilisant le résultat du point Ei) puis celui du point (ii) on a :

sin(—a)zcos %+ a|=cos —%—a . En appliquant la propriété 3, il vient

sin(—a)=cos —%—a)zcos(a)cos(—§)+ sin(—%)sin(a):—sin(a) ce qui prouve le point (iii).

En remplagant a par —a dans la propriété 3, on a
YaeR, VbeR, cos(a+b)=cos(—a)cos(b)+ sin(—a)sin(b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin ()
par les points (ii) et (iii). Cela prouve le (iv).

T

Pour prouver le (v), on a par le (i) :  sin(a+ b):COS(E_(a+ b))zcos( U

E—a

—b) ce qui donne, par

la propriété 3 :
sin(a+ b)=cos(%—a).cos(b)+ sin %—a

.sin(b)

d'ou, par le point (i) :

12



sin(a+ b)=sin(a).cos|b)+ cos(%—
Enfin, pour prouver les formules du (vi), 'égalitt Va€IR, sin(2a)=2sin(a)cos(a) s'obtient
directement en posant a =b dans le (v), et par la méme méthode on déduit du (iv) :

VaclR, cos(2a)=cos’(a)—sin’(a) et la relation :

Va€elR, cos(2a)=2cos*(a)—1=1-2sin’(a)

s'obtient par la premiére relation fondamentale (propriété 2).

%—a) sin(b)=sin(a).cos(b)+ cos(a|.sin(b)

Ill) Derivabilité des fonctions cos et sin.

ll.1) Une limite fondamentale.

Le résultat suivant est la cl¢ de votite pour établir les propriétés de dérivabilité des fonctions
trigonométriques :

. sin(A
Théoréme 10na fim S0y
h=0 h
h£0
in(—A) —sin(A in( A
Preuve : remarquons que VA#0, sm_(h ) = Sinh( ): Sm}i ) donc pour prouver le Théoréme, il
sin (/)

suffit de démontrer que  lim
h=0' h
repéré par le nombre 4. On considere H, le projeté orthogonal de M sur l'axe des abscisses et le point

BE[OM] telque OH=OB.

=1. Soit h€]0; g[ et M le point du cercle trigonométrique

Onadonc MH=sin(h) et OH=cos(h).

Remarquons déja que MH< AM (I’hypoténuse est le plus grand des cotés du triangle rectangle (MHA) )
et que la longueur AM est inférieure a celle de 'arc de cercle (A_]\? ) cestadireque AM<h. Onen
déduit que  MH<h c'esta dire que :
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(1) sinh(h)< 1

Ensuite, on a pour les mémes raisons AH< AM<h donc 1—cos(h)<h dou:

(2) cos(h)>1-h.
On remarque ensuite que l'aire de la portion du disque de centre O et délimité par I'arc de cercle (HB) est
inférieure a celle du triangle OHM d'ou I'on tire I'inégalité (*) :

Ly o< Lor am
2 2
c'est a dire :
1 1 : ‘ . sin (/) -
Eh' OH < EHM donc h.cos(h)<sin (k) doul'ondéduit cos (k)< h . Des inégalités (1)

et (2) on déduit alors I'encadrement :

e S
h
. . , T s . . sin(h)
Cela étant vrai pour tout réel  A€]0; 5[ , on déduit par encadrement de limites que lim T: 1.
h=0"
Ce . . a R’
(*) On rappelle que l'aire d'un secteur angulaire de rayon R et d'angle o vaut
. 1= h

Corollaire du Théoréme I : Ona lim L()Z 0.

h=0 h

h%0

Preuve : par le (vi) de la propriété 5 appliqué avec a :g , ,ona cos(h)=1-2 sin” g d'ou

sin’ h sin 13 2
l—cos(h):2 2] h
h

2
Y h+#0, —.
h 2 h
2
Sin E
On déduit du Théoréme 1 que lim 0 =1 donc par produit de limites,
o o
Sin 5
limA=coslAl_ i =0.
h>0 hs0 2 h
h#0 h#0 2

ll.2) Dérivée des fonctions cos et sin.

Le lecteur peu familier avec les notions de dérivation pourra se référer au chapitre correspondant de ce cours.
Le résultat ci-dessous est bien connu (en général) des étudiants. Nous allons en faire la preuve grace aux
propriétés déja démontrées ci-dessus.
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Théoréme 2 Les fonctions u : x Fcos(x) et v : x->sin(x) sontdérivablessur IR | de dérivées

u' :x>—sin(x) et v':x->cos(x) .

Preuve : Soit x€IR et A#0 .Onapar le (iv) de la propriété 5 :
cos(x+ h)—cos(x) _cos(x)cos(#)—sin(x)sin(/)—cos(x)
h B h
l—czs(h)_sin(x)'smh(h).

=—cos(x)

cos (x+ h)—cos(x)

Par le Théoréme 1 et son corollaire, on déduit lim =—sin (x) , c'est & dire la

70 h
h#0

dérivabilité de la fonction cos au point x, et son nombre dérivé en ce point est —sin (x )
On a aussi par le (v) de la propriété 5 :
sin(x+ h)—cos(x) _sin(x)cos(/)+ cos(x)sin (h)—sin (x)
h - h
) 1—cos(h) i

=—sin(x + cos(x).2

Sln(x'l' h)_cos<x) :cos(x) , C'est a dire la

Par le Théoréme 1 et son corollaire, on déduit  lim p
h=>0
h#0

dérivabilité de la fonction sin au point x, et son nombre dérivé en ce point est COS (x) .
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B - QUELQUES PRINCIPES DE RAISONNEMENT

Avertissement: bien que placé en début de cours, car les notions qui y sont présentées interviennent partout,
ce chapitre peut étre étudié a n'importe quel stade d'avancement du cours. Son but est de faire prendre
conscience au lecteur de certains problémes de logique a l'origine de nombreuses erreurs de raisonnement.
Seuls certains points de la logique élémentaire seront abordés car ce sujet est trop vaste.

l) Introduction

Faire des mathématiques, c'est avant tout effectuer des raisonnements logiques, c'est a dire des déductions, a
partir de définitions , de propriétés ou de théorémes, et d'axiomes.

Un axiome est une proposition que 1'on pose comme vraie, et qui ne peut donc pas étre démontrée. Par
exemple, les axiomes de PEANO définissent les entiers naturels, et le dernier d'entre eux affirme :

« si P est une partiede IN contenant 0, et si le successeur de chaque élément de P est encore dans P (le
successeur de n est n+1 ), alors P=IN . »

Cet axiome est a la base du raisonnement par récurrence, raisonnement que 1'on verra plus loin.

Une définition est une notion proche de celle d'axiome mais elle n'a pas en général le méme caractere
fondateur ; le but d'une définition est plutdt de s'accorder sur la fagon dont on va appeler les choses plutdt
que de poser une assertion comme étant vraie.

Exemple : « un nombre entier divisible par 2 est dit pair »
Cette définition repose sur une autre définition (celle de divisibilité) et repose indirectement aussi sur les
axiomes sur lesquels se fonde 'existence de I'ensemble des nombres entiers.

Un théoréme est une proposition que 1'on a prouvé comme étant vraie a partir d'autres théorémes ou
axiomes. Dans la méme catégorie, on parle aussi de propriété (qui a une portée en général moins grande
qu'un théoréme et concerne plutdt un objet donné), de corollaire (pour insister qu'il découle de fagon plus ou
moins directe d'une propriété ou d'un théoréme) et de lemme , qui constitue en quelque sorte un théoréme

« sans valeur commerciale » qui sert avant tout & démontrer une autre propriété ou un théoréme que 1'on
considére comme plus important.

On parle de proposition ou d'assertion pour désigner un énoncé mathématiques dont on ne sait pas a l'avance
s'il est vrai ou faux. A noter qu'il pourrait trés bien étre ni I'un ni l'autre en vertu du Théoréme de Godel qui
stipule que « dans n'importe quelle théorie récursivement axiomatisable, cohérente et capable de

« formaliser l'arithmétique », on peut construire un énoncé arithmétique qui ne peut étre ni démontré ni
réfuté dans cette théorie.

I) Quelques régles logiques sur les assertions

Définition 1 Etant données deux assertions A et B, on appelle 4 UB (et on lit « A union B ») la
proposition qui est vraie si et seulement si « au moins une des deux propositions A ou B est vraie » et on
appelle ANB (onlit « A inter B »)la proposition qui est vraie si et seulement si « les deux propositions
A et B sont vraies ».

Enfin, on appellera A4 (le contraire de A) la proposition qui est vraie si et seulement si A est fausse.
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Attention : on dit parfois un peu rapidement que A UB est la proposition « 4 ou B est vraie ». 1l faut
alors faire attention au mot ou qui n'a pas le sens exclusif qu'il a souvent dans le langage courant ( au
restaurant , « fromage ou dessert » signifie que vous n'avez droit qu'a I'un des deux ! ). On peut en revanche
définir la proposition A A B qui est vraie si et seulement si « une seule des deux propositions A ou B est
vraie »

Exemple : Soit x€R.

A est la proposition : « x> 2 » et B estla proposition « x<3 »

Alors :

AUB estlaproposition x€IR : elle est tout le temps vraie dans le cadre de I'hypothése faite sur x au
départ.

ANB estlaproposition x€]2,3].

AA B estlaproposition x€]—o00,;2]U]3,+ of

A estla proposition x<2

B est la proposition x> 3
(on notera dans cet exemple qu'il faut faire attention au caractere strict ou pas des inégalités.)

On notera I'importance des formules dites de Morgan :

Propriété 1

AUB=ANB et ANB=AUB
Autrement dit,
le contraire de « au moins une des deux propositions A ou B est vraie » est « les propositions A et B sont
toutes les deux fausses »
le contraire de « les deux propositions A et B sont vraies » est « au moins une des deux propositions A ou B
est fausse »

Exemple : soit n€IN.
Soit A la proposition « n est pair » et B la proposition « n est un multiple de 3 ». Alors :

le contraire de la proposition « 2 ou 3 divise n » est « n n'est pas divisible par 2 et n'est pas divisible
par 3 ».

le contraire de la proposition « n est un nombre pair et multiple de 3» est « n n'est pas pair ou n'est
pas un multiple de 3 ». Autrement dit, le contraire de « n est un multiple de 6» est « n n'est pas pair ou n'est
pas un multiple de 3 ».

lll) Implication, équivalence.

Définition 2 Etant données deux assertions A et B, on dira que I'assertion A implique B , ce que I'on note
A= B |, estvraie si et seulementsi AUB est vraie.

On dira aussi que l'assertion A est équivalent a B ce que 'on note A< B , est vraie si et seulement si
(A = B)H(B =>A) est vraie.

Par voie de conséquence, on peut dire que si A4 =B est vrai et si A est vrai, alors B est vrai. En effet, si
A= B estvraietsiAestvrai,alors A estfauxet AUB est vrai ce qui force B a étre vrai.
Enfin, si I'équivalence A<= B est vraie, alors on peut dire que A est vrai si et seulement si B est vrai.

Remarque : si A est faux, alors 4= B est forcément vrai, car A4 est vrai donc automatiquement
AUB  est vrai . Le faux peut donc impliquer le vrai !
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Exemple 1 :les implications (1=2) et (4=3)=(1+ 4=2+3) toutcomme (1=2)=(m=3) sont
vraies.
Exemple 2 : soit x€IR. Alors:
(x’<1)=(x<1) estvraiemais (x<1)=(x’<1) estfaux (exemple x=—2 ) donc I'équivalence
(x’<1)e(x<1) estfausse !

Dans la pratique, pour montrer qu'une implication 4 = B est vraie, on raisonne par disjonction des cas :
soit A est faux, donc A4 =B est automatiquement vraie, soit A est vrai et on prouve alors que B est vrai.
D'ailleurs, la plupart du temps, on saute 1'étape « soit A est faux, donc 4 =B est vrai».

Définition 3 L'implication B = A s'appelle l'implication réciproque de A =B

L'exemple 2 ci-dessus montre qu'une implication n'est pas forcément équivalente a son implication
réciproque.

Définition 4 L'implication B=>A4 sappelle la contraposée de 4= B

Remarque : ne pas confondre I'implication réciproque B=> A4 , la contraposée B= A4 et lanégation
de A=B quicorresponda AUB=ANB=ANB

Propriété 2 Toute implication est équivalente a sa contraposée.

Prewve: (B=4)=(BUA)=(BUA)=(4AUB)=(4= B)
ou l'on a utilisé les régles de logique : X =X (le contraire du contraire d'une proposition est elle méme)
et XUYeoYUX.

Exemple : soit x€IR. Prouvons que l'implication (x’< 1)=(x<1) est vraie . Il est plus facile de

prouver sa contraposée qui lui est équivalente :  (x>1)=( x*=1 ).
La fonction carré est croissante sur l'intervalle [1,+ o[ doncsi x>1 alors la fonction carré ne change

pas le sens de 1'inégalité d'ou x’>1

Théoréme 1 (raisonnement par l'absurde)
Soient A et B deux assertions telles que :
l'implication A= B est vraie

et

B est faux.

Alors A est faux.

Preuve: A=>B est vraie signifie que AUB est vrai. Mais puisque B est faux, alors c'est que A4 est
vrai donc que A est faux.

Exemple : un exemple des plus classiques est la preuve par l'absurde (connue depuis 1'Antiquité) que V2

est irrationnel, c'est a dire qu'il ne peut s'écrire sous la forme d'une fraction L avec pEN et geN’.
q

Soit A I'assertion « V2 est rationnel »: supposons que A soit vraie. Il existe alors deux entiers p et g (non
nul) tels que V2= L On peut supposer que p et g ne sont pas simultanément pairs (sinon on simplifie la
q

fraction par 2, autant de fois qu'il est nécessaire pour que le numérateur et le dénominateur ne soient pas
simultanément pairs).

Onaalors p=gq V2 donc p2: 2 q2 . On en déduit que p2 est pair, donc  p est pair (si p était
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impair, p2 le serait aussi). Onadonc p=2t ou f¢€IN , donc la relation pzz 2 q2 devient
4¢=24" dou ¢°=2¢

Puisque p est pair et que d'apres l'assertion A, p et ¢ sont des entiers naturels non simultanément pairs,

on en déduit que ¢ est impair, donc q2 l'est aussi. Puisque q2: 2¢% , on en déduit l'assertion B :

« 2f° estun entier impair »

On a donc :
A= B vraie (on vient de le prouver)
B est clairement fausse
donc d'aprés le principe de raisonnement par I'absurde, A 'est aussi.
On en déduit ainsi que « V2 est irrationnel » .

Remarque : une autre forme du raisonnement par 1'absurde repose sur le fait que si I'implication 4= A4
est vraie, alors A est faux (démonstration en exercice).

IV) Les quantificateurs YV, 3, 3!

IV.1) Assertion a un seul quantificateur

Certaines assertions peuvent dépendre d'un paramétre. Par exemple, étant donnée une fonction f définie sur
IR , la vérité de I'assertion  4(x): f(x)>0 dépend a priori de la valeurde x€R. On a les trois
possibilités suivantes :

A ( x) est tout le temps vrai, quelle que soit la valeur de x

A ( x) est parfois vrai, parfois faux, selon la valeur de x

A(x) est tout le temps faux.

L'objectif des quantificateurs est de clarifier la dépendance de la vérité de A ( x) selon la valeur de x.

Définition 5

Soit une assertion A (x) dont I'énoncé dépend d'un paramétre XEX o X est un ensemble non vide
donné. Alors :

l'assertion VXEX, A(x) est vraie si et seulement si quelle que soit la valeurde x, A(x) est vraie.
l'assertion dx€X: A4 (x) est vraie si et seulement pour au moins une valeur de x, A4 (x) est vraie.
l'assertion ! xEX : A(x) est vraie si et seulement pour une seule valeurdex, A(x) est vraie.

« VxeX, »selit:«quel quesoit x€X »

« dxeX: »selit: «il existe au moins une valeur de  x€X telle que »

« A'x€X: »selit: «il existe exactement une valeur de x€ X telle que »

Remarque : les logiciens considérent aussi le cas X =4 ce qui engendre des subtilités que nous n'allons
pas développer ici.

On notera que les implications (Vx€X, 4(x)) = (Ix€X: A4(x))
et A!'x€EX:A(x) = (IFx€X:A(x)) sontautomatiquement vraies, et ne sont des équivalences que
dans le cas ou X ne contient qu'un seul élément.

Exemple: Vx€R, x’>—1 est vrai.
Ax€R: x’=—1 est faux
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Propriété 3 L'assertion Vx€X , A(x) corresponda Ix€X: A(x)
(

L'assertion dx€X: A(x) corresponda  VxeX, 4 x)

Exemples :

1) Etant donnée une fonction / définiesur IR, si X =R etsi A4(x) désigne I'assertion f (x)=0 |,

alors l'assertion « fest la fonction nulle » s'écrit mathématiquement Vx€X , 4 (x) c'est a dire
Vx€R, f(x)=0 .Ainsil'assertion « f n'est pas la fonction nulle » s'écrit  AxER: f(x)#0.

2) Etant donnée une suite  (u, ), l'assertion « la suite (un)nEIN est croissante » s'écrit
VneN, u,, >u, .On en déduit que l'assertion « la suite  (u,),on n'est pas croissante » s'écrit
AneN:u <u,,,.

Remarque : la propriété 3 implique que pour montrer qu'une assertion de la forme Vxe€X, 4 (x) est
fausse, il suffit de trouver un contre-exemple.

Ainsi, si on considére X I'ensemble des fonctions continues sur IR etsi A4 (x) désigne l'assertion «/a
fonction t>Xx (t ) est dérivable », pour prouver que l'assertion « toute fonction continue sur IR est
derivable » est fausse, il suffit de montrer que l'assertion «il existe au moins une fonction continue sur

IR qui n'est pas dérivable » est vraie, c'est a dire trouver un contre-exemple. Dans le cas qui nous
intéresse, la fonction £ =>|f| en est un (parmi d'autres).

IV.2) Assertion a plusieurs quantificateurs

Certaines assertions peuvent dépendre de plusieurs paramétres. Par exemple, l'assertion A (x,‘ y) qui peut
s'écrire avec les paramétres réels x et y:  x+ 2y>1 . On est alors amené a enchainer plusieurs
quantificateurs.

Exemple : soit une fonction /' définie sur IR . Alors l'assertion 3 y€R: VxER, f(x)=y signifie que la
fonction f* est constante.

Attention : 1'ordre des quantificateurs dans une assertion est trés important . Si I'on change cet ordre dans
l'exemple précédent, on obtient l'assertion  Vx€R, 3y€R: f(x)=y quin'a plus du tout le méme sens,
puisque elle devient alors tout le temps vraie !

1 en est de méme si on échange les lettres x ety :  AxER: Vy€ER, f(x)=y devient une assertion
fausse car £ (x) ne peut prendre qu'une seule valeur, et I'assertion Vy€R, Ax€R: f(x)=y

signifie qu'un réel quelconque admet forcément au moins un antécédent par la fonction f'.

Pour résumer , on a dans cet exemple les quatre assertions qui ont des sens différents :

JyeR: VxER, f(x)=y :festconstante

Vx€R, AyeR: f(x)=y :toujours vrai

JxeR:Vy€eR, f(x)=y :toujours faux

Vy€eR, Ax€R: f(x)=y n'importe quel réel posséde au moins un antécédent par la fonction /.

Pour écrire la négation d'une assertion contenant plusieurs quantificateurs, on applique plusicurs fois la
propriété 3.

Par exemple, reprenons la situation ou I'on a une fonction f'définie sur IR . Alors le contraire de I'affirmation
« fest constante » est :

JyeR:VxeR, f(x)=y

VyeR, VxR, f(x)=y (propriété 3)
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VyeR, Ax€R: f(x)=y (propriété 3)

VyeR, AxeR: f(x)#y
autrement dit, en langage courant, le contraire de l'affirmation « f'est constante » est : « pour tout réel y on
peut trouver un reel dont l'image par f est différente de y ».

Propriété 4 Soit A (x , y) une assertion dépendant de deux paramétres x€X et y€Y. Alorsona les
relations :

(VxeX,VyeY, A(x,y)) © (VyeY,VxeX, A(x,y))
(Ixex:3yeY: A(x,y)) © (FyeY:IxeX: A(x,y))
(Ixex :VyeY, A(x,y)) = (VyeY,IxeX: A(x,y))

Preuve. Les deux équivalences peuvent étre considérées comme évidentes.
La derniére relation n'est qu'une implication : démontrons la.
Supposons l'assertion (EI xeX:VyeY, 4 (x, y)) vraie. On peut donc trouver un élément x,€ X

tel que l'assertion VyeY, A(xo, y) est vraie.
Maintenant soit y€Y . Alors puisque A(xo’ y) estvraie, l'assertion IxEX: A(x,y) est vraie.

Puisque cela est vrai pour tout y, alors on peut dire que l'assertion (VyEY , dxeX: A(x, y)) est
vraie, ce qui prouve l'implication (Ix€X :VyeY, A(x,y)) = (VyeY,IxeX: A(x,y))

Remarque : En général l'implication (Vy€Y, AxeX: 4A(x,y)) = (IxeX:VyeY, A(x,y))
est fausse | Ainsi, I'assertion Vy€R, Ax€ER: f(x)=y n'implique pas FxER:VyeR, f(x)=y
car, pour la fonction  f (x)=x (par exemple), l'assertion Vy€R, IxER: f(x)=y est vraie tandis
que Ix€ER:Vy€eR, f(x)=y est fausse.

V) Le raisonnement par récurrence.

Le raisonnement par récurrence est un procédé extrémement puissant qui permet de prouver qu'une assertion
delaforme Vn€N, A(n) est vraie. Il est basé sur I'axiome suivant :

Axiome de Peano Si P est une partic de IN contenant 0, et si le successeur de chaque élément de P est
encore dans P (le successeur de n est n+1 ), alors P=IN

Cet axiome permet de prouver le Théoréme suivant :

Théoréme 2 (raisonnement par récurrence). Considérons une assertion A (n) qui dépend d'un parametre
n€IN et qui vérifie les deux propriétés suivantes :

A(0) est vraie (initialisation)
lassertion Vn€N, A(n)= A(n+ 1) est vraie (hérédité)

Alors l'assertion  VneN, A(n) est vraie.

Preuve_Soit P I'ensemble des entiers n tel que A (7) soit vrai. Alors 0EP car A(0) est supposée
vraie. De plus, si  n,EP, alors A(n,) estvrai, et puisque l'implication A (n)=A(n+1) est
supposée vraie pour tout entier naturel n, elle I'est pour n=n,. Onadonc A4 (no) vraie et
A(ny)= A(ny+ 1) vraiedonc A(n,+ 1) estvraie, d'ot, par définition de P, n,+ 1€ P.
Ainsi , la partie Pde IN vérifie I'axiome de Peano, donc  P=IN ce qui signifie que 1'assertion
VneN, A(n) est vraie.
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Exemple : montrons que Vn€IN, 2°"" '+ 1 est un multiple de 3.

Bcrivons  A(n): 2" '+ 1 est un multiple de 3.
A(0) est l'assertion : « 3 est un multiple de 3 » qui est évidemment vraie.

2n+ 1

Soit maintenant un entier n tel que A4 (n) soit vraie. Cela signifie que 2
entier p. Alors, on a

+ 1=3p pour un certain

2" 1=3p

22n+l:3p_1

22(n+1)+l:22n+3:22n+].22:4.22n+1:4(3p_1):lzp—4
donc

2wty 1=12p—4+ 1=12p—3=3(4p—1) qui est un entier de laforme 3q avec g=4p—1
entier. Donc  A(n+ 1) est alors vraie.

Onaprouvé que A(0) estvraieetque Vne€N, 4(n)=A(n+ 1) estvraie, donc le principe de
récurrence dit que l'assertion  Vn€IN, A(n) est vraie.

Attention : l'initialisation est une étape indispensable sans laquelle le raisonnement par récurrence n'est pas
valable.

Exemple : la propriété A(n): n=n+ 1 est héréditaire carsi n=n+ 1, alors
n+ 1=n+2=(n+1)+1 donc Vne€N, A(n)=>A4(n+1) mais A(n) estfausse pour tout entier
naturel.

Remarque : ne pas confondre les assertions « pour tout entier natureln A (n) est faux » et « l'assertion

VneN, A(n) est fausse » la premiére s'écrivant « Vn€IN, A(n) est vraie » et la deuxiéme
s'écrivant « An€N: A(n) est vraie »

Remarquer que quelquefois, on initialise un raisonnement par récurrence a un entier 7,>1 pour montrer
qu'une propriété A (n) est vraie pour tout entier naturel n=n,.

11 faut alors se méfier de certaines erreurs bien cachées dans les raisonnements par récurrence que 1'on peut
faire. Par exemple, la « preuve » ci-dessous que # points du plan sont toujours alignés.

Si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, soit l'assertion A (n) « n points deux a deux distincts du
plan sont toujours alignésy

A (2) est vraie deux points distincts sont toujours alignes.
Soit n=2 tel que la propriété A (n) soit vraie. Considérons M M ,,...,. M n+1 points du

n+ 1
plan. Alors, puisque l'on a supposé que  A(n) est vraie, alors les n points M, M, ...,M, sont sur
une droite (d) et il en est de méme des n points M ,, M, ,...,. M
().
Puisque M, et M, font partie tous les deux des ensembles de points M, M,,.... M, et
M, M,,...M,,, ,c'estqueles droites (d) et (d') sont toutes les deux égales a la droite (MzMn)
donc les n+1 points M, M,,...,.M
A(2)  est vraie (initialisation)
l'assertion N'n=2, A(n)=A(n+1) est vraie (hérédité)

qui sont donc sur une méme droite

n+ 1
sont forcément alignés. Donc ~ A(n+ 1) est vraie. Ainsi :

n+ 1

Alors l'assertion N'n>2, A(n) est vraie.
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Il y a bien siir une erreur de raisonnement car le résultat trouvé est évidemment faux.

En effet: I'hérédité suppose implicitement que les points M, et M, sont distincts donc que n=3. Par
contre, s'il était vrai que trois points distincts du plan sont toujours alignés, alors il serait vrai que n points
deux a deux distincts du plan sont toujours alignés pour tout n=>2.
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VI) Exercices

Exercice 1 -
Soit A une assertion telle que l'implication A=A soit vraie.
Montrer que A est faux.

Exercice 2
Montrer par l'absurde qu'il n'existe pas de couple d'entiers naturels ( D q) qui vérifient

p2+ p+ 1=2¢ (on pourra regarder le cas ou p est pair et le cas ou p est impair et travailler par
disjonction des cas).

Exercice 3

Soient A, B et C trois assertions.

1) Compléter la table de vérité ci-dessous

(F et V désignent respectivement Faux et Vrai)

(ANB)U(4ANC)

<|<|<|< || ™|
<l <|mimi<|<|m|T ™
<|/mli<|mI<|mi<|i™m O

2) Méme question

AN(BUC)

<|l<|<|< |||
</ </mO|I<|<|Tm|l™d =
<|/mi<|mI< m|<|i™m O

3) Quelle équivalence peut-on déduire ?
4) Déduire du 3) que  (AUB)N(AUC) e AU(BNC)
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Exercice 4

Soient A, B et C trois assertions. Démontrer les relations suivantes (on pourra si besoin utiliser une table de
vérité) :

1) A=(B=4) 2) (AUB)=[(4=B)=>B] 3) (4<B)=((4NB)U(ANB))

4) [A=(BUC)]e[BU(4=C)] 5) (4=B)=[(ANC)=(BNC)]

6) (4=B)=[(4UC)=(BUC)]

Exercice 5

Soit /" une fonction définie sur IR.

1) L'assertion « fest strictement croissante » s'écrit:  Vx€R, VyeR, (x< y)=( f(x)< f(y))
Ecrire de fagon similaire I'assertion « f n'est pas strictement croissante »

2) L'assertion lim f(x)=0 s'crit WVe>0,IM>0:VxeR, (x> M )=|f (x)|<e.

x>+

Ecrire la négation de cette assertion.

3)

a) Dessiner une allure possible de la représentation graphique de f* sachant que l'assertion ci-dessous est
vraie: 3A€R, IBER: Vx€R, A<f(x)<B

On mettra en évidence dans le dessin le role des réels Aet B .

b) Pour 4, B et x fixés, écrire la négation de l'assertion A< f (x)<B

¢) En déduire I'écriture de la négation de l'assertion JAER, IBER: Vx€ER, A< f(x)<B

4)

a) Dessiner une allure possible de la représentation graphique de f* sachant que I'assertion ci-dessous est
vraie: 34>0:VxeR, (x> 4)=(f(x)=0).

On mettra en évidence dans le dessin le role du réel A .

b) Pour 4 et x fixés, écrire la négation de l'assertion  (|x[> 4)=(f (x)=0)

¢) En déduire I'écriture de la négation de l'assertion : 34> 0: VxR, (|x[> 4)=(f(x)=0).

Exercice 6
Soit une suite réelle u vérifiant la relation de récurrence  u,, ;=2u,—1

Pour n€IN, on définit les propriétés A4,: u,>0 et B,: u,>1.

1) Montrer que la propriété A, n'est pas nécessairement héréditaire.

n

2) Montrer que la propriété B, est toujours héréditaire.

n

3) Onsuppose que u,>1. Montrerque Vn€IN, A, est vraie.

Exercice 7
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 7, il existe deux entiers naturels a, et b, tels que

(1+v2)'=a,+b V2 .
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VIl) Corrigés

Exercice 1

(Azz)@(ZUZ)@Z doncsi A=A estvrai, A estvraidonc A est faux.

Exercice 2

Supposons qu'il existe un couple d'entiers naturels ( p; q) qui vérifie p2+ p+1=2¢q

Si p est pair, p2 l'estaussiet p+ 1 estimpair, donc p2+ p+ 1 estimpair (« pairtimpair=impair »)
et ne peut donc pas s'écrire sous la forme 2gq

Si p est pair, p2 l'estaussiet p+ 1 estimpair, donc p2+ p+ 1 est impair (« pairtfimpair=impair »)
et ne peut donc pas s'écrire sous la forme 2¢q

Dans ces deux cas, I'hypothése qu'il existe un couple d'entiers naturels ( p q) qui vérifie

p2+ p+ 1=2¢ conduit a une absurdité, donc est fausse.

Exercice 3

1)

(ANB)u(4ANC)

U
F
F
F
F
F
v
v
v

<l <|<|<| 00|~
<l </m || < 0| ™
< mi<|™m|<|™<| ™ Q

2)

AN(BUC)

<l < | << g |00~
<|<|mm|<|< ||| ™
<|m|<|m|<|T< "0
<|<|<|m|m |||
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3) On en déduit que  (ANB)U(ANC)=AN(BUC) , les deux assertions ayant la méme table de vérité
(principe de distributivité du N parrapporta U )
4) On applique le 3) aux négations de A et de B :
(ANB)U(ANC) = An(BUC)
et les formules de Morgan donnent :
(AUB)U(AUC) = AN(BAC)
(AUB)N(AUC) = AU(BNC)
et en passant a la négation on obtient:

(AUB)N(AUC) = AU(BNC)

Exercice 4

1)(A:>(B:>A))@(B:A)UZ@(AUF)UZ@(AUZ)UF ,

cette derniére assertion étant toujours vraie car AUA est vraie.

2)
[(4=B)=>B ©BU(A$B)©BU(BUZ)©BU(§OA) par les formules de Morgan
<(BUB)N (BUA) par le résultat du 4) de I'exercice 3
©(BUA)=(AUB) vuque BUB est toujours vraie.
3)
Faisons une table de vérité pour changer:
A B A=B ANB ANB (ANB)U(ANB)
v v v v F v
v F F F F F
F v F F F F
F F A% F A% A\

Les colonnes 3 et 6 étant identiques, cela prouve que (4 < B)e((4NB)U(4ANB))

4)
D'une part, on a :
[A=(BUC)]<(BUC)UA= AUBUC
et, d'autre part,
[BU(4=C)]e BU|[CUA|e AUBUC
Les deux événements [A=(BUC)] et[BU(A=C)] étant équivalents & un méme troisiéme
événement, ils sont équivalents.

27



)
On procede par une table de vérité (mais d'autres méthodes sont possibles) :

A | B | C| A=B ANC BNC (4nC)=(BNC)
F F F A\ F F \%
F F |V \% F F \%
F |V |F A\ F F \%
F |V |V A\ F A% A\
V| F|F F F F A\
V| F |V F A\ F F
V|V |F A\ F F \%
V|V |V \% \% A% \%

Cela permet de voir que si A= B est vraie, alors (A NC ) = (Bﬁ C ) ce qui prouve l'implication
(4=B)=[(4ANnC)=(BNC)]

Remarque : les colonnes 4 et 7 étant différentes, cela montre que cette implication n'est pas une équivalence.

(6))n refait une table de vérité :
A | B|C| 4=B AUC BUC (4uC)=(BuUC)
F | F | F A% F F A%
F | F |V A% A% A% A%
F | V| F A% F v A%
F V|V A% A% \Y% A%
V|F|F F A% F F
V| F |V F A% \Y% A%
V|V |F A% A% v A%
V| V|V A% A% v A%

Onvoit alors quesi A=B estvrai,alors (4UC)=(BUC) est vrai aussi ce qui prouve l'implication
(4=B)=[(AUC)=(BUC)] qui n'est pas non plus une équivalence.

Exercice 5

Soit f/ une fonction définie sur IR.

1) AxeR,FyeR tq(x<y)et( f(x)=f(y)) (N.B:«tq» abréviation de « tel que », que l'on peut
traduire aussi par « : » ).

2) Fe>0tq VM>0,IxER tq (x>M) et (|f(x)|28).

3)
a) Le graphe de la fonction sinus convient (dans ce cas, on peut considérer que A=-1 et B=1).

b) A<f(x)<B signific (A<f(x))et(f(x)<B) donclanégationde A<f(x)<B s'écrit
(4> f(x)) ou (f(x)> B)

¢)Lanégationde JAER,TBER: VxER, A< f(x)<B est
YA4€R, VBeR, 3xeR: (4> f(x)) ou (f(x)> B).
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-1 Il L i ' L

4 -2 0 2 4

On peut dans cet exemple considérer n'importe quel réel A supérieur ou égal a 1.

b) (lxp> 4) et (f(x)#0)
¢) VA4>0,3xeR: (|x|> 4) et ( f(x)#0).

Exercice 6

1) Sil'on considére la suite vérifiant la relation de récurrence u,, ;=2u,—1 avec, par exemple, la

n
P 1 . : -1
condition initiale u,= 3 ona A, vraialorsque A, estfaux puisque u,=—. La

3

propriété A, n'est donc pas nécessairement héréditaire.

2) Sinestun entier naturel tel que B, soit vrai, cela signifie que u#,>1 donc

n

U, =2u,—1=2X1-1=0 .Onadonc wu,,,>0 donc B
VneN, B,= B,,, donc que lapropriété B, esttoujours héréditaire.

.+1 ©stvraie. Cela signifie que

3) Danscecas, u,=1 donc B, estvraie. Puisque la propriété B, esthéréditaire, le principe de

n

récurrence montre que B, est vraie pour tout entier naturel 7.

Onadonc Vn€N,u,>1, donc,aplus forte raison, Vn€N,u, >0.

Remarque : démontrer directement par récurrence la propriété  Vn€IN, u,>0 aurait été impossible car
la propriété A, n'est pas héréditaire. Cet exemple montre que le choix de la formulation de la propriété
que I'on veut démontrer par récurrence est fondamental pour mener a bien le raisonnement.

Exercice 7
Posons pour n€IN la propriété :

(A4,) :il existe deux entiers naturels @, et b, telsque (1+ V2)" =a,‘+b, V2 .
Puisque (1+ \/§>0=1 =1+0+2 ,la propriété  (A,) estvraieavec a,=1 et b,=0.
Soit n€IN tel que (An) soit vraie : il existe donc deux entiers naturels a, et b, tels que

(1+V2)'=a+b V2 .

On a alors
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(1442)" = (1+ V2) (1442 =(1+V2)(a,+ b,V2)=(a,+ 2b, )+ (a,+ b, V2.

Cela montre que la propriété (A4, ,,) est vraic en prenant a,, ,=a,+2b, et b, =a,+b,.

En conclusion, la propriété (AO) est vraie et I'implication  (A4,)=(A4,,,) est vraie, donc le principe de
récurrence montre que pour tout entier naturel #, il existe deux entiers naturels a, et b, tels que

(1+ \/f)"zan+ bn\/f .
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C- NOMBRES COMPLEXES

I) Notions de base

Initialement introduits comme un artifice de calcul pour résoudre les équations polynomiales de degré 3 et 4
avant d'étre rigoureusement définis par les mathématiciens, les nombres complexes ont été utilisés dans de
nombreux domaines des mathématiques tels que la géométrie plane , I'algébre ou l'analyse. De méme, dans le
domaine de la physique, les nombres complexes sont largement utilisés, en particulier en électricité.

1.1) Définition des nombres complexes

Il existe en mathématiques de nombreuses fagons de définir I'ensemble des nombres complexes. Les
nombres complexes sont habituellement définis comme un ensemble de « nombres » ( € ) ayant de
bonnes propriétés algébriques pour rendre les calculs plus aisés (ce que 1'on appelle un corps en
mathématiques) , contenant I'ensemble des nombres réels, et tel que 1'équation x’=—1 posseéde au moins
une solution (on verra que, plus généralement, toutes les équations du second degré possédent au moins une
solutiondans C ).
Cette facon de définir I'ensemble des nombres complexes est assez naturelle. En effet, les ensembles de
nombres étudiés dans l'enseignement secondaire ont été définis par une démarche similaire. Par exemple,
I'équation x+ 2=0 n'ayant pas de solution dans IN, on construit Z pour pouvoir résoudre ce genre
d'équation. De méme 'équation 2x—1=0 (par exemple) n'ayant pas de solution dans Z, ona
construit @ (I'ensemble des nombres rationnels) . Entre le 5™ et 4™ siecle avant notre ére, des
mathématiciens grecs ont découvert que certaines grandeurs, telles que la longueur de la diagonale d'un carré
de coté 1, ne peuvent pas étre des nombres rationnels. Cela revient a dire dans ce cas précis que I'équation
x’=2=0 na pas de solution dans Q@ , c'est a dire que V2 estirrationnel : I'idée de I'ensemble des
nombres réels IR était née ! Le corps des nombres complexes vient clore (provisoirement) cette
succession croissante d'ensemble de nombres INCZcQcIRcC dans le sens ou il posséde suffisamment
de « bonnes » propriétés algébriques pour s'en contenter la plupart du temps. Il faut savoir tout de méme que
d'autres ensembles de nombres existent, tels que 1'ensemble des nombres algébriques qui vient s'intercaler
entre Q et IR ,ouméme des ensembles de nombres plus grand que C , tels que I'ensemble des
quaternions, dont l'usage est plus délicat.

La démarche utilisée dans ce cours pour définir 'ensemble des nombres complexes € n'est pas de nature
algébrique, mais géométrique : on part de I'idée qu' un nombre complexe est un vecteur du plan.

Définition 1 : L'ensemble des nombres complexes, noté €, s'identifie a I'ensemble des vecteurs du plan
rapporté a un repére orthonormeé (O; U, i/') . On identifie 1'axe des abscisses a l'ensemble des nombres
réels. Ainsi, le vecteur % se note 1 et le vecteur vV se note i (ou j en électricité : c'est cette derniére
notation que 1'on choisira donc dans ce cours).

Rappel : I'expression (O TN i/') est un repere orthonormé (centré au point O) signifie que les vecteurs
# et vV sontdenorme I etde directions orthogonales.

. y . .2 . e e e . ’ cr.r
NB : On impose en général aussique j =—1 , mais on a choisi ici de présenter cette propriété comme
une conséquence d'une définition du produit sur € (voir le II)
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Le vecteur de coordonnées (Z) ,quivautdonc a#i+ bV |, senote de fagon complexe par son affixe
z=a+ bj.

Le nombre réel a est appelé partie réelle de z. C'est donc l'abscisse du vecteur correspondant.
Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z. C'est I'ordonnée du vecteur correspondant .

Exemple : la partie imaginaire de z=—3+ 7] estégalea 7, (etnona 7] comme on peut parfois étre
tenté de le dire)

Exemple : le vecteur # de coordonnées ((1)) est représenté par son affixe z=1+0j=1

Si  M(2,-3) alorslaffixede OM est z=2-3j.

De méme, si M est un point de coordonnées (a N b) , on définira son affixe par celle du vecteur OM |
cestadire z,=a+bj.

Définition 2: Si z est l'affixe du vecteur W , le nombre 7 =||i#|| est appelé module de z et se
note aussi |z|

Si z#0 estlaffixe duvecteur W |, l'angle orienté O=(7, ) estappelé argument de z
et se note aussi  Arg(z)

Exemple :si # est le vecteur de coordonnées (1, 1) r=v2 et 82%.

Remarque : Etant une mesure d'angle, un argument est définia 27 preés. Si l'on prend la mesure
principale (c'est a dire 'unique mesure appartenant a |—,7| ) on parlera de mesure principale de
I'argument. Dans la suite de ce cours, lorsque cela ne prétera pas a confusion, les mesures d'angles données
seront de fagon sous-entendu données a 27 prés.

A retenir : un réel strictement positif a un argument égal a 0

un réel strictement négatif a un argument égal a 7T

un imaginaire pur de partie imaginaire strictement positive a un argument égal a 5
un imaginaire pur de partie imaginaire strictement négative a un argument égal a _E

11 est également utile de retenir que si z=a+ bj avec z#0, alors :
a>0 et b> O:Arg(z)e]O;%[

a>0 et b< O:>Arg(z)€]—210[

3

a<0 et b> O:Arg(z)E]%,n[

a<0 et b< OzArg(z)e]—n,—%[

La propriété suivante donne une relation fondamentale entre (r ; 6) et (a ; b) .

Propriété 1: r=\/a2+b2, COS(G)Z%, sin(@)zg
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0 — , —- | d N z a - -
Preuve :Puisque W apour coordonnées w: ( b) , le caractere orthonormé du repere (O V)

implique que r’=|W|’=a’+b> dou la relation r=va’+ b’

, | = |- 1~ i .
Ona,si »>0, —w|=1 .Deplus, 0 =(u , W)Z u,—w/| ,donc d'apres la définition 1 du chapitre
r r
: e 1
sur les bases de trigonométrie, ona — COS( )
r "\ sin(0)
&
R G % . : , . . a . b
Onaaussi —w: bl En identifiant les coordonnées, on obtient la relation cos(0)==, sin(0)==.
r r r
r

Remarque : nous verrons dans le chapitre sur la fonction tangente et arctangente une fagon pratique
d'exprimer directement 0 en fonction de a et de b.

Exemple : le nombre complexe z=3—15j aun module égal & \/32+ (-5 )22\/3_4. Son argument 0
n'a pas de mesure remarquable et ne peut pas €tre exprimée comme une fraction de It , mais on peut dire que

cos(@):ﬁ,

sin(0)= \/_ : la mesure principale de 0 est dans l'intervalle ]—%0[

Définition 3 : On a deux fagons de voir un méme nombre complexe z .

Par sa forme algébrique z=a+ bj avec a€R, beR

Par sa forme trigonométrique z=r ( cos(0)+ jsin (6)) si z#0

Remarque : la forme trigonométrique se déduit de la forme algébrique par les relations

COS(G):%, Sin(O)Zg de la propriété 1.

1.2) La forme exponentielle

Nous supposons connue la fonction exponentielle sur  R.

Définition 4: La fonction exponentielle, définie de fagon usuelle sur IR se prolonge en une fonction sur
C par la formule :

exp(z)=exp(a+ bj) < e (cos(b)+ jsin(b)).

Remarques:
()Si zR,z=a et b=0 donc exp(z)=exp(z+0j) < e*(cos(0)+ jsin(0))=¢".1=¢" .La
définition 4 est bien cohérente avec celle de I'exponentielle réelle.

(i) Onaainsi exp(z)#0, |lexp(z )|—eRe(Z) , Arg(exp(z))=Im(z)

En effet, exp(z)zea(cos(b)+ J sin(b)) avec e“> 0 (l'exponentielle d'un nombre réel est toujours

strictement positive) . On reconnait une écriture sous forme trigonométrique, donc  e“ s'identifie avec
lexp(z)| etbh avec Arg(exp(z)). 1 suffit alors de remarquer que a=Re(z) et b=Im(z).
Puisque 7#0 ,onen déduitque exp(z)#0.
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(i) exp(j0)=cos(0)+ jsin(0)
En effet, il suffit de prendre =0 et h=0 dans la définition 4 et de se souvenir que e’=1.

Définition 5: L'écriture z=r. eXp( J 6) que l'on déduit de 1'écriture trigonométrique et de la remarque
(iii) ci-dessus, est appelée forme exponentielle de z. On utilisera la notation z=r¢’ 0

Attention : ne pas confondre la forme exponentielle d'un nombre avec son exponentielle.
LT
— =

Par exemple, si z=1—j, saforme exponentielle vaut z= V2e 4

/=e'cos(1)—je'sin(1)
D'autre part, si z=a+ bj, la forme exponentiellede e° est e e”.

et son exponentielle vaut
1 —
e’=ee

1.3) Notion de nombre complexe conjugué

Définition 6:Si z=a+ bj, leconjuguédezest z=a—bj.

Il est utile de remarquer que z et Z sont toujours les affixes de vecteurs symétriques par rapport a l'axe
des abscisses.

Propriété 2: Nz#0, Z|=|z|, Arg(z)=—Arg(z)

Preuve : On considére la forme trigonométrique z=r (COS(B)+ jsin (6)) qui donne alors I'égalité
2=r(cos(6)—j sin (6)):r(cos(—6)+ jsin(—@)) en vertu du fait que
cos(—0)=cos(0) et sin(—0)=—sin(0).

A partir de la forme trigonométrique ZzZ=r (COS(—G)+ J Sin(— 8)) on déduit par identification
Zl=lz|. Arg(z)=—Arg(z)

0 0 n
/ 7Y ont le méme

5 . JO_ .~ : Jo -
Conséquence : re’ =re , puisque les deux nombres complexes re’ et re

module et des arguments opposés.

ll) Calculs dans ¢

1) Somme

Définition 7: zxz'#(Re(z)xRe(z'))+ j(Im(z)xIm(z'))
VAER, hzEA\Re(z)+ jAIm(z)

Cette formule traduit le fait que les parties réelles et imaginaires s'ajoutent. L'addition de deux nombres
complexes correspond donc a 'addition usuelle des deux vecteurs correspondant, ou 1'on ajoute leurs
coordonnées. Ainsi, l'affixe de la somme de deux vecteurs est la somme de leurs affixes.

De méme, la multiplication d'un nombre complexe par un réel correspond a la multiplication par ce dernier
du vecteur correspondant.

Le théoréme suivant est la traduction en termes de nombres complexes de la propriété géométrique suivante :

dans un triangle, la longueur de chaque c6té est inférieure ou égale a la somme des longueurs des deux autres
cotés.
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Théoréme 1 :
Si z,,z,€C alors |Z1+ 22‘<|zl|+ ‘22| . De plus, I'égalité |Z1+ zz|:|zl‘+ ‘22| n'a lieu que si I'une
des deux conditions est vérifiée :

(i) z,=0o0u z,=0

(i) z,#0 et z,#0 et Arg(z,)=Arg(z,).
Plus généralement, si p=>2 etsi z;,..,z,€C alors |zl+ ot Zp|<‘Zl ‘+ o ‘zp| . De plus,
1'égalité |Zl+ .t Zp‘=|z1 |+ SN |Zp‘ n'a lieu que s'il existe O€EIR tel que pour tout entier ;,

Arg(z,)=0 ou z,=0.

Preuve : on traite le cas p = 2, le cas général s'en déduisant par une récurrence assez simple.
Si z,=0 ou z,=0 ,1'égalité a montrer devient une égalité évidente. On suppose donc que

o _
et z,=r,e’" les formes exponenticlles de ces deux nombres.

1

z,7#0 et z,70 :soient zlzrle'i9

Alors,
|z, + z,|*=|r, cos (6, )+ r,c0s (6,)+ j(r sin(6,)+ r,sin(6,))|

=(r,cos (0, )+ r, cos(@z))2+ (7,sin (0, )+ r,sin (0,))*=r+ 3+ 27r,r,cos(6,—0,)
en utilisant les relations cos’(0)+sin’(0)=1 et cos(0,)cos(0,)+ sin (0, )sin (6,)=cos(6,—6,)
Puisque cos(0,—0,)<1 on en déduit que

2.+ 22‘2:’”?*’ ro+ 27 r,c08(8,~6,)<ri+ ry+ 2’”1”2:(|Zl [+ ‘Zzl)z
d'ou

|zl+ Zz‘<|21‘+ ‘22|

avec égalité si et seulement si  cos(0,—0,)=1 c'est a dire si et seulement si 0,=0,+ 2kx, kEZ.

II.2) Produit de deux nombres complexes

, . e 0 1% 0 .e! .
Définition 8 : considérons deux nombres complexes nonnuls z=re’" et z'=r'e’" . Alors le produit

o e ji(6+6"
de z par z " est défini par  z.z'®(r 7 ')e’ ),

arguments s'ajoutent.
Si un des deux nombres complexes est nul, le produit sera défini comme égal a 0.
Onaainsi Vz,z'€C,|zz'|=|z|lz'| et Vz,z'€C\ {0}, Arg(zz')=Arg(z)+ Arg(z').

On retiendra donc que les modules se multiplient et les

Conséquence trés importante : =—1.

j2 .
P=et=—].

oA

2 I3 0
Eneffet, j =e “e “=e
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Remarque : Cette définition est cohérente avec celle du produit usuel de deux nombres réels.

Par exemple, avec cette régle, 2X(—3)=2 e"3e’"=6¢’"""=—6 comme attendu ! La reégle sur les
arguments peut étre vue comme une généralisation sur C de la régle des signes sur IR (la notion
d'argument d'un nombre complexe prolonge celle de signe d'un réel , puisqu'on ne peut plus parler de signe
dans le cas complexe ).

Les deux propriétés suivantes montrent que le produit complexe hérite de certaines propriétés du produit
réel :

Propriété 3: z,z,=0<z,=0 ou z,=0.
Prewve: z,z,=0e|z,z,|=0|z||z,|=0=|z,|=0 ou |z,|=0«z,=0 ou z,=0.
Exemple : les solutions de 1'équation (Z— 1)(2— j) =0 sont 1 etj.Iln'yenn'apas dautre.

Propriété 4 : Considérons deux nombres complexes z,=x,+ j y,=r, e’ o et Z2,=X,+ jy,=r,e’ 92
écrits respectivement sous forme algébrique et exponentielle (avec la convention que  7,=0,=0 si
z,=0. ).Alors la forme algébrique de z,z, est z, 22=(x1 x2—y1y2)+ j(x1 Vot xzyl)

Par conséquent, on a pour tous nombres complexes  z, z, et z,:
() z(z,+z,)=zz+zz, (propriétéde distributivité)
(i) z,z,=z,z, (propriété de commutativité)
(i) z,z,=Z,7,

Preuve de la propriété 4 : L'application de la propriété 1 montre que x,=7,cos(6,) et y,=r;sin(6,).

On a ainsi :
(x, X,=p, y,)+ j('xl Yot %, 7))
=r1rz((cos(el)cos(Bz)—sin(Gl)sin(Gz))+ j(sin(@l)cos(62)+ cos(Gl)sin(Bz)))
:rlrz(cos(61+ 0,)+ jsin(0+ 62))

par les formules d'addition cos(a+ b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) et
sin(a+ b)=sin (a)cos(b)+ cos(a)sin (b).
Onen déduit (x,x,—y, y,)+ j(x, v,+ x,y,)=r, rzej(9'+ 92)22122 par la définition 8.

Preuve du (i) :

Malgré les apparences, ce résultat, bien connu pour les nombres réels, est loin d'étre évident a prouver pour
les nombres complexes.
Si I'on considére la forme algébrique de z . z=x+ jy , par application de la propriété 4, on a :
d'une part, z(z,+z,)=(x(x+ x2)_y(y1+ v+ (e (it p,)+ (4 xz)y) (1)
d'autre part,
zz)+ ZZZZ(xxl—y y1)+ j<xy1+ X y)"' (xxz_y J’2)+ J(x Yyt xzy)
=X X, =Y Y+ X X,=y yo+ (X y Xy X, x, )
:x(xl+ xz)_y(y1+ y2>+ J (x(y1+ y2)+ (x1+ xz)y) (2) en factorisant par x et y.

Preuve du (ii) :

Si z, ou z, sontnuls, c'est évident. Sinon, on remarque que les modules et arguments des deux membres
de I'égalité a prouver sont égaux a |Z1 sz‘ et Arg (21 )+ Arg(zz) respectivement et bien sir,
|Zl sz|:|22H21 | et Arg(zl)+ Arg(zz)ZArg (Zz>+ Arg(21>
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Preuve du (iii) :
Si z, ou z, sontnuls, c'est évident. Sinon, on remarque que d'apres la propriété 2, les modules et

arguments des deux membres de I'égalité a prouver sont égaux, respectivement a ‘Z] ||Zz| et

—Arg(zl)—Arg (Zz)
Conséquence : le produit  (a+ bj)(a'+ b’ j) peut se calculer par double distributivité en utilisant le
fait que _/'22— 1.
Exemple: (2+ j)(3+2j)=2(3+ 2j)+ j(3+2j)=6+ 4j+ 3j+ 2 j°=6+ Tj—2=4+T].

Les deux premiers points de la propriété ci-dessous montrent que la fonction exponentielle sur € garde
des propriétés similaires a celle de 1'exponentielle sur IR

Propriété 5: (1) ee=e™" ™, (2) VneZ, (ez)nzenz

(3) zz=||
Preuve du (1) :
Si
z,=x,+jy, et z,=x,+ jy, alorsona (remarque (ii) définition 4) :
z z| | z ||l 2| x x__ x+x,__ Re(z;+z)__| z+z
e'e|=le’'|le|=e e =e =e =le

Arg(e” e )=Arg (e )+ Arg(e” )=y, + y,=Im(z )+ Im(z,)=Im (z,+ z,)= Arg(e™ ") [27]

Zy

+ A A . Z
Les deux nombres complexes e”'e” et e’ ayant méme module et méme argument, ils sont égaux.

Preuve du (2) : s'obtient par itération du (1) avec z '=z a chaque fois (autrement dit, par récurrence sur )

Preuvedu (3): Si z=a+ bj, alors
zz=(a+ bj)(a—bj)=a’—(bj)V=a’~ j’b’=a’+ b’=|z [

Remarque : cette propriété montre que I'exponentielle est bien adaptée pour les calculs de produits.

I1.3) Quotient

Propriété 6: Tout nombre complexe non nul est inversible pour la multiplication, c'est a dire que
. : 1 1_a
YVaeC tq a#0, T!z€C tq az=1. Cetinverse z, unique, seranoté — etvaut —= W
a a lg

Preuve : Soit a€C,a#0. Alorssiz esttelque az=1, alorsen multipliantpar @ ,on obtient

_ _ . s 2 . a o
aaz=a cequidonne en vertu de 3) de la propriété 4): |a[ z=a dou z= —|2 . (la division par
a

|a |2 ne pose pas de probléme car c'est un réel non nul).
. a 1 _ |a |2
Inversement, si z=——>, az=——aa=—>=1.
la lal lal
~je
0 1 e’ _ —j6

Exemple : I'inversede e’ est —s=——>=
J jo
¢ e’
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z
Définition 9 Le quotient de deux nombres complexes - (avec z,7#0 ) est défini comme le produit
2

1 . . : . . .
z,.— . Il s'agit de I'unique solution de I'équation d'inconnue z : zz,=z,.
Z

z
Propriété 7: Pour calculer la forme algébrique d' un quotient de deux nombres complexes = (avec
Z3
z,70 1) écrits sous forme algébrique, il suffit de multiplier formellement le numérateur et le
dénominateur par Z, , le conjugué du dénominateur.

o e Zy _ 1 _ Zy _Z1:Z, _Zy.Z,
Preuve : D'aprés la propriété 5,ona: —=z,.—=z,.——= = .
Z3 ) |Zz| |Zz‘ 232y

3+5j _(3+5))(3+ /) 9+3j+15j—5_4+18; 2 9 .

Exemple : = 2 = 5 S ]
3—j (3=/)(3+ ) 13— 32%+1° 5 5
JO
e rle rl 7(6,-6,) o 1
Propriété 8: o€ ( « les modules se divisent, les arguments se soustraient »)
r,e’ I
i :z
Z] Z,
Preuve :
. 4 s .
(i)ona |—|.z,=z, donc la définition 8 implique :
Z
|l 1 N E4
2. == |- z.|=|—|- |z,
Zy) Z
d'ou
al_fl
z,| |z|

De méme , toujours par la définition 8,

arg(z1 )=arg(§.zz)=arg(i)+ arg(zz) d'ou arg(i)zarg(z1 )—arg(zz)

2 Z Zy

z
(il) on a = .z,=z, donc le (iii) de la propriété 4 dit que
z

=], _[z) -
zZ,= .Z,= 5
Z, Zy
d'ou
o )
Zy ] 2,
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b | ‘: 3+ 5
‘ 3= |3—.]| ‘
On a déja calculé dans un précédent exemple que ?‘_5.1 — % + %j  ione
—J
> (2)2 (9)2 85 17 . BsiF 9425 34 17
=\ |5 725 , tandis que _ _34_

5/)°\5) 257 5 B—jf 9+1 10 5°

3+ 5j
3—j

lll) Quelques propriétés géométriques

ll.1) Affixe d'un vecteur

Si z, et z, sont les affixes de deux points du plan complexe, le vecteur AB apour affixe z,—z,.

Cela se prouve facilement en remarquant que les coordonnées du vecteur 4B  s'obtiennent en effectuant
la différence des coordonnées de B avec celles de A.

lll.2) Distance et mesure d'angle

a

L = z .
Propriété 9: AB= ‘z Ptz | ((x ; [3) =Arg ( —ﬁ) ou z, et z, sont les affixes des points A et B et
z

Preuve : Par définition du module, AB est égal au module de l'affixe du vecteur AB c'est a dire
|z =5 | .
D'autre part,

(& ,‘B)Z(&,'ﬁ)+ (E,'E):—(ﬁ;&)+ (_ﬁ E)ZArg(Zﬁ)_Mg(za)zArg(i_z)

Remarque : Si « et B sont des vecteurs du plan complexe non nuls, on peut écrire

(@:5)=Arg| 2 |= Arg| 225 |= A
a,p rg| - rg - rg

a ZO( cFa

ZgZ,
|2

= Arg (ZB z_a)— Arg(|z(l|2): Arg (Zp, Z_a)

2.
car |z (1|2 est un réel strictement positif,
d'ou la formule quelquefois bien pratique :

Propriété 10 : (& ; B) =Arg (Z[S Z_a)

Exemple : soient les points  4(1,;0) et B(2,1). Trouvons les coordonnées du point C tel que le triangle
ABC soit équilatéral direct. Appelons z 'affixe de C.

On doit avoir CB=CA c'est a dire |2+ j—z|=|1—z| donc Z-Iii_z =)
. N =~ | n_ 2+ j—z
D'autre part, on doit avoir ( A;CB )23 donc g—Arg R
=5
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On a donc ﬁi qui doit étre de module 1 et d'argument % donc ﬁizeq
—z -z
Cela s'écrit aussi Ezejgzw d'ou
z—1 2 B
22—4-2j=(z—1)(1+ jV3)=(1+ jV3)z—1—j3
d'ou

(1-jV3)z=3+(2—3); ~ ~ _
__3+(2=V3)j _(3+(2=43) j)(1+ j«3) _6=2+3+2j(1++3)

1-jv3 1+3 4
3—¢§_1+J§)

ce qui donne les coordonnées du point C :  C ( )

lIl.3) Multiplication par ¢’°

Propriété 11 : Si z est I'affixe du vecteur W, alors I'image dans le plan complexe de e’’z sobtient en

tournant par rapport a l'origine le vecteur W d'unangle O (on parle de rotation de centre O et d'angle
0 ).

, et Arg(ejez)ZArg(eje)+ Arg (z)=6+ Arg(z).
Cela signifie que I'image dans le plan complexe de ¢’z ala méme norme que le vecteur W et son
argument s'obtient en ajoutant 0 a celui de z.

Preuve : 1l suffit de voir que ‘e'/g Z‘ Z‘e'/e‘ |Z|=|z

Exemple : Soit M (3;—4). Cherchons les coordonnées de M ', image de M par la rotation de centre O et
%. Silonpose W=OM ,ona z=3—4j et
S VR Y V2
e'z=e 4(3—4J)=7(1+ J)(3—4J)=7(7—J)

d'angle

ce qui permet de dire que M " a pour coordonnées M ' (7ﬁ s= ﬁ)

2 2

lll.4) Parties réelles et imaginaires d'un nombre complexe

La propriété suivante est trés importante en pratique, car elle nous permettra de remplacer des fonctions

trigonométriques par des exponentielles, beaucoup plus pratiques pour les calculs.

_ e+ e/’
2 s

—
_el'—e”

sin(0) 2

Propriété 12 (formules d'Euler) : ~OER, cos(0)

Preuve : on part du fait que e’°=cos(0)+ jsin(0)
e ’’=cos(6)— jsin(0)
Par addition et soustraction des deux lignesona 2cos(0)=e’"+e’’, 2jsin()=e’"—e™"
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Exemple 1 (A4 savoir faire ) : Calcul de la forme exponentielle de e+ ? pour O et @
quelconques, par exemple la forme exponentielle de e+ el

L'idée est de calculer la moyenne algébrique de 3 et 7, soit 5, et de factoriser l'expression par el . On
obtient alors, en utilisant la formule d'Euler :

eVt e=eV V4 =¥ (e_2j+ er) =2cos(2)e”.
Attention, ce n'est pas termin¢ ! Il faut vérifier que %< 2<m ce qui signifie que
2cos(2)< 0 ,donc 2cos(2) n'estpas le module ! Il reste donc a dire que
e+ e"=2c0s(2)e’=—2cos(2).(—1).e¥=—2cos(2).e’". eT=—2cos(2).e/™
et 13, on a la forme exponentielle de e+ e”

Exemple 2 : on peut maintenant utiliser les formules d'Euler pour linéariser une expression trigonométrique,
a savoir transformer une expression écrite comme produit en somme de sinus ou de cosinus.

S . ; 2
Par exemple, on va linéariser 'expression (Sln ( a))

: 2 [e—e | _e™T—2eMe +e ™ +ia\l_ 42
(sm(a)) = : = (remarquer que |e =e )

: 2 : —4
(sin(a))zzezjal%ze_zja car e’e =e'=1
(sin(a))zzw# car e?+ ¢ ?*=2cos(2a) (premiére formule d'Euler)
(sin(a))zzé—% - on dit que I'expression  (sin(a))’ a été linéarisée car elle ne contient

maintenant plus de produit.

Remarque : tout produit de facteurs de la forme cos(at) ou sin(at)* pour a€R et kEIN peut
s'écrire comme une somme de termes de la forme A COS(OL t) et usin (Oc t) : c'est ce que 1'on appelle la
linéarisation d'une expression trigonométrique.

Propriété 13: Re(z)= %(z +z), Im(z) :2% (z—z2)

Preuve : on part du fait que z=Re(z)+ jIm(z)
z=Re(z)—jIm(z)
Par addition et soustraction des deux lignes on a le résultat voulu.

Remarque : si z= e’’, on retrouve les formules d'Euler.
Exemple : 1'image d'un nombre complexe appartient a la droite d'équation y=2x+ 1 si et seulement si

Im(z)=2Re(z)+ 1 ce qui donne : 2%,(2—2)2(2+ 2)+ 1 ce qui se réécrit

(1—2j)z—(1+2j)Z=2j : on obtient ainsi ce que l'on appelle I'équation complexe de la droite d'équation
y=2x+1
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ll.5) Equation d'un cercle

Soit C le cercle du plan complexe de centre €2 (a , b) et de rayon R. Alors, si M (x , y) est un point du
plan complexe, etsiz et zo désignent les affixes de M et Q respectivement, on peut dire que :
MeCoQ M =R’e|z—z,[=R*e|x—a)+ j(y—b)[=R*e(x—a)*+ (y—b)’=R’

Définition 10 : I'équation (x—a)’+(y—b)’'=R’ est appelée équation cartésienne du cercle C.
Clest, pour le point M (x,y ) , un criteére d'appartenance au cercle.

Exemple : Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (0,‘ U, T/) , soient
A(1,0) et B(0,2). On cherche l'ensemble des points M (x, y) tels que AM °+ BM*=3
Ona
AM *+ BM2:3<:>‘ZM—ZA |2+ o |2=3@(x— 17+ y*+ x*+ (y—2)=3
o 2x’+ 2y2—2x—4y=—2 ox’+ yz—x—2y=—1

On écrit alors (forme canonique d'un polynome du second degré) :
2

xz—x=(x—%) —% et y2—2y:(y—1)2—1 pour obtenir que :

2
AM*+ BM*=3 @(x—%) +(y—1 )2:%

: 1 1
On reconnait alors 1'équation du cercle de centre (—, 1) et de rayon 5

2

IV) Equation :'=a

On s'intéresse au probléme suivant : étant donnés un entier naturel non nul n et un nombre complexe a#0,
résoudre I'équation d'inconnue z€C:

(E) : z'=a

Nous verrons dans le chapitre sur les polyndmes le probléme plus général suivant : résoudre I'équation
d'inconnue z€C : P (Z)ZO ol P est un polyndme a coefficients dans €. Une propriété
remarquable est que cette derniére équation possede toujours au moins une solution complexe. Dans le cas
précis de I'équation (E ) , 11y en a exactement 7 différentes.

IV.1) Résultat théorique

Théoréme 1 : 1'équation (E) admet exactement n solutions complexes de méme module. Si n=2 , ces 2
solutions sont opposées, etsi 7=3, cesn solutions forment un polygone régulier de centre O.

Remarque : la non unicité des solutions nous interdit de définir z= \’7 a Ens lecasoun a¢R ™ .
Par exemple,si n=2et a=—1 ,iln'ya pasde sensaparler de « V=1 » qui pourrait valoir tout
aussi bienj ou -j ! L'application v nlest pas définie de fagon univoque sur C
De toute facon, il n'existe pas de fonction f'définiesur € etavaleursdans C telle que

VzeC, f(z°)=z .Eneffet, on aurait :

—1=f((=17)=r(1)=1(1")=1

ce qui est absurde.
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Preuve : Puisque @#0 on peut considérer sa forme exponentielle a=re’ ® . Soit z#0 (unnombre
complexe nul ne peut pas étre solution de (E) car a#0. ) Alors :
"=ae|z'=r et nArg(z)=0+2kn (k€z)
"=ae|=Vr et Arg(z)=8+2k L (keZ)
n n

Un angle étant défini & 27 prés ,si nous avons une seule possibilité pour |z| nous en avons n différentes
0 0+2m O6+4n  0+2(n—1)n
consécutives pour le paramétre entier k (onaprisici k=0,1,...,n—1. ) Nous avons donc exactement
n solutions.

pour Arg(z):

. On les obtient en prenant n valeurs

IV.2) Mise en pratique par un exemple

Résoudre I'équation =1+ j.
Le théoréme 1 nous dit qu'il y a 3 solutions. L
On s'inspire de la preuve du Théoréeme 1 :ici r =v2 et 6= donc |z|=\7 V2=V2 et

4
g=m 2m_3m lixn
127 12 47 12 °

_ _ 3z — 17
22\6/26112, z=«6/2eJ4 et z=+2e 2,

Nous avons donc les trois solutions

IV.3) Cas particulier »=2

L' inconvénient majeur de la méthode générale présentée ci-dessus est qu'elle nécessite la connaissance
explicite de la forme exponentielle du nombre a, et en particulier une expression de son argument. Dans
lecasou n=2 , on peut procéder autrement lorsque la forme exponentielle du nombre a n'est pas
explicitement connue : on obtient de plus directement les formes algébriques des solutions a l'aide de la
fonction racine carrée.

Exemple : Résoudre I'équation =142 J.

Le théoreme 1 nous dit qu'il y a 2 solutions opposées.

Onaici r=+5 maisla connaissance explicite de O n'est pas possible (a part si l'on utilise des fonctions
trigonométriques inverses) .
Cherchons alors la forme algébrique de z - z=x+ jy

On remarque que, comme dans la preuve du Théoreme 1, |z|=\/ 7 donc |lz|= \/ V5=v5 doten
élevant au carré :
X+ 2 =5,
Ensuite en développant le carré,
Z=1+2iex’—y +2jxy=1+2 jex’—y’=1 et 2xy=2.
On a donc trois équations a deux inconnues :  x + =J5, x- y'=1, xy=1.

En ajoutant et retranchant les deux premieres équations on trouve : x’= 1"'72‘/5 et y2= %\/5 d'ou
= =
l'on obtient 4 premicres possibilités pour z : Z=i\/ \/52 ! *j \/ \/52 ! (2 possibilités pour la partie

réelle et deux pour la partie imaginaire). C'est 1a qu'intervient la troisieme équation qui implique que
xy> 0 ce qui veut dire que x ety sont de méme signe.
Il nous reste alors les deux solutions attendues :
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V) Equation du second degré a coefficients complexes.

A l'instar de 1'équation polynomiale étudiée dans la partie IV), nous nous intéressons au cas de 1'équation
d'inconnue z€C : P (Z ) =0 ou P est un polyndme du second degré a coefficients dans C.

V.1) Résultats généraux

Etant donnés trois nombres complexes a#0 , b et ¢, on cherche a résoudre cette fois I'équation
dinconnuez: (E) : az’+bz+c=0

Définition 11 : on appelle discriminant de I'équation (E) le nombre complexe A =bh’—4ac. On
désignera par O une solution complexe de I'équation 3 =A

Remarque : Si A #0 il y a deux possibilités pour le choix de 0 .

Par exemple, pour I'équation (E) : z°+ (1+ j)z+2j=0 , le discriminant vaut

. . 5 = 3y :
A=(1+ j)’~4%2j=—6 j=6e >. Ontrouvealorsun d=+v6e * (on prend la racine carrée du
module de A et on divise son argument par 2). On peut réécrire aussi ce nombre sous la forme algébrique :

6:%(_7@1 j%):@(—lﬂ').

Théoreme 2 : I'équation (E) posséde une ou deux solution(s) complexe(s). Plus précisément :

si. A=0 alors, (E) admet comme unique solution Z=2—
a

—b—9 of Z=—b+6
2a 2 2a

si A#0 alors, (E) admet exactement deux solutions z,=

Remarque : il y a toujours au moins une solution dans € mais pas forcément dans IR, méme sia, b et
c sont réels.

Par exemple, pour I'équation déja considérée ci-dessus : (_E ) 2+ L 1+ j)z+ 2j=0 , on trouve deux
—1443 1443 . 13 —1+43
2 2 1R 2

racines qui sont z,=

Preuve : on commence par démontrer une formule trés utile en soi, car elle permet de mettre un polyndéme du
second degré sous forme canonique (vous pouvez l'apprendre comme une identité remarquable):

2 2
o

Lemme : Soit o.€C. Alors Vx€C, x*+ 0Lx=(x+% 4

Cela se prouve en développant le second membre.
On revient a notre équation (E) : grace au lemme, on a :

az’+bz+c=0ez"+ éz+ =0 (car a#0)
a a

< z+i 2—b—2+£:0 ( lemme )
2a 4a2 a
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2

olz+— :b2—4ac: A (1) .Onadeuxcas:
2a 4a>  4d ’ '

2
i A=0 _1équation (1)donne |z+ b =0 clestadire z+ iz 0 donc Z:—b
2a 2a 2a

2 2 2 2
Si A#0 _ l'équation (1) donne (Z+ i) —6—©(z+ i) 0 =0

[ 2a) 44° 2a) 44
b 3§ b, § |_ Ca iy
| z+ ————|| z+ —+ —— |=0 (troisieme identit¢ remarquable)
2a 2a 2a 2a
—b—0 _— A s o
z= ou z= grace a la propriété 3.

V.2) Cas particuliers importants:

() a,b,cER et A<O.

Dans ce cas, on vérifie que l'on peut prendre 0= jvV—A . En effet,
O =(jv=A V= V-A=(-1).(-A)=A.

_Zbo VTR _=b+ VTR

Les solutions données par le théoréme 2 deviennent alors  z,= > et z,= > Bl
a a

. . . : . —b
est important de remarquer que, dans ce cas, on obtient deux solutions conjuguées, de partie réelle 7 et
a

A

de partie imaginaire =+ \/2_ . Elles ne sont donc pas réelles.
a

(i) a,b,ceER et A>0.

Dans ce cas, on vérifie que l'on peut prendre  0=+vA. Les solutions données par le théoréme 2

. _—b—VA _—b+ VA
deviennent alors z,=———— et 2z, =
a

7 . Les deux solutions sont réelles.
a
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VI) Exercices

Exercice 1
1) Représenter dans le plan complexe les nombres suivants :
a) z=1+2j

b) Le nombre complexe z de module 2 et d'argument %

1 V3
n LoA3
) 55/

2) Définir a l'aide d'un dessin la région du plan complexe dans laquelle se situent les nombres complexes qui
vérifient :

a) |z—1—j|<1

b) Re(z)>2.

¢) l<Im(z)<2

d) Re(z)+Im(z)=1.

e) z=z

f (1+2j)z€R.

Exercice 2
Calculer la forme allgébrique des nombres complexes suivants :
VIS
2+ 3j
b 2= 3+ 2;
X+ J
c) 32_—{3;

d) j" pour n€IN (discuter selon que 7 est pair ou impair)

Exercice 3
Soit a€R etl'équation z’+ 2az+ 1=0

1) Pour quelles valeurs de @ 1'équation admet-elle des solutions non réelles ?
2) Pour les valeurs de a trouvées dans la question précédente, prouver que les solutions de 1'équation sont de
module 1.

Exercice 4
2 1 . .
Trouver tous les nombres complexes non nuls z tels que  z~ et —  soient conjugués.
z

Exercice 5
Trouver la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

a) z=-1

b) z=-3j

c) z=1+L B
d) z=—V6+ jV2
e) z=jeijg

) z=(1+ j\/§)8
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Exercice 6
Soit P (z)=z+4z+ 2.
1) Montrer que P (e’")=e’"((4+ 3 cos(8))— jsin(6))
2) En déduire que |P(eje) |2=8 cos’(8)+ 24 cos(0)+ 17.
3)Soit  Q(1)=817+ 241+ 17.
a) Montrer que Q est strictement croissante sur  [—1,1].
b) En déduire que VOER, 13|P(eje)|s7

Exercice 7

a) Soit un nombre complexe de module 1 z=¢’ * . Démontrer quesi z#—1 —

est imaginaire

pur.

b) Inversement, montrer que si 7 est un nombre complexe imaginaire pur, alors I'équation d'inconnue z :
z—1
z+ 1

=m admet une seule solution z, et que cette derniére est de module 1.

Exercice 8
Résoudre les équations d'inconnue z suivantes :

1) e'=2

2) =1+

) B =j

4 z=-L

z

5) e =3e H‘ /

6) Z6: e3+ 2j
Exercice 9

. v a1z . . 2_—4+3j
1) Dans cette question, on s'intéresse a 1'équation : (a+ ]b) —T , avec a,beR.
. 5
a) En raisonnant sur les modules, montrer que a’+ b= ry

. L o —1
b) En raisonnant sur les parties réelles et imaginaires, montrer que a’—b’= > et que
ab> 0.

¢) En déduire les deux valeurs possibles du nombre complexe a+ jb.

. : . o —:_3+j
Le but de la suite de cet exercice est de résoudre I'équation e +e "= > /

2)Onpose X =e . Vérifier que XZ—(:H-T])X+ 1=0.

.2 .
. . + —
3) Déduire de la question précédente que (X _3 4J ) = 4; 3 .
4) A l'aide du 1), trouver la ou les valeurs de X.
Z —Z + i
5) Résoudre enfin I'équation e +e "= 3 5 J
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Exercice 10

. ) S
Montrer que quel que soit n eN’, (1 +e " ) est imaginaire pur.

Exercice 11

. JU

Soit z,=e "
1) Calculer la forme exponentielle de zg+azy+ 1 si a>0
2) Calculer le module de  zp+ z,—1.

.\ . 2
3) De maniére générale, montrer que Vz€C avec |z|=1 ,ona |z +z—-1|=1.

Exercice 12
Résoudre I'équation d'inconnue z  ¢°* =2 (e"—1).

Exercice 13 L
Trouver tous les nombres complexes z vérifiant |z—1|=|z— j|= V13

(*) Exercice 14

1) Pour quelles valeurs de 0 a-t-on ‘exp (e’ e)‘ =1 ?

2) Montrer que exp ( e’ e) n'est jamais imaginaire pur.

3) Existe-t-il des nombres complexes z de module  |z|=2020 tels que exp(z) soit imaginaire pur ? Si
oui, combien ?

Exercice 15

Soit un nombre complexe z&IR. On suppose que Re(z) =—1. Montrer que les points d'affixes 1, z et

z> forment un triangle rectangle en 1

Exercice 16
Soit a€[0,2x|

ia J
1) Vérifier que 1+¢’ :2cos(§)e 2.

2) Trouver toutes les valeurs de a telles que ‘1+ e’ |= 1

=

n
3) Montrer que, quel que soit I'entier naturel » non nul, (1+ e] n) est imaginaire pur.

(*) Exercice 17
Soit n€N avec n>2. Ons'intéresse a I'équation (E) : (z+1)'=z"

1) a) Vérifierquesi n=2 et n=3, l'équation (E ) se réécrit respectivement sous la forme

2z+1=0 et 327+ 3z+ 1=0.
b) Résoudre alors (E) danslescas n=2 et n=3

2) a) Montrer que si z€C estsolutionde (E), alos OM=BM ou O,B et M sontles points
d'affixes respectives 0, -1 et z dans le plan complexe.

b) Montrer alors que si z est solution de (E ), alors Re(z) :—% .
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3) Prouver qu'il y a n-1 solutions distinctes de (E ) et qu'elle s'écrivent sous la forme :

Exercice 18

1) Développer et réduire  (z—1)(1+z+z°+2° +z%)
2) En déduire que :
iy j4*+e./6§+618§:0
T T
+ =+ ==
5 5 cos(65) 005(85) 0

3) Vérifier que (:05(21)2005(8E et cos(4£)=cos(6£).

a) l+e
b) l+cos(2£)+cos (4E

5 5 5 5
4) En utilisant la formule d'Euler, montrer que cos ( 4 % ) =2cos’ (2 % )— 1.
5) Déduire des questions précédentes la valeur exacte de cos( 2 %)

(*) Exercice 19
Soit n€IN, n=2. Le but de cet exercice est de déterminer si les équations d'inconnues z€C

(E)): 2"+z+1=0 et (E,): 2"—2z—1=0
possédent des solutions de module 1, et si oui, les déterminer.
Dans tout I'exercice, on pose  z=e’’, avec 0€]—n,n].

A) Questions préliminaires.

1) Montrer qu'on peut supposer que 0#7
2) Vérifier que pour les équations (E 1) et (E 2) , z est solution si et seulement si Z I'est aussi. En

déduire qu'on peut se restreindre au cas  0€]0 ;| .

3) Montrer que cos(%)> 0.

4) Déterminer a I'aide de 0 le module et un argumentde 1+ z pour z=e’’, avec 0€]0; n[.

B) Equation (Ez)
On suppose ici que z est une solution de module 1 de (E 2)

1) A l'aide du calcul du module de 1+ z , montrer que © :%

4km
2n—1

2) A l'aide du calcul d'un argument de 1+ z , montrer que 0 estde la forme 0= ou

keZ.

3) En déduire que nécessairement, 6k=2n—1. .En déduire en raisonnant par l'absurde que z n'existe
pas !

C) Equation (El)
On suppose ici que z est une solution de module 1 de (E 1)
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: T jin=7)9 0
1) Prouver que z solutionde  (E,) équivauta: e =-—2cos (5)

. 2 . .
2) En déduire que 0O :Trc (on pourra raisonner sur les modules dans le résultat de la question

précédente).
3) En travaillant sur les arguments dans la relation de la question 1), prouver que # est de la forme
n=3k+ 2 avec k€IN.

2L -2
4) Réciproquement, montrer que si n est de la forme n=3k+ 2 avec k€N, ,alors e * et e

sont les seules solutions de module 1 de (E 1)
Exercice 20

1) Vérifier que  (2— /) =3—4j

2) On veut résoudre I'équation 22—3j z+ (— 3+ j) =0
a) Calculer A.
b) En utilisant le résultat de la question 1), trouver les solutions de cette équation.
¢) Soit z, la solution de partie réelle positive et Z, la solution de partie réelle négative.
Soient M, et M, les points d'affixes respectives z; €t z, et O le point d'affixe 0.0n

pose 0=(OM,,OM,|. Calculer cos(0).

Exercice 21
Montrer a 'aide des formules d'Euler que

VieR, sinz(t)cos(3t):—%cos(t)+ %cos(3t)—%cos(5t)

Exercice 22
Résoudre I'équation zz—( I+ j ) z+ 2— j=0. On écrira la ou les solutions sous forme algébrique.

Exercice 23

Résoudre cos(2x)=72 pour xE€[—m,m]

Exercice 24
1+ ¢’
70

Soit 0€]0;2m| .Posons Z:1
—e

1) Montrer que z est imaginaire pur.
2) Onsupposeque z=3j. Calculez les valeurs exactesde cos(0) et sin(0)

(*) Exercice 25

On travaille dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal (QO,%, V) . Soit C le cercle
trigonométrique, et soient A et B les points d'affixes respectives z, =1+ j et z,=1—j

Soit M un point de C d'affixe ¢”/°
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But du probléme : Comment construire M €C de sorte que le produit  MA. MB  soit minimal ?
1° Calculer la valeur exacte du produit MA. MB dans les cas particuliers suivants :

a) M est le point d'affixe z=1
b) M est le point d'affixe z=j

¢) M est le point d'affixe ;= e] 4
On considére , pour z€C, le polyndme P ( Z)Zzz—2z+ )
2° Résoudre dans € 1'équation P (Z)ZO . Que remarque-t-on ?
3° Soit M un point de C d'affixe ¢/°

a) Vérifier que  MA. MB:| P (ej 9)| (‘on rappelle que d'apres le cours, on a :
MA:|ZM—ZA| et que MB:‘ZM—ZB‘ ).

b) En utilisant la formule z Z=|Z|2 ainsi que les formules d'Euler , montrer que :

|P(eje)‘2=4cos (20)—12cos(0)+9.

¢) A l'aide du formulaire, en déduire que |P (eje) |2=8 cos” (0)—12cos(0)+5.

4° On considére la fonction £ définie pour ¢€[—1,1] par I'expression

7 (t)=8t"=12t+5

a) Etablir le tableau de variations de f sur l'intervalle [—1,1]
b) En déduire la valeur que doit avoir  cos (6) pour que l'expression
01 |2
|P (e'/e)| =8cos’(0)—12cos(0)+ 5 soit minimale.
¢) Conclure : quelle doit étre I'abscisse du point M €C pour que la quantité
MA.MB soit minimale ? Quelle est donc la valeur minimale de ce produit ?

Exercice 26

On travaille dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal (O, #%; V) .Soit W le vecteur
d'affixe 2+ 3j. Si M est un point d'affixe, z on définit M' le point d'affixe z' desorte que M ' soit
le symétrique de M par rapport a la droite (O, W).

!

—Z_ etde z
2+ 3j 2+ 3j
interprétera comme des rapports de longueurs et des mesures d'angles).

Si M E(O , VV) , comparer les modules et les arguments de (on les

2) En déduire quesi M %(O , 171/) , alors z'= %(— 5+ 125 ) Z. Montrer que cette relation reste vraie si

Me(0,i).
3) Application, si M (4 ; 3) calculer les coordonnées de M '
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(*)Exercice 27
Résoudre les équations d'inconnue z :

z+ 1 . z_3+4j z
1 =1+ ;. 2) == 3) —=—+=
) 79 / ) TS ) 2 242
5) Combien de solutions posséde 1'équation 2’=6Z+a oua estun paramétre réel (discuter selon le
parametre a ).

4) z=6z-9

(*)Exercice 28

Dans le plan complexe, on considére les points A4 et B d'affixes respectives z,=1 et z,=—1.
Soit O€]—m,m]. On s'intéresse dans cet exercice & I'ensemble des points M, différents de A et de B, et

d'affixe z, tels que l'angle (Mz? , m) soit égal a la constante 0 . On appellera I'y cet ensemble de
points.

1) Décrire I'j et I,

On suppose a partir de maintenant que 0#0 et 0#.
2) Démontrer larelation (E) Vz€C, (z—1)(z+1)=|z |2—l +2 jIm(z)
3) Dans cette question, on suppose que 0 2% . Soit un point M d'affixe z . A l'aide de la relation

(E) décrire géométriquement l'ensemble I'x . Décrire de méme l'ensemble I'—x
2 2

On revient maintenant au cas général.

4) Soit M un point d'affixe z=x+ jy. Alaide de larelation (E), montrer que
MeTl,©3r>0: |zf=1+rcos(0) et Im(z)Z%rsin(G)

cos(0)
sin (0)

5) En déduire que MET & x + y*—2 y—1=0 et y est du signe de sin(0).

6) Vérifierque VxeR,VyeR i+ 2—2005(6) =24+ _COS(G) 2_0052(9)
VSR TG 0) YT T T sin(0) ) sin(e)

7) En déduire la nature géométrique de Iy et préciser les paramétres associés. On distinguera les cas
0> 0 et 0<0. Que sepasse-t-ilsi 6 tend vers0?

Exercice 29
Soit a€C .Résoudre 'équation d'inconnue z€C  z°+ az+a’=0.

(*) Exercice 30

Dans un repére orthonormé, on considére les points A et B de coordonnées  (1,0) et (—1,0)
respectivement. Soit A>0 tel que A#I1.

Démontrer que I'ensemble des points M vérifiant AM =A.BM est un cercle. Préciser son centre et son
rayon.
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(**) Exercice 31 (différentes structures algébriquesde C ).
On considére une opération sur € que l'on notera par * (c'est a dire une application qui a tout couple
de nombres complexes (Z] ; Zz) associe un nombre complexe z,*z, ) vérifiant :

(i) Vz,€C, Vz,EC, z,*z,=z,*z,. (commutativité)

(ii) Vz,EC, Vz,EC, VtER, z,*(tz,)=t(z,*z,).

(iii)Vz,€EC, Vz,EC, Vz,EC, z,*(z,+ z,)=2,*%z,+ z,*z, (distributivité)
(iv) Vz€eC, 1*z=z. (élément neutre)

1) Montrer que Vs€R, VzeC, s*z=sz.

2) Onpose j*j=oa+ jp. Montrer que :
Ya,b,c,deR, (a+bj)*(c+ dj)=(ac+ abd )+ j(ad+ bc+ pbd).
Cela montre que l'opération * est parfaitement définie du moment que 1'on connait la forme
algébrique de  j* j. On admet (la vérification est possible mais fastidieuse via 1'égalité ci-

dessus) l'associativité de la multiplication, a savoir que
(v) Vz,€C,Vz,EC,Vz,EC, (z,*z,)*z,=z,*(2,% z,).

3) Dans cette question, on suppose que l'opération * vérifie la condition supplémentaire
(vi) Vz,€C, Vz,€C, |z,*z,|=|z,||z,| .En travaillant sur les nombres j*j et

(1—j)*(1+ j), démontrerque j*j=—1. Quelle remarque peut-on faire ?

On dira que la multiplication * est intégre, si :

(vii) Vz,€C, Vz,€C, z,*z,=0=(z,=0 ou z,=0).

4) Prouver que (vii)e=Vz €C, Vz,€C, (z,#0 et z,#0)=z,* z,#0.

5) Vérifier que la propriété (ZI;ﬁO et 22?&0)221*22;&0 est automatiquement vraie si
z,€R ou z,€R. Endéduire que (vii)=Vz,€C\ R, Vz,EC\ R, z *z,#0.

6) Montrer que (vii)=®Va€R, VbeR, (a+ j)*(b+ j)#0

7) En déduire que (vil') équivaut a ce que le systéme a+bb=— B n'ait pas de couple solution
ab=—a
(a;b) denombres réels.
8) Montrer I'équivalence (ElaEIR ,dbeRtq [a+bb =—p )@ 4o+ B’=0.
ab=—a

9) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur o et [3 pour que la multiplication * soit
integre.

On dira que la multiplication * vérifie la propriété d'inversion si

(viii) VzeC\ {0},3z'€C, t.qz*z'=1

10) Dans cette question, on suppose que la multiplication * vérifie la propriété d'inversion (viii) .
a)Soit z€C\ (0} etsoient z',€C et z',€C telsque z*z',=z*z’,=1 .En
considérant la quantit¢ z ' * (Z *z '2) et la propriété d'associativité (v) , montrer que

z'/=z', .Lenombre z'/=z', seraappelé¢ inverse de z pour la multiplication *.
b) Soient z,€C,z,€C tels que z,#0 et z,#0. En utilisant les inverses de z, et z,
montrer par I'absurde que z,*%z,#0.  En déduire que le produit * est intégre.

2

11) On suppose dans cette question que le produit * vérifie la propriété (vii) c'est a dire qu'il est
integre.
a) Montrer que tout réel non nul posséde un inverse pour le produit *.
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Soit z€C\IR et z=a+bj saforme algébrique, avec donc b#0.

b) Démontrer qu'il existe €R tel que z*(¢+ j)ER . Montrer en utilisant la propriété
(vii) qualors z*(t+ j)#0.
¢) En déduire que z posséde un inverse que 1'on exprimera en fonctionde a,b,a et f.

12) Conclure quant aux propriétés (vii) et (viii ) .
Exercice 32 (impédances)

En électricité, on travaille avec des impédances qui correspondent mathématiquement a des nombres
complexes de partie réelle positive ou nulle .
Une impédance Z sera dite capacitivesi Im(Z)<0 et inductivesi Im(Z)>0

Remarque : en fait, la partie imaginaire d'une impédance dépend d'un paramétre Vv correspondant
physiquement a la fréquence des tensions et intensités de courant sinusoidales considérées. Ici, nous nous
placons dans le cadre d'un régime purement sinusoidal de pulsation fixe afin de simplifier les calculs et
d'avoir des impédances de valeur complexe fixe, bien qu'il soit, en pratique, nécessaire de tenir compte de la
dépendance par rapport a la fréquence a laquelle on se place.

1) On considere deux impédances Z, et Z,
a) Est ce que le nombre complexe Z,+ Z, estune impédance ? Justifier.
b) Méme question pour le nombre complexe Z,.Z,

2) Dans cette question, on considere les deux impédances Z, et Z, etl'onsuppose que Z,#0 et
Z,#0

1 1 .
a) Montrer que les nombres complexes —— et —— sont des impédances.
1 2

o . Z,Z,
b) En déduire qu'il en est de méme de ————
Z\+ Z,
. . . Z 1 ZZ . . .
3) Montrer que si Z, et Z, sont inductives, alors T 7. l'est aussi, (ce qui s'interpréte en disant que
1+ 4

l'association en parall¢le d'impédances inductives est équivalente & une impédance inductive).

4) Méme questionsi Z, et Z, sont capacitives.

5) On suppose dans cette question que Z,=2—3 j (impédance capacitive) et que que Z,=1+aj

pour un certain nombre réel a@>0 (impédance inductive).

Pour quelles valeurs de @> 0 l'association en paralléle des impédances Z, et Z, est-elle inductive,
Z,Z,

— >0 2
Z+Z,

c'est a dire que Im

6) Dans cette question, on considére z#—1 un nombre complexe nonnul et 6 la mesure principale de
son argument. On suppose que =>0>0. Notre but est de montrer que Arg(1+z)€[0,;0] a 2n
prés. Appelons 0’ la mesure principale de 1+ z.
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a) Montrer que 0 '>0.
b)Prouver que 6—0 ':Arg(z+ |z|2) a 2m prés. En déduire que 0'€[0;0]

(*) 7) On considére deux impédances Z, et Z, non nulles et soient 0,, 6, les mesures principales

respectives de leurs arguments. Sans perte de généralité (quitte a permuter les rolesde  Z, et Z, )on

supposera que  0,<0,.

A l'aide du résultat de la question 6), montrer que si Z,+ Z,#0 ,alors Arg (Z +Z 2)6[6 ;5 0,] a
Z,Z,

Z+Z,

2m présetque Arg €[0,,0,] a 2m également.

1 2
(On pourra considérer z=— ).
1

(*) 8) On considére deux impédances Z, et Z, etonpose R,=Re(Z,) et R,=Re(Z,) :cesdeux
réels correspondent a ce que 1'on appelle les parties résistives de  Z, et Z, .Onsuppose R,>0 et
R,> 0 (c'estadire que les parties résistives sont non nulles).

Le but de cette derniére question est d'affiner le résultat trouvé au 2)b) en montrant que la partie résistive de
l'association en paralléle des deux impédance Z, et Z, est toujours au moins égale a la résistance

équivalente a la mise en parallelede R, et R, c'esta dire que

R ZIZZ > RIRZ
© Z+7Z,]  R+R,
a) Montrer qu'il existe o et P telsque Z,=R,(1+ja) et Z,=R,(1+jp) .
2,7, R R, R\R, (m—oc)(m—B)
b) Vérifi R — =—
yVenfleraue e\ o TR+ R, R+ R,|  14m’
aR+PBR,

ou m=
R+ R,

c¢) Montrer que m est compris entre o et {3 . Conclure .

d) En considérant le cas particulierou Z,=R,+ jnR, et Z,=R,—jnR, avec n un entier naturel,
montrer que pour R, >0 et R,>0 fixés, on ne peut pas trouver de constante C qui ne dépend que de
Z,Z,

R, etde R, ettelleque Re
Z+7Z,

<C. Interprétation physique ?

(*) 9) Dans cette question, on considére que I'impédance Z, est fixée a une certaine valeur complexe telle
que Re (Z 1)> 0. On lui associe en paralléle une impédance Z quelconque (mais de partie réelle

strictement positive). On s'intéresse ici a I'ensemble des valeurs possibles de 1'impédance équivalente a
l'association en paralléle de  Z, etde Z .Mathématiquement, cela revient a considérer I'ensemble des

Z7Z,
nombres complexes de la forme | 7+ 7 /| ZEC, Re(Z)> 0}.
1

Z7Z
Soit Z€C, tel que Re(Z)>0 . Posons Z+Z1 =a+bj avec a€R, beER.
1
. Zl(a+ b])
a) Montrer que Z,#a+bj etque Z=————.

b) Prouver que la condition Re(Z)>0 implique que a. ‘Zl |2—Re (Z,) (a’+ b%)> 0.
¢) En déduire que l'image dans le plan complexe de a+ bj est a l'intérieur d'un cercle dont on précisera les
coordonnées du centre et le rayon en fonction de ‘Z 4 ‘ etde Re(Z,).
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d) Montrer que l'image dans le plan complexe de Z, appartient au cercle défini ci-dessus.
€) Montrer que réciproquement, si un nombre complexe a+f j esta l'intérieur du cercle déterminé dans

. ZZI
la question précédente, alors a+f j € | 747 / ZEC, Re(Z)>0].
1

_lzr
“Re(Z))

Z,

Z+7Z,

f) Déduire des questions précédentes que WV Z€C, Re(Z)>0 = ‘
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VIl) Corrigés

Exercice 1
1)

a) On trace le point de coordonnées (1;2)

b) On trace le point d'abscisse positive situé a I'intersection du cercle de centre O et de rayon 2 et de
la droite d'équation y=x

b) On trace le point d'abscisse égale a ) et d'ordonnée négative situé sur le cercle de centre O et

de rayon 1.

2)
a) On trace le disque de centre (1 ; 1) et de rayon 1.
b) Demi-plan d'inéquation x> 2.
¢) Bande horizontale délimitée par les droites d'équation y=1 et y=2.
d) Droite d'équation y=—x+ 1.
e) Axe des nombres réels.
f) Droite d'équation y=—2x.

Exercice 2
a) Z:l—z /
5 5/
12 5
.
b =33ty
0 x+ bl Z:3x—4y+ 4x + 3yj
3—4] 25 25

d) Sinestpair, j"=1 etsi nestimpair, ;" =j.
Exercice 3

1) Ona A= 4(a2— 1) donc I'équation admet des solutions non réelles si et seulementsi a€]—1,1[.
2) z=—aij\/1—a2 donc |z['=d’+ 1-a’=1.

Exercice 4

. ; ) ‘ 1 1 3
Soit z=re’’ la forme exponentielle de zavec 0€[0,;2n[. Ona Z=r’e?’ et —=—e "

. 1
conjugués ssi r2=—3 et 20=-30+2kmn, keZ.
r
2, 4n, 6n, 8,
Celadonne z€[1;e’ ;e’ ;e’ ;e’ |

Exercice 5

1 3jl T

Q) z=e’™ b) z=3e 2 ¢ z=V2e't d) z=2v2e ® ¢ z=e ' f) z=256e¢ >
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Exercice 6

1)
Ple’)=e""+ 4%+ 2=¢""/"+ 4+ 2¢77°)=¢""(cos (0)+ jsin(0)+ 4+ 2cos(0)—2 jsin(0))
=e’"((4+ 3cos(0))—jsin(0)) .

2)

|P(e"9)|2:|e"9|2|((4+ 3cos(0))—jsin(0))[’=(4+ 3cos(0)]*+ sin?(0) =8 cos? (0)+ 24 cos (0)+ 17
en utilisant la relation cos’(0)+ sin’(0)=1.
3)

a) Vie[-1;1],0 '(t) > (0 donc la fonction Q est strictement croissante sur l'intervalle
considéré.

b) D'aprés le 2), ‘P(eje) ‘ZZQ(COS(G)) .
Ona —1<cos(0)<1 et lafonction O est strictement croissante sur l'intervalle [—1;1] donc

0(—1)<0(cos(0))<0(1) cestadire 1<Q(cos(0))<49 donc 1<|P(e’*)[<49 dou
VoeR, 1<|P(e’)<7

Exercice 7

—1\_z—1 [z=1|_z—-1, [z—-1 2|z |2—2
R, z = + = + = =0 =1
2)Ona e(z+1) z+ 1 (z+1j z+ 1 (Z+1) (z+1)(z+1) car ||

-1_ . . . _1+ip
l—m—lp equivaut a Z_l :

|:|1+ip|:\/1+ 172:1
1—ip]| 1+ p2

b)Si m=ip avec p€IR , alors

ce qui donne une seule

solution de module |z

Exercice 8

1) z=In(2)+

§+ 2th), keZ.

2) z=

%+ 2kn), keZ.

T o9 13T
3) z€leb;e tre tre B

_ j o, . )
4) ZZL4 On cherche z non nul, donc on peut considérer sa forme exponentielle z=re’" .
z
. - JT - T 2 I 2 I
= 5 3j0_ 7o S B
On montre que z:%‘@r e’=¢?or=1 et @:%, 5%, 9% donc z€le b:e bre ?}
z

5) z=1+In(3)+ j(1+2k=n), keZ.

LA WA 1,7 1,7 1,7 vl i
+ +L({1+n) +L(1+27) +L(1+3xn) +L(1+ 4xn) +L(1+ 57)
273, 273 o273 273! 273 273

6) Ze{e ;e ;e N ;e ;e

——
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Exercice 9

Y
a) a’+ b2:|a+ jb|2=‘(a+ jb)2|=‘_4; 3 ‘=%
b) (a+ jb)2:_4+ <I PIGEIIEH 2abj=_4; 3
En égalant les parties réelles et imaginaires de cette égalité, on obtient az—bzz_?l et
3
b=—>0.
716
a’+ bZ:% 41 N
¢) On a donc le systéme | qui donne a:_T et b:_T . La condition
2 42—
="
¢ 2
_ . . . e | 143
ab_ﬁ>0 montre que a et b ont les mémes signes, ce qui donne les deux possibilités z== |
z —z 3+ ] 1 3+ ] 2 3+]
2 ete =Tmmedt =T ( 2
3) En développant, on a :
347V 2 3+ 8+ 6] 2 3+ 8+ 6j 8+ 6] .
X——%)=X"— X+ =(X"— X )+ =1+ — d le 2
(== 2 TR TRREANT: 6 depresie?)
.2 .
ce qui donne (X — 3+]) -4 3J.
4 8
.2 . . .
4) D'apres le 1), (X—3;J)=_4; 3 signifie que X—3;J Zi( 1+43J) . On obtient les deux
solutions X, =1+ et X 1 J
1 ] 2 2 2‘
5) D'aprés les questions précédentes, e +e = 3-;‘] équivautaceque e =X,=1+, ou
: i In(2
e ZXzz%—%. Cela donne Z:%)+j %+ 2kﬂ), k€Z ou
—In(2) -
= + j|—+ 2km|, keZ .
2= ]( ; n)

Exercice 10

Jr _
Ona l+e "Z(e Mt e

jEN
1+ ¢ ”) =2"cos"
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Exercice 11
jl
Soit z,=e '

- JU

2 U\_ 7wl 1o, 1o R\ PRAT!

1) zotazy+ l=z,la+zy+ —|=e "\a+e "+e :a+2cos(ﬁ e .
z
0

(0] a>0 et S
na e cos(10

exponentielle recherchée.

. IT
JE.2
)e 19 est bien la forme

1 T Tt
-~ c Al 2 v
>0 car 10 [0,2[ donc (a+ COS( 10

. JU

T o
e ' donc

2) Par une méthode similaire au 1), on a Z(2)+ z,—1=[1+ 2jsin(—

10
2 _ .. TT _ 20 7T
+z,—1|=|1+ 2 jsin| == ||=,/l+ 4sin"[ | .
i 201 ’ / (10)‘ \/ (10)
3) Par une méthode similaire au 2), on a, pour z=¢e’’ avec OER |,

... [0 . 200
I+2 == 1+4 ‘—i>1.
]sm(z) \/ Sin )
Exercice 12

Sionpose X =e  ,l'équation se raméne a X?—2X+2=0. Celadonne X=1%xj donc
In(2
z:%+ j(%+2kn), keZ.

|22+ 2—1‘2

Exercice 13
—J17 — 2_ — 2 _
Ona z=1|=V13 _ [ (z=1)(z=1)=13 _ |z|2 2Re(z)=12 _ |[z'~2Re(z)=12
|z— j|=+13 F—2Im(z)=12 |Im(z)=Re(z)

En remarquant que |z |2=Re Imz(z) on obtient

|z—1|=\/§@ Re(z)’—Re(z)=6

|z—j|:\/l3 Im(z)=Re(z)
d'ou I'on obtient les deux solutions z,=—2(1+ j) et z,=3(1+ j)

|z

Exercice 14' '
1) ‘exp(e"e)|=1®exp(Re(e"e))=1@exp(cos(@))ZI@cos(@):0©8:%+kn, keZ.

2) exp(eje)zexp(cos(6)+ jsin(B))z exp(cos(@))(cos(sin(@))+ jsin(sin(e))) .
exp(e’’) est imaginaire pur si et seulement si cos(sin(0))=0 c'est a dire
sin(9)=%+ kn, k€EZ. Celaestimpossible car Vk€EZ ‘%+ km 2%> 1, eton atoujours
lsin(0)]<1 !
3) Posons cette fois z=a+ bj. Ona Re(exp(z))=e“cos(b) donc exp(z) est imaginaire pur si et
seulementsi b :% + k7t pour un certain entier relatif k.

Ainsi, z est un nombre complexes z de module |z |=2020 tel que exp( Z) est imaginaire pur

2
si et seulement si Z=a+j(%+ kn|, k€Z ot a’+ (%+ k| =2020°. Le réel a existe si et

2
seulement si (%+ k J'C) <2020° clest a dire
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—2020<%+ k 1<2020

c'est a dire
_l_ 2020<k< 2020_1
2 T T
—643<k <642

ce qui fait 1286 possibilités pour £.
Mais, pour un tel entier £ fixé, il y a deux possibilités différentes pour a, c'est a dire

2
%+kn)

aZi\/ 2020°—

(on n'a jamais %+ knt=%+2020 car m estirrationnel)

ce qui fait un total de 2572 solutions différentes......

Exercice 15
Soient A, M et N les points d'affixes respectives 1, z et z> . Ils forment un triangle rectangle en A si et
seulement si ils sont deux a deux distincts et (AM ;AN ) Zi% . On doit donc avoir z#—1 (les deux

autres cas z=0 et z=1 pour lesquels les points A,M et N ne sont pas deux a deux distincts sont impossibles vu
que Re(z)=-1.
2
On calcule donc (AM ;AN ): Arg (Z—ll
z—

(z—1)(z+ 1)

=A
e z—1

): Arg(z+1) :-_"_275 car la condition
Re ( Z) =—1 signifie que z+1 est imaginaire pur.

Exercice 16
Soit a€[0,2x|

. N 2
1) Ona 1+e“’:(e2+e 2)3 2:2008(%)6 % par les formules d'Euler.

2) |1+ eja|=1 @2005(%)=i1 d'apreés le 1), ce qui donne, avec la condition a€[0,2x[ ,

a=— =—

3 3

T

T o0
e donc

_im\ m
‘]2n) /o0 T

n

- TC . T
itk
3) Ona l+e ”=(e Mte e "=2cos

=2 cos'( 2\’
Cos (2n)€

N

s a
o

J n n . . . . . .
(1+ e =2"cos (l) J qui est bien imaginaire pur.

2n
Exercice 17

1) a) Il suffit de développer (z+ 1)2 (respectivement (z+ 1)3 ) et de soustraire z (respectivement
3
z ).

b)Si n=2 ,ontrouve la solution z= 7 etsi n=3 ,on trouve les deux solutions

Z:_—lijﬁ

2 6
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=1"=1.

2)a)Si z€C estsolutionde (E), alors z&{—1,0] et (BM):|Z+1| =

oM

| |

b) Ce qui précéde prouve que M appartient a la médiatrice du segment [OB], qui est la droite d'équation

x=7 . Cela se traduit par Re(z)Z—%.

. . : —1 .
3) D'apres la question précédente, on peut chercher les solutions sous la forme z= 7+ tj, teR.

n n 1 " 1 2jk%
Onadonc (z+1)'=z @(1+—) =1<3k€(0,1,...,n—1} tq 1+ —=e¢
z z
ce qui équivaut a l'assertion Ik€(1,...,n—1] tq z=—5a— (lecas k=0 est impossible).
e "—1
Sachant que 22_71+t j, t€R, celarevient a dire
T
11 | 2jk%+1 jkT:—I+ —jkf —005(7)
Jke(l,...n—1]tq t=—| o+ 57— |7—— ==
jl2 ik, N e .| k=
e "—1) 2jle "—1) 2jle "—e 2sin| —
n

n
d'ou l'équivalence « z solution de (E) » avec z=— — Jj= 1 J | pourun
2 . ( k ) 2 . ( kn )
2sin| — sin| —
n n

certain entier k€[1,...,n—1}.

Exercice 18
) (z=1)(1+z+ 2+ 2+ 2*)=2"~1

2)
2i%
a) On applique I'égalité trouvée au 1)a z=e °
27 2% 4% el 8% 57 -
(e 5—1)(1+e +e C+e +e 5):(6 5)—1=ezﬂc—1:0
2 j2r j4x j6 j8L
Puisque e *—1#0 celadonmne l+e °+e °+e °+e =0 .

b)Il suffit de prendre la partie réelle de 1'égalité obtenue a la question précédente pour obtenir
I'égalité voulue.

3)Ona cos(8%):cos(2n—8 %)2005(21)

5
Et de méme, cos 6% |=cos([2n—6Z |=cos(4Z
5 5 5
21;_[ —2j;—[ ? 4T 4R 4j5 _4j%
4) 2cosz(2755)1:2(e+2e) —IZ%(ej%e j5+2)— =< +2e =cos(4E
5) Ona 1+cos(2%)+cos 4% +cos(6%)+cos(8%):0 (question 2)b))

1+ 2COS(2%)+ 2cos(4% =0 (question 3))
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1+ 2cos(2%)+ 2 20052(2%)—1)20 (question 4))

cesta dire 4 cos’ (2 %

+ ZCOS(Z%)—IZO.

ou

J— + 3T
La résolution de I'équation du second degré donne deux possibilités :  cos ( 2%): IT\/S

—1-V5 . e . 27
cos 2% = 2 v , cette derniére possibilité étant impossible car ?E[ 0, %] donc
cos(2Z)>0.
5
5—1
Onadonc cos(2%|=2"—.
5 4

Exercice 19
A) Questions préliminaires.
1) On vérifie que -1 n'est jamais solution de ces deux équations, donc ~ O#m
2)Ona z'+z+1=0 sietseulement si

Z"+z+1=0

Z'+z+ 1=0

Z'+z+1=0
donc z est solution de (E 1) sietseulementsi Z l'est aussi. Cela revient a dire que e’ ® et solution

de (E,) sietseulementsi e /° l'estaussi. On peut donc se retreindrea 0>0 donc 0€]0,x|.

Méme raisonnement pour (E 2)
3) Evident car QE] 0,.
2 2

o_[ 73, a7 0) />
4)Ona l+e'’'=\e “+e e :2008(5)6 par les formules d'Euler.
Ona 2c05(%)>0 donc |1+ eje‘:2cos(g) et Arg(1+ e’e):zﬂ

B) Equation (Ez)

1) Puisque z'=z+1 ,ona |z|"=|z+ 1| donc lZZCos(g) . Vu que %E]O;%[, la seule
possibilité est %:g donc 6:%
2in
2)On vient de voir que nécessairement z=e ’ donc Z'=z+1 implique
ez—’gﬂ:%os(ﬂ ej%:ej% donc FkE€Z tq 2nZ=T4 2kn clest a dire que E):H:M”E
3 33 3 2n—-1

2n _4knm 1 _ 2k
3)) —= =_=
3 2n—-1 3 2n-1

=6k=2n—1. C'est absurde car on aurait »n=3k+ %%IN.
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L'hypothese que z est une racine de module 1 de (E 2) est absurde.

C) Equation (E,)
On suppose ici que z est une solution de (E 1)

1) Le nombre z est solution de (E1) signifie que e’"'=—1-¢"=2cos ( %) e -~ donc

T i(n—1)0
¢ e]"e——Zcos(g) Cestadire e ——2cos(2)
+
2) On déduit que ’ 2 cos g)‘ 1 c'estadire que (%) _71 Vu que QE]O Z[, laseule
2
possibilité est %:g donc B:Tn
2in

3) On vient de voir que nécessairement z=e * donc z'=—z—1 implique

2njn i i 4T

e’ :—ZCOS(% ¢=—¢=¢ > donc FkeZ tq 2n%=4%+2kn d'ou

dk€Z tq 2n=4+ 6k c'estadire que n=3k+ 2 avec k€IN.

2iT —-2iZ
4) Le résultat du 2) montre que les seules solutions possibles sont z=e¢ *> et z=e ° parle2)dela
partie A. Il reste a vérifier qu'elles sont solutions de (E 1)
) 21% p Ak 2 4j%+2jkn zj% 4j% zj% )
Si z=e ,ona z +z+1=z"""+z+1=e +e °+1=e "+e °+1=0 etidem pour
—2j£

z=e * par passage au conjugué comme dans le 2) de la partie A.
Exercice 20
1) On développe et réduit par une identité remarquable.
2) On veut résoudre I'équation 22—3j z+ (=3+ j)=0
a) A=3-4j.
b) On peut prendre, d'aprés le 1), 0=2—, et les formules du cours donnent les deux
solutions z,=1+j et z,=—1+2j.

Re(1+3j) 1
1+3j] V10

¢) 0=(OM,,0M,|=Arg(z,7)=Arg(1+3j) donc cos(6)=

Exercice 21

Ji_ =it [ ity it ‘ . ‘
sinz(t)cos(?at):(e 2je )(e +2e ):?1( Aty o 2Jt_2)(e3jt+ e%ﬁ)

= _81 (esjt+ e M 2e"—2e M+ e/+ e*/t)z_?l (2 cos(5t)—4 cos(3t)+ 2 cos(¢))

__1 1 1
= 4cos(t)+2cos(3t) 4cos(5t).
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Exercice 22
Ona A=—8+6j. Posant O=a+ jb, il vient par la méthode du cours que

a’+ b’=10, a’—b°=—8 et ab>0. Larésolution de ce systéme donne ==(1+ 3j) et les formules
de résolution d'une équation du second degré donnent z=—; ou z=1+2]

Exercice 23
7% —n.x
xe - ; vy ; vy ;
{ 8 8

T
2 J

8

Exercice 24

+ o0 4+ o /0 JO_ om0 I8 0 ) o
1) 2Re(z):z+z:1 eje 1 e_jeze(l eje)(le _jae) =0 doncz estimaginaire pur.
—e —e —e —e
+e’ . . je_—1+3j_4 3. o
2) De i eje:3J on déduit e’’= 1+3,J=§+ g]. Par identification avec la forme
—e J

. . - 4 .
trigonométrique de e’ on trouve COS(6>:§ et sm(ﬂ)zg.

Exercice 25
1° a) MAMB=|z,,—z,|.|zy—z,|=lj|.lj]=1.

b) MAMB=|zy—2, | Jzy—zs| =l 111 14 2 |=45.

<)
MA.MB:‘ZM—ZA|.|ZM—ZB‘

:‘(%—1)(“ j)H(\/?E—l)+ (1+ %2_)1":(#2_—1)@:%5—%3_

On considere , pour z€C, le polyndme P (z):zz—ZZ+ 2

2°Ontrouve z,=l+j et zz=1—j .Onretombe sur les affixes des points A et B.

3° a) Ona MA.MB:|ZM—ZA‘.|ZM—ZB|:|ej6—1—j|.|€je—1+ j‘
:|(eje—1—j)(eje—1+ j)‘:‘62j6—26j6+2‘ (on développe le produit)
=lp ().

b |P()=P(e). P(e)=(e"—26"+ 2)[eVP—2e 7+ 2)
On développe :
P(¢°)=9-66"—6e "+ 267+ 2e ¥ =4cos(20)—12cos(0)+ 9

par les formules d'Euler.

¢) On remplace cos (2 6) par 2cos’ (8)—1 dans le résultat précédent pour
obtenir  |P(¢’°)'=8cos’(0)—12cos(0)+ 5.

4° a) La fonction fdécroit sur [—1; i] puis croit sur [%, 1] :elle admet donc un

4

minimumen (=—.

4

66



b) On doit avoir cos(0)= % .

77 pour que la quantité

MA.MB soit minimale avec la condition que M €C . Pour ce point M, on a
( 3 ) V2
MA.MB= ===
\/f 4 2

Exercice 26

¢)On doit avoir  x,,= % et y,=

1)La symétrie conserve les longueurs et oppose les angles, donc :
| z _| z'" |_OM _OM'

2+3j] |2+3j] V13 V13

= AT __/_"\ . Z'
(% ; OM |=—(i; OM ):zArg(Z 3J) Arg(2+3j)

et

!

—Z o
2+ 3j 2+ 3j

) z' ( z ) A zZ(2+ 3]) 1
5 = = = 5+ 12
conjugués donc 243 \2+3j) 2-3; donc =z 23] 3 ( J)

Si Me€(0,#), alors z=z'=k(2+3j) pouruncertain AEIR. On adonc dans ce cas

113( 5+ 12j)z= 1>"—3(—5+ 12j)(2—3j)=A(2+3 j)=z donc la relation Z':%(—5+ 12j)Z reste

vraie dans ce cas.

2) Les nombres complexes ayant méme module et des arguments opposés, ils sont

3)Ona z=4+3j donc z’=1—13(—5+ 12j)z:1—13(—5+ 12§)(4-3j) = % dlon
(16 63
M (13 13)

Exercice 27

1)Onpose z=a+bj, a,hER. En écrivant I'équation sous la forme z+ 1=(1+ j)(z—2), z#2
et en identifiant parties réelles et imaginaires, on trouve a et b qui donnent une unique solution

z=8+ 3j.

2)Onpose z=a+bj, a,bER. Enécrivant I'équation sous la forme 5z=(3+4j)Z, z#0 eten
identifiant parties réelles et imaginaires, on trouve a et b qui  vérifient la seule relation a=2b.
1l y a donc une infinité de solutions : z€[#(2+ j) / t€R, t#0}.

3) Le cube suggére de chercher z sous forme exponentielle z=re¢’ " (le cas z=0 constitue une valeur
interdite de I'équation).

On a les relations Lz % et —46:%+ 2km, k€Z qui donnent 4 solutions :
r
[¢2 s N2 e V2 e 2 P
2 ) ’ 2 )

4)Onpose z=a+bj, a,b€ER. En identifiant parties réelles et imaginaires, on trouve a et b qui
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vérifient le systéme [a2 —b'=6a+9=0
ab=-3b
On a deux cas :
soit H=0 , alors la premiére équation donne a’—6a+9=0 clestadire a@=3 et la deuxiéme est
vérifiée
soit b#0 , donc la deuxiéme équation donne a@=—3 etlapremiére b=%6.
On trouve 3 solutions :  z€{3;—3—6j,—3+ 6j}

5)Onpose z=x+ jy, x,y€IR. En identifiant parties réelles et imaginaires, on trouve x et y qui
2 2
X —y —6x—a=0

vérifient le systéme
xy=-3y

On a encore deux cas :

Soit  y=0 , alors la premiére équation donne x’—6x—a=0 etladeuxiéme équation est vérifiée. On
aalors 0, 1 ou 2 solutions selon que A =36+ 4 a est négatif, nul ou positif, c'est a dire selon que
a<—-9, a=-9 ou a> 9.

Soit y#0 , donc la deuxiéme équation donne x=—3 et la premiére °=27—a. On a deux cas :
soit a< 27 etily adeux solutions pour y, soit a> 27 etiln'ya pas de solution pour y (Remarquer que
lecas a=27 esticiinterdit vu que y#0 )

Conclusion :

a a<—9 a=-9 a€l—9,27] a>27

Nombre de 2 3 4 2
solutions

Remarque : 'équation ressemble a une équation polynomiale du second degré mais n'en est pas du tout une :

en effet, l'expression Z’—6Z—a nlest pas un polynome en z ! Cela explique pourquoi alors il peut y avoir
plus de deux solutions, mais cela ne contredit en rien le Théoréme 2.

Exercice 28

1) I', estl'ensemble des points de l'axe réel situé a l'extérieur du segment [AB].
I', estl'ensemble des points de I'axe réel situé a l'intérieur du segment [AB].

2)Ona Vz€C, (z—1)(z+ 1)=zz+ z—z—1=|z[+ 2 jIm(z)-1
car zz=|z[" et z—z=2jIm(z)

3)Ona Mer%@(ﬂl’;,MZI):%@(B_AZ,W):%@Arg((z—l)(ﬂ =%

On en déduit alors que M €I’y si et seulement si (Z— 1)(7+ 1 ) est imaginaire pur a partie imaginaire
2

strictement positive, c'est a dire, d'aprés le 2) , si et sculement si |z |2: I et Im (2)20 . On en déduit
que I’z estle demi-cercle trigonométrique constitué des points d'ordonnée strictement positive.
2

De méme, on montre que I'—x est le demi-cercle trigonométrique constitué des points d'ordonnée
2

strictement négative.
4)
MeT, | MB, MA|=0<|BM , 43 |=0= Arg[(z—1)(z+ 1)|=0
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Onaalors MET, sietseulementsi (z—1)(Z+ 1)=rcos(0)+ jrsin(0) pourun certain r>0, c'est a
dire |zf=1+rcos(0) et Im(z)Z%rsin(e) , compte tenu du 2).

5) Onrappelle que z=x+jy.

Si MET, ,alors Ar>0tq |zZ’=1+ rcos(0) et Im(z):%rsin(e) c'est 4 dire,

X+ y2:1+ rcos(0) et yZ%rsin(O) d'ou I'on tire r:sir?% (remarquer que  sin(0)#0 vu
que 0#0 et O0#m. )Onadonc x’+ y =1+ rcos(6)=1+22?§(<g))y d'ou
2 2 - cos(0) , , y ’
—2——y—1= ——=—>0 .
X +y 2sin(9)y 1=0 etyestdusignede sin(0) car sin (0) 2>
Inversement, si X'+ y°—2 :?rf((ee)) y—1=0 et y est du signe de sin(0), sil'on pose rzsir?{@)

alorsr>0 car y estdusigne de sin(0), etona Im(z):y:%rsin(G) et
cos(0)

sin(0)

pour un certainr >0, donc M €I’y d'aprés la question 4) .

Zf=x*+1’=1+2 y=1+rcos(0). Onadonc |z['=1+rcos(0) et Im(z):%rsin(ﬂ)

pour obtenir I'égalité demandée.

cos(@))z_ cosz(G)

6) 1l suffit de développer X+ ( y— sin ( 6) 3 ( 6)
sin

7) On déduit des deux questions précédentes que
cos(0) )2_ cos’(8)
sin(8) ) sin*(0)
cos(0) |’ cos’(0)
sin(@) sinz(e)

MEeT,ox’+ (y— —1=0 et y est du signe de sin(0).

s 2 . :
Onreconnaitvia x +|y— —1=0 1'équation d'un cercle.

0
Si 0>0, Iy estlapartie ducercle de centre |O; C9S< )
sin(0)

R:\/cos2(8)+ 1=

sin’(0) ~ sin(6)

) et de rayon

constitué des points d'ordonnée strictement positive.

0
Si 0<0, Ty estlapartie du cercle de centre [O; 095( ) et de rayon
sin(0)
cos’(6) 1 o . o i
=yt === constitué des points d'ordonnée strictement négative.
sin”(0) sin (6)

Exercice 29

Ona A=-3q4" doncon peut prendre = aj V3 .
Si a=0 |, la seule solution est z=0 .

Si a#0, ily alesdeux solutions 212%(_71+j\/§) et 222%(_71—j\/3_)
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Exercice 30
Soit z=x+ jy laforme algébrique de 'affixe de M . Alors
AM =\.BM = AM*=\>. BM’ o|(x—1)+ jy=27(x+ 1)+ jy|
ce qui meéne apres calculs a
2

AM =) BM o x*+ '+ 22 Ly 1:O®(x+

A—1 A’

x2+1)2 4N

2N
-1

A+l
;0] etderayon R=
M1 ) Y

On reconnait 1'équation du cercle de centre (—

Exercice 31 (différentes structures algébriquesde C ).

1) Ona
s*z=z*ys (par le (1))
=z*(s.1)

=g. (Z * 1) (par le (11))
=s.(1*z) (par le (i)
=s.z (par le (iv))

2) Ona:
(1) = (a+ bj)*(c+ dj)=(a+ bj)* c+ (a+ bj)*(dj) par (iii)
En utilisant le résultat de la question 1), il vient que :
(2) ¢ (a+ bj)*c=c*(a+ bj) (par (i) =c(a+ bj).
D'autre part,
(a+bj)*(dj)=d ((a+bj)* j) par (i)
=d(j*(a+ bj)) par (i)
=d(j*a+b j* j) en utilisant (iii) et (ii).
Puisque j*a=a™* j=aj par le résultat de la question 1), et puisque j* j=a+ jB, on a
(3) : (a+bj)*(dj)=d (aj+ b(o+ jB))=abd+ jlad+ bdB) .
En utilisant (3) et (2) dans (1), il vient
(a+ bj)*(c+ dj)=c(a+ bj)+ o.bd+ j(ad+ bd p)=(ac+ abd )+ j(ad+ bc+ Bbd ).

3) Ona

o'+ Br=]j* = 1F =1
D'autre part, (1—j)*(1+ j)=1—a—jp d'apresle2) donc
(1—0()2+[32=|(1—j)*(1+j)|2=|l—j|2‘|l+j|2=4 donc o+ p’—2a+ 1=4 dou, en tenant
compte de I'équation o'+ f°=1 ,l'onobtient a=—1 puis P=0. Onaainsi j*;j=—1.

Remarque : le produit * est donc le produit usuel des nombres complexes. La structure algébrique des
nombres complexes telle qu'on I'a définie en cours est donc la seule a vérifier la condition (vi).

4) Lassertion Vz,€C, Vz,€C, (z,#0 et z,#0)=>z,*z,#0 est la contraposée de (vii) : elle lui
est donc logiquement équivalente.

5) Si z,€R ou z,€RR, daprés le résultat de la question 1, z,*z,=z,.z, Onadonc
(z,#0 et z,#0)=>z *z,#0 daprés le cours.
On a donc I'équivalence entre les propositions
Vz,€C, Vz,eC, (z,#0 et z,#0)=z, *z,#0
et
Vz,EC\R,Vz,eC\R, (z,#0 et z,#0)=z,*z,#0.
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Mais puisque dans le cas ot z,EC\ R et z,€C\ IR | l'assertion (z,#0 et z,#0) est vraie,ilya
équivalence entre les assertions Vz,EC\ R, Vz,€C\ R, (z,#0 et z,#0)=z,*z,#0 et
Vz €C\RR,Vz,eC\ R, z,*z,#0 . D'aprés le résultat de la question 4), on a alors l'équivalence
(vii)Vz,EC\ R, Vz,eC\ R, z,*z,#0.

6) On a clairement d'aprés la question précédente 1'implication
(vii)»>VaeR, VbeR, (a+ j)*(b+ j)#0 car les nombres complexes
(a+ j) et (b+ j) ne sont pas réels.
Réciproquement, supposons l'assertion Va€R, VbhER, (a+ j)*(b+ j)#0 vraie. Alors si
z,=x,+ jy,€EC\R etsi z,=x,+ jy,€C\IR ,ona y»,#0 et

1 X sl X2, . _ X _ X .

—+ j|*|—+ j|#0 enconsidérant a=— et b=-— . On peut alors dire que
Y2\ Y2 Y1 Y

l'assertion Vz,€C\IR,Vz,€C\IR, z *z,#0 est vraie, c'est a dire que (vii) est vraie.

% —
Z17Zy=

7) Ona Va€R,VbeER, (a+ j)*(b+ j)=(ab+ o)+ j(a+b+p).
On déduit de la question 6) que  (vii )= Va€R, VhER, (ab+ a)+ j(a+ b+ p)#0 clesta dire
(vii)»Va€eR, VbeR, (ab+ o)#0 ou (a+ b+ p)#0 ce qui revient a dire que  (vii) équivaut a
+ b=—p

b n'ait pas de couple solution (a N b) de nombres réels.
ab=—a

ce que le systeme

. , . \ + O=— . .
8) Soient g et b deux réels. Alors  (a; b) est solution du systéme [a bb B si et seulement si a
ab=—a

et b sont les racines du polynome X 24 B X—a=0 ,donc l'assertion
(ElaeIR, JheRtq [“* b=-p )
ab=—a
est équivalente a ce que le A de ce polyndme soit positif ou nul, c'est a dire
4a+p’=0.

a+ b=—p

n'ait pas de couple solution
ab=—a

9) D'aprés le 7), (vii) équivaut a ce que le systéme [
(a ; b) de nombres réels, ce qui équivaut d'apres le 8) ace que 4o+ [32< 0.
10) a)Ona z' *(z*z')=z'*1=z',
Maisonaaussi z' *(z*z',)=(z',*z)*z",=1%*z",=2",
On en déduitque z',=z',
b) Sil'onavait z,*z,=0, alors, puisque z,#0, il posséde uninverse z',#0, et
0=z'*(z,%z,)=(z",*z,)*z,=1*z,=2z, ce qui est absurde.

Donc z,*z,#0. Llimplication Vz €C, Vz,EC, (z,#0 et z,#0)=z, *z,#0 signifie
que le produit est intégre. On a prouvé que (viii )=> ( Vii ) .

. x 1 1 . .
11) a)Si t€lR, alors d'aprésle 1), 7 *t= e t=1 donc ¢ posséde un inverse pour le produit *,

ui est l
q e

b)Soit t€R .Onadapresle2), z*(t+ j)=(at+ ab)+ j(a+ bPp+ th). Puisque

71



a+ bf
b
Puisque z#0 etque ¢+ j#0, lapropriété (vii) implique que z*(¢+ j)#0.

b#0 ,enposant t=-— onvoitque z*(t+ j)€ER

+ ab#0 c'esta dire

¢) On a d'aprés la question précédente  z * (—#+ Jj ) =—a. a+bb b
2 2
Z*<_a+bb[3+ j):ocb cz abB?&O'

L . . . , a+t bl . b L
On en déduit que z est inversible d'inverse z :(— + ]). T c'est a dire
b ob"—a —ab
at+b
z'=m— P i bz
ab"—a"—abp "~ ab’—a—abp
Remarque : si * correspond au produit usuel,ona oa=—1, =0 donc
, a . b _a-b _ z . ,
z'=—————+ j—5——==—5—5=—5 cequiest la formule vue en cours pour l'inverse « usuel ».
—b"—a —b—a" a+b |z

12) Les propriétés (vii) et (viii ) sont, dans la situation qui nous concerne, équivalentes.

Exercice 32

1) a) Puisque Re (Z1+ ZZ)Z Re(Zl)+ Re(Zz)ZO , le nombre complexe Z,+ Z, est une impédance.
b) Si l'on considére le casou  Z,=Z,=1+2j ,ona Z,.Z,=—3+4j qui estde partie réelle
strictement négative, donc ce n'est pas une impédance.

2) a) En considérant Z, sous sa forme algébrique Z,=o+ jf avec =0, ona
Z, o+p T+ B

1 a 1 .
donc Re|—=|= =0: —— estuneimpédance.
Z 1 (12+ [32 Z,

1
Méme chose pour —
ZZ

1 1
b) D'apres le 1)a) et le 2)a, Z—+ A est une impédance , doncsi  Z,+ Z,#0 , par la question 2)a), le
! 2
1 2z, . .
nombre complexe = est aussi une impédance.
1 1 Z+7,

z 7,
3) En considérant un nombre complexe z#0 quelconque sous sa forme algébrique z=o+ jf3 ,ona
I__a . B _Re(z)  Im(z)

2 2 2. a2 2 2
Z oo+ Ta+p [z 2]
toujours de signes opposés (ce qui peut aussi se montrer avec les arguments).

Ainsi, puisque Im(Z,)>0 et Im(Z,)>0 ,ona Im(ZL)SO et Im(ZL)SO ,d'ou
1 2

. 1
: cette relation montre que Im(z) et Im{—| sont
z
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Im(ZLI+ ZLZ)SO etdonc Im i =0 ,cestadire Im
4,

4) Méme preuve en changeant seulement le sens des inégalités.

5) Ici, il n'y a pas trop le choix, il faut plonger dans les calculs...
Z,Z, (2-3j)(1+aj)_2+3a+j(2a—3) _(2+3a+ j(2a=3)|(3—(a—3) ]
Z+Z, 3+(a=3)j 3+ (a=3) ;) 9+ (a—3)

2%+ 15+ j(—3d’+ 13a-3)
9+ (a—3)

Z,Z,

Z+Z,

13—v133 13+133
6 6

> 0<=—3a’+ 13a-3>0=a€

Ainsi, Im

6) a) Puisque O€[0;m] ,ona Im(z)>0 donc Im(l+z)=Im(z)>0 donc 6'>0.
b)On a G—B'EArg(z)—Arg(Hz)EArg(l%) [27]
z

_z(1+ 2)
I+z |1+ Z|2
0—0'=Arg(z(1+ E))EArg(z+ |z|2) [27]
Or, Iml|z+ |z|2):Im(z)>0 donc la mesure principale de Arg(z+ |z|2) appartienta [0, ]
Il reste a remarquer que, puisque O0€[0,; 7] et 0'€[0;m] ,ona 0—0'€[—m,x] donc 6—0'
|2). Par ce qui précéde, 0—0'€[0;m] donc 0=>0'.

En remarquant que , on en déduit que

est la mesure principale de  Arg|z+ |z
Par le a), il vientque 0'€[0,0]

7)Onpose z= 72 . Puisque les parties réelles de Z, et Z, sont strictement positives, ona z#0 et
1

Z,#—7Z, donc z#—1. Soit 0 lamesure principale de l'argumentdez.Ona Arg (2)562—91

Puisque Re(Z,)>0 et Re(Z,)>0 ,ona 61,626[—%;% donc 6,—6,€[0, ] car

0,<6,.

Le résultat du 6) montre que si l'on désigne par 0’ la mesure principale de Arg

Z,
1+—] ona
Z,

0'€[0,0,-0,].

Z,
Z|1+—=
zZ

1

On en déduit que puisque Arg (Z 1+ Zz)EArg = Arg(Z 1 )"‘ Arg

1

Z
1+ 2—2) [27] ,le

nombre 0,+ 0’ estune mesure de Arg(Z1+ Zz).
De larelation 0'€[0,6,—6,], ondéduitque 6,<6,+60'<6,.
1

1 . o .
D'apres le 2)a), 7 et 7 sont des impédances dont les mesures principales respectives des arguments
1 2

Re(Zl> Re(zz)
> ot 2
1Z4| 12,

sont —0, et —0,. Leurs parties réelles respectives, sont strictement positives

: . 1 :
et on déduit par le raisonnement précédent avec 7 aulieude Z;, que

i
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1 1
_+_

Arg 7247 €[—0,;,—0,] a 2m pres.
On en déduit que  Ar £ 2> =Ar S =—Ar L+L €[(0,;0,] a 2m prés
q g Zl+ Z2 g L+L g Z1 22 12 %2 p .
Zl Z2
. Im(Z,) . Im(Z,)
8) ayOna Z,=R,+ jIm(Z,)=R, |1+ =R,(1+ ja) avec a= R
1 1
Im<Zz)

On a de méme ZZZR2(1+]'[3) avec B=

R,
b) 11 existe peut étre des méthodes plus subtiles, mais un calcul (certes un peu brutal) mené
consciencieusement peut faire 'affaire ici. On a

2,2, _ RiR(1+jo)(1+jB) _ RR, ((1+ ja)(1+ jB)|_ RiR, [1-ap+ j(a+B)
Z+Z, R+R+ j(aR+PR,) R+R, 1+ jm R+ R, 1+ jm

_RR (1—a|3+j(a+[3))(1—jm)_ R\R, 1—af+m(a+B)+jla+p—m(1—ap))

"~ R+R, 1+m’ ~ R+R, 1+m’
donc
Re zZ,Z, _ R\ R, 1_(16"'”1((1"'[3)
Z+Z,] R+R, 1+ m’

On en déduit que
ZIZZ RIRZ — R1R2
Z+Z,] R+R, R+R,
=— R Ry (m —(x) (’Z_B) (on factorise le polyndme du second degré en m si 1'on sait faire, ou sinon
R+ R, 1+ m
on vérifie que la forme développée donne le bon résultat).

Re

—m*+ m(a+ [3)—0([3)

2
1+ m

1—ap+m(o+ B)—l _ R R,
1+ m’ R+ R,

c) Le nombre m est lamoyennede o et [3 coefficientée par R, et R,.

. _(B—a)R, . _(a=B)R, .
On vérifie que m—o=————— estdusignede p—a etque m—P=———— estdusignede
R+ R, R+ R,
a—f. Lesnombres m—a et m—[ sontde signes opposés, donc m est compris entre o et

B.

On en déduit que  (m—a)(m—PB)<0 donc
Z,Z, _ R, R, _ R\ R, (m—oz)(m—[i))>0

Re = >
Z+Z7Z,] R+R, R+ R, 1+ m

ZIZZ > RIRZ
Z+Z, /Rl+ R,
aR+BR, nR,R—nRR,

On en déduit que Re

d)Onaici m= =0 donc, en reprenant les calculs précédents :

R+R,  R+R,
yAVA R R, 1— R R R R
Re| ZiZe |- R 1aprmlotp) RiR oy RiBo () op g
Z+Z7Z,] R+R, 1+ m R+ R, R+ R,
R1R2

(1+ n R, Rz):"‘ o , on en déduit qu'il n'existe pas de constante C qui ne dépend

Puisque lim
n=>+ Rl + 2
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Z,Z,
Z+Z,
Ainsi, mé&me si l'on connait la partie résistive de deux impédances complexes, on ne peut majorer la partie
résistive de leur association en paralléle, puisque cette derniere peut étre arbitrairement grande selon les cas.

On peut par contre en donner une valeur minimale (cf c) ), qui correspond a la résistance équivalente en
paralléle au cas ou les deux impédances complexes sont purement résistives .

quede R, etde R, ettelleque Re <C.

ZZI . . . .
7 =a+bj donc ZZ,=(Z+Z)(a+bj)=Z(a+bj)+ Z (a+bj) doularelation

1

Z(Z,~(a+bj))=Z,(a+ b ).

Le nombre complexe Z, , étant de partie réelle strictement positive, est non nul et par le 2)b), on peut

9)a)Ona

faire le méme raisonnement pour a+ bj = On en déduit que  Z,(a+ b j)#0 et la relation

1
Z+ 7,

Z(Z,—(a+bj))=Z,(a+ bj) montre alors que Z,#a+ bj , ce qui permet d'obtenir la relation
_ Zl(a+ b])
- Z—(a+ bj)’
b) On a

Re(Z)=Re

Z,~la+bj))” Z—(ai))f | Z—(a+t))]
donc Re((Z](a+ bj))(Z_l—(a—bj)))>0
Puisque (Zl(a+ bj))(Z_l—(a—bj))=|Zl |2(a+ bj)—Zl(a2+ b2)

Re((Zl(a+ bj))(Z_l—(a—bj))):a‘Zl |2—Re(Zl)(a2+ b*)>0

Zl(a+bj)) (Z,(a+bj)(Z,~(a=0)\_, ((Z)(a+b)))(Z,~(a=t)))

2
. 2 2, 12 ho 2, 32 |Z 1 |
¢) Remarquons que la condition a|Zl‘ —Re(Zl)(a +b°)>0 peutse réécrire  a’+ b R Z) a<0
AT
2 2 4
c'est a dire 61—7‘2l | < 7‘21 | 5
2Re(Z,) 4(Re(z,))
On remarque maintenant que le membre de gauche de l'inégalité ci-dessus peut s'écrire
a+bj ——‘Zl |2 2
2Re(Z,)
2 2 4
| . N 12 12,
On obtient donc la relation |(a +bj)— 5
2Re(Z,) | 4(Re(z)))
. . z,[ o . .
Soit Q le point d'affixe 2R—(Z)+ 0. Ainsi, l'inégalité ci-dessus équivaut a ce que l'image dans le
e\Z,
. A
plan complexe de  a+bj soit a l'intérieur du cercle de centre  Q et de rayon ZR—(Z) (c'est a dire le
e\4,
cercle de centre €2 et passant par l'origine du repére.)
zf [ .
d)Oncalcule |Z,————=~| . Poursimplifier les calculs, considérons Z,=x+ jy laforme
2Re(Z,)

algébrique de Z, .Onaalors
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1z, 2_ RS TUNTL p P ’ X yte2xty? [+ ’
2 ore(z) | T | R T YT T s
ce qui se réécrit :
Zf |- 1z
Z,— = ,
2Re(Z,)| 2Re(Z,)

c'est a dire que 1'image dans le plan complexe de Z, appartient au cercle de centre €2 et de rayon
2
2]
2Re(Z,)
Remarque : on peut voir facilement que ce cercle est :

(i) lecercle passantpar 0, Z, et Z, si Z &R
(i) le cercle de diamétre [0, Z,] si Z,€ER.

e¢) On a nécessairement Z,#a+3j cardaprésled), Z, n'estpas a l'intérieur du cercle déterminé
dans la question précédente.

o _ Z(a+B)) » .
n peut alors poser Z=——>———= comme suggéré par le calcul fait au 8)a.
Zl_(OH'B])
Z\(a+B )
- 2z, _ Z—(a+pj)"" _Zi(axBj)_ .
On a ainsi d'une part Z+Zl_ ZI(OHBj) . = Z? =a+p
Zl_(a+ﬁj) l

D'autre part, en reprenant les calculs des questions précédentes :
Z,(a+p ) ) (Z,(a+p /) (Z,~(a=B j))
Z,~(a+p j) Z —(a+B j)f

(Z,(a+B j))(Z,~(a—B j))]
‘Zl_(OH'Bj) ‘2

Re(Z)=Re =Re

donc Re(Z) estdusignede Re ((Z1 (o+p j))(Z_l—(a—Bj))) et on a en paraphrasant les calculs
faits au c) :

- . Al
Re(2, (o ) Z,-(a= ) =2, PRe( 2= Rel 2, oo~
1
2 2 4
=—Re(Z,)| [+ jB)- |Zl‘ — |Zl‘ 5 |0 car la parenthese est strictement négative vu
2Re(Z,) 4(Re(Z)))

que l'image dans le plan complexe de o+ j[3 est a l'intérieur du cercle de centre Q et de rayon
2
2]
2Re(Z,)’
Z7Z,
Z+7,

On en déduit que o+ jf estdelaforme o+ jp= pour un certain nombre complexe Z tel

que Re(Z)>0.
Remarque :

On a en fait montré que si  Z, est fixé, I'ensemble des valeurs complexes de l'impédance équivalente a une
association en paralléle entre Z, etune autre impédance Z de partie réelle strictement positive est
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2
12,
2Re(Z,)
signifie que l'image de l'ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement positive par

l'intérieur du cercle C de centre et passant par l'origine du repére. Mathématiquement, cela

est exactement l'intérieur du cercle C

l'application Z=»
1
On remarquera que, par contre, I'ensemble des valeurs complexes de 1'impédance équivalente a une

association en série entre Z, etune autre impédance Z de partie réelle strictement positive est le
demi-plan constitué des nombres complexes de partie réelle strictement supérieure a Re(Z 1) .

Z7Z
f) Soit Z un nombre complexe de partie réelle strictement positive. Puisque 74 Zl est a l'intérieur du
1
_zf 2z, _z.[ |__12f o
cercle de centre €2 et de rayon , < . On en déduit
2Re(Z,) Z+Z, 2Re(Z,)| 2Re(Z,)
par inégalité triangulaire que
22, |2z, |2 |, wf _f o, jmf _ 2f
\Z+Z,| |z+Z, 2Re(Z))| 2Re(Z,) 2Re(Z,) 2Re(Z,) Re(Z,)"

Remarque : le module de joue le role de résistance en régime sinusoidal : c'est le rapport entre la

1
valeur efficace de la tension aux bornes du dipdle constitué de I'association en paralléle de deux dipdles

d'impédances Z et Z, etde celle de l'intensité du courant qui y rentre (ou en sort). On remarque que
2
2,
Re ( Z, ) .

quelle que soit 'impédance Z, celle de l'association en paralléle reste bornée en module par

La situation est toute a fait différente pour une association en série de deux dipdles d'impédances
Z et Z, ,puisque le module de I'impédance correspondante peut alors prendre des valeurs aussi grandes

que l'on veut : I'impédance Z+ Z, peut étre égale a n'importe quel nombre complexe de partie réelle
supérieurea Re(Z 1) .
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D - SIGNAUX SINUSOIDAUX

Les fonctions sinusoidales sont a la base des descriptions mathématiques des phénoménes oscillatoires. En
¢lectricité, elles interviennent naturellement dans I'¢tude du régime sinusoidal.

Plus généralement, elles interviennent dans la représentation de la plupart des phénomenes périodiques : la
théorie des séries de Fourier (que I'on abordera dans un prochain chapitre) permet de décrire un signal
périodique a partir de signaux sinusoidaux.

I) Fonction sinusoidale

La premiére chose a avoir en téte est la représentation graphique des fonctions sinus et cosinus :

11 faut noter que la courbe représentative du sinus s'obtient a partir de celle du cosinus par une translation
+ 7T

horizontale de B Cela se traduit algébriquement par la formule sin (t )= cos (t— %) .

Il est aussi important de savoir repérer pour quelles valeurs de la variable ¢ les fonctions sinus et cosinus
s'annulent, atteignent leurs maxima et minima .

Une fonction sinusoidale est obtenue a partir de la fonction cosinus par un changement d' échelle et une
éventuelle translation horizontale. C'est ce qui est formalisé ci-dessous :

Définition 1 : On appelle fonction sinusoidale toute fonction x (t) définie sur IR et ayant une
expression de la forme  x(¢)=Acos(wt+ @) avec 4>0, >0 et @€ER.

Le nombre A est appelé amplitude de x (t)

Le nombre  est appelé pulsation de x (t)

Le nombre ¢ est appelé déphasage (ou phase a l'origine) de x (t)

On appelle fonction sinusoidale complexe toute fonction x (t) définie sur IR et a valeurs complexes,
ayant une expression de la forme x(¢)=Ce’”" avec C€C et w> 0.
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Remarques :

(i) le facteur A traduit le changement d'échelle en ordonnées, ® celui en abscisses et ¢ le décalage
horizontal.

(i1) nous verrons que toute fonction sinusoidale est la partie réelle d'une fonction sinusoidale complexe.

Exemples :
i x (t) =—3cos (2t+ %) est une fonction sinusoidale. En utilisant en effet la formule

cos(a+ m)=—cos(a) onpeutécrire x(¢)=3cos(2t+ %+ n)=3cos(2t+%) et donc

A=3, =2 et cp:%.

(i) x(z)=(1—j)e'”" estune fonction sinusoidale complexe.

27 . .
Propriété -Définition 1 : Le nombre T =—5- estappelé période fondamentale (ou plus simplement
période) du signal. Cela signifie par définition que  V?€R, x(t+ T)=x(t).

Le nombre VZ% est appelé fréquence fondamentale (ou plus simplement fréquence) du signal.

Preuve: Vi€R, x(t+ T)=Acos(w(t+ T)+ @)=Acos(w(t+ 2—TE)+ ®)

Q)
=Acos(wt+ 2w+ )= Acos(wt+ @)= x(¢)

ll) Ecriture complexe d'un signal sinusoidal

L'idée principale de ce paragraphe est de montrer que 1'on peut, en quelque sorte, remplacer une sinusoide
par une sinusoide complexe, objet qui se révele étre beaucoup plus facile a manipuler dans les calculs.
Plus précisément, on écrira, partant de la formule cos (6)=Re(e’’) , I'¢galité :

cos(wt+@)=Re (e"‘(m+ Cp))
Puisque 4 est réel, on a donc

_ _ j((x)t+ cp) _ Jjo _Jjwt A .

x(t)=Acos(wt+ @)=Re|Ae =Relde’"e’”|. 1l apparaitalors que x(f) est la partie

réelle de la sinusoide complexe ¢ 4e’”" ,ou A estune constante complexe. Cela permet d'assimiler

une fonction sinusoidale a une exponentielle complexe.

Définition 2 : On définit I' amplitude complexe de x (t) =A COS( wi+ cp) comme le nombre complexe
A:=Ae’" de sorte que I'on peut écrire x(t) =Re (Aejwt). On notera que |A|=4 et
Arg ( A) =@ .Ainsi, toute fonction sinusoidale peut s'écrire comme la partie réelle d'une fonction
sinusoidale complexe.

Remarque :pour éviter toute confusion avec A , on nommera le réel A amplitude réelle de x (t)

Exemples :
4n
1) Pour x(t)=—3cos(2t+ %) ,ona A=Ae’Y=3e > . Onpeutécrire A sous forme algébrique
. -y . . _ 3 343
(ce qui aura son utilité au paragraphe suivant) ce qui donne A= STy
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2)Ona e’®'=cos(wt)+ jsin(wt) ,donc je''=—sin(wt)+ jcos(wt) ce qui donne que
sin(wz)=Re(—je’"") :onendéduit quepour x(¢)=sin(w?) ona A=—j .

Ill) Ecriture d'un signal sinusoidal avec sinus et cosinus

Théoréme 1 : Tout signal sinusoidal x (t) d'amplitude complexe A=oa+ jp etde pulsation ®
admet une expression de la forme x (t) =0L.COS ((u t)—ﬁ sin ((1) t) . Inversement, tout signal ayant pour
expression X (t) =Q.cos ((1) t)—[fi sin ((D t) est un signal sinusoidal de pulsation ® et d'amplitude
complexe A=oa+ jf .

Preuve : Soit un signal sinusoidal x(¢) d'amplitude complexe A=+ jB etdepulsation . Alors
x(t)=Re(4e’”|=Re((a+ jB)e’ |=Re((a+ jB)(cos(wt )+ jsin(wr)))
x(t)=Re(cacos(m)—Psin (w?)+ j(asin(wt )+ pcos(wt))|=ccos(wt)—Psin(we)

Réciproquement, si x(t)zacos((x)t)—ﬁsin(mt) les calculs ci-dessus montrent que
x(t)ZRe((OH jﬁ)ej “'] ce qui signifie que x(t) est un signal sinusoidal de pulsation ® et que
A=o+ jp

Exemple : x(z)=cos(2t)+ V3sin (2t) est un signal sinusoidal de pulsation 2 et d'amplitude
_jl
3

complexe A=1—j V3. La forme exponentielle est A=2e ce qui permet d'écrire

x(t)=cos(2t)+ \/?Tsin(Zt)=2 cos (2t —%) Son amplitude réelle vaut donc 2 ce qui permet de dire

que —2<x(#)<2 alors qu'un encadrement brutal de cos(2t) et sin (2t) par -1 et 1 donnerait

l'encadrement moins précis : —l—\/§3x(t)sl+ V3 .
4
2 —_—
-
37 sqri{3)=sin{2*tY+cos (2=t} ——
2
1 - s
I I .
-1 .
-2
=3 r
- 1
=18 =5 a 5 1@
t
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Corollaire I : 'amplitude réelle du signal x(z)=cicos (w?)—Psin(w?) vaut A= \/ a’+p .

Preuve : L'amplitude réelle vaut |4 |:|OL+ i [:’)|=\/ o+ [32 .

Corollaire 2 : une somme de sinusoides de mémes pulsations ® est une sinusoide de pulsation ® et
son amplitude complexe est la somme des amplitudes complexes de chacun des termes de la somme.

Preuve : considérons deux signaux X, (t) et x, (t) sinusoidaux de pulsation @ et écrivons les sous la
forme  x,(¢)=a,cos(wt)—Bsin(wt) et x,(r)=a,cos(wr)—P,sin(w?) avec o, B,ER.
Alors VteR, (x,+ x,)(t)=(o,+ a,)cos(w?)—(B,+ B,)sin(w?) ce qui montre que x,+ X, estun
signal de pulsation et d'amplitude complexe (OL1 + 0(2)+ J (Bl+ [32) qui est bien la somme des deux
amplitudes complexes de  x,(¢) et x,(¢) ,a savoir respectivement o, + jB, et o+ jp,.

Exemple : le signal x d'expression x(¢)=2cos (m t)+ cos

i+ %) est un signal sinusoidal de pulsation

w=um, doncdepériode T=2 ,etdamplitude complexe A=2+ ejgz %+ Jj %

Son amplitude réelle (c'est a dire sa valeur maximale, vaut |A |:\/ 7.

Attention : contrairement aux amplitudes complexes, les amplitudes réelles ne s'ajoutent pas ! Ainsi, on
notera que dans l'exemple ci-dessus, I'amplitude réelle vaut |A |:\/ 7<2+1.

Remarque : Beaucoup de signaux s'écrivent en fait comme somme de fonctions sinusoidales de pulsations

différentes (ce que dit par exemple la théorie des séries de Fourier). En particulier, un produit de sinusoides
(de pulsations quelconques) peut d'écrire comme somme de sinusoides : c'est le principe de linéarisation.
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IV) Exercices

Exercice 1.

A) Pour chacun des signaux sinusoidaux suivants, calculez l'amplitude complexe. Calculer ensuite
I'amplitude réelle puis le cosinus et le sinus de la phase.

1)  x(t)=cos(¢)+ 3sin(z).
2)  x(t)=3cos(t)—4sin(¢).
3)  x(t)=cos(2t)+ sin(2t+ %)

B) Soit ®>0 et O€[0;m .On considére le signal x(¢)=cos(w?)+ cos(mz+0). Calculez son
amplitude complexe : écrire cette derni¢re sous forme algébrique et sous forme exponentielle a l'aide des
paramétres o et O

Exercice 2. On considére le signal x(¢)=A+ Bcos(wt+@) ot A€ER,B>0,w0>0 et
@€[0,;2x[ .On notera que ce signal correspond ainsi a la superposition d'un signal constant et d'un

signal sinusoidal.

Sur l'intervalle [0,;8] on a le tableau de variations suivant :

0 1 4 7 8
6 6
| T T
? -2 ?
1) Que vaut la période du signal ? En déduire
2) a) Quelles sont les valeurs numériques de A+ B etde A—B ?

b) En déduire les valeurs de A et de B.
3) Calculez la valeurde ¢ .En déduire la valeurde x(0).

Exercice 3.
A l'aide de la formule d'Euler, linéarisez les expressions suivantes :

1)  cos(2t)sin(3t)
2)  cos’(2t)sin(4t)
3)  cos’(2t)sin’(4t)

(*) Exercice 4.

On considére deux signaux sinusoidaux x (t) et y (t) de méme pulsation. On suppose connus :
a) l'expression du signal  x(¢) quivaut: x(z)=4cos(t)

b) L'amplitude réelle du signal y (t) qui vaut 5.

¢) L'amplitude du signal x (t)+ y (t) qui vaut 7.

Le but de I'exercice est d'en déduire I'expression du signal ~ y (¢)

On cherche le signal  y(¢) d'abord sous la forme y ()= Acos(t+ ¢).
1) Que vautA ?
2) Montrer que x(¢)+ y(z)=(4+ Acos(¢))cos(¢)—Asin (¢ )sin(¢)
3) En déduire les valeurs de  cos(q) etde sin(cq)
4) Déduire finalement une expression de  y(¢) sous laforme y(f)=X cos(¢)+ Ysin(z).
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Exercice 5
Soit le signal sinusoidal ~ x(¢)=12.cos(50m¢).

1) Quelle est la période de x (t) ? Quelle est son amplitude ?
2) Surlintervalle [0,10] quel est le nombre de solutions a I'équation x(¢)=5 ?
3) Méme question pour l'équation  x(¢)=—12

(*)Exercice 6
Pour z=x+jy, onpose N(z)=3x"+2y’'—2xy.

1) Vérifier que  VAER, N(Az)=A>N(z).
2) Montrer que N(e'je)=%+ %Cos(29)—sin(26).

3) En déduire que VO€ER, 5_2\/5 SN(eje)Ss-l-zi\/s , puis que
v:ec, 5‘—2¢5|Z|ZSN(Z>S5+ IS |p
Exercice 7

On considere le signal  x(¢)=2cos(10t)+ asin(10t), ot a€R est un paramétre quelconque.

1) Calculer la période et la fréquence du signal x (t )
2) Dans cette question, on souhaite trouver les valeurs de « telles que, pour tout ¢€IR, on ait
l'encadrement : —4<x(t)<4.
a) Calculer I'amplitude complexe de  x (t) .
b) En déduire I' amplitude réelle de  x(¢).
¢) Conclure sur I'ensemble des valeurs possibles de a

Exercice 8
On considére le signal sinusoidal  x(7)=6cos(2¢)+ 2+/3sin(2¢).
1) Calculer la période et la fréquence du signal x (t)

2) a) Calculer sous forme algébrique l'amplitude complexe de  x (t) .
b) Calculer la forme exponentielle de I'amplitude complexe de  x(¢).
¢) En déduire une expression de  x(¢) dela forme x(¢)=A4cos (2t+ cp)

. e . 3n
3) Recopier et compléter le tableau de variations de  x (t) sur l'intervalle  [0;—==] par les valeurs

2

mangquantes a la place des ??

t 0 7? 77 2? 3775
7? 2?
x() / \ /
6 ?? —6
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(*) Exercice 9
. . _ 2m 47
1) Calculer 'amplitude complexe du signal x (t) =cos (oo t)+ cos|wit+ 3 + cos|wi+ 3

Que remarque-t-on ?

2) Prouver que tout signal sinusoidal d'amplitude réelle A<3 peut s'écrire comme somme de trois
signaux sinusoidaux d'amplitude réelle égale a 1 (travailler sur les amplitudes complexes, et traiter
dans un premier temps le casou  A€R.)
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V) Corrigés

Exercice 1.
A)
Amplitude complexe | Amplitude réelle | Cosinus phase | Sinus phase
x(t)=cos(t)+ 3sin(). 1-3j J10 1 -3
V10 V10
x(t)=3cos(t)—4sin(¢). 3+ 4 5 3 4
5 5
x(r)=cos(2t)+sin(2t+ ). V3 1. V2+ 43 V2+43 —2-43
3 I+ —=—=7
2 2 2 2
B)

0

A=1+cos(0)+ ‘]'sin(G):Zcos(%)e']2

Exercice 2.
1) T=7-1=6 donc 002%
2) a) A+ B=6 et A—B=-2
b) A=2 et B=4

donc l'amplitude réelle vaut 2 cos ( %) >0 car 0€[0;m|

3) Onaunmaximum ent=1 donc w+ @=2kn, k€Z dou CPZ_TR+2ch, ke”Z.

Ainsi, x(0)=A+ Bcos(p)=4.

Exercice 3.

1) %sin (¢)+ %sin(St).

2) %sin(4t)+ %sin(8t)

3) %sin(4t)+ lsin(8t)—lsin(12t)—1—16sin(16t)

8 8
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Exercice 4.

1)  A=5

2) x()+ y(t)=4cos(t)+ Acos(t+ ¢)=4cos(t)+ A(cos(t)cos(¢)—sin(#)sin(¢))
=(4+ Acos())cos(t)— Asin(q)sin(z)=(4+ 5cos(cq))cos(¢)—5sin (¢p)sin (¢).

3) L'amplitude réelle du signal x(¢)+ y(z) quivaut7donc (4+ 5cos(g))+ 25sin”(¢p)=49
ce qui donne 16+ 40cos (¢ )+25=49 d'on COS((p)Z%.

7
Pour le sinus on a les deux possibilités  sin ()= 216

Ona y(t)ZAcos(ti- @)=5cos(t+ ¢)=5(cos(t)cos (¢ )—sin(¢)sin(¢))
:cos(t)i2\/6sin(t).

Exercice 5

1) Lapériode vaut T :% et I'amplitude vaut 12.
2)

11 y a deux solutions par période, et 250 périodes complétes dans I'intervalle [0, 10] , donc 500
solutions différentes.

3) Ily a une solution par période donc 250 solutions cette fois.

Exercice 6

1 N(hz)=3(Ax)’+2(hy)—2(Ax)(Ay)=A>N(z) en factorisant par A’
2)

N (e’®)=3cos’(0)+ 2sin*(6)—2cos(0)sin ()
%(H cos(20))+ 1—cos(26)—sin(26)

_5,1 i
_2+2cos(26) sin(20).

3)L'amplitude réelle de la fonction 0 = % cos(20)—sin(20) vaut ﬁ donc

VoeR, S_T\/5§§+ lcos(2 0)—sin (2 6)$5+ S

> c'est a dire
voeR, S5y (<30S
2 2. ~
Parle 1),ona V0eR, Vr>0, 5_2\/5 rzsN(reje)Sﬁ# d'ou

V:zeC, 5_—2\/5 |z|2$N (z )S 5+2\/5 |z|2' (les inégalités restant bien sur vraies pour z nul).

Exercice 7

1) La période vaut % et la fréquence %
2)
a) A=2—ja.
b) A=|d|=v4+ d’. ~
¢) Ondoitavoir A<4 dou a<2+3.
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Exercice 8

1) Lapériode vaut w et la fréquence %
2) a) A4=6-2v3
b) A:4\/§e_jé.
c) x(t):4\/3cos(2t—%)
3)
¢ o L I Rk 3n
12 12 12 2

x(t)

/ 443 \

6 —443 —6
Exercice 9
HrooAmo -, 1 2
1) Ona A=l+e’ +e ’ =1+ E(_“ jV3)+ E(—1—]'¢3):0. On en déduit que
VieR, x(t)=0.
2) En regardant les amplitudes complexes, cela revient a prouver que pour tout nombre complexe z de
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module |z|<3 il existe trois réels 6, 0, 0, telsque z=e'"+e’"+ '™,

On commence par prouver cela dans le cas oul z est un nombre réel dans l'intervalle [0;3] .Ona
— -1
alors % [—%; 1] donc JgpER tel que ZT:COS ().
Onen déduit z=1+2cos(q)=1+ e’"+e™’7
Considérons maintenant un nombre complexe z de module |z|<3 :ona z=r e’’ avec
r€[0,;3]. Onaprouvé quil existe @ER telque r=1+¢ “+e ¢
8+ ) (6—p)

. On en déduit que
o 4 ol e e i 4

Z:rej :(1+e.ICP+e./(P)e.I :e/ +e/ +e/
J 6

ce qui prouve qu'il existe trois réels
i 6 j 0,
0,0,0; telsque z=e''+e’"+e



88



E - POLYNOMES

I) Fonction polynéme

En mathématiques, les polynomes sont des objets purement algébriques. Dans le cadre de ce cours, nous les
présentons comme une classe particuliére de fonctionsde € dans € pour éviter toute difficulté
théorique inutile.

On appelle fonction monéme (ou plus brievement mondme) toute fonction P définie sur C et a valeurs
dans € , ayant une expression de la forme P (X ): aX* pour un certain entier naturel & et
aceC
On appelle fonction polynéme (ou plus brievement polynéme, ce qui revient au méme dans le cadre de ce
cours) toute fonction P qui peut s'écrire comme une somme finie de mondmes, c'est a dire de la forme
P(X)=a,X"+a,_, X' v la X+ a, avec a,#0. Onnotera de fagon indifférente ce polynome
P ou P(X), cequine créerapas dambiguité ici.
Ce sont les fonctions parmi les plus naturelles qui soient, au sens ou elles ne font intervenir que les
opérations +, -et  X.

Par exemple, la fonction définie sur €  par l'expression  P: X > (1+ j) X '+ (1—j)X+2j estun
polyndome.

11 faut remarquer que I'écriture d'un polynéme donnée dans la définition ci-dessus est unique (propriété qui
est a la base du principe d'identification terme a terme des polyndmes):

Propriété 1 : si
VXeC, P(X)=a,X"+a, X" '+ ..a\X+ay=b,X"+b, | X" '+ ...b X+b, avec a,#0
et bp¢0 ,alors n=p et Vi€{0,.. n}, a=>,.

Preuve : Quitte a permuter les roles des suites (a l.) et (bi) on peut supposer que p<n. On aalors

pour tout réel X strictement positif :
- a1, 4 % _ b, N b, . b, N b,
" T = — 7t -
X Xn Xn Xn P Xn P X 1 X n
En faisant tendre X vers +00, onobtientque 7n=p (sinononaurait n—p>0 et a,=0 cequi

n'est pas) et par égalité des deux limites obtenues, a,=b
On a alors 1'égalité des polynomes :

a, X" '+..a, X+a=b, X"+ ..bX+b,
et en réitérant le processus a ces deux polyndmes, on obtient a, ,=b,_,, et de fagon générale,

n
Vi=0,..,n, a,=b,.

n.

Un polynéme s'identifie donc a une suite de nombres complexes finie.
L'entier 7 est appelé degré du polyndome P (X ), quelonnote deg(P). Par convention, le
polynéome nul a pour degré¢ —oco.

Dans le casou a,=1, ondit que le polynome P est normalisé.

Les fonctions polyndmes de degré 0 sont les fonctions constantes non nulles.
Les fonctions polynomes de degré 1 sont les fonctions affines non constantes.
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Si a est un nombre complexe tel que P (a)=0, on ditque a est racine du polynéme P (X).

Onnote C[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients complexes, et IR[X] I'ensemble des
polyndmes a coefficients réels.

On remarquera que la somme, le produit et la composée de deux polyndmes sont des polyndmes, mais en
général, pas le quotient de deux polynomes.

Exemple: P(X)=X’+1 et O(X)=2X—1. Lespolynémes P+ Q,PXQ et PoQ sont
respectivement :
(P+Q)(X)=X%+2X, (PXQ)(X)=2X’-X’+2X—1 et
(Po0)(X)=P(Q(X))=4X"~4X+2.

Propriété 2 : Pour tous polyndmes P (X) et O
X

(i) Degré d'un produit :  deg (P (
(ii) Degré d'une composée : deg (P ( (X))

(X ))=max (deg( P(X)), deg(Q (X)) si
deg(P(X))#deg(O(X)). si deg(P(X))=deg(Q(X)), on peut seulement

assurer que  deg (P (X )+ Q(X ))<max (deg(P (X)), deg(Q(X)))

Remarque :pour tout entier naturel # et tout entier naturel p, max (n , p) désigne le plus grand des deux
entiers 7 et p.

Preuve : considérons les polynomes
P(X)=a,X"+a, X" '+..a, X+a, et Q(X)=b,X"+b, | X" '+ . ..b X+b, avec
a,#0 et b, #0.
(i) Le terme non nul de plus haut degré de P (X ) Q(X ) est obtenu apreés développement du produit avec
I'unique mondéme @, X"Xb, X" =a,b,X""” qui est de degré n+p.
(ii) Le terme non nul de plus haut degré de (P (Q(X))) est obtenu par le mondme
a,(b,X")"=a,b, X" quiestdedegré np (a,b)#0).

(iii))Si n#p ,parexemple n>p |, le terme non nul de plus haut degré de P (X )+ O (X ) est
a,X" doncledegréde P(X)+Q(X) estégal aceluideP,cest a dire le polyndme de degré le plus
grand. Si n=p, lestermes de plus haut degré de P (X ) et de Q(X ) peuvent s'annuler dans le cas

particulier ot a,=—b , donc la seule chose que l'on peut dire est que

deg(P(X)+ O(X))<max(deg(P (X)), deg(Q(X)))

ll) Division de polynémes

En général, un quotient de polyndmes n'est pas un polynéme, tout comme le quotient de deux entiers n'est
pas forcément un entier.

Définition 1 : On dit qu'un polyndme B(X) (non identiquement nul) divise un polyndme 4 (X) siil
existe un polynéme Q(X) telque A(X)=B(X).0(X) .Lepolyndéme Q(X) estappelé dans ce
cas quotientde  A(X) par B(X) etil est unique (conséquence de la propriété 3 ci-dessous).

Concrétement, pour montrer qu'un polynéme divise un autre polyndme, on effectue une division euclidienne.
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Exemple : on montre que le polyndme X —2 divise le polynome X 3X°+4 . L'algorithme est celui
de la division euclidienne :

X’-3X+4 | X-2

X’ —2x? | X—-X-2
—X’+ 4 |
—X*+2X |
—2X+ 4 |
—2X+ 4 |
0

Le reste est nul donc le polynéme X —2 divise bien le polynome X _3X°+4 etle quotient obtenu
est X°—X-2

Cet algorithme revient a écrire, de fagon condensée, les égalités suivantes :
X -3X+4=X*(X-2)-X+4
— X+ 4=—X(X-2)-2X+ 4
—2X+4=-2(X-2)

ce qui donne en remontant les calculs :
X’-3X+4=X*(X-2)-X(X-2)-2(x-2)
=(X’-Xx-2)(x-2).

Plus généralement, dans le cas od B(X) ne divise pas le polynome A(X) , on a la toujours la
possibilité de faire la division euclidienne avec reste :

Propriété 3: Soit K=IR ou C. Si A(X)eK[X] et B(X)EK[X] sontdeux polyndmes avec
B(X ) non identiquement nul, alors on peut trouver, de facon unique, deux polynomes

O(X)eK[X] et R(X)EK[X] tels que:

(i) A(X)=B(X).0(X)+R(X)
(i) deg(R(X))<deg (B(X)).

O(X) estappelé dans ce cas quotient de 4 (X) par B(X) par la division euclidienne de , et
R(X) estlereste. Evidlemment, B(X) divise A(X) sietseulementsi R(X)=0.

Remarque : Si  O(X) n'est pas le polynome nul, deg(Q(X))=deg(4(X))—deg(B(X))

(*) Preuve :
Existence : considérons l'ensemble Q des polyndmes de la forme  A(X)—B(X).0(X) avec

Q€K[X] ,cestadire: QE{A(X)-B(X).0(X)/ Q€K[X]}. Onremarquera que par exemple
A€Q. Soitd le plus petit degré des polyndmes appartenanta € (avec possiblement d =—o si
0€Q. )

On peut tout de suite écarter le casou  A=0 (auquel cas Q=R=0 -conviennent).

Posons B(X)=b,X"+b, X" '+...byX+b, avec p€N et b,#0. Soitenfin REQ tel
que deg(R,(X))=d. Onpeutalors écrire  A(X)=B(X).0Q,(X)+ R,(X) pour un certain
polynome Q,EK[X]. Soit A#0 lecoefficientde X¢ danslécriturede R,(X) (clesta direle

coefficient de son terme de plus haut degré).
Alors, nous avons nécessairement d < p. En effet, raisonnons par l'absurde : si l'on avait d=p,
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A xirp (X). On aurait alors :

b
(1) Le monome de plus haut degré du polyndme bLX S B(X ) est AXY | clestadire le mondme de

considérons le polynome R, (X )ZR,(X)—

P

plus haut degré de  R,(X) , donc deg(Rl(X)j;d.
(i) On a
Ry(X)=Ro(X )2 X" B(X)= A(X )= B(X). 0y X) 2 x* 7 B(X)

P P

:A(X)—(QO(X)+ blpxd"’)B(x)

ce qui montre que R, (X)EQ .

Les points (i) et (i1) contredisent la définition de d. Nous pouvons donc affirmer que
d=deg(R,(X))< p=deg(B(X)). Lespolynomes Q,(X) et R,(X) vérifient I'énoncé de la
propriété3.

Unicité. Prouvons l'unicité de  Q(X) et R(X) :s'il existait deux polynémes Q,(X) et O,(X)
et R,(X)et R(X) telsque A(X)=B(X).0.(X)+R,(X) et deg(R,(X))<deg(B(X))
pour i=1,2 ,onaurait A(X)—A(X)=B(X ). (X)+R (X)-B(X).0,(X)-R,(X)

clest & dire B(X).(QZ(X)—QI(X)):RI(X)—RZ(X).

En considérant les degrés des polynomes ci-dessus, on a :
deg(B)+ deg(QZ—Ql)Zdeg(Rl—Rz) ( premier point de la propriété 1), soit
deg(B)+ deg(Q,—Q,)<max(deg(R,),deg(R,))( dernier point de la propriété 1) , d'oa
deg(B)+ deg(0,~0,)<deg(B) car deg(R,(X))< deg (B(X))

On en déduit que deg(Q2—Q1)< 0 ce qui n'est possible que si deg(Qz—Q,)Z—oo donc
0,=0Q,. On déduit donc de I'¢galit¢ 0=B(X).(Q,(X)—0,(X))+ R,(X)-R,(X) que
0=R,(X)-R,(X) doa R=R,.

Enfin, si Q(X) n'est pas le polyndéme nul, deg(BQ)Zdeg(B)+ deg(Q)Zdeg(B)> deg(R) .

Ainsi, d'aprés le dernier point de la propriété 2, deg(BQ+ R)=deg(BQ) c'est a dire que
deg(4)=deg(BQ)=deg(B)+ deg(Q) dou deg(Q)=deg(4)—deg(B)

Exemple : division euclidienne de X 3X%+ 4 par X +2 .

X’ -3X°+4 | X742
X'+ 2% | X=5
—5X°+ 4 |

—5X*—10 |

14 |

Ona Q(X)=X-5 et R(X)=14.
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lll) Cas du polynéme du second degré dans R[X]

Soit P(X)= aX’+bX+ceR[X], avec a#0 et A =b’—4ac. Laquantitt A estappelée
discriminant du polynéme P (X ).

Propriété 4:Si A=0, P(X) sefactorisedans IR[X] de sorte que
P(X)=a(X—-x,)(X—x,) ,ou x, et x, sontlesdeuxracinesde P(X)

Remarque:Si A=0 , x,=x, donc P(X)=a(X—x,)] .

Preuve : une fagon de procéder (ce n'est pas la plus élégante ) est de partir des expressions :

_—b—VK _—b+JA . .
xl—T, X,= 4 . On obtient alors :
—bh—VK —b+ VK
— _ 2 —\2
a)(+i+*/—A X+£—“/—A =a X+i _[JA
2a 2a 2a 2a 2a 2a
2 2 2
a| X+ 2 x+ b—z—% —a| X+ 2 x4 b—z—b —éiac
a 4a° 4a a 4a 4a
ol X+ 2 x4+ £)=aX2+bX+ c=P(X).
a a
Exemple : 3X°+ 4X—7:3(X—1)(X—%)( =(X—1)(3X~7) sil'on préfere ).

Propriété 5:Si A<0, P(X) ne se factorise pas dans IR[X] , mais il se factorise dans C[X ]
de sorte que P (X )= a(X —k)(X —7\) ,ou A et A sontles deux racines complexes conjuguées
(non réelles) de P (X)

Preuve : on raisonne par l'absurde et on suppose que P (X ) se factorise dans IR[X] en produit de
deux polynomes non constants : P (X )= A(X )B (X ) En considérant les degrés des polynomes dans ce
produit on obtient que 2=deg (4 )+ deg(B). Les polyndmes A et B n'étant pas constants leur degré
commun est un entier naturel non nuls : la seule possibilité serait deg (4 )=deg(B)=1 . Les polyndmes
A et B seraient donc des fonctions affines réelles non constantes on pourrait alors écrire
P(X)Z(mX+ p)(m "X+ p') avec m#0 et m#0 : clest absurde car _m_p serait une racine
réelle de P ce qui est impossible car A< 0 (voir V)2) du chapitre sur les nombres complexes).
—b—jvV=A —_ —b+ jV=A
2a 2a
0 0 2 . —\2
— —pH— f— — Db+ — —
i e s N
a a

b\ A b\ A b\ b’-4ac )
=] X+ — | ———|= X+ — | —— |= X+ — | —— |=aX X =P(X).
a(( +2a) 4a2) a(( +2a) 2ar) “\" 7 24 el DL (%)

Exemple : X+ 1=(X—j)(X+j).

On rappelle aussi que A= ce qui conduit a la relation :
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La propriété suivante est utile a connaitre :
Lo . =b : c
Propriété 6 : La somme des racines de P (X ) vaut ——, etle produit vaut —
a a
Preuve: Si x, et x, sont les racines (réelles ou pas) de P on a d'apres les propriétés 4 et 5 :

P(X)=a(X—xl)(X—x2) . En développant on obtient que
aX’+ bX+ c=aX’—a (x1+ xz)X + ax,x,. Paridentification entre les deux polynomes (propriété 1)

: . b c
on obtient b=—a(x1+ xz) et c=ax,x, cequidonne (x1+ x2)=—— et x, x,=—.
a a

. A . : 2
Exemple : résoudre « de téte » I'équation m X '+ X —m—1=0 avec m#0 .
On remarque que 1 est une racine évidente. Pour trouver la deuxi¢éme racine X, le produit des racines

c m+ 1 m+ 1
donne 1.x,=—=-— donc x,=-—
a

. Sinon, on peut voir aussi que la somme des racines vaut

—b 1 1 . .
1+ x,=—=—— donc x,=—1—— ce qui donne le méme résultat écrit autrement.
a m m

La propriété suivante nous sera utile pour simplifier de nombreux calculs qui se présenteront par la suite :
Propriété 7 : VYAEC, (X—L)(X—A)=X’—2Re(A) X+ AP
Preuve : On développe : (X —A)(X —A)=X"—(A+ L)X+ A . A=X"—2Re(A) X+ NP

Exemple : (_X—l—j\/S_)(X—l+ j\/g):X2—2X+6 en ayant noté auparavant que
Re(1+ jV5)=1 et IAI’=6.

IV) Factorisation d'un polynéme en polynémes irréductibles

IV.1) Quelques résultats généraux

Le Théoréme suivant traduit le fait que I'ensemble des nombres complexes est un corps algébriquement clos,
c'est a dire que toutes les équations polynomiales de degré non nul possédent au moins une solution.

Théoréme 1 (de d'Alembert-Gauss) Soit PEC[X] avec deg (P)Z I (c'est a dire P n'est pas un
polynome constant). Alors P admet au moins une racine complexe.

Preuve : Je n'en connais pas qui n'utilise pas de notions d'analyse largement hors programme, méme si la
simplicité apparente de 1'énoncé pourrait laisser penser a tort que ce résultat est facile a démontrer

Remarques :
(i) on a déja démontré ce théoreme dans le chapitre 1 pour les cas particuliers suivants :
P est un polynéme du second degré
P(X)=X"—a avec acC
(i1) nous verrons que le nombre de solution est fini.

Propriété 8 : Soit PEIR[X] .Alors,si A estune racine complexe de P, alors A est aussi une racine
de P.
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Remarque_: le fait que les coefficients soient réels est fondamental pour que cette propriété marche. Retenir
l'idée de cette propriété : les racines non réelles vont toujours deux par deux.

Preuve : Posons P (X)=a,X"+a, X" '+...a; X+a, avec a,€R.
Alors P(N)=a,A'+a, N '+ .4+ a,

__ A7 =1 A, — —=
=g, \N'+a,_ N +..ah+a, cr a€R=a=aq,

e ol e o
=a,N'+a, N +..a, A a, acausedelaformule zz'=zz'

= \ -
=a,N'+a, [N +..a A a, acausedelaformule Z+z'=z+z'

=P(\)=0=0.

Exemple : dans le cas d'un polynome du second degré a coefficients réels, on a vu au chapitre 1 que les
racines étaient conjuguées dans le cas A< 0 .

La propriété suivante est celle qui va nous permettre de factoriser un polynéme :
Propriété 9 : Soit PEC[X | et soit a une racine de P. Alors le polynome X —a divise P(X).

Preuve : On considére la division euclidienne de P(X) par X—a :
P(X)=(X—a)O(X)+ R(X) avec deg(R(X))<deg(X—a)=1.
Cela signific que deg(R(X))€{—0,;0] donc R(X) estun polynome constant .
Ensuite, on remplace X par a dans I'égalité P (X )=(X—a)Q(X )+ R(X) pour obtenir
P(a)=R(a) donc R(a)=0 car aestune racine de P. Le polyndme R(X) est donc une fonction

constante qui s’annule pour X =a elle est donc identiquement nulle. Il vient alors que R (X ) =0 cequi
dome P(X)=(X—-a)O(X). Donc X—a divise P(X).

Exemple: VnelN', X—1 divise X"—1.

IV.2) Factorisation d'un polynéme complexe.

Grace aux résultats du 1), on prouve le premier résultat :

Théoréme 2 (de factorisation dans C[X] ):

Soit P€C[X] unpolyndme non constant avec P (X)Z a, X"+ a,_, X" a, X+a, et
a,#0.

Alors, le polynome P peut se factoriser de facon unique dans C[X] sous la forme :
P(X)Zan(X—xl)k‘ (X—xz)k2 ..... (X—xp)k” ou a, estlecoefficient du terme de plus haut degré,

X, X, ..., X, sontles différentes racines de P, et k, k, ....,k, sont des entiers naturels non nuls.

p

Preuve : Il s'agit ici d'un raisonnement par récurrence.
Soit # un entier naturel non nul et considérons la propriété (Pn ): tout polynome

P(X)=a,X"+a, \ X" '+..a; X+a,
de degré n se factorise sous la forme
P(X)Zan(X—xl)k‘(X—xz)kz ..... (X—xp)k“

Qs . ) 4y
La propriété (P,) est vraie avec x,=—— et k,=1. car P(X)=qa,|X+—
a
Soit n>1 telque (P,) soitvraie. Considérons PE€C[X] dedegrén+1 .

Puisque P estun polyndome non constant , il admet au moins une racine o€C. D'aprés la propriété 9,
X—o divise P ce quisignifie que P(X) peut s'écrire sous la forme P (X)=(X—a)0(X)
avec deg (Q)Zdeg (P )— I1=n. L'hypothése de récurrence appliquéea @ (qui a le méme coefficient
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du terme de plus haut degré que P ) montre que P peut se factoriser sous la forme
— k, k, k,
P(X)=a,(X—a).(X—x )" (X =x,)"..(X—x,)
ou X, X,..,x, sontlesdifférentes racines de Q. La propriéte (Pn+ 1) est donc vraie.
Le principe de récurrence prouve donc la propriété (P n) pour tout entier naturel non nul.

Il reste a voir que les nombres complexes X, X, ..., X , sont les racines de P (X ) , car pour tout nombre

p
complexe z, on a I'équivalence :
P(Z)ZO@an(z—xl)k‘(z—xz)k2 ..... (z—xp)k”ZOQEli tq z=x;.

Cela prouve l'unicité des nombres x; (a une permutation de ces nombres pres).

Remarquons qu'a ce stade de la preuve, on a déja démontré qu'un polyndme non nul admet un nombre fini de
racines.

Il reste & prouver l'unicité des k; . Supposons que I'on ait I'égalité entre polyndomes :
(X—xl)k‘(X—xz)kz ..... (X—xp)k”=(X—x1)k"(X—xz)krz ..... (X—xp)k'”
avec, par exemple, &k >k’
On aurait alors :
Vz;txl’ (z—xl)k‘fk"(z—xz)kz ..... (z—xp)k’:(z—xz)kyz ..... (z—xp)k"’.
Ainsi, le polynome (X—xl)k'_k/i(X—xz)kz ..... (X—xp)k”—(X—xz)k'z ..... (X—xp)k'” aurait une infinité
de racines (tous les nombres complexes différents de  x, ), donc il serait identiquement nul. En

'

considérant alors X =x,, on obtiendrait 0=(x, —x2)k'2 ..... (x,—x p)k ’ ce qui n'est pas possible car
Vi=2, x,#x, .Celaprouve l'unicité et achéve la preuve du Théoréme?2.

Remarque : Cela montre qu'un polynéme P€EC[X | non nul admet un nombre fini de racines distinctes
et que ce nombre est inférieur ou égal au degré de P . On en déduit facilement le :

. 3
Exemple : factorisation de X"+ 8
o A . N 7 3 . N
La recherche des racines de ce polyndme revient a résoudre z + 8 =0 , ce qui donne, avec les techniques
. U - IO

' jx
vues au chapitre 1, trois solutions qui sont z,=—2, z,=2e et z;=2e °.
LT e
3

Onadonc X'+ 8=(X+ 2)()(—26_'1 )(X—Zejg).
Corollaire : Si P et Q sont deux polynomes tels que I'égalité P (Z)Z 0 ( z) soit vraie pour une infinité de
nombres complexes z, alors P=Q

Exemple:Si PEC[X] et Q€C[X] sonttelsque Y:€R, P(t)=0Q(t), alors P=0.

Définition 2 : Dans le théoréme 2, l'entier &, est appelé ordre de multiplicité de la racine x;. Si

1 1

k=1 onditque x; estracinesimple de P, sinon, X, seraappelée racine multiple de P.

1

On peut aussi dire , par unicité de la décomposition données dans le Théoréme 2 que x est racine de P
dordre k si (X—x)' divise P(X) mais (X—x)""' nedivisepas P(X)

Exemple: P(X)=(X+1)(X—4)(X’+1) ,—1 estracine simple, 4 est racine triple et =+ j
sont racines doubles.

Cette notion d'ordre de multiplicité est trés importante car elle intervient fréquemment dans les questions de
factorisation de polyndme :
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Propriété 10 : Soit PeC[X ] keN" et zeC. Test équivalent de dire :
(i) Lenombre z estune racine d'ordre k de P (X)

(i) Le polynome P (X) peut s'écrire sous la forme P (X )=(X—z) Q(X) avec Q(z)#O0.
(iii) Le polynome (X —z)k divise P(X) mais (X —Z)kJ'1 ne divise pas P (X)

(*) Preuve : pour montrer ces équivalences, on utilise la méthode de I'implication circulaire, c'est a dire que
l'on montre que ()= (ii)=(iii)=(i).

(i)=(ii) Sil'on considére la factorisation de P (X ) donnée par le Théoréme 2 (en posant X,=z)
P(X)=a,(X—z)"(X—x,)% . (X=x )",
on a la factorisation voulue avec  Q(X)=a, (X —)cz)k2 ..... (X—x p)k” et donc

0(z)=a, (Z—xz)kz ..... (Z—xp)k”#O , lesnombres x; obtenus dans le Théoréeme 2 étant tous deux a
deux distincts.

(ii)=(iii) Puisque P(X)=(X—z)'Q(X) .lepolynéme (X—z)° divise P(X) .En
effectuant une division euclidienne de Q(X) par X —z on obtient
O(X)=A4(X).(X—z)+ O(z) pouruncertain A€C[X] ,dou
P(X)=(X—z)""4(X)+O(z).(X—z) .Puisque Q(z)#0, ona deg(Q(z).(X—z)k)Zk
donc Q(z).(X—z) estlereste de la division euclidienne de P (X) par (X—z)™'. Cereste
étant non nul, le polyndme (X —z)k+1 ne divise pas P(X )

(iti)=(i) Sil'on considére la factorisation de P (X ) donnée par le Théoréme 2 (en posant x,=2z)

P(X)= an()(—z)k‘()(—xz)kz ..... (X—xp)k” , on doit montrer que k=k,.
Puisque le polynome (X —z)* divise P(X) ,onpeutécric P(X)=(X—z)'Q(X) pourun
certain polyndme Q(X ). Onanécessairement Q(z)#0, sinon X—z diviserait O(X) et alors
on déduirait de I' égalité P(X)=(X—z)'Q(X) que (X—z)*' divise P(X) ,cequin'est pas.
On a donc I'égalité polynomiale : P(X)Zan(X—Z)kl(X—xz)kz ..... (X—xp)kPZ(X—Z)kQ (X). En
considérant la décomposition en polyndmes irréductibles de Q(X )

o(X)=a(X-y, )l‘ ..... (X—xq)l" , on peut affirmer que chaque  y, est différent de z car Q(z)#0,
et on obtient alors les deux décompositions de P (X ) ci-dessous :

P(X)=a,(X—2)"(X—x,)" . (X=x,)r=a(X—2) (X—p ). (X =x, ).
Par unicité de la décomposition donnée dans le Théoreme 2, et en se souvenant que chaque y, est
différent de z, on obtient que k=k,.

IV.3) Factorisation d'un polynéme réel.

Un polyndme a coefficients réels est un polyndme a coefficients complexes particulier . Ainsi, tout ce qui a
été dit dans le paragraphe précédent peut s'appliquer, mais on peut préciser certaines choses sur la
factorisation de ce polynome. En particulier, voici un raffinement de la propriété 8 :

Propriété 11 Soit PER[X] et AEC une racine de P d'ordre k. Alors AEC est une racine de P
d'ordre £.

Preuve : Si AEIR, A=A donc il n'yarien a prouver.
Sinon, A et A sont deux racines différentes qui interviennent dans la décomposition donnée par le
Théoréme 2, ce qui permet d'écrire que P (X )= (X—)x)k' (X—X)I”Q(X), avec :

k, et k, les ordres des racines A et A respectivement
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Q€C[X]| quinadmetni A ni A comme racine.
On raisonne par l'absurde et on suppose que & ,#k,. Sans perte de généralité, on peut supposer que

k,>k,. Onaalors:
P(X)=(X=0)"(X=0)"(x =00 (X)=((x 1) (X)) (x -1)""0(X)
P(X)=(X2—2Re(k)X+ A Iz)kz(X—K)k‘_sz(X) (voir propriété 7).
Le polynome (X —2Re(h) X+ |7x|2)k2 est & coefficients réels et divise P (X ) qui est & coefficients
réels. Le quotient (X —X)k‘_sz (X) estdonc aussi a coefficients réels. Or ce quotient s'annule pour

X =\ mais paspour X=A car (X—X)k'_kz;éO et O(A)#0 ce qui est en contradiction avec la
propriété 8. Donc  k,=k,.

Théoréme 3 (de factorisation dans R[ X] ):
Soit P€IR[X] unpolyndme non constantavec P(X)=a, X"+ a, X" '+...a, X+a, et
a,#0.
Alors, le polyndme P peut se factoriser de facon unique dans IR[X] sous la forme d'un produit de
polyndmes réels d'une des deux formes suivantes :
(i) (X—a)' avec a€R et k€N

() P(X )k ou P(X) estunpolyndme réel normalisé du second degré avec A<O0 et
keN

Preuve : On part de la décomposition dans C[X | P(X)Za”(X—xl)kl(X—xz)kz ..... (X—xp)k” .

k
Prenons un facteur (X —x,)". Ona deux cas :

soit x,ER
soit xR :ilexistedonc j#i telque x,=X, (propriété 8) et la propriété 11 dit que
k=k..
i J

on regroupe alors les deux facteurs (X —x [)k" et (X—x /)k’ pour obtenir

(X—xl.)k".(X—xj)k":(X—xl.)k’.(X _)k':(X2—2Re(xi) X+ ‘xi |2)k' qui est bien un

_xl g
polynéme de la forme Q(X )k ou QO(X ) est un polyndme réel normalisé du second

degré avec A<0 et k€N
En procédant ainsi jusqu'a épuisement des facteurs, on obtient le résultat du Théoréme3.

Exemple: Si P (X)=X"+8 onavuqu'il se factorise dans C[X] sous la forme

- jl
X'+ 8=(X+2)(X—2e 3)(X—2e 3). Pour obtenir la factorisation donnée par le Théoréme 3,
il faut regrouper les deux facteurs complexes conjugués :

P(X)=(x+2)(x=2¢ )X =26 )=(x+ 2)(x*~2Re 26”7 X+ h’T)
=(X+2)(X>=2X+4).

IV.4) Polyndémes irréductibles.

Les factorisations données par les théorémes 2 et 3 sont optimales, au sens ou aucun des facteurs intervenant
dans la décomposition ne peut étre factorisé€ a son tour :

Définition 3 : Un polyndome non constant de  C[.X'] qui ne peut étre factorisé dans C[X ] en
polyndmes non constants de degré strictement inférieurs est dit irréductible dans C[X ] . Définition
similaire avec IR[ X]

Les théorémes 2 et 3 permettent donc d'obtenir la
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Propriété 12: Les polynomes irréductibles de €[ X' | sont les polynomes de degré 1.
Les polynomes irréductibles de  IR[ X] sont les polynomes de degré 1 et les
polyndmes du second degré avec A<0.

Remarque : il est assez remarquable que la caractérisation des polynomes irréductibles de  C[X] et de

IR[ X] soit aussi simple : en effet si I'on prend I'exemple de Q[ X | , I'ensemble des polynomes &
coefficients rationnels, il existe énormément de polynomes irréductibles, et leur classification est trés
complexe. Il en existe ainsi de degré aussi grand que 1'on veut.

V) Racines simples et racines multiples.

A partir du Théoréme 2, on obtient la

Propriété 13 : Soit P€C[X ] un polyndme non constant. Alors, la somme des ordres de multiplicité des
racines de P est égal a  deg(P(X)).

Preuve : en conservant les notations du Théoréme 2, on a :
P(X)=a,(X—x ) (X—x,)%..(X=x, )",

d'ou par considération des degrés :

deg (P(X)=2 k.

Conséquence : Soit P€E€IR[X] un polynome de degré impair . Il posséde nécessairement une racine
réelle. En effet s'il ne possédait que des racines non réelles, pour chaque racine A d'ordre &, on aurait une
autre racine A d 'ordre &, donc la somme des ordres de multiplicité des racines de P est paire, ce qui
implique que le degré de P devrait étre pair.

Connaissant une racine d'un polynéme, il peut étre utile de connaitre son ordre de multiplicité sans avoir a
effectuer explicitement la décomposition en polynomes irréductibles . C'est I'objet du Théoréme 4 ci-dessous.
Avant, il nous faudra introduire la notion de polynéme dériveé :

Définition 4 Considérons P€C[X | un polynome de degré n€IN ayant pour expression :
P(X)=a,X"+a,, X" '+ ...a, X+a, , a,#0.

On définit le polynome dérivé de P, que I'onnote P’ , le polynome (de degré n—1 si n€ IN" et
—oo si n=0 ) défini par 'expression :
P'(X)na, X" '+ (n—1)a,_, X"+ ...a

En dérivant i fois le polyndme P, on obtient le polynome pY qui désignera la dérivée i—eme de P.

Remarques :
(i) Si i>n alors P estle polynoéme nul.
(i1) La notion de polynome dérivé est cohérente avec celle de fonction dérivée, c'est a dire que si
PeR[X] etsi fdésigne lafonctionde IR dans IR définie par I'expression
f(t)=P(t) alors fest dérivable de dérivée P '(¢) ,ou P’ aété défini ci-dessus. Cela
0=Pla)_p

revient a dire que pour tout réel ¢, lim
t>a
1eR

(iii) Remarquons néanmoins que la définition 4 donne un sensa P’ ( Z) pour tout nombre complexe z
non réel, ce que ne fait pas la théorie de la dérivation des fonctions de la variable réelle.

(voir chapitre sur la dérivation).

99



Nous en venons au role fondamental joué par les dérivées successives pour connaitre 1'ordre de multiplicité
d'une racine d'un polyndéme :

Théoréme 4 : Soit PEC[X] et a€C .Alors o estracine d'ordre ¢ de P si et seulement si
0=P(a)=P'(a)=...=P"V(a), et 0£P(a), on P désigneladérivée i—éme deP.

Ce Théoréme découle d'une formule trés importante, mais a la limite du cadre de ce cours, appelée formule
de Taylor pour les polynomes :

(*) Formule de Taylor: Etant donné un polynéme nonnul PEC[X] dedegré n€IN ,ona

k
VzeC, VaeC, P(z ZP ) o 0!=1 et Vk>1, k!Z1x2..Xk.

Exemple : pour tout polyndme de degré 2, le formule de Taylor donne :
VzeC, VaeC, P(z)=P(a)+ P'(a)(z—a)+ %P”(a)(z—a)z'

, . . s 2
Vérifions la directement dans ce cas. Ecrivons P (z)=mz°+ pz+¢g. Onaalors:

VzeC, VaeC,
Pla)+ P'(a)(z—a)+ %P ""(a)(z—a)=ma’+ pa+ g+ (2am+ p)(z—a)+ m(z—a)
=ma’+ pa+ g+2amz—2 a’m+ pz—a p+ mz —2amz+ma’
=mz+ pz+q=P(z)
Pour démontrer la formule de Taylor nous allons procéder par un raisonnement par récurrence, en s'attaquant

d'abord a un cas particulier : z €eR, acR.

(*) Preuve de la Formule de Taylor:

Etapel :casou z€R, a€lR.
On considére pour n€IN, 1la propriété (Pn) : pour tout polynébme P€C[X | dedegré nelN |

k
ona VzelR, VaeR, P z pv a ) . Nous allons effectuer un raisonnement par

récurrence.

La propriété (P 0) correspond a ce que pour tout polynéme constant, on ait
VzeC, YaeC, P(z)=P(a) ,

ce qui est évident.

Soit n€IN tel que la propriété (Pn) soit vraie. Considérons P€C[X ]| dedegré n+1. Soit
a€lR fixé. Considérons la fonction f:IR > C définie par l'expression

n+ 1 k
Z p ) . Remarquons que f (a)=0 , que f'est dérivable et sa dérivée vaut :
n+ 1 )k— n+ 1 k—1
(t—a) k 1
P 7— PY(q)—""— ennotantque -—=
£ Z k' = (k—1)! T T (k=1
pour k=1
On réécrit cette dernicre égalité de la fagon suivante :
k
VielR, f'( z P k+1 T) enremplagant k& par k—1 dansla sommation.

Or, P' estdedegréneton peut lui appliquer la propriété (Pn) ce quidonne V:elR, f ’(t)z

en remarquant que plrtl= (P ')(k). La fonction fest donc constante sur IR d'ou
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n+ 1 )k

VielR, f(t)=f(a)=0 .Celaprouveque V:¢€R, VaclR, P(t ZP

ce qui

prouve que (Pn+ 1) est vraie. Le principe de récurrence prouve donc la formule de Taylor dans le cas ou

zeR, a€lR.

Etape2 : casou z€C, a€C.
Fixons pour le moment a€IR. Considérons PeC[X] dedegré n€IN et O le polynome défini

n X— k
par Q(X):P(X)_z P(k)(a)(k—'a) .D'aprés I'étape 1, Vr€IR, O(t)=0 :le corollaire
k=0 :
du Théoréme 2 implique donc que Q est le polynéme nul, c'est a dire que

k
(1) : YaeR, VzeC, P(z ZP )

Maintenant, fixons un nombre ZGC. L'egallte (1) montre que le polynome
(z—X )
=2 PP (i)

est nul sur |R donc, toujours par le corollaire du Théoréme 2, on conclut que 7 est le polyndme nul, c'est

n k
adire que VaeC, Z pw ( a) (Zk—?) =P (Z) . Cela étant vrai pour tout nombre complexe z, on en

déduit la formule de Taylor.

(*) Preuve du Théoréme 4 : Soit PEC[X] et a€C uneracinede P Onadonc P (a)=0.
Soit  g=Min/{i€N\ P"(a)#0} .Puisque P(OL)ZO, ona ¢>1. Onadonc
OZP(OL)—P'(OL)Z....ZP((F”(OL), et 07&P ( ) D'apréslaformuledeTaylor ona

k—q
V:zeC, P(z ZP k' of _ = ZP k—') puisque
Vk<q, P )(OL)—O ,cequlslgmﬁeque P(X)—(X a)! Q(X) ouQestlepolynomedéﬁnipar:

x)=3, PH(a) X

k!

_P(q)((l)

Remarquons que Q (Ot) = ' #0 par définition de ¢. La propriété 10 permet de dire que g est l'ordre
q!

de multiplicité de la racine ..

Exemple: P(X)=X'-4X+3 Ona P'(X)=4X’-4 et P''(X)=12X" .Onadonc
P(1)=P'(1)=0 et P''(1)=12#0. Cela suffit pour dire que 1 est racine double de P (X ), ce qui

implique que P (X ) estdivisible par (X —1)° (etpaspar (X—1)> !).Une division euclidienne

permet d'achever la factorisation : P (X )=X*—4X+ 3=(X —1)*(X’+ 2X+3) .On obtient la

décomposition en polyndmes irréductibles de  IR[X] car le polyndme X+ 2X+ 3

aun A négatif.

Remarque : le fait que 1 soit racine multiple de P (X ) se traduit graphiquement par le fait que l'axe des

abscisses est tangent a la courbe représentative de la fonction X = P(X ) au point X=1 :
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VI) Exercices

Exercice 1. Factoriser les polyndmes suivants en polynomes irréductibles de IR[ X | .

1) P(X)=X’+144

2)  P(X)=5X"+11X-16

3) P(X)=5X'+11X"-16

4) P(X)=X*'+4X+9 (onécrira P(X)=(X*+3)—(...) )
5 P(X)=Xx‘+1

6) P(X )=2X3—7X2+ 2X+ 3 (onremarquera que 1 est racine )

7 (X)=X%+19X’-216

Exercice 2
Effectuer les divisions euclidiennes de P (X) par Q(X) dans les cas suivants :

1) P(X)=X"+ jX+2+j, 0O(X)=X-2j
2) P(X)=X-X'+5X'+2X’—4X+7, O(X)=X"+X+1

3) Démontrer que 2016 X**'"—2017. X"+ 1 est divisible par (X— 1)2 .

Exercice 3.
Soit P (X)=3X"—5X"+ 24X —40X’+ 48X —80

1) Montrer que 2j est racine double de P (X ).
2) En déduire la factorisation en polyndmes irréductibles de P (X ).

Exercice 4.
Soit P (X )= X —9X?>—21X+ 245 . Factoriser le polynéme sachant qu'il posséde une racine double.

Exercice 5.
Soit P(X)= 2X’—13X?+ 17X—10 . Le but de cet exercice est de factoriser ce polynome sachant qu'il
admet une racine complexe non réelle de module 1.

Soit z,=¢’’ une racine non réelle de module 1 de P (X).
1) Montrer que les autres racines de P (X ) sont z, =/’ et Z,=t, out estunnombre réel.
2) En déduire la factorisation de P (X) en polyndmes irréductibles de IR[ X ] a I'aide des réels ¢
et 0.
3) Déterminer lesréels ¢ et 0. En déduire la factorisationde P (X ) en polynomes
irréductibles de IR[ X ] .
Exercice 6.
Le but de cet exercice est de montrer par I'absurde que toutes les racines (réelles ou complexes) du
polynéome P (X)Z X*+ X7+ 2X—2 sont simples.

1. Calculer l'expressionde 4 P(X)—X P'(X).

2. On suppose par l'absurde qu'il existe z€C tel que z soit racine d'ordre supérieur ou égal a deux de
P(X).
a) Trouver a l'aide de la question 1. les deux valeurs possibles de z.
b) Conclure que z n'existe pas.
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Exercice 7.

Dans certaines applications, on cherche a vérifier que les racines d'un polynéme sont de module strictement
inférieur a 1 (probleme de stabilité de systémes numériques, voir chapitre sur la transformation en Z), alors
que l'on est souvent incapable de calculer explicitement ses racines.

Soit par exemple le polyndme P (X )= 3X 7+ %X + 1 . Le but de cet exercice est de prouver que les

racines (réelles ou pas) sont de module strictement inférieur a 1.

1. Ondéfinitsur IR la fonction f par l'expression f (¢)=P (t)=3t3+ %H 1

a) Montrer que f'est strictement croissante.

. . 1
b) En déduire que P (X ) ne possede qu'une seule racine réelle, #,, etque t,El-1; —5[
Prouver également que cette racine est simple.

2. Soit z=re’0 uneautreracinede P(X) ,avec O€]0,2x[
a) Exprimer toutes les racines de P (X ) . Justifier.
b) Exprimer la décomposition de P (X) en polyndmes irréductibles de  IR[ X | a l'aide de
ty,r et 0.
il §

c) En déduire la relation #,.7 = 3

d) A l'aide de l'encadrement trouvé a la question 1.b, en déduire que 7<1. Conclure.

Exercice 8
Soit 7 un entier naturel non nul et ¢ un paramétre réel. Onpose P (X )=X"-2a X" '+4. On
considére la division euclidienne de P (X) par X’—1 P(X)ZQ(X)(XZ— 1)+ R(X)
1. Quelest ledegréde Q(X) 2
2. Montrer que R(X) estdelaforme R(X)=mX+ p.
3. Sans chercher l'expressionde R(X) ,calculer R(1) et R(—1)
4. En déduire l'expression de  R(X)
5. Le nombre 1 peut-il étre une racine multiple ?
Exercice 9 o
Soit a= o+ g/ 13 .

1° Trouver I'expression d'un polynome du second degré unitaire et a coefficients entiers dont a est
racine.Soit P (X ) le polyndme trouvé.

2°Soit  A(X)=3X"—2X"+11X’—9X -2
a) Effectuer la division euclidienne de A (X) par P(X) .

5+ 13
> .

b) En déduire un calcul trés simple de 4 (

Exercice 10
Soit ¢ un paramétre réel quelconque. On définit le polynome P (X ) par :

P(X)=X"+tX*+(1+ 1) X +2

1) Montrer que — 1 est racine de P (X)
2) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre ¢ le polyndme P (X ) n'admet-il que des racines réelles ?
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3) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre 7 le polynéme P (X ) admet-il une racine double? Effectuer
dans ce(s) cas la sa décomposition en polynémes irréductibles.

Exercice 11
Soit P(X)=X"*-X"-18X’-2X—40.

1) Montrer que P admet deux racines imaginaires purs et les déterminer.
2) En déduire la décomposition de P(X) en polyndmes irréductibles sur |R.

Exercice 12
Soit P(X)=aX'+bX+1

1) Trouver a et b pour que 1 soit une racine multiple de P (X )
2) Dans ce cas, trouver la décomposition de P (X) en polyndmes irréductibles sur |R.

Exercice 13
Soit P (X)=X3+ aX’+ aX+ 1 aveca un paramétre réel.

1) Trouver une racine évidente de P (X ).
2) A quelle condition sur « le polyndme P admet une racine double ? Une racine triple ?

Exercice 14 Factorisez les polynomes suivants en polynomes irréductibles de  IR[ X ].

1) P(X)=X’-3X-10
2) 0(X)=x"-1
3)  R(X)=X’-5X’+ 19X+ 25 (onremarqueraque R(—1)=0. )

Exercice 15
Soit P (X)=3X"+ X —9X’+3X+ 2

1) Montrer que 1 est racine double de P (X )
2) En déduire toutes les racines de P (X ).

Exercice 16 _ _
Trouver les racines de P (X )=X "+ (\/2—1 )Xz—(\/2+ 1) X—1 sachant qu'il posséde trois racines
réelles dont deux qui sont opposées (donc de somme nulle).

Quelques idées en vrac :

Il y a trois racines réelles a@,—a et b :onn'adonc que deux inconnues ...
Travailler sur la forme factorisée de P (X))

Pas la peine de chercher une racine évidente, il n'y en n 'a pas....

Exercice 17
Le but de cet exercice est de factoriser en polynomes irréductibles de  IR[ X | le polynome

P(X)=X *+7X’—16X—112 sachant qu'il possede trois racines réelles dont deux qui sont opposées
(donc de somme nulle).
Onnotedonc a,—a et b lestrois racines réelles de P (X ) , avec — a et a les deux racines
supposées opposées.
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1) Ecrire a l'aide de a etde b la décomposition de P (X) en polynomes irréductibles de IR[ X ].
2) Endéduire que P(X)=X—-bX’—a’X+a’b.
3) En déduire les racinesde P (X ) ainsi que sa décomposition en polyndmes irréductibles de
R[X ].
Exercice 18
Soit P(X)=5X"-22X°+33X-10

1) Montrer que 2+ estune racine de P.

2) Par quel argument simple peut-on affirmer, sans aucun calcul, que 2— est aussi racine de P ?
3) En déduire une factorisation de P en polyndmes irréductibles de  IR[ X |.

4) Le polyndme P admet-il une autre racine que 2 +j et 2 —j ? Si oui la trouver explicitement.

Exercice 19
Soit a un réel strictement positif. On définit le polyndme P par

P(X)=X"-(2-3a)X*—(6a—1)X+3a.

1) a) Donner l'expressionde P '(X) aTlaide du paramétre a.
b) En déduire que 1 est racine double de P, quel que soit le paramétre a.
2) On suppose qu'il existe une autre racine de P différente de 1. Soit o cette autre racine.

a) Recopier et compléter par un polynome : P (X )=(X—0)............
b) En affectant & X la valeur 0, en déduire I'expressionde o en fonction de a .

Exercice 20. Soit P un polynéme admettant comme expression P (X )= (2X2+ 1)2—()( + 16)2
Décomposer P en produit de polyndmes irréductibles de  IR[ X |.

Exercice 21. Soit PE€IR[X] de degré supérieur ou égal a 2. On pose alors
O(X)=P(X)-(Xx-1)P'(1)=P(1). Montrerque (X—1) divise Q(X). En déduire
I'expression du reste de la division euclidienne de P (X )=X"""* par (X—1)

Exercice 22.
Soit P (X)=(X’—2X+3)+(X—1)

1) Dans cette question, on veut montrer par I'absurde que P n'a pas de racines réelles.
Supposons donc que t€IR esttel que P (¢)=0.

a) Montrer alors que nécessairement ¢=1.

b) Conclure.

2) Rappeler la formule de factorisation dans C de A+ B*. En déduire une factorisation de
P(X) dans C[ X].

3) Trouver alors les racines complexes de P (X )

4) Déduire de la question précédente la factorisation de P (X ) en polyndmes irréductibles de  IR[ X].
Exercice 23

Soit a,b et ¢ trois nombres complexes avec a#0. . On considére 1'équation d'inconnue z€C

(E )  az’+ bz+ c¢=0 .Lebut de cet exercice est de savoir pour quelles valeurs de a, betde ¢ cette
équation admet deux solutions chacune de module égale a 1.
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Supposons que  z, et z, soient deux solutions de module 1 de (E )

2 z, z
1) En travaillant sur la somme et le produit des racines de (E), montrer que 4b = 1 (—1+ =2 )+ %

z z

2) a) Montrer que L et =2 sont deux nombres complexes de module 1 et conjugués.
23 Zy
2
b) Déduire des questions précédentes que ~ —— est un réel appartenant a l'intervalle [0, 1] et
ac
awe le|=lal - 2
Réciproquement, on suppose que  |c|=|a| et que =t€[0,1] .On vaprouver que la ou les deux
ac

solutions de I'équation (E) : a Z’+ bz+ ¢=0 sont deux nombres complexes de module 1.
Soit, dans ces conditions, z une solution de (E).

3) Montrer que si =1, (E) posséde une unique solution de module 1.
2

b” _ .
2 C—te[o,l[

4) On suppose que

a) Montrer que (E) poss¢de deux solutions différentes z, et z, , non nulles.
z z

b) Montrer que L et =% sont racines du polyndme X+ (2—4t)X +1
Zy Z

c¢) En déduire que 2z, et z, sont de module 1.
Exercice 24

On considére le polynome P (X )=X ’—6. Etantdonné z€C, ondira que z est un point fixe pour
P(X) si P(z)=z.

De méme, étant donnés z, et z,€C, ondiraque {z,;z,] estune paire fixe pour P (X ) si
z,=P(z,) et z,=P(z,) avec z,#z,.

Enfin, étant donnés  z,, z, et z,€C, ondiraque (z,;z,,2z;} estun tripletfixe pour P(X) si
z,=P(z,), z;= P(zz) et ZIIP(Z3) avec Zz,,z, et z; deux a deux distincts.

1) Montrer qu'il n'existe que deux points fixes pour P (X ) que l'on appellera x, et x,. Calculer la
valeurde x, et x,.

2) a) Vérifier que X, et x, sontracinesde P(P(X))—X

b) Soit z€C. Montrer que z appartient a une paire fixe pour P (X ) si et seulement si z est une racine
de P(P(X))—X différentede x, et x,.

¢) Calculer l'expression développée de P (P (X ))— X et, al'aide de la question a), factoriser ce
polynéme en produit de polynomes irréductibles de  IR[ X |.

d) En déduire qu'il n'existe qu'une seule paire fixe pour P (X ) et déterminer la valeur exacte des deux
¢éléments qui la composent.

3) Dans cette question, et dans cette question seulement, on considére le polynéme P, (X ): X’+3X.

En adaptant la démarche utilisée dans les questions précédentes a ce polynome, démontrer qu'il n'existe pas
de paire fixe pour P, (X ), nidans IR, nidans C.
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4)a) Vérifierque P(P(P(X)))—X est factorisable par P (X )—X. (on n'essaiera pas de calculer
l'expression développée de P(P(P(X)))—X 1)

b) Soit z€C. Montrer que z appartient a un triplet fixe pour P (X ) si et seulement si z est une racine
de P(P(P(X)))—X différentede x, et x,.

Soit Q(X) lequotientde P(P(P(X)))—X par P(X)—X, desortequel'on écrira dans la suite
de l'exercice P (P(P(X)))-X=(P(X)-X)0(X)

5)a) Vérifier que la dérivée du polyndéme P (P(P(X))) est égale a
P'(X).P'(P(X)).P'(P(P(X))).

b) En déduire que X, et x, sont racines simples de P (P (P(X)))—X et qu'ils ne sont pas racines de
0(X)

¢) En déduire I'existence (d'au moins) un triplet fixe par P (X )

6) On rappelle l'inégalité dite triangulaire :  Yu€C ,YveC, |u+v|<[ul+|v].
P(z)|=6—)z[ et V:zeC,

P(z)|=|]zf-6.

. 1 . .
b) En déduire que pour tout nombre complexe z tel que |Z|S§ on a les inégalités :

PEIZ, PP et |P(P(P(2) 2.

a) Montrer qu'on a les inégalités : Vz€C,

. . . 1
¢) En déduire que tout élément d'un triplet fixe est de module strictement plus grand que 5

7 ) Déduire du 6) que les racines de Q sont simples. Combien existe-t-il de triplets fixes pour P?

8) a) Prouver que Q posséde au moins une racine réelle (on pourra considérer le nombre  Q (0) L)
b) Déduire de la question précédente que les deux triplets fixes pour P sont constitués de nombres réels.

9) On revient au polyndme P, (X )= X’+3X. En adaptant la démarche utilisée dans les questions
précédentes a ce polyndme, démontrer qu'il existe au moins un triplet fixe pour P, (X )

Exercice 25
L'objet de cet exercice est de trouver toutes les valeurs du réel ¢ pour lesquelles le polyndme

P,(X ) =X’+¢X—t atoutes ses racines de module strictement inférieur a 1.

1) En travaillant sur le produit des racines, vérifier que nécessairement, si toutes les racines de
P,(X) sont de modules strictement inférieurs & 1, alors ¢€]—1;1]

2) Montrer quesi t>0 ,alors P ,(X ) n'admet qu'une seule racine réelle, qu'elle est simple et est
dans l'intervalle  ]O,;1[. Onnotera 0O(f) cette racine.

3) On suppose dans cette question que ¢€]—1,0].
a) En étudiant les variations de P t(X ) , montrer que ce polyndme admet une unique racine

réelle, qu'elle est simple et est dans l'intervalle ]—oo;—\/ ?t [.  Onnotera G(t) cette racine.

b) Déterminer pour quelles valeurs de 7 on a |6 (t) |< 1 (on pourra considérer P, (— l) )

4) a) Justifier, pour t€]—1;1[ avec ¢#0, l'existence de deux racines complexes non réelles et
conjuguées pour Pt(X) .Onlesnotera A(z) et A (t)

b) Prouver que l'ona  V¢€]—1;0[U]0,1[, t=|n(¢)F—0(¢)=\(2)]6(¢)
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5)

6)

7)

Déduire du 4)b) que  Vr€]—1,;0[, |A(¢)|<[6(¢)] . Quelles sont alors les valeurs de
t€]—1,0[ pour lesquelles toutes les racines de P t( X ) sont de module strictement inférieur a
1?

On suppose dans cette question que #€]0,;1[ .Soit h>0.

a) Montrer que P, (0(¢+ h))Zh(l—G (t+ h))> 0 .

b) En déduire que  0(¢)< 0(z+ ) . Que peut on en déduire pour la fonction ¢ = 0(¢)?
c¢) A l'aide du 4) b), en déduire que la fonction = |7» (t) | est strictement croissante sur |0, 1[ .
d) Dans cette question, on suppose que 7,0, 1[ est tel que |7»(t0) | =1. Alaide du 4)b),
prouver que [, est la solution strictement positive de I'équation £’+t=1 et trouver la valeur
exactede 7, .

e) Réciproquement, prouver que si  #=t¢,, alors |7x(l ) | =1. (On pourra factoriser P t(X )
par X—t,. )

Quelles sont les valeurs du réel ¢ pour lesquelles le polynome Pt(X ) a toutes ses racines de
modules strictement inférieurs a 1 ?

Exercice 26
Soit P (X )EIR[X | un polynéme unitaire et n'admettant aucune racine réelle. On suppose que

deg(P(X))=1.
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1y

2)

3)

4)

Que peut-on dire du degré de P (X ) ? Que peut-on dire de la décomposition de P (X ) en
produit de polyndmes irréductibles de IR[ X] .?

Dans cette question, on suppose que deg (P (X ))=2.

a) Montrer qu'il existe deux polynomes A(X)ER[X] et B(X )ER[X ] tels que

(
P(X)=(A(X)]+ [B(X)] et deg(4(X))=1, deg(B(X))=0
b) Montrer qu'il existe deux polynémes A(X JER[X ] et B(X )EIR tels que
P(X):(A(X))2+(B(X))2 et deg(A(X))=deg(B(X))=1 (onpourrachercher
(

A(X) etB(X) sous la forme A(X)Z\/iz_( —a) et B X)Z ( —B) ).
JER

| et B(X )EIR[X | trouvés dans les deux

questions précédentes dans le casou P (X )ZX + 4X+ 13.
Soient P (X)ER[X et P,(X)ER[X] tels qu'il existe des polynomes
A,(X)eR[X], 4,(X)eR[X], B, (X)eER[X]et B,(X)ER[ X]
tels que
PI(X):(AI(X)) + (Bl(X))z et P (X)_(Az(X)) + (Bz(X))
a) Vérifier que P, ( —‘( X)+ jB, X)) (AZ(X)+ sz(X)) |2 .
b) En déduire qu'il ex1ste deux polynomes A(X)eR[X] et B(X)ER[X] tels que
P, (X).Pz(X)=(A(X))2+ (B(X))2 . Exprimer les deux polyndmes A(X) et B(X) a
laidede A4,(X), 4,(X), B,(X) et B,(X).
a) Montrer par récurrence sur le degré de P (X ) qu'il existe deux polyndmes
A(X)eR[X] et B(X)ER[X] telsque P(X)=(A(X)/+(B(X)f
b) Démontrer que les polynémes A (X ) et B (X ) n'ont pas de racines réelles en commun.
¢) Prouver que si les racines complexes de P (X) sont toutes simples, alors  A(X ) et B(X)
n'ont pas de racines en commun.

c¢) Donner I'expression des polynomes (

2 2 2



Exercice 27

Pour I'¢tude de la stabilité des systémes que 1'on rencontre en automatique, on est amené a se poser la
question suivante : étant donné un polynéme P (X )ER[X] , unitaire et de degré supérieur ou égal a 1,
montrer que toutes ses racines ont une partie réelle strictement négative (c'est a dire que ses racines sont soit
des réels strictement négatifs, soit des nombres complexes de partie réelle strictement négative).

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
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Dans cette question, on suppose que deg(P(X))=1, cestadireque P(X)=X+a avec
ac€R.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que toutes les racines de P (X ) aient

une partie réelle strictement négative .

Dans cette question, on suppose que  deg (P(X)) =2, c'estadire que P(X)=X2+ aX+b
avec a€lR et heER.

a) Rappeler I'expression de la somme et du produit des racines de P (X ) en fonction de a et de
b.

b) Démontrer que les racines de P (X ) ont une partie réelle strictement négative si, et seulement
si, a>0 et b>0. (on pourra raisonner par disjonction des cas, selon que A £q’—4b est
négatif ou positif ou nul).

Montrer que dans le cas général, si un polynome P (X )GlR[X | , unitaire et de degré supérieur
ou égal a 1, a toutes ses racines de partie réelle strictement négative, alors nécessairement, tous ses
coefficients sont strictement positifs (on pourra considérer la décomposition de P (X ) en produit
de polyndmes irréductibles de  IR[X] ).

Dans cette question, on considére un polynéme de la forme P (X )=(X X+ a)(X+2) ou
a€lR.

a) Pour quelles valeurs de o la forme développée de P (X ) ne présente-t-elle que des

coefficients strictement positifs ?

b) En déduire que la réciproque de la propriété établie a la question 3) est fausse.

A partir de maintenant, on suppose que  deg (P (X )) =3 c'est a dire que
P(X)=X+aX’+ bX+c avec a,bER et ceER.

Montrer qu'il existe trois réels 7 s et ¢ tels que P(X):(X2+ rX+s)(X+1¢)

Montrer que si toutes les racines de P (X ) ont une partie réelle strictement négative, alors
a>0, b>0, ¢c>0 et ab>c.

Réciproquement, on suppose que a>0, b> 0, ¢>0 et ab>c.
a) On se place dans le cas ou r’>4s.

(1) Quel est le sens de variations de la fonction ¢ = P( t) sur [0+ ?
(ii) Montrer que toutes les racines de P (X)) sont réelles et strictement négatives.

b) On se place maintenant dans le cas ou  r°< 4.

(i) Prouver que >0.
2
(ii) Vérifier que ab—c=r (t+ %r) —% A| oulonaposé A =1’ —4g.

(iii) En déduire que 7> 0  puis que toutes les racines de P (X ) ont une partie réelle
strictement négative.



8) Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de

P(X)=X’+aX’+ bX+ ¢ pourque toutes les racinesde P (X ) aient une partie réelle
strictement négative.

9) Application : pour quelles valeurs du réel ¢ le polynome P (X )ZX +3 X+ X+ ¢ atoutes ses
racines de partie réelle strictement négative ?

Exercice 28
Dans cet exercice, on souhaite trouver tous les couples (7 p) €Z’ tels que:

(E) : 20"+ 15 p’+ 11n p—5n—13p=24

Onfixe pEZ, eton considére le polyndme Q(X)=2X"+(11p—5) X+ 15p°—~13 p+k ou
k€Z est pour le moment quelconque.

1) Calculer A o lediscriminant de Q(X ) , en fonction des paramétres p et k. Montrer que pour
une certaine valeur de k que l'on précisera,ona A ,>0 et +A,EIN quelle que soit la valeur de
pPEZ.

On suppose dorénavant k fixé a la valeur trouvée a la question 1).

2) Factoriser alors Q(X ) en produit de polyndmes irréductibles montrer que I'équation (E) équivaut
a une équation de la forme (an+bp+c)(a'n+b'p+c')=26 ou a,b,c,a’,b’ etc’
sont six entiers relatifs a déterminer.

3) Si d,€Z etd,€Z, résoudre le systéme :
ax+ by+c=d,
a'x+b'y+c'=d,
en écrivant x et y a l'aide de  d, et d,, et vérifier que les solutions (x ; y) sont forcément des
entiers relatifs.

4) En remarquant qu'on peut écrire
26=(—26)x(—1)=—(13)x(=2)=(-2)x13=(—1)x(—26)
=1X26=2X13=13X2=26X1

résoudre (E) dans Z.

b

Exercice 29 (Principe du maximum) .

Soit P(X)=a, X"+ a, | X" '+ . .+a,eC[X] avec n>1 et a,#0. On fixe tout au long de cet

exerciceunréel R> 0. Le but de cet exercice est de montrer que la valeur prise par |P (z)| pour
|z|<R ne peut étre maximale que pour |z |=R . Autrement dit, il n'existe pas de nombre complexe
z, de module strictement inférieur a R tel que Vz€C, |z |<R=|P ( Z) |<‘P (ZO) | Autrement dit, le

maximum des valeurs prises par  |P (z) | pour |z|<R nepeut étre atteint que pour |z |=R

On raisonne par 1'absurde et nous supposons l'existence d'un nombre complexe 2z, de module strictement

inférieur a R tel que  Vz€C, |z|<KR=|P(z)[<|P(z,)|.

1) a) Montrer que P(ZO);ﬁO.
P(X)—P(z,)
P(z,)

n et d'un entier naturel non nul & tel que Q(X):(X—ZO)kA(X) et A(z,)#O0.

b) Posons Q(X ) = Justifier I'existence d'un polynéme AE€C[X | de degré inférieur &
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¢) Justifier l'existence dunréel 0 telque €7’ 4 (zo)= ‘A( zo)‘ ou k est I'entier introduit dans la question
précédente.

Plage e ) =lp(zy) Pl i Az o) |
|2

2) Montrer que VZ€ER,

3) En déduire que pour ¢ positif assez petit, on a |P (ZO+ t eje) |2> ‘P (ZO) . Conclure

4) Application : Trouver la valeur maximale de ‘zz— z—2 | pour |z|<1.

Exercice 30
Soit 7 un nombre entier supérieur ou égal & 1 et soit P (X )=X X+ 1.
1) Trouver l'expression des racines de P (X) pour n=1.
On suppose dorénavant que » est un entier supérieur ou €gal a 1 quelconque.
2) a) Montrer que la fonction définie sur IR par t=>P (t ) est strictement décroissante sur

1
(L)Zn] ’.+ OO]
2n

1
b) Vérifier que V:€R, P(t)>1— 1__1 A s
2n |\ 2n

¢) En déduire que P (X) n'a pas de racines réelles.

3) Prouver que toutes les racines de P (X ) sont simples.

4) Dans cette question, on suppose que #n est pair. Montrer que P (X ) possede des racines de
module strictement inférieur a 1 et des racines de module strictement supérieur a 1 (considérer

P(j) .

1
1 - . .
—00, (— -1 et strictement croissante sur

2n

Exercice 31
Soit P(X)=6X-X'-X'-X"—X-1

1) a) Montrer que toutes les racines de P (X ) sont de module strictement inférieur a 1.
b) Déterminer deux constantes 0<a<h<1 telles que pour toute racine zde P (X ) on ait:
a<|z|<b
2) a) Donner une expressionde (X—1)P(X).
b) Montrer que toutes les racines de P (X ) sont simples.
¢) Déterminer le nombre de racine(s) réelle(s) de P (X )

(*) Exercice 32

Soit (a,b,c) €R>a#0. On considére un polynome du second degré écrit sous la forme canonique
P(X)=a (X+ b)2+ c. Etantdonné z€C, on dira que z est un point fixe pour P (X) si
P (z)zz .

De méme, étant donnés  z, et z,€C, ondiraque {z,;z,] estune paire fixe pour P (X) si
z,=P(z,) et z,=P(z,) avec z #z,.

Enfin, étant donnés  z,, z, et z,€C, ondiraque {z,,z,,z;} estun triplet fixe pour P (X) si
z,=P(z,), z,=P(z,) et z;=P(z,) avec z,,z, et z, deux a deux distincts.

Dans ce cas, pour préciser la dépendance entre les  z;, le triplet fixe seranot¢  z, %z, z,( = zl)

L'objet de ce probleme est d'étudier l'existence de paire ou triplet fixe pour P (X )

1) Montrer qu'il existe toujours au moins un point fixe pour P (X ) . En préciser le nombre en fonction
des coefficients de P (X)
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2) Montrer que {Zl N Zz} est une paire fixe pour P (X) si et seulement si {a(b+ Zl);a (b+ 22)}
est une paire fixe pour le polynéme X +a ( c+ b)
Montrer que {z,, z,, 2z} estuntriplet fixe pour P(X) sietseulement si

la(b+ z,);a(b+ z,);a(b+z,)} estun triplet fixe pour. X +a(c+b)

On suppose a partir de maintenant que P (X )=X >+ ¢ pouruncertain f€R.

3) Trouver les paires et triplets fixes pour P (X ): X’

4) a) Montrer que le polynéme P (P(X))—P(X) estdivisible par P (X)—X .En déduire qu'il en est
demémede P(P(X))—-X

b) Soit Q(X) lequotientde P(P(X))—X par P(X)—X. Trouver une expression de

O(X) alaidedeaetdet.

5) Soit z€C. Montrer que z appartient a une paire fixe pour P (X ) si et seulement si z est une racine
de P(P(X))—X sansenétreunede P(X)—X .En déduire qu'il n'existe qu'au maximum une seule
paire fixe.

6) a) Supposons qu 'il n'existe pas de paire fixe pour P (X ) . Montrer alors que Q(X ) admet une

racine double et que f=—-—.

4

b) Réciproquement, prouver que si #=—— , alors il n'existe pas de paire fixe pour P (X )

4

c¢) Formuler alors une propriété de condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome de la forme

a (X+ b)2+ c avec (a,b,c)ER>a#0 admette une paire fixe.
d) Pour quelles valeurs de 7 cette paire fixe est-elle constituée de réels ?

7) Vérifier que P(P(P(X)))—X est factorisable par P (X)—X et que
P(P(P(X))-X=(P(X)-X)R(X) avec R(X)=(1+(0(X)-1).Q(P(X))]. Vérifier aussi
que  R(X)=X°+ X'+ (3t+ 1) X '+ (2t+ 1) X+ (367+ 3t+ 1) X7+ (14 1) X+ ¢ (¢+ 1)+ 1.

8)a) Soit zE€C. Montrer que z appartient a un triplet fixe pour P (X ) si et seulement siz est une
racine de  R(X) etn'estpasuneracinede P(X)—X

b) Vérifier que deux triplets fixes qui ne sont pas identiques a permutation pres n'ont aucun élément en
commun.

¢) Montrer qu'il n'existe qu'au maximum deux triplets fixes pour P (X )

9)a) Vérifier que la dérivée du polyndome P (P (P(X))) est égale a
P'(X).P'(P(X)).P'(P(P(X)).

b) En déduire quesi P(X)—X et R(X) ont(au moins) une racine commune dans € , alors c'est

une racine double de P (X )—X et ¢ est égale 4 une certaine valeur t, que l'on déterminera.

¢)Montrer que  P(X)—X et R(X) n'ontjamais de racine commune et en déduire I'existence (d'au
moins) un triplet fixe par P (X )

10) On suppose dans cette question que R(X ) admet (au moins) une racine non réelle z,. Soit
z,% 2z, z, letriplet fixepour P(X) correspondant.
a) Montrer que z,€R et z;&€R
b) Montrer qu'il n'existe pas dans le triplet {Zl S Zy 23} deux nombres complexes conjugués entre eux.
¢) En déduire I'existence d'exactement deux triplets fixes par P (X ) et qu'ils sont constitués uniquement
de nombres non réels. Que dire des racines de R(X ) ?
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11) On suppose dans cette question que toutes les racines de R(X ) sont réelles. En appliquant le
Théoréme des valeurs intermédiaires, prouver que P (X ) admet une paire fixe réelle et un point fixe
réel.Que peut-on alors dire de ¢ ?

12) On suppose dans cette question que toutes les racines de R (X ) sont réelles. Supposons que I'une

d'entre elle soit multiple.
a) Démontrer alors a l'aide du 5)a) qu'il existe deux autres racines de R (X ) qui sont aussi multiples.

Prouver qu'il n'existe alors qu'un seul triplet fixe pour P (X )
b) Montrer qu ' il existe un polynome A(X) de degré 3 tel que R (X)= A (X).
=

c¢) Démontrer que R(X ) possede une racine multiple si et seulement si =

13) Déduire des questions précédentes que le polyndome P (X ): a ( X+b )2+ ¢ possede deux triplets

fixes différents sauf'si a (b+ C) :—% auquel cas, il n'y a qu'un seul triplet fixe.
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VIl) Corrigés

Exercice 1.

1) Pas factorisable dans IR[X].

2)  P(X)=(X—-1)(5X+16).

3) Onremplace X par X ? dans le résultat précédent et on factorise pour trouver
P(X)=(X—1)(Xx+1)(5X*+16) (le discriminant de 5X°+ 16 étant strictement négatif).

4 P(X)=(X’+3)—(V2X)=(X*—V2X+3)(X*+ V2 X+3) ) (les discriminants étant

strictement négatif).

5 P(X)=(Xx’+ 1)(X2—\/3_X+ 1)(X°+ V3 X+ 1) (les discriminants étant strictement négatif).

6) P(X)=(X-1)(X-3)(2X+1).

7) Enposant Y =X > on obtient une premiére factorisation
P(X)=(Y—-8)(Y+27)=(X"—8)(X +27) que l'on factorise en
P(X)=(X—-2)(X+3)(X’+2X+ 4)(X*=3X+9) (les discriminants des polynomes du

second degré étant strictement négatifs).

Exercice 2
1) P(X)=(X+3j)0(X)—4+ ;.

2) P(X)=(X’-2X"+6X-2)0(X )-8X+9.

3)Posons P (X)= 2016 X*°7=2017 X"+ 1 .0Ona P(1)=P’(1)=0 donc 1 est racine
d'ordre supérieur ou égal 4 2 de P,donc 2016 X**""—2017 X"+ 1 est divisible par (X— 1)2 .

Exercice 3.

1) Onvérifieque P(2j)=P’'(2j)=0 etque P''(2j)#0.

2) On déduit du 1) que P (X ) se factorise par (X —2 j)*(X+ 2 /)’=(X’+4)’. Une division
euclidienne donne P (X )=( X"+ 4)(3X+5).

Exercice 4.
La racine double est aussi racine de P’ (X ) donc vaut -1 ou 7. On vérifie que 7 est racine double car on a

deplus P(7)=0 donc (X —7)2 divise P(X) etune division euclidienne donne
P(X)=(X-77(X+5).

Exercice 5.

: Ll ’ . , —i0
1) Laracine z,=e’  estnon réelle et les coefficients de P sont réels, donc  z,=e "’

deuxiéme racine. Le degré de P est trois, donc il ne « reste de la place » que pour une racine réelle
(sinon son conjugué serait une quatrieéme racine).

est une

2) Ona P(X)=2(X’-2cos(8)X+1)(X—1).
3) En développant le produit 2(X*—2cos(0) X+ 1)(X—¢) eten identifiant avec la forme
3

développée de I'énoncé, on obtient 3 équations qui donnent facilement ¢=35 puis cos (8)— 1

On a donc P(X):Z(Xz—%X+ 1)(X—5)=(2X>-3X+2)(X-5).
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Exercice 6.

. 4P(X)-XP'(X)=2(X"+3X—-4).

2.
a) Le nombre z étant racine double de P, on doit avoir P (z): P ’(Z):O donc
4P(z)—zP'(z)=0 cestadire z’+3z—4=0. Ondéduitque z=1 ou z=—4,
b) On vérifie que ni 1 ni -4 ne sont racines de P, et donc encore moins racines doubles. L'hypothese
de I'existence d'un tel nombre z est donc absurde : les racines de P sont simples.
Exercice 7.
1.
a) Un calcul simple montre que V¢€R, f'(¢)>0.
b) On vérifie que [ (—1 )< 0< f 3] - Le Théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a f
continue strictement croissante, dit qu'il y a une unique racine ¢, dans l'intervalle |—1 ,'—g[ ,
donc une seule sur IR car /' est strictement croissante. Le fait que V¢€R, f'(¢)>0 assure
que f'(t,)#0 donc ¢, estune racine simple.
2.
a) Lesracinessont f, , re’0 , re’”’ 0 (le conjugué de la premiére racine car P est a
coefficients réels) et c'est tout car P est de degré 3.
b)Ona P(X)=3(X’-2rcos(0) X+ )(X—1,).
¢) On a en posant X=0 dans la relation ci-dessus, P (0)=—3.7,.7" donc 1=-3.1,.r" d'ou
2 —1
ly.r =—
‘ 3.
d) On a donc I’z:_—l Puisque t,€]—1 —l[ alorsona —1< L< l d'ou
3, oA fe=m TR 3t, 3
§< r’<1: en particulier <1 ce qui assure que les deux racines non réelles sont de module
strictement plus petit que 1. Conclusion : toutes les racines de P sont de module strictement inférieur
al.
Exercice 8

. Ona degQ(X)=2n-2.

2. Ona degR(X)<deg(X’—1) donc degR(X)<I: lafonction X - R(X) estdonc
affine.

3. Puisque P(X)=Q(X)(X’—1)+ R(X) ,silonposeX=1,ontrouve R(1)=P(1)=1-a.
Sil'on pose X=—1, ontrouve R(—1)=1+ 3a.

4. Ona, par les deux conditions trouvées ci-dessus, R(X)=—2a X+ 1+ a.

5. Ona P(l)=1-a et P'(1)=2n—2a(2n—1)=2(a—2an+ n).
Si 1 est racine multiple, on en déduit que a=n=1 est la seule possibilité, c'est a dire que

P(X)=(x-1).

Exercice 9
1° En remarquant que (2a—5)2= 13 , on trouve que a est racine de 4X°—20X+ 12 . On prendra donc
P(X)=X’-5X+3.
20
a)Ona A(X)=(3X’+ 15X + 64X+ 286) P( X )+ 1229X —860
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b) Remarquant que P( Sk 2\/ 13 )ZO , on trouve a partir de 1'identité de division euclidienne que
4425+ 1229413

A(a)=1229a—860=

2

Exercice 10
1) P(=1)=—1+t—1—1t+2=0.
2) Par division euclidienne, il vient P (X )=(X+ 1)(X°+ (t—1) X+2). Lepolynéme P(X)
n'admet que des racines réelles si et seulement si c'est le cas pour
X+ (t—1)X+2 , clest a dire que son discriminant est positif ou nul. Cela donne la condition
t€]—00,1-2V2]U[1+ 2V2,+ o[ .
3) Illyadeuxcas:
(i) Lepolynéme X +(f—1)X+ 2 admet aussi— 1 comme racine, donc t=4 et
P(X)=(X+1(X+2) :—1estbiendordre 2.
(i) Le polynome X %y (t—l )X + 2 admet une racine double (différente de -1), donc son
discriminant est nul. On a deux sous-cas :
a) t=1-22 :alors P(X)=(X+1)( X =2V2X+2)=(X+1)(Xx-V2).
b) t=1+2v2 :alors P(X)=(X+1)( X+ 2V2Xx+2)=(x+1)(Xx+2).

Exercice 11
1) Soit t€R. Oncalcule P(jt)=t"'+18t’—40+ jz(t’~2). On trouve (en travaillant d'abord
sur la partie imaginaire) que (P ( jt)z O) @( t==+4 _) . Les deux racines imaginaires purs sont
+ V2.
2) Ondéduitque P(X) estdivisible par X°+2 donc on trouve
P(X)=(X’+2)(X - X=20)=(X"+2)(X=5)(X+4).

Exercice 12
1) Onal quiest racine multiplede P (X ) sietseulementsi P(1)=P'(1)=0 clesta dire

a+ b+ 1=0 et 4a+ b=0. On trouve aZ% eth_T4.
2) Lepolynéme (X—1) divisealors P(X) etona
P(X)=%X4—§X+1=%.(X—1)2'(X2+ 2X+3) avec A=—8<0.

Exercice 13
1) —1 estracine évidente
2)  X+1 divise P(X) eton trouve par division euclidienne

P(X)=X’+aX’+aX+1=(X+1)(X’+ (a—=1)X+1).
Pour avoir une racine double ou triple , on a deux cas :
(i) le nombre — 1 est racine de X+ (a—1)X+1 donc a=3 ,etdans ce cas, il se trouve que
— 1 est racine triple de P (X)

(ii) le polyndme X 4 (a— 1) X+ 1 admet une racine double donc son discriminant vaut 0
et alors, soit a = 3 et on se raméne au cas (i), soit a= — 1, et 1 est racine double de

P(X)

Exercice 14
) P(X)=X"-3X-10=(X-5)(X+2).
2) O(X)=X"-1=(X-1)(X"+ X+1).
3)  R(X)=X’—5X7+ 19X+ 25=(X+1)(X =6 X + 25)
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Exercice 15
1) Onvérifieque P(1)=P'(1)=0 et P''(1)#0.

2) Lepolyndome (X — 1)2 divise alors P(X) etona
P(X)=3X"+ X°—9X?+3X+ 2=(X—1)’(3X°+ 7X+ 2)=(X -1/ (X +2)(3X+ 1).

Exercice 16
Ona

P(X)=X+(V2-1) X =(V2+ 1) X—1=(X —a)(X+ a)(X—b)=(X"—a’)( X —b)
=X'-bX’-d’ X+ d’b. B _
Par identification on trouve h=1—+/2 et a:\/ V2+ 1.

Exercice 17
Méme méthode que l'exercice précédent. On trouve P (X )=(X—4)(X+4)(X+7).

Exercice 18
1) Onremplace X par 2+ j dans l'expressionde P (X)=5X"—22 X*+33X—10 pour
trouver 0.
2) Les coefficients de P étant réels, puisque 2+ j est une racine de P, il en est de méme de son
conjugué.
3) Onendéduitque X°—4X+35 divise P(X) etl'ontrouve
P(X)=5X"-22X°+33X—-10=(X"—4X+5)(5X-2) .
4) La derniére racine est —.

5
Exercice 19

1) ayOna P'(X)=3X’-2(2-3a)X—(6a—1)
b) On remarque que pour toute valeur de @, ona P (1)=P'(1)=0.

2)
a) P(X)=(X-a)(X-1). .

b) On a d'aprés la forme développée P (0)=3a et d'aprés la forme factorisée P (0)=—a d'ou
a=—3a.

Exercice 20. On a par une identité remarquable

P(X)=(2X’+ 1)’ =(X+16=(2X"—X—15)(2X°+ X+ 17)=(2X+ 5)( X =3)(2X*+ X + 17).

Exercice21. Ona Q'(X)=P'(X)—P'(1) donc Q(1)=0'(1)=0 .On en déduit que 1 est racine

multiple de Q donc (X 1) divise O(X).

On peut donc écrire Q( X )=(X—1)A4(X) pour un certain polyndme A, d'ot
P(X)-(x-1)P'(1)=P(1)=A(X)(X-1)

c'est a dire

P(X)=P(1)+(X—1)P"(1)+ A(X)(X—1)*
En appliquant celaa P (X ):X 2018 , 1l vient
X*"=2018 (X —1)+1+A(X)(X 1P=A4(X)(X—1)*+2018 X—2017, ce qui montre que le reste
P(X)=X""" par (X—1) est 2018 X—2017.

de la division euclidienne de
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Exercice 22.

1)
a)Ona (£’—2t+ 3+ (t—1)’=0 donc °—2t+3=0 et (z—1)’=0 .En particulier =1
b) On doit, de plus, avoir 2= 2t+3=0 , ce qui contredit que =1

2)Ona A+ B’=(A+ jB)(A—jB). Onen déduit
P(X)=( X =2X+3)+ (X =1)P=(X"—(2—j) X+ 3—j) (X —(2+ j) X+ 3+ j).

3) On résout d'abord X°—(2—j)X+3—;=0. Ona A=—9 cequidonne 8=3j et lesdeux
solutions de cette équation : z,=1+ j et z,=1-2j.

On résout ensuite X °—(2+ j)X+3+ j=0. Ona A=-9 cequidonne 0=3j et les deux solutions
de cette équation: z;=1+2j et z,=1—j.

On a les 4 solutions  z, z, z; et z,.

4) Par le théoréme de factorisation d'un polyndme par ses racines, on a B
P(X):(X_Z1)(X_23)(X_Zz)(X_Z4):(X_Z1)(X_Zl )(X_Zz)(X_Zz>
P(X)=(X"—2X+2)(X -2X+5).

Exercice 23

B
2 @ 2+ z,) zZ, z
1) ona Z=la_1 (ztz) |_1fz, =], 1
dac 4 ¢ 4\ zz, 4\z, z,| 2
a
Zl_ll‘_l_ A Za|_ Z Z
2) a)Ona |—|=r—=—-=1 et,deméme |—|=1. Lesdeux nombres complexes — et —
Z, ‘zz‘ 1 z zZ, oz

étant de module 1 et inverses 1'un de l'autre, ils sont conjugués.

. 21, % 2 Z o
b) On déduit du 2)a) que —+ —=2Re|[— |€]—2,2] vuque |—|=1 doncle 1)implique
z, z, z, Z,

2
que ™. est un réel appartenant a l'intervalle [0, 1]

ac

D'autre part, ‘E = |Z1 ZZ|:1 donc |c|=|a]| .
a

3) Si t=1, alors le discriminant du polyndome a Z+bz+c estnul:iln y alors qu'une seule solution

2
z,=——— . Notons que ze :b_ = £=C qui est de module 1 car |c|=|a| . On en déduit que
" 2a 422 a4 a

z, estde module 1.

4)
a)Ona b’#4ac, donc le discriminant du polyndme a Z+bz+c estnon nul:il y alors

: e . c
deux solutions différentes. Elles sont non nulles car leur produit, —, est de module 1 donc non nul.
a

b) On a comme pour le 1), la relation :
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1
= =—
4ac 4

d'ou I'on tire

z, z
1 2

—+ —=4t-2

Zy, Z

z, | z z
(—])+1:(4t—2)—1 ,Clesta dire que — est racine du polyndome X2+(2—4t)X+1 . Méme

Z Z, )
. Zy
raisonnement pour — .
Z]

¢) Le polyndme du second degré X %t (2—4t)X + 1 est a coefficients réels et a discriminant

z z
. . 1 2 . r A
A=16t¢ (t— 1 )< 0 . Les deux racines, qui sont — et — sont alors conjuguées, donc de méme
) 2
2 2] . L
module. On a donc m— —‘ d'ou par égalité des produits en croix, |Z] ‘— ‘Zz ‘
z z
2 1

c
Ona ‘zl.zz|:—
a

=1 donc z, et z, sontdemodule 1.

Conclusion : I'équation du second degré a 2+ bz+ ¢=0 admet deux solution de module égalalsiet
2

seulementsi —— estunréel appartenanta l'intervalle [0, 1] et |c|=|a| .
ac

Exercice 24

1) On résout 'équation P (z)=z. Il vient deux solutions : x,=—2 et x,=3.

2) a) En utilisant le fait que P(xl)le, ona P(P(xl))—xlzp(xl)—xlle—XIZO.
De méme pour Xx,.

b) Si z appartient a une paire fixe pour P (X ) , cela équivaut a ce que P (P (Z))= z ,doncz estune
racinede P(P(X))—X ,etaceque z#P(z) ,doncz différentde x, et x,.

¢)Ona P(P(X))-X=(X’-6/-6-X=X"-12X’~X+30. Onsaitque x, et x, sontdeux
racines distinctes de P (P(X))—X donc P(X)-X=(X—-x)(X—x,) divise P(P(X))—X
Par division euclidienne, on trouve

X' -12X-X+30=(X"-X—-6)(X’+ X—5) donc

P(P(X))- X=X+ 2)(X—3)(X+ 211 )(XJ%—I)

d) D'aprés ce qui précéde, un élément d'une paire fixe est une racinede P (P (X ))— X différente de -2 et

3

—1-21 oud —1+ 421
2 2

—1-V21  —1+421
2 2

fixe (ils sont images I'un de l'autre par la fonction X = P(X) ).

donc est un nombre égal a . Mais une paire fixe étant composé de deux

constituent une seule paire

nombres distincts, on en déduit que les nombres
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3) On regarde d'abord l'existence de points fixes en cherchant les racines de P, (X )—X , ce qui donne
X=-2 et X=0. Onmontre alors de la méme fagon que pour le 2) que P, (X )—X divise
P (P,(X)-X=X"+6X"+12X"+8X .Ontrouve
P (P (X)) X=X+ 6X+ 12X+ 8X=(X"+2X)(X’+4X+4)=X(X+2).
Si il existait une paire fixe pour P, (X ), alors un nombre complexe z appartenant a une telle paire serait
une racine de  P,(P,(X))—X différente de — 2 et 0, ce qui n'existe pas. Il n'y a donc pas existence d'une
paire fixe pour P,(X), nidans IR, nidans C.

4) a) En utilisant le fait que P (xl) =Xx,, ona
P(P(P(x,)=x=P(P(x,)=x,=P(x,)—x,=x,—x,=0.

De méme pour Xx,.

Donc X, et x, sontdeux racines distinctes de P (P(P(X)))—X qui est donc factorisable par
P(X)-X=(X—x,)(X—x,) .

b) Si z appartient a un triplet fixe, alors nécessairement P (P (P (z)))zz donc z est une racine de
P(P(P(X)))—X .Ondoitaussiavoir z#P(z) (sinon, le triplet ne serait constitué que par un seul

nombre répété trois fois) donc z est différent de  x, et x,.

Réciproquement, si z estune racinede P (P(P(X)))—X différente de x, et x,, ,alorssil'onpose
z,=z,z,=P(z) et z,=P(P (2)), {z,;2,,2;] estun triplet fixe. En effet , on a de fagon évidente
ZZZP(ZI) et z3:P(22) ,et P(z;)=P(P(P(z)))=z car z estune racine de
P(P(P(X)))—X .Deplus, zétant différentde x, et x,, ona P(z)#z donc z,#z,, ona

aussi z,#z; (sinon, on aurait P(z)=P(P(z)), donc P(P(z))=P(P(P(z)))=z dou
P(z)=z, cequiestexclu)et z, #z, (sinon, on aurait z= P(P(z)), donc
P(z)=P(P(P(z)))=z ce qui est exclu) .

5) a) Par le théoréme de dérivation des fonctions composées on a

L (PLP(P(X) = P(P(X)| P (P(P(X))=P"(X) P'(P(X))P(P(P(X)).
b) On calcule C;LX(P(P(P(X)))—X)X:M:P’(xl)P’(P(xl))P’(P(P(xl)))—l
=(P'(x)]-1 car x,=P(x)=P(P(x,))

=(—4)-1#0

donc x, estracinesimplede P(P(P(X)))—-X .

De méme, C;LX(P(P(P(X)>)_X)X:XZZ33_1¢0 donc X, estracine simple de

P(P(P(X))-X .
Pour i=1,2 ,lenombre X, estracine simple de

P(P(P(X))=X=[P(X)-X]O(X)=(X —x )(X~x,)0(X)
donc  Q(x;)#0.
¢)Le polyndme P (P(P(X)))—X estde degré 8donc deg(Q)=6>1 : par le Théoréme de
de d'Alembert-Gauss, il admet au moins une racine z€C  qui, d'aprés la question précédente, n'est ni

X, ni x, .Ondéduitde laquestion4)b)que [z, P( z);P(P( Z))} est un triplet fixe.

6)
a)Ona 6=z+ (=P (z)) donc par I'inégalité triangulaire, 6S|P(Z)|+ |zz‘:|P(z>|+ |Z|2 d'ou
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VzeC, |P(z)[>6—|z].
De méme, on a 22=P(z)+6 donc |Z|2:‘22‘S|P(Z)|+6 doun V:zeC, P(z)|2|z|2—6.

b) Puisque Vz€C, |P(z)[=6—|z[ ,alorssi |Z|S% ,ona |P(z)|=6— 1_ 2

En remplagant z par P (z) dans l'inégalitt Vz€C, P(z)|Z|z|2—6. , Si |Z|S% ,ona

P(P(2)IP(z >|—6>(243) =43

Enfin, en remplagant z par P(P(z)) dans l'inégalit¢ Vz€C, |P(Z)|Z|Z|2—6. , Sl |Z|S% ,ona

PPN elp (P (=) 6| 2 | = 1E225

c¢) On raisonne par l'absurde : s'il existait un nombre complexe z tel que |Z|S% et P(P(P(z))=z ,

alors on aurait %Z|Z|:|P(P(P(Z))) |2 185953 d'ou 12 185953 ce qui est absurde.

256 2 256

. . 1
Donc tout élément d'un triplet fixe est de module strictement plus grand que —.

2

7)) Soit z une racine de Q. Alors, z appartient a un triplet fixe, donc, par la question précédente,  |z|> 5

P(z)) appartiennent au méme triplet fixe, on a de méme |P(z)|> l et
P(P(z)) app p P (z)]

Puisque (z) >
|P(P(z))]> % En remarquant que P '(X)=2X , on a par la question 5)a)

@ {P(P(P(x)))-X)=P'(x).P'(P(X)).P'(P(P(X))-1=8 X P(X) P(P(X))}-1.

dX

On en déduit que diX(p(p(p(X)))-X)XzzzsZp<z)p(p(z))—1.

Puisque |82P(Z)P(P(z))|:8|z||P(z)||P(P(Z))|>8.%.% %_1 on en déduit que
82P(z)P(P(z))#1 done = (P(P(P(X)))-X],_#0.

dx
Le nombre z est donc une racine simple de P (P(P(X)))—X=(P(X)—X)O(X), etpuisque il est
racine de Q, il est alors racine simple de Q.
Le polynome Q posséde donc 6 racines différentes, qui constituent des triplets fixes chacun composés de
trois nombres distincts : comme aucun nombre ne peut faire partie de deux triplets fixes différents, on en
déduit qu'il existe seulement deux triplets fixes.

8)ayOna P(P(P(0)))=P(0)Q(0) donc 894——6Q(0) dou Q(0)=—149<0.
P(P(P(X))-X X*
P(X)-X X2

lim Q(X )=+ . Le théoréme des valeurs intermédiaires prouve alors que Q posséde au moins une
X2+

racine réelle strictement positive.

D'autre part,ona  Q(X )= —X en +oo ,onendéduit que

b) Soit x une racine réelle de Q. Alors {x; P(x);P(P(x))] estun triplet fixe composé de trois
nombres réels (I'image par P (X ) d'un réel est un réel) distincts qui tous les trois sont racines de Q. Le
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polyndme Q est donc divisible par (X —x)(X—P(x))(X—P(P(x))) etle polyndome
0(X)
(X—x)(X =P (x))(X=P(P(x)))
posséde nécessairement une racine réelle (car étant de degré impair) x '&{x; P (x) ;P (P (x )) | . Ce
nombre X' étant une racine de Q, on en déduit que {x ', P(x'); P(P(x'))} estun autre triplet fixe
pour P. Les deux triplets fixes pour Psont donc  {x,; P(x); P(P(x))} et {x';P(x');P(P(x"))} ,
composés uniquement de nombres réels.

est un polyndme de degré 3 : les racines de Q étant simples, il

9) On reprend les calculs du 3) pour obtenir P, (P, (X ))—- X=X (X+ 2)3. Cela donne
P (P (P\(X))=P (X)=P,(X)(P,(X)+ 2>3

=X(X+3) (X +3X+2)=Xx(X+3)(x+1)(x+2)

On en déduit alors
PI(PI(PI(X)))_X:P](P](P](X>))_P1<X)+ P1(X)_X

=X(X+3)( X +3X+2)+ X+ 2X=X (X+3)( X+ 1) (X+2)+ X(X+2)

= X(X+2)[(X+3)(X+2P(X+ 1 +1)
En reprenant le raisonnement du 4)b), il existe un triplet fixe si et seulement si le polynéme (X+3)

(X+3)(X+ 2)2()( + 1)3+ 1 possede des racines différentes de 0 et — 2. C'est le cas, car, d'apres le
Théoréme de d'Alembert-Gauss, il en posséde, et il est clair que ni 0 ni — 2 ne sont des racines.

Remarque : une conséquence d'un Théoréme de Sarkovskii est que, pour une fonction continue de IR
dans IR ,I'existence d'une triplet fixe implique celle d'une paire fixe.

Le polynéme P, (X )= X+3X , qui définit une fonction continue de € dans € , nous fournit un

contre-exemple a ce Théoréme lorsque 1'on ne se place plus sur | 'ensemble des nombres réels.
Toutefois, le Théoréme de Sarkovkii nous apprend ici qu'un triplet fixe pour P, (X ) ne peut pas étre
constitu¢ de nombres réels.

Exercice 25
1) Le nombre 7 est le produit des racines de P, (X ) comptées avec leur ordre de multiplicité.En

effet, en appelant z, z, z; ces racines, nous avons Pt(X) = 1.(X—Zl)(X—Zz)(X—Z3) d'ou
enposant X =0 ,onobtientque ¢=z,z,z;. Nécessairement, si toutes les racines sont de
module strictement inférieur a 1, alors leur produit # l'est aussi d' ou 7€]—1,1]

2) Si t>0 ,alors VxeR',P ’t(x)=3X2+ t>0 donc la fonction x= P,(x) est strictement
croissante sur IR .Ona P,(0)=—t<0 et P,(1)=1>0 donc par le Théoréme des valeurs
intermédiaires, le polynome P,(X) posséde une racine réelle dans lI'intervalle [0 1].

C'estlaseule sur IR car la fonction x =P t(x) est strictement croissante sur IR . Elle est simple car
VxeR", P/, (x)#0.

3)

a)Ona Vx€R, P’(x)=3x"+t .On déduit facilement le tableau de variations suivant :
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Posons, pour simplifier les calculs, s=y—¢. Ona P, —\/_—t =P_. % =57 1+ 32—\/53: >0 et

3
JZ s oefpo2s ) o2
3 V3 343 3v3)

On déduit donc du tableau de variations que Vx> %t , P t(x)> 0 et, avec le Théoreme des valeurs

P, =P_. >0 car s<lI.

intermédiaires, que P, s'annule une seule fois sur l'intervalle ]—oo,'—\/ %t [. Le fait que O(t) soit une

racine simple découle du fait que ¥V x< \/%t , P'(x)>0donc P ' (0())=0.

b) On remarque que V¢€|—1;0[, —1< —\/ _?t , donc les réels — 1 et 8(2‘) appartiennent

s T —1 . .
tous les deux a l'intervalle ]|—oo ,'—\/ ?[ sur lequel P, est strictement croissante.On a donc

(—1<e(1))@(p,<—1)<p,(e(t)):o)@—l—zmo@te]—%;o[ .

Or,pour t€]—1;0[, 6(¢)<0 doncona |6(t)|<1©t€]—%;0[.

4) a) On a vu dans les questions précédentes que pour €]—1,1[ avec ¢#0, il n'existe qu'une
seule racine réelle et simple. Puisque deg (P ,(X ))23 , ily a deux autres racines, qui ne peuvent

étre que complexes et conjuguées car P t(X ) est a coefficients réels.

b)Ona P,(X)=X+tX—t=(X—-0(1))(X*—2Re(r(z)) X+ |\ (¢)]) (forme factorisée).
En développant la forme factorisée et en identifiant les coefficients constants, on a
t=[n(e)[0(7) .
En identifiant les coefficients des termesen X et X~ , on obtient les relations :
(1) : t=n(¢)+20(7)Re(n(t))
(2) : 0=0(7)+2Re(A(t)).
De (2), on déduit  2Re (A (#))=—6(¢) que l'on injecte dans (1) pour obtenir #=|\(¢)[*—0(z).

5) D'aprés le résultat du 4)b), Vre€]—1;0], |)\.(t)|2—|6(t)|2=t< 0 donc |7\.(t)|2< |9(t)|2 d'ou
|7\(t ) |S|6( t) | On peut en déduire, avec les questions précédentes, que le polynome
P(X)=X >+t X —t atoutes ses racines de module strictement inférieur a 1 si et seulement si

1
6) tE]—E, 0.
a)Ona P,(0(t+ h))=83(t+ h)+t0(t+ h)—t  Or, par définitionde 6(z+ h) ,ona
P, ,(0(t+h))=0 cestadire O (t+ h)+(t+ h)O(t+h)—t—h dou
0’ (t+ h)=(t+ h)(1-0(t+ h)).
On en déduit que
P,(0(t+h))=0(t+ h)+ t0(t+ h)—t=(t+ h)(1-0(t+ h))+ t0(t+ h)—t
=h(1-0(t+h)).
Onavuau2)que O(t+ h)<1 cequiimplique que P,(0(¢+ h))Zh(l—O (1+ h))> 0 (on rappelle que
h>0.) .

b) On déduit dua) que P,(0(¢+4))>0=P,(0(¢)) .Onavuau2)que x->P,(x) est
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strictement croissante sur IR, donc on déduit que  O(z+ &)> 0(¢).
Cela signifie que la fonction ¢ = G(t) est strictement croissante sur |0 ;1] , et donc la fonction

t>0°(¢) aussicar. 0(¢)>0.

¢) Daprés le 4)b), Vr€]0;1[, |M7)=t+6(¢)* donclafonction ¢->[A(¢)] est strictement
croissante sur |0, 1[ comme somme de fonctions strictement croissantes. On en déduit que la
fonction ¢=>[\(¢)| est strictement croissante sur |0, 1]

d) D'aprés le 4)b), ona  1,=1-0(¢,)°=0(¢,). Onendéduit t,=1—¢; clesta dire

ot to=1
On en déduit que  ¢,= 4%\/5 (la valeur _12;\/5 n'est pas dans |0 1[ ).
_—1+45

e) Posons ¢,= . Alors une division euclidienne donne

2
P, (X)=(X—to) (X4 1ty X+ to+ 1)+ to(t0+ t,—1)=(X—1,)(X°+ 1, X+ 1) enutilisant la relation
2
to+t,=1

On en déduit que A (to) est une des deux racines complexes conjuguées de X 4 to X+ 1 quisontbien

de module 1 car X+ to X+ 1 estunpolynome du second degré a coefficients réels et a discriminant
négatif, avec un coefficient constant égal a 1.

7) On anécessairement t€]—1,1[ d'apresle 1).
On a trois cas :
(i) #=0: dans ce cas, P,(X) =X’ a0 comme racine triple.
(i) t€]-1,;0[: Onadapresle5)larelation Wr€]—1;0[, |A(¢)[<|0(¢)| et on sait
1

d'apres le 3)b) que [0(¢)|< 1= tE]—E ;0[. On en déduit que toutes les racines de
P(X ) sont de module strictement inférieur a 1 ssi te]—% ;0[.

(iii) t€]0,1[: dapresle2), G(t) est toujours de module strictement inférieur a 1. D'autre
part, la fonction ¢ - |7x (l‘) | est strictement croissante sur |0, 1[ d'aprés le 6) c) et
x(JS—l)

2 =1 d'aprés le 6)e). On en déduit que toutes les racines de P ,(X ) sont de

. o 5-1
module strictement inférieur a 1 ssi tE]O; \/—[

2

Conclusion : le polynéme P ,(X ) a toutes ses racines de modules strictement inférieurs a 1 si et

—_1.@{

seulementsi € ;
2 2

Exercice 26
1) Ledegréde P (X ) est pair (sinon il admettrait une racine réelle). La décomposition de
P (X ) en produit de polynomes irréductibles de  IR[X] ne fait intervenir que des polyndmes
de degré 2 avec un discriminant négatif.

2)

4c—b’
1

2
a)Ona P(X)=X’+bX+ c:(X+§) +
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72

Puisque le discriminant de P (X ) est strictement négatif, on a > (0 donc on peut prendre

2
A(X):X+§ ot B(X)J“Z‘b .
_ 2 4e—b" -1
b) Posons P (X)=X’+bX+c avec 1 _TA>O et considérons deux polynomes de
1 1
la fi A(X)=—=(X—a) et B(X)=—=(X—-P) .
aforme A(X) \/2( ) (X) \/2( B)
2 2
Alors (A(X))2+(B(X))Z:Xz—(a+B)X+% Onadonc P(X)=(4(X)]+(B(X)f siet

a+pB==b (1)
a’+ B=2¢c (2)
Par (1)ona P=—b—a que l'on injecte dans (2) pour obtenir 2 a’+2ba+ b’ —2c¢=0 qui est une

seulement si

équation du second degré en 0. de discriminant A =4( 4c—b2)> 0 , donc possédant des racines
réelles, d'ou l'existence de  a.€IR, puis cellede P=—b—a€R.

¢) On trouve en appliquant les méthodes expliquées au a) etau c) :

2
P(X)= X% 4X+ 13=( X420+ 3% et P(X)=X+4X+ 13= ()2 1)+(X+5)

V2

3) a) On a pour toute valeur réelle de la variable X les relations P, (X )=|(A1(X )+ jB, (X )) ‘2 et

—|( +]B X))‘z donc
Pl(X).Pz(X):KA J+ B, (X)) 4,(X )+ jB,(X))[
=(\(A e B[ (4x(X)+ By (X
—‘( )+ jB,(X )) (AZ(X )+ jB,(X )‘2 (produit du module = module du produit)

b) En developpant le produit on a
P\(X). P,(X)=] 4,(X) 4,(X)~B,(X) B,(X)+ j(4,(X)B,
:(Al(X)Az(X)_Bl(X)Bz(X))2+(A1(X)Bz(X)+ A
dou A(X)=4,(X)4,(X)=-B,(X)B,(X) et B(X)=4,(X)B,(X)+ B,(X)4,(X) .

4) a)Posons deg(P(X))=2n, n€IN . On procéde par récurrence sur 7.

Si n=1, la propriété a été prouvée a la question 2.
Supposons que 7 soit tel que tout polyndme unitaire de degré 2n et n'admettant aucune racine réelle s'écrive
comme somme de deux carrés de polyndmes réels.
Soit P (X)ER[X] un polyndme unitaire et n'admettant aucune racine réelle de degré  2(n+1).
D'aprés le 1), sa décomposition en produit de polyndmes irréductibles de  IR[ X| ne fait intervenir que des
polyndmes de degré 2 avec un discriminant négatif. On peut donc écrire P (X )=P,(X)P,(X) ou:

P, (X ) est un polyndme unitaire de degré 2 avec un discriminant négatif

P,(X) estun polyndme unitaire de degré 2n .
Puisque P, (X ) n'admet aucune racine réelle (sinon, P (X ) en admettrait au moins une) on peut
appliquer I'hypothése de récurrence pour dire qu'il s'écrit comme somme de deux carrés de polyndmes
réels.La question 2) montre qu'il en est de méme pour P, (X ) . En appliquant le résultat du 3), on en
déduit qu'il en est de méme également pour le produit P (X ): P, (X ) PZ(X ) ce qui montre la propriété
aurang n+1.
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b) S'ils avaient une racine réelle commune , la relation P (X )= (A (X ))2+ (B (X ))2 montre que

ce réel serait aussi une racine de P (X ) , ce qui est exclu par 1'énoncé. Donc les polynomes
A(X) et B(X) n'ont pas de racines réelles en commun.

¢) S'ils avaient une racine z€C commune , chaque polyndme A(X) et B(X) serait

divisible dans C[X] par (X—z) , donc la relation P(X)Z(A(X))2+ (B (X))2
montrerait que P (X ) serait divisible par (X —2)2 , ce qui est impossible si les racines
complexesde P (X) sont toutes simples.

Exercice 27

1) Ona a>0
2)
a) La somme des racines vaut —a et le produit vaut c.
b)Cas A =0: Iles deux racines (qui sont possiblement égales) sont réelles, donc égales a leur
partie réelle.
Si les deux racines sont négatives, leur somme est négative, donc  a> 0 et leur produit positif,
donc b>0.
Si  b>0, le produit des racines est strictement positif, donc elles sont non nulles et de méme
signe, et side plus  a>0 , alors elles sont toutes les deux négatives.
Cas A<O0: Onaautomatiquement b>0. De plus, —% est la partie réelle des racines, qui est

strictement négative si et seulement si  a> 0
Dans tous les cas, on a 1'équivalence demandée.

3) Considérons la décompositionde P (X ) en produit de polyndomes irréductibles de IR[X] . Ce
sont soit des polyndmes de degré 1, soit de degré 2. Leurs racines sont de partie réelle strictement
négatives, donc les coefficients des polyndmes irréductibles intervenant dans la décomposition de

P (X ) sont a coefficients strictement positifs d'apres les questions 1) et 2). Le produits de
polyndmes a coefficients strictement positifs étant un polyndme a coefficients strictement positifs,
on en déduit que les coefficients de P (X ) sont strictement positifs.

4)
a)On a P(X)Z(Xz—X+ a)( X+ 2)=X3+ X+ (0—2)X+ 20, donc laforme développée
de P (X ) ne présente que des coefficients strictement positifs si et seulement si o> 2.

b) En prenant o.=3 (par exemple), la question précédente montre que le polyndme
P (X )ZX *+ X°+ X+ 6 atous ses coefficients strictement positifs bien qu'il admette comme

. 1, .v11 . . . .
racine le nombre E+ J BN qui a une partie réelle strictement positive.

5) Etant de degré impair, le polyndme P (X ) admet forcément une racine réelle. Si on appelle ¢
l'opposé de cette racine, P (X ) est divisible par X+ ¢ ce qui donne une factorisation de la
forme P(X)=(X’+rX+s)(X+1¢) (lepremier polyndme étant unitaire car P (X ) lest).

6) Si toutes les racinesde P (X ) ontune partie réelle strictement négative, alors les racines des
polynomes X 47X+ s et X+1 ontune partie réelle strictement négative, ce qui implique par
le 1) et le 2) que 7 s et ¢ sont strictement positifs.

En développant la forme factorisée et en identifiant, on obtient les relations
a=r+t, b=s+1tr et c=st qui montrentdéja que a>0, b>0, ¢>0. Ensuite,

ab—c=r(s+rt+£)>0 dou ab>c.

127



7)
a)
(i)Ona V>0, P ’(t):3t2+ 2at+ b>0 donc lafonction - P(t) est strictement
croissante sur [0 ;+ oo
(ii) Les racines de P (X ) sontdonnées par —t et lesracinesde X +r X+ 5. Cedernier
polynéme a un discriminant positif car #*>4s, donc a ses racines toutes réelles. On en déduit
que toutes les racines de P (X) sont réelles.
Maintenant, P(0)=c> 0 etlafonction - P(t) est strictement croissante sur [0+ o[ , donc
Vt>0,P(¢)>0. Lesracinesde P(X) ne peuvent étre que des réels strictement négatifs.

. .. . c
b) (i) La condition r’< 4s montre que §>0. Puisque ¢=— etque ¢>0, ona ¢>0.
S

2
(i1) On a r((t+ lr) —lA ): 7”(12+ rt+ S):ab—c par le calcul fait a la question 6.

2 4
LY 1, -1
(iii) Puisque A =7"—4s<0 ona (t+5r _ZA>TA>O . Puisque on a supposé
ab—c

ab—c> 0, alors,onaparle (i) r= 5 >0.
(t+ —r) ——A

Onadonc 7>0 et s>0 donclesracinesde X°+rX+s ontune partie réelle strictement
négatives. Si l'on rajoute la racine  —¢< 0 (prouvé au (i) ) on obtient que toutes les racines de P (X )
ont une partie réelle strictement négative.

8) Toutes les racines de P (X ) aient une partie réelle strictement négative si, et seulement si on a
a>0, b>0, ¢c>0 et ab>c.

9) On a les conditions ¢>0 et 3X1>c. On en déduit que le polyndme

P(X)=X +3 X%+ X+ ¢ atoutes ses racines de partie réelle strictement négative si et seulement si
cel0;3].

Exercice 28
1) Ona A,=p’—6p+25—8k.
En passant a la forme canonique, cela donne A Q:( p—3)2+ 16—8k ,donc,si k=2 ,ona
AQZ(p—3)220 et \/A_Q:|p—3 |EIN  quelle que soit la valeur de pEZ.

2) Ona Q(X)=2X’+(11p—5)X+15p°~13 p+2 Ses racines valent %(5—11pi(p—3))

c'est a dire %5p+ % et —3p+ 2 . On a donc la factorisation

Q(X):2(X+ %p—% (X+3p—2)=(2 X+5p—1)(X+3p—2)

L'équation se raméne a  Q(n)—2=24 cestadire Q(n)=26. En utilisant la factorisation ci-dessus, on
obtient (27n+5p—1)(n+3p—2)=26. Onadonc a=2,b=5,c—1,a'=1,h'=3 et c'=-2.
3) Ontrouve x=3d,—5d,—7 et y=—d,+2d,+3. Cesontbien des entiers relatifs.

4) On utilise le résultat du 3) pour
(d,;d,)=(-26,-1), (-13,;-2),; (—2,-13),;(—1;-26),; (1,26), (2,13),(13,2);(26,1)

On trouve les 8 possibilités suivantes pour le couple (n ;D)

(—80,27);(=36,12);(52,—21),(120;—48);(— 134, 54.);(—66; 27):(22;-6);(66,—21).
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Remarque : ces solutions peuvent étre trouvées de fagon algorithmique a l'aide d'un logiciel, mais le travail
mathématique que nous avons fait sur I'équation (E) permet d'affirmer que ce sont les seules.

Exercice 29 (Principe du maximum) .
1) a)Silonavait P(z,)=0, alorslinégalitt Vz€C,
que le polynome P (X ) admet une infinité de racines (tout le disque de centre O et de rayon R).
Le polyndme P (X) serait identiquement nul, ce qui contredit I'énoncé.

|<‘P Zy ‘ impliquerait

b) Le nombre z, estracine de Q(X ) qui est donc factorisable par ( X —zo)k ou k est
l'ordre de laracine  z, pour Q(X) .

|A (Zo)‘
A (Zo)
admet k solutions, toutes de module 1 car |a |— . Sil'onposealors z=¢’ ° Tune de ces
solutions, on a ekjeA(zO)sz A(zo)=a A(z,) ‘A Zy |

#0. .L'équation z ‘=a

¢) Puisque A(z,)#0, on peut considérer le nombre a=

P(X)=P(z,)
P(Zo)
P(X)=P(z,)(1+ (X2, ) 4(X)]
d'ou, en prenant X =z + te’ e, on a la relation
VieR, P(zy+te’’)=P(z )(1+tk k’eA(zo+te-’9))
En prenant le carré du module des deux membres, il vient :
VieR, P(zo+teje)‘2:‘P ‘1+tk kjeA(zo+teje) ’2
3) Ona

2) Ona Q(X)= :(X—ZO)kA(X) donc

‘ (Zo"'te
‘P Z, |
:(1+tkekjeA(Zo'Fl‘eje))(l"'fkek'ieA(Zo+feje))

:(1+ tkekjeA(zo+ teje)).(1+ e Al zp+ te’’ )
_ : 0\ 12
=1+ 2the(ek’eA(zO+ te’e))+ tzk‘A(zo+ te’e)‘
Donc, pour tout réel ¢ strictement positif

P, ”le: [ _|‘P i =2Re( e Azt e+ 1|4 zp+ )
0

YVieER, —‘1+tk kfeA(z0+ teje) ‘2

donc
) |P(ZO+ tej6)|2—‘P(zo)‘2
lim p 5
120 t |P(zo)‘
ce qui signifie que pour ¢ positif et assez petit, ‘Zo"' te’’ |< R (car |ZO ‘< R Het
|P(zo+ teje) ‘2—|P(20) ‘2
k‘P zy) |2
|P (zg+ e’ ‘> ‘P Z ‘ ce qui contredit le fait que Vz€C, |z|<R=|P(z |<‘P Z, | On en déduit
que le maximum des valeurs prises par  |P(z)| pour |z|<R ne peut étre atteint que pour |z |=R

:2|A(ZO)‘>0

>0 clestadire ‘P(ZO+ te‘ie)‘2> ‘P(zo)‘2 donc

NB : on a implicitement utilisé la continuité de 1' application ¢ > A4 (zo+ te’ e) . La fonction A étant

o\
polynomiale, elle est combinaison linéaire d'applications de la forme ¢ = (ZO+ te’ 9) qui sont elles mémes
produit (car puissance) d'applications affines, donc continues.
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4) Pa|r l|es questions précédentes, il suffit de chercher la valeur maximale de |z2—z—2 ‘ pour
z|=1.
Onposedonc z=e’’ pour OE€|-m;m] et f (9):|zz—z—2 ‘ZZ(ezje—eje—2)(eiz"'e—ei/e—2)
On obtient apres calculs (développer et utiliser les formules d'Euler) :
£(0)=6+2cos(0)—4cos(20)=—8cos’(0)+2cos(6)+ 10.
Posant t=cos(0), lorsque O€]—m,;m] ,ona t€[—1;1] ,donc on cherche le maximum de
g(t)=—8t°+ 2t+ 10 sur [—1,;1] .Or,

2 2
g(t)=—8t"+ 2t+ IO:—S(tz—%t—i):—S((t—l) —ﬁ):ﬂ—ég(t—l) :

4 8/ 64] 8 8

. . . 1 81 .
ce qui prouve le maximum de g sur [—1;1] estatteint pour = S et vaut ry donc le maximum de

f vaut % et est atteint pour les deux valeurs de  O€]—m, 7] pour lesquelles cos (6)2—.

8
92

Conclusion : Max‘z|<1|zz—z—2‘=T et est atteint pour Z:%(lij\/6_3)

Exercice 30

~.
=]

,./‘E
1) Ontrouve e’ et e °

2) a)Ona P '(t):2n | qui est une fonction strictement croissante sur IR et s'annule en

1
1 \2a- ) . 1
t= ( —) -l “donc P’ est strictement négative sur ]— 00, (—

1
2n—1 -
et strictement
2n 2n ) ]

1
. 1 |2z N
positive sur !(2—) ety oo] , d'ou le résultat.
n

b) On déduit de la question précédente que le minimum de P vaut
R e Y U e 0 U e WY U R (e 0 O e SR (U W | O W e
2n 2n 2n 2n 2n 2n [\ 2n '

1 \ = IRTER=r
(0] 0<—=<1 d 0<|— <1 d 1-|1— | — >—>0. O
¢)Ona 2n ol (2n) one ( 2n)(2n) 2n "

déduit dub) que V¢€R, P(t)>0 .Lepolynome P(X) n'adonc pas de racine réelle.
3) Soit z€C uneracinede P(X) .Daprésla question précédente, z&IR. Ona

z"=z—1 donc 2n22n_1=2n—2—n ( z#0 ), dou P'(Z)=2n—1—£750 car
z z

P

z&IR. On en déduit que toutes les racines de P sont simples.

A, les 2n racines complexes et simples de P (X ) . Le Théoreme

n’

4) Soient Ay Ay, Ay Ay, .,k
de factorisation donne
P(X)=(X*—2Re(M) X+ |\ F)(X*=2Re (M) X+ o). .. (X*=2Re(h,) X+ M [) -
Enposant X =0 onobtient: 1=P(0)=\,[[A,['... [\,|> donc:
soit P (X ) possede des racines de module strictement inférieur a 1 et des racines de
module strictement supérieur a 1

soittous les A, sont de module égal a 1.

1
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Montrons que ce dernier cas est impossible. En effet, sinon, on aurait
P(X)=(X"—2Re (k) X+ 1)(X*=2Re(r,) X+ 1)... (X°—2Re(r,) X+ 1)
donc
P(j)=(=2Re(r,)j)(=2Re(X,) j)... (=2Re(N,) j)=%2"Re(X,).Re(A,).. .. Re(Ar,)ER
car n est pairet j'€R.
Or P(j)=(—1)"—j+1&RR ce qui contredit le fait que P(;)€IR. On en déduit que P(X)
posséde des racines de module strictement inférieur a 1 et des racines de module strictement supérieur a 1.

Exercice 31
1) a)Soit zE€C uneracinede P(X ) . Alors par inégalité triangulaire :

eP<g {1+l P 2P+ 2l
|5 pour £=0,1,2,3,4 etlon
. Puisque P(0)=—1#0 ona |z[#0 d'oulon

On raisonne par I'absurde et on suppose que |z [>1 . Alors |z |k<|z
obtiendrait |z |5<%( 14|z |2 P 2 [+ )2 |4)<% 2

- 5 .
déduirait 1<E ce qui est absurde.

On en déduit que toutes les racines de P (X)) sont de module strictement inférieur a 1.

b) On reprend le raisonnement fait dans la question précédente : si  z€C est une racine de
P(X) ,alors

1
|Z|5<é(1+|Z|+|Z|2+|Z|3+IZI4)<% car |z|<1. Onen déduit que |z|<(%)5.

D'autre part, si zE€C estuneracinede P(X) ,ontiredel'égalit¢ 1=6z"—z'—z—z"—z la
relation (inégalité triangulaire) 1<6|z[+ |z "+ |z [+ |z [+ |z|<10|z| car |z|'<|z| pour

k=1,2,3,4,5. Onen déduit que |Z |>%

Conclusion : pour toute racinezde P(X) ona 11—0< |z |< (%)5

Remarque : les constantes ci-dessus ne sont pas optimales : on peut en trouver d'autres par différentes

méthodes. Plus précisément, un logiciel montre que I'on a numériquement 0,626 < |z |< 0,943
1

Si le majorant (%)§~0,964 que nous avions trouvé est proche de la borne optimale, il n'en n'est pas de

méme du minorant 11—0 , loin de la borne inférieure 0,626.

2) ayOna (X—1)P(X)=(X-1)(6X - X'-X’-X’-X—-1)=6X"~7X’+1.
b) On raisonne par l'absurde et 1'on suppose qu'il existe une racine multiple z,EC pour

P(X) .
Enposant A(X)€(X—1)P(X) onaalors:
A(ZO):O
A'(X)=P(X)+(X—1)P'(X) donc A4'(z,)=0
Cette derniere relation donne 023623—3523223(3620—35) donc z,=0 ou ZO=%

La contradiction provient du fait que  4(0)=1 et 4 (ﬁ) _ 4856069

)= 2800 gou alz)#0
¢) Avec les notations précédentes, les racines de 4 (X ) sont les racines de P (X) auxquelles
on a rajouté le nombre 1. Cherchons donc les racines réelles de A4 (X ) . On définit la fonction
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définie sur IR par l'expression £ (¢)=6t°~7¢£+ 1.

. 35 .
Ona f'(t)=t*(36t—35) doncf décroit strictement sur ]—oo; ==[ et croit strictement sur

36
] 35
36’
Le polynéme P (X) a donc au maximum une racine réelle, donc exactement une seule car le degré de
P (X ) est impair.

+ o[ L'équation f (t)z 0 aau maximum deux solutions : la racine évidente 1 plus une autre.

Pour résumer : P (X ) posséde une racine réelle simple ¢ et 4 racines complexes simples A, A, W, [t
I

1 (54
b )\'l _, - .
A1, €] 0 6) [

avec A#u et |t

Exercice 32

1) Un point fixe est une racine du polynéme P (X )—X qui est de degré 2. Il y a donc en général deux

points fixes, sauf si le discriminant de P (X )—X estnul, c'est a dire que a(b+ c) :%_

2) L'ensemble {z,,;z,] estune paire fixe pour P(X ) ssi
z,=a(z+b)+c et z,=a(z,+ b)+ ¢ avec z,#z,.
Onadune part z,#z,<a(b+ z,)#a(b+z,) car a#0 ,etdautre part
(zy=a(z;+ b)*+ ¢ et z,=a(z,+ b)'+ c)o(b+ zy=a(z,+ b)'+ b+ c et b+ z,=a(z,+ b)'+ b+¢)
e(a(b+z,)=(alz+ b))+ a(b+ ¢) et a(b+ z,)=(a(z,+ b))+ ba(b+ ¢))
c'est a dire que les nombres a (b+ Zl) eta (b+ 22) sont images l'un de l'autre par le polynéme
X+ alc+b)
Démonstration similaire pour les triplets fixes.

3)Sil'ensemble {z,;z,} estune paire fixe pour P(X) alors 3=z, et z,=z, donc
_9i L ; T

] ]
4 g .. .. 2 .
z,=z) cestadire z,€[{0,1;e 3;e *| Lacondition z,#z, signifieque z,#z] cequi

¢limine O et 1.
. e N b .
Réciproquement, on vérifie directement que {e *;e | estune paire fixe pour P (X ) et c'est donc

la seule.
Si I'ensemble [Z] S Zyy 23} est un triplet fixe pour P (X ) , alors quitte a réordonner les z, ona

2, 2_ 4 2_ 8 . A .
z,=zy z3=z,=z, et z,=z;=z,. Enéchangeant les roles des z, on prouve aussique 2z, €t z,
. , . 8 . .
sont solutions de I'équation X "=X .Puisque z,#z, z,#z, €t z;#z, les =z, ne sont pas racines de

X’=X .En explicitant les racines de ces polyndmes, on trouve que

28 48 ;T ;X 4% ;L
zie[e Te Tie Tie e Tie 7]
25z 22 4L —6j0 2/
Réciproquement, le nombre e ' appartient au triplet fixe e ' e 'de 7 ( e 7) et on voit
-2 4% 6T -2j%
aussi qu'il y a le triplet fixe « conjugué »: e e e 7 ( e 7) . Il n'y en n'a pas d'autre car
2% 4% 6j% -2 -4 6%
les éléments d'un triplet fixe doivent appartenir a 1'ensemble {e e T;e Tre Tre Te 7] .

4)a)Ona P(P(X))—P(X)=P(X)2+ t—Xz—t=(P(X)—X)(P(X)+ X) qui est factorisable par
P(X)—X .l suffit alors de remarquer que
P(P(X))=X=P(P(X))=P(X)+ P(X)-X=(P(X)-X)(P(X)+ X)+(P(X)-X)
P(P(X))-X=(P(X)-X)(P(X)+ X+1)
b) On déduitdua)que Q(X)=P(X )+ X+ 1=X"+ X+ 1+ 1
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5)Soit {z,;z'] une paire fixe. Alors la condition z'#z signifie que Z#P( Z) donc z n'est pas

racinede P(X)—X .Lacondition z=P(z')=P(P(z)) montre que z est une racine de
P(P(X))-X .

Réciproquement, si z est une racinede P (P(X))—X sansenétreunede P(X)—X il est clair

que {z;P(z)] estunepairefixe: z#P(z) et P(P(z))=z.

6) a) Cela signifie que les racines de Q(X ) sont des racines de P (X )—X , autrement dit les racines

de X+ X+1t+1 sontdesracinesde X’—X+17 .

Sile polynome X ’+ X+ ¢+ 1 admet deux racines distinctes dans €, il en est alors de méme de
X*—X+1 ,les deux polyndmes étant de méme degré. Ils auraient alors les mémes racines, racines dont

la somme devrait étre alors a la fois égale a 1 et -1 ce qui est absurde (On utilise le fait que la somme des

racines de  aX’+ bX + ¢ vaut —g. ).

Le polyndme X+ X+ ¢+ 1 adonc un discriminant nul, c'esta dire  1—4(¢+1)=0 d'on tz—% .
1 _
b)Onaalors Q(X)=X X+ 1 et la racine double de  Q(X) vaut EE il se trouve qu'elle

est aussi racine de P (X)—XZXZ—X—% donc par le 5), il n'y a pas de paire fixe pour

_y2_ 3
P(X)=X e

2 . . .. .
c¢) D'apres le 2), le polynome a (X + b) + ¢ admet une paire fixe si et seulement si il en est de méme

. . L . . 3
pour X +a (b+ c) c'est a dire, par les questions précédentes, si et seulement si  a (b+ c)#—z.

d) Elle est constituée de réels si et seulement si le discriminantde  Q(X ) est strictement positif, donc

L 3 3 . .
1—4(t+1)>0 cequiéquivauta ¢<—>, lecas t=— 6tant le cas « limite » sans paire fixe.

4

7) On part de la relation P (P(X))—X=(P(X)—X)Q(X) pour en déduire en substituant X par

X)

( (P(X)))—P(X)=(P(P(X))—P(X))Q(P(X))=((P(P(X))-X)-(P(X)-X))O(P(X))
(P(X)=X)O(X )=(P(X)-X))O(P(X)) (car P(P(X))-X=(P(X)-X)0(X) )
(P(X)-X )(Q( J-1)o(P(X)) .

(

a alors
(P(P(X))-X=P(P(P(X))-P(X)+ P(X)-X
=(P(X)-X)(0(X)-1)0(P(X )+ (P(X)-X
=(P(X)-X).[1+ (0(X)-1).0(P(X))].
Un calcul explicite montre que

R(X)=1+(0(X)=1).0(P(X))=1+(X’+ X+¢).(P(X)+ P(X )+ t+1)

=14+ (X X+1).((X°+ 1)+ X+ 2t+ 1)

=1+ (X7+ X +1). ((X +1)+ X2+ 2t+ 1)

=1+ (X7 X+0). (X4 (2t+ 1) X+ £+ 2t+ 1)

=X+ X0+ (3t+ 1) X (2t 1) X+ 37+ 3t+ 1) X+ (14 1) X+ £(t+ 1)+ 1.

0

N B || I

8) a) Supposons que z=>z'=>z'' estun triplet fixe. Alors z=P(z)=P(P(z'))=P(P(P(z)))
donc z est une racine de P (P (P(X)))—X .
Puisque z'#z ,ona P(z)—z#0.
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Ainsi, 0=P(P(P(z)))-z=(P(z)—z)R(z) donc R(z)=0.
Réciproquement, soit z tel que z soit une racine de  R(X) et ne soit pas une racinede P (X )—X
Alors z estune racinede  P(P(P(X)))—X. Posons z'=P(z) et z''=P(z')=P(P(z)).
Ona z#z' carzn'estpasuneracinede P(X)—X .Onaaussi z#z'' :sinon,on aurait encore
P(z)=P(z'')=z .Onaenfin z'#z'' :sinon,onaurait P(z')=P(z'') cestadire z''=z
et on a vu que ce n'est pas possible. Il vient alorsque z=>z'=>z'" estun triplet fixe.
b) Soient z,>z,'>z,'" et z,z,">z,"" deux triplets fixes avec avec z,=z,. On aurait
alors z',=P(z,)=P(z,)=z', etdoncaussi z'',=P(z',)=P(z',)=z'', :les deux triplets
seraient exactement les mémes.

¢) Supposons qu'il y ait trois triplets fixes différents. Par la question précédente, ils n'auraient aucun
¢élément en commun, donc la réunion de ces trois triplets formerait 9 nombres différents qui seraient tous
racinesde R (X ) , ce qui est impossible car ce polyndéme n'est que de degré 6.

9) a) Par le théoréme de dérivation des fonctions composées on a

d d ' —p ' '
-7 | PP(PX )| =—(P(P(X))| P (P(P(X))=P"(X)P'(P(X))P'(P(P(X))).

b) Soit zracinede P (X)—X et R(X) .Alors z serait racine multiple de leur produit, c'est a dire de
P(P(P(X))-X.
Onauraitalors P(z)=z et P'(z).P'(P(z)).P'(P(P(z)))—1=0 dou (P'(z))’=1 clesta

25 i
dire 8z'=1 donc Z3:é. On a alors ze{l-l 3.1

3
;e J;—e .
2°2 2 }
. 1 %% . . .
Il n'est pas possible que ZZE e > .Eneffet, puisque c'est une racine de P (X)—X , on aurait
5 =1 3 . 1 At . .
t=z—z' = ?+ j3 Y ZIR. De méme, la valeur z= 3 e est impossible (on aurait
-1 .33 RN S o a1
t= 3 j3 ?EIR . Ilreste la possibilit¢ z= 5 qui donnerait f=z—z" = 7 Dans ce cas,

P(X)—X:Xz—X+% qui a ZZ% comme racine double, et 102%.

. o : 1
c)Leseul casou P(X)—X et R(X) ontune racine en commun z impliquerait que 7,= 7 et que

. 1 6 s, 1T 4, 3 3, 31 2, 25 89
=— . RIX)=X+ X+ X"+ X"+ — X'+ X+—
cette racine est  z 5 On a alors par le 7) ( ) 1 > 16 16 4 et

onvoitque R

% #0. Ce cas est donc impossibleet P(X)—X et R(X) n'ontjamais de racine

commune . Puisque le polynome R(X ) , de degré 6, posséde au moins une racine complexe, et que cette
derniére n'est pas un point fixe de P (X ) elle engendre un triplet fixe.
10) a) Sil'on avait z;€IR, alors P étant a coefficients réels, on aurait z,=P (23)€|R , ce qui n'est pas.
Et si l'on avait aussi  z,€IR, alors P étant a coefficients réels, on aurait z,= P ( 22) €R, ce quin'est pas
vrai non plus..
b)Si z,=z, ,alors P étanta coefficients réels, on aurait z,=P(z,)=P(z,)=P(z,)=2; donc
Zy=Z,=z, ce quiestimpossible par définition d'un triplet fixe.

Méme raisonnement pour montrer que z,#Zz; et z,;=Z;

c) Puisque R(X) a ses coefficients réels, les nombres Z, sont aussi racinesde R(X) :ils

1
forment alors un deuxi€me triplet fixe, puisque aucun d'entre eux n'est dans z, > z,=> z; . Puisque les
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nombres {Zl S Zy) 23] ne sont par réels, leurs conjugués non plus, et aucun triplet fixe ne contient de réel.
Cela implique aussi que les racines de R (X ) sont toutes des racines simples.

11) Soit {z,, 2z, 23} un triplet fixe avec  z,< z,< z;. On aalors les deux relations de dépendance
possibles: z,?z,2z; ou z,?z;>z,

Silona z,2%z,%z, ,alors P(z,)—z,=2,—2,>0 , P(z;)—z,=2z,—2,<0 et
lim P(X)—X=+o0 doncle TVIappliqué a la fonction polyndme P (X )—X assure l'existence de

X2+

deux points fixes réels : un dans ]22 ,Z 3[ et 'autre dans ]23 s+ o[, Puisque
P(P(z,))-z, =z;—z,>0 et P (P(z,))—z,=z,—2,<0 , le TVI appliqué 4 la fonction polyndéme
P(P(X))-X assure 'existence d'une racine de ce dernier dans |z,, z,[. Cette derniére racine n'est
pas une des deux racines de P (X )—X (ces dernicre étant situées dans ]22 ;+ 00| par ce qui précéde)
donc fait partie d'une paire fixe.

Silona z,2z;->z, ,le méme raisonnement assure l'existence de deux points fixes réels : un dans

]23 ;Z,| etlautre dans |z,;+ . Deméme le TVI appliqué a la fonction polynome

P(P(X))—X assure l'existence d'une racine de ce dernier dans |z,, z5[. Cette derniére racine n'est
pas une des deux racines de P (X )—X (ces derniére étant situées dans ]23 ;+ 00|  par ce qui précéde)
donc fait partie d'une paire fixe.

Dans les deux cas, on a existence d'une paire fixe réelle, donc le discriminant de QO (X ) est strictement

positif, donc  1—4(¢+1)>0 ce qui implique que < —%.

. . 3 . . 3 .
Cela signifie que si tZ—Z aucun triplet fixe n'est réel. Si  ¢< e on ne peut pour le moment rien

dire a ce sujet mais nous apporterons une réponse ultérieurement.

12) a) Soit z€C une racine multiple de R (X ) . Alors, en particulier, z est une racine multiple de
P(P(P(X)))—X, doncparle5)a), P'(z).P'(P(z)).P'(P(P(z)))=1.

Soit z=z'=z'' letriplet fixe auquel appartient z. Onaalors P'(z).P'(z').P'(z'')=1 donc
P'(z").P'(P(z").P'"(P(P(z")=P'(z").P'(z"").P'(z)=1 et
P'(z"").P'(P(z")).P'(P(P(z')))=P'(z"").P'(z).P'(z")=1

donc z,z' etz'' sontaussides racines multiplesde P(P(P(X)))—X.

Puisque les nombres z, z' et z'' ne sont pas racines de P (X )—X (cf8)a)), alors ce sont des

racines multiples de  R(X) . Etant deux a deux distincts, et R (X) étant de degré 6, la seule possibilité

estque z,z'etz'' sontdesracines doublesde R(X) eten constituent 'ensemble de toutes les

racines. Ainsi, z->z'>z'’ estle seul triplet fixe pour P (X)

b) Les polynomes P(X)—X et P(P(P(X)))—X ¢&tant unitaires, il en est de méme de  R(X)
. On a donc par la question précédente : R(X)=((X—Z)(X—Z')(X—Z ”))2.

¢) S'il existe pour une certaine valeur de ¢ une racine multiple de R (X ) , on a par la question
précédente un polyndme  A(X) dedegré3telque R(X)=A(X). Posons:
(X—z)(X—z')(X—z"")=A(X)=X+ a X+ b X+c. Uncalcul un peu laborieux montre qu'alors
R(X)=4*(X)=X’+2a X"+ a’ X'+ 2(ab+ ¢) X+ (2ac+ b*) X+ 2bcX+ ¢™
Par comparaison avec I'expression obtenue au 7) :
R(X)=X+ X+ (3t+ 1) X+ (2t+ 1) X+ (3t°+ 3t+ 1) X7+ (#+ 1)° X+ ¢(¢+ 1)>+ 1, on en déduit
par identification
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2a=1
2b+ a’=3t+ 1
2(ab+c)=2t+1
2ac+ b’=3t"+3t+ 1
2be=(t+ 1)
=t(t+1)+1

. . 1 3..3 . . :
La premiére équation donne & :E etlaseconde b 25 t+ IR On substitue dans la troisieme ce qui

1 5
d c=—t+ —.
onne AT
. 1 .
La quatriéme équation meéne a 1'équation en ¢ él‘2+ 13 t+ 3—520 qui donne tZ—Z
4 8 64 4
C . 1 o 7, 49_ . . =7
la cinquiéme qui meéne a I'équation Zt + 3 t+ Y =0 dont l'unique solution est Vi
A ce stade, on a alors nécessairement d —1 b——2 c——l et t——z
’ 2’ 4’ 8 4
On vérifie alors que les deux derniéres €équations sont encore vraies avec ces valeurs.
. . 7 .
Réciproquement, si tz—z , alors les calculs ci-dessus montrent que
2
R(X)=[ X+ Ly2 2y 1
2 4 8
17 5 89 9 1

ou

avec l'expression obtenue au 7) : R(X)=X6+ X5—7X4—§X3+ 1—6X2+ 1_6X+ o

Ainsi, on est alors dans le cas ou R (X ) possede des racines multiples : toutes celles de
x+ly Oy 1
2 4 8

13) On travaille d'abord avec le polyndéme X *+¢. Parle 10), si un triplet fixe contient un nombre non

réel, alors il y a deux triplets fixes différents.

. . . . . 7
On déduit alors du 12) qu'il n'existe qu'un seul triplet fixe que dans le cas ou  #=——.

4

En reprenant les calculs du 2), le polynéme P (X )=a (X +b )2+ ¢ admet un unique triplet fixe si et

seulement si il en est de méme pour X+ a(b+c) c'est a dire si et seulementsi  a(b+c)#——.
P 4

Remarque : il est aussi possible de prouver que si > —— | alors les deux triplets fixes sont constitués de

4

, . 7 . o .
nombres non réels, et si < —— les deux triplets fixes sont constitués de nombres réels.
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Pour résumer :

Deux triplets fixes réels
Une paire fixe réelle
Deux points fixes réels

Un seul triplet fixe réel
Une paire fixe réelle
Deux points fixes réels

Deux triplets fixes non réels
Une paire fixe réelle
Deux points fixes réels

Deux triplets fixes non réels
Pas de paire fixe
Deux points fixes réels

Deux triplets fixes non réels
Une paire fixe non réelle
Deux points fixes réels

Deux triplets fixes non réels
Une paire fixe non réelle
Un seul point fixe réel

Deux triplets fixes non réels
Une paire fixe non réelle
Deux points fixes non réels
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F - FRACTIONS RATIONNELLES

I)  Fonction rationnelle

Le quotient de deux polyndmes n'est en général pas un polyndme, de la méme fagon que le quotient de deux
entiers naturels n'est en général pas un entier naturel. C'est la raison pour laquelle on est amené a étudier des
« fractions de polyndmes », que 'on appellera fractions rationnelles.

Tous les polyndmes seront considérés a coefficients réels (sauf mention explicite du contraire)

1.1) Définition

On appelle fraction rationnelle toute application F : €= C qui peut s' écrire sous la forme

F(Xx ):% ot P(X),0(X)eR[X]. Onnote IR(X) I'ensemble des fractions rationnelles a

coefficients réels

2X
=————, G(X)=—
X —X+5 X+ X

Exemple: F(X) sont des fractions rationnelles.

Remarques:_

(i) enprenant Q(X)=1, on voit que les polyndmes sont des fractions rationnelles particuliéres,
cestadireque IR[X]c<R(X).

(i1) Puisque un polynome ne possede qu'un nombre fini de racines, une fraction rationnelle n'admet
qu'un nombre fini de valeurs interdites, c'est a dire qu'une fraction rationnelle s'identifie a une
fonction dont le domaine de définition est C privé d'un nombre fini de points.

P\(X)  Py(X)

(ii1) On dira que deux fractions rationnelles ——= et ——F—= sont égales si et seulement si les
0,(X) ~ 0,(X)
polynémes P, (X )0,(X) et P,(X)Q,(X) sontégaux. Cela signifie que les
. Pi(X) Py(X) . .
fonctions X = et X sont égales sur la réunion de leurs domaines de
0,(X) 0,(X)
définition.
: : _ X X? ,
Exemple : les fractions rationnelles £, (X )— et F 2(X ): > sont égales car
X+1 X+ X

Vzg(—1,;0}, F,(z)=F,(z) bien que les domaines de définitionde F, et F, soient différents,
égaux respectivementa C\ {—1} et C\ {10}
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1.2) Fraction irréductible_

P(X P(X
Définition 1 : Soit F€IR(X), avec F(X )=L . On dit que l'écriture (X) est irréductible si
0(X) 0(X)
I'on ne peut trouver aucun polyndme non constant qui divise 4 la fois P(X) et O(X). Ainsi, la
P(X
fraction Q(( X; ne peut pas étre simplifiée par un polyndme non constant.
X+Xx | T o ,

Exemple: F(X )= m n'est pas une fraction irréductible car X divise a la fois le numérateur et le

— o : e X+1
dénominateur. Toutefois, si I'on simplifie la fraction par X, on obtient I'écriture  F (X ): Y3 qui est

bien une écriture irréductible.

Remarque : rigoureusement parlant, il faut parler d'écriture irréductible d'une fraction rationnelle, et non pas
de fraction rationnelle irréductible. L'exemple ci-dessus nous montre bien qu'une méme fraction rationnelle
peut avoir plusieurs écritures.

Voici un critére permettant de savoir si une fraction rationnelle est écrite sous forme irréductible :

P(X)

Propriété 1: L' écriture M est irréductible si et seulement si les polynomes P (X) et Q(X)

n'admettent aucune racine complexe commune.

P(X)

0(X)
Soit a€C telque P(a)=0(a)=0. On distingue deux cas :
(i) Soit a€R: danscecas X—a divisealafois P(X) et Q(X) etla fraction
n'est pas irréductible
(i) Soit a&R: dans ce cas le polynome (X —a)(X—a)=X"—2Re(a) X+ |a|* divise
alafois P(X) et Q(X) etla fraction n'est pas irréductible.

_Px)

Réciproquement, si l'écriture  F' (X )— 0 (X)

constant D(X) quidivisealafois P(X) et O(X) .Cepolyndme D(X) posséde au moins
une racine complexe a (Théoréme de d'Alembert Gauss) et donc P (a)=Q(a)=0.

Preuve : Soit une fraction rationnelle F(X) dont une écriture est F (X )=

n'est pas irréductible, c'est qu'il existe un polynéme non

X1 S
Exemple: F(X) est irréductible.

3 2

X +3X=5X+7
En effet, les racines du numérateur sont 1 et —1 . On vérifie que ni 1 ni —1 ne sont racine du dénominateur,
donc il n'y a pas de racine commune entre eux deux.

Propriété 2 : Toute fraction rationnelle non nulle peut étre écrite de fagon unique sous forme d'une fraction
irréductible avec un dénominateur normalisé.
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(*) Preuve : Soit une fraction rationnelle F(X) dont une écriture est F (X )=—-— . On peut choisir

[0]0.'¢ ) normalisé quitte 2 multiplier P (X) et O(X ) par une constante ad hoc. Si a€C est tel
que Pla )ZQ(a)ZO, on simplifie la fraction par X—a ou

(X—a )(X—E)=X2—2Re(a) X+ |a|2 selon que a soit réel ou pas, comme dans la preuve de la
propriété 1. On réiteére éventuellement le procédé jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de racine commune au
numérateur et au dénominateur (ce qui se fait en un nombre fini d'étapes car un polynéme non nul n'a qu'un
nombre fini de racine) : on obtient alors une écriture irréductible de F' (X ) avec un dénominateur normalisé.
Prouvons 1'unicité. Pour cela, nous avons besoin du :

Lemme : supposons que A (X ) , B (X ) et C (X ) soient trois polynomes a coefficients réels, non
nuls, et tels que :

(i) A(X) divise B(X).C(X)
(ii) Les polynomes  A(X) et B(X) n'ont pas de racine commune.
Alors, A(X) divise C(X).

Preuve du lemme :

Soit a€C uneracinede A(X) et soit P, (X )k le facteur irréductible associé a la racine a dans la

décomposition de A4 (X ) en produit de polynémes irréductibles de  IR[ X] ,avec & eN’ , et
P(X)=X—a si aeR et P,(X)=X’-2Re(a)X+|af si agR.

Parle (i), P, (X )k divise la polyndme B(X).C(X) , ce qui implique que sa décomposition en

produit de polyndmes irréductibles de IR[ X] contient un facteur de la forme Pa(X )1 avec [=>k.

Ce dernier facteur ne peut étre qu'un facteur de la décomposition de C (X ) en produit de polyndmes

irréductibles de  IR[X] ,carparle (i) B(a)#0. Onendéduitque P,(X)* divise C(X).

Cela étant vrai pour toute racine @ de A (X ) , on en déduit, en considérant la décomposition de ce dernier

polyndme en produit de polynomes irréductibles de  IR[X] ,que A(X) divise C(X).

Fin de la preuve de la propriété 2 (unicité).
_P(X)_P(X)
0,(X) 0,(X)
QI(X) et QQ(X) normalisés.
Onaalors P, (X)0,(X)=P,(X)0,(X)
On applique alors le lemme avec A(X)ZQZ(X) , B(X)ZPZ(X) et C(X)ZQI(X).
P,(X)
0,(X)
commune (propriété 1), donc QZ(X ) divise 0, (X )
Le méme raisonnement montre aussi que O, (X ) divise Qz(X )
Cela prouve que O, (X)Z QZ(X) . En effet :
* 0, (X ) divise Qz(X ) signifie qu'il existe un polynome D(X ) tel que
0,(X)=D(X)Q,(X) dou deg(Q,(X))=deg(Q,(X))—deg(D(X))<deg(Q,(X))
* Qz(X) divise 0, (X) implique de la méme fagon que deg(Qz(X))édeg(Ql(X))
On a au final deg (Qz(X)):deg (Q1 (X)) dou deg (A (X)):O , C'est a dire que les polyndmes
0, (X ) et QZ(X ) sont proportionnels, et donc égaux car ils sont normalisés.
P(X)_0,(X)
Py(X) 0,(X)

Supposons que  F’ (X ) , avec ces deux écritures irréductibles et les polyndomes

Puisque 1'écriture est irréductible, les polynomes  A(X) et B(X) n'ont pas de racine

,les polynomes P, (X ) et P,(X) sont aussi égaux.

Puisque
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2XP—X—1

Exemple :si F(X )= ? son unique écriture irréductible (avec dénominateur normalisé) est
F(X)= 3)(7"'1 i
X+X+1

1.3) Degré

Soit FER(X), avec F (X):% .Alors, le degré de  F(X ) est défini par
deg(F(X))=deg(P(X))—deg(Q(X)), le résultat étant indépendant de I'écriture sous forme de
fraction (irréductible ou pas) de (X ) Eneffet,si F(X ): PI(X) = P2<X> ,ona
0,(X) 0,(X)

P (X)0,(X)=P,(X)0,(X) dou deg(P,(X)}+ deg(Q,(X))=deg(P,(X))+deg(0,(X)) ,
ce qui entraine deg( (X)) —deg(0,(X))=deg(P,(X))—deg(0,(X)) . )
_P(x

De plus, cette définition du degré est cohérente avec celle des polynomes : si F (X )— I alors

deg(F (X ))=deg(P(X ))—deg(1)=deg(P(X ))-0=deg(P(X)) .

Remarque : le degré d'une fraction rationnelle peut étre égal a n'importe quel entier relatif.

2
Exemple: F(X )= 3 Xz_l est de degré -1.
X +3X=5X+7

1.4) Poles

P(X)
0(x)
polede F(X) toute racine complexe du dénominateur.
Soit a€C unpolede F(X) .Onditquea estunpdle simple si a est racine simple de  Q(X) .
Plus généralement, on dira que a est pdle d'ordre k& (entier strictement positif) si a est racine de multiplicité

kde O(X) .

Définition 2 : Soit F € |R(X ), avec F (X )= écrite sous forme irréductible. Alors, on appelle

1

Exemplel: F(X)= :j, —j et 1 sont des poles doubles. — 1 est un pole
(X+ 1P (X =17 (x+1)
simple.
X'+ X
Exemple2: F (X ): T : bien que 0 annule le dénominateur, ce n'est pas un pole car cette
s P e X'+ 1 : )
écriture n'est pas irréductible. En prenant I'écriture irréductible F' (X ): Y3 on voit que le seul pole

est 3 et qu'il est simple.
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Il) Notion de décomposition en éléments simples

I.1) Partie entiére, partie polaire.

Partons d'un exemple concernant cette fois les fractions de nombres entiers (c'est a dire les nombres
rationnels).

. s . 10 . . . 10 1
Si I'on considére la fraction ? , il peut étre commode de la décomposer sous la forme ?—3+ 3
c'est a dire I'écrire sous la forme de la somme d'un nombre entier et d'une fraction comprise entre 0 et 1. Cela
est d'ailleurs vrai pour tout nombre rationnel.

La propriété suivante est 'analogue pour les fractions rationnelles :

Propriété 3: Toute fraction rationnelle  F (X ) de degré positif ou nul peut étre décomposée de fagon
unique sous la forme :
F(X)=E(X)+ F,(X), ou:
- E(X) estun polynéme (appelé partic entiére ) de méme degré que F
- F, (X ) est une fraction rationnelle de degré strictement négatif (appelée partie polaire ).

Preuve : Soit une fraction rationnelle F (X ) dont une écriture est F (X ):% . Par division
euclidiennede P(X) par Q(X) ,onpeutécric P(X)=E(X)Q(X)+ R(X) ouE etR sont
deux polynomes tels que :

deg(E)=deg(P)—deg(Q)=deg(F)

deg(R)< deg(0Q)

En divisant par Q on obtient : F (X )=E(X )+

est bien de degré

strictement négatif.

On prouve maintenant l'unicité d'une telle décomposition :

<0 pour i=1,2 on déduit que

(X)= R,(X) R\(X)_R,(X)Q\(X)-R(X)0,(X)

ElX 0.0%) 0(X)-  0[X0,X)
Puisque deg(R,)<deg(Q,) et deg(R )<deg(Q2) on aon

deg(R,0,)< deg (0, )+ deg(0,) et deg(R, 0,)< deg (0, )+ deg(Q,) dod lon déduit que

E(X) et E,(X) sontdespolynomes, et

R.(X)

0,(X)
)-E

deg

R —R
deg M < (0 donc que deg(El(X)—Ez(X))< 0.
0,0,
) . R2 Rl
E, et E, c¢tant des polyndmes, cela implique que  E|\—E, estnuldonc E,=F, et 0, 0
2 1
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X+ 1
X+

X+ 1=(X + 1) X —X+1 .1l vient que la partie entiére de F est X et que la partie polaire vaut
—X+1
X+ 1

Exemple:Si F(X)= , alors par division euclidienne on obtient :

.Remarquer que  deg(X)=deg(F)=1.

La propriété précédente permet de se ramener systématiquement a des fractions rationnelles de degré
strictement négatif. On va maintenant se concentrer sur ce dernier type de fraction que 1'on va apprendre a
décomposer en somme de fractions rationnelles ayant une expression simple : les « éléments simples ».

Remarque : bien entendu, si  F (X ) est de degré négatif, la propriété 3 reste vraie avec  E (X )=0.

I.2) Elément simple de premiére espéce.

11 s'agit d'une fraction rationnelle qui posséde un unique pdle réel (possiblement multiple) . De plus le
numeérateur est une constante.
De fagon plus précise :

Définition 3: On appelle élément simple de premiére espéce d'ordre k associé au nombre a€C

toute fraction rationnelle de la forme F (X )Zﬁ ot A€C et keN”
—a
Exemple :
F (X ):ﬁ est un élément simple de premicre espece, d'ordre 3 et associé au nombre - 4.
+

I.3) Elément simple de seconde espéce._

11 s'agit une fraction rationnelle qui posséde comme uniques poles (possiblement multiples) un couple de
nombres complexes non réels conjugués. De plus le numérateur est de degré inférieur ou égal a 1.

Définition 4: On appelle élément simple de seconde espéce d'ordre k associé aux nombres complexes non

:AX—"'f oo A,BER , kelN™ et
_ P(X)
P(X)=(X-W)(X—=N) est le polyndme normalisé¢ du second degre a coefficients réels, avec
A<O0, etderacines A et A

réel A et A toute fraction rationnelle de la forme F(X)

Exemples : F(X)Z}X—-Fl
X+4X+5

nombres —2+ j et —2—j.

est un élément simple de seconde espéce, d'ordre 1 et associé aux

2
G( X ) :()(2—4)2 est un élément simple de seconde espece, d'ordre 2 et associé aux nombres
+
2j et —2j.
H(X)= 2)(;1
X +4X+1
n'est pas irréductible : son A vaut 12 et est donc positif.

n'est pas un élément simple de seconde espece car le polynome X F4X+ 1

143



I.4) Théoréme de décomposition en éléments simples (DEES)

Ce théoreme est absolument fondamental car ses applications en mathématiques du signal sont tres
nombreuses : calcul de primitives, transformation de Laplace, transformée en Z entre autres.

L'idée contenu dans ce théoréme est que toute fraction de degré strictement négatif peut s'écrire comme une
somme d'éléments simples. On a deux versions selon que I'on se place dans C(X ) oudans IR(X) (ce
dernier cas étant de loin le plus fréquent). Plus précisément :

I1.4.a) Enoncé

Théoréme 1 :

1) Toute fraction rationnelle F (X ) peut s'écrire dans C (X ) comme somme de sa partie enticre et

d'éléments simples de premiére espéce associés a ses poles. Autrement dit, sa partie polaire peut s'écrire dans
C (X ) comme somme de sa partie enticre et d'éléments simples de premicre espece associés a ses poles.

2) Toute fraction rationnelle F' (X ) peut s'écrire dans IR (X ) comme somme de sa partie enticre et

d'éléments simples associés a ses pdles (de premiere espece pour les poles réels et de seconde espece pour les

poles complexes).

De plus dans chacune des deux situations ci-dessus :

a) L'ordre de chaque élément simple est inférieur ou €gal a I'ordre du pole correspondant dans la fraction
rationnelle

b) Cette décomposition est unique .

2

Prenons un exemple : F (X )= X . Cette fraction rationnelle, irréductible, est de

(X—2)(x=3)(x*+1)
degré —3 donc elle a un degré négatif : sa partie entiere est nulle. Ses pdles sont les nombres 2 (simple), 3
(double) et j et —j qui sont simples.
On va donc avoir des éléments simples de premiére espece associés a 2 et 3, et un ou des élément(s)
simple(s) de seconde espéce associé(s)a j et —j . Plus précisément, 2 étant un pdle simple , 1'ordre du
ou des ¢éléments simples associés a 2 est inférieur ou égal a 1 : il n'y a donc qu'un seul élément simple associé

a2 quiestd'ordre 1, donc de la forme . De méme, 3 étant un pdle double , 1'ordre du ou des

X-2
¢éléments simples associés a 3 est inférieur ou égal a 2: il n'y a donc qu'au plus deux éléments simples

B 4 <
X3 © (x-3p
couple de pdles complexes conjugués simples, il ne va y avoir qu'un seul élément simple associé a

J et —j quiestdonc d'ordre 1, donc de la forme DX+ E

X+ 1
Le théoréme 1 dit alors que  F (X ) peut s'écrire sous la forme :
F(X)= A + B + C +DX+E.
X=2 X-3 (x-3 X’+1
On obtient ainsi une décomposition formelle (quand les coefficients des numérateurs ne sont pas explicités).
On notera que le nombre de constantes a trouver est égal au degré du dénominateur si  F' (X ) est écrite
sous forme irréductible).

associés a 3 qui sont d'ordre 1 ou 2 , donc de la forme .Enfin, j et—j étantun

Remarque : Un ¢lément simple d'ordre maximal associé¢ a un pdle ne peut pas étre nul. Dans I'exemple ci-
dessus, cela signifie que les coefficients A et C sont nécessairement non nuls, et le couple (D; E )
est différent de (0 N 0) (c'est a dire que D et E ne sont pas simultanément nuls).
A B DX+ E
= + + )
X-2 X-3 X2+ 1

Montrons le pour C par exemple. Si l'on avait C=0, onaurait F(X)

qui, aprés une mise au méme dénominateur, pourrait s'écrire sous la forme
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P(X
()= P
(X=2)(Xx-3)(x"+1)
X(X=2)(Xx=3)(X+1)=P(X).(X=2)(X =37 (X*+1)
cestadireque X =P(X).(X—3) cestadireque X—3 divise X’ ce qui estabsurde.

ce qui impliquerait que

II.4.b) (*)Preuve du Théoréme.

La preuve de ce théoréme est longue et un peu compliquée! Toutefois, vu son importance, il nous parait
important d'en donner une démonstration.
Il s'agit d'un raisonnement par récurrence pour lequel 'hérédité est assurée par les deux lemmes ci-dessous :

Lemme 1Soit a€R et k€N . On considére une fraction rationnelle  F° (X)eR(X) telle que a
en soit un podle d'ordre k. Alors il existe une constante C€E€IR telle que

F(X)= L+ F 1(X ) ou F 1 (X) est une fraction rationnelle dont @ est un pdle d'ordre inférieur
(X—a)

—a
ouégala k—1 (avec laconvention qu'un pdle d'ordre 0 n'est pas un pole) et dont les autres poles
éventuels sont ceux de  F' (X ) , avec des ordres inférieurs ou égaux.

, P
Preuve du Lemme 1 : Ecrivons F (X ) sous forme irréductible avec F (X )=————— et

P,0€R[X] .Ona QO(a)#0 car gestunpéledordre k de F(X) .

Considérons A€ER[X] avec A(X)ZQ(a)P(X)-P(a)Q(X). Alors A(a)=0 donc
X—a divise A(X) ,cestadire qu'il existe un polynéme B€EIR[X] tel que
Q(a)P(X)—Q(X)P(a):()f—)a).B(X) d'ou l'on déduit :

Pla
P(X) 0(a) B(X)
F(X)= =
ey ot x- a>+<<)x T 000
a

ce qui prouve le lemme 1 avec 0(a) et F(X)=
a

B(X)
(X-a)"'0(a).0(X)

conditions demandés car les poles de  F,(X) font partie des racines de (X —a )k_l .0(X) comptées
avec leur ordre de multiplicité.

qui vérifie bien les

Lemme 2 Soit a€C , a¢R et & €IN" . On considére une fraction rationnelle  F (X)eR(x)
telle que a en soit un pole d'ordre k. Alors il existe une unique couple (C s D)€|R XIR tel que
( X)= CX+D
(X?—2Re(a) X +a)
sont des poles d'ordre inférieurs ou égaux & k—1 (avec la convention qu'un pdle d'ordre 0 n'est pas un
pble) et dont les autres pdles éventuels sont ceux de  F' (X ) , avec des ordres inférieurs ou égaux.

+ F,(X) ou F,(X) estune fraction rationnelle dont a et @

Preuve du Lemme 2 : Ecrivons F (X ) sous forme irréductible avec
P(X)
F(X)= et P,Q€R[X] .Ona Q(a)#0 car aestun pole
S e aRela) xraFFolx) |
dordre k de  F(X)

P(a)

Considérons l'unique couple de réels (C ; D) telsque aC+ D :m . Ce couple existe bien de
a

facon unique car, par considération des parties réelles et imaginaires, la relation
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aC+ D:P(a), C,DelR équivaut au systéme 0(a) , qui admet comme
Ola) Im(a) C:Im(P(a)
' O(a)
Im(P(a)
| . _ __\0(d)
unique solution le couple (C ;D) avec C= et
Imia
Im(a).Re gga)) —Re(a).Im(gEa;
a a
D= I ( ) (remarquons que a est non réel donc Im(a)#O.)
ma

| avec A(X)¥P(X)—(CX+ D)Q(X). Alors
(a)=0 . Puisque le polynome 4 est a coefficients réels et que a&IR, on

Définissons alors A€R[X
A(a)=P(a)- (aC+ D)Q

en déduit que —2Re(a) X +|a | divise 4 (X ) c'est a dire qu'il existe un polynome
BeR[X telque P(X)—-(Cx+ D)Q(X):(X2—2Re(a)X+|a|2).B(X) d'ou I'on déduit :

F(X)= PLY)
(X*—2Re(a)X+lal’) O(X)
_ CX+D N B(X) ’
(X*—2Re(a)X+|al)" (X*—2Re(a)X+lal)™".0(X)

B(X)
(X*-2Re(a)X+]al)".0(X)

conditions demandés car ses pdles font partie des racines de (X *~2Re (@)X +|a |2 )k_l .0(X)
comptées avec leur ordre de multiplicité.

ce qui prouve le lemme 2 avec  F, (X )= qui vérifie bien les

Preuve du Théoréme 1 :
Nous allons d'abord prouver le point 2), le point 1) se démontrant de fagon trés similaire au 1), mais de fagcon
beaucoup moins technique. Nous admettrons I'unicité.

P(X)
0(X)

P (X ), O(Xx )€|R[X |. Nous allons raisonner par récurrence sur n=deg (Q) (c'est a dire sur le
nombre de poles comptés avec leur ordre de multiplicité) et ainsi démontrer la propriété (Pn): toute

Existence de la décomposition. Soit F (X )= écrite sous forme irréductible avec

fraction rationnelle ayant au plus n poles peut s'écrire dans IR (X ) comme somme de sa partie enticre et
d'¢léments simples associés a ses poles (de premicres espece pour les pdles réels et de seconde espéce pour

les poles complexes). L'ordre de chaque élément simple est inférieur ou égal a I'ordre du pdle correspondant
dans la fraction rationnelle.

Si n=0: alors F (X ) est un polyndme, donc est égal a sa partie enti¢re et sa partie polaire est nulle.

Supposons que n€IN soit tel que (P k) soit vraie pour tout entier naturel inférieur ou égal a n.
P(X
Soit F(X )Zﬁ écrite sous forme irréductible avec  deg (Q(X))=n+ 1.

Ona deg(QO(X))>1 dont F(X) posséde au moins un pdle a. Soit k>1 Tordre de ce pole.
Alors,

(i) soit a€lR, etlelemme 1 montre que F(X):L+F1(X) oun CeR et

(X—a)f
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F, (X ) est une fraction rationnelle qui a un nombre de péles strictement inférieur a celui de

(

F
|R( comme somme de sa partie entiere et d'éléments simples associés a ses poles. Comme les
polesde F, (X ) font partie de ceux de  F (X ) avec un ordre inférieur ou égal, la relation

F (X )=ﬁ+ F 1(X ) fournit une décomposition en éléments simples pour F (X ) avec

les propriétés voulues.

X) :Thypothése de récurrence permet d'affirmer que F,(X ) peut s'écrire dans
X)

(i) soit a€R, etlelemme2 montre que F(X )= ) +F (X) ou

(x*—2Re(a) X +|a )
C,DER et F,(X) estune fraction rationnelle qui a un nombre de pdles strictement

inférieur a celuide  F(X) :I'hypothése de récurrence permet d'affirmer que  F,(X ) peut
s'écrire dans IR(X) comme somme de sa partie entiére et d'éléments simples associés a ses
poles. Comme les poles de  F, (X ) font partie de ceux de  F (X ) avec un ordre inférieur ou

+
¢gal, larelation F(X )= G + F,(X) fournit une décomposition en

2 2\k
(X*—2Re(a)X+lal)
¢éléments simples pour F (X ) avec les propriétés voulues.
On a ainsi démontré que (P e 1) est vraie, ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

Remarques :
(i) Nous admettrons l'unicité donnée par ce Théoréme, qui n'est pas plus difficile & montrer que 1'existence,
mais nécessite des calculs avec des notations trés lourdes.

(ii) La preuve du point 1) est trés similaire, mais plus courte. Nous laissons la preuve en exercice aux lecteurs
courageux, en leur indiquant seulement que pour assurer I'hérédité de la propriété (Pn) , nous n'avons
besoin que d'utiliser une version légérement modifiée du Lemme 1 , dont la démonstration est exactement la
méme :

Lemme 1': Soit a€C et k€N . On considére une fraction rationnelle  F (X)eC(X) telle que
a en soit un pdle d'ordre k. Alors il existe une unique constante C€C telle que

F(Xx )=%+ F.(X) ou F,(X) estune fraction rationnelle dont a est un péle d'ordre inférieur

X—a)
ouégala k—1 (avec laconvention qu'un pdle d'ordre 0 n'est pas un pole) et dont les autres pdles
éventuels sont ceux de  F' (X ) , avec des ordres inférieurs ou égaux.

Ill) Méthodes de calcul des coefficients dans une décomposition en
élements simples formelle.

Nous développons ici quelques méthodes permettant de calculer les valeurs numériques qui interviennent
dans les décompositions en éléments simples.

ll.1) Cas d'un élément simple de premiére espéce associé a un péle
réel simple

On commence par le cas le plus simple (et heureusement le plus fréquent) : tous les poles sont réels et
simples.
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Propriété 4 : Soit FEIR(X), avec F(X)= écrite sous forme irréductible, et soit a€IR un

pole réel simple de  F (X ) On considére Y—a le seul élément simple associé a a dans la
—a

décomposition en éléments simples de  F (X ).
Alors, AZ[(X—a) F(X)]Xza , c'est a dire la valeur de l'expression (X—a)F(X) en X=a
apres qu'elle ait été simplifiée par (X —a) en fraction irréductible.

Exemple: F(X )= X+ 13)?)( = Cette écriture est irréductible, de degré -1<0 : la partie entiére est
nulle. On a deux poles simples réels qui sont -1 et 2. La décomposition formelle est de la forme

F(X)= X‘i i Xli 5 La propriété 4 permet de calculer directement A et B

A=[(X+1)F(Xx ]lezl(X+ 1)(X+ 13))(()(_2)]){:1:[%])(_1: 1.

{0207 (| X2 iy |7
Onobtient F(X )= Xi -+ %

Preuve de la propriété 4 : en écrivant la DEES formelle de  F (X ) et en utilisant le fait que le pole a est

simple, on obtient que F (X )= XA

+ F (X) ou F,(X) estlasomme de la partie entiére et des

—a
¢éléments simples associés aux autres poles.On obtient alors que :

(X—a)F(X)=A+(X—a)F,(X). Onpeutremplacer X par adans F,(X) carleréel a n'est pas
unpblede F,(X) . Celadonne : [(X—a)F(XﬂX:aZ/H 0.F (a)=A.

ll.2) Cas d'un élément simple de premiére espéce d'ordre maximal
associé a un pole réel multiple.

On traite maintenant le cas des pdles réels multiples : la propriété suivante permet de déterminer 1'é1ément
simple d'ordre maximal.

. PlX
Propriété 5:  Soit FER(X), avec F (X >:ﬁ écrite sous forme irréductible, et soit a€IR un
pole réel dordre p>0de F (X ) On considere ﬁ , I'élément simple d'ordre maximal p
—a

associé a a dans la décomposition en éléments simples de  F (X ).
Alors, A=[(X—a)pF(X)]X:a , c'est a dire la valeur de l'expression (X—a)’F(X) en X=a
aprés qu'elle ait été simplifiée par (X —a)” en fraction irréductible.

Remarque : a ne pas appliquer pour les éléments simples qui ne sont pas d'ordre maximal ! Et noter qu'ainsi,
cette méthode ne peut s'appliquer qu'une seule fois par pole réel.
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= 3X
(X+1)(x—-2)

simples qui sont -1 (simple) et 2 (double). La décomposition formelle est de la forme

Exemple: F (X . Cette écriture est irréductible, de degré -2<0. On a deux pdles

F ( X ): Xf- I + XliZ + (sz)z . La propriété 4 permet de calculer seulement A :
— | 3X _ 1 pe
A —[(X +1)F(X )] e m =73 La propriété 5 permet de calculer seulement C
- X=-1

3X
X+1
trouver la constante manquante B.

c:[<x—z>2F<X>]X:2:[

] =2. Les méthodes données au paragraphe suivant permettront de
X =2

Preuve : en écrivant la DEES formelle de F et en utilisant le fait que le pole a est d'ordre p, on obtient que
A A A
F(X)=—"+ Z S+ .t L_+F,(X) ou F,(X) estlasomme de la partic entiére et
X—a (X-a) (X—a)?
des éléments simples associés aux autres poles.On obtient alors que :
(X—a)pF(X)ZAI(X—a)’Fu AZ(X—a)p72+ ot A+ (X—a)’F,(X). Onpeut remplacer X par
adans F (X ) car le réel a n'est pas un pole de F, (X ) . Cela donne :
(X—a) F(X)]y-,=0+ 4,+0.F (a)=4

P

ll.3) Autres méthodes.

A utiliser apres avoir appliqué les propriétés 4 et 5.
II1.3.a) Utilisation de la limite pour X =+ o

Idée générale : on multiplie I'égalité de la décomposition formelle de  F' (X ) par X, puis on fait tendre X
vers +o00 :on obtient une équation sur les coefficients de la décomposition formelle de  F (X ).

Exemple : on reprend le dernier exemple vu ci-dessus: F (X )2 b > .Ona
(X+1)(x-2)
A B C : 1
F(X)= + + avec les deux constantes déja trouvées A=—— et C=2. Ona
X+1 X-2 (x-2) 3
L
donc F(X)= 3 + B + 2 En employant la méthode décrite, il vient :
X+ X2 (x—2f P : ‘
Ly

_ 3 + BX N 2X

X+1 X-2 (x-27
la limite d'une fraction rationnelle en *oo est égale a celle du quotient des termes de plus haut degré, il en
résulte que :

XF(X) En considérant X €IR, X =+ 00, eten utilisant le fait que

0=—%+ B+ 0 donc BZ%

Remarque : attention, cela ne marche que pour les fractions de degré strictement négatif pour lesquelles la
partie entiére est nulle. De plus, cette méthode ne donne qu'une seule équation.
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IIL.3.b) Valeur particuliére de X

Idée générale : on considére I'égalité de la décomposition formelle de  F' (X ) pour une valeur particuliére

simple de X qui ne soit pas un péle : on obtient une équation sur les coefficients de la décomposition
formelle de  F (X ).

Exemple : on reprend le dernier exemple vu ci-dessus que l'on va finir par une autre méthode. Soit
1

__ 3, B 2
X+l X2 (x-2)

_ 3X
F(X)_(X+1)(X—2)2 .Ona F(X)

: on va retrouver le fait que

1
B= 3 par une autre méthode .

1
Si on pose X=3 (par exemple) la dernicre égalité donne : F (3)2 : + & + ce qui donne
3+1 3-2 (3-2)
9 | 9 1 1
~—=——+ B+2 dou B=—+_—-2=—.
g T O don BT

II1.3.c) Meéthode par identification

Idée générale : on réduit au méme dénominateur la DEES formelle (avec éventuellement les valeurs
numériques déja trouvées) et on identifie avec l'expression de  F (X )

Cette méthode « bulldozer » marche a tous les coups, mais attention a ne pas se retrouver dans des calculs
inextricables !

3
(X—1)(X°+X+1)
fraction est bien irréductible. Le polyndome X 4+ X+ 1 estirréductible ( A<O ).

La DEES formelle donne : F(X): = + B ~+ €X+D
X-=1 (x-1 X’+X+1

3 A
— ly—,=1. En mettant au méme
(X°+ X+1)
dénominateur dans la DEES formelle de F(X) on obtient courageusement :

F(X):(A+ C) X+ (D—2C+1) X+ (C—2D+ 1) X —4+ D+ 1
(X—1P(X°+ X+1)
Par identification avec l'expression de  F (X ) on obtient que

VXeC, (4+C)X°+(D-2C+1)X’+(C—2D+1)X—A+D+1=3

Exemple: F (X ): . On vérifie que le degré de la fraction est négatif, et que la

. Avant de se lancer dans des calculs

compliqués, remarquons que la propriété 5 donne B=|

A+ C=0
\ \ —2C+ D=-1
d'ou 1 t :
ou Ie Systeme C—2D:—1
— A+ D=2

Les équations 1 et 4 donnent: C=—4 et D=2+ A. En substituant dans la deuxiéme, cela donne
3A+2=—1 dou A=-1. Onadonc C=1 et D=1. On vérifie que la troisiéme équation est
aussi bien vérifiée.

On obtient donc : F(X) = 1 + X+1

= +
X=1 (Xx-1 X’+X+1
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Remarque : le systéme de 4 équations obtenu ci-dessus ne comporte que 3 inconnues et non 4 comme on
aurait pu s'y attendre. Cela est dii au fait qu'une inconnue (B) a déja été trouvée auparavant par une autre
méthode (la propriété 5).

I11.3.d) (*) Méthode par les poles complexes

C'est la méme chose que pour la propriété 4, mais pour un pdle non réel.
A n'utiliser que si les poles ne sont pas trop compliqués.

Exemple : reprenons 1'exemple ci-dessus :

F(X): _ 32 — A + 1 2+ €X+D
(X—-17(x+x+1) X-1 (x-1° X'+X+1
propriété 5).

On cherche la valeur des deux poles complexes conjugués en résolvant I'équation X + X+1=0 ce qui

1. .43

donne X :_7 ey = En multipliant F(X) par X + X+ 1 onobtient:

(le nombre B a été trouvé par la

F(X): 3 :( A4 + 1 ))(X2+X+l)+CX+D. 11 suffit alors de remplacer X par

(Xx—1) \X-1 (x-1)
_71+ ]% pour obtenir (_1 3\/3_ 1>2:( )><0+ C( 2 \/23) D
_+ —_—
)
QE_;L__ 7T+D+ g;
2(1=v3)
1+ ;/3 J - T+ D+ jC % . En identifiant les partie réelles et imaginaires il vient que :
=C 1
— D -
2 b d'oulontrouve C=D=1.
V3_o33
2 2

Enfin, pour trouver A, on peut utiliser la technique des limites du paragraphe a) qui donne 1'équation
0=A4+C dou A=—-C=-1.
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IV) Exercices

Exercice 1

Décomposer en éléments simples dans

_ 4X+ 22
)= 3 —2) (x+ 4)
F(X)= —18X+103

(X+3)(X—1)
P (X )= 36X=4

(X*+4)(X*+16)
F7(X): —8X+ 19

(X~ X-2)(x-2)

= 34X%*+ 17X—15

FolX
o (X 2+ 11X+ 24) (X —1)?

Exercice 2

Décomposer formellement la fraction suivante dans

a réel :

2 —_—
F(X)= X "+4X-5

(X°—a’)(X +3)

(*)Exercice 3

IR les fractions rationnelles suivantes

X=X+ 5X-5
*¥VF (X)=
A e
5X+3
F,(x)=—2T°_
4( ) (X2—1)2
3X—9
*\F (X)=
() £l X) (X7+1)(x-3)
3x°
F(xX)=—22
o(X) X2-2X-8

2X+ X*-3X—1
FIO(X): X5+ X3

R[ X]

en discutant suivant les valeurs du paramétre

Soit P(X)=(X—1)"(X—2)? oup etq sontdes entiers strictement positifs.
1) Calculer P'(X) et factoriser le résultat obtenu.

2) On considére la fraction rationnelle  F' (X )—

. Simplifier la fraction et trouver sa

décomposition en éléments simples. Que remarque-t-on ?

Exercice 4

1) Vérifier que X*+1=(X>+1)*—2 X?

2) En déduire une factorisation de
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X3
X*+1

3) On considére la fraction rationnelle F (X )=

a) Ecrire la décomposition formelle de  F (X ).

b) A l'aide par exemple de la méthode des coefficients indéterminés, calculer les coefficients de
la décomposition en éléments simples de  F (X ).

Exercice 5
12(X°+4X+ 1)
(X' X+ 1) (X=1)(Xx+1)

On considére la fraction rationnelle £ (X )= . Sa décomposition en

¢éléments simples est donnée par

2X+a bX + 20 c 7 18 d
+ + + +

X+ X+1 X—Xx+1 X+1 X—1 (x—1F (x—-1)

F(X)

Trouver les 4 réels a,b,c et d .

Exercice 6
Soit P (X) un polynéme a coefficients réels de degré 6. On pose
P(X
F(X)= (X) On suppose la fraction F (X ) irréductible.

X+ 3X M 22X -2X-3X -1
On cherche la décomposition de  F (X ) en éléments simples.
Donner trois raisons différentes permettant d'affirmer que la réponse donnée ci-dessous est fausse :

F(X)=1+ 23 A - 2 >
X—1 (X+1 (x+1)

Exercice 7

Le but de cet exercice est de trouver la décomposition en éléments simples de la fraction
X+ X’
FlX)=———
(%) (X°+1)
1) Que vaut la partie entiére ?
2) Prouverque F(X) est écrite sous forme irréductible.
3) Donner la décomposition en éléments simples formelle de  F (X )
4) a) Faire la division euclidienne de X v X2 par X S|
AX) | B(X)
(X*+1) (X*+1)

b) En déduire une écriture de F (X ) sous la forme F(X )=

deg(B(X))<1.
¢) Procéder a la division euclidienne du polynome A4 (X ) trouvé ci-dessus par X+ |
d) En déduire la décomposition en éléments simples de (X )

avee

Exercice 8

P(X)
(X-1)°

1) A quelle condition sur le polynome P peut-on affirmer que la fraction F est écrite sous forme

Soit P€R[X]. On définit la fraction rationnelle F (X)=
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irréductible ?

A B

2) Soit la décomposition en éléments simples formelle : F(X)=E(X)+ Y—1 + (x 1)2

a) Démontrer que B=P(1).
(*)b) En déduire que  A=P'(1).
Exercice 9 Etablir la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle suivante (on la supposera

2
irréductible) :  F(X )= (i(X 1—)22((— 221)2
- +

Exercice 10

2
On considére la fraction rationnelle F (X ): X —4 ou a>0.

(X+a)(X*+1)

1) Pour quelles valeurs de  a> 0 l'expression donnée ci-dessus est-elle une écriture irréductible de
F(X) 2

Dans ce cas, donner la décomposition en ¢léments simples formelle de  F (X ) (c'est a dire sans calculer

les coefficients).

2) Dans le cas ou F n'est pas irréductible, simplifier la fraction et faire sa décomposition en éléments simples

compléte (en calculant donc la valeur des coefficients).

(*)Exercice 11
Soient deux réels 0<a<bh. Procéder a la décomposition en éléments simples de

F(X)= X+1
(X*+a®)( X+ D)

(attention a bien traiter tous les cas particuliers).

Exercice 12. Etablir la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles suivantes :

X7
D F<X):(X—1)(X—4)
2) F(X)= X

(X*—4X+5)(Xx-2)
Exercice 13

. . . . . . P(X
Soit une fraction rationnelle ayant pour écriture irréductible :  F (X ): ( ) , avec

(X+3)°(Xx+1)

P(X)ER[X]. .Ondonne sadécomposition en éléments simples :

Flx)=14—2 4> 10
(X+3) (x+3) X+1

1° Quel est le degré de P(X) 2 Justifier.
2° Calculer la valeur numérique de P (—1 ) . On notera que pour cette question, il n'est pas nécessaire (et
fortement déconseillé) de chercher I'expression de P (X )
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(*) Exercice 14
Soit P (X )E IR[X] un polynéme de degré supérieur ot égal a 2 et n'admettant que des racines simples.

Soient A, A,...,A, sesracines.

n

1) Montr li t=h 1
) Montreraue B Pl ~ P10

2) En déduire la décomposition en éléments simples de P (IX) en fonctionde A, et P '(7» k)

< 1
3) Prouver que ——=0.
) Proweraue 2 5
4) En adaptant le raisonnement utilis¢ dans les questions précédentes, prouver que
n }\‘p n }\I‘l*l 1
Ypell;2;...n—2}, —* =0 etque L__—— o0 a, estlecoefficient
PE| J ;P,()\]) q ;P'O\k) a, n

du terme de plus haut degré de P (X )
5) Déduire de la question 2 la décomposition en éléments simples dans C [X] puis dans |R[X ]

de F(X)=

*
B on nelN .
n_

6) Application du 3) :
Soit P(X)EC[X] avec deg(P(X))=2 .On suppose que A Ay ., les racines de

P(X)—X , sont toutes simples. Montrer qu'il existe i, telque |P (A iu> >1 :ondiraque

kio est un point fixe répulsifde P (X ) (c'est a dire qu'une suite de nombres complexes
(z,) satisfaisant a la relation de récurrence  z,,,= P(z,) ne peut pas converger vers A,

Ly

sans &tre stationnaire).
(*)Exercice 15

Dans cet exercice, on dira qu'une fraction rationnelle G (X )E€C(X) est une dérivée rationnelle s'il existe
F(X)EC(X) tel que, pour tout réel ¢ qui ne soit pas un pole de F et de G, on ait G(t)ZF ’(t).
On dira que G(X ) est la dérivée rationnelle de la fraction F (X ) ce que 1'on notera

G(X)=F'(X).

1) a) Montrer que tout polynéme est une dérivée rationnelle.
b) Montrer qu'une fraction rationnelle G(X ) eC (X ) estune dérivée rationnelle si et seulement
si il existe deux polyndmes P(X)EC[X] et Q(X)EC[X] tels
we Gx)=P X000 (x] P(x)

0°(X)

2) a)Montrer quesi F#0 et deg(F(X))#0, alors deg(F'(X))=deg(F(X))—1.
b) Montrer que si  deg(F(X))=0 ,alors deg(F'(X)) peut, sclon les cas, étre égal a
n'importe quel entier strictement inférieur a — 1.
¢) En déduire que si  G(X )EIR(X) est une dérivée rationnelle, alors nécessairement

deg(G(X))=—1.
3) Soient deux polynémes P(X)EIR[X] et Q(X)€ER[X] tels que I'écriture

P(X) soit
0(X)

irréductible et tels que QO (X ) n'ait que des racines simples. Montrer que 1'écriture

P'(X)0(X)-Q'(X)P(X)
0*(X)

4) Soient deux polynémes P (X)EC[X] et Q(X)EC[X] tels que 1'écriture

est irréductible.
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P(X)
0(X)
décomposition de Q(X ) en produit de polyndmes irréductibles de  C[X].

Soit i€(1,..., p}.

a) Montrer quesi 7,=1 ,lenombre z, n'estpasracinede P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X) ,
etsi n2>2, lenombre z, est racinedordre n—1 de P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X) .
A(X)
B(X)
multiplicative prés) une expression factorisée de B (X ) en fonctiondes z, et n,.

1 1

F(X)= soit irréductible. Soit Q(X):a(X—Zl)”'.(X—Z2)”Z...(X—Zp)n” la

b) Soit F'(X)= une écriture irréductible de  F'(X). Déterminer (a une constante

5) Déduire des questions précédentes qu'une dérivée rationnelle est nécessairement de degré différent
de — 1 et que ses pdles éventuels sont d'ordre supérieurs ou égal a 2.

. P(X)
6) Soit F(X)eC(X) avec FI(X)=
B T
O(X)=(X—z)".(X—z,)"..(X—2z,)" ladécompositionde Q(X) en produitde
polynomes irréductibles de C[X ]. On considére la décomposition en éléments simples dans
A, .
ClX] deF(x): F(X)=E(X)+ Z (X—l])’ E(X) étant la partie entiére.
ij —Z.

1

son écriture irréductible. Soit

Montrer que F (X ) est une dérivée rationnelle si, et seulement si, Vi, A; ;=0 clestadire

que la décompositionde F (X ) en éléments simples dans C[X] ne comporte aucun élément
simple d'ordre 1.

7) Soit A(X)EC[X] avec degA(X)=>1. On suppose que y (IX) est une dérivée
rationnelle. Soit  F (X )= P(X) EC(X) telleque F'(X ):# et telle que 1'écriture
x) 0(X) A(X)
P(X
——= soit irréductible.
0(X)

a) Montrer que deg (Q(X ))21 et que 1'on peut supposer que Q(X ) est normalisé et que
deg(F(X))<-1.

On veut montrer par l'absurde que P (X ) est un polyndme constant. Supposons donc
deg(P(X))>1.
Considérons la factorisation Q(X)=IT_ (X —A,)" avec n>1 et A#\;, pour i#;.

b) Exprimer A(X ) enfonctionde o, des n; etdes A, En déduire que

P'(X)O(X)-P(X)Q'(X)=M.II" (X —2,)""" pour une certaine constante non nulle M .
c¢) En déduire une contradiction en raisonnant sur les degrés
d) Montrer que Q(X ) estde laforme (X—a )k , k=1. En déduire les polynomes

A(X)eC[X] tels que ﬁ soit une dérivée rationnelle.
e) Montrer le corollaire suivant.
Soit A(X)EC[X] avec degA(X)=>1. Alorsladécomposition en éléments simples

dans C (X ) de admet forcément au moins un élément simple d'ordre 1 non nul, & moins que

1
A(X)

que [ X) ne soit lui méme un élément simple d'ordre supérieur ou égal a 2.
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V) Corrigés

Exercice 1
1 2 1 . 3 7
FlX) =57 %3t 7= FX)=-594v 55
3 1 3
1 4 2 1 4 2 4 2
F.(X)= - — — F.(X)= — — +
(X X=1 (x-1F (x—-17 X+3 () X+1 (x+1P X-1 (x-1)

9X—1 9X—1 9X+ 12 9 3
Fyx)= - Fo(X)=

3(X%+4) 3(X%+16) 50X+ 1)_50()(—3»)+ 10( X —3)°

3 3 | 32 4
F.(X)= - F (X)=3X
X =T %= (x—2) S(X)=3Xe 64 o o5
2 1 3 5 2X+5 2 31
F,X)= — X L2 -
=55 (X—17 X+3 X+8 olX) X+l X X X
Exercice 2

On peut supposer que a@=0 car il n'y a que son carré qui intervient.
On cherche les valeurs de a@ qui donnent :
soit une écriture qui n'est pas irréductible
soit un pdle multiple
On obtient les cas suivants

N A4, B, C

(i) Sia=0: F(X)—X+X2+X+3

e X°+4X-5 X+5 4 B
Sia=1: F(X)= = =

(i) Sia (X) (X—1)(x+3) (X+1)(X+3) Y—1 X+3

s X’+4X-5 X’+4X+5 4 B C
Sia=3: F(X)= = = + +

(iii) Si a ( ) (X2—9)(X+3) (X_3)(X+3)2 X-3 X+3 (X+3)2

o X+ 4X—5 X-1 A B

iv)Sia=5: F(X)= = = +

) (%) (x*-25)(x+3) (X=5)(X+3) X5 X+3

(v)Si a#{0,1;3;5] F(X) 4, B, C

:X—aT X+a X+3

Exercice 3

D PX)=(x =1 (X =2)" ((p+ ¢) X—g—2p)

_P(X)_(X-1)"(x=2)""((p+ ¢) X—q—2p)
2) Ona F(X)= ) - (X—l)”(Xp—z()]q q—=2p
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_(p+q)X—q=2p__p q
(X-1)(x-2) Xx- )

p
On pourrait prouver que cette formule se généralise au cas ou P H X—a k ™ :dans ce cas, on a la
k=1

P'(X)_ i i
P (X ) S X-a k
n'admet que des poles simples , qui sont les racines de P (X ) , et que les coefficients des éléments
simples associés correspondent a leur ordre de multiplicité en tant que racine de P (X )

décomposition en éléments simples : . On remarque que cette fraction rationnelle

Exercice 4

1) 1l suffit de développer et de réduire le membre de droite.

2) Par une identité remarquable, X'+ 1=(X’+ 1)—2 XZZ(XZ—\/§X+ 1)(X°+ V2 X+ 1)

3)
a)On a
Flx)= X X’ ___AX+B CX+D
X1 (XP=2X+1)(X°+V2X+1) X —V2X+1 X’+V2X+1
4+ C=1
b) On tombe sur le systeme V2 A+—B_\/2C+—D: 0 qui donne
A+V2B+C—V/2D=0
B+ D=0
3 1, V2 1,32
X 2 4 2 4
F(X)= R + =
X'+1 X'—V2Xx+1 X+2X+1
Exercice 5
Ona c¢= =12.

12(X°+ 4X+ 1) _1 o] 12X 44X+ 1)
(X'+ X+ 1) (X =17 [, (X X2+ 1)(X+1) [y,
La technique du III)3)a donne 2+ b+ c+7=0 dou b=-10.
La technique du I11)3) b donne, avec la valeur X=0: a+ 20+ ¢c—7—-18—d=—12 dou a=4.

Exercice 6

. X . . A
La fraction —>3 n'est pas un élément simple car le numérateur devrait €tre une constante.
X+1

La fraction n'est pas un ¢lément simple car le dénominateur n'est pas irréductible.

2

La partie entiére devrait étre de degré 6-5 =1, or celle qui est donnée est de degré nul.
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Exercice 7

1) O car le degré de la fraction est strictement négatif.
2) Les racines du numérateurs sont j et —j, et elles ne sont pas racines du numérateur car

J+ =14 j£0 et (=P + (= j)'=—1-#0.
X+ X’ _AX+B_ CX+D _EX+F

D P T e e 1 (e 1T
4) a)Ona X'+ X' =(X'—X+1)(X°+1)+(Xx—1).
X5+X2_X3—X+1+ X—-1
(X2+17 (X+17  (X+1)
¢)Ona X —X+1=X(X"+1)-2X+1.
d) On a donc d'apres les deux questions précédentes,

b) On déduit que

F(X):X(X2+ 1)-2X+1  X-1 _ X _—2X+1 X1 ce aui donne la
(X*+1) (X*+1) X’+1 (X’+1) (X’+1) 1
décomposition en éléments simples voulue.
Exercice 8

1) La fraction F est irréductible si et seulement si P (1)70.
2) a)Ona P(X)=E(X)(X—1)’+ A(X—1)+ B donc en faisant tendre X vers 1, on obtient

B=P(1).
b) On déduit A=%—(X—I)E(X) donc en faisant tendre X vers 1, on a
A=P'(1).
Exercice 9
5 1 3

FX=5% 2 (X+2f X1

Exercice 10

2
1)Pour a#2, lexpression F(X)= X2_42 est une écriture irréductible de  F (X )
(X+a)(X°+1)
2
Danscecas, F(X)= X —4 A + B + X+ D avec B#0 car l'écriture de

(X+a)(X*+1) X+a (X+a) X+1
cette fraction est irréductible.

X’-4 X-2 1 4  4X-3
2)Onaalors F(X )= = =—|— + .
) (%) (X+2P(X*+1) (X+2)(Xx*+1) 5( X+2 X2+1)
Exercice 11
(i) Cas a=0.
. ) X+1 1 1
(1a)Slb:0, F(X): X4 :?*‘F

(ib)Si b>0: F(X)=
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1 1+ bj

Par la propriété 5, on a B=?. La technique du I11)3)d donne bj C+ DZ_—b2 d'ou
C=D =—# Par la technique de la limite (IIT)3)a) , on obtient ensuite les relations A+ C=0 donc
A:—C:% .On a alors F(X)ZL2 L+ %— X2+1 .
b pP\X  X° X'+b
(i) Cas a> 0.
. _ _ X+ i .
(ila) Cas a=bh: F(Xx )—ﬁ. c'est déja un élément simple.
(X +a )
(iib) Cas a<b: F(X)=— X*1 _AX+B CX+D
(X*+a’)(X'+b") X'+a° X+b
On utilise la technique du IIT)3)d: aj 4+ B= a{ * 12 dou A= 21 5 et B= 21 >
b —a b*—a b —a
Par la méme technique, bjC+ D= b{+ 12 dou C= 21 > et D= 21 >
—b a —b a—b

On a donc F(X)Z I (X+1—X+1).

b—a'\X’+a> X'+b°
Exercice 12.

)= 2 1

D FX)Eyg 53

1 2 X
=+

X
F(X)= —~
? (X) X=2 (x-2) X’-4X+5

Exercice 13

1° Le degré de la partie entiére E(X)=1 vaut 0 donc le degré de P (X) est celui du dénominateur de
la fraction, celle-ci étant irréductible, c'est a dire que  deg (P (X ))=9.
P(X) ] _P(=1)
=1

(X+3) |, 256

2° Le coefficient de donc

vaut , par la propriété 5 ,

1
+1
P(—1)=-2560.

Exercice 14

. P(t)-P(A . Pt
1) Par définition de la dérivée,ona lim ()—(k):hm L=P’(?»k) . Les racines de P
>N t_)\‘k >N, t_)\‘k
. . .. . 1_)\'/( 1
étant simples on a P'(?\k);ﬁ() donc par quotient de limites lim =—
B TP )
n A
2) Onaladé iti tléments simples fi lle de la f = — . Si
) On a la décomposition en éléments simples formelle de la forme P(X) ; X7 i
X =M i . .
ke€(1;2;...;n} ,onaalors =A,+(X—\,) ), —— .Puisquepour i#k ,on
P(X) =X,

a A#MA, ,enfaisanttendre X vers A, dans I'égalité ci-dessus, il vient , grace au résultat du 1) :
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A,= 2 ,( > ) . On en déduit la décomposition en éléments simples suivante :
k
1
1 _v P
P(X) i=1 X_}\‘z
_X
X "o p ' (}\‘k) . X
3) On déduit du 2) que = .En faisant X 2+, ona lim ———=0
: Y By Z X=hy Xoew P(X)
Vo : NPT N 1 _
car deg(P(X))=>2, doul'on obtient par passage a la limite Z —F—=0.
& P(x)
Xﬂ
4) Soit p€{1,2,;...;n—2}. On considére la fraction rationnelle TX) Elle est de degré
strictement négatif, donc il n'y a pas de partie enti¢re.Sa décomposition en éléments simples est de la
p n )
forme ——=) —— ( elle peut ne pas étre irréductible siunréel A, est nul, mais
P (X) ; X—n ( peut ne p u u ' u

dans ce cas on aura simplement A4, =0 ce qui, dans ce cas, ne nous empéche pas de travailler sur
cette décomposition en ¢léments simple formelle).

On a tout comme pour le 2) , pour k€{1,2,...;n} ,larelation
X (X—h A,
ﬁ: A+ (X=2,) Z ﬁ et en faisant tendre X vers A, dans I'égalité ci-
p
dessus, il vient , grace au résultat du 1) : A kzra) .On en déduit que
k
A
o1 on ——. X
X p(n) En faisant X >+ li X 0
= . En faisan o, ona lim =0 car
P(X) i=1 X_7\’i X->+°0P(X)
‘ . o M
deg (P (X ))> p+ 1, doul'on obtient par passage a la limite Z m: 0.
k=1 k
Si I'on reprend tout avec p=n—1 (vérifier qu'il n'y a toujours pas de partie entiére dans ce cas 13),

pt1 n

onvaavoir lim = lim
X-)+00P(X) X—)+ocP<X)

:L (quotient des termes de plus haut degré :

n

n 7\‘71*1
remarquer que les polyndmes X" et P(X ) ont le méme degré), d'ou Z;=L
k=1 P'()\‘k) a,
5) Lesracinesde P(X)=X>"—1 sont—1,+1 (les seules racines réelles) et les paires de nombres
km . ok
complexes conjugués Kkze"l et A,=e " pour 1<k<n—1. .Onadoncdapresle?2):
1 1 1 1
1L _p), p(=1) P P 2n
= + + + = P(X)=X"-1
P(X) X—1 Xx+1 ]; X—n,  X-n, ¢ (x) ’
km
P'(X)=2nX™" et Kk=e"J . On calcule :
kH2n=1)z ; T “hx _ Lug
P'(n)=2ne " =2ne’e " =2ne" , P'(h)=P'(h,)=2ne" et
P'(1)=2n, P'(-1)=—2n dou pour n=>2
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n—1 —J e
_ Ly 1 e’ e”
F(X)_zn X-1 X+1T,; EPN

~.

6) On raisonne par I'absurde et on suppose que V7, ‘P ’(7\ ,.) |<1 . Pour i fixé, on a alors
Re(P'(A;)=1)=Re(P'(A,))=1<|P’(N,)|-1<0 parles relations Vz€C, Re(z)<[z| et
Vi, |P'(h)[<1 ,dou: Re(P'(X;)-1)<0 .
Onaen fait Re(P'(A,)—1)<0 | sinon on aurait par ce qui précéde :
Re(P ’()\’i)):|P,()\’i)| et |P ') |:1
ce qui ne peut arriver que si P '(Ki)Z 1 :celaestexclucar A, estune racine simple de

P(X)-X.

1 P'(n)-1 | Re(P'(r)-1)
Onadonc Re|——————|=Re > 1= >
P()-1 P(0)-1F]  |P"(n)—-1]
donc
- 1 N 1
Re ——|=) Re|————|<0
ZFTT) A P'm)—l)
. 1

ce qui contredit —FF—=0.

a P

On en déduit I'existence d'un point fixe complexe répulsif pour P (X).

Exercice 15

1) a)Si T(X)ZZaka , T(X) estladérivée rationnellede F (X )=P(X) avec
k=0

n

P(X):;;—"IX"”ec[X]cc(X) .

b) Supposons que  G(X)EC(X) soit une dérivée rationnelle. Alors, il existe

X
F (X )= TX) (écriture que 1'on supposera irréductible mais ce n'est pas indispensable) telle

que pour tout réel ¢ qui ne soit pas un pole de F et de G, on ait G(t)ZF '(t). D'apres les
P'(t)0(t)-0Q'(1) P(t)
0*(1)

formules de dérivation, on a pour de tels réels 7: G (¢)= . En

considérant G(X ) :% , on en déduit que les polyndmes

B(X)[P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X)) et A(X)Q’(X) sontégaux pour une infinités de
valeurs (toute valeur de ¢ qui ne soit pas un pole de F et de G) donc sont égaux (voir corollaire du
Théoréme 2 du chapitre des polyndmes). On en déduit 1'égalité entre fractions rationnelles
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2
0°(X)
Réciproquement, si l'on a 1'égalité entre fractions rationnelles :

(x)=F '(X)Q();)z(—)g)’(X)P(X)
P(X)

alors, en considérant  F (X )27) ,on abien I'égalit¢  G(¢t)=F'(¢t) pour tout réel ¢ qui

o(x

b

ne soit pas un pdle de F et de G.
P(X)
0(X)

2) a) On considére I'écriture irréductible  F (X )= avec P(X)= Z a, X et
k=0

(x)=>.b,x" , a,#0, b,#0.
k=0

Si deg( )ZO , F (X ) est une fonction polynomiale non constante donc

deg(F'(X))=deg(F (X))-1.

Si deg(P)=0, alors deg(Q)#0 etona Fr(X):_Qgiil(P)(X)

Q

donc

deg(F'(X))=(m—1)—2m=—m—1=deg(F(X))—1.
Dans les autres cas, le terme de plus haut degré de P '(X )Q(X)—Q'(X)P(X) est

(n—m)a,b,, X"*"'#0 (remarquer que n#m puisque deg(F (X ))#0, )donc
deg(F(X))=n—m

et

deg(F'(X))=deg| £ (X)Q%Z()%(X)P(X) —n+ m—1—2m=(n—m)—1=deg(F(X))—1.

b) En faisant intervenir la partie entiére de (X ) , qui est de méme degré que F (X ) donc
constante, ona F (X )=k+ F,(X) avec k€R et deg(F,(X))<0. Onen déduit que si

Fo(X)#0 ,alors F'(X)=F'J(X) donc
deg(F'(X))=deg(F '\(X))=deg(F,(X))-1<—1.
Si F,(X)=0, deg(F'(X))=deg(0)=—o00< —1.

1 . . :
En prenant F (X )= 1+ ? pour n'importe quel entier naturel non nul, on voit que

deg(F'(X))=—n—1 |, qui peut étre égal a n'importe quel entier strictement inférieur a — 1.

¢)Si G(X)=F'(X), alors:

soit F(X)=0, donc G(X)=0 et deg(G(X))=—1.

soit deg(F(X))=0 doncparle2)b), deg(G(X))=—1.

soit F#0 et deg(F(X))#0, alors deg(F'(X))=deg(F(X))—1#—1.

3) Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe a€C tel que Q(a)ZO et

P'(G)Q(a)—Q'(a)P(a)ZO . Alors Q’(a)P(a):() ,et,puisque I'écriture SE:};{% est

irréductible ona P (a)#0 donc on obtient Q'(a)=0 donc a est une racine multiple de
O(X) , ce qui est impossible.

4)
a)Si n,=1 ,alors P'(z,)0(z)-0'(z,)P(z,)=—0"(z,) P(z,)#0 car P(z,)#0
puisque 1'écriture IQ)E);'; est irréductible, et Q'(z,)#0 car z, estune racine simple de
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Si n>2, alors Q(X)=(X—z)"0,(X) avec 0,(X)eC[X] et Q,(z,)#0 et
0'(X)=(X-z)"'0,(X) avec Qz( JEC[X] et Q,(z,)#0. Onaalors
P'(X)O(X)-0'(X)P(X)=P'(X )( )" 1(X) P(X)(X—z)"" 0,(X)

=(X —z)" [P (X)(X~z2,)0,(X)=P(X)0,(X)|=(X~z,)"" 0;(X),

oulonaposé Qs(X)=P'(X)(X~z)0 ( ) P(X)0,(X )

On a Q3(Zi):—P(Zi)Q2(Zi)¢O car P(zi);éo puisque 1'écriture SE;Y(; est irréductible.
On en déduit que le nombre  z, est racine dordre n,—1 de P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X) .

()= P (X)0(X)-0"(X)P(X)_A(X)
b)Ona F'(X)= 0'(X) = B(x)
P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X)
0*(X)
pour tout i par (X —z,)""' (ennotantquesi n,=1 , (X—z,)" '=1 ). On peutdonc simplifier la
P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X)
0°(X)
Puisque chaque z, est racine d'ordre n,—1 de P'(X)Q(X)-Q'(X)P(X) (pour n=2, ),

1

On a vu dans la question précédente que I'écriture pouvait se simplifier

(X—Zl)"‘_l.(X—Zz)"z_l ...(X—zp)"”_l .

fraction rationnelle

on ne peut pas simplifier plus, donc I'écriture de la fraction devient irréductible.
On en déduit que

B(X):C QZ(X) :C(X_Z )nl+1 (X_Z )n2+1 (X_Z )np+1
(X—z,)" 1.(X—22)"271...(X—Zp)nfl : ? ?
a une constante multiplicative C' prés. On remarque alors que les racines de B(X ) sont toutes d'ordre de
multiplicité au moins égale a deux.

5) Le fait qu'une dérivée rationnelle soit nécessairement de degré différent de — 1 est le résultat du 2)c).
Le fait que ses poles éventuels soient d'ordre supérieurs ou égal a 2 provient du fait que, dans la
question précédente, les racines éventuelles de B (X ) sont toutes d'ordre de multiplicité au
moins égale a deux.

6) Supposons que Vi, A4;,=0 . Alors la décomposition en éléments simple de ~ F (X ) montre
que ce dernier est somme d'un polynéme FE (X ) , qui est une dérivée rationnelle, et de termes de

. . -y -1 4;
Ll avec j>2, quisontlesdérivéesde —. “.—eC(X). Onen
(X—z,) J=1 (X =z)"
déduit que (X ) est une dérivée rationnelle comme somme de dérivées rationnelles.
Réciproquement, si ( ) est une dérivée rationnelle, puisque E (X ) et les éventuels termes de la
4;,
X—z

la forme

forme

- avec j=2 le sont aussi, on en déduit en faisant la différence que z

(X—z,)

est

une dérivée rationnelle. Or, chaque z; est pole simple de la fraction rationnelle z —LtL o ce qui est
z

i i

impossible par le 5), & moins que chaque constante A4, ; ne soit nulle.

7)
a) Sil'onavait deg(Q(X))<I ,la fraction rationnelle ~F (X ) serait un polynome, donc
1

aussi ce qui n'est pas car deg A4 (X)Zl .

A(X)
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Si a est le coefficient du terme de plus haut degré de  Q(X) , alors %)=F "(X)=

1

Ainsi, en considérant %P(X) et gQ(X) alaplacede P(X)et Q(X) ,on peutsupposer que

O(X) est normalisé.
Par les résultats du 2), on a forcément deg( (X )) , sinon on aurait

deg(ﬁ)Zdeg(F'(X))Zdeg(F(X)) 1>0 ce qui est impossible car deg 4 (X )>1.
Supposons que deg(F (X )): 0. Enappelant a le coefficient du terme de plus haut degré de
P(X) ,ona:

P(X)—-a0(X)\ _[P(X) 1

)
0(X) \o(x)) 4(x)
deg(P(X)—aQ(X))< deg(P(X))=deg(Q(X)) carleterme de plus haut degré de P (X) ce

!

simplifie avec celuide aQ(X) donc deg( (Xé( )( ))< 0.

Ainsi, en considérant éventuellement P (X ) (X ) alaplacede P (X ) on peut supposer que

deg(F(X))<-1.

. 1 . . . . .
b) L'écriture Y, ( X) est clairement irréductible, on déduit de la question 4)b) que

A(X)=C. I, (X —ki)“ " pour une certaine constante C qui correspond au coefficient du terme de plus
haut degré de A4 (X).
P'(X)Q(X)-P(X)Q'(X)_ 1
0°(x) CILL (X =)™

On a alors

donc
' _ ' — QZ(X) - H?ZI(X_}\‘I')ZHI :i o _}\‘ n—1
PIXIOIX)-P(X)Q(X)= e e = L (X )

¢) Puisque deg(P(X))>1 et deg(Q(X))=1, ona
deg(P'(X)O(X ))=deg(P(X)Q'(X))=deg(P(X))+ deg(Q(X))-1.
En appelant a le coefficient du terme de plus haut degré de P (X ), le terme de plus haut degré de
P'(X)O(X) vaut a.deg(P(X)) tandisqueceluide P(X)Q'(X) vaut a.deg(Q(X)).
Puisque deg(P(X))<deg(Q(X)) ,les termes de plus haut degré de P '(X )Q(X) etde
P(X)O'(X) ne se simplifient pas et
deg(P'(X)Q(X )-P(X)Q'(X))=deg(P(X))+ deg(Q(X))-1.
On déduit de la question précédente que  deg (P (X ))+ deg(Q(X))— ( ll(X—)»[)"‘_l) donc

1=
deg(P(X))+deg(Q(X))—lzg(ni—l) i(nl) a=deg(Q(X))—a car

i=1
O(X)=T0_, (X =2,)"
On en déduit la relation  deg(P(X))—1=—o qui est impossible car a>1 et
deg(P(X))—1=0.

On en déduit que P (X ) est une constante. Cette constante est nécessairement non nulle car
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d) Posons alors P (X ) =a. Enreprenant les calculs menés a la question précédente, on arrive a

1

' — a n+1
—aQ (X)_E'Hi:1<X_7\‘i) o
En raisonnant & nouveau sur les degrés, ona  deg(Q Z (n — 1) deg(Q(X))—a donc
a=1 : Q(X ) ne possede qu'une seule (d'ordre quelconque) onc , étant un polyndme unitaire, on a

O(X)=(X-n), k=1, rheC.
Onaalors A(X) delaforme A(X)=C.(X—A\)"* ., etréciproquement, si
1 !
A(X)=C(X —7\)1”‘ , alors ! = _Rk est bien une dérivée rationnelle.
AX) | (x=n)

On en déduit que les polynomes A4 (X )EC[X | tels que ﬁ soit une dérivée rationnelle sont les
polyndmes constants et de la forme A(X)=C.(X—A)""* pour C#0, k€N et AEC.

e) Par le 6), admet au moins un élément simple d'ordre 1 non nul si et seulement si ce n'est pas

1
A(X)

une dérivée rationnelle, c'est a dire par le d), si et seulement si ) n'est pas lui-méme un élément

1
A(X

simple d'ordre supérieur ou égal a 2.
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