N

HAL

open science

Synthese temps-échelle de signaux non stationnaires

Adrien Meynard, Bruno Torrésani

» To cite this version:

Adrien Meynard, Bruno Torrésani. Syntheése temps-échelle de signaux non stationnaires. GRETSI
2022 - XXVIIleme Colloque francophone de traitement du signal et des images, Sep 2022, Nancy,

France. hal-03696088

HAL Id: hal-03696088
https://hal.science/hal-03696088

Submitted on 15 Jun 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-03696088
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Résumé — Nous développons une approche probabiliste « 2 la synthése » temps-échelle pour modéliser des signaux localement stationnaires.
Inspiré de nos précédents travaux, le modele se caractérise par des translations le long I’axe des échelles des coefficients d’ondelettes au cours du
temps. Nous proposons un estimateur du maximum a posteriori de la translation d’échelle et du spectre de puissance sous-jacent. Nous montrons
que le modele peut gérer des signaux a fréquence rapide, et fournir des représentations temps-échelle plus concentrées que le synchrosqueezing.

Abstract — We develop a time-scale synthesis-based probabilistic approach for the modeling of locally stationary signals. Inspired by our
previous work, the model involves time-dependent translations of the wavelet coefficients along the scale axis. We propose a maximum a
posteriori estimator for the time-varying scale translation and the underlying power spectrum. We show that the model can handle signals with
fast-varying frequency, and provide sharp time-scale representations more concentrated than synchrosqueezed wavelet transform.

1 Introduction

L’analyse temps-fréquence classique est généralement uti-
lisée pour construire des représentations de signaux non sta-
tionnaires desquelles des informations pertinentes peuvent &tre
extraites (voir par exemple [1, 2]). Sous des hypotheses appro-
priées, les transformées linéaires telles que la transformée de
Fourier a court terme ou la transformée en ondelettes sont in-
versibles. Ceci conduit a des approches dites a la synthese [3],
ou les signaux s’expriment sous forme de combinaisons linéaires
d’atomes temps-fréquence. Ces coefficients fournissent un autre
type de représentation temps-fréquence, moins contraint par les
exigences de cohérence et les principes d’incertitude.

Les approches statistiques en analyse temps-fréquence re-
posent souvent sur des modeles statistiques ad hoc pour les
transformées temps-fréquence. L’ extraction de I’information est
alors formulée comme un probleme d’estimation statistique.
Les méthodes de factorisation matricielle non négative [4] ou
de détection des composantes temps-fréquence [5, 6] en sont
des exemples. Dans la plupart des situations, la modélisation
apparait comme une étape de post-traitement apres le calcul
d’une transformée. Cependant, les modeles statistiques ne sont
généralement pas compatibles avec les conditions de cohérence
satisfaites par les transformées temps-fréquence.

Turner et Sahani [7] ont récemment introduit un paradigme
bayésien, sous le nom de représentation temps-fréquence pro-
babiliste. Cela consiste a exprimer les signaux comme résultats
d’une synthese a partir de coefficients temps-fréquence aléa-
toires, pour lesquels une distribution a priori est choisie. Ceci
est appliqué & divers contextes, tels que la syntheése de signaux
stationnaires, ou le débruitage en présence de bruit non station-
naire. Un point de vue similaire a déja été adopté par divers

auteurs dans le passé (voir par exemple [8]). Nous nous ap-
puyons ici sur le modele Turner-Sahani, que nous revisitons,
en supposant un modele génératif de la forme [9]

y(t) =Re | D (s * Wo)(1) | +€(t) ()
S
ol x désigne le produit de convolution, {1)4,s} est un banc de
filtres indexé par une échelle s, les W(t) des coefficients aléa-
toires de sous-bande, et €(¢) un bruit.

Nous nous concentrons sur les signaux localement station-
naires pour lesquels des caractéristiques spectrales dépendant
du temps peuvent étre définies. En suivant notre approche JE-
FAS [10], nous étudions une classe de non-stationnarité gé-
nérée par des décalages dépendant du temps dans le domaine
temps-échelle. JEFAS est une approche a I’analyse, c’est-a-dire
un post-traitement de la représentation temps-échelle. Nous in-
troduisons JEFAS-S, une approche a la synthese bayésienne
qui fournit une représentation temps-échelle adaptative du si-
gnal, ainsi qu’une estimation des parametres correspondants.
Alors que I’estimation de JEFAS était basée sur des approxi-
mations de la transformée en ondelettes, une estimation exacte
est possible ici, et nous fournissons un algorithme EM cor-
respondant. De plus, dans certaines situations, le modele est
suffisamment flexible pour fournir des représentations temps-
échelle extrémement concentrées qui peuvent étre plus nettes
que les transformées issues du synchrosqueezing [11].

2 Modele a la synthese

Dans cet article, nous nous limitons a la synthése par on-
delettes. On note 1) I’ondelette choisie, et s 1’ondelette mise a



I’échelle définie par v, (t) = ¢q~*/21) (¢~5t), pour une constante
q > 1. s € {s1,... sps} est un ensemble fini d’échelles.

2.1 Modé¢le discret

Nous considérons le cas périodique fini : supposons que nous
ayons N instants de mesure T = (71 - - - 7v)” ol le signal cor-
respondant y = y(7) est échantillonné a la fréquence Fy. Pour
n € {1,... N}, m € {1,... M}, notons 1, € CV le vecteur
(Y, (T1—n) Vs, (Tn—n))T, et par ¥,, € CNV*M 1a matrice
obtenue par concaténation des vecteurs ¢, m € {1,... M'}.
L’équation d’observation (1) discrétisée s’écrit alors

N
y=yo+e=Re<Z‘I’nwn>+e, @)

n=1

ot les w,, € CM sont des vecteurs de coefficients de synthése.
Ce modele peut également étre écrit sous forme matricielle
comme y = Re(DW + €), ol la matrice de dictionnaire D est
la concaténation des matrices ¥,,, et W = vec(wy,... Wy ).

Dans cet article, € sera modélisé comme un bruit blanc gaus-
sien de variance o2 [7]. La non-stationnarité sera introduite via
un a priori approprié sur W, qui vise a décrire des déformations
locales au cours du temps, comme introduit dans [12].

2.2 Une classe de non-stationarité

Lorsque toutes les sous-bandes W dans (1) sont station-
naires, le signal résultant y est stationnaire. Nous nous intéres-
sons a une situation particuliere ou la non-stationnarité induit
un déplacement au cours du temps selon 1’axe des échelles, tel
qu’étudié dans [12, 10]. I y a ét€ montré que ce modele rend
compte des signaux obtenus par déformation temporelle de si-
gnaux stationnaires, a savoir les signaux de la forme

y(t) =o't z(v(1)) 3)

ou z est un signal aléatoire stationnaire au sens large, et vy
est une fonction lisse strictement croissante. Ce modele décrit
les phénomenes de compression-dilatation de signaux station-
naires. Par exemple, les sons produits par un moteur dont la
vitesse varie ou tout son stationnaire déformé par effet Doppler
peuvent étre décrit comme tels [10].

Pour construire la distribution a priori sur des coefficients de
sous-bandes discretes, nous faisons les hypotheses suivantes.

1. Les vecteurs w,, sont des vecteurs gaussiens complexes
circulaires décorrélés : w,, ~ €4 .(0,C,,).

2. Les matrices de covariance C,, sont des translations d’une
fonction fixe f, comme indiqué dans [10], a savoir

[Cn]mm’ é .f(Sm +0p,8m + an) ) 4

N 2 ... P .
ou f : (Ri) — C est hermitienne, semi-définie posi-
tive, et 6,, € R est le parametre de décalage.

Dans [10], il a été montré que les coefficients d’ondelettes d’un
signal aléatoire stationnaire localement déformé peuvent étre

approximés par des vecteurs aléatoires satisfaisant les hypo-
theses ci-dessus. Le parametre 6,, représente un facteur de di-
latation local a I’instant 7,, (dépendant de la dérivée de la fonc-
tion de déformation temporelle «y), et f fait intervenir le spectre
de puissance . du signal sous-jacent et la transformée de Fou-
rier de I’ondelette :

f(s,8) = ¢ / SEONEONE . (5)

3 Procédure d’estimation

3.1 Inférence bayésienne

L’estimation de la matrice des coefficients de sous-bande W
repose sur I’évaluation de la distribution a posteriori correspon-
dante. Cette derniere dépend des parametres suivants, supposés
connus a ce stade : les facteurs de dilatation 8,,, et 1a fonction de
covariance f. Soit T’y € CMNXMN |3 matrice diagonale par
blocs avec les blocs Cq,...Cy. La distribution a posteriori
des coefficients de sous-bande est une loi gaussienne complexe
p(Wly) ~ €4 (u,I',R), avec moyenne et covariance

1
p=0TD"C,'y, TI'=Ty- Z1“0DHC;1D1“0 ,

(la matrice de relation R, inutile ici, n’est pas fournie) ou

N
1
2 H
Cy, =01+ 5 Re 7?_1 v,C, ¥, | . (6)

Par conséquent, I’espérance a posteriori w,, de w,, s’écrit
~ 1 Hr—1
W, = §Cn\IIn C,y. @)

Notons que, contrairement & la distribution a priori, la distribu-
tion a posteriori des w,, implique des corrélations temporelles.

3.2 Estimation des parameétres

Discutons maintenant du choix des deux parametres du mo-
dele, i.e. les facteurs de dilatation 6,, et la fonction de cova-
riance f. Remarquons d’abord que I’expression (5) fournit un
choix naturel pour la fonction f. Ce dernier implique 1’onde-
lette, qui est connue, et le spectre de puissance . du processus
stationnaire sous-jacent, qui est inconnu. Nous devons alors dé-
terminer le vecteur @ = (61, ...60x) et le spectre de puissance.

L’algorithme JEFAS introduit dans [10] fournit une approche
a I’analyse pour estimer 8 et .. Nous décrivons maintenant
un algorithme alternatif, basé sur le principe EM (Espérance-
Maximisation) [13], spécialement adapté a 1’approche a la syn-
theése développée dans cet article. Ici, y est 1’observation, 6 le
parametre et W la variable latente.

. . . a(k=1)
Proposition 1 (Algorithme EM). Soit 6 le vecteur des
facteurs de dilatation a Iitération k—1 de ’algorithme, duquel
sont estimés C;’“‘” et Cg(lk_l). La mise a jour a Uitération k
repose sur les deux étapes suivantes :



1. Pourn € {1,...,N}, Uestimation (7) au temps T, s écrit
S0 _ Lat-ngH (@e-n)
Wi = SCl V) (Cy ) y. ®)

2. Le facteur d’échelle 0 est ré-estimé en résolvant

0 = argmin Qun(0) , ©)
Qin(6) = Indet(C(6))+ T ((w@vvf)HJr 1“5’;*3) C(G)’l),

T¢=Y e CM*M grant le n-eme bloc diagonal de la matrice

~(k—1
de covariance postérieure T’ (0( )).

Apres avoir exécuté 1’algorithme (décrit plus en détail ci-
dessous), une estimation des coefficients temps-échelle w est
disponible, et une estimation y du signal y, peut étre obtenue
comme N

S’O = Re Z ‘Ilnwn

n=1

(10)

Notez que, combinée avec (7), I’expression de reconstruc-
tion (10) peut étre interprétée comme un filtrage de Wiener. En
outre, le biais et la variance de I’estimateur peuvent étre évalués
(expression non fournies ici par souci de brieveté).

3.3 Algorithme : JEFAS-Synthése

Les étapes de 1’algorithme d’estimation sont données dans
I’algorithme 1. Ce dernier prend en entrée le signal y, la va-
riance du bruit o2, un paramétre de précision ¢ pour le critere
d’arrét et un parameétre de bande passante N’ (voir ci-dessous).

Initialisation. L’ algorithme nécessite des estimations initiales
pour le parametre 0, et la fonction f dans (4). Dans JEFAS-S,
on utilise I’expression (5), pour laquelle une estimation initiale
de . est requise. En cas de succes, JEFAS [10] fournit une
telle estimation. Sinon, une estimation grossiere peut étre obte-
nue par le périodogramme de Welch du signal d’entrée y.

Critére d’arrét. EM garantit la monotonie de la fonction de
vraisemblance £(6). L’incrément de cette derniere est utilisé
comme critere d’arrét : EM s’arrétera des que la condition

£@™) - £e"* ) <o (11

est satisfaite. Ici o > 0 est un parametre fixé par I’utilisateur.

Réduction de dimension. La matrice C, de dimension N M x
N M peut étre extrémement grande. Cependant, elle a généra-
lement une décroissance rapide hors diagonale. Ceci peut étre
exploité pour accélérer 1’évaluation de w,, dans (8) en se re-
streignant a un voisinage I,, de n de bande passante N'.

Optimisation. Le probleme d’optimisation (9) est résolu en
utilisant un schéma quasi-Newton standard.

Estimation du spectre. La mise a jour du spectre a partir de
I’estimée courante de W s’effectue en deux étapes : d’abord
corriger la translation de 6,,, pour obtenir une représentation
approximativement stationnaire, puis moyenner en temps pour
obtenir une estimation bétie sur les ondelettes comme dans [10].

Algorithme 1 (W ,0,.7x ) = JEFAS-S(y,02,0,N)

o Initialisation : estimer é(o) et ./ en utilisant JEFAS.
ok« 1.
tant que Critere d’arrét (11) = FAUX faire
pour toutn € {1,... ,N} faire
o Restreindre ¥, (N?g(,k_l)
e Calculer \Tvék)
fin pour

ety a l’intervalle I,,.
en utilisant (8).

e Estimer é(Nk) en résolvant (9).
e Estimer . (%) par I’estimée basée sur les ondelettes.
ek <+ k+1.
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FIGURE 1 — Signal stationnaire (2 gauche) et signal localement
déformé associé (a droite). Leurs scalogrammes sont dessous.

4 Résultats numériques

Partons d’un signal stationnaire constitué de deux sinusoides :
x[n] = 2 cos (2#51% + @1) + cos (27r§2% + <p2) , (12)

ou N = 1024, & = 154 and & = 184. Les phases ¢; et
o sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur 'intervalle [0,27r[. Nous appliquons ensuite 1’opérateur de
déformation temporelle. La dérivée de la fonction de défor-
mation est tirée de 1’électrocardiogramme d’un patient dont le
rythme cardiaque est irrégulier. Elle est obtenue en détermi-
nant les intervalles R-R, suivi d’une interpolation par splines
cubiques. La fonction +' ainsi construite varie rapidement. Elle
est tracée en figure 2. Enfin, un bruit blanc gaussien de variance
02 = 2,5.1072 est ajouté aux observations. Les signaux sta-
tionnaire et localement déformé, ainsi que leurs transformées
en ondelettes respectives sont affichés sur la figure 1.

Quel que soit le facteur de qualité de I’ondelette, la trans-
formée en ondelettes du signal localement déformé est noyée
dans les interférences entre les deux composantes. Une on-
delette précise en fréquence permet de discriminer deux sinu-
soides proches, mais des interférences apparaissent en temps. A
I’inverse, une ondelette précise en temps rend perceptibles les
variations rapides de la fonction de déformation instantanée,
mais des interférences apparaissent en fréquence. La présence
inévitable d’interférences résulte du principe d’incertitude. Le
comportement approché de la transformée en ondelettes sur la-
quelle s’appuie JEFAS n’est alors plus valide. Bien que JEFAS
converge en 3 itérations, il ne converge pas vers la fonction
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FIGURE 2 — Dérivée de la fonction de déformation temporelle,
produite a partir de mesures cardiaques réelles (en haut). Les
estimées par JEFAS et JEFAS-S lui sont superposées (en bas).

attendue. Ceci est illustré a la figure 2 (courbe bleue). L’esti-
mation par JEFAS lisse les variations rapides.

En fixant o = 0,5, JEFAS-S converge en 111 itérations. La
fonction +' estimée est représentée figure 2 (courbe rouge). Ses
variations rapides sont bien suivies. La précision de I’estima-
tion est nettement améliorée : 1’erreur quadratique moyenne
passant de 2,61.10~2 pour JEFAS 2 6,90.10~2 pour JEFAS-S.

En outre, une fois les parametres du modele estimés, nous
pouvons tirer profit de I’expression (7) pour adapter la forme
de la représentation temps-échelle a de nouvelles contraintes a
priori. Pour cela, il suffit de modifier I’expression de la fonc-
tion de covariance f. Nous choisissons ici de tenir compte de la
connaissance de la structure parcimonieuse du spectre de puis-
sance pour modifier f en remplacant .¥ dans (5) par

K
F(€) 2D a20(E— &),
k=1

ol Gy, et &, sont les estimées des amplitudes et fréquences du
signal stationnaire. Nous les estimons ici grace aux maxima lo-
caux du spectre estimé par JEFAS-S. On trouve & = 155 et
&> = 184. La transformée temps-échelle résultante et représen-
tée figure 3. Les deux composantes constituant le signal sont
bien distinctes. De plus, la comparaison avec le synchrosquee-
zing de la transformée en ondelettes montre que notre repré-
sentation présente une meilleure concentration des coefficients
temps-échelle le long des fréquences instantanées.

5 Conclusion

Nous avons décrit une alternative au modele JEFAS pour les
signaux localement déformés. Contrairement a JEFAS, JEFAS-
S est une approche a la synthése moins contrainte par les prin-
cipes d’incertitude. Nos résultats numériques montrent égale-
ment que JEFAS-S est capable de gérer des signaux localement
stationnaires dont la fréquence instantanée varie rapidement, et
fournir des représentations temporelles tres précises.

Le code MATLAB mettant en ceuvre JEFAS-S est disponible

LAY

50 I I I I I I I I I

FIGURE 3 — Représentation temps-échelle concentrée (en haut)
et transformée en ondelettes synchrosqueezée (en bas).

en ligne !. De nouvelles simulations accompagnées des preuves
completes seront présentées dans une publication a venir.
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