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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA HEDIANE CONDITIONNELLE :
MEDIANOGRAMME ET METHODE DU NOYAU.
APPLICATION A LA PREVISION DES PROCESSUS.

par All GANNOUN
Laboratolre de Statlistlique Théorlque et Appliquée.
Tour 45-55- 3Jéme E. 4 Place Jusslieu - 75252 PARIS CEDEX 05.

Résumé- Nausa propasana deux nuxhadco non prameétniques poun ¢’ estimation
de ta mediane canditionnefte a pantin de pracessus a-melangeant. f£a
premidne est empinique. £’estimateun, appelé médianognamme, eot 4&
napphochen du négnessagnamme eludie notamment pan BOSQ (1970) [1] et
GEFFROY "(1975) [2)." %a deamm eal la methode du noyau abondamment

wtilisee dans le cas de U’ eapénance candiliannelle.

Nous demontrons la conuengence unifoume pnesque compléte de cea deux
estimateuns wens la médiane canditicnnelle théonique e& naus lea

utilicsans poun la consthuction de pnédicteuns non parametniques.

Abstract- We suggest two non parametric estimation methods for
conditional medlan from Q-mixing processes. the first is empirical, the
estimator, called medlanogram, is compared to regressogram studied

especially by BOSQ (1970) and GEFFROY (1975). The second 1s the kernel
method used for condlitlonal: regression estimation.

He prove the uniforme almost completly convergence for this two
estimators te the theoritical conditional median and we use them for
construction of non parametric predictors.

I- INTRODUCTION :

Soit (Zn}IN un processus mélangeant, on considére le probléme de la
prédiction de ZN':l a partir de de la suite { 21, 1o WA T 72

Un cadre général d'étude est 1'observation d'un processus (Xl.Yt]LEz
valeur dans R<R ot Yt est intégrable.

La plupart des prédicteurs non paramétriques sont basés sur des
estimateurs non paramétriques de 1'espérance conditionnelle E[YL|Xt=X)'
Cltons par exemple les travaux de COLLOMB (1984) [3], COLLOMB et HARDLE
(1986) [4], VIEU (1987) [5), SARDA (1988) [6], ROUSSAS (1988) [7], BOSQ
(1988) [8] et (1989) [9].

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche de ces
prédicteurs par 1'estimation de la médiane conditionnelle u(x) =
MY, [X =x).

Dans le paragraphe (II), nous détalllons la définition de la médiane
conditionnelle et nous présentons les principales hypothéses faltes sur
le processus (X Y ) alnsi qu'un lemme servirant pour la démonstratlion
des théorémes de convergence (1) et (2).

Dans le paragraphe (III) (resp. (IV)), .nous définissons le
médlanogramme (resp. la méthode du noyau) et nous démontrons la
convergence uniforme presque compléte de ces estimateurs vers la

médiane conditionnelle théorique. Un cas particulier est tralté par la



sulte.
En posant
n = N-d, Xt = (ZL'°"'ZL¢d-1) et Yt = (ZL.dL
on constrult, dans le paragraphe (V), deux prédicteurs non
paramétriques de 2 a partir des estimateurs définis dans les

Nel
paragraphes (III) et (IV).

II- DEFINITION, HYPOTHESES GENERALES ET RESULTATS PRELIMINAIRES :

Solt X un vecteur aléatolire (vec. a.) de & et Y une varlable aléatolre

réelle (v. a. r.) intégrable, on désigne par PLY la probabilité du
couple (X,Y) dans (Rd'l.iB(Rdd)).

Soit P: une version régullére de la probabllité conditlonnelle de Y par
rapport a X et F(.|x) une version de la fonction de répartition
conditlionnelle (F. r. c.) de Y sachant X=x, une médiane conditionnelle

(m. c.) de Y sachant X=x, up(x), est telle que

- 1
[u(x) = F'(1/2|x) = Inf {y | Fly|x) 2 1/2 }].
|

C'est aussi la mellleur approximation de Y par une fonction de X au

sens de la norme L' (cr. [1a]), soit

E(|Y-u(x)]| | X=x) = inf, o

E(|Y-a| | X=x):] :

Pour 1'estimation de p, nous consldérons une suite d’observations

(XL'Yt}tsn

valeurs dans R°xR. Solt h(n) une suite positive de limite nulle quil

d'un processus stationnalre et a-mélangeant (cf.[11]) a

vérifle conjointement avec a(n) :

(H1) 1m nh®(n)/k(n)Logn = w.
n—o
k(n) étant une suite entlére crolssante de limite infinl vériflant :
2k(n)
(H2) lim a( k(n) )2 = o0.
N——w

€ est un compact de Rd, on suppose :

¥ (H3) p est unique et vérifie 1'hypothése sulvante dite
d’unicité uniforme (cf.(12]) : Y e >0, 32>0, Yt: 8 — R,
Sup |u(x) - t(x)| = e » Sup |F(ui(x)|x) - F(t(x)|x)| = A.
xet xelt
=SICHY) F(y|.) est lipschitzlenne sur € en x uniformément par
rapport a vy.

Si ﬁn(.|x) (resp. Ln(x)) désigne un estimateur non paramétrique de

F(.|x) (resp. de u(x)), on a :




Lemme 1-Sous (H3), sl

Sup Sup |F (y|x) - Fly|x)| 2222, 0,
X€l yeR
alors

x€G

Sup Iu (x) = p(x)| B2 o }

Démonstration-

Dans (H3), on remplace t par H et on obtlent

(a) ¥2 >0, 3 x>0Vt 8 —S R, 'Sup |p (x) - p(x)] =c =
€l
Sup |F(p (x)|x) = F(u(x)|x)| = A.
xel

[F(h (x)[x) = F(u(x)|x)| =

[F(u_ (O |%) = F (G |3)] + [ ( (x)]x) = Futx)|x)].
1 ¥ ) (AU J
172 = 172

Cecl donne
|F(u (x)|x) = F(u(x)|x)| = 2sup sup |Fly|[x) - F (y|x)].
x€€ yeR
En utillisant (a), on obtlent
¥Ye>0 3A>0 telle que Sup |pn[x) -ux)| ze=
er

sup sup |F(y|x) - F [y|x)| E A2,
xel yeR

D'ou :

YVe>0, 3A>0 telle que P(sup iun(x) - plx)| z¢e) =
xet

P(sup sup |Fly|x) - F LX)z az2).
xet yeR
Si1 la série dont le terme général est la partle drolte de 1'lnégalité
de dessus est convergente, alors il sera de méme pour la sérle dont le

terme général est la partle gauche. C. Q. F. D.

ITT-ESTIMATION EMPIRIQUE DE LA MEDIANE CONDITIONNELLE

III1.1. Construction du médianogramme :

Soit J = {1 ., meZ} le pavage de ® défini par :

d
- d. =
m = (ml....md] el et In.. k|:|l{rnkh(n). (nk+1)h(n]L
Pour tout x € nd, on désigne par I(x,h(n)) le pavé de Jn contenant x.

Fhm)(.|x) représente la F. r. c. de Y sachant que X € I(x,h(n)), on

suppose qu'elle est absolument continue.
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M ot = = (1/2|x) est une m. c. de Y sachant que X € I(x,h(n))
h(n) hin)

supposée unlque.
On note q(x,h(x)) le nombre de x‘ appartenant a I(x,h(n)): c'est 1la
réallsation d’une v. a. Q(x,h(n)).

Yn'y:z‘ iy 'qu(x.h(n))

sont les \:’l telles que X € I(x,h(n)).
On définit 1'éstimateur empirique de Fh[n)(y|x) qu'on note Fh(m(y|x)

de la fagon sulvante :

me(y|x] > Fq(x.h(n)(yu' Yaz' i 'qu(x.h[n) ) '¥)
1 q{x,h(n))

q(x,h(n)) j{:l l(Ylj A YREsd afx,binl = 0,

0 si q(x,h(n)) = 0.

L'estimateur empirique uh(n](x) de Mh(m(x) est définl comme suit :

i Sl

“htn) bxdie Fh(n)II/ZIX)'

Y([lq(:,h(n))]/Z] sl g(x,h(n)) est impair,

(Y([lq(x,h(n]]/2)+Y([lq[x,h(n)]/2+l) hialx, hing) eat pair,

M. si q(x,h(n)) = 0.
(., étant une valeur arbitraire).

I11.2.-Convergence uniforme (p. co.) de u vers g :

h(n)

Solt les hypothéses'suivantes :

(M1) La f. r. F(.,.) de (X,Y) est absolument continue et sa densité est
bornée et lipschitzlenne sur I(x,h(n)) x R.

(M2) La f. r. c. F(.|x) est absolument continue.

(M3) La lol marginale de X a une densité strictement minorée par m > O

et est.lipschitzienne sur I(x,h(n)).

Lemme 2- Sous (M1), (M2) et (M3) on a :

sup IFMM(YIX) - Fly|]x)] — 0, n — =,
X€R

Démonstration- (cf.[13]).

Solt G(.) la £ r. d'une v: a. Z et Gn(.) 1'estimateur empirique de G
défini, a partir d'observatlons (21):EN a-mélageantes, alors :

Lemme 3- Sous (H2), pour n assez grand et € > 0, on a :

e ne
.:zg P(lGn(Z) = G(Z]I >eg) = Zexp(-m)




Démonstration- (cf.[13]).

THEOREME 1- Sous (H1), (H2), (H3), (H4), (M1), (M2) et (M3), on a :

sup ( ;lhm:(x) =htx) ) e )
xel

Démonstration- 11 suffit de démontrer que sous ces hypothéses, on a :

(*) Sup sup |F
xebt yeR
En utllisant la formule de probabilité totale (cf.[13]) et le lemme 3,

l_m_”().f|x) =" Elyx)| B:-CO: . 0 et d'appliquer le lemme 1.

on obtlent pour n assez grand,
P(sup |[F. (y|x) ~F._ (y|x)| = &) 5 2exp--Eonh" ()
yellg ntmy Y him Y P 32ek(n)’
G étant un compact de IRd, on peut lul construire un recouvrement par un
nombre &n finl de cubes I de R® de Coté h(n) en se sens qu’'ll existe

xl.xz....,xb‘ dans G tels que :

tn
(-2 I(xl.h(n])i
J

1=1

On chelisit h(n) de sorte que & vérifie :

tn = s 0 ( B > 0, indépendant de n)
a
h™(n)
D'aprés (H4), |Fly|x) - Fly|x)| s 8|x - L it e el e e

O lilf,
Alnsi pour tout x € I(x,h(n)), on a |F(y|x) - F(y]xl)l = 3h(n)
Via 1.8

Compte tenu du falt que lim h(n) = 0 et de 1'inégalité

n— o
jFMn)(ij) =TEly[%)]"s
Py V1) - Fui %I, o lx) = Fly|x ) [+[Fly|x,) - Fly|x)|

V x € I(x,h(n)), ¥ 1 e {1,..}, on a :

P(sup sup |1‘-:h(n](yix) Sl e e )

xel yeR 4
o emnh (n)
P( sup sup |F  (y|x ) - Fly|x )| > €/3) = 2tn exp- :
1515ln yeR hin) 1 1 96ek(n)
Comme Ilim nh®(n) = w, 11 existe n tel que (1'.h"(n])"1 < 7 et donc
n—o

fn < Bnm, par conséquent :



16

7 = emnh® (n)
L 2t exp- %ma-ﬁ-%-:% = ¥ 2Bmn 96ek(n)Logn < m & cause de (H1).

Alnsi, nous avons démontré (*),.

111.3- Cas particuller: Pnacessus geametniquement melangeant.
Les hypothéses (H1) et (H2) sont Vérifliées, en effet :
a(k)-aph. &SR0T 0 < piie 18

Posons :
k(n) = Bn n(l*B)/Z‘ ;S Bn < 2, alors
2k(n)/3n 2k (n)
a(k(n)) = exp ( 35— Log « ( k(n) ))
2k(n) 2k(n)?
= exp ( 3n Log a) exp ( Log p i )
(8-1)/2 R

=exp(;"L—:s—‘-LogaL)exp(Log_oZ:’n ) — O.

(H2) est donc vérifiée.
Pour 1'hypothése (H1), un slmple calcul permet d'avoir :

lim n.hd(nJ/k(n)Logn =we lim n(l_m/zh‘(n)/Logn = w,
N — o n:.—
n7Logn e
) e 17 & 00, (1-B) /2]

Il suffit de choisir h(n) = O([ ( =
ntl B1/2

IV.ESTIMATION DE LA MEDIANE CONDITIONNELLE PAR LA METHODE DU NOYAU :

Soit K un noyau de R (cf.[14]), on supposera dans tout ce qui sult que
ce noyau vérifie :
(N1) 0 <K(.) <Ki et |K(x)dx = 1.

Ki est une constante positive.

IV.1- Construction de 1’estimateur :

= 1 X d :
Notons Kn(x) = hd(n]K(m)) XX & II'\'d pour tout x € R, on considére
1'estimateur (P*™) de (P™) définte par :
Y n Y =
¥ s Kn(x—xl}
X=x 1=y 1
(FY )n i n
TK (x=X )
1=1 5
n
1 K (%=X )
X 1=1 {Yl e il ’
Fn()’[x) = I (Pyﬂ)n(dy) = = est un estimateur
bl LK (xX)

1=1 :
non paramétrique de la f. r. c. de Y sachant X=x.
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Un estimateur non paramétrique de la médiane conditionnelle de Y
sachant X=x est définl par :

pn(x) = F;I(J./le) = inf {y telle que Fn(y|x) z 1/2}

1V.2- Convergence uniforme (p.co.) de p vers p :
On suppose 1'existence (¥ y) d'une application définie sur R® telle
que :

(N2) (1”i 5 Y}l') = Fly|.)

La loil marginale de Xl vérifie avec la mesure (A) de Lebesgue :

3T<w:P(XIEB]SFA(B).VleN.VBEBRd

(N3)
3y <wm: P(X €B) zyA(B), Y1eN VBeS,.
4
Posons :
Bt i oy (xx)f(x)=1§rc(x-x)
nlzl{Ysy} A e £
alors :
Lk, y)
Fn(y|x) =
fn(x]

Lemme 3- S1 k(n) est une sulte vérifiant (H2), alors :

Pour tout € > 0 et pour n sufflsamment grand,

: ' bnh® (n)
szp s:p P(|F'""(x,y) - E(F"™(x,y)| > €) = 2.exp(- TET
Démonstration- C'est une application d'un lemme de CARBON (1983) [15],
x-X -X
posons A {YSy}(HT—I) ({YSy}(_(T)
D'aprés (N1) et (N3), on a [8| s 2Ki =d et E(a%) = n*tn)ir = D .
n
On choisit @ = zo. (k = k(n), h = h(n) ), on pose (k) = T a(1).
- i=1
1 (k) k/n
P(—]A | > €) s 2exp( '[Qm = k—+321<E ) - 2fe(a(k)f
| E(kin)) o
Comme lim k(n) = » » lim a(k(n)) = 0, par conséquent lim > =
n—e n—o n—
: r’ (n)
De méme Ilim T 0.
N—3x

L' hypothése (H2) implique lim Zi’g(m(k])zwn = 0.
n—-0
Alnsi, pour n assez grand, on obtient .
1

P(Elﬂ
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POIF " (x,y) - EF'"(xy)| > €) s P L (8] > e’ () )

d
% 2.8xp( = cnh (n])
p 32K1ek(n) ”
Pour finir la démonstration, 11 suffit de poser b = —.1'312%5 et de

remarquer que le dernler majorant ne dépent pas ni de x ni de y.

Lemme 4- Sous (H1) et (H2), si K est lipschitzlen on a :

sup sup [Fl'n(x.y) - E(Fl'n(x.yH Bi80c 0

xel yeR

Démonstration- K est lipschitzlen, on note L son rapport, donc :
x-:!{l x'—xl i .
IK(}TGT)_) -K(m-]—)i = Lh(n) Hx—x'lf, vV (x,x') € B,
On se fixe Tt tel que :
T >dip + 1 (1)

tk

Pour tout n € N, on désigne par {I it I BT ,tn} un recouvrement de €
par des boules de centre tk et de rayon = h[n]r

Puisque G est compact, donc & est borné et on peut cholsir un

recouvrement de manlére A ce que, ¥ n € N, on ait :

tn s Bh(n) %" (B > 0, indépendant de n). (*)

On pose :
n x-xl n x—x! -I
A (x,y) = 1 -E(T1
) nhd[n)[ 1)51 ¥, <y} L S ) (13:1 1<y} K sy D ]
nn(x.y] = An(tu.y) + Ah(x.yJ - An(tk.yl Sy

[8 (x,¥)]| = |8 (te,y) = A (x,y)| + | & (tx,y)|
n n n n

|8 x,y)| = |8 (x,y)]| + |8, (te, )],

An{x,y] = An(x,y] - An(tk,y)

1 n x-X t- X 1
=nh(n)(1§11(y <Y}li(_(j) K(ﬁ)J
x-X tk-ll(l 1
E,i:ll{y <y} EK(_(_) K(W)j'
Le fait que 1(\{ y} s 1 et que K est lipschitzien permet d’avolr :
. - X=X tk-X XX, ti-X,
In g = e fl('“ ol BT TR T e E R il B

& = P
< 21n(n)” (@R x = "

Puisque tk a été cholsl de maniére A ce que la boule Itn contienne x,
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alors :
Ix - tx] s h(n)® « A (e,y)| s 2n(m) P (4*P)
Cette majoration est Indépendante de (x,y). En utllisant 1'inégaliteé

(I) et lim h(n) = 0, on peut conclure que :
nN—x

sup sup |A (x,y)]| ——— 0, n —— «. (convergence certalne).
xe€ yeR "

Pour finlr la démonstration du lemme, 11 faut prouver :

Max |8 (tk,y)| B=S2 o, e
l,tn

Pour tout £ > 0, on pose :

B(n) = P( Max [& (t,y)| > e ),

I,Cn
en utllisant le lemme 3 et les ilnégalités (I) et (*), on a :

~d(1+dsp) " bnh® (n)

B(n) = 2Bh(n) exp( i ):
(H1) implique
d
nh (n)
P bnh? (n) Yot k(nJLogn _ -by(n) nh(n)
A T e =

ou y(n) = Eniloar — 0.
Cecl implique qu’'il existe & > O pour laquelle on a :Pour n assez grand
G nhi il < s,
et 11 s'en suit :
B(n) s 2 B & n" 07,
et donc :
n
T B(n) s @ et donc (*"*).
1=1

Lemme 5- Sous les hypothéses du lemme 4, on a :

sup |f (x) - Bty B2, 0
xet " 5

Démonstration- Il suffit de remplacer dans la démonstration du lemme

précédent I(Yl = y) par 1.

Lemme 6- Sous les hypothéses du lemme 4, on a :

n
3. & 200100 ) PR Infe £a (X150 8 }ico
1=1 xeb L it

Démonstratfon- (*) inf f (x) = Inf E( f (x) ) - sup |f (x) -E(f_(x})].
xet xets % e
Vxeb, ona:
; 453 x—xl g S X2
E(fn[x)) = (nh (n)) :.}:1 E(K(m ) =n 1-21 Ih(n) K(h—(m—)g (dz)
Les hypothéses (N1) et (N3) permettent d'affirmer :
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3'r>0,3n_>0:E(f[x))ZTJK(z]dz.VxEG,Vnewetnln_.
n

On pose & = 1/2; (®*) et le lemme 5 permettent de flnir Ila

démonstration.

Lemme 7- Sous (H4), sl J[]uﬁ K(a) du < », on a :

1
sup sup|E(F''"(x,y) = Fly|x)E (f (x))| — =, n — @
xel yeR "

Démonstratlon- Pour tout x € 6, ye R, on a :

E(F""(x,y) - Fly|%)E (f_ (x))

B—- It e i Pt e ke gy )
- K = y|x E K
nh®(n) 1=1 % ¥ v} Rip nh%n)  1=1 Bea
fhs -4 Ry —d 2
=5 DEE Oy ) KCpRT ) - FOIOE 8 0Ky )
1=1 1

=X
1< = x=X L
A I}E‘E([ 1{‘{1 <V F(y|x)-5 h K( gy D- (%)
Un résultat blen connu sur l'espérance conditionnelle permet d'écrire :
=X
A ol } -4 gl
SR [}:(1{Yl gD F(y\x)} B GIEC s ))-

Or d'aprés (N2), on a :

E(I{Yl = y}|X1) = F(yixl).
donc
12 -d x—xl
(*) = = E,,E( [ F(y|xl] = F(y|x)] h ~(n)K( E] )
Sl = -d x—xl
=1 !)Eiz[agx-xlm [l et )].
On pose :
x=-X
t 1
hin)

L'hypothése (H4) et 1'hypothése (N3) sur la lol marginale de X‘.
permettent d'avolir :

(*) = n(n) L | Jt] K(t) dt — © car h(n) — 0, n — @. C. Q. F. D.

THEOREME 2: Sous (H1), (H2), (H3), (H4), (N1), (N2) et (N3), si le
noyau K est lipschitzien et vérifle Jiuﬂ K(u) du < w, alors

xel

sup [pn-(x] - p(x)| B: 100, OJ

Démonstration- Il suffit de démontrer que

) sup sup|F (y|x) - F(y|x)| —— 0
xe€ yeR "
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et d'utillser le lemme 1 pour conclure.

Remarquons :
sup sup|F ""(x,y) - E (F‘I ®x; y)|
sup sup|F (y|x) = Fly|x)| = XEB Yk +
xeb yeR Inf £ (x)
Xel =
sup|f (x) = E(f_(x))| + sup sup|E(F'™(x,y)) - Fly|x)E(L (x))
xel xeB yeR
Inf f (x)
n

xeb
Les lemmes 3, 4, 5, 6 et 7 constituent les différentes étapes pour

montrer (*) et le théoréme en découle.

IV.3- Cas particuller :

Solt le processus m—mélangeant de ceifficlient a(k) = P k. 0<p<O.

On cholisit k(n) = B n Gl e e
2k(n) " B nﬂ

a(k(n)) Ly exp(z—gégl ek(n) Log p) = exp é—- Bn rP_]' e’ Log p )

sexp (Logp B! exp if -
3

Le majorant tend vers 0 quand n tend vers w et (H2) est donc vérifiée.
lﬁd(
Logn

n)

Un simple calcul montre que n.h(n]d/k(n)Logn - , 11 suffit de

sl 1/d
cholsir h(n) = O([ ( 18172 ) 1. ¥ € ]0,(1-8)/2[ pour que (H1)
n

solt vériflée.

V. APPLICATION A LA PREVISION :

Selt (Z ) un processus réel strictement stationnaire et a-mélangeant.
n

On veut prédire Zu\‘1 a partir des observatlons Z‘.....Z".
- -
Pour cela, on cherche a évaluer zm: = N’I[Z zx-dn] o d est
cholisl de fagon convenable (cf.[12]).
I1 suffit de poser pour N > d
Xi0 =502 w0l )2 ), Y = (2 ), n = N-d pour retrouver le schéma
t t ted-1 t ted
précédent.

Le prédicteur non paramétrique est alors définl par :

Z".l H (x ) (resp Z % pn(Xn)) et on a :

Corollaire- Sous les conditions du théoreme 2 (resp. du théoréme 1),

|zuo1 £ Zl'mll L 9
(2 singrl 6L G
N-d+1 N
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Démonstration- Remarquons que la condition d'a-mélangeance sur (Zn)i‘l

implique que le processus xt = (Zt.....Zhd-l) est aussl! a-mélangeant.
Ensuite ]é =g ] sl OIS ()] SR 58-c i
N+l N+l 1(2 n

1.2 )EB X€G
N-d+1 N

d'aprés le théoréme 2 (resp. le théoréme 1).

VI. CONCLUSION :

Les simulations et les comparalsons avec d'autres méthodes de
prévisions paramétrique (BOX et JENKINS) et non paramétrique
(Régression)montrent 1'efficacité de la méthode exposée en ralson de sa

robustesse(cf. [13]), elles ferons 1'objJet d’une prochaire publication.
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