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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA MEDIANE CONDITIONNELLE :
MEDIANOGRÀMME ET METHODE DU NOYAU.

APPLICATION A LA PREVISION DES PROCESSUS.

par Ail GANNOUN
Laboratoire de Statistique Théorique et Appliquée.

Tour 45-55- 3éme C. 4 Place Jussieu - 75252 PARIS CEDEX 05.

Résumé- Noua pnopoAonA deux méthadeA non. pnamètniqueA paun V estimation
de la médiane conditionnelle à pantin, de pnocea&uA a-mélanqeant. la
pnemiène ent empinique. 1‘ eAtimateun, appelé médianognamme, ent â
nappnochen du nêgneAAagnamme étudie notamment pan BOSQ (1970) [1] et
GEFFROY (1975) [2], la deuxième ent la méthode du noyau abondamment
utili&ee dann le coa de l’eepénance conditionnelle.
Noua démontnone la canvengence unifanme pnenque complète de ceA deux
entimateunA wenn la médiane conditionnelle théonique et noue Ica
utiliAonA paun la concUnuction de pnedicteunA non panamètniqueA.

Abstract- W© suggest two non parametric estimation methods for
condltlonal médian from (X-nlxlng processes. the flrst ls emplrlcal, the
estlmator, called medlanogram, is compared to rogressogram studied
©spécial ly by BOSQ (1970) and GEFFROY (1975). The second is the kernel
method used for condltlonal* régression estimation.
Me prove the uniforme almost completly convergence for thls two
estlmators to the theorltlcal condltlonal médian and Me use them for
construction of non parametric predlctors.

I- INTRODUCTION :

Soit (Z un processus mélangeant, on considère le problème de la
prédiction de Z à partir de de la suite { Z , 1=1,...,N }.
Un cadre général d’étude est l’observation d’un processus (X^.Y^Î^j à
valeur dans IR xIR où Y est Intégrable.
La plupart des prédicteurs non paramétriques sont basés sur des
estimateurs non paramétriques de l’espérance conditionnelle E(Y |X =x).
Citons par exemple les travaux de COLLOMB (1984) [3], COLLOMB et HARDLE
(1986) [4], VIEU (1987) [5], SARDA (1988) [6], ROUSSAS (1988) [7], BOSQ
(1988) [8] et (1989) [9].

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche de ces

prédicteurs par l’estimation de la médiane conditionnelle p(x) =

p(YjXt=x).
Dans le paragraphe (II), nous détaillons la définition de la médiane
conditionnelle et nous présentons les principales hypothèses faites sur
le processus (X^.Y ) ainsi qu’un lemme servirant pour la démonstration
des théorèmes de convergence (1) et (2).
Dans le paragraphe (III) (resp. (IV)), .nous définissons le
médlanogramme (resp. la méthode du noyau) et nous démontrons la
convergence uniforme presque complète de ces estimateurs vers la
médiane conditionnelle théorique. Un cas particulier est traité par la
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suite.

En posant

n - N-d, X »= (Z Z ) et Y * (Z ),
t t t>d-l t t*d

on construit, dans le paragraphe (V), deux prédicteurs non

paramétriques de Zn+j à partir des estimateurs définis dans les
paragraphes (III) et (IV).

II- DEFINITION. HYPOTHESES GENERALES ET RESULTATS PRELIMINAIRES :

Soit X un vecteur aléatoire (vec. a. ) de R et Y une variable aléatoire

réelle (v. a. r. ) Intégrable, on désigne par Px la probabilité du
couple (X, Y) dans (Rdmï , S(tfl$i| )).

x
Soit Py une version régulière de la probabilité conditionnelle de Y par

rapport à X et F(.|x) une version de la fonction de répartition
conditionnelle (F. r. c. ) de Y sachant X=x, une médiane conditionnelle

(m. c.) de Y sachant X=x, /i(x), est telle que

fi(x) = F-1(l/2|x) «= inf { y | F(y|x) fc 1/2 )|.
C’est aussi la meilleur approximation de Y par une fonction de X au

sens de la norme L1 (cf. [10]), soit

E( | Y-p(x) | 1 X=x) = infaeR E( | Y-a | [ X=x)||.
Pour l’estimation de p, nous considérons une suite d’observations
(X ,Y ). d’un processus stationnaire et a-mélangeant (cf.[11]) àt t tsn
valeurs dans RxR. Soit h(n) une suite positive de limite nulle qui
vérifie conjointement avec a(n) :

(Hl) 11m nhd(n)/k(n)Logn = ».
n—ho

k(n) étant une suite entière croissante de limite Infini vérifiant :

2k(n)

(H2) Jim oc( k(n) ) 3n =0.
n x»

Ç est un compact de Rd, on suppose :
- (H3) P est unique et vérifie l’hypothèse suivante dite

d'unicité uniforme (cf.[12]) : Ve>0, 3 A > 0, V t : E » R,

Sup |ji(x) - t(x)| t c >♦ Sup |F(|i(x)|x) - F(t(x)|x)| s
xel? xel?

- (H4) F(y|•) est llpschltzlenne sur 6 en x uniformément par

rapport à y.

SI F (. |x) (resp. p (x)) désigne un estimateur non paramétrique de
F(. |x) (resp. de ji(x)), on a :
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Lemmp 1-Sous (H3), si

Sup Sup |F (y|x) - F(y|x) | °>
xcG y€lR n

alors

Sup |p (x) - fi(x)| P' co^-> 0.
xeü "

Démonstrat Ion-

Dans (H3), on remplace t par p et on obtient :
fl

(a) V e > 0, 3 X > 0, V t : g > R, Sup |p (x) “ M(*)| £ c ■*
xeg n

Sup |F(p (x) |x) - F(p(x) |x)| X‘
xeg n

|F(pn(x)|x) - F(p(x)|x)| a

|F(pn(x)|x) - Fn(p(x)|x)| + |Fn(pn(x)|x) “ F(p(x) | x) |.
I J * v 1

1/2 ' 1/2
Ceci donne :

|F(p (x)|x) - F(p(x)|x)| s Zsup sup | F (y |x ^ ^ (y | x ) |.n
xeg yeR

En utilisant (a), on obtient :

Ve>0, 3X>0 telle que Sup |p (x) “ | e *♦
xeg n

sup sup |F(y|x) - F (y|x)| * k/2.
xeg yeR n

D’ où :

V c > 0, 3 X > 0 telle que P(sup |p (x) - p(x) | * c) s
xeg n

P(sup sup |FCy|x) - F (y|x)| £ X/2).
xeg yeR n

SI la série dont le terme général est la partie droite de l’Inégalité
de dessus est convergente, alors 11 sera de même pour la série dont le
terme général est la partie gauche. C. Q. F. D.

III-ESTIMATION EMPIRIQUE DE LA MEDIANE CONDITIONNELLE :

III.1. Construction du médianogramme :

Soit J = { I ,m€Z}le pavage de 5T défini par :
n n.m

d

m = (m ,.., m ) € Z et I = n [m h(n), (m +l)h(n)[.
1 a n.m 11 k k

d k=l
Pour tout x € R , on désigne par I(x,h(n)) le pavé de J contenant x.II

Fh(n)(.|x) représente la F. r. c. de Y sachant que X € I(x,h(n)), on
suppose qu’elle est absolument continue.
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p (x) = F 1 ( 1/21x) est une m. c. de Y sachant que X € l(x,h(n))h(n) h(n) 1

supposée unique.
On note q(x,h(x)) le nombre de Xt appartenant à I(x,h(n)): c’est la
réalisation d’une v. a. Q(x,h(n)).
Y ,Y Y , ,£v sont les Y telles que X € I(x,h(n)).U 12 lq(x,h(n)) l i ' f

On définit l’éstlmateur empirique de F (yIx) qu’on note F (ylx)h(n) 1 h(n) '
de là façon suivante :

FM»l(ylX) q(x,h(n)

1

q(x,h(n))

(Y , Y Y , ., y)v 11 12 lq(x,h(n))

q(x,h(n))
^ *{Y a y) si q(x,h(n) * 0,j*i 1 ij

0 si q(x,h(n)) = 0.

L’estimateur empirique u (x) de p . (x) est défini comme suit :
h(n# h(n)

Mk. .(x) = F~l (1/2|x).h(n) h(n) 1

Y([lqCx,h<n>)]/2) Si <*X‘h(nï> eSt ln*Palr’
" ‘ (YC[lq<x.h<n>]/2)+Y([lq(x.h(n>]/2+l) Si ÇSt Palr’

P. si q(x,h(n)) = 0.

(p. étant une valeur arbitraire).

III.2.-Convergence uniforme (p. co. ) de p vers p :
; h(n)

Soit les hypothèses suivantes :

(Ml) La f. r. F(.,.) de (X,Y) est absolument continue et sa densité est

bornée et llpschitzlenne sur I(x, h(h)) x IR.
(M2) La f. r. c. F(.|x) est absolument continue.
(M3) La loi marginale de X a une densité strictement minorée par m > 0
et est llpschitzlenne sur I(x,h(n)).
Lemme 2- Sous (Ml), (M2) et (M3) on a :

su.p |F .(ylx) - F(y|x)| —> 0, n —» ».
» h(n)

Démonstratlon- (c/.[13]).

Soit G(. ) la f. r. d’une v.' a. Z et G (. ) l’estimateur empirique de G

défini, à partir d’observations (2^)^^ a-mélageantes, alors :
Lemme 3- Sous (H2), pour n assez grand et e > 0, on a :

sup P( |G (z) - G(z) | > c) s 2exp(- ;nv)
zeIR n J^exinj
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Démonstration- (cf.[13]).

THEOREME 1- Sous (Hl), (H2), (H3), (H4), (Ml), (M2) et (M3), on a :

sup ( il,„,(*) " Hlül ) p‘ c°:--»0
xet? h<n>

Démonstratlon- Il suffit de démontrer que sous ces hypothèses, on a :

(*) Sup Sup |F (y|x) - F (y | x ) | P- 0 et d’appliquer le lemme 1.
xet» yeR n

En utilisant la formule de probabilité totale (cf.[13]) et le lemme 3,
on obtient pour n assez grand,

Pl «f lF»<.>(ylx> - Fh,„.<ylx)l e c) s a,rmi'y€iK

Ç étant un compact de R , on peut lui construire un recouvrement par un
nombre tn fini de cubes I de Rd de Coté h(n) en se sens qu’il existe
x , x x. dans t? tels que :1 2 en

In
tS c U I(x ,h(n))|

1=1

On choisit h(n) de sorte que tn vérifie :

( fl > 0, Indépendant de n)tn 3
6

hd(n)

D’après (H4), | F (y J x ) - F(y | x^ ) | s ôflx - xJ V x € Ç et V 1 e
<i. • M-
Ainsi pour tout x € I(x,h(n)), on a |F(y|x) - F(y|x )| s 5h(n)
Vie ta}.

Compte tenu du fait que 11m h(n) = 0 et de l’inégalité
n —* »

IWï1*! ' F(ylx)l s

IWylx) - Fhc„i<yl’1,)l*lF»,„,lylxi) ‘ F(yl*,>MF(yIV - y(y|-)
V x e I(x,h(n)), Vie {l,..Zn}, on a :

P(sup sup |F (ylx) - F(y|x)| > c) s
<0 n 1 h(n)xet? yeR

P( sup sup |F (y|x ) ~ F(y|xt ) | > e/3) s 2ln exp-lslün yeR
Comme 11m nhd(n) = », il existe tj tel que (nn(n)) < tj et donc

n- xb

tn < Bnr), par conséquent :
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_

, cmnh“(n) _ _ 96ek(n)Logn£ 2en exp- - . >—y 25 L ZBtiti ° < « à cause de

16

cmnh (n)

96ek(n)

Ainsi, nous avons démontré (•).

(Hl).

III. 3- Cas particulier: T’ooccôôuô Qeametniquanerit metançcani.
Les hypothèses (Hl) et (H2) sont Vérifiées, en effet :

a(k) * apk, a > 0, 0 < p < 1.
Posons

kCn) « p n(1+P)/2, 1 < p <2, alors

2k(n)/3n
a(k(n))

= exp (
2n 0-1 )/2

/ 2Je (n) « # i / \ \\= exp ( — Log a ( k(n) ))

= eXp ^ ^5n^ Log a) exp ( Log p 23n0) )
zPnnPLog a) exp ( Log p — ) —> 0.3 ° r *• ° ^ 3

(H2) est donc vérifiée.
Pour l’hypothèse (Hl), un simple calcul permet d’avoir :

lia nhd(n)/k(n)Logn = » «» lim n^ ^^2hd(n)/Logn = ».
n —» » n —» »

r, l/dIl suffit de choisir h(n) ■ 0([ ( —Q-fly/2 ^ ], t « ]0, (l-0)/2[.
n

IV.ESTIMATION DE LA MEDIANE CONDITIONNELLE PAR LA METHODE DU NOYAU :

Soit K un noyau de R (cf.(141), on supposera dans tout ce qui suit que
ce noyau vérifie :

(NI) 0 < K(.) < Kl et JK(x)dx = 1.
Kl est une constante positive.

IV. 1- Construction de 1"estimateur :

Notons K (x) = — ^h7n) ^ v x € Pour tout x e Rd, on considèren

n(n)

l’estimateur (PX-x) de (P* x) définie par :Y n Y

(px=x) = ■"* -
Y n n

T ô K (x-X )u Y n 1

'n(y|x) = |{Y s y)
(P***) (dy) =Y n

EKn(X-V
1°1

% ‘<Y * y)K,'x-X,»1=1 ' 1
est un estimateur

i = i -.3vnon paramétrique de la f. r. c. de Y sachant X=x.

om
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Un estimateur non paramétrique de la médiane conditionnelle de Y
sachant Xxx est défini par :

Mn(x) “ Fn*(l/2|x) ■ inf jy telle que (yjx) t l/z\
IV. 2- Convergence uniforme (p.co.) de p vers p :

On suppose l’existence (V y) d’une application définie sur Rd telle
que :

CN2) E(1{Y s y>|.) - F(y|.)
La loi marginale de X, vérifie avec la mesure (X) de Lebesgue :

(N3)

Posons :

3 T < » : P(X, € fl) s rx(fl), V 1 e IN, V B € ï^d
3 r < “ : P(X e B) fc yX(fl), V 1 € IN, Vfl« S..

1 Ç

F1,n(x, y) = ; [1n ** {Y s y} n 1l=*l x l

K (x-X), f (x) = | E K (x-X),

alors :

F (y|x) =
Fl’"(x, y)

f (x)
n

Lemme 3- Si k(n) est une suite vérifiant (H2), alors :

Pour tout c > 0 et pour n suffisamment grand,

bnh (n)
sup sup P(|F ’n(x,y) - E(F ’ (x,y)| > c) s 2.exp( k~(n)~)
x y

Démonstration- C’est une application d’un lemme de CARBON (1983) [15],
x-X, x-X,

posons A, - l(y 3 y)K( pjj ) - E(1{y 3 y)K( pjj ).
D’après (NI) et (N3), on a | A, | s 2Ki = d et E(A^) s hd(n)Kir * D^.

n

On choisit a = ( k = k(n), h = h(n) ), on pose Ç(k) = £ a(i).

P(i|A,| > s) s 2e*p( Lfj- - - 2«^(«(k)f/n V»
„ Ç(k(n)) nComme lim k(n) = » * 11m a(k(n)) = 0, par conséquent Jim < » 0.

n ^ n Vnn—ko

De même 11m
rhd(n)
k(n)

= 0 .

,2k/n
L’hypothèse (H2) implique 11m 2v'e(cc(k)) = 0-

n—x»

Ainsi, pour n assez grand, on obtient :

f. / ne \ «^ " 32Kiek(n) • et
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P(|F1,n(x,y) - E(F1,n(x,y)| > c) s P( ^ || > cnhd (n) )
, cnh (n).

S 2eXp( " 32KiekTHT
CPour finir la démonstration, 11 suffit de poser b * ~32Kië et “e

remarquer que le dernier majorant ne dépent pas ni de x ni de y.

Lemme 4- Sous (Hl) et (H2), si K est llpschltzlen on a :

sup sup |F1,n(x,y) - E(F1,n(x,y)| ——co'-» 0
xeg ygIR

Démonstration- K est llpschltzlen, on note L son rapport, donc :

x-X x*-X
lK( hiïïi > *K( hiiïr >1 s Lh(n) p jx-x’ f3, V (x, x’ ) € IFf*.

On se fixe x tel que :

x > d/p + 1 (I)

de &Pour tout n e IN, on désigne par K-k = ‘-W un recouvrement
par des boules de centre tk et de rayon a h(n).
Puisque Ç est compact, donc 6 est borné et on peut choisir un

recouvrement de manière à ce que, V n € N, on ait :

tn a Bh(n) dT (B > 0, Indépendant de n). (•)
On pose :

A“(*'V) " ^,1 ,?>, < y} K( HH7 ’ • ;V, < y> K( TOÏÏ )]1J
A (x,y) = A (tk,y) + A (x,y) - A (tk,y) (*•)n n n n

lé (x, y) I a lé (tk,y) - é (x,y)| + I é (tk,y)|

|é (x,y)| a |é (x,y)| + |é (tk,y)I,

é (x,y) * é (x,y) - é (tk.y)

< y} [K( KIKT > - K( hTÏT
Il r X“X tk—X n

"

EiÏi1<yi < y> lK( > ' K( hTÏÏT } J
Le fait que 1^ < ^ a 1 et que K est llpschltzlen permet d’avoir :

x-X tk-X x-X tk-X

!».<■■•»*! s tir, E <» h!KT> - « àHT-M * ElK(hl7rf) - «rSTÏT>ynh (n)i=i

» 2Lh(n)'W*'>)l,‘ * l“l
Puisque tk a été choisi de manière à ce que la boule contienne x.
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alors :

|x - tkj a h(n)T * |(x, y) | a 2Lh(n)Tp
Cette majoration est Indépendante de (x,y). En utilisant l’Inégalité
(I) et 11m h(n) ■ 0, on peut conclure que :

n—ko

sup sup | A (x,y) | ► 0, n ► ». (convergence certaine).
xet? yeR n
Pour finir la démonstration du lemme, 11 faut prouver :

Max |A (tk,y)| P' C°' > 0. (**•)
1, ln n

Pour tout c > 0, on pose :

0(n) = P( Max |A (tk,y)| > c ),n 1
1, en

en utilisant le lemme 3 et les inégalités (I) et (*), on a :

^ . .-d(i+d/p) , bnh (n) .pin) a Zflhln) exp( - —).
(Hl) implique

d
nh (n)

, bnhd(n) . ^k(n)Logn -by(n) . . . nhd(n) 'e*p<- ' -kT5T > " n = " °u îr(n) ' kfnlLSFn- * °-
Ceci implique qu’il existe 5 > 0 pour laquelle on a :Pour n assez grand

et il s’en suit :

et donc :

( nh (n) ) ' < ô,

/3(n) a 2 B ô nT>'b*(n)i

£ 0(n) a oo et donc (*••).
1 = 1

Lemme 5- Sous les hypothèses du lemme 4,. on a :

sup If (x) - E(f (x))| P~ C°'-> 0.
xet? n n

Démons t rat Ion- Il suffit de remplacer dans la démonstration du lemme

précédent l^y s par 1.
Lemme 6- Sous les hypothèses du lemme 4, on a :

3 ô > 0 : £ P( inf f (x) a 5 ) <®
i=i xe£ "

Démonstration- (•) lnf f (x) a lnf E( f (x) ) - sup |f (x) -E(f (x))|.
xet? n xeS " xet? n n

V x € JS, on a :

E(fn(x)) * (nhd(n))_1^£ E(K(hlïïf }) = \ j h(n)_d ^hTÏÏT^ (dz)
Les hypothèses (Ni) et (N3) permettent d’affirmer :



20

3 t > 0, 3 n. > 0 : E(fn (x ) ) fc t J K(z)dz, Vx« E, V n t N et n t n,.
On pose £ ■ t/2; (•) et le lemme 5 permettent de finir la
démonstration.

Lemme 7- Sous (H4), si ||u| K(u) du < », on a :
sup sup|E(F1,n(x,y) - F(y|x)E (f^(x))|
xe£ yeR

», n

Démonstration- Pour tout x € Ç, y€ R, on a :

E(F1,n(x,y) - F(y|x)E (x))
x-X

■ É—J— Z V < y} n hTHT ) - tV. E ï K< hTHT >nh (n) i*i ' i nh (n) 1-1

s ÎÜNK4 < y> K< mr » - F(ylx)E (h‘d (n)lc( srer >»
1 *1 1 x-X

=

“ 1?1E([ ^Y1 < y> " F(y'x)]h d(n)K( BïÀ w: {,)
sultat bien connu sur l’espérance conditionnelle permet d’écrli

x—x

(•) - S Z | [ Efsjj < y}|X,) - F(y|x)] h-d(n)K( JjgÇ )).
Or d’après (N2), on a

E(I{Ï < y>IV ’ F(ylX.1’
donc

x_X

O = i l E( f F(y|X) - F (y | x )1 h“d(n)K( ^ ))
1*1 L J

n ï e[l|x-X |h"a(n)IC(1 = 1 L
) •

On pose :
x-X

t =
h(n)‘

L’hypothèse (H4) et l’hypothèse (N3) sur la loi marginale de X ,

permettent d’avoir :

(*) s h(n) Lr
j J t J K ( t ) dt —> 0 car h(n) —> 0, n —» ». C. Q. F. D.

THEOREME 2: Sous (Hl), (H2), (H3), (H4), (NI), (N2) et (N3), si le

noyau K est lipschitzien et vérifie J|ufl K(u)i) du < », alors

sup |p(x) - p(x)| p' co~ > 0.
X€t? n

Démonstratlon- Il suffit de démontrer que

(•) sup sup|F (y|x) - F(y|x)
xet» ysR n

-* 0
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et d’utiliser le lenune 1 pour conclure.

Remarquons :

sup sup|Fl’ n (x, y) - E (F1,B(x,y))|
sup sup|F (y | x) - F (y | x ) | s —- y€lR — *
xsg yeR n Inf f (x)

xeg n

sup|f (x) - E(f (x))| ♦ sup suplECF1’" (x,y)) - F(y|x)E(f (x))xeg " xcg ygR ||_
lnf f (x)
X€g n

Les lemmes 3, 4, 5, 6 et 7 constituent les différentes étapes pour
montrer (•) et le théorème en découle.

IV.3- Cas particulier :

Soit le processus a-mélangeant de cœlfflcient a(k) * p , 0 < p < 0.
On choisit k(n) - 8 n0, (1 < 8 < 2);

2k(n) n n

a(k(n))
3n P n.2k(n) k(n) . . 2 0 8-1 n , «exp^3n— e Log m exp Çf " e Log p )

s exp (Log p i/* 1 exp <P D-
3

Le majorant tend vers 0 quand n tend vers ® et (H2) est donc vérifiée.

1—8jd/ \Un simple calcul montre que nh(n) /k(n)Logn «» n ^ n H suffit de
7, l/d

choisir h(n) = 0([ ( ) ], 7 € ]0, (i-8)/2[ pour que (Hl)
soit vérifiée.

V. APPLICATION A LA PREVISION :

Soit (Z ) un processus réel strictement stationnaire et a-mélangeant.
On veut prédire Z à partir des observations Z ,...,Z .

^
Nfl i’ n

Pour cela, on cherche à évaluer Z * u(Z |Z , ...,Z, ) où d estN+l ^ N+l 1 N H-d+1
choisi de façon convenable (cf.[12]).
Il suffit de poser pour N > d
X =(Z,...,Z ), Y =* (Z ), n = N-d pour retrouver le schémat t t+d-1 t t+d

précédent.

Le prédicteur non paramétrique est alors défini par :

Z = p (X ) (resp Z = p (X )) et on a :M*1 n v K*l n n '

Corollaire- Sous les conditions du théorème 2 (resp. du théorème 1),

Z -Z1 N+l H»11
p. S^ 0

(Z„ ,Z ) € g
H
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Démonstration- Remarquons que la condition d’a-mélangeance sur (Z )^
implique que le processus ■ (Z ;,. . ,Z j) est aussi a-mélangeant.
Ensuite |Z - Z L a sup |p (x) - p(x)| ——C°' > 0h*i M+i i(z 2 )€Ç xeç n

N-d*l N

d’après le théorème 2 (resp. le théorème 1).

VI. CONCLUSION :

Les simulations et les comparaisons avec d’autres méthodes de

prévisions paramétrique (BOX et JENKINS) et non paramétrique
(Régression)montrent 1* efficacité de la méthode exposée en raison de sa

robustesse(cf. [13]), elles ferons l’objet d’une prochaine publication.
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