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STATISTIQUE NON PARAMETRIQUE DES PROCESSUS A LONGUE MEMOIRE
LE CAS DU MODELE DE REGRESSION

Denis BOSQ
(Université Pierre et Marie Curie)

Résumé : On présente une synthèse des résultats de HALL et HART
(1990) sur l'estimation d'un modèle de régression non paramétrique
avec bruit faiblement stationnaire. La vitesse de convergence de
l'estimateur est la même que dans le cas de l'indépendance si et
seulement si la série des autocovariances est convergente. La
perte de vitesse est précisée quand le processus est à mémoire
longue.

Mots clefs Estimation non paramétrique, modèle de régression,
mémoire longue, vitesse de convergence.

Classification AMS : 62G05.
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1. Introduction

Le développement de la Statistique non paramétrique des
processus à longue mémoire est récent et les travaux sont encore
rares.

Le présent travail étudie la détérioration de la vitesse de
convergence d'un estimateur non paramétrique quand le processus
observé est à mémoire longue. Cette étude a été faite par HALL et
HART (1990) dans le cadre d'un modèle de régression à bruit
corrélé. Ce bruit étant supposé faiblement stationnaire, ils
montrent que la vitesse est la même que dans le cas de
l'indépendance si et seulement si la série des autocovariances est
convergente. Plus précisément la vitesse est de l'ordre de n^'5 si
la série des autocovariances est convergente et d'un ordre strie-
tement inférieur si le processus est à mémoire longue.

2. Le modèle
Considérons le modèle de régression

1 < i < n+ 6â

où f est inconnue et appartient à la classe G>2 (B) des fonctions
deux fois différentiables définies sur [0,1] et telles que

I f (x) I < B .sup max
0<x<l j=0,l,2

(e^, i € Z) est un processus du second ordre, centré,
faiblement stationnaire et d'autocovariance

r(j) = E ( 6 o 6j) f j € Z .

Plus précisément (t-) est un processus autorégressif Gaussien
d'ordre infini qui vérifie

j e Z

où les Ç,j sont i.i.d. de loi normale centrée réduite et où

I lb.il < +•
i Ji

+«e et J II bj e^0! dBP.j
dB < » . Cette dernière condition

assure l'i1'inversibil ité du procèssus :

i € 2 .

(PRIESTLEY (1981)).
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Par conséquent
r(j) \ ai+j

et

z r ( j) > 0 .

3

D'autre part on montre que z r(j) converge si et seulement si
z bj s* 0 .

3. L'estimateur

Soit K une densité bornée, paire, continue par morceaux et à
support compact. Pour tout h > 0 on pose

Kh(x> - Kg) n-1 2 K^)
-1

et l'estimateur f de f est défini par
n

0-iS* ( ■ !
aux points de la forme — et par interpolation ailleurs, f étant à

n
dérivée bornée, l'erreur dûe à l'interpolation est négligeable
devant l'erreur d'estimation.

Le choix de h = hn est précisé ci-dessous. De toute façon si
lim r(j) = 0 (ce que l'on supposera), les conditions hn -* 0 et
j-*00
n hn ■* +« sont nécessaires et suffisantes pour que f converge en
moyenne quadratique quand n *♦ » .

4. Les résultats

Soit f un estimateur quelconque de f , alors :

a) Si z r(j) = » , il existe une suite xn ■* w telle que

lim sup P(n2/^lf(x) - f (x) I > xn) > 0 .
n-»« f€(32 (B)

b) Si Z r(j) < » , il existe A > 0 tel que

lim sup P(n^/^|f(x) - f (x) I > A) >0 .

f€62(B)

c) Si Z|r(j)l < » et si hn est de l'ordre de n~alors,
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pour tout A €
1

°'I on peut trouver x > 0 tel que

lim sup sup P(n2/^lf(x) _ f (x) | > x) < A.
n-*w (B) A<x<l-A

Maintenant, pour un choix particulier des bj et de h on peutiser les vitesses de convergence : Si r^ est de l'ordre depréciser
ljl_ot , 0 < oc < l la vitesse de convergence est de l'ordre de

2OL

777 (Log n^2/5
n ^'r pour oc < 1 et de l'ordre de pour a = 1 .

I n )

Sous des conditions analogues on obtient des vitesses de
convergence en moyenne quadratique :

d) inf sup sup E(f(x) - f(x))2 = 0(8(n)2)
h>0 fee2(B) a<x<1-a

-2/5

'Log n^ 2 / 5(Log n^n J
2OC

4+oc

e) Si r > 0 alors

si 2|r(j)I < »

si r(j) = Ijl _1

si r(j) = ljl“<x' , 0 < oc < 1

inf E(f(xq) - f (xQ))
h>0

2
- ofn" s|

si et seulement si 2 r(j) < » .

f) Si r est ultimement de signe constant

sup sup E(f(x)
feC2(B) a<x<1-a

f (x))2
Cnh] >

(nh)Ir(j)I 1 .

j=l

5. Commentaires

U) La preuve de a) et b) est basée sur un argument de
discrimination entre deux fonctions f bien choisies. Les preuves
de d), e), f) sont classiques, c) s'en déduit par l'inégalité de
Tchelychev.

(ü) Les résultats s'appliquent aux processus fractionnaires
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et à l'estimation de la tendance d'un processus.

(iii) La détérioration de vitesse est plus importante que dans
le cas de l'estimation de la régression à partir de données
bivariées (cf. BIERENS (1983)).

(iiii) Pour une vitesse de convergence dans le cas strictement
stationnaire et géométriquement mélangeant nous renvoyons à BOSQ
(1991) qui montre que si 3 < -

bp I f* (x) - f (x) I ► 0
p.co

où f est un estimateur analogue à f .
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