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Introduction

L’objectif de ce livre est de présenter une premiere étude relativement élémentaire des
équations de Navier-Stokes, équations qui proviennent d’une modélisation mathématique de
la mécanique des fluides. Indiquons tout de suite qu’il n’exite pas une équation de Navier-
Stokes, mais des équations de Navier-Stokes en fonction du cadre de travail adopté et des
objectifs recherchés.

En effet, méme s’il s’agit du systeme d’équations désormais classique
Oyt = vAT — (G- V)i —Vp+ f,  div(@) =0, v>0, (1)
il existe une multitude de points de vue différents concernant ce probleme.

Ainsi, si on considere uniquement le domaine de définition du probléme, on peut par
exemple étudier I’écoulement des fluides a l'intérieur d’un domaine fixe, disons sur un sous-
ensemble 2 de I’espace R? (un tuyau par exemple), et dans ce cas les interactions du fluide
avec le bord 02 du domaine d’étude 2 doivent obligatoirement étre prises en compte car
elles vont conditionner les techniques de résolution. On peut également étre intéressé par
des problemes de turbulence, particulierement pertinents lorsqu’il s’agit des écoulements des
fluides comme l'air ou I'eau lors du déplacement d’un corps rigide, comme un avion ou un
bateau par exemple (il s’agit ici d’un corps rigide qui évolue dans un fluide). Il est également
possible de considérer un cadre périodique en variable d’espace, ce qui peut se concevoir
comme une certaine modélisation (trés particuliere, il est vrai) d’'un domaine & bord mais
qui procure des avantages techniques intéressants. Nous pouvons aussi nous focaliser sur un
probléme un peu plus abstrait qui étudie un fluide qui remplit tout I'espace R?, de sorte qu’il
n’y ait aucune interaction avec des obstacles : c’est ce que nous ferons ici car c’est le cadre
idéal pour appliquer les outils classiques issus de ’analyse harmonique.

Comme nous pouvons le constater avec cette tres courte liste ci-dessus, nous avons plu-
sieurs possibilités pour le choix du domaine dans lequel on considere les équations de Navier-
Stokes . Une fois que ce domaine est fixé, nous pouvons étre intéressés par une approche
numérique de ces équations afin de réaliser des simulations par ordinateur et ces aspects sont
trés importants car ils permettent d’obtenir des résultats qui peuvent étre contrastés avec
les expériences. Mais nous pouvons également considérer une étude générale des propriétés
des solutions de ces équations (existence, unicité, temps d’existence, régularité, etc.) et c’est
cette approche légerement plus théorique qui sera développée ici.

Bien évidemment, et le lecteur peut le deviner sans probleme, chacune de ces approches,
chaque angle d’attaque, induit un choix tres particulier d’outils et de techniques et il suffit de
parcourir la table des matieres de livres couvrant ces sujets (voir par exemple [21], [44], [35],
[45]) pour prendre conscience qu'’il ne sera pas possible de traiter toutes les particularités des
équations de Navier-Stokes, méme s’il s’agit d’un livre a caractere encyclopédique. .. et ceci
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est d’autant plus vrai pour un livre comme celui-ci qui se veut une introduction.

Dans de ce livre, et comme il a été dit précédemment, on va considérer les équations de
Navier-Stokes sur tout I'espace R? et, afin d’étudier les problemes d’existence, d'unicité et de
régularité des solutions de ces équations, nous allons faire appel a des outils issus de ’analyse
mathématique : espaces de Banach, espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev, transformation
de Fourier, produit de convolution, inégalités de Holder, de Young, de Gronwall et de Hardy-
Littlewood-Sobolev seront donc les ingrédients principaux de cette étude.

Voici maintenant une liste des themes qui seront abordés ici.

Dans le premier chapitre nous allons présenter tres rapidement comment les équations de
Navier-Stokes se déduisent & partir de quelques hypothéses générales sur les fluides et nous
obtiendrons des propriétés fondamentales qui guideront notre étude tout le long de ce livre :
ces propriétés sont inhérentes a la structure des équations de Navier-Stokes et il convient de
les avoir a ’esprit avant de se lancer dans des calculs compliqués.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation des outils mathématiques qui seront
constamment mis en oeuvre. La plupart des objets sont supposés connus, nous ferons donc
qu’un rappel (parfois sans démonstrations) de leurs principales propriétés tout en donnant
les références nécessaires. Toutefois, quelques preuves sont détaillées dans les exercices a la
fin de ce chapitre.

Le vif du sujet est abordé au troisieme chapitre, dans lequel nous présentons comment
obtenir des solutions “classiques” des équations de Navier-Stokes : il s’agit donc de fonctions
qui vérifient fortement ces équations, c’est a dire dans le sens ou les dérivées considérées
sont des dérivées usuelles, et on obtiendra alors des résultats d’existence et d’unicité pour
ces équations avec des fonctions suffisamment régulieres. Les idées exposées ici, ainsi que les
techniques associées, sont celles du début du XXeme siecle (dues principalement aux travaux
d’Oseen en 1911 [41]) et elles permettent de dégager quelques propriétés intéressantes des
solutions des équations de Navier-Stokes.

Les solutions mild seront exposées au quatrieme chapitre et ce type de solutions généralisent
aux espaces de Sobolev les résultats du chapitre précédent. On donnera dans ce chapitre une
démonstration du théoreme de Fujita-Kato, obtenu en 1964 [20], et il sera alors possible de
considérer des fonctions dont les dérivées peuvent étre prises dans un sens beaucoup plus
général. Néanmoins, méme si le cadre fonctionnel étudié ici est plus large que celui exposé au
troisieme chapitre, la nature des résultats (existence, unicité, temps d’existence) est essen-
tiellement la méme et les problemes soulevés par la technique d’Oseen se retrouveront mutats
mutandis dans le cadre proposé par Fujita-Kato.

Le formalisme mild, en étroite association avec le principe de contraction de Picard, peut
étre mis en ceuvre dans de nombreux cadres fonctionnels et il s’agit d’une technique désormais
standard pour I’étude de diverses équations aux dérivées partielles. Dans le cinquieme cha-
pitre nous montrerons comment obtenir des solutions des équations de Navier-Stokes dans les
espaces de Fourier-Herz dont la principale particularité repose sur une utilisation intensive de
la transformation de Fourier : nous verrons comment obtenir des solutions de ces équations
a partir de calculs (assez) élémentaires.

Les solutions construites dans tous les chapitres précédents (que ce soit en suivant les idées
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d’Oseen ou celles de Fujita et Kato) sont uniques, mais leur temps d’existence est lié a la taille
des données initiales. Pour obtenir des solutions globales en temps pour des données initiales
grandes il est donc nécessaire d’utiliser une autre méthode. Nous exposons dans le sixieme
chapitre comment obtenir des solutions faibles en suivant le procédé de J. Leray développé
en 1934 [34] : I'idée consiste a régulariser tout d’abord le probleme de Navier-Stokes pour
ensuite, grace a un controle a priori sur les solutions de ce probleme régularisé, prolonger le
temps d’existence des solutions approchées. On pourra ensuite récupérer des solutions glo-
bales en temps des équations de Navier-Stokes via un passage a la limite dans le parametre de
régularisation. Cette technique, totalement fondamentale dans I’étude actuelle des équations
de Navier-Stokes, présente quelques inconvénients qui seront exposés et commentés dans ce
chapitre. Un point particulierement important est le suivant : on obtient bien des solutions
globales en temps avec de propriétés intéressantes, mais on ne dispose d’aucun critere d’uni-
cité.

Dans le septieme chapitre nous présentons une autre approche qui permet d’obtenir les
solutions faibles de Leray : si les idées fondamentales et les conclusions seront essentiellement
les mémes, le point de vue adopté ici (relié aux solutions d’hyperviscosité) mérite le détour.
En effet, on verra que le fait de modifier les équations de Navier-Stokes en introduisant un
opérateur bi-Laplacien a, grosso modo, les mémes conséquences que régulariser le terme non
linéaire lorsqu’il s’agit de construire des solutions faibles.

Dans le huitieme chapitre nous nous intéressons a des problemes d’explosion en temps
fini des solutions mild. Mais, nous ne savons pas traiter directement ce probleme pour les
équations de Navier-Stokes et c’est pour cette raison que nous allons considérer ici un modele
simplifié qui partage quelques éléments communs avec les équations de Navier-Stokes et qui
permettra de mettre en oeuvre un processus qui conduit vers ’explosion des solutions mild.
Ce chapitre explique, en partie, les difficultés techniques liées au principe de contraction de
Banach-Picard utilisé pour obtenir des solutions mild.

Les équations de Navier-Stokes sont des équations d’évolution, mais il est également tres
intéressant d’étudier le probléeme stationnaire, c’est a dire lorsque le probleme ne dépend
pas du temps. On pourrait croire que les techniques développées pour étudier le probleme
d’évolution peuvent s’appliquer pour étudier le probleme stationnaire, mais nous verrons que
ce n'est pas le cas et qu’il faudra considérer des résultats compléetement différents afin de
pouvoir construire des solutions du probleme stationnaire. Ceci sera réalisé au neuvieme cha-
pitre ol nous verrons également quelques problémes propres au cas stationnaire.

Finalement, dans le dixieme et dernier chapitre de ce livre, nous présentons la théorie
de régularité locale de Serrin et nous verrons qu’avec des hypotheses supplémentaires sur les
solutions faibles, il sera possible d’obtenir de la régularité en variable d’espace. Ce type de
résultat est particulierement intéressant puisque, comme nous le verrons, un gain de régularité
peut permettre d’obtenir des résultats d’unicité pour les solutions faibles.
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Chapitre 1

Un peu d’histoire et un peu de
physique

Les équations de Navier-Stokes ont pour objectif de donner un modele mathématique
au comportement des fluides et nous devons la formulation actuelle de ces équations, ainsi
que leur nom, aux travaux de deux scientifiques : Henri Navier (1785-1836) ingénieur et
mathématicien francais et George Stokes (1819-1903) mathématicien et physicien britannique.

Mais tout d’abord, qu’est-ce qu’un fluide ? Nous dirons tout simplement qu’un fluide
est un corps matériel qui peut se déformer de fagon parfaite, comme par exemple les liquides
(eau, huile), les gaz (air) ou les plasmas. Cependant, la nature étant généreuse, tous les fluides
ne possedent pas forcément les mémes propriétés et ils ne réagissent pas tous de la méme
maniere face aux forces extérieures : il est clair que le miel ne se comporte pas de la méme
facon que l'eau, par exemple. Ainsi les équations de Navier-Stokes que nous allons étudier
dans ce livre correspondent & un modele tres particulier de fluide dont les lignes générales
se basent sur quelques hypotheéses simples. Toute la théorie qui sera développée ici repose
tout d’abord sur une hypotheése de continuité : le comportement général (macroscopique) du
fluide correspond a celui d’un corps parfaitement continu et toutes les quantités qui lui sont
reliées (température, densité, vitesse, pression) sont censées varier continiiment d’un point a
un autre. Ensuite on supposera que le fluide est incompressible : une parcelle de fluide peut
se déformer mais on ne pourra pas la dilater ni la comprimer. En outre on considerera des
fluides qui sont homogénes et isotropes : la densité ne dépend pas de la position et il n’existe
aucune direction privilégiée. Finalement, les objets considérés sont des fluides newtoniens :
leur comportement général est indépendant des forces extérieures. Par exemple, ’eau méme
mélangée & une certaine vitesse garde son comportement de liquide, mais cela n’est plus le
cas pour de la creme liquide qui, correctement fouettée, peut se convertir en créeme Chantilly,
avec des propriétés physiques qui ne correspondent plus du tout & celles d’un fluide!

Hypothéses générales

Continuité : les quantités observables varient de maniere continue dans le temps.
e Incompressibilité : la densité ne varie pas au cours du temps.

e Homogénéité : la densité est indépendante de la position.

Isotropie : les propriétés mécaniques sont indépendantes de la position.

Comportement Newtonien : le tenseur de déformation est linéaire.



2 Chapitre 1. Un peu d’histoire et un peu de physique

Continuité, incompressibilité, homogénéité, isotropie et comportement newtonien sont
donc les hypotheses de base sur les fluides que nous considérerons dans ce livre, mais nous
devons encore préciser un dernier point : bien que 1’on puisse considérer un fluide en dimension
2 d’espace (c’est & dire dans le plan R? et ’on pourra penser alors & une trés trés fine couche
de fluide), dans tout ce livre on travaillera uniquement en dimension 3 (cadre de travail
beaucoup plus intéressant du point de vue physique), c’est a dire que les points z seront des
vecteurs de R? et on rajoutera une variable de temps ¢ € [0, +-00[ afin d’étudier I’écoulement
dans le temps de certaines quantités. Le fluide considéré rempli donc tout I’espace R? dans
lequel il n’existe aucun obstacle ni aucun bord : il s’agit bien entendu d’un fluide théorique et
dans la vie quotidienne il ne faudra pas s’attendre a trouver un fluide physique qui remplisse
toutes ces conditions de domaine réunies. En réalité, ce choix de domaine est finalement
arbitraire et répond essentiellement a des questions d’ordre technique car les outils que nous
souhaitons mettre en place seront des outils qui proviennent de ’analyse harmonique et de
lanalyse fonctionnelle (on pensera notamment & I’analyse de Fourier) qui s’adaptent peu (ou
tres mal) & un cadre de travail local qui présente des bords.

Hypothéses mathématiques
e Variable de temps t € [0, +0o0.
e Variable d’espace en dimension 3 : z € R3.
e Domaine de définition du fluide : I'espace R? tout entier.

Voila pour le cadre de travail général, mais comment sommes-nous arrivés aux équations de
Navier-Stokes ?

1.1 Bernoulli, Euler, Navier, Poisson, Stokes & Cie.

Sans remonter aux problemes d’irrigation des terres de cultures, ni au transport de I’eau
en utilisant des aqueducs ou autres procédés, une partie de cette histoire commence...il y a
bien longtemps !

En effet, des 1646, B. Pascal met en évidence la pression interne des fluides en repos avec son
expérience “creve-tonneau” dans laquelle un tonneau rempli d’eau et muni d’un long tube
vertical explose lorsqu’on rempli peu a peu cette colonne d’eau. Mais a cette époque le calcul
différentiel n’était pas encore développé, ce qui complique singulierement la mise en équation
du probleme, de sorte que ces idées ont été admises sous forme de principes de I’hydrostatique.
Ainsi, peut étre le premier travail mathématique concernant I’écoulement des fluides remonte
a 1738 avec un article de D. Bernoulli [3] qui introduit le mot “hydrodynamique” et qui donne
une premiere explication de leur mouvement.

Peu de temps apres, en 1749, L. Euler publie un mémoire intitulé “Principes généraux
du mouvement des fluides” & I’Académie des Sciences de Berlin [I8] dans lequel il pos-
tule un premier modele d’équations aux dérivées partielles pour expliquer la dynamique des
fluides. Les concepts développés par Euler dans ce mémoire sont totalement fondamentaux
pour la modélisation mathématique de la mécanique des fluides et les équations ainsi ob-
tenuesE] sont parmi les toutes premieres équations aux dérivées partielles considérées. Mais
ces équations ne correspondaient pas aux expériences réalisées par les ingénieurs et bien
que mathématiquement le probleme était (et reste encore) passionnant, le modele proposé

1. Appelées a juste titre les “équations d’Euler”, voir 1) ci-apres.
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n’est pas satisfaisant pour décrire I’écoulement des fluides : il manquait un terme qui puisse
expliquer la déformation de ces derniers.

Les problemes de déformation des corps (la flexion de plaques) étaient en plein essor
au début du XIXeme siecle et C. Navier proposa en 1821 [38] un modele pour I’étude de
I’élasticité des corps solides et il eut 'idée d’appliquer ce modele a I’hydrodynamique en 1822
[37]. I introduit alors une modification des équations d’Euler en rajoutant un terme qui expli-
quait la déformation élastique du fluide. Mais ’expression de ce terme supplémentaire ne fut
pas immédiatement acceptée par la communauté scientifique de 1’époque et des discussions
passionnées eurent lieu entre Navier, Poisson et Cauchy concernant 1’expression exacte de ce
terme. Pendant les années 1842-1845, G. Stokes développe sa propre théorie de 1’élasticité
dans le cadre de I’hydrodynamique et obtient des résultats similaires a ceux de Cauchy et,
bien qu’il conteste les résultats obtenus par Navier, les équations résultantes sont essentiel-
lement les mémes. Le modele mathématiques ainsi proposé fut mis a I’épreuve des données
expérimentales et, du moins dans le cadre des fluides laminaires, ces équations furent ac-
ceptées par ingénieurs et physiciens et c¢’est ainsi que ces équations portent aujourd’hui le
nom de Navier et de Stokes.

Cependant, si les équations de Navier-Stokes sont un bon modele pour les fluides lami-
naires tres réguliers, la situation se complique lorsqu’on étudie les fluides turbulents dans
lesquels la présence de tourbillons rend extrémement délicate la modélisation. Les fluides en
état turbulent ont été étudiés par O. Reynolds des 1883 [43] puis par A. Kolmogorov [30] en
1941, et par bien d’autres chercheurs depuis, mais une modélisation mathématique rigoureuse
de la turbulence reste encore un probléme ouvert au XXIeéme siecle, voir par exemple [28].

Incluses dans la liste de sept problemes du millénaire [10], les équations de Navier-Stokes
ont récemment attiré I’attention d’une communauté mathématique et scientifique plus large
et bien des questions concernant ces équations font I'objet de recherches et de publications
actuelles. Dans cette (treés) courte introduction, il n’est bien évidemment pas possible de
présenter tous les développements autour des équations de Navier-Stokes, et pour plus de
détails historiques nous renvoyons au livre [16].

1.2 Rapide déduction physique des équations de Navier-Stokes

Nous allons maintenant expliquer tres brievement comment s’obtiennent les équations de
Navier-Stokes a partir des hypotheses sur les fluides exposées au début de ce chapitre.

1.2.1 Deux cadres de référence

Ces équations donnent une description du mouvement des fluides, elles étudient donc la
variation dans le temps et dans ’espace de certaines quantités physiques et pour cela il est
nécessaire de fixer des repéres de coordonnées pour pouvoir suivre ces déformations. Nous
avons deux points de vue :

e Cadre Lagrangien. Le référentiel est associé a la configuration du fluide a un certain
instant initial o = 0 et les parcelles que 'on souhaite étudier (ainsi que les quantités
qui leurs sont rattachées) se déplacent a mesure que le fluide lui-méme se déplace : il
s’agit donc d’une étude trajectorielle. On dira alors que le vecteur X, (t) € R3 est la
position d’une parcelle de fluide au temps t ot £y € R? est la position de cette parcelle
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au temps tg = 0, ainsi, si u est la vitesse de ces parcelles, nous avons

d

@Xxo (t) = u(t, Xz (1))- (1.1)

Si @ représente une certaine quantité physique rattachée a une parcelle de fluide, alors
@z, (t) représentera cette quantité au temps ¢ dont le point initial est x.

Un exemple de cette situation correspond a celui d’un ballon atmosphérique, avec
différents capteurs, qui est relaché dans le ciel et qui suit le courant du vent.

e Cadre Eulérien. Ici, le référentiel est fixé une fois pour toutes, on dispose alors d’un
point (¢, zo) qui correspond & l'origine de I’espace [0, +00[xR3 et on laisse évoluer le
fluide comme dans un laboratoire. Donc, si () est une quantité physique, nous avons
tout simplement que Q(t,z) correspond & la valeur de cette quantité physique au
temps t et au point x dans le repere fixé.

Il y a bien sir un lien entre ces deux approches : si g, (t) est une quantité physique en
description lagrangienne et si Q(t, x) est la méme quantité en description eulérienne, alors on
a l'identité suivante que relie la variation dans le temps de cette quantité () dans ces deux
cadres :

3
d d
%ng (t) - atQ(t’ x)|z:XID<t) + ;1 aiQ(t’ x)|z:XZO<t) &Xmo,i(t)'

Afin de différencier les dérivées partielles dans ces reperes, on note traditionnellement la

s e , . d D , . .
dérivée en coordonnées lagrangiennes 7 Qz, par 15;Qz, et cette opération est appelée la
dérivée matérielle de la quantité Q. Ainsi, avec la relation ([1.1) nous pouvons écrire

D I
EQwo(t) = atQ(ta l‘) + (u ’ V)Q(t,$) (1'2)

La base de la modélisation

Une fois que nous avons fixé la relation entre ces deux cadres de référence, nous passons a
la modélisation des équations de Navier-Stokes et le point de départ de cette modélisation est
donné par un petit élément de volume 6V du fluide qui contient suffisamment de particules
mais dont taille reste infinitésimale par rapport & I’échelle macroscopique (petit élément de
volume donc, mais sans pour autant atteindre I’échelle moléculaire). Ainsi, si ¢ = q(t, zg) est
une certaine quantité physique que 'on souhaite étudier, qui dépend de la variable de temps
t € [0, +oo[ et de la position 2y € R3, alors notre connaissance de ¢ au temps t sera donnée
par des moyennes prises sur ces éléments de volume dV qui contiennent le point zq :

Qs (1) = / _alt.s)dy,

1.2.2 La déformation du volume

Si la quantité physique @ correspond a une moyenne comme cela a été introduit ci-dessus,
il sera nécessaire de comprendre 1’évolution dans le temps de la déformation des éléments de
volume. Donc, si on considere un volume Vjy & un certain instant tg = 0 qui est rempli par le
fluide, on s’intéresse a 1’ensemble

Vi={yeR’:y=X,(t), avecze Vy},
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donné par ’écoulement du fluide. Ainsi I’élément de volume dy de V; sera associé a 1’élément
de volume J(¢t,x)dx ou J(t,x) est le Jacobien du transport x — X,(t) et si 'on souhaite
étudier comment se comporte ce Jacobien avec 1’évolution dans le temps, on devra considérer

la quantité D(t,z) = det (%gﬁ) (on a donc la relation J(¢,xz) = |D(¢,x)|). En remar-

1<4,5<3
quant tout d’abord que l’on a par 1’équation (1.1]) :
0
axi Yk,

9 9 9 3
Oy (a%y]> = 87;101 (atyj) ax U] t y Z (

=1

et en notant = le vecteur , nous pouvons alors écrire

8 0 0 0 0 0 0
0D(t,x) = det (@ Y, 522 5 3> + det ((’)ycyl’atag(;yQ’ 8:693> + det <8my1’ 8331/27@8%?/3)

0
8 .Yk 8 .92 O .Ys

+ 7u 0
P 2 a Y1, a Yk 8$y3

+ 0 ttry) ) det ( Ly, Ly, 2
‘ 6yk 3\, Y 8xy176xy27axyk 3

k=

I
x>
w | Mu
—

w |

en observant maintenant que certaines colonnes des déterminants ci-dessus sont identiques
on obtient

0 0 0 0 0 0
oD(t,x) = <3y1ul(t’ y) + @Uz(tay) + 8ygu3(t’y)> det <833y1’ P &ry5> )
ce qui nous donne I’équation
0:D(t,x) = div(d)D(t, ).

Si on considere la condition initiale D(0,x) = 1 et en se rappelant que 'on a la relation
J(t,z) = |D(t,x)|, nous obtenons 'expression suivante (I’exponentielle est positive) :

J(t, 7) = exp </Otdw( (s, X (s )))ds). (1.3)

A partir de cette formule on remarque que la divergence div(@) du champ de vitesse @ explique
les variations du volume (compression ou dilatation) au cours du temps et nous reviendrons
sur ce fait un peu plus tard.

1.2.3 La formule de convection

Avec la formule (1.3)), nous pouvons étudier des quantités moyennées de la fagon suivante :

si g représente une information physique, on notera Q(t) = q(t,y)dy la valeur de cette
Vi
quantité prise sur tout le volume V; et nous pouvons écrire

Q) = /V a(t, X, (1)) T (t, 2)de,

et alors
d

GO0 = [ B0t X)) (0. 2) + alt Xo ()T 1 )
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Mais comme on a 0 (q(t, Xz(t))) = D%q(t,y) et O = div(d)J, avec J(t,z)dr = dy, en
utilisant ces identités nous avons alors la formule de convection ci-dessous :

afto)dy = [ pralt.y) + alt,y)div(i(t,v)) dy (1.4
Vi

dt Jy,

qui explique la variation dans le temps des quantités du type / q(t,y)dy.
Vi

1.2.4 Quelques applications de la formule de convection

e Densité. Appliquons cette formule de convection a la densité p(¢,y) du fluide. Nous
avons alors que la masse d’un élément de volume V; sera donnée par

m(t) = /V p(t,y)dy,

mais étant donné que la masse d’une parcelle de fluide ne varie pas au cours de
Iécoulement de celui-ci (préservation de la masse), on en déduit %m(t) = 0, ce qui
donne

pt)dy = | Zp(t.y) + p(t, y)div(i(t, y))dy = 0,

— P
dt Jy, v Di

et pour que cette relation soit vraie pour tout élément de volume initial Vj, on obtient
la relation de conservation de la densité :

D

— div(w) = 0. 1.5
TP T pdiv(d) (1.5)
Ainsi, si le fluide est incompressible, ce qui s’exprime par l'invariance dans le temps
de la densité des parcelles de fluide, alors nous avons %p = 0, ce qui induit que la
divergence du champ de vitesse doit étre nulle :

div(@) = 0. (1.6)

On remarquera que cette condition est en accord avec la formule ([1.3]) qui explique la
dilatation ou la compression des éléments de volume.

De plus, par la formule nous avons 1’équation D%p = 0w+ (4 -V)p = 0, mais
comme nous avons supposé que le fluide est homogéne alors la densité du fluide est
indépendante de la position (ce qui se traduit par p(t,z) = p(t)) et Pon a (@-V)p =0
et donc dp = % p = 0, ce qui nous permet de conclure que la densité est constante en
variables de temps et d’espace :

p = Cste.

On remarquera que les hypotheses d’incompressibilité et d’homogénéité du fluide im-
pliquent que la densité est constante.

e Quantité de mouvement. La quantité de mouvement d’une parcelle de fluide est
donnée par ’expression suivante :

M(t) = /V pi(t, y)dy.
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ainsi, par la deuxieme loi de Newton, la variation de cette quantité de mouvement
dans le temps doit étre égale a une force F', que I’on suppose de densité f, ce qui nous
permet d’écrire

d d 7|
@M(t) dt/ pii(t,y)dy = th(t,y)dy,

et si 'on applique l'identité de convection (1.4]) & cette expression on obtient

/Vpu (t,y) + pult, y)div(d(t, y))dy = g F(t,y)dy

Compte tenu de la condition d’incompressibilité (1.6)), nous pouvons écrire

P ot y)dy = . f(t,y)dy,
donc, la variation de la quantité de mouvement d’une parcelle de fluide est
prilty) = Fit.y), w7)
ou encore, en coordonnées eulériennes
P . .
<8tu+( -V)u > f (1.8)

L’expression (|1.7]) ci-dessus, bien que fondamentale, est incompléte car il est nécessaire de
comprendre la nature des forces qui s’exercent sur le fluide.

1.2.5 Etudes des forces

Nous devons maintenant expliquer quelle est ’expression de la force qui intervient ci-
dessus et on commence par remarquer que cette force peut se décomposer en des forces
internes au fluide et des forces externes :

f: ﬁnternes + ﬁxternes- (19)

Les forces externes seront considérées comme des données du probleme, de sorte que nous
devons étudier plus en détail les forces internes du fluide. Compte tenu des hypotheses ini-
tiales énoncées au début du chapitre, nous allons considérer uniquement deux types de forces
internes.

e Pression. Lorsqu’une parcelle de fluide occupe une partie de I’espace, elle subit une
pression de la part des autres parcelles et cette pression s’exerce sur les parois du
volume de la parcelle avec un signe contraire & la normale, ce qui nous permet d’écrire

Fpression = _/ p - vdo,
oV

ou la fonction p représente la densité de pression sur la parcelle. En utilisant le
théoreme de Stokes nous avons

Fpression = - Vp(t,y)dy.

Vi
Indiquons que cette pression existe méme lorsque le fluide est en repos comme I'a
montré Pascal en 1646 avec ’expérience hydrostatique “creve-tonneau” déja men-
tionnée page
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e Viscosité. Lorsqu’un fluide est visqueux, il réagit comme un corps élastique qui résiste
aux déformations et il y a en particulier des phénomenes de friction qui dégagent de
la chaleur. Si le fluide est isotrope, homogene et si ’on suppose en plus que le fluide
est newtonien, alors cette résistance aux déformations se concrétise par des forces de
viscosité de la fagon suivante

Fuise = HAT + AV (div (@),

ol i et A sont des parametres physiques liés a la nature du fluide. On notera que si le
fluide est incompressible (div(#) = 0), alors les seules forces de viscosité sont données
par le terme pAd. Voir les livres [16] et [45] pour plus de détails & ce sujet.

Avec cette trés courte étude des forces et avec I'incompressibilité du fluide, 'expression (|1.9)
devient alors

f = ﬁnternes + f;mternes = (.ﬁ)ression + ﬁn’sc) + .](T;a:ternes = (_ﬁp + ,U/Aﬁ) + f;:pterne&

et c’est cette formulation qui sera utilisée par la suite.

1.2.6 Equations générales de I’hydrodynamique

Ces équations sont données par la conservation de la densité, énoncée dans I’équation
(1.5)), et par la variation dans le temps de la quantité de mouvement donnée par (1.7)). En
prenant en compte ’étude des forces ci-dessus, les équations de I’hydrodynamique sont alors

D . .
Ep + pdiv(d) =0, et p%ﬁ = (uAU — Vp) + featernes- (1.10)

Comme la densité est supposée constante, on retrouve la relation
div(@) = 0,

pour I'équation de conservation de la densité et, en appliquant la formule de la dérivée
matérielle (1.2)) & la vitesse @ dans ([1.10]), on obtient ’expression suivante pour la variation
de la quantité de mouvement

3
p<8tﬁ + Z Uzazﬁ> = ,U/Aﬁ — VD + fexternes-

i=1
Nous obtenons alors le systeme d’équations
div(d) = 0,
p <8tﬁ + (u - ﬁ)ﬁ) = pAT — VP + fezternes-
1

Si 'on note maintenant v = % > 0 et en faisant les abus de notation suivants p = P14

et f = % fexternes, en divisant la deuxieme équation ci-dessus par la densité p nous avons
finalement

div(w) = 0,
. (1.11)
i =vAu— (u-VYu—Vp+f, v>0,
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et nous avons obtenu ainsi les équations de Navier-Stokes telles qu’elles seront étudiées
tout au long de ce livre.

Mais avant de commencer une étude mathématiques de ces équations, quelques remarques
s’imposent.

e La force extérieure est une donnée du probleme, de sorte que les inconnues dans les
équations de Navier-Stokes sont la vitesse @ et la pression p. Ainsi, pour résoudre
les équations de Navier-Stokes, il faut alors donner un couple (@, p) de fonctions ou
i@ : [0, +00[xR? — R3 et p : [0, +00[xR3 — R et un intervalle de temps [0, T pour
lequel on a les relations .

e Le systeme d’équations ci-dessus, énoncé sous forme vectorielle, peut se réécrire de la
fagon suivante ou les fonctions u;, p et f; avec 1 < i < 3 sont définies sur [0, +oo[><R3
et a valeurs dans R :

Oz ui (t,x1,22,23)+0zy ua (t,21,02,23)+025u3(t,@1,22,23)=0,

Orun (t,21,72,23)=vAui (4,21,22,73) — [U1 0z, U1 +u20z, u1 +uz 0z u1](L,21,02,23) =0z, p(t,21,02,23)+ f1(t,71,22,73),

Oruz (t,x1,x2,23)=vAus (t,21,2,23)—[U1 0z u2+u20z, ua+u30z5u2] (t,21,22,23) =0z p(t,21,22,23)+ f2 (t,21,22,23),

\ Orus(t,x1,m2,x3)=vAus(t,21,52,73) —[u10x, u3+u20z, u3+u3dzsus](t,01,22,23) =0y p(t,x1,22,23)+ f3(t,21,22,23).

ou encore :

(div(@) = O, 11 + Opyuig + Opgug = 0,
Oruq Auy U107, U1 + 20z, U1 + U301 Oz, P fi (1.12)
Owug | =V [Aug| — |u10z,u2 + u20y,u2 + ug0pua | — [Orp| + | f2
Ous Aug 10z, U3 + U20z,u3 + U30,u3 03P /3

Il convient de garder en téte cette écriture des équations de Navier-Stokes car elle explicite
son caractere vectoriel tout en donnant une expression détaillée du terme non linéaire (- V).

Quelques remarques

e L’hypothese de conservation de la densité donne la relation d’incompressibilité div(@) =
0 et nous verrons par la suite que cette hypothese est cruciale pour mener & bien cer-
tains calculs que nous nous proposons de réaliser.

e Notre cadre de travail en variable d’espace est R? tout entier et le fluide est censé
remplir tout cet espace. Puisque nous avons supposé que ce fluide est homogene et
isotrope, si les équations de Navier-Stokes sont vérifiées au point € R3 alors elles
doivent encore étre valables au point x + xo pour tout zg € R3. Cette propriété im-
plique que tous les objets que nous allons considérer ici devront étre invariants par
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translation : que ce soit les opérateurs différentiels ou les normes qui serviront a ca-
ractériser les espaces de fonctions.

Considérons maintenant 4 : [0, +0o[xR3 — R3 et p : [0, +00[xR3 — R une solution
des équations de Navier-Stokes

Oyt = vATG — (@- V)i — Vp, div(@) =0, v >0, (1.13)

ou, pour plus de simplicité, nous avons pris une force extérieure nulle f = 0. Pour
A > 0, nous allons étudier @y et py les dilatées de facteur A de la vitesse et de la
pression définies par les expressions

Ty = A G(A22t, N3 z) et px = Mp(\2t NP3 ),

ou les parametres a; et f; (1 <i < 3) seront fixés ci-dessous. En effet, par les mémes
raisons d’invariance évoquées au point précédent, si (i, p) sont solutions des équations
de Navier-Stokes, alors (i), p)) doivent également étre des solutions de ces équations,
mais cette fois-ci il est nécessaire d’imposer des conditions sur les exposants «; et ;.
En effet, un calcul direct montre que si u(t, x) et p(t,z) sont solutions des équations
, alors pour tout A > 0 les fonctions

MNI(N2 Az) et AZp(NP ), (1.14)

le sont également. Cette propriété d’homogénéité des solutions par rapport aux di-
latations est totalement fondamentale et elle fagonnera les espaces fonctionnels avec
lesquels nous allons travailler tout au long de ce livre.

La constante v > 0 est reliée a la nature du fluide considéré et represente un facteur
de viscosité : plus cette constante est grande, plus le fluide s’écoulera lentement. Au
risque de froisser physiciens, ingénieurs -et méme mathématiciens- nous supposerons
dorénavant v = 1 et ce choix arbitraire n’a pas d’impact mathématique majeur dans
les développements que nous allons faire dans ce livre : en effet, si (i, p) sont solutions
des équations de Navier-Stokes pour une certaine viscosité v > 0, alors si a la
place de la transformation on considere

vi(vt, ) et Vip(vt, x),
alors ces nouvelles variables vérifient également les équations de Navier-Stokes mais
cette fois-ci avec une viscosité v = 1. On remarquera donc que le fait de fixer v = 1
revient a faire une dilatation en variable de temps, ce qui d’un point de vue purement
technique ne pose aucun probleme particulier.

Indiquons pour finir que dans le cas ou le parametre de viscosité v est nul, on parlera
alors de fluide idéal et on obtient les équations d’Euler :

div(d) = 0,
... (1.15)
8= —(@-V)i—Vp+f

dont ’étude mathématique complete reste encore un probleme ouvert qui ne sera pas
abordé ici.



Chapitre 2

Les outils de base

Dans ce chapitre nous allons présenter la plupart des objets mathématiques qui seront
nécessaires pour mener a bien I’étude que nous nous proposons de faire sur les équations
de Navier-Stokes. Nous supposerons que le lecteur est familier avec les notions de base de
I’analyse fonctionnelle, de ’analyse de Fourier et de la théorie des distributions et la plupart
des énoncés de ce chapitre seront donnés sans démonstration.

Mais de quoi avons-nous besoin ? En plus de quelques identités vectorielles, nous aurons
essentiellement besoin de mesurer la taille des fonctions & I’aide des espaces de Lebesgue ainsi
que de leurs dérivées (ce qui sera fait en utilisant les espaces de Sobolev) et ces ingrédients
seront plus que suffisants pour une premiere étude mathématique des équations de Navier-
Stokes.

2.1 Généralités

2.1.1 Espaces de fonctions a valeurs réelles

Notre point de départ sera donc l’espace de fonctions continues bornées définies sur 1’es-
pace R™ avec n > 1 a valeurs dans R :

Co(R™) = {¢ : R" — R : ¢ est continue et bornée},

normé par ||¢|s = sup |¢(x)|. De méme, on considerera I'espace CF(R™) des fonctions k fois
TeR"
continument dérivables et dont toutes les dérivées sont bornées qui est donné par I’ensemble

C{f(R") = {ap R" — R: HQDHC{: < —i—oo},

ou la quantité k= Dpl|~ est une norme et olt on a utilisé les notations classiques
®lick P

la|<k
n
pour les dérivées : pour o = (a1, ,ap) € N” un multi-indice, on note |a| = Zaj sa
j=1
. dlely
longueur et alors nous écrivons D%p(x) = 50 gon (©):
T Tn

Pour tout k£ > 0, les fonctions dont les k-ieme dérivées existent et sont continues, mais qui
ne sont pas nécessairement bornées, seront dite de classe C¥(R™). On dira qu'une fonction
¢ : R™ — R est réguliére si elle est indéfiniment dérivable, ce que 'on notera ¢ € C>°(R™).

11
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Lorsque le support des fonctions est compact, on adoptera la notation Cé“ (R™), avec k > 0
pour désigner cette information supplémentaire. L’espace des fonctions test, c’est a dire 'es-
pace des fonctions régulieres a support compact, sera noté D(R™) ou encore C3°(R"™).

On remarquera que l'on a lidentité d’espaces Cp(R") = Cp(R™), CO(R™) = C(R™), ou en-
core CJ(R™) = Co(R™) et I'on utilisera indistinctement ces notations.

Les espaces de fonctions Cf(R™), C*(R™) et Cf(R") que nous venons de présenter sont des
espaces classiques ou ’étude de la régularité des fonctions se réalise au sens fort : les fonctions
sont suffisamment dérivables et les dérivées des fonctions sont des dérivées usuelles.

Mais dans ce livre nous aurons également besoin de considérer les dérivées des fonctions
dans un sens plus large (on parlera alors de dérivées au sens faible).

Ainsi, si ¢ : R — R est une fonction, pour tout multi-indice « nous dirons que la
dérivée faible D% de la fonction ¢ est la fonction 1 si pour toute fonction test ¢ € C§°(R3)
on a l'identité

| etz = (0 [ vzt 1)

et cette fagon de procéder nous permettra de considérer les dérivées d’objets (qui peuvent
étre des fonctions bien str, mais pas seulement) beaucoup moins réguliers.

Le cadre formel pour étudier ce type de dérivées est celui des distributions, mais par un
soucis de concision on se limitera dans cet ouvrage aux distributions tempérées : on introduit
pour cela la classe de Schwartz S(R™) qui se définit comme ’espace des fonctions régulieres
@ : R™ — R telles que les quantités

Pr.a(®) = sup [z]*|DY(z)],
zER™

sont bornées pour tout k& € N et pour tout multi-indice o > 0. A partir de cette classe de
fonction on considere alors 'espace S’(R™) des distributions tempérées comme ’ensemble des
formes linéaires continues définies sur la classe de Schwartz S(R™). Ainsi, si ¢ € S(R") est
une fonction de la classe de Schwartz et si f € S’(R™) est une distribution tempérée nous
avons le crochet de dualité

(f, d)srxs, (2.2)

qui permet de transposer la plupart des opérations sur les fonctions aux distributions tempérées.

L’espace des distributions tempérées S’(R™) contient alors des objets qui peuvent étre
dérivables au sens de ’expression ci-dessus et l'intérét pour nous de travailler avec cet
espace de distributions est double : tout d’abord dans ce livre on utilisera plusieurs espaces
fonctionnels (Lebesgue, Lorentz, Sobolev, etc) et tous ces espaces vérifient les inclusions

S(R") ¢ X ¢ 8'(RM), (2.3)

ou l'on a désigné par X n’importe lequel de ces espaces. D’autre part, ces propriétés d’in-
clusion nous permettent de délimiter notre cadre de travail d’'un point de vue de ’analyse
fonctionnelle et en particulier dans tous ces espaces la transformation de Fourier et toutes
ses propriétés sont bien définies (au sens des distributions) ce qui donne une cohérence d’en-
semble des outils qui seront utilisés par la suite.

Le lecteur trouvera plus de détails concernant tous ces espaces fonctionnels dans les livres
[54], [4], [24] et [5].
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2.1.2 Fonctions a valeurs vectorielles

Etant donné que nous allons travailler avec des fonctions vectorielles, il est utile de
généraliser ces espaces précédents a ce type de fonctions. Nous considérerons tout d’abord
I'espace R™ muni de sa norme euclidienne |z| = /2% + --- + 22, ensuite on considere des
fonctions du type

f:R™ — R

71 fi(ze,  om)
: )
Tm fo(x1, -+ o)
avec m,n > 1 ou chacune des composantes fi,---, f, est une fonction définie sur R™, a

valeurs réelles, et ainsi nous avons

f@)] = V@2 + -+ ful2)2

Pour un point x fixé, cette quantité peut étre remplacée par n’importe quelle autre quantité
n

équivalente, par exemple | f(z)| = max | fi(z)| ou encore |f(z)| = Z|fz(:z:)| et nous ferons

i=1,...,n
=1

abstraction des constantes (qui ne dépendent que de la dimension de I’espace R™) qui per-

mettent d’établir I’équivalence de ces quantités. Plus généralement nous avons la remarque

suivante.

Remarque 2.1 (Notation) Si E est un espace normé muni de deuz normes || - ||g, | - ||g,
on utilisera la notation ||-||e =~ ||- ||z pour dénoter que ces normes sont équivalentes : il existe
deux constantes C1,Ca > 0 telles que pour tout e € E on ait Chllelle < |le|lg < Calle]|e-

Avec ces précisions, I'espace des fonctions vectorielles continues bornées définies sur R™ a
valeurs dans R™, qui sera noté C,(R™,R™), peut alors se caractériser par la norme

—

1fllos = sup [F(2)].

reR™

L’espace des fonctions vectorielles k fois continument dérivables Cff(R™,R") se définit de
maniere similaire en exigeant que chaque composante f1,--- , f,, appartienne a ’espace C{f (R™)
introduit précédemment. Ainsi, si @ € N? est un multi-indice et si f : R? — R? est une
fonction vectorielle, on écrira D¢ f pour désigner le vecteur

D fy

et on peut caractériser cet espace par la condition ”JFHC{)“ = Z 1D flloe < +o0.
|o| <k

Les idées utilisées pour les fonctions réelles s’appliquent de la méme facon aux fonctions
vectorielles de classe C* (R™,R™) qui sont continues mais pas nécessairement bornées et aux
fonctions vectorielles Cé(Rm, R™) dont le support est compact.

Remarque 2.2 (Notation) it € [0,+oo[, € R™ et f : [0,400[xR™ — R" est une

fonction vectorielle, on écrira f € CF([0, +oo[, C{H(R™,R™)) pour désigner les fonctions qui
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sont k-dérivables bornées dans la variable t et {-dérivables bornées dans la variable x. La
norme de cet espace est donnée par l’expression :

Ille ce. =D D 10/ DIFC oo
i<k |al<e

Pour finir, la classe de Schwartz vectorielle S(R™,R™) et l'espaces des distributions
tempérées vectorielles S'(R™,R™) se définissent de la méme maniére en considérant chaque
composante séparément.

2.2 Quelques définitions et identités vectorielles

Les équations de Navier-Stokes sont des équations vectorielles et il est donc tres important
d’avoir en téte quelques calculs propres au cadre vectoriel qui permettent de simplifier (ou
tout simplement de mener a bien) un certain nombre calculs. Pour cette raison nous rappe-
lons maintenant quelques définitions du calcul vectoriel sur R? et dans toute cette section
nous supposerons que toutes les fonctions ci-dessous (réelles ou vectorielles) sont suffisam-
ment régulieres, dans le sens ou les dérivées considérées sont bien définies. Nous avons donc :

e Le gradient. Cet opérateur sera noté V et il est défini par 'expression
Oz
V= |0,
Oz

Si ¢ : R3 — R est une fonction & valeurs réelles, son gradient est le vecteur déterminé
par
O, p

Vo= |00,

O3

et bien siir nous avons |Ve| = v/(92,0)% + (92,0)% + (95 0)2.

Si f : R? — R? est une fonction vectorielle son gradient est la matrice définie par
I’expression

azlfl azlfQ a1131.](.3
V& F=|0mfi Oufr Onfsl. (2.4)
Oxsf1 Oxsf2 Ouyfs

e Le Laplacien. Si ¢ : R®> — R est une fonction & valeurs réelles nous avons

3
Ap =020,
=1

et si f :R? — R3 est une fonction vectorielle on écrira
Afr
Af=|Af
Afs
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e La divergence. Si f : R? — R? est une fonction vectorielle, on définit la divergence
de f de la facon suivante

div(f) =V - [ = 0y, f1 + Buy f2 + Ouy f5- (2.5)
Les notations div( f) et V- f coexistent, mais nous allons privilégier (dans la mesure

du possible) la premicre notation div(f).

Les relations entre le gradient, le Laplacien et la divergence sont nombreuses, en par-
ticulier nous avons :

Lemme 2.2.1
1) si@:R3 — R est une fonction suffisamment réguliére, alors

V- (Vo) =Agp et done div(V) = Agp.

2) si o : R — R est une fonction & valeurs réelles et si f: R3 — R3 est une
fonction vectorielle, alors nous avons l'identité

div(cpf) = wdiv(f)—i—ﬁcp-f

e Le produit vectoriel. Si a@ et b sont deux vecteurs de R3, on définit leur produit
vectoriel a A b par 'expression :

agbg — a3b2
6/\62 asby —a1bs | , (26)
a1b2 - a2b1

et ce produit vectoriel se généralise sans probléme aux fonctions vectorielles (en
écrivant f A ¢ ponctuellement).

e Le rotationnel. Pour une fonction vectorielle f : R — R3 nous définissons son
rotationnel V A f par le vecteur

6x2f3 _8:B3f2
ﬁ/\f: awgfl _8:E1f3 ; (27)
a:mfZ _axzfl

cet opérateur explique la maniere dont un champ de vecteurs tourne autour d’un point
(d’ont son nom!) et nous avons les identités suivantes.

Lemme 2.2.2
1) Si f,§:R3 — R3 sont deuz fonctions vectorielles et si A\ € R, alors on a

VAM+G =AVAF+VAG
2) Sip:R3 — R est une fonction a valeurs réelles alors
VA (V) =0, (2.8)

nous avons donc que le rotationnel d’un gradient est toujours nul.

1. La notation @ x b est également utilisée dans la littérature.
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3) Si f: R3 — R? est une fonction vectorielle, nous avons l'identité

—

VANASH=V(V-f)=Af

N2

—

En particulier, si div(f) =0 on a la formule

= = —

VANAS) =-Af

~—

— —

4) Si f:R® — R3 est une fonction vectorielle, alors div(V A f) =V - (VA f) =0
et donc la divergence d’un rotationnel est toujours nulle.

e Le produit tensoriel entre vecteurs. Si ad et b sont deux vecteurs de R3 , le produit
tensoriel @ ® b est défini par

a161 a1b2 a163
6@82 asb1  asby ashs| . (2.9)

agby agbs azbs

Ainsi, le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur dont ’expression est donnée
par une matrice. Cette définition justifie la notation V® f utilisée précédemment dans

E9).

e La divergence d’un tenseur. Si A = (a;;)i<i <3 est la matrice associée a un
tenseur, on définit la divergence de ce tenseur par la formule

Oz 011 + Opya12 + Opy013
dZU(A) = 83016121 + (93726L22 + 82;36123 . (2.10)

Oz, 031 + Og,a32 + Opsa33

Pour clore cette section, nous rappelons que si A = (a;;)i<ij<3 est une matrice, alors

on notera sa dérivée 0, A = (0:,0i;)1<ij<3 et sa norme (usuelle) sera donnée par |A| =
1

2

3
Z |am~|2 , mais il est bien stir possible d’'utiliser toute norme équivalente.
1,j=1
Quelques identités utiles
Voici quelques relations qui seront mises a profit dans les calculs des chapitres suivants :

Lemme 2.2.3
1) Si ¢, : R> — R sont deux fonctions réelles alors :

A(pp) = (Ad)p + dpAp + 2V - Vop.

2) Si f: R3 — R3 est une fonction vectorielle, suffisamment réguliére, on a

(F- =@ nfaf+ oLl
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2) Si ﬁg : R3 — R3 sont deuz fonctions vectorielles suffisamment réguli¢res et si

=

div(f) =0, alors on a lidentité

(f-V)g = div(§ @ f). (2.11)

Cette derniere identité est tres importante car elle sera constamment appliquée par la suite
au terme de transport (@ - V)@ des équations de Navier-Stokes (1.11)).

Il existe, bien entendu, beaucoup d’autres propriétés et relations entre tous ces objets,
mais les formules que nous venons d’exposer sont suffisantes pour 1’étude que nous nous
proposons de faire sur les équations de Navier-Stokes. Le lecteur qui souhaite approfondir
certains détails du calcul vectoriel est invité a consulter le livre [I].

2.3 Espaces de Lebesgue

2.3.1 Généralités

Nous supposerons que le lecteur est familier avec les espaces de Lebesgue LP(R™), avec
1 < p < +00, qui sont définis comme I’ensemble des fonctions mesurables ¢ : R™ — R telles
que

1
P
||¢||Lp=(/R |¢<x>pdm) < 40,

avec les modifications d’usage lorsque p = +00. Cette quantité est une norme et les espaces
(LP,|| - ||z») sont des espaces de Banach. Parmi les propriétés fondamentales de ces espaces
nous avons :
e Pour 1 < p < +00, nous avons la relation de dualité (LP)' = L avec % + 1% =1, ce
qui nous permet de réécrire la norme || - || de la fagon suivante

. (2.12)

[ st

lellr =  sup
1]l <1

e [’inégalité de Cauchy-Schwarz : si ¢, 1 sont deux fonctions de carré intégrable, alors
le produit ¢ appartient & 'espace L'(R") et on a l’estimation

[ e@u@lds < el 6s. (213)

e L’inégalité de Holder, qui n’est rien d’autre qu’une généralisation de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz : si ¢, ¥ et ¢ sont trois fonctions mesurables telles que ¢ € LP(R"™),
€ LY(R"™) et ¢ € L"(R™), avec la relation % + % + 1 =1, alors le produit @i est
une fonction intégrable et I'on a la majoration

[ lelayp@ote)ids < lelulblul el (214)

e Dans le cas particulier p = 2, on dispose d’une structure supplémentaire : I'espace
L?(R™) est un espace de Hilbert (réel ou complexe en fonction des valeurs prises par
les fonctions) muni du produit scalaire

(0 ) paniz = / (@) P@)d. (2.15)

n



18 Chapitre 2. Les outils de base

Lemme 2.3.1 (Une inégalité d’interpolation) Si 1 < py < p < p; < 400 sont trois
indices et si pour une fonction ¢ : R™ — R nous avons les informations ¢ € LP°(R™)
et ¢ € LPY(R™), alors la fonction ¢ appartient a Uespace LP(R™) et de plus on dispose de
l'inégalité
1 6 1-90
f -

9 _
lelle < llelzelleler,  avee s .

et0 <0 <1 (2.16)

Cette inégalité est tres intéressante car elle permet de déduire toute une famille d’estimations
intermédiaires a partir des informations sur les “bords” LP° et LP!.

Une généralisation utile des espaces de Lebesgue LP(R™) est donnée par les espaces
Lf R™), avec 1 < p < 400, de fonctions mesurables qui sont localement intégrables et
qui sont caractérisés par I’ensemble

1/p
L’ (R") = {(p :R" — R: (/K |g0(x)|pdx> < 400, pour tout compact K C R"} . (2.17)

Rappelons qu’il n’existe aucune relation d’inclusion entre les espaces de Lebesgue LP(R™),
mais si ’on considere les espaces localement intégrables alors nous avons :

»clL,. e L

loc

C L}, pourl<p< +oo.

Dans ce livre nous n’aurons que tres occasionnellement besoin d’utiliser les espaces de fonc-
tions localement intégrables, le lecteur qui souhaite avoir plus de détails sur ces espaces peut
consulter les livres [24], [4] et [11 12].

Bien évidemment, les espaces LP et Lf oc Se généralisent sans aucun probleme aux fonctions

vectorielles mesurables f : R™ —» R", en particulier pour 1 < p < 400 la norme || - ||» qui
caractérise les espaces LP(R™,R"™) est donnée par l’expression

11 = ([ \opas)”.

avec les modifications usuelles lorsque p = 4+00. Lorsque 1 < p < 400 nous avons également
la relation de dualité (LP(R™,R")) = L (R™,R") avec %—i—l% = 1, et donc I'expression (|2.12])
devient

—

f(@) - glx)de

Rm

Ifllr = sup
Igll, <1

Les propriétés (2.13), (2.14) et (2.16) présentées ci-dessus se maintiennent bien évidemment
dans le cadre de fonctions vectorielles, remarquons simplement que lorsque p = 2 le produit
scalaire ([2.15)) s’écrit dans ce cas de la fagon suivante :

—

(f. Diexre = - f(x) - g(z)de.

Remarque 2.3 Si on considere des fonctions vectorielles f: R™ — R™, on désignera les
espaces de Lebesgque par LP(R™,R™), dans le cas de fonctions f: R™ — R"™ on désignera ces
espaces par LP(R™) et lorsqu’il n’y a pas de confusion possible on adoptera tout simplement
la notation LP.
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2.3.2 Espaces de Lebesgue temps-espace

Tout au long de ce livre nous devrons étudier la taille de fonctions qui dépendent des
variables de temps et d’espace et il sera nécessaire de distinguer la facon dont chacune de
ces variables est mesurée. Puisque notre objectif est d’étudier les équations de Navier-Stokes
définies sur tout I'espace R?, nous allons concentrer notre étude sur des fonctions vectorielles
du type

F:]0,400[xR> — R3

tz)  — f(t),

dans lesquelles la variable de temps ¢ appartient a 'intervalle [0, +00] (ou éventuellement &
I'espace R tout entier) et la variable d’espace = appartient & l'espace R3.

Les objets qui seront définis dans toute cette section et les suivantes porteront principale-
ment sur ce type de fonctions, mais il convient de remarquer que la plupart des définitions et
propriétés qui suivent se généralisent aux dimensions autres que 1 (en temps) et 3 (en espace).

La premiére définition de cette section concerne donc les espaces de Lebesgue LYL1L qui
nous permettront de mesurer des fonctions en considérant séparément leur intégrabilité sui-
vant ces deux variables.

—

Définition 2.3.2 (Espaces de Lebesgue LVL%) Soit f : [0,+oo[xR3 — R3
une fonction vectorielle mesurable, si 1 < p,q < +oo sont deur parameétres réels,
nous dirons que la fonction f appartient a [’espace Lp([0,+oo[, Lq(R3)) si elle est
Li-intégrable dans la variable d’espace et que la quantité résultante est LP-intégrable
dans la variable de temps.

L’espace Lp([(), —|—oo[,Lq(R3)) peut étre normé par la quantité

- too ; +o0 B L »
||f|rLng.=(/0 IIf(t,-)ll’ith) =(/0 (/R 3\f<t,x>|wx> dt) |

avec les modifications nécessaires lorsque p,q = +00, comme par exemple

[fllzeers = sup [If(E )L,
t€[0,+o00]

ou encore

I fllrseree = sup [|f(t, )| = sup sup|f(t,z)|.
t€[0,+o00[ t€[0,+00[ z€R3

Il est tres important de remarquer que ’on integre d’abord en variable d’espace et qu’ensuite
on integre en variable de temps et cet ordre d’intégration apparaitra assez naturellement dans
les calculs des chapitres suivants.

Remarquons également que cette définition s’applique sans modifications aux fonctions a
valeurs réelles ¢ : [0, +0o[xR?® — R et le choix d’introduire les espaces LY L% dans le cadre
des fonctions vectorielles correspond tout simplement aux situations les plus utilisées par la
suite.



20 Chapitre 2. Les outils de base

Indiquons finalement que les notations LY (L%), LYLE et LP ([0, 400, LY(R?)) coexisteront
dans cet ouvrage, et si I C [0, +-oc[ est un intervalle, si Q C R? est un domaine borné et si
A = I x Q) représente le cylindre temps-espace, alors lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion
nous écrirons tout simplement LY LZ(A) au lieu de LP(I, L1(R)).

Voici maintenant une liste de propriétés que le lecteur pourra vérifier par lui-méme :

e Si p = ¢, alors on a I'identification d’espaces LP([0, +oo[, LP(R3)) = LP([0, +oo[xR3).
e Sil<p,q< +o0, les espaces LP([0, +oo[, LI(R3)) sont des espaces de Banach.

e Sil < p,q< 400, les espaces LP([0, +oo[, LI(R3)) sont des espaces réflexifs et 1’on a

/ ’ 1 1 1
P I rp _ B
(LtL%) _Lt Lg, avec ];+]7_§+?_1'

e Par dualité pour 1 < p, ¢ < +00, nous avons la formule

+o0 .
/ flt,x) - g(t,x)dzdt] .
0 R3

[llzpre =
1317, <1

° Sment 1 < p,po,P1,9,90,q1 < +oo des indices réels. Pour deux fonctions vectorielles
f,5: R3 —s R3 telles que f € Lo ([0, 400, L9 (R%)) et g € LPL([0, +oo[, L1 (R?)),
nous avons les inégalités de Holder en temps et en espace :

V- Flpzs < 171 g0 1721 (2.18)
v 11, 1 1_ 1, 1
ou =5 To etq_q0+q1

Une conséquence des inégalités de Holder est I'inégalité d’interpolation suivante
11z e < A1 pOL‘JO”fHLquw (2.19)

y L_ 0 4 1-0 1 _ 0, 1-0
ou0<l <1, o =5+ 7Fet o =0+ 2% et 1 <p,po,p1,q,q0,q1 < +00.

Lorsqu’on travaille avec des fonctions mesurables qui font intervenir deux variables, nous
avons l'inégalité suivante qui sera utilisée a plusieurs reprises par la suite :

Lemme 2.3.3 (Inégalité de Minkowski continue) Soit f : [0, +oo[xR? — R3
une fonction mesurable et soit 1 < p < +o0o un indice. Alors nous avons l’inégalité

</RS /0+°° f(t,z)dt pdx>; < /O+OO </R3 | q(t,zn)|pda:) z dt. (2.20)

Une preuve de cette majoration peut se consulter dans le livre [11]. Indiquons que ce résultat
peut se réécrire comme suit :

’ /;oo Ft,)dt

+oo
< [TU N 1sp< e
Lr 0
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2.3.3 Produit de Convolution

Le produit de convolution entre deux fonctions joue un role central en analyse, en par-
ticulier par les nombreuses propriétés qui proviennent des liens trés forts existants entre ce
produit, les dérivées et la transformation de Fourier. Dans I’étude des équations aux dérivées
partielles, cet outil est incontournable et il convient de fixer ici les notations et de présenter
les principales propriétés qui seront utilisées.

Définition 2.3.4 Si ¢, : R? — R sont deux fonctions qui appartiennent  l’espace
LY (R3), alors le produit de convolution o * 1) est défini par I’expression

o) = [ elu)ita =)y

De plus nous avons ¢ x 1 € LY(R3) et ||o % ||z < |||l ||v] L

Parmi les propriétés immédiates du produit de convolution nous avons :
e Les identités de commutativité et linéarité pxip = xp et px(V+@) = pxh+p*e.

e Si ’on note qg(x) = ¢(—=x) et si f, g, ¢ sont des fonctions suffisamment régulieres, alors
on a l'identité

¢ f(x)g(@)de = [ f(z)*g(x)dz.
R3 R3
e Si ¢, sont des fonctions suffisamment régulieres, alors pour tout multi-indice v € N3 :
D(pxp) = (D) x ¢ = x (D).

e Sip € LY(R3) et si ¢ est une fonction continue bornée, alors le produit de convolution
 * 1 est une fonction continue bornée.

e En sortant du cadre L! (et en passant aux distributions), nous avons que 1’élément
neutre du produit de convolution est la masse de Dirac dg, ce qui s’écrit formellement

@ *dg = @,

pour toute fonction ¢ suffisamment réguliere. Voir les livres [4], [5], [23] et [12] pour
plus de détails.

Dans la proposition suivante, nous étendons le domaine de définition du produit de convolu-
tion en considérant des fonctions ¢ et 1 qui appartiennent & des espaces autres que L!(R3).

Proposition 2.3.5 (Inégalités de Young) Si ¢, : R3 — R sont deuz fonctions
mesurables telles que o € LP(R3) et g € LI(R?) avec 1 < p,q < +00, alors le produit
de convolution o % appartient a l'espace L™(R3) o1 1+ % = % + % et l’'on a l'inégalité

e * Pl < llellzellllza- (2.21)

Pour une preuve de ces inégalités, voir les livres [24], [12]. Voici maintenant deux cas parti-
culiers tres utiles des inégalités de Young :
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e Lorsque ¢ € LP(R3) avec 1 < p < +oo et ¢ € LY(R3) nous avons l'inégalité
I Plle < llollLellllzr-

e Sil < pgqg< +ooetsipe LP(RY, v € LI(R3) avec %4—% = 1 alors il vient
lp* Pz <llellze ] za-

Les inégalités de Young sont tres rigides par rapport aux indices p et ¢ qui déterminent les
espaces de Lebesgue des fonctions ¢ et ¢ : une fois ces parametres fixés, le choix de ’espace
L" dans lequel se trouve ¢ *1) est déterminé par la relation 1+ % = %4— % et sans informations
supplémentaires il ne sera pas possible de s’affranchir de cette relation entre les indices p, ¢
et r.

Soit maintenant ¢ : R? — R une fonction & valeurs réelles et soit f : R? — R? une
fonction vectorielle. Le produit de convolution ¢ x f est alors défini par le vecteur

o * fi
pxf=loxfal. (2.22)
@ * f3
On observera que toutes les propriétés énoncées précédemment se maintiennent dans ce cadre
vectoriel : il suffit de raisonner composante par composante.

2.3.4 Transformation de Fourier

Les relations entre le produit de convolution et la transformée de Fourier seront de grande
utilité dans les chapitres suivants ot nous pourrons voir comment ’analyse en fréquence est
un outil indispensable pour étudier les équations de Navier-Stokes.

Définition 2.3.6 Si ¢ : R® — R est une fonction telle que ¢ € L*(R3), on définit sa
transformée de Fourier par

B(6) = Fll(€) = / o(z)e .

R3

La fonction résultante @ est une fonction continue, qui tend vers 0 a I'infini et vérifie la majo-
ration ||@||ze < ||@||z1- Si la fonction @ est elle-méme intégrable, alors nous avons la formule
d’inversion suivante

x) = _1Aac:L B(€)e' ™t
o(o) = FURl) = s || B

Voici maintenant une liste de quelques propriétés que vérifie la transformation de Fourier
d’une fonction ¢ qu’on supposera intégrable et suffisamment réguliere :

Lemme 2.3.7
1) Dilatation : pour A > 0 on considére la fonction @y(x) = p(Az), on a alors

B = 33 8(E/N).

2) Translation : pour tout xog € R3, si on pose pu,(x) = o(x — x0), alors

Pao(€) = P(E)e™ 0t
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3) Dérivation : si ¢ : R® — R est une fonction réguliére intégrable, nous avons la
formule

—

9y
oxy,

Pour une démonstration de ces propriétés le lecteur peut consulter les livres [4], [5] et [23].

(&) = i&p(§) pour tout k =1,2,3.

Le lien fondamental entre la transformation de Fourier et le produit de convolution est
donné par le fait suivant : si ,% sont deux fonctions qui appartiennent & l'espace L!(R3),
alors nous avons l'identité - R

@ Y(8) = P(E)(E),
et nous verrons par la suite comment cette formule permet de simplifier bien des calculs.
Indiquons seulement que 'action de la plupart des opérateurs qui apparaissent dans 1’étude
des équations aux dérivées partielles peut se voir comme un produit de convolution, deés lors
il est souvent bien plus commode de travailler directement avec un produit algébrique plutot
qu’avec un produit de convolution.

On peut également considérer la transformation de Fourier dans l’espace de Lebesgue
L?(R?) et dans ce cas particulier nous disposons du résultat ci-dessous.

Théoréme 2.3.8 (Plancherel) Si ¢ est une fonction qui appartient o 'espace de
Lebesgue L2(R3), alors nous avons I’équivalence

lellz2 = Il >

Le théoreme de Plancherel sera utilisé de facon intensive dans les lignes qui suivent car il per-
mettra de définir certains espaces fonctionnels en passant directement en variable de Fourier.

Pour finir, la transformation de Fourier peut s’étendre aux distributions tempérées, qui
comme nous l'avons dit précédemment, constituent un cadre suffisamment large pour les be-
soins de ce livre (on rappelle les inclusions d’espaces ) On définit alors la transformation
de Fourier d'une distribution tempérée f € S'(R?) en utilisant le crochet de dualité :

(Vo € S(R?))  (FIf], d)srxs = (f, Flel)sxs, (2.23)

et toutes les propriétés de dilatation, translation, dérivation exposées dans les lignes ci-dessus
se maintiennent.

Finalement, lorsque f : R3 — R3 est une fonction vectorielle (ou une distribution

tempérée vectorielle), on définit la transformée de Fourier f par ’expression

h
f=\f
fs

et bien str toutes les propriétés exposées ci-dessus peuvent se transposer au cadre vectoriel
sans aucun probleme.

Remarque 2.4 Dorénavant, et sauf mention explicite du contraire, on considérera que tous
les objets manipulés (que ce soit des fonctions & valeurs réelles ou vectorielles) sont des
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distributions tempérées et donc la transformation de Fourier devra se concevoir en tant qu’une
opération générale explicitée par la formule .

La transformation de Fourier et les espaces de distributions tempérées sont des outils tota-
lement standards pour I’étude des équations aux dérivées partielles. Le lecteur qui souhaite
avoir plus de détails sur les propriétés de 'espace S'(R?) et de ses relations avec la transfor-
mation de Fourier peut consulter les livres [4], [5], [23], [54] et [24].

2.4 Espaces de Sobolev

Introduits presque simultanément par S. Sobolev et J. Leray dans les années 1934-1935, ces
espaces de fonctions sont maintenant totalement incontournables dans 1’étude des équations
aux dérivées partielles. L'idée de base consiste a utiliser les dérivées faibles (au sens de
I’expression ) des fonctions et a mesurer la taille de celles-ci avec les espaces de Lebesgue.

2.4.1 Espaces de Sobolev non homogeénes
A) Espaces de Sobolev d’ordre entier

Une premiere définition est la suivante.

Définition 2.4.1 (Espaces de Sobolev non homogénes d’ordre entier) Soient
k € N un entier et 1 < p < 400 un parametre réel. On définit ’espace de Sobolev
WFEP(R3) comme 'ensemble des distributions fE S'(R3) qui appartiennent a lespace
de Lebesque LP(R3) et dont les dérivées D*f, prises au sens faible avec |a| < k,
appartiennent également a l'espace LP(R3).

Cet espace peut étre muni de la norme || fllyr. = || fllze + Z | D f| Lo
laf=k

Cette définition est classique et parmi les propriétés élémentaires de ces espaces nous avons :
e Les espaces W*P(IR?) sont des espaces de Banach.

e Pour ky > ki nous avons W#2P(R3) ¢ Wk-P(R?) et de plus WO (R3) = LP(R?). Ces
espaces sont donc décroissants par rapport au degré de régularité k considéré.

Dans ce livre nous allons employer principalement les espaces de Sobolev W#2. Etant
donné que lorsque p = 2 les espaces de Lebesgue sont des espaces de Hilbert, nous adopterons
dorénavant la notation H*(R3) = W*2(R?). En particulier, nous utiliserons trés fréquemment
'espace de Sobolev H'(R3) qui peut étre caractérisé par la norme

1l = 11 fllze + 11V @ fll 2 (2.24)

Le fait de travailler sur I’espace de Lebesgue L? possede plusieurs avantages, en effet par
la formule de Plancherel nous disposons de 1’équivalence

[fllze = [ £l 2

ce qui nous permet, en utilisant les propriétés de la transformée de Fourier par rapport aux
dérivations, de considérer la caractérisation suivante des espaces de Sobolev H¥ (R3?) pour
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k>0:

e = [ @ 1ePHTORaE) = 17+ ([ lePTeRa) . e2s)

On remarquera alors qu’avec cette caractérisation des espaces de Sobolev qui utilise la trans-
formée de Fourier, la régularité des fonctions se traduit en variable de Fourier par des pro-
priétés de décroissance a 'infini des celles-ci.

B) Espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire

Les espaces de Sobolev ci-dessus mesurent la régularité des fonctions de maniere discrete,
dans le sens ou le nombre de dérivées considérées est donné par le parametre k € N. Dans les
chapitres suivants nous aurons besoin d’étudier de facon plus fine la régularité, en particulier
nous devrons prendre en compte des dérivées d’ordre fractionnaire et pour cela nous allons
considérer les espaces de Sobolev de régularité s € R avec s > 0.

Mais avant de donner la définition de ces espaces, nous rappelons quelques propriétés
des puissances fractionnaires du Laplacien qui nous permettront justement de calculer des
dérivées fractionnaires. Remarquons tout d’abord que, pour une fonction ¢ : R?> — R
suffisamment réguliere, nous avons l'identité

(CA)p(€) = 1P3(©),

et inspirés par cette expression, pour s > 0 un réel nous pouvons définir les puissances
. . . 3
fractionnaires du Laplacien (—A)2 par la formule
—_—

(—A)20(€) = [E°B(&).- (2.26)

Ainsi 'action de la puissance fractionnaire du Laplacien sur une fonction peut se lire tres
facilement au niveau de Fourier et son symbole est tout simplement [£]°.

Nous obtenons alors un opérateur (—A)% qui peut également étre défini en variable d’es-
pace par l’expressionﬂ

(—A)%W(ﬂf) = Csv.p./ Mdy dans le casou 0 < s < 2. (2.27)
g3 |z —y[3ts

Indiquons également que l'utilisation de la caractérisation au niveau de Fourier (2.26)) de
ces opérateurs nous permet d’écrire pour si, so > 0, au moins formellement et pour ¢ une
fonction suffisamment réguliére, la formule suivante

(—A)Z[(~A)F ] = (-A)

De la méme maniere, l'interaction entre les dérivées partielles usuelles et les puissances frac-
tionnaires du Laplacien est donnée par ’expression

O, [(—A)30)(z) = (—A)2 [0y, 0] (), pour k=1,....nets>0. (2.28)

2. Rappelons que la valeur principale de I'intégrale d’une fonction f avec une singularité au point 0 signifie

vp. [ f(z)de = lim f(z)dz.
R3 e—0t R3\B(0,¢)



26 Chapitre 2. Les outils de base

Voir [24] et [50] pour plus de détails concernant les puissances fractionnaires du Laplacien
et pour une démonstration rigoureuse de I’équivalence de ces différentes représentations (en
variable d’espace et en variable de Fourier) de 'opérateur (—A)z2.

s . . . . 3 , .
L’operateur de dérivation fractionnaire (—A)z s’étend naturellement aux fonctions vec-
torielles f : R3> — R? en raisonnant composante par composante :

(—A)2 fi
(A2 f = | (-A)if
(—A)2 fs

Maintenant que nous avons a notre disposition cet opérateur de dérivation fractionnaire, nous
pouvons donner la définition qui suit.

Définition 2.4.2 (Espaces de Sobolev non homogeénes fractionnaires) Si on
considére s > 0 un paramétre réel, nous définissons l’espace de Sobolev non homogene
fractionnaire H*(R3) comme [’ensemble des distributions f € S'(R3) telles que
f e L2(R3) et telles que la quantité (—A)z f appartient o L2(R3). Cet espace peut étre
caractérisé par la norme

—

1 e = 1F1lze + 1(=2) fll 2

e Les espaces H*(R3) avec s > 0 sont des espaces de Banach.

e Pour sy > s1 > 0 nous avons les inclusions d’espaces
H*2(R?) ¢ H*(R?) c L*(R?). (2.29)

e Lorsque s = k les espaces de Sobolev donnés dans la Définition coincident avec
les espaces de Sobolev d’ordre entier et nous avons 1’équivalence des normes

— E — — o —
£l + (=2)2 fllze = 1 fle2 + D 1D Fl e
la|=k

Bien évidemment, et en totale analogie avec la norme ([2.25)) donnée dans le cas d’espaces de
Sobolev d’ordre entier, nous avons la caractérisation suivante pour s > 0 :

e = ([ 0+ lePrIfPag) = 17+ ([ siiera) . 230

Etant donné que nous allons travailler essentiellement avec ces espaces de Sobolev H?®, la
formule ([2.30)) ci-dessus sera treés utilisée pour réaliser la plupart des calculs.

Indiquons qu’il est tout a fait possible de définir les espaces de Sobolev WP avec s > 0
et 1 < p < 400, mais pour les besoins de ce livre les espaces H® sont plus que suffisants. Voir
[24] et [50] pour plus de détails sur les espaces de Sobolev de régularité fractionnaire.

C) Espaces de Sobolev d’ordre négatif

Nous allons maintenant définir les espaces de Sobolev non homogenes de régularité négative
et pour cela nous allons procéder par dualité.
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Définition 2.4.3 (Espaces de Sobolev non homogeénes de régularité négative)
Si s > 0 est un paramétre réel nous définissons l’espace de Sobolev mon homogéne
de régqularité négative H*(R3) comme lensemble des distributions f € S'(R3) qui
vérifient B

[(f.9)] < Cllgllas,

pour tout § € H*(R3) et pour f € H5(R3) on note || f||g-s la plus petite constante
possible dans la majoration ci-dessus.

Cette définition est bien trop abstraite pour nos besoins et nous allons maintenant donner
une série de propriétés de ces espaces qui les rendront beaucoup plus concrets.

e Si fe H5(R3) et si g € H5(R3), nous utiliserons souvent la majoration suivante qui
se déduit directement de la définition

s D ==l < =11l s

e Dans le cas des espaces de Sobolev de régularité négative, compte tenu de ’expression
(2.30) qui utilise la transformation de Fourier pour caractériser les espaces H®, nous
avons

1
- = 2
- = ([ @+ ety Ifiorae) " (2.31)
e A partir des inégalités (2.29)), pour so > s; > 0 nous avons par dualité les inclusions
L*(R%) ¢ H™*'(R3) ¢ H%2(R3), (2.32)
ainsi, plus l'indice de régularité est négatif, plus ces espaces sont grands.
e Les espaces de Sobolev de régularité négative peuvent contenir des objets qui ne
sont pas nécessairement des fonctions, par exemple si s > 3/2 alors nous avons
S0 € H73(R3).
2.4.2 Espaces de Sobolev homogenes

Nous dirons qu'une norme || - || définie sur un ensemble de fonctions f : R? — R?, ainsi

que son espace fonctionnel associé, est homogéne si pour tout A > 0, si on pose f;\(aj) = f(A\x),
alors il existe un réel o € R tel que

LA = A7I1F-

Les espaces de Lebesgue usuels LP(R3) sont homogenes car nous avons || fil|zr = A™3/?|| f| e,
mais tous les espaces de Sobolev que nous venons de présenter ne sont pas homogenes par
rapport a la dilatation : en effet, si nous calculons par exemple la quantité || £ || 1 en utilisant
la caractérisation donnée dans nous obtenons

Al = [Fllze + IV @ fallzz = A7) fll2 + A2V @ fllge,
et nous voyons bien que cette norme est donnée comme la somme de deux termes d’ho-

mogénéité différente.

Il est donc assez naturel d’utiliser comme cadre de travail des espaces fonctionnels ho-
mogenes. Nous aurons besoin des définitions suivantes.
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Définition 2.4.4 (Espaces de Sobolev homogénes)

e Si k € N, Uespace de Sobolev homogéne d’ordre entier H* est défini comme
l’ensemble des distributions fe S'(R3) telles que toutes les dérivées DO‘JF avec
la| = k appartiennent a l'espace L*(R3). On peut caractériser cet espace par la
condition B .

1l = D 1D Flie < +oo.

|a|=k

e Sis>0, lespace de Sobolev homogéne fractionnaire H® est donné comme len-
semble des distributions f € S'(R3) telles que la quantité swivante soit finie :

11 e = 1(=2)3 fll 2 < +oo.

Voici quelques propriétés de ces espaces qu’il convient d’avoir en téte :

e Ces espaces sont bien homogenes, puisqu’on a

1A = X720 e et Al = X221 g
e Les espaces de Sobolev homogenes tels qu’ils viennent d’étre présentés ne sont pas des
espaces normés car les quantités || - || 5 et || - || ;. ne sont que des semi-normes. Plus

rigoureusement, pour obtenir des espaces normés, si 0 < s < 3/2 nous pouvons voir
que l’ebpace H*(R3) comme le complété de Pespace D(R?) par rapport & la quantité
|(=A)% f]| 12, mais si Pon a 3/2+k < s < 3/2+k+1 olt k est un entier, alors il faudra
considérer 'espace H® (R?) comme un espace de distributions modulo les polynomes
de degré inférieur ou égal a k.

e En utilisant la formule de Plancherel nous avons
& § 7l 25 > 2 %
170 = N2 Al = [ lePiFoPae) " (2.33)

e Si s = k, alors nous avons I’équivalence

1(=2)% fllz = Y 1D fll e,

laf=k

un cas particulier important est donné par l'espace H L(R3) pour lequel on peut écrire

~
—

1
10 = 19® e = N-202 Al = ([ tePiFie)Pae)”
e Pour s, a > 0 deux parametres réels, nous avons
1=2)% Fll s = 1(=2)2[(=2)% flll2 = [(=2) 7" fllze 2 1F ] grova-
e Pour tout s >0 on a H5(R?) C H*(R?) et nous disposons des inégalités
11 gz < 1 e (2.34)

e On remarquera que la norme des espaces de Sobolev non homogenes H?® se construit
comme la somme d’une norme L? et de la quantité qui caractérise les espaces H® :

[ llezs = 1z + (171 s

ce qui nous permet d’écrire H® = L? N Hs.

s+o¢
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Passons maintenant aux espaces de Sobolev homogenes de régularité négative. De la méme
facon que dans le cas non homogene, nous utiliserons la dualité pour définir ces espaces.

Définition 2.4.5 (Espaces de Sobolev homogénes de régularité négative) Si
s > 0, lespace de Sobolev homogéne de régularité négative H® est donné comme
Uensemble des distributions f € S'(R3) qui vérifient

1(F2a)] < Clgll g,

pour tout § € H*(R3) et on note HfHH,S la plus petite constante possible dans la
majoration ci-dessus.

Donnons quelques propriétés de ces espaces qui seront utiles par la suite.

e Pour s > 0, nous pouvons caractériser ces espaces par la condition

1l -e = 1(=2)7 fllz2 < +oc,

=s

ou lopérateur (—A)=2 peut se définir en utilisant la transformation de Fourier par
I’expression

Ny 1=
(=A)= f(§) = Wf(f)- (2.35)
En s’inspirant de cette formule, qui caractérise au niveau de Fourier les puissances frac-
tionnaires du Laplacien, on adoptera souvent I’écriture suivante (—A)‘g f= ( i)% f
et en particulier on écrira
. 1 -
(A = — T (2.36)
(—4)
Remarquons enfin qu’en variable d’espace nous avons la définition suivante
=z J? Y
(~2)7 fla) = €, ) (2.37)

gs [z —y[3~¢

L’opérateur (—A)%S est également connu comme le potentiel de Riesz de degré s. Voir
le livre [24] pour plus de détails.

Remarque 2.5 Les opérateurs (—A)z et (~A)Z sont des opérateurs non locaux
comme cela peut se voir avec les formules et : pour déterminer leur action
en un point quelconque d’une fonction donnée il est nécessaire d’utiliser linformation
sur tout le domaine de définition de la fonction.

J] . , 3 , .
Observons qu’avec la caractérisation (2.35)) de Popérateur (—A)~2 donnée au niveau
de Fourier, nous avons en totale analogie avec la formule (2.28) la relation suivante
entre cet opérateur et les dérivées partielles usuelles :

— —

81'k[(_A)_%f](x) = (—A)_%[axkf](x), pour k=1,...,nets>0. (2.38)

Avec ces représentations, et en utilisant la formule de Plancherel, nous pouvons écrire

1

1o = ( [ e Fopde) " < oo (2:30

Voici quelques observations supplémentaires :
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—

e Pour a € R et pour 5 > 0 nous avons [|(=A)% fl ;. = || ]l ga_s-

o [l faut également faire trés attention avec ces espaces homogenes : par exemple si
—s < —3/2 alors, méme si @ est une fonction de test, il y a un probléme pour donner

un sens & Uexpression ||(—A)Z |2 : il faut exiger en plus que la fonction ¢ ait suf-
fisamment de moments nuls.

e Par dualité, a partir de 'inégalité (2.34), on a I'inclusion
H™*(R®) ¢ H*(R?). (2.40)

e Pour ¢, : R? — R deux fonctions suffisamment réguliéres, alors pour s > 0 les
opérateurs (—A)2 et (—A)~2 sont autoadjoints, nous avons :

/]R:s ((—A)%qb)(pdx = /]R:5 (b((—A)%go)dx et /]1@3 <(_Z)2¢> pdx = /R3 (;5((_2) <p) dr. (2.41)

wlen

Remarque 2.6 Il existe plusieurs caractérisations équivalentes des espaces de Sobolev et
l’objectif recherché ici n’est pas celui de faire un exposé complet sur ces espaces de fonctions.
Ainsi, nous avons choisi de présenter uniquement les caractérisations et les propriétés qui
seront directement utilisées par la suite : les points précédents sont donc trés loin d’un exposé
rigoureuz. Une exposition plus détaillée peut se consulter dans les livres [24l], [50] ou [46].

2.4.3 Inégalités de Sobolev et d’interpolation

Les inégalités de Sobolev permettent de majorer la taille (estimée en norme LP) des fonc-
tions par la taille de leurs dérivées (estimée au sens d’'un espace de Sobolev). Il s’agit donc
d’un outil précieux en analyse des équations aux dérivées partielles.

Théoréme 2.4.6 (Inégalités de Sobolev)
1) 8i0 < s <n/2, alors nous avons les inégalités de Sobolev

2 al non
Ifllee < Clifllgs, - avee =5 =, (2.42)

o, C' > 0 est une constante universelle qui ne dépend que de la dimension n.

2) Sis=mn/2, alors l'espace de Sobolev H*(R™) s’injecte continiment dans [’espace
de Lebesgue LY(R™) pour tout 2 < q < +oo.

3) Sin/2 < s < 400, alors chaque élément de ’espace de Sobolev H*(R™) peut étre
modifié sur un ensemble de mesure nulle tel que la fonction résultante soit bornée
et uniformément continue. En particulier on a l'inclusion H*(R™) C L*°(R™).

Voir les Exercices et pour une démonstration des inégalités (2.42). Voir également les
Exercices 2.8 et 2.9 pour quelques détails concernant les deux derniers points de ce théoréme.

Un exemple fondamental dans ce cours est le suivant : si f : R3 — R3 est une fonction
vectorielle telle que V ® f € L?(R3), alors nous avons linclusion H'(R3) C L9(R3) et la
majoration

1A zs < ClLFll g (2.43)
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Ainsi, si nous disposons d’un controle en norme L? des premieres dérivées de la fonction f,
nous pouvons immédiatement en déduire un contréle en norme L8 de la fonction f et cette
information supplémentaire sera d’une grande utilité dans les différents calculs que nous al-
lons réaliser, en particulier lorsqu’on la conjugue avec I'inégalité d’interpolation (2.16)).

Observons également que Pon a les relations de dualité (H') = H~! et (L8) = L% et
donc -toujours par dualité- a partir de I'inclusion H 1(R3) c LS (]R3) qui provient des inégalité
de Sobolev 1.’ on obtient l'inclusion d’espaces LS(R3) C H Y(R3) qui se traduit par
Iinégalité

1Flgs < CUFIL s (2.44)

5

Cette inégalité duale est souvent utile dans les calculs.
Plus généralement, indiquons que nous avons également les inégalités suivantes :

Corollaire 2.4.7 (Inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev) Soit f: R3 — R3 une
fonction qui appartient a lespace LP(R3) ou 1 < p < 2. Alors pour 0 < s < 3/2 on a
l'inégalité

3

- - 3
1£llg=s < Cllfllze, avee s +5 =

Voir deux vérifications différentes de cette estimation (ainsi que quelques généralisations)
dans les Exercices 2.4] et 2.5

Voici maintenant un résultat particulierement utile dans de nombreuses applications.

Proposition 2.4.8 (Inégalités d’interpolation) Soit f: R3 — R? une fonction
qui appartient a Uespace H® N H* (R?) pour 0 < sq < s1. Alors si 0 < 6 < 1 est un
paramétre d’interpolation, on a [’estimation suivante

11 iz < NG ST et

ot s = 0sg + (1 — 0)s1. Ce résultat ce maintient pour les espaces de Sobolev non
homogeénes.

Preuve. On écrit, en utilisant la formule de Plancherel

1

7= [ \fIQS!?(€)|2d€>é=( [ (ieism ) (1epe-o=iiope-) ac)

puis en appliquant 'inégalité de Holder (avec 1 = ]% + %, oup= % et g = l—ie), il vient

- 3 6
1 < ([ teirenae)” ([ seoFiorde) T =17, 1715

ce qui nous donne bien ’estimation recherchée. |

Il existe bien siur des versions plus générales de toutes ces inégalités et qui font intervenir
d’autres espaces de fonctions plus sophistiqués, mais ces énoncés suffisent largement a nos
besoins.
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2.4.4 Lois de produit

Nous nous intéressons maintenant a des inégalités qui expliquent le comportement des
espaces de Sobolev par rapport au produit de deux fonctions. Le résultat qui suit est totale-
ment fondamental dans I’étude des équations de Navier-Stokes, car il permettra de faire des
estimations dans les termes non linéaires.

Théoréme 2.4.9 (Lois de produit) Soient 0 < § < 3/2 et s > 0 deux réels et si
f,g9:R3® — R sont deux fonctions qui appartiennent a Uespace H*(R3) N H?(R3) alors
nous avons l'inégalité

1£gll o532 < C (If s lgllazs + Ngll sl F 12+ - (2.45)

Lorsque tous les espaces de Sobolev sont des espaces homogénes on a :

19l grovs-sr2 < C (WM gsllgl s + gl s If 1 gs) -

Un cas particulier important de ce résultat est donné lorsque § = 1, s = 3/2 et alors nous
avons l'inégalité

1£9lim < € (IF il 3 + gl 113 ) - (2.46)

Démonstration. Par un souci d’espace, on se concentre uniquement sur 'inégalité (2.45)) et
on décompose la vérification de ces inégalités en deux cas.

e Supposons tout d’abord que 'on a s+ 6 —3/2 < 0.

Nous voulons étudier la quantité || fg|| ;s+s-3/2 et pour cela on procede par dualité en
considérant une fonction ¢ € H3/27579(R3) telle que ||1)|| yy3/2—s—s < 1 et on peut alors

écrire
/ (fg)¢dz
R3

On remarque que par les inégalités de Sobolev ([2.42) on a les injections d’espaces
5 .
suivantes H*(R3) C L

£ 9ll grs+s-2/2 =~ sup
1PNl g3/2—s—s<1

-2 (R3) et HO(R?) C Lﬁ(RS) et comme par hypothese nous
avons f,g € H*(R3) N H%(R?), on a donc f,g € LS—%(RZ)’) et f,g € L%%(R?’). On
observe également que Pon a ¢ € H3/275=9(R3) Lﬁ(]&?’), ce qui nous permet
d’étudier l'intégrale ci-dessus uniquement avec des espaces de Lebesgue et en appli-
quant l'inégalité de Holder il vient

| oy

finalement, en utilisant les inégalités entre espaces de Lebesgue et espaces de Sobolev
on obtient

o, gll o M

19l gs+s-s/2 = sup
9l y3/2—s—s<1

< s (I,

1Nl y3/2—s—5 <1

£ gllors—s2 < sup (IIf s llgll sl llggare—s—s) ,

Nl y3/2—s—s<1

ce qui nous donne le résultat recherché lorsque s + 6 — 3/2 < 0.

3-2s 3-25 L2(36+5)> ’
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e Etudions maintenant le cas ot s+ —3/2 > 0.

En utilisant la transformation de Fourier et la formule de Plancherel on écrit

gl rsae = / (14 [E[2)+5-3/2| Fx g(e) P
]R3

[ aieproz| [ fie- g
R3 R3

on découpe maintenant le domaine d’intégration de la deuxieme intégrale ci-dessus et

2
dg,

12

'on a
2
2 vseap <2 14 [¢[?)st9-3/2 e —O)g(o)de| de (2.47
1760 ss-s [Lartenre| [ fie-ac) de 2a)
2
+ / (14 [¢]?)sTo—3/2 / fle—Qa(Qdc| de
R3 {IKI>1e=<¢I}

Ces deux termes se traitent de la méme fagon, de sorte qu’on se concentre sur la
premiere double intégrale de (2.47)) et on écrit

/ fle — g0
{I¢I<|€=<I}

2
< ( / ¢ fe - c>r|<|5ra<<>|d<) e
{IKI<lE=<¢I}

Ainsi, si 'on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ce terme on a

[ aigpyrese ( / 12 7l - <)|2d<) ( / |<|2‘5|§<<)\2d<) &
R3 {I¢l<le—¢l} {l¢l<lé=¢ly
2'6 14+ 52 8+5—3/2c—2(5 f&_c 2d<d§
ot [, ] o (IR )
On pose n =& — ( et donc ( = € — 7 et avec ce changement de variable nous avons
< 2’5 1+ € 2\s+5—-3/2 § |26 J/c\ 2d dg
Ly I RN G i S IR

Maintenant on observe que sur l'ensemble {|§ —n| < |n|} on a |£] < 2|n|, ce qui nous
permet d’écrire en utilisant le théoreme de Fubini

2

/ (1+‘£|2)s+573/2 dfg/ (1_’_|§‘2)s+573/2
R3 R3

IN

IN

< gl / / (1 + 4P 1F )2 (1 + 4ln|?) =32 ¢ — |2 dcde
R3 J{|E=nl<[nl}
< lolls / (L+dln*)* [ Fm) (1 + 4!?7\2)“/2/ € — |~ dgd,
* {lg=nl<Inl}
et puisque 0 < ¢ < 3/2, un calcul direct donne / 1€ —n|2de = ClnP~% de
{lg=nl<Inl}

maniere que ’on obtient la majoration

Clally [ (Al (L4 4=/

IA

IN

ClglFys s, (0144?22 [ (1 Pyl Fon) P
neRS R3

ClighFslf s

IN
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La deuxieme double intégrale de (2.47) se traite de fagon totalement similaire en
interchangeant f par g. Ainsi, on obtient finalement la majoration

1591l o532 < C (If I s lgllazs + Nlgll sl F1l 12+

ce qui termine la démonstration des lois de produits ([2.45]). |

Remarque 2.7 Il est trés important d’observer encore une fois que les inégalités de Holder
, de Young , de Sobolev et les lois de produit présentées ci-dessus
sont tres rigides, dans le sens ou il faut faire attention dans les différentes relations vérifiées
par les indices des espaces fonctionnels considérés.

Nous nous sommes particulierement focalisés dans les lignes précédentes sur les espaces
de Sobolev qui se construisent & partir de I'espace de Lebesgue L?(R") avec n = 3. Dans cet
ouvrage, il sera rarement nécessaire d’utiliser d’autres espaces de Sobolev, mais a toutes fins
utiles nous introduisons ’espace de Sobolev W*P(R™) avec s > 0 et 1 < p < +00 comme
Pespace des fonctions f : R — R qui appartiennent a l’espace de Lebesgue LP(R™) et telles
que la quantité ||(—A)§ fllr est bornée. Ces espaces peuvent étre normés par la fonctionnelle

1Fllwsr = ILFllze + [1(=2)% f] o

Pour 0 < s < n/p, les espaces de Sobolev homogenes W*P(R") s’obtiennent comme le
complété de 'espace D(R™) par rapport a la quantité H(—A)%fHLp. Sin/p+k <s<n/pt+k+1
ou k est un entier, alors ’espace Ws’p(R") est ’espace des distributions modulo les polynémes
de degré inférieur ou égal & k telles que ||(=A)2 f||r» < +oo. Il vient alors :

Proposition 2.4.10 (Inégalités de Sobolev)
1) Si0< s <n/p, alors nous avons les inégalités de Sobolev

n.on
1flle < Cllfllyrows  avee == =s,

ou C' > 0 est une constante universelle qui ne dépend que de la dimension n.

2) Si s =n/p, alors l’espace de Sobolev W*P(R™) s’injecte continiment dans l’espace de
Lebesgue L1(R™) pour tout p < q < 400.

3) Sin/p < s < 400, alors chaque élément de 'espace de Sobolev W*P(R™) peut étre
modifié sur un ensemble de mesure nulle tel que la fonction résultante soit bornée et
uniformément continue. En particulier on a linclusion W*P(R™) C L>®(R").

Nous avons également le résultat suivant

Proposition 2.4.11 (Inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev) Soit f : R" — R une
fonction qui appartient a l’espace LP(R™). Alors pour 0 < s < n/p on a l'inégalité

n

_s n
|(=A)"2 fllra <O fllLe, avecs—i—g:

Nous avons soigneusement évité ici les cas limites p = 1 et p = 400 car ils nécessitent un
traitement légerement différent. Les lecteurs intéressés sur ces points ou sur les démonstrations
des résultats ci-dessus pourront consulter les livres [49], [6] et [24]. Finalement, pour étudier
les fonctions vectorielles, il suffit de raisonner composante par composante.
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2.5 Quelques résultats utiles

Nous terminons ce chapitre avec un tres court rappel de résultats (plus ou moins classiques
selon le bagage mathématique du lecteur) qui seront utilisés a plusieurs reprises par la suite.

2.5.1 Transformées de Riesz

Les transformées de Riesz vont intervenir souvent dans ce livre car elles nous permettrons
de mettre en lumiere dans les chapitres suivants certaines propriétés des champs de vecteurs
a divergence nulle.

Définition 2.5.1 Soit ¢ : R? — R une fonction suffisamment réguliére. Pour tout
1 < j <3 on définit les transformées de Riesz R; de ¢ par la formule

Tj =Y
: =Cup. | —L—2_p(y)dy.
Ri(¢)(z) = Cuv.p /RS |$_y|3+190(y) y

En utilisant la transformation de Fourier nous avons

Ry (9)() = —i%@@,

ce qui nous permet d’écrire
o)
J

Rj((p) = m@-

La définition en variable réelle ne sera pas souvent employée dans ce livre, et nous pri-
vilégierons plutot la caractérisation qui utilise la transformation de Fourier car elle nous
permettra d’obtenir assez facilement des résultats intéressants : par exemple, un calcul direct
en variable de Fourier nous donne l'identité suivante

3 3
~Id=> Rj(Rj) =) R}
i=1 j=1

On remarque également que pour toute fonction suffisamment réguliere les transformées de
Riesz commutent avec les dérivations :

00, (Rj9) = Rj(On0) et (=A)2(Rjp) = Rj((-A)2¢), (s E€R).

Le résultat fondamental concernant les transformées de Riesz est le suivant.

Théoréeme 2.5.2 Si ¢ : R? — R est une fonction qui appartient ¢ un espace de
Lebesgue LP(R3) pour 1 < p < 400, alors pour tout 1 < j < 3 les transformées de
Riesz Rj de ¢ sont bornées de LP dans LP et on a le controle suivant

IR (@)l < ClillLe-

En particulier, les transformées de Riesz sont bornées dans tous les espaces de Sobolev
H*(R3) et H*(R3) pour s € R et l'on a

1R (P)lles < Cllpllms et 1R (@)l s < Clloll s

Remarque 2.8 Les transformées de Riesz ne sont pas bornées dans les espaces limites L'
et L.
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Le lecteur peut trouver une démonstration de ce théoreéme ainsi que d’autres propriétés des
transformées de Riesz dans le livre [24].

La généralisation aux fonctions vectorielles est directe en raisonnant composante par
composante : pour f : R3 — R3 et pour 1 < j < 3 on écrit alors

R;(f1)
R;(f) = |R;(f2)
R;(f3)

2.5.2 Trois résultats simples, mais utiles

Voici maintenant quelques résultats utiles dans de nombreuses situations. Le premier est
une inégalité importante pour ’analyse des équations aux dérivées partielles :

Lemme 2.5.3 (Inégalité de Gronwall) Soient ¢, : [0,400[—> R deux fonctions
continues telles que ¢(t) > 0 et (t) > 0. Si, pourto <t on a

o) < A+ B | w(s)o(s)ds (2.48)

ou A et B sont des constantes positives, alors pour ty <t on a linégalité

é(t) < Aexp <B t: w(s)ds> . (2.49)

Un cas classique d’utilisation de cette inégalité correspond au cas ou la fonction ¢ vérifie vy = 1
dans la condition , et alors on obtient tout simplement I'estimation ¢(t) < AePt—to),
Une autre situation intéressante est donnée lorsque A = 0 dans , et alors on peut
en déduire que ¢(t) = 0, ce dernier cas est souvent mis en place pour vérifier I'unicité des
solutions d’équations aux dérivées partielles.

Remarque 2.9 L’hypothese de continuité peut étre contournée et ce résultat se généralise
aux fonctions positives mesurables en imposant les conditions

¢ t
Y(s)ds < 00 et P(s)p(s)ds < +oo.
to to

Ainsi, si ¢, : [0, +00[—> R sont deuz fonctions mesurables telles que ¢(t) > 0 et 1(t) > 0 et

qui vérifient en plus les deux conditions ci-dessus et I’hypothése , alors on a ’estimation
2.49).

Voici une autre inégalité générale :

Lemme 2.5.4 (Inégalité de Jensen) Soit (X, .o/, ) un espace mesuré de mesure
finie tel que u(X) =1 et soit I C R un intervalle borné. Si ¢ : I — R est une fonction
conveze et si f € LY(X,/, u,R) est une fonction telle que f(x) € I pour u-presque

tout x € X, alors | f(x)du(x) € I, o(f) est p-intégrable et nous avons l'inégalité
b's

w( / f(zc)du(x)) < [ etpiinto)
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Le troisieme résultat nous indique le comportement d’une fonction localement intégrable par
rapport a sa moyenne :

Théoréme 2.5.5 (de différentiation de Lebesgue) Soit f : R” — R une fonc-
tion localement intégrable, alors on a la limite

lim x

o] gy = 0

pour presque tout x € R™. Nous avons également la limite presque partout :
lim dy = 0.
HOIBW“\/W = f(y)ldy

Les points pour lesquels ces limites ont lieu sont appelés des points de Lebesgue de
Uapplication f.

En dimension n = 1 nous avons en particulier le résultat suivant,

1 t+h

lim + [ f(s)ds = f(t),

h—0 h

ou f:[0,+o0o[— R est une fonction localement intégrable et 0 < t < +o0.

Pour finir, voici 'inégalité de Young pour le produit de deux facteurs positifs qui est
constamment utilisée pour faire des estimations sur le produit de deux normes : pour tous

réels a > 0, b > 0 et pour tous parametres 1 < p,q < 400 avec % + %, on a l'inégalité

a? b
ab< —+ — (2.50)
p q’
Un exemple fréquemment utilisé par la suite est le suivant, si f € X(R3) et si g € Y(R?), on
X, Y sont des espaces normés quelconques, alors on a tout simplement la majoration

2
€N+ 5 (Glall)

1 1
1£llxllglly = (CI1 Fllx) <C|,g|,y) ! !

2.5.3 Banach-Aloaglu et Rellich-Kondrashov

Les deux théoréemes suivants sont tres importants car ils donnent un bon cadre pour
étudier les limites (fortes ou faibles) de suites de fonctions.

Théoréme 2.5.6 (Banach-Aloaglu) Soit (E,||-||g) un espace de Banach séparable,
soit (E',|| - ||gr) son espace dual et soit (T),)nen une suite d’éléments de l'espace E'. Si
la suite (Ty)nen est bornée dans E' (on a ||T,||gr < 400 pour tout n € N), alors on
peut en extraire une sous-suite (Tga(k))kEN qui est faiblement-x convergente.

Ce théoreme est d'une grande utilité pour obtenir la convergence (au sens faible-*) de suites.
Bien évidemment, si les espace considérés sont réflexifs, alors la convergence faible-x peut se
remplacer par la convergence faible car dans ce cas précis la topologie faible coincide avec la
topologie faible-x. Fn revanche, puisqu’on doit passer par des sous-suites extraites, ce résultat
ne donne aucune indication sur I’éventuelle unicité de la limite. Par exemple, si I’on considere
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la suite (—1)™ pour n € N, alors on peut en extraire au moins deux sous-suites convergentes :
an, =1 et b, = —1, et on observe bien ici la perte d’unicité.

Le résultat qui suit est fondamental car il permet d’obtenir des injections compactes entre
les espaces de Sobolev et de Lebesgue mais pour cela les objets considérés doivent étre définis
sur un sous ensemble Q borné et a régulier de R3. Ainsi, on dira que f : Q@ — R appar-
tient & Despace de Sobolev H'(Q) si I'on a f € L2(Q) et si la dérivée Vf prise au sens
des distributions appartient a I'espace L?(€2). Cette définition s’étend sans probleme aux es-
paces de Sobolev H¥(Q) en demandant que f € L?(Q) et que les dérivées faibles vérifient
Def € L*(Q), pour |a| = k.

Nous avons alors :

Théoréeme 2.5.7 (Rellich-Kondrashov) Soit Q@ C R™ un ensemble ouvert borné a
bord régulier. Si 0 < s < 5, alors l'espace de Sobolev H*(S2) est continiment inclus
dans Uespace L1 (Q) ot ¢* = 22 > 2.

De plus cette inclusion est compacte dans les espaces L1(Q)) pour tout 1 < q < ¢*.

Grace & ce résultat, on obtient que toute suite faiblement convergente dans H'(Q) possede
une sous-suite qui converge fortement dans L4(Q2) pour 1 < ¢ < ¢* : on a donc un mode de
convergence fort (localement) ce qui est particulierement utile lorsqu’on utilise des arguments
d’approximation, mais le prix a payer est le fait de travailler avec des sous-suites. Voir [0]
pour une preuve de ce résultat.

Notes et compléments

Dans ce chapitre nous avons réuni la plupart des éléments mathématiques nécessaires pour
la présentation des équations de Navier-Stokes que 1’on se propose de faire dans les chapitres
suivants. Comme nous allons le voir, les espaces de Lebesgue et de Sobolev, ainsi que les outils
usuels des équations aux dérivées partielles (transformation de Fourier, convolution, etc.), sont
suffisants pour une premiere introduction a ’analyse mathématique de ces équations de la
mécanique des fluides.

En effet, méme si les techniques les plus récentes pour étudier les équations de Navier-
Stokes mettent en oeuvre des espaces fonctionnels plus sophistiqués (comme les espaces de
Besov, de Morrey, de Triebel-Lizorkin, etc.), les difficultés inhérentes de ces équations peuvent
s’observer directement dans le cadre donné ici et c’est justement ce qui fait toute la difficulté
de ce probleme : les outils les plus sophistiqués dont nous disposons aujourd’hui ne permettent
pas de réaliser une percée considérable dans la compréhension complete des problemes d’exis-
tence, d’unicité ou de régularité de ces équations.

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Identités vectorielles)

1. Vérifier que l'on a lidentité f g= TT(f@ J)-

2. Montrer Uidentité fAg = A(fg) — (Af)g — 2V f - ﬁg.
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— —

3. Vérifier la formule (f - V) = div(§® f). A t-on besoin de div(f) =0, de div(F) = 0
ou des deux ?

<L
>
&
>
IS
_l’_
<L
s
1
=
<
14}

4. Démontrer l'identité (

5. Vérifier que l'on a

VA (VAT = —AT 4 Vdiv ().
Exercice 2.2

1. Soit f: R3 — R3 une fonction vectorielle réguliére. Montrer par une intégration par
parties que l'on a l'identité

NS _/ ¥ ® fl2da.
R3 R3

2. Soient f,G,h : R® — R3 trois fonctions vectorielles régquliéres avec uniquement

—

div(f) = 0. Vérifier par une intégration par parties que l'on a
[ G901 fde = = [ (F- 9 o

Exercice 2.3

1. Quelle est I’homogénéité des espaces Lebesque LYLL 2 Si X > 0 et si on considére la
fonction f\(t,x) = f(At, \x), donner la valeur de o € R tel que l'on ait

I xllzezs = AN fllzers -
2. Démontrer les inégalités de Holder données dans la formule .

Exercice 2.4 (Inégalité de Hedberg et de Hardy-Littlewood-Sobolev) L’objectif de
cet exercice est de démontrer l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev suivante

1(=2)72 fllza < Cl|fllze, (2.51)

ot f : R" — R est une fonction mesurable, 1 < p < q < +00 et 0 < s < n/p sont des
parametres réels qui vérifient identité % =s+ %.

Pour cela on aura besoin quelques propriétés des fonctions mazimales dont voici la définition :
pour f une fonction mesurable, on définit M(f) sa fonction mazimale associée par l’expres-
si0n )

M@ =swp = [ fa =)l
r>0Unl"" J{ly|<r}

ou v, est le volume de la boule unité n-dimensionnelle. On admettra les points suivants :

o [IM(f)llpee <[ fllLee,
e si f #0, alors M(f) n'appartient jamais a l'espace L*(R™),

e pour 1 < p < +o0, on a l’estimation ||M(f)||rr < C| fllze-
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Une propriété fondamentale des fonctions mazimales est la suivante : si @ : [0, +oo[— R est
une fonction continue et décroissante, si ®(x) = ¢(|z|) est intégrable sur R™ et si on pose
Oy (z) = tin(I)(a:/t), alors on a l'inégalité ponctuelle

igg(lf! * @) (z) < | @1 f ().

Nous prions le lecteur de consulter [2]|] pour plus de détails concernant les fonctions mazi-
males et pour une démonstration de ces estimations.

1. En utilisant la caractérisation de ['opérateur (—A)%S comme une intégrale de Riemann-

LiouwillePl

B +00
CAF @ = g [ e S

ot gt est la fonction gaussienne et I' est la fonction Gamma usuelle, obtenir la majo-
ration

AT T M g s/2—1 C +oo s/2-1,— 35
[(=A)= f(z)] < T'(s/2) /0 t dt+F(s/2)/T t 73| f|| podt,

2. Déterminer la valeur de T = T(M(f)(z), || f||zr) qui permet d’obtenir l'inégalité sui-
vante (connue comme inégalité de Hedberg)

sp

(—A)F f(@)] < CIF] HMF) ()%

3. Reconstruire la norme L1 des deux cotés de cette inégalité ponctuelle pour obtenir

linégalité recherchée .

Remarque 2.10 Pour obtenir les inégalités de Sobolev énoncées dans 'expression (2.42]), il
suffit de considérer que la fonction f est de la forme f = (—A)2g.

Exercice 2.5 (Espaces de Lorentz) Dans cet exercice nous allons voir une deuziéme preuve
de l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev . Pour cela nous aurons besoin de considérer
les espaces de Lorentzlﬂ LP>(R™) (avec 1 < p < 4+00) qui sont donnés comme [’ensemble des
fonctions mesurables f : R™ — R telles que la quantité suivante est bornée

1

1 fllpee = sup {a x dg(a)s } < +ox,
a>0
ou dy(a) est la fonction de distribution de f définie par ds(c) —/ 1{f(2)|>a} (z)d.
]Rn
1. Montrer lidentité N
15 = [ g (e)do.

2. Vérifier l'inégalité
[fllzroe < [I.f[|zr-

3. Démontrer que la fonction f(x) = \xl%/" appartient a 'espace de Lorentz LP*°(R™).

3. Passer en variable de Fourier pour vérifier cette identité.
4. Appelés également espaces de Marcinkiewicz ou espace LP-faibles.
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4. En acceptant la variante suivante des inégalités de Young qui fait intervenir des espaces
de Lorentz :

1+ gllr < [1f oo llgll za,
ou 1+ % = % —i—% avec 1 < p,q,r < 400, et en utilisant la caractérisation par convolu-
tion de lopérateur (—A)%S donnée dans dont la version n-dimensionnelle est
donnée par (fA)_TSf(x) = C4 /RB p;f(zi)nsdy’ démontrer les inégalités de Hardy-
Littlewood-Sobolev .

Voir [2]|] pour plus de détails concernant les espaces de Lorentz et pour une démonstration
des inégalités de Young qui font intervenir ce type d’espace.

Exercice 2.6

1. Soit f une fonction qui appartient auz espaces H—'(R3) et H'(R3). Montrer l'inégalité
2
1Az < [F =l 1l g
2. Soit f une fonction qui appartient auzx espaces H'(R3) et H2(R3). Montrer linégalité

12,5 < Il £ o

3. Si f est une fonction telle que f € L*(R®) N H%(R®), alors vérifier les estimations

sutvantes :
3

(@) I£1g < IF1 0 L

1

() 1l < IFIZI112,,

() If1l 3 < 1IN0

H2 —

4. Si f € HY(R3) N H%(R?), montrer que 'on a

1 1
[Ty =S [ =
Ces inégalités dépendent-elles de la dimension ?

Exercice 2.7

1. A t-on les inclusions d’espaces H2(R3) ¢ H'(R3) ¢

(Indication : passer en Fourier et faire un dessm).

2. Si f e HAR3NHYR?), a t-on f € H'(R3) ?
Exercice 2.8 Sur l’espace R? on considére la fonction

f(z) = o(x) In(=In|z]),

ot ¢ € CS°(R?) est une fonction positive qui vaut 1 sur la boule B(O,%) et qui vérifie
sup ¢ C B(0,1).

1. Vérifier que la fonction f n’est pas bornée.
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2. Montrer que l’'on a l’estimation

gL
B

|0z, f (%)

et en déduire que f appartient a l’espace HI(RZ).

3. En déduire que Uespace H'(R?) ne s’injecte pas dans l’espace de Lebesgue L°(R?) (cet
exemple montre bien que les conditions données dans le deuxieme point du Théoreme

page sont strictes).

Exercice 2.9 Soit f : R? — R une fonction qui appartient a I’espace de Sobolev H*(R?).

1. Montrer que l’on a [’estimation
I£l= <€ [ 1F©de.
R3
2. En introduisant convenablement le poids (1 + |£]?)?, vérifier Iinégalité

[ 1F@de < il

et en déduire linclusion d’espaces H?(R3) C L>®(R?).
3. La seule information f € H2(R3) suffit-elle pour obtenir f € L>®(R?) 2

4. Cette estimation se maintient-elle si ’on travaille sur R* ¢

Exercice 2.10 Soit f € H'(R3) N H%(R®). Montrer que Uon a linégalité

1 1
[fllzoe < CHFN G 1112

Pour cela suivre les étapes suivantes :

1. Pour un parameéetre A > 0 arbitraire et pour f une fonction sympathique, obtenir
lestimation

Iflli~ < C / F(e)lde + € 1Fe)|de.
{1€]<A} {1€]1>A}

2. En déduire l'inégalité
1 PO
[fllLe < CllflI7 A2 + Ol 7 A2

3. Calibrer le paramétre A pour obtenir le résultat recherché pour cette fonction f sym-
pathique, en déduire le résultat général par densité.
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Solutions classiques

Dans ce chapitre nous allons étudier les équations de Navier-Stokes

Oyt = A — (- V)i — Vp+ f,  div(id) =0,
(3.1)
i(0,2) = iy, div(ip) =0, =z € R3,

en utilisant essentiellement les outils et les techniques mathématiques qui étaient disponibles
au tout début du XXeme siecle, c’est & dire que les fonctions considérées ainsi que leurs
dérivées seront continues et dérivables au sens fort. Cette approche peut sembler paradoxale,
puisqu’il existe d’autres points de vue qui permettent d’obtenir des conclusions similaires avec
un degré supérieur de généralité (en étudiant des dérivées faibles par exemple), mais cette
premiere étude des équations de Navier-Stokes va nous montrer certains aspects explicites
trés intéressants qui ne sont pas souvent abordés par ailleurs.

Avant de nous lancer dans les calculs, il peut étre utile de remarquer que d’une fagon tres
générale les équations de Navier-Stokes peuvent se concevoir comme deux problemes
différents sur les deux inconnuesE] detp:

e Une équation de la chaleur non-linéaire pour la vitesse @ : nous pouvons tout
simplement réécrire les équations (3.1)) ci-dessus de la fagon suivante :

Ot = AT + Fy, (3.2)

=

ou le terme Fy = Fy(i, p, f) regrouperait tous les les termes restants, a savoir

— - —

Ainsi, bien que ce terme ﬁo concentre ’essentiel des difficultés liées aux équations de
Navier-Stokes, il n’est pas totalement inutile de faire quelques rappels sur I’équation
de la chaleur ci-dessus dans le cas tres particulier ou ﬁo serait juste un terme
supplémentaire (sans dépendance par rapport a @ ou p) car, comme nous le verrons
plus tard, certaines propriétés intéressantes de cette équation peuvent se transposer
sous certaines conditions aux équations de Navier-Stokes.

1. Rappelons que f est une force extérieure fixée par avance au méme titre que la donnée initiale .

43
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e Une équation de Poisson pour la pression p : en effet, en appliquant formellement
la divergence aux équations de Navier-Stokes on obtient

div(@) = div(AG— (@-V)d—Vp+ f)
Ay (div(@)) = A(div(@)) — div((@- V)T) — Ap + div(f),
et puisque l'on a div(i) = 0, nous obtenons ’équation

Ap = —div((@ - V@) + div(f),

que nous réécrivons comme suit

—

ou Fy| = Fy(u, f) désigne les termes
Fi(@, f) = —div((@ - V@) + div(f).

L’équation de Poisson (3.3) mérite également d’étre étudiée lorsque le terme F} est
un terme générique qui ne dépend pas de #, car méme dans ce cadre on obtiendra des
informations qui pourront étre exploitées par la suite.

Une fois que nous avons mis en évidence ces deux équations pour la vitesse 1 et la pression
p, nous allons étudier dans la Section les équations de la chaleur et de Poisson correspon-
dantes a chacune de ces inconnues et cette étude sera faite d’un point de vue assez large mais
tout en gardant a l’esprit que ces résultats seront appliqués aux équations de Navier-Stokes :
les énoncés seront donc donnés directement en dimension 3 d’espace et on ne recherchera
pas forcément la plus grande généralité possible. Ensuite, dans la Section nous ver-
rons comment étudier les champs de vecteurs en utilisant la décomposition de Helmholtz,
décomposition qui justement séparera les inconnues @ et p des équations de Navier-Stokes et
permettra une application (relativement) directe des résultats de la premiere section.

Toutefois, avant de nous attaquer directement aux équations de Navier-Stokes nous allons
réaliser dans la Section une étude des équations de Stokes qui sont une simplification
considérable des équations car le terme le plus difficile a traiter, et qui est donné par la
quantité non linéaire (@ - 6)1—[, n’y est plus pris en compte. Comme nous le verrons ci-apres,
les équations de Stokes font également intervenir les deux inconnues i et p et on pourra alors
illustrer dans ce cadre simplifié et de fagon tres pédagogique 1'utilisation de la décomposition
de Helmholtz pour séparer ces variables.

Finalement, une fois que nous aurons a notre disposition tous ces résultats, nous réaliserons
dans la Section une premiere étude des équations de Navier-Stokes avec des outils issus
de 'analyse mathématique classique : nous verrons comment -et sous quelles hypotheses- il
est possible de construire des solutions fortes de ces équations de la mécanique des fluides.

3.1 Equation de la chaleur et équation de Laplace

Dans cette section nous rappelons quelques résultats importants relatifs aux équations de
la chaleur, de Laplace et de Poisson. Ces équations sont sans doute bien connues du lecteur,
mais nous allons prendre le temps de mettre en lumiére un certain nombre de propriétés qui
seront utiles pour la suite. Pour la preuve de ces propriétés, nous avons la possibilité d’utiliser
un langage moderne en passant directement par la théorie des distributions, mais nous allons
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plutot privilégier ici une approche plus classique. Ce choix permettra de dégager des outils et
un langage qui seront directement mis a profit pour la vérification des principaux théoremes
de ce chapitre.

3.1.1 Equation de la chaleur

Notre point de départ est I'équation de la chaleur homogéne : nous cherchons alors une
fonction (scalaire pour commencer) u :]0, +00[xR"™ — R qui vérifie

Ou — Au = 0. (3.4)

Nous disposons alors de la notion suivante :

Définition 3.1.1 (Solution Fondamentale pour I’équation de la chaleur) La
fonction gi(x) = g(t,z) déterminée par

TG ,
7 lt)%e_f, sit>0 et sixzeRY
ge(z) =47
0, set<O.

vérifie ’équation de la chaleur sur 10, +oo[xR™. Nous dirons que la fonction g,
est la solution fondamentale de I’équation de la chaleur. Nous dirons également que g;
est le noyau de la chaleur. On notera g1(z) = g(1,x) = g(z).

Le fait que cette fonction g, satisfait ’équation de la chaleur dans |0, +0o[xR"™ peut se vérifier
directement en variable réelle ou plus rapidement en variable de Fourier et nous laissons les
détails au lecteur. Voire également le livre [23].

Remarque 3.1 Les notations g;, WW;, M; ou encore h; coexistent dans la littérature pour
désigner cette fonction. On parlera alors de fonction gaussienne g;, de fonction de Weierstrass
W, ou de fonction mazwellienne M;. La notation h; provient quant a elle du fait que cette
fonction est solution de la “heat equation”.

Voici maintenant quelques propriétés de la fonction g;.

Proposition 3.1.2
1) Pour tout t > 0 nous avons l’identité

Gi(¢) = I

2) Pour tout t,s > 0 nous avons la propriété de semi-groupe

gt * gs = Ot+s,

et pour une fonction f : R™ — R suffisamment réguliére, on pourra également
écrire
tA
gt * f =e€ (f)7

on dira alors que lopérateur e'® est le semi-groupe associé & lopérateur

Laplacien et que son action sur les fonctions est donnée par convolution avec la
gaussienne gq.
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3) La famille (g¢)¢~0 est une approximation de l'identité : pour tout ¢ > 0 on a
HgtHLl =1let lim g; = dg.
t—0t

4) Pour tout t > 0 et pour v > 0 on a le controle (pour |z| > 1)
t
7

ge(z) < C
5) Si a € N” est un multi-indice et si k € N, alors

Cla|~(rHal+2k) g |22 > ¢,

<
- (nt]a|+2k)

0] { e
Ct— 2 sz <t

otk

Proposition 3.1.3
1) Sia e N" et si k € N, pour tout t > 0 et pour tout 1 < p < 400 on a

|a|+2k+n(1-1/p)
2 .

<Ct~

Lpr

atk

2) Sia € N" et sik € N, pour tout t > 0 et pour tout f € LP(R™) avec 1 < p < 400
on a

_\a|+2k
<Ot 2 |l

otk I

Hpa Yuf

La preuve de ces estimations découle directement de la définition méme du noyau de la chaleur
g: et la vérification de ces propositions sera laissée en exercice au lecteur.

Remarque 3.2 La fonction g; est de classe C*° en wvariable d’espace pour un paramétre
t > 0 fixé, mais si l'on est amené a considérer les deux variables, on observe que la variable
t introduit une singularité qui peut étre trés génante car non nécessairement intégrable.

En effet, soit f : R” — R une fonction qui appartient & ’espace L'(R™), on considere g; * f
pour t > 0 et on s’intéresse a étudier la quantité ||A(g: * f)HL}L}C. En estimant d’abord la
variable d’espace et avec le point 2) de la proposition ci-dessus nous avons

1A * Hlley < 1Agellzallfllzs < CEHIflzs

et cette derniere expression (en tant que fonction de la variable de temps) n’appartient pas a
I'espace L'(]0,4o00[) : on remarque bien qu'une application directe de estimations ci-dessus
n’est pas suffisante pour conclure que la quantité [|A(ge * f)[| 7171 (qui fait intervenir les deux
variables) est bornée et il faudra faire treés attention a cette particularité.

A) Probleme de Cauchy homogéne

Dans ce paragraphe nous nous intéressons maintenant a une version vectorielle de I’équation
de la chaleur (3.4)) avec une donnée initiale et on se place en dimension n = 3. Il s’agit alors
d’étudier le probleme suivant

ou(t, x) = At(t, x),
(3.6)
’II(O,J)) = ﬁo(l’),
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ou la donnée initiale iy : R® — R? vérifie certaines conditions qui seront bientot explicitées
et lidentité J,4 = A représente le systeme

8tu1 Aul
8,5U2 = AUQ
8tu3 A’LL3

Ainsi, il suffira de raisonner composante par composante pour obtenir le vecteur solution de
cette équation.

Il est bien connu que ce probleme d’évolution admet des solutions méme pour des données
initiales y assez générales, et nous y reviendrons un peu plus tard au Chapitre 4l mais dans
ce chapitre nous aurons besoin du résultat suivant qui permet d’obtenir des solutions de
I’équation a partir de la solution fondamentale.

Théoréme 3.1.4 Soit iy : R? — R3 une fonction vectorielle telle que iy € Cp(R3),
alors la fonction
i(t, ) = g x Uo(x),

vérifie les points suivants.
1) d(t,z) est continue sur [0,4+00[xR? et l'on a (0, ) = o,
2) i(t,x) est de classe C* sur ]0, +oo[xR3,
3) u(t,z) vérifie l’équation de la chaleur

Opi(t,x) = At(t,z) sur]0,+oo[xR3,
(3.7)

(0, z) = tp(z) sur R3.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que la fonction (¢, x) est bien définie, nous avons
pour tout ¢t > 0 et x € R3 :

ja(t, z)| < /Rg l9:(x — y)lltdo(y)|dy < gl 1] do]lo0 < +o00.

Maintenant, par un changement de variable élémentaire on peut écrire

1 P

(471')3/26 4 dy;

ita) = g s (o) = [

R

3170(95 —Vty)

et puisque ty € Cz? (R?), on observe alors sans probleéme que la fonction @ est continue sur
]0, +00[xR3 et que I'on a en plus par convergence dominée lirn+ﬂ'(t, x) = Up(x) et donc
t—0

@(0,7) = @p(x) ce qui donne la continuité sur [0, +oo[xR3. Etant donné que pour t > 0 la
fonction g est réguliere, on obtient que (¢, z) est de classe C* sur |0, +oo[xR3. Pour le
dernier point il suffit de remarquer que 'on a

(0% — A)ii(t,z) = (3 — A) g1 * iio(x)] = [(8, — A)gy] * () = 0,

car g; est la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur et vérifie I’équation (3.7). H
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B) Probleme de Cauchy non-homogéne avec donnée initiale nulle

Soit maintenant f : [0, +0o[xR? — R? un champ de vecteurs, le probléeme étudié ici est
le suivant.

Ot = AT + |,

4(0,z) = 0.

Une particularité intéressante de ce probleme d’évolution provient du fait qu’en présence
d’une force extérieure f non nulle et & partir d’'une donnée initiale iy nulle, nous obtenons
une solution non nulle de cette équation comme nous l'indique le théoréme qui suit.

Théoréme 3.1.5 Soit f: [0, +00[xR3 — R3 une force extérieure donnée qui vérifie
f € CL0, +00[xR3). Alors la fonction

u(t,x) = /Ot Gi—s * [ (s, x)ds, (3.8)
vérifie les points suivants :
1) ii(t,z) est continue sur [0, +oo[xR3,
2) ii(t,z) est de classe C1(]0, +00[xR3) et de classe C*(R3),
3) i(t,x) est solution de l’équation de la chaleur non-homogéne
Byii(t, z) = Aii(t,x) + f(t,x) sur]0,+oo[xR3,

4(0,2) =0 sur R3.

Démonstration. Pour le premier point : comme f est continue bornée en variable d’espace
et la fonction g; est intégrable en variable d’espace, on obtient par les propriétés du produit de
convolution que la fonction g;_4* f (s,z) est continue sur R3. Maintenant, par un changement
de variables nous avons

¢ . t 2
i(t, ) = /0 [, ) Fs. = )dys = /0 /, (473)3/2' Fls, = VE= 2)dzds,

et comme la fonction f est continue bornée en variable temporelle on obtient bien la continuité

de (t,-) pour t > 0. Finalement, par convergence dominée en variable de temps on obtient

sans probleme lim+ﬁ(t, x) = 0, ce qui nous permet de conclure la continuité sur [0, +-00[xR3.
t—0

Pour le deuxieme point, raisonnant composante par composante et pour tout indice
1,7,k =1,2,3 on obtient

t
Doy un(t, ) = / Gies % O, (5, 2)ds,
0

mais comme la fonction &y, fi, appartient a 'espace Cp([0,4+00[xR?) par hypothese, alors
avec les mémes arguments antérieurs nous déduisons que la fonction 0y, ug(t, z) est continue
bornée sur |0, +0o[xR3. De plus on peut écrire

ds
t—s

t
Oz, Oz up(t, x) = / / 02,8(2) 0, fr(s,0 — V't — 5 2)dz
0o Jr3
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mais étant donné que la fonction J,,g est intégrable en variable d’espace, que la fonction
Oz, fr est continue bornée en temps et en espace et que le poids (t — s)_l/ 2 est intégrable, on
obtient que la fonction d(t,-) est de classe C?(R3).

Pour le dernier point, on remarquera que toutes les fonctions considérées sont continues
bornées, de sorte que 'on peut dériver sous le signe somme pour obtenir I’équation vérifiée
par la fonction (¢, z) définie par (3.8). |

Il existe bien str de nombreuses variantes de ces théorémes, mais nous ne cherchons pas
I’exhaustivité ici : ces énoncés sont suffisants pour nos besoins immédiats.

C) Résultat Général

Avec les deux théoremes antérieurs et par le principe de superposition du probleme ho-
mogene avec le probleme non-homogene, nous pouvons étudier le cas général.

Théoréme 3.1.6 Soit f : [0, +00[xR3 — R une force extérieure telle que l'on ait
f€CH[0,4+00[xR3). Si la donnée initiale iy est une fonction continue bornée sur R3,

alors la fonction
t

ita) = g i) + [ aies s fls,a)ds,
est solution du probléme
Oyt = Aii+ f  sur )0, +00[xR?,
@(0,z) = dp(z) surR3,
et vérifie les points suivants
1) ii(t,x) est continue sur [0, +oo[xR3,

2) d(t,x) est de classe C1(]0, +0o[xR3) et de classe C*(R3?).

Remarque 3.3 Nous verrons au Chapitre [] comment étendre le Théoréme a des
données initiales Wy et a des forces extérieures f plus générales.

3.1.2 Equation de Laplace et de Poisson

Passons maintenant a I’étude des équations de Laplace et de Poisson qui nous permettrons
de mieux comprendre la relation entre la vitesse et la pression dans les équations de Navier-
Stokes.

A) Equation de Laplace

L’équation de Laplace est historiquement une des premieres équations aux dérivées par-

tielles considérées et si f : R® — R est une fonction suffisamment réguliere cette équation
i
g’ecrit

Af(z)=> 02 f(z) =0, (3.9)
=1
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pour tout z € R”. En étudiant certaines propriétés d’invariance de cette équation, il est tres
simple de vérifier que cette équation admet la solution suivante

Définition 3.1.7 (Solution Fondamentale pour ’équation de Laplace) Si v,
est la mesure de la boule unité de R™, alors la fonction

—grlog(lz))  (n=2),
O(x) = (3.10)
1 1
n(n—2)vy |z|n—2 (TL > 2)’
définie pour tout x € R™ avec x # 0 est la solution fondamentale de [’équation de
Laplace : nous avons

sur R3\ {0}.

Le lecteur peut consulter le livre [I9] pour une construction de la solution fondamentale ®
en utilisant des outils totalement élémentaires.

Lorsque n = 3 (cas qui correspond au équations de Navier-Stokes étudiées ici), la solution
fondamentale est connue comme la fonction de Green (ou encore comme le noyau de Green) :

1
A x|

o(z) (3.11)

Dans ce cadre précis, nous pouvons voir sans probleme que si z # 0, alors nous avons les
inégalités

|ID®(z)| < — |D2®(z)| < —= et |D3®(x)| < — (3.12)

C C C
2|2’ 3 4

] ||

ou C' > 0 est une constante générique.

Remarque 3.4 En utilisant le langage de la théorie des distributions on peut écrire l'identité
—A® = §y. On remarquera également sans probléme que la fonction ® est réguliere en dehors
de l'origine.

B) Probléme non-homogeéne : I’équation de Poisson

A partir de la notion de solution fondamentale obtenue dans la section antérieure nous
allons pouvoir résoudre 1’équation de Poisson donnée par le probleme suivant, ot pour plus
de simplicité nous nous placons directement dans le cas n = 3. Ainsi, si f,g: R® — R sont
deux fonctions suffisamment régulieres, ’équation de Poisson est alors

— Af(2) = gla), (3.13)

pour tout & € R3. La solution de ce probleme est explicitée dans le résultat ci-dessous.
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Théoréme 3.1.8 Soit g : R> — R une fonction de classe C*(R3) telle que

sup sup (1 + |z|)7[D%(x)] < 400, (3.14)
|a|<1 z€R3

avec 2 < o < 3. Alors, en utilisant la solution fondamentale de [’équation de Laplace
® donnée par l’expression , on peut construire une fonction f : R®> — R de la
fagcon suivante

f(z)=®xg(x) = / (z —y)g(y)dy, (3.15)

R3

et la fonction f ainsi définie est de classe C*(R3) et de plus elle vérifie I’équation de

Poisson sur R3.

Démonstration. Par les propriétés du produit de convolution nous avons l'identité
3
Af(x) =Adxg(x) = Z@xiq) * Oz, 9(),
i=1

ce qui nous donne que f est de classe C? car par hypotheése g € C! et ® est réguliere en dehors
de l'origine. De plus nous pouvons écrire

3
Af(x) = lim > Ong(z = )0z, 2(y)dy = lim Vy(z —y) - VO(y)dy,
ainsi, par la premiere formule de Green nous avons l'identité
3 3
Af(z) = lim <e2 / g(z — €o) Z 00y, ®(e0)do — R? / g(x — Ro) Z 02,0;®(Ro)do
s? P 52

e—0
R—+o00 =1

- / oz - ym@)dy) 7
e<|y|<R

et en remarquant que l'on a l'identité A® = 0 sur R3 \ {0} ainsi que les formules

3 3
1 1
Zai&tj@(ea) = e et Zaiaxj<l>(Ra) = IR alors il vient
i=1 i=1

1 1
Af(z) = lim —/ g(x —eo)do+ — [ g(x — Ro)do | .
R:—i(lo A Js2 47 s2

On remarque maintenant que par ’hypothese (3.14)), la fonction g est bornée pres de I'origine,
tend vers 0 & I'infini et en se rappelant que la mesure de la sphere unité S? est 4, par un
passage a la limite nous avons bien l’identité recherchée

ce qui termine la démonstration du Théoreme (3.1.8 |
La solution (3.15)) du probleme de Poisson (3.13]) est donnée par convolution avec le noyau

de Green ¢ qui dont les dérivées vérifient les estimations (3.12)). Nous aurons besoin d’un
résultat général qui nous permettra d’estimer ces produits de convolution :
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Lemme 3.1.9 Soient 0 < o < 3 un indice réel. Alors on a les estimations suivantes

1) Si0<f<3eta+pB—-3>0:

1 1 C
dy < : 3.16
/R3 lyl* (1+ |z —y|)? (1 + [z])>+F—3 (3.16)

2) Si =3, nous avons

1 1 C
dy < —————— max(1l,In|z|). 3.17
/R3 Iyl (1 + |z —y[)? (1+ [z])™ (1, In [z[) (3.17)

3) Si p >3, alors

1 1 C
dy < . 3.18
/Rs Y O+ e —g)P Y S T e (3.18)

Preuve. Observons tout d’abord que grace a un changement de variable on a I’identité

/ 1 1 ; / 1 L
y = v,
re [y|* (1+ [z —y[)? re |2 —y|* (1+[y[)?

de maniere qu’il est totalement équivalent de travailler sur chacune de ces deux expressions
ci-dessus.

e Pour obtenir ces estimations, on étudie d’abord le cas ou |z| < 1 et on a

/ 1 L / 1 1 dy+/ 1 L
s [y|* (1+ ]z —y|)P (yl<1y w1 (L4 |z —y[)P (yi=13 [Yl* (L4 |z —y)P

Comine 0 < 1 nous écrivons

1
I+|z—y))?

/ L ! dy < / idy < 400
(ul<1y 9o (T4 [z = yD)P " = Jy<ay lyl® ’

car 0 < a < 3. Maintenant, puisque on a supposé |z| < 1, alors on a les estimations

ly| < |z —y|+ || < |z —y|+ 1 et donc 7 < ‘y%, ce qui nous permet d’écrire

1
(1+|z—yl)

/ L L 4 </ L y<y
y < 5 dy < +00,
(yi>1y Wl (L + |z —y])? (yi>1} lyleTP

car a« +  —3 > 0 (ce que l'on a dans les trois cas de figure explicités). Nous avons

1 1
donc obtenu que lorsque |z| < 1, alors U'intégrale /
rs Y| (1+ |z —yl)

e Supposons maintenant que |z| > 1, nous avons alors :

3 dy est bornée.

1 1 1 1 1 1
dy :/ dy+/ dy.
/R3 lyl* (14 |z —y])? i<tz W1* (14 [z —y[)P (Llal<py W™ 1+ ]z —y])?

Si on travaille sur I'ensemble |y| < i[z|, alors |z| < |z —y| + |y| < |z —y| + || et
donc 1|z| < |z — y|, on en déduit I'estimation ( 5, il vient alors, car
O0<a<3d:

1
<
Itlz—y))? = (1+]z])

/ 1 1 dy < C / 1 Y < Claz|>~e - C
tui<tialy 9l* A1z —yD)? " = A+ 2P Jyy<tay lyl* 7 = @+ [zDP = @+ [zf)oth=3
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Si on travaille & présent sur 'ensemble %|z| < |y| on écrit

/ 1 ! dy < C 1 ! d
ey < P v 1L
(Lal<lyly W% (1 + |z —y])? (Llal<lyl3nflo—y|>|el 2}y [Y[* (L4 ]2 —y])P (3.19)

1 1 ’
+C —

(el <lyln{lz—yl<lal/2} W L+ ]z =yl

Pour la premiére intégrale ci-dessus on remarque que sur 'ensemble $|z| < |y|, on a

les controles |z —y| < |z| + |y| < 3|y|, et donc 2= < —<—~. On obtient alors

[yl = [z—y|*

1 1 1 1
ER R "
/{;|x|<y}n{x—y|>|x/2} lyl* (1 + [z —y))? {3 lal<lylyn{le—yl>lel/2y |7 =yl (L4 [o —y[)?

A

< dy < o
/{|:c—y>|rc|/2} |z — yloth |p|o+A=3

car on a a«+ (3 —3 > 0 par hypothese. Pour la deuxieéme intégrale de I’expression (3.19))
ci-dessus, sur 'ensemble {1|z| < [y} N {|z —y| < |z|/2} on a % < ly| < 2|z|, et donc

ﬁ < o et nous pouvons alors écrire

/ 1 1 oo C / 1 .
————dy < — ey
(lel<lylin{le—yl<lal/2y [YI* L+ |z —y])? 2™ J 3 1ai<iyngle—yl<lal2y (L+ ]2 —y])P

IN

< / ! d
SR S
|21 J{a—yi<iolsey (L+ ]2 —yl)?

1
T L
1z Jq1z1<i2) 2y (L 2])

IA

Nous distinguons ici trois cas :
1) Si0 < 8 < 3 on a pour l'intégrale ci-dessus :

/ 1dz</ Ldz< ¢
(ai<lalzzy (L1207 7 Jyaigialsoy 121P 7 [alP73

ce qui nous donne finalement la majoration suivante lorsque |z| > 1 :

/ 1 1 du < C
Yy s —a -
{lel<tyin{le—yi<lal/2y [91% (L+ o —y)77 = [z|otd=s

Avec toutes ces estimations pour les cas |z| < 1 et |z| > 1, nous obtenons donc
bien I'inégalité (3.16]) recherchée.

2) Si0 < a<3et =3, onapour 'intégrale (3.20) on a (avec |z| > 1) :

1 1 1
—dz = / ——dz +/ ——dz
/{|z|§|x|/2} (1+[2])? (z1<1y (L+]2])3 (1<lzl<lal/2y (L4 12])3

. C//|x/2 o |z|/2 y

+ <0+ / !
1 (14 p) P P

< Cmax(1,In(|z])),

IN

1

de sorte que l'on a (avec toutes les estimations précédentes) le controle général
1 1 1,1
Re |2 —y|* (L+[yl) (1+ |=[)
ce qui démontre 'inégalité (3.17)).

suivant
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3) Finalement, si 8 > 3 on a pour 'intégrale (3.20) :

1 1 1
——dz = / ——dz +/ ——dz
»/{z<r|/2} (14 2])”? (z1<1y (T+12))8 (1<|zl<jal/2y (14 2])P

[ [T "

IN

ce qui nous donne dans ce cas la majoration

/ 1 1 dy < C
Y> 0T na
®s |z —y[* (1+ |y])? (1+ |z))>
et 'inégalité (3.18)) est démontrée. [ |

Remarque 3.5 Si l'on compare les exposants dans la partie de gauche et de droite de la
formule on notera qu’il y a une perte dans la décroissance obtenue car 5 > a+£5—3 > 0
puisque 0 < a < 3. D’autre part, la condition o < 3 est nécessaire car si « = 3 alors le terme
ﬁ = ﬁ ne serait pas localement intégrable. Bien évidemment ce résultat se généralise
lorsque la dimension de l’espace ambiant est autre que n = 3.

On notera également une perte de la décroissance dans la formule car initialement

on a une décroissance de 'ordre de 5 > 3 mais la conclusion nous fournit une décroissance
d’ordre 3 > a > 0.

La proposition qui suit explicite deux propriétés des solutions de I’équation de Poisson qui
seront utilisées par la suite.

Proposition 3.1.10 Soit g : R?> — R une fonction de classe C*(R3) qui vérifie la
condition

sup sup (1 + |z])?|D%(z)| < 400, avec 2< o < 3.

|a|]<1 zeR3

Soit f la solution du probléme de Poisson donnée par l’expression . Nous
avons alors les points suivants :

1) sup (1+ [2])77?|f(z)| < +oo,
z€R3

2) sup sup (1+ |2|)7 1D f(x)] < +oo.
1<]a|<2 zeR3

Démonstration.
1) En utilisant ’hypotheése avec 2 < o < 3 et par définition de la solution fondamentale
de I’équation de Laplace ® donnée dans (3.10)), nous avons directement l’estimation

(1 +ly)71g(y)l
@1 < [ 19 =plaiy < [ - gm0y

1 1
< Csup(1+ly])l9(v)] / dy
yER3 r3 |z —y| (1+[y|)7
1 1
< C dy < C—rrr,
ol g (Lt g)° A+ ]al)72

ol nous avons utilisé le Lemme [3.1.9) pour estimer la derniére intégrale ci-dessus, et &
partir de cette inégalité on obtient sans probléme le premier point de la proposition.
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2) Lorsque on a |a| = 1, il suffit de combiner les arguments ci-dessus avec la premiere
inégalité de l'expression (3.12]) en effet on écrit, par les propriétés du produit de convo-
lution et avec les hypotheses sur la fonction g :

o _ pe o (A +1yD7lg ()|
D@ = D0y < [ D K
1
< Com o) [ e e
1

<
- ()t

ol on a appliqué le Lemme [3.1.9] pour obtenir la derniére estimation.

Si |a| = 2, on écrit alors pour |B] = |y| =1:

(1+ [y[)7[D7g(y)|
(1+lyl)”
1

1
C'sup (1 + |y|)?|D7g(y / dy
sup A+ WIDTW | e T e

1
< O
BN e

L CTIE LR CE]

IN

ou nous avons appliqué encore une fois le Lemme [3.1.9| pour obtenir le contrdle an-
noncé. |

On remarquera a partir des calculs ci-dessus, que si ’'on a pas d’information sur la décroissance
des dérivées de la fonction ¢ alors on pourra difficilement obtenir de 'information sur la
décroissance de la fonction D* f.

En suivant les arguments précédents, on notera également que pour étudier le comporte-
ment de la fonction D®f, on ne pourra pas forcément appliquer des dérivées d’ordre 2 sur
le noyau de Green ® car alors, par la deuxiéme estimation de l’expression , on aura
|DY®(z —y)| < = y|3, ce qui nous empéchera d’appliquer le Lemme [3.1.9| (voir la Remarque
3.5). D’autre part, méme si I’on suppose une meilleure décroissance pour la fonction g, par
exemple si 'on suppose

sup sup (1+ |z])?|D%g(x)| < +o0,

|a|<1 zeR3
avec un o > 3, alors on ne pourra pas en toute généralité améliorer la décroissance donnée
dans le deuxieme point de la proposition précédente car nous serions confronté au troisieme
point du Lemme[3.1.9] Nous verrons par la suite, dans la Section [3.6]ci-dessous, de quelle fagon
ces remarques vont influencer le comportement des solutions des équations de Navier-Stokes.

*

Il est bien str possible de continuer ’étude des équations de la chaleur et de ’équation de
Poisson ainsi que les propriétés de leurs solutions, mais les résultats présentés ci-dessus suf-
fisent amplement pour atteindre nos objectifs.

Nous allons donc étudier dans les pages qui suivent comment obtenir a partir des équations
de Navier-Stokes une équation de la chaleur (non linéaire) pour la vitesse et une équation
de Poisson pour la pression, mais avant il sera nécessaire d’énoncer un résultat qui va nous
permettre de décomposer de maniere astucieuse les champs de vecteurs.
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3.2 Décomposition de Helmholtz

On s’intéresse ici a une décomposition pour un champ de vecteurs donné en deux champs
de vecteurs dont I'un est a divergence nulle et I'autre peut se mettre sous la forme d’un
gradient : plus précisément, si F:R3 — R3 est un champ de vecteurs, qui vérifie certaines
hypotheses de décroissance, alors on peut écrire

F= ﬁo +F 1
ol Fy vérifie div(Fy) = 0 (F} est & divergence nulle) et I'on a pour Fy identité F} = Vg (et
donc Fy s’écrit sous la forme d’un gradient) pour une certaine fonction g : R® — R, ce qui

permet d’écrire V AF =0.0On parlera alors d’un champ de vecteur a divergence nulle et
d’un champ de vecteur a rotationnel nul.

Cette écriture d’'un champ de vecteurs en fonction de deux termes aux caractéristiques
bien distinctes apparait souvent en électromagnétisme et en mécanique des fluides (cette
décomposition est également connue comme le théoréme fondamental du calcul vectoriel).

Théoréme 3.2.1 (Décomposition de Helmholtz) Soit F:RY — R un champ
de vecteurs de classe C? tel que lon ait le contréle

sup sup (1 + |z|)7|DF(z)] < 400, avec 2< o0 <3.
|a|<2 zER3

1l existe alors deux champs de vecteurs ﬁ07 Fi : R3 — R3 de classe C! tels que l'on ait
la décomposition
F = Iy + Fy, (3.21)

avec les propriétés suivantes :

1) I existe une fonction p : R> — R de classe C? qui vérifie la condition

sup (1+ |z])7~2|p(x)] < +oo et telle que Fy = Vp.
z€R3

2) Fy est o divergence nulle (div(Fo) = 0) et Fy est irrotationnel (V A F = 0).
3) On a les controles

sup sup (1+|z[)7'[D*Fo(x)| < +oo,
|a|<1zeR3

et

sup sup (1+ |z))? ' |DYF|(z)| < +o0.
la|<1 zeR3

4) La décomposition ainsi obtenue est unique.

Démonstration. On commence par vérifier 'existence d’une telle décomposition et on
considere la divergence du champ de vecteur F', qui par hypothese vérifie la majoration

sup sup (1 + |#])7|D*div(F)| < +oo, 2<0<3.
|a|<1 z€R3

Avec cette estimation, en prenant div(F') comme une donnée, nous pouvons considérer
I’équation de Poisson suivante avec pour inconnue une fonction p : R — R :

Ap = div(F), (3.22)
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et alors, cette équation de Poisson admet par le Théoreme |3.1.8| une solution p qui est de
classe C2(R3) et qui vérifie, par la Proposition [3.1.10] les inégalités :

sup (1 + [2])72[p(a)| < +o0, et
T€R3

sup sup (1+ |x|)“_1|DO‘p(x)| < +o0.
1<|a|<2 z€R3

(3.23)

La fonction p obtenue ci-dessus est bien de classe C? et satisfait les conditions de décroissance
explicitées dans le premier point du théoréme. A partir de cette fonction p, on peut maintenant
construire deux champs de vecteurs F; et Fy de la facon suivante :

ﬁl = ﬁp, et Fo =F - Fl, (324)

et on remarque sans probleme que les champs de vecteurs ]30 et F; sont de classe C(R3) par
construction.

Passons au deuxiéme point. Nous avons bien que le champ de vecteurs F} est de rotationnel
nul puisque ’on a ’identité vectorielle

VAF =V A(Vp) =0.

Si nous appliquons maintenant I’opérateur divergence au champ de vecteurs Fp, nous obtenons
les identités

div(Fy) = div(F — F)) = div(F — Vp)
P 2

div(F) — div(Vp) = div(F) — Ap = 0,

car p est Justement solutlon de I’équation de Poisson . On a ainsi obtenu 'existence de
la décomposition F = F() + Fy avec les propriétés recherchees ce qui démontre le deuxieme
point du théoreme.

Le troisieme point se base sur le fait que la fonction p vérifie les estimations (3.23)) et on
obtient sans probleme le contréle suivant pour Fj :

sup sup (1+ |z|)7 Y DFy(z)] = sup sup (1 + |z]|)7 " D*Vp(z)| < +oc.
|a|<1zeR3 |a|<1 zeR3

Pour le champ de vecteurs Fy on utilise sa définition donnée dans I’expression 1D et
I’hypothese sur le champ de vecteurs F' pour obtenir

sup sup (1+ \x|)"*1]Daﬁ0(x)| = sup sup (1+ \:1:|)"71]D°‘(13 — ﬁl)(x)]
|a|<1zeR3 |a|<1 zeR3
< sup sup (1+|z))7 ! [DYF(z)]
|a|<1zeR3

+sup sup (1+ |z)) | DFy(z)| < +o0.
|a|<1 z€R3

Pour terminer il ne reste plus qu’a étudier I'unicité de la décomposition (3.21)). On suppose
donc qu il existe une autre decomposmon (Go, Gl) avec les memes proprletes que le couple
(Fo, Fl) c’est a dire que F= Fo + F1 ot F = éo + G1 ou Fo et Go sont & divergence nulle
et ou F1 et C_jl sont a rotationnel nul et de plus on a les bonnes conditions de décroissance
pour toutes ces champs de vecteurs.
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Ainsi, Gy — F} est un champ de vecteurs irrotationnel (i.e. VA (G — F}) = 0) et on peut
trouver, de la méme facon que précédemment, une fonction ¢ telle que (G — F1) = Vq. Nous
pouvons alors écrire

div(G1 — F)) = Aq,

mais comme nous avons ﬁl =F— ﬁo et (_j =F - Go nous obtenons la relation
Aq = div(Gy — Fy) = div((F — Gy) — (F — Fy)) = div(Go — Fy) = 0,

car Fy et G sont & divergence nulle. La fonction ¢ est donc harmomque sur R3 et ses dérivées
de premier ordre s’annulent & 'infini car les fonctions G1 et F1 vérifient les estimations du
troisieme point. Alors par le principe du maxunum (pour les fonctions harmoniques) on a
que g est une fonction constante, et donc G1 - F1 = Vq = 0, ce qui nous donne 'unicité
recherchée. |

Cette décomposition des champs de vecteurs sera d’une grande utilité dans 1’étude des
équations de Navier-Stokes car elle nous permettra de séparer les composantes a divergence
nulle et a rotationnel nul d’un champ de vecteurs et de ce fait on pourra étudier chacune
des inconnues @ et p séparément. Nous verrons dans le chapitre suivant comment généraliser
ce résultat a un cadre plus moderne en faisant intervenir des champs de vecteurs qui appar-
tiennent & des espaces de fonctions comme les espaces de Lebesgue ou de Sobolev (on parlera
alors du projecteur de Leray).

Mais avant de nous lancer dans I’étude des équations de Navier-Stokes, il est tres utile
de considérer d’abord un systéeme plus simple donné par les équations de Stokes qui seront
traitées dans la section qui suit.

3.3 Probléeme de Stokes et tenseur d’Oseen

Dans la section précédente nous avons vu qu’il est possible de décomposer les champs
de vecteurs d’une fagon tres particuliere qui, comme nous allons le voir, nous permettra de
considérer des systemes d’équations comme la superposition d’une équation de la chaleur et
d’une équation de Poisson.

A) Le probleme de Stokes

Pour mieux comprendre les mécanismes d’application de cette décomposition dans I’étude
d’équations aux dérivées partielles, nous nous proposons d’étudier dans cette section le
systeme suivant qui est une simplification des équations de Navier-Stokes classiques :

i = Al —Vp+3, div(@)=0,
(3.25)
ﬁ(O, .’E) = ﬁo, dlv(ﬁo) = O,

ou iy est une donnée initiale que ’on supposera a divergence nulle, § est une force extérieure
donnée.

Remarquons que la condition de divergence nulle imposée a la donnée initiale correspond
au fait que 'on cherchera des solutions (¢, ) qui sont continues en variable de temps, on
s’attend donc & obtenir la limite lim+ t(t,x) = 4(0,z) et par souci de compatibilité il est

t—0

totalement naturel d’imposer la condition div(ip) = 0.
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Ce probleme correspond aux équations de Stokes et d’un point de vue physique,
ces équations modélisent 1’évolution dans le temps d’un fluide dont le terme de transport est
totalement négligeable par rapport a la viscosité ambiante comme c’est le cas par exemple
lorsqu’on étudie les propriétés de certains polymeres.

D’un point de vue plus mathématique, on remarquera que par rapport aux équations de
Navier-Stokes (3.1]), le probleme ci-dessus ne prend pas en compte le terme non-linéaire de
transport (@ - V)u. Il s’agit alors d’un probleme linéaire en @ qui sera beaucoup plus simple
a étudier.

Toutefois, nous avons ici aussi deux inconnues (i, p) et nous allons voir maintenant com-
ment utiliser la décomposition de Helmholtz pour étudier séparément chacune de ces deux
inconnues.

Théoréme 3.3.1 (Solutions fortes du probléme de Stokes) Soit iy : R® — R3
un champ de vecteurs de classe C' sur R® et § : [0, 400[xR3 — R3 un champ de
vecteurs de classe C? sur [0, +0o[xR3 respectivement, tels que l'on ait :

e div(ip) =0 et sup sup |D%y(z)| < 400,
|a|<1 z€R3

e sup sup (1+ |z|)?|DSg(t, z)| < oo, avec 2 <o < 3.
|| <2 zeR3

Alors il existe une unique solution (i, p) du probléme de Stokes telle que
1) pour |a| < 2, la fonction Dp est continue sur [0, +oo[xR3,

2) on a le contréle sup sup (1 + |x|)°2|p(t,z)| < +oco ainsi que la majoration
t>0 zeR3

sup  sup (1 + [z])7[Dep(t, x)| < +oo,
1<|a|<2 £>0,2€R?

3) pour |a| < 2, la fonction D% est continue sur [0, +o0o[xR3,
4) la fonction Oyii est continue sur [0, +oo[xR3.

Cette solution s’écrit

t
t.a) = gox o(e) + [ geeas (74 T < div(q)) s,
0
p(t,x) = —® * div(g)(t, z),

(3.26)

ot g¢ est le noyau de la chaleur et ® est la fonction de Green donnée dans .

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que le probleme de Stokes (3.25)) admet
une solution (i, p) qui s’écrit de la forme (3.26]), pour ensuite vérifier les propriétés de ces
solutions énoncées dans ce théoreme.

Le point de départ pour construire des solutions au probléme de Stokes consiste & appli-
quer la décomposition de Helmholtz au champ de vecteurs § (qui vérifie les hypotheses du

Théoreme |3.2.1)), ce qui donne
g=do+Va, (3.27)
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ou bien sir gy est & divergence nulle et Vq est & rotationnel nul. On remarquera qu’alors nous
avons

div(§) = div(Vq) = Aq. (3.28)

En revenant aux équations ([3.25)) nous pouvons donc écrire
ot = Ad—Vp+ (g + Va)

—

= (AU +go) — V(g —p).

Nous observons ici que dans la derniere identité, le terme (A% + go) est a divergence nulle

-

et le terme V(g — p) est a rotationnel nul. Ainsi, si nous appliquons la décomposition de
Helmholtz (3.21]) pour le champ de vecteurs

F = (At +go) — V(g —p),
nous avons Fy = Ad+gy et Fy = —V(g—p). D’autre part, si nous étudions cette décomposition

pour le champ de vecteur

—

G - 8,5’(7:,
qui est par hypothese a divergence nulle, nous obtenons alors sans probleme que éo = Oyl et

G;=0.

Ainsi, comme G = F', en identifiant les termes a divergence nulle et les termes a rotationnel
nul nous obtenons les deuzr équations suivantes :

—

oi=Ai+go et 0=V(g—p),

mais pour pouvoir étudier ces équations correctement nous avons besoin de quelques petites
manipulations supplémentaires. En effet, a partir de cette derniére équation nous obtenons
Vp = Vq et donc la décomposition 1) J = go + Vq nous permet d’écrire

Go=G—Vqg=g— Vp.

De plus, en appliquant 'opérateur divergence a l’identité 6}9 = ﬁq, on en déduit la relation
suivante

Ap = Aq = div(g),
ou nous avons utilisé I'identité ((3.28)).

Avec les relations que nous venons d’obtenir pour gy et pour le Laplacian de la pression p,
nous avons les deux équations recherchées :

e Une équation de Poisson Ap = div(g) dont la solution est donnée par le Théoreme
(on remarquera que les hypothéses sur § permettent d’appliquer ce théoréeme) :

p(t,z) = =@ * div(§) (¢, x), (3.29)

ou ® est la fonction de Green donnée par l'expression (3.11)). De plus la pression p
vérifie les estimations explicitées dans la Proposition [3.1.10]

e Une équation de la chaleur non-homogene, avec donnée initiale g :
& = At + (5 — Vp),

7._[(0,33) = 'lj()(l’),
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dont la solution est donnée par le Théoreme |3.1.6) :

t
U(t,x) = g¢ x Up(x) —I—/ gt—s * (G — Vp)(s,x)ds.
0

Il s’agit maintenant de relier ces deux équations pour revenir au probleme initial et pour
cela on remplace 'expression de la pression donnée par la formule (3.29) dans le probleme
ci-dessus pour obtenir

t
u(t,x) = g¢*xto(x)+ / Oi—s * (§+ V@ x div(g))(s, z)ds,
0

et nous avons donc obtenu 'expression ([3.26]) recherchée.

Pour les conditions 1)-4) énoncées dans le Théoreme il suffit d’exploiter les conclu-

sions du Théoreme de la Proposition [3.1.10| et du Théoreme de sorte que les
détails sont laissés au lecteur. |

B) Le Tenseur d’Oseen

La solution du probleme de Stokes calculée dans la section précédente nous incite a définir
un noyau de convolution qui concentre I'information de la méme fagon que les solutions fon-
damentales données précédemment pour les équations de la chaleur et I’équation de Poisson.
Dans ce sens nous avons la définition qui suit :

Définition 3.3.2 (Tenseur d’Oseen) Soit (t,x) € [0,+o0o[xR3. On définit le ten-
seur d’Oseen (O;1)1<j k<3 par la formule

ijk(t .T) = j,k;gt(x) + P * 8Ij axkgt(x), (330)

pour 1 < j,k < 3 et ot la fonction 0;y est la fonction delta de Kronecker. Ici, gy est le
noyav de la chaleur et ® est la fonction de Green.

Remarquons que ce tenseur s’écrit également en notation matricielle de la forme suivante :
gt + D x ilgt D % Oy, Opy Ot ® * Oy, Opy 0t
Oi(x) =0(t,z) = | % DpyOr, 0t gt+<1>*8329t D % 0,02,0¢ |,
D% 0p3 00,8t P* 00t gt + Px 3;%391&

et on observe facilement d'une part que ce tenseur est symétrique O;, = Oy ; et d’autre part
que ’'on a la propriété de divergence nulle

div(Oy) = 0, (3.31)

il suffit pour cela d’appliquer la définition de la divergence d’un tenseur donnée dans la

formule , page :
Oy (gt + @ % 821%) + Oy (P % Oy Oy 8t) + Oy (P % Oy, Oz 0t) Oz, 0t + AD % 0y, gy
div(Oy) = |0z, (P * 03,02, 0t) + Oy (gt + P = 8%2915) + Opg (P % 0y Ors8t) | = | 02,0t + AP % 03,0 |
Oy (P % Dy Oy 8t) + Oy (P % Dy 0y 8t) + Oy (91 + © % 92, g¢) Ops 0t + AD % Oy

et de se rappeler que 'on a —A® x f = f, puisque ® est la fonction de Green.
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Observons maintenant que le tenseur d’Oseen nous permet d’écrire la partie concernant
la variable @ dans la solution (3.26]) du probleme de Stokes de la fagon suivante :

t 3
u;(t, @) = g * uo,j(x) + / (Z o Okt — 5,2 = y)gr(s, y)dy> ds,
0 \k=1

pour 1 < 5 < 3. Afin de simplifier I’écriture, on écrira I’expression ci-dessus de facon vectorielle
par

t
U(t,x) = g¢ x Up(x) +/ Op—s :: §(s,x)ds, (3.32)
0
ol le terme A :: ¥ ci-dessus (avec A une matrice 3 x 3 dont les coefficients (a;x)1<;j k<3 sont
des fonctions et 7 : R® — R3 est une fonction vectorielle) désigne le produit de convolution

entre un tenseur et un vecteur, dont le résultat est un vecteur. Cette quantité est donnée
explicitement par 1’expression

a1 *x V1 + a1 * V2 + a3 * v3
A U= |ag * V1 + age *x Vo + asgg * U3
as1 * v1 + agz * v2 + ass * v3

En utilisant les propriétés du produit de convolution, on notera alors que I'on peut écrire les
identités :
DS (A7) = (DYA) == A (D).

Voici maintenant quelques propriétés importante du tenseur d’Oseen O(t, x).

Proposition 3.3.3
1) Pour tout t > 0, pour tout x € R3 et pour 1 < j, k < 3 nous avons

1 T
et on notera O; () a la fonction O; (1, x).

2) Les composantes du tenseur d’Oseen peuvent se réécrire comme :

t || &2
Oj7k(t7 x) = j,kgt(m) + 2896]-89% ((471't)3/2|:c|/0 e 4 dS) . (334)

Preuve. Le premier point se déduit directement des propriétés d’homogénéité des fonctions
g:(z) et ®(x), de sorte que les détails sont laissés au lecteur.

On remarque pour le deuxieme point de la proposition que I’on peut écrire par la définition
(13-30)) :

Oj,k’(t’ :U) = j,kgt(l‘) + aﬂc]a’ﬂk ((I) * gt)(l‘),
nous observons ici que la fonction ® * g;(x) = ¢(]z|) est une fonction radiale, bornée pres de
Porigine, qui tend vers zéro a 'infini et qui de plus vérifie ’équation
1 [

—Ap(jz]) = —AD « gi(z) = (am)32°

= Gi(|=]),
et donc nous devons avoir (en passant en coordonnées sphériques) :

o(p) + f)so%p) — _G,(p).
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= —pGi(p), mais par la définition de la fonction G,

ce qui nous permet d’écrire (pp)”(p)
= 2tGi(p)’ et alors nous avons ’équation

ci-dessus, on a également —pG;(p)

(pe)" (p) = 2tGi(p)',

A 2t [P
ce qui nous conduit & 'expression ¢(p) = — + B+ — [ Gi(s)ds. Comme la fonction ¢ est

bornée pres de l'origine et elle tend vers zéro a l'infini, il vient que A = B = 0 et alors nous

avons l’expression recherchée

2

2t w2
q)*gt(x) = (47-”‘;)3/2|x|/0 (& 4td$,

ce qui termine la preuve de la proposition. |

Corollaire 3.3.4 Pour tout multi-indice oo € N3, les composantes du tenseur d’Oseen
Oj i vérifient 'estimation ponctuelle

C
amy. < -z«
‘onjyk(Lx)‘ = (1 + ’x‘)3+|o¢|
Cette estimation s’écrit également :
Co

[(DZOjk)(t, x)| <

(Vi -+ [o) ™l

Preuve. Par I'expression (3.34)), et en fixant ¢ = 1, on observe que 'on a

N 1 lz[ 2
Dxaa;jark ((471’)3/2‘33|/0 e 4 ds>

si |x| < 1, par les propriétés du noyau de la chaleur g; données dans la Proposition
page et par une estimation de lintégrale lorsque |z| < 1, on obtient sans probléme
que la quantité ci-dessus est bornée. Maintenant, pour |z| > 1 (avec la formule de Leibniz
généralisée) on observe que l'on a :

1Dz O0j (L, 2)| < |Dggr(x)| + C

)

|| 52
1D305(2)l = [Dzgi(2)[ +C |05, 05, D (1/ 6‘4d8>
0

|z|
(6% 1 |z‘ s2
< |Dgg1(z)| + C |0y, 0s, Z < >D§_B () D? / e 1ds
= \P || 0
- Cy Cq Ca
— |$‘3+|a| |$’3+|a\+2 — |33|3+|04|7

ot nous avons utilisé les propriétés du noyau de la chaleur g; (voir la Proposition
page , la régularité de la fonction |z|~! lorsque |z| > 1 et les propriétés de décroissance
de la fonction exponentielle. Avec ces deux estimations nous avons donc obtenu la premiere
inégalité du corollaire. La deuxieme s’en déduit facilement par homogénéité en utilisant la
formule (3.33]). |

Un dernier résultat concernant le tenseur d’Oseen est le suivant :
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Corollaire 3.3.5 Si |z| > 1, alors on a l’expression suivante :

t —+o00 _ﬁ
OLk(t,l’) = axjaxkq)(l') + 6]7kgt(fﬁ) — 281;8$k ((47‘[‘t)3/2|x| " e 4t dS) .

Preuve. A partir de la formule (3.34)) on écrit
t el 2
Osultx) = B300(w) + 200,00, | (o /0 e~ ds
t +00 2 t +oo 52
— 5 20, 0y | ——— ~Srds — —— ~Srds |
5£86(2) + 20,00, (47rt)3/2]x|/0 S ] Sy C

+o0o $2
et puisque / e 1t ds = /7t, il vient :
0

1 t —+00 _ﬁ
(’)j,k(t,x) = j,kgt(x) +6$j8$k ( ) — 28%.3“ <(47Tt)3/2$| o e 4t dS) ,

4 |x|

et par la définition du noyau de Green ® donnée dans Iexpression (3.11)), page [50, on obtient :

t too g2
Oj,k(t,m) = 833]651%@(:]:) + 6jykgt(x) — 2(93;]83% <<47Tt)3/2m | I e 4t ds) 5

ce qui termine la démonstration de ce corollaire. |

3.4 Solutions classiques des équations de Navier-Stokes

Nous nous proposons dans cette section d’étudier les équations de Navier-Stokes générales
en utilisant tous les ingrédients présentés jusqu’a présent. L’idée de base repose sur le probleme
de Stokes dont I’étude a été réalisée dans la section précédente :

il =Ai—Vp+3, div(@) =0,
ﬁ((), ZL‘) = ﬁo, d’iv(ﬁo) = 0,

et de remplacer -du moins formellement- la force g ci-dessus par le terme

—

f—(a- V)i,

ol f est une force extérieure et (4 - ﬁ)ﬁ est le terme de transport non linéaire, pour obtenir
de la sorte le systeme de Navier-Stokes usuel :

&t = Ai— Vp+ (f— (@-V)d), div(@) =0,
(3.35)
(0, x) = tp, div(dp) = 0.

Ainsi on obtiendrait, avec la formule (3.32)) et les expressions ([3.26)) qui donnent la solution
de I’équation de Stokes, la formulation intégrale suivante pour le probleme précédent :
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U(t, ) = g¢ * Up(x / Op_s i (f— (@- ﬁ)ﬁ) (s,x)ds .
3.36

p(t,z) = —® * div (f— (@- 6)@) (t,z),

bien évidemment nous devons donner un sens & ces quantités car nous n’avons que transformé
I’équation différentielle (3.35)) en un systeme intégro-différentiel (3.36)) et c’est ce systeme que
nous allons étudier ci-dessous.

Pour simplifier un peu la présentation, on introduit les notations 7y et ¢g ou :

Vo(t, ) = g¢ * Up(x / O_s = f(s,x)ds et qo(t,x) = —® « div(f)(t, z), (3.37)

et ces quantités regroupent les informations concernant la donnée initiale Wy et la force
extérieure f. Ainsi nous pouvons réécrire ((3.36)) :

it x) = Tt ) /ot et (- 9)a) (5,2)ds .

p(t,x):qo(t,x)—i—@*div( ) t,x)

Cette formulation de la vitesse 4 et de la pression p donnent (formellement) une solution des
équations de Navier-Stokes (3.35)), mais il faut bien évidemment justifier cette écriture.

L’idée originale d’Oseen parue dans article [41] de 1911 que nous allons développer ici
considere un développement en série des fonctions @ et p du type suivant

“+o00 “+o00
= &My, div(il,) =0 et p.=» ", (3.39)
n=0

pour un certain € > 0 et nous allons injecter cette représentation dans le systeme intégro-
différentiel (3.38|) mais pour lequel on a rajouté un paramétre € supplémentaire :

Ue(t,x) = vo(t, z) — 6/: Op—s = (( V)i ) (s, x)ds (3.40)

pe(t, ) = qo(t, ) + & ® * div ((ﬁg : 6)@6) (t, ).

Il s’agira alors de regrouper les termes i, en suivant les puissances de € pour obtenir de la
sorte une “cascade” de probleme de Stokes que nous sommes en mesure de résoudre. Dans
ce processus on devra donc trouver un temps 7' qui nous permettra d’une part d’obtenir des
controles uniformes sur chacun des termes ii,, afin de reconstruire la fonction @ et d’autre
part ces estimations uniformes nous donnerons les arguments nécessaires pour passer a la
limite € — 1, ce qui nous fournira une solution du systeme de Navier-Stokes sous formulation

intégrale (3.36]).

Le résultat que I'on obtient est alors le suivant :
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Théoréme 3.4.1 (Solutions Classiques des Equations de Navier-Stokes)
Soient iy : R® — R3 et f: [0, +00[xR? — R? deur champs de vecteurs de classe C*
tels que l’on ait les propriétés

1) Pour la donnée initiale : div(ip) = 0 et

sup sup (1 + |z|)|D%ip(z)| = Ag < +00. (3.41)
|a|<2 z€R3

2) Pour la force extérieure, pour o < 2, D%f est une fonction continue sur
[0, +-00[xR3.

3) De plus, on a l’estimation

sup  sup (14 |z))Y|D2f(t, z)| = By < +o0. (3.42)
|| <2 z€R3,¢>0

Alors il existe un temps T > 0 et une unique solution (i, p) des équations de Navier-
Stokes sous formulation intégrale :

(3.43)
p(t,x) = —® * div (f— (@ ﬁ)a) (t,z).

Démonstration du Théoréme Il est utile d’étudier rapidement comment se com-
porte le terme non linéaire (- V) lorsqu’on remplace @ par 4. donné par 1’expression 1)
En effet, si 'on a le développement en série

N - - 2 3
Us = Uy +EUT +EUy + U3+ ...,
alors on peut voir aisément que 'on a

(ﬁ€ ’ 6)EE = (_»0 : 6)_‘0 + 5[(_)0 : ﬁ)fﬁ + (51 : V)_‘o]
e [(io - V)ily + (i - V)i + (32 - V)iho] + .. (3.44)

Avec cette expression, nous allons maintenant étudier les relations vérifiées par les termes iy,
et p, dans les équations (3.40). En effet, si 'on se concentre pour l'instant sur la premiere
équation du systeme (3.40]) on a formellement

t
. = To— s/ Oy = ((@E : 6)@6)) ds
0
+o00 t +o0 +0oo
(Z 5"11'n> = Tp— E/ Oy ((Z enﬁn> 6) (Z €"Jn> ds,
n=0 0 n=0 n=0

ce qui nous conduit, grace a expression (3.44]), aux identification suivantes en fonction des
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puissances du parametres € (ou Uy est défini par la formule (3.37))) :

o
t
i = —/ Oi_s i (_’0~V)1_1'0d8
0
t
iy = — [ Oy [(tp- V)i + (ify - V)iy + (i - V)ii] ds

et plus généralement, pour tout n > 0 nous avons la formule
t n
T = — / O [ (- V)it k] ds, (3.45)
0 k=0

ce qui nous donne une expression pour les termes i, 11.

De méme, si nous étudions maintenant la pression p., nous avons, par la deuxieme équation

de I'expression (3.40)) :

pe = qo+e®x*div ((11’5 . ﬁ)ﬁs))

+o0 +o0o +o0o
(Z S”pn> = qo+e®xdiv ((Z g™y, - 6) (Z 5”@1)) ,
k=0 n=0 n=0

de sorte qu’en identifiant les termes avec les mémes puissances du parametres € nous avons

les relations (avec gy donné par l'expression (3.37))) :
Po = @
pr = ®xdiv ((ﬁo : 6)&0)
po = Dxdiv <(L_fo . 6)171 + (L_fl . 6)1_1‘0)

ce qui nous donne la formule générale pour n > 0 :

Prt1 = P x div (Z(ﬁk’ : ﬁ)’In—lf) . (3'46)

k=0

On remarquera que dans les expressions (3.45)) et (3.46) chaque couple (ti,41,pnt1) dépend
uniquement des valeurs précédentes (iig,px) pour 0 < k < n et nous avons donc linéarisé le

probléme initial.

Avec toutes ces observations, nous pouvons maintenant exhiber la “cascade” d’équations
de Stokes mentionnée précédemment. En effet, les équations vérifiées par les couples (i, py)
sont les suivantes :
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e pour iy nous avons le systeéme

Optip = Atip + f— 6}30, div(ﬁo) =0,

(3.47)
(0, ) = dp.
e pour tout n > 0 les équations pour le terme i, 1 sont :
n
Oyt 1 = Atlp1 — > (k- Vilg—p — Vg1,  div(ilng1) =0,
k=0 (3.48)

i, (0, ) = 0.

Observons qu’avec les hypothéses du Théoreme et par construction des termes ci-
dessus, nous pouvons sans probléme particulier obtenir les solutions (i, p,,) de cette cascade
d’équations.

La partie essentielle de la démonstration consiste donc & montrer que 'on peut obtenir
un controle uniforme sur les quantités ii, et p, (ainsi que sur leurs dérivées) pour pouvoir
reconstruire une solution des équations de Navier-Stokes de la forme

U = Z ST et Pe = Z " P, (3.49)

neN neN

ol le rayon de convergence € peut étre mis égal a 1.
Plus précisément, notre objectif est d’obtenir les controles uniformes qui suivent

(i) Pour les vitesses iy, :
+o0

Z sup sup sup |DSi(t, z)| < +o0. (3.50)
n—0 TER3 |a|<2 0<t<T

(ii) Pour les pressions p,, :
+oo

Z sup sup sup |Dopn(t, )| < +oo. (3.51)
h w€R3 |a] <2 0<t<T

On remarquera que ces deux conditions nous donnent la convergence normale des séries
“+oo “+oo
Dt et) pu
n=0 n=0

dans l'espace C([0, T, C2(R3)).

Remarque 3.6
1) Les solutions (i, p,) de cette cascade d’équations de Stokes étant uniques, lors de
la reconstruction des fonctions U et p en suivant les formules ci-dessus et avec
les contréles uniformes et , on obtiendra aussi l'unicité pour ces fonctions.
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2)

3)

On remarquera qu’on obtient également l'information suivante sur les dérivées tem-

porelles :
+oo

Z sup sup |Oly(t, )| < +oo,

en effet, les fonctions (Opiy)n>0 vérifient les équations - et, a partir des
informations et , chaque terme de la partie de droite de ces équations
vérifie les contriles adaptés.

Nous allons obtenir les controles et de maniere totalement uniforme par
rapport au parametre € : on pourra alors non seulement “reconstruire” les fonctions 4
et p a partir des fonctions iy, et p,, mais en plus on pourra considérer la limite ¢ — 1
dans le systeme pour obtenir ainsi une solution du probléme de Navier-Stokes.

Nous allons tout d’abord étudier les estimations (3.50) pour ensuite en déduire le controle

(3.51]) sur les pressions.

(i)

Controle sur les vitesses :

Afin d’exploiter au mieux les résultats de la section précédente portant sur les équations
de Stokes, nous allons réécrire les systemes et en utilisant la propriété
de divergence nulle des vecteurs considérés, ainsi, pour tout n > 0 nous réécrivons ces
systemes de la fagon suivante

3
Oty = Ally + Y 0phjm — Vpn,  div(ii,) =0,
j=1 (3.52)
ﬁn(07 x) = 571,060(1')7
oll nous avons posé pour les termes de transport
n
bjo=—F*05;® et Bjnpi=—> Wikl ke (3.53)
k=0

Le lecteur vérifiera sans peine que ces quantités sont bien celles qui interviennent dans

(3.47)) et (3.48). En particulier, pour n = 0, on a

3

Zaxj Ej,O(ta T) = — aa:j (f* amj(p)(tvx) = _A(f* P)(t,x) = f(t,z). (3.54)
j=1

]

j=1

Avec les résultats de la section précédente il vient que les candidats qui sont solution
de ces problemes de Stokes (3.52)) s’écrivent

t 3
fl, = n.00: * Uo + / Op-st: Y Ou;bjnds, (3.55)
0

=1

et maintenant nous allons estimer les quantites ii,, ainsi que D“ii,, pour pouvoir donner
un sens a la série @ = E iy,
neN
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e On commence par étudier 1y qui est donné par 'expression
t 3 .
Ug = g * ﬁo +/ Ot—s i E 8ijj,0d8,
0 =
qui par la formule (3.54) se réécrit comme

t
o = g¢ * Uo +/ Oi—s 2 f(s,x)ds.
0

Ainsi, pour |a| < 2 on se concentre sur 'expression D1 et il vient

sup |DSg(t, z)| < sup | DS (gy * Wp)(x)| + sup
0<t<T 0<t< 0<t<T

.(3.56)

/D (Ors 3 )(s,2)ds

Nous allons étudier tout d’abord le premier terme de droite de I'inégalité ci-dessus,
on écrit alors

sup [0+ D3toa)| < sup [ lane =) IDS (o)l

0<t<T 0<t<T
< sup(1+ D) x s [ By,
yER3 o<t<TJrs 1+ [y

mais par les propriétés du noyau de la chaleur nous avons I’estimation

sup / Mdy— sup/ %:(y) dy < ¢ . (3.57)
R3 R

0<t<T 1+ Jyl o<t<T Jrs 1+ |z —y| 7 7 14 |z

En effet, on remarque tout d’abord que par les inégalités de Young pour la convo-
lution, nous avons le controle uniforme par rapport a la variable de temps :

a:(y)
————dy| <
/R:a 1+ |z —y y' < llg¢ell o

ce qui nous indique que cette intégrale est bornée en t et en z. Ensuite, on écrit
pour |z| > 1

/ 0:(y) &y — / gt(w—y)dy
g3 1+ |z —yl rs 14yl
_ / gt(w—y)dy+/ gt(fc—y)dy
(yl<tjey 1+ 1Yl Qlal<pyy 1+ 1Yl

Pour la premiere intégrale ci-dessus on utilise la majoration g;(z —y) < Clz —y| =3

(voir la formule (3.5), page ainsi que le fait que sur Pensemble {|y| < |z|} on
a les inégalités |z[ < |z — y[ + |y| < |z — y| + 5|z, on en déduit que |z < |z — y|
et |z —y|=2 < Clz|73. 1l vient alors

_ 1 1
/ gi(z y)dyg/ ¢ i dygcg/ Lay<©
(y<izly 1+ 1Yl (yl<tapy [z =P 1+ Jy| = Jyyi<tialy 19l |z

N s 1 ST C
Pour la deuxieme intégrale on a sur 'ensemble {5|z| < |y|} I'inégalité 7 S T

1

— | < +oo,
L+

et donc on a

gi(r —y) C o .
@ < gi(a—y)dy < ge(z—y)dy < .
/{é|w<y|} L+ lyl T[] Jps i<ty T 70 Ja e




3.4. Solutions classiques des équations de Navier-Stokes 71

Pour finir, étant donné que toute I'intégrale de la partie de gauche de I'expression
1) est bornée, on obtient bien que cette intégrale se majore par la fonction

(I+[=[) "

Ainsi, avec (3.57)) et avec 'hypothese (3.41)) sur iy nous pouvons écrire le controle
suivant pour le premier terme de (3.56)) :

CA
sup |g¢ * Dotp(z)| < 0

0<t<T (L4 |z[) (3.58)

Etudions maintenant le deuxieéme terme de droite de I’expression (3.56|), nous avons

alors
t —
sup | [ DO 5 fi(s.a)ds| < sup / L, 100w = 1D Fls. )y,
0<t<T |Jo 0<t<T

par les propriétés du tenseur d’Oseen données le Corollaire [3.3.4] page et par
Ihypothese (3.42)) sur la force extérieure nous écrivons :

sup
0<t<T

<cC sup {1+ [y D2 f(t,y)|}
|| <2, 0<t<T,ycR3

/(’)t o i DO f(s,x)ds

y /t/ ! L yd
sup yas
o<t<TJo Jrs (VI —s+ [z —y[)3 (1+|y])!

< CBy sup

1 1
0<t§T/]R<3 /0 (Vt—s+lz—y[)3 (1+[y))*

On remarque maintenant que l'on a les estimations

dsdy.

t C t C
/0 (x/t—s+lx—y\>3d8 = /0((t—s)g+\:c—y\3)ds

C /+°° 1L C
_C w < ’
lz—ylJo 1+ud |z —yl

ol nous avons réalisé un changement de variable en variable de temps dans la
derniere intégrale ci-dessus. Il vient alors, avec le Lemme [3.1.9, page |52 :

1 1
< CBO/ dy
rs (L+ [y |z —yl

< CBy
T ()

Donc, avec les estimations (3.58) et (3.59)), si nous revenons a 'expression (|3.56))

nous obtenons 'inégalité suivante :

sup
0<t<T

/t DE(Oy_ == f)(s,2)ds
0

(3.59)

1
sup |DSg(t, x)| < Co(Ag + By) ————.
,Sup, [Dzto(t 2)| < Colo + Bo) s

Et ceci nous donne I’estimation

sup sup sup (1+ |z|)|Dty(t, z)| < 400,
|| <2 zeR3 0<t<T

pour le premier terme .
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e On continue notre étude avec le terme D1, (¢, z) et par récurrence on va montrer

que pour un certain 0 < § < 1/2 on a 'inégalité

sup sup ‘Daﬁ: (t x)’ < (K(ST(SCO(AO +BO))nCO(AO +BO)

< 3.60
sup sup, 1+ n)t L+ ]2]) (3.60)

On remarque sans probleme a partir des calculs précédents que cette estimation
est vraie pour n = 0, supposons donc que ceci est vrai pour n et vérifions que cela
reste vrai pour n + 1.

Par la définition du terme i, 11 donnée dans (3.55)), nous avons :

3 t
Dot (t, ) =) / Oz, O1—s 12 D2Yj i1 (s, 2)ds,
0
et nous écrivons alors

sup sup |DSt41(t, x) Z/ sup |D§6’j7n+1(t,y)] X
|a|<2 0<t<T R3 0<t<T

t
( sup / |02,0(t — s, — y)|ds> dy. (3.61)
0<t<T JO

Observons maintenant que par le Corollaire page nous pouvons écrire

C
(t—=s)?+ ]z —y|*

’aa:jo(t - 5T = y)‘ <

et pour un certain 0 < § < 1/2 nous avons 'estimation

C - Ctd 1
(t—s)?2+]z—yl* = (t—5)°(t—s)2+ |z -y

ce qui nous permet d’obtenir, par un changement de variable en temps, la majo-
ration

IN

Ctd /t 1 1 ds
0 (t—=s)0(t—5)2+]z—y[*
Ctd /+°O 1 1
—— du

t
[ 10,00 - 5.2~ as
0

< P —
— |m_y|2+26 u5 u2_+_1
ct
[ — y[PH2 02

+o0 1
car l'intégrale — ———du est finie (elle est intégrable sur 'ensemble |u| < 1
o uluZ+41

car 0 < 0 < 1/2 et elle est intégrable sur l’ensemble |u| > 1 puisqu’on a suf-
fisamment de décroissance a l'infini) ainsi, en revenant a la formule (3.61)) nous
obtenons :

CT°
sup sup |DSt41(t, x)] < / sup sup |DB;n1(t, Y5ty (3.63)
la|<2 0<t<T " Z R3 |o|<2 0<t<T - |z — y|2T20
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Nous utilisons maintenant la définition des quantités b;, 1 donnée dans 1j
pour écrire

sup sup |DShjni1(t,y)| < sup sup Z\D ki) (£, ).
la|<2 0<t<T lal<2 0<t<T %

En utilisant la regle de Leibniz pour la quantité Dg(u;sti,—x) avec |af < 2 et
par 'hypothese de récurrence (3.60) sur les termes u; et il,_j qui sont d’ordre
inférieur, nous avons le controle

- n KT(SC A B k KT&C A B n—k
sup sup [D3Hni1(ty)| < z<( $7°Co(Ao + Bo))” (K5T°Co(Ao + Bo))

la|<2 0<t<T prd 1+ k)4 (1+n— k)
(Co(Ao + By))”
xC
b+ y)?
n Co(Ao + By))® 1
< (KsT°Co(Ay + B (G
< (KeT*Catdo + B0) X SR Y T s e
n Co(Ao + Bp))? G, X1
< (KsT°Co(Ao + B (%
< ( sT°Co(Ao + o)) x Ch EAPE X(2+”)4k20(1+k)4
n C (Ag —|—B()))2 C1C5C5
< (KsT°Co(Ao + B (G :
< (KT oo+ o) T+~ @+n)

et avec cette estimation on revient & (3.63) pour écrire

~ KsTCo(Ag + Bo))"
sup sup [Dopi(tia)| < LT ColAot Bo))

C1C2C30,T° x (Co(Ag + Bp))?
la|<2 0<t<T = (2 +n) x C1C2C3C4T° x (Co(Ao + Bo))

x/ 1 d
ws (1+ [y])2lz — g2t 2

On remarque maintenant que par le Lemme page on a ’estimation sui-
vante (car 0 < ¢ < 1/2 et donc 0 <2+20 < 3) :

1 1 1
dy 05 < C(S )
/]R?’ (1 +[yh?|e — y2+2 (14 [a])!+20 (1+ |z)

de sorte que I'inégalité précédente peut se réécrire comme suit

. (K(;T(SC[)(AO + Bo))n
sup sup |Ditip41(t,x)] <
la|<2 0<t§T’ +1(6,2) (2+n)*
Co(Ao + Bo)

X CoCrCoCsCACHT (Ao + Bo) ==

et alors si on pose K5 = ('1C2C3C4Cys on a bien

. (K(;TJC()(AO + Bo))n+1 Co(Ap + Bo)
sup sup |DSup4+1(t,x)| < )
oy o Pt o S T G T (e

ce qui démontre la relation (3.60) pour le terme i, 1.
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(ii) Controle sur les pressions :

A partir des relations (3.46) et en utilisant les fonctions Hj,n définies dans (3.53) nous

pouvons écrire
3
a § : ap
=1

En procédant de maniére totalement similaire (par récurrence et avec sensiblement les
mémes estimations), nous avons l'inégalité

K5T§CO(AO + BO))n C()(AO + B())

wup sup [D2pu(ta)] < O

3.64
iz 02 (+n)t (T +1D (364
Nous observons ainsi, qu’avec les estimations (3.60)) et (3.64) nous pouvons écrire
“+o00 +oo k) n
. KsT Co(A(] + B()) Co(Ayp+ B
Z sup sup sup |Doun(t,z)| < Z sup ( 1 7 ) 0(1 0 0)
0 TE€R3 |a|<20<t<T n—0 TER3 (1+n) (L+ =)
+00 +00 5 n
C (KsT°Cy(Ao + By)) Co(Ag + By
S sup sup sup (D3, (hr)] < Y- sup OO Coldo £ B0)) Cold ¢ Bo)
£ 2R o] <2 0<t<T = zer? (I+mn) (1+ |z])
On remarque maintenant que si le temps 1" est suffisamment petit pour que l'on ait
KsT°Cy(Aog + By) < 1, (3.65)

alors les sommes précédentes convergent et nous en déduisons sans aucun probleme les

controles uniformes (3.50)) et (3.51]).

“+o0o +0o0
Ayant ainsi obtenu la convergence normale des séries E U, et E pn dans l’espace de
n=0 n=0

fonctions C([0,T7],CZ(R?)), et avec les controles uniformes obtenus, nous pouvons alors faire
e — 1 dans le systeme (3.40) et nous sommes donc en mesure de construire une solution des
équations de Navier-Stokes sous la formulation intégrale (3.35]). [

Avec les calculs réalisés dans la démonstration de ce théoréeme, nous pouvons en déduire
le résultat suivant qui nous fournit quelques informations supplémentaires sur la solution que
nous venons d’obtenir :

Corollaire 3.4.2 (Solutions classiques) Soient iy : R3 — R3 une donnée initiale
et f: [0, +00[xR3 — R3 une force extérieure. Si ces deux champs de vecteurs sont
de classe C? et vérifient les hypothéses du Théoréme alors la solution (u,p) des
équations de Navier-Stokes obtenue par ce théoreme satisfait les points suivants :

1) pour |a| <2, les fonctions DS et DSp sont continues sur [0,T] x R3, et

2) on a le contréle sup sup (14 |z|)|D%u(t, z)| < +oo,
|a|<2 z€R3,0<t<T

3) ainsi que l’estimation sup sup (14 |z|)|D%p(t, x)| < +o0.
|| <2 zeR3,0<t<T
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Nous verrons plus tard quelques propriétés supplémentaires de ces solutions, pour 'instant
nous allons nous focaliser sur la notion de temps d’existence de celles-ci : en effet, le théoreme
précédent nous fournit uniquement un temps 7" > 0 sous certaines conditions qu’il convient
d’étudier de plus pres.

Remarque 3.7 Il est fondamental d’observer que le temps T d’existence des solutions est
donné par la relation qui fait intervenir des constantes génériques mais qui surtout fait
apparaitre les contréles Ay et By de la donnée initiale ty et de la force extérieure f donnés

dans les hypothéses et respectivement.
Ainsi, a partir de la condition (3.65) nous obtenons I'inégalité

1
I — 3.66
~ C(Ap + By) (3.66)
et cette estimation nous indique que si les données sont “grandes” (ce qui se traduit par le fait
que 'on a Ay, By > 1), alors le temps d’existence pour les solutions que nous avons obtenu
pour les équations de Navier-Stokes sera “petit”.

Observons maintenant, toujours a partir de la condition (3.65]), que puisque le parameétre
d vérifie 0 < § < 1/2, alors si l'on fait tendre 6 — 0 dans cette condition (3.65)), nous avons
naturellement la relation

K()Co(AO + Bo) <1, (367)

qui nous permet de conclure 'argument de convergence sans faire intervenir le temps 7', mais
le prix a payer est que la taille des données Ag et By doit étre petite et cette observation nous
permet d’énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.4.3 (Solutions globales) Il existe un gy > 0 tel que si nous avons les
estimations

1) sup sup (1+ |z|)|D%y(x)| = Ao < eo,
|a|<2 z€R3

2) sup sup sup (1 + |z|)*|Def(t,2)| = By < o,
|a|]<2 zeR3 0<t

alors la solution (i, p) des équations de Navier-Stokes associée a ces données initiales
est définie globalement en temps et vérifie les majorations

sup sup sup (14 |z|)|Dgu(t, z)| < +oo et sup sup sup (14 |z])|DSp(t, z)| < 4o0.
|a|<2 zeR3 0<t |a|<2 zeR3 0<t

Démonstration. La démonstration de ce résultat est la méme que celle du Théoreme [3.4.1
En effet, sous les hypothéses de ce théoréme, si les quantités Ag et By sont suffisamment
petites pour vérifier , alors on peut appliquer la démonstration précédente sans aucune
contrainte sur la variable de temps. |

Cet aspect, qui relie la taille des données avec le temps d’existence, reviendra souvent
lorsqu’on étudie les équations de Navier-Stokes comme nous aurons 'opportunité de le voir
dans les chapitres suivants.

Nous allons maintenant étudier plus généralement I'unicité des solutions que nous venons
de d’obtenir avec le Théoreme [3.4.1] : en effet, nous savons déja par la Remarque page
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qu’a partir d’une donnée initiale iy et d’une force extérieure f fixées, le processus utilisé
fournit par construction une solution unique (i, p) des équations de Navier-Stokes sous forme
intégrale , mais si (¥, q) est une autre solution de ce systéme qui vérifie les mémes pro-
priétés de décroissance et qui provient des mémes données initiales g et f, alors nous allons
voir que l'on a 4 = ¥ et p = ¢ et ce indépendamment de la technique utilisée pour obtenir le
couple (7, q).

Théoréme 3.4.4 (Unicité) Soient iy et fdeux fonctions de classe C? telles que 'on
ait la propriété div(ip) = 0 et les contréles

sup sup (1 + |z|)| D%y (z)] < 400 et sup  sup (1 + |z|)*|D2f(t, x)| < +oo.
|| <2 zeR3 |a|<2 zeR3,t>0

Si (4, p) est une solution classique (au sens du Corollaire du systeme intégral
de Navier-Stokes sur Uintervalle de temps [0,T] et si (¥, q) est une solution du
probléeme suivant sur le méme intervalle de temps

—

U(t,x) = gt * Up(x) + /Ot Op_s (f — (0 6)17) (s,z)ds

g(t, ) = —® * div (f— (@ 6)5) (t, ),
ou les fonctions T et q sont de classe C? et vérifient les estimations

sup sup (14 |z])|Dgv(t,z)| < +oo0 et sup sup (14 |z])|Dgq(t, )| < 400,
|a|<2 2€R3,0<t<T la|<2 2€R3,0<t<T

alors on a i =17 et p=q.

Démonstration. On remarque tout d’abord qu’il suffit d’étudier 1’unicité pour les vitesses
puisque si @ = ¥ alors par la formule ci-dessus qui détermine la pression ¢ on obtiendra
directement que p = gq.

Nous posons alors @(t,z) = U(t,z) — @(t,x) et on obtient sans probleme les identités
W(0,z) = ¥(0,z) — u(0,x) = dy(z) — tdp(x) =0 et div(W) = div(V) — div(d@) = 0,
et comme par hypothese on a les controles

sup (14 |z))|0(t,x)| < 400 et sup (1 +|z|)|u(t, z)| < +oo,
2€R3,0<t<T 2€R3,0<t<T

alors on a également

sup (14 |z])|d(t, x)| < +oo.
z€R3,0<t<T

On note maintenant 0 < 7™ le temps maximal sur lequel on a w(t,x) = 0 sur 'ensemble
[0, T*[xR3 et on suppose (afin d’obtenir une contradiction) que 'on a T* < Ty < T pour un
certain Ty qui sera fixé par la suite.

Remarquons a présent que l'on a par la bilinéarité de Iapplication (- ﬁ)cﬁ et par les
propriétés de divergence nulle les identités

£

(T-V)0— (@- V)i = (@ V)T + (G- V)i = div(d @ T+ @ © 0),
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et ainsi nous pouvons écrire, pour tout 1y tel que T* < Ty < T et pour T* <t < Tj :

t t
w(t,x) = . Ops :: (T-V)U(s,x)ds — . Op—s : (- V)i(s,z)ds
t — —
- [ o ((17- V)i(s, ) — (@ V)i(s, 1‘)) ds
T*
t
= Op—s 2 (div(W @ U+ 14 ®W)) (s, z)ds.
T*

Nous avons alors

3 t
(1 + el o) < O+h®g;(AWAJ%K%ﬂ@Nw®M@w—ywwk

t
+/N/V%OFMMW®ﬁ@w—yMWQ,
T+ JR3

et avec les controles sur les fonctions i, ¥ et W explicités ci-dessus on peut écrire

(A +[z)]w(t, z)] < COH-’L‘!)H1+!-\)w(-,-)Hoo(H(1+\-!)17<-,-)Hoo+H(1+!-\)ﬁ(-,-)Hoo>
‘a:rzjot s ‘
xZ/*/W il 2dyds. (3.68)

Nous avons maintenant :

‘6% Ot s ‘ / 1 /
s dyds = — O, O dsdy,
[ Lt = [ e . 0 swlisi
et en suivant les calculs donnés dans la formule 1) page @ on a pour 0 < § < % :
[ 10,0400 o[ 1
02, 0_s(y)|ds Ct / ds
PO e (t—8)0 (t —8)2+ |y

Cté/tl 1d<0t5/t1d
—5T5% ——5——adUu < —5 55 —au
Y2420 Jro wdu24+1 = |y2+2 fp. ud

Ct(S(tlf(S _ T*l—é) _ OT(SS(TOI_é o T*1—5)
|y|2+25 — |y‘2+25 ’

IN

IN

ol nous avons utilisé le fait T* < t < Ty < T'. Nous pouvons alors écrire, par le Lemme [3.1.9
page [52]:
1 1

’893] Or—s ’ S l—68 1-6 /
dyds < CT{(T,°—-T* dy
/ﬁ431+u—y 0o ) oo Th e = a2 P

CT(()S(TOlf(; _ T*1—5) - OT(SS(TOlfts _ T*1—5)
- (L+[zhtr2e = (L) 7

et alors, en revenant a l'expression (3.68]), on obtient
(L [z)|ai(t,z)] < CA+ 2Dl +]- [, ')lloo(ll(l + [ DUC oo + 1L+ - e, ')lloo)

T (10— 71 )
(T+ 1)

1L+ 1= DB oo (N1 DT Yoo+ 10+ - Do)
< (T 1),

N

IN
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ce qui nous donne 'estimation
[A+]- DT )oe < A+ DI )loo (H(l + 1 DT Moo + 1+ - [, -)Hoo)
< (T 1),

maintenant en fixant T suffisamment proche de T* (ce qui est possible car le choix de Ty > T
est arbitraire) tel que l'on ait

(I 1 DFC oo + 1L+ DEC oo ) x (THT™ = T79) <1,

alors on obtient une contradiction (1 < 1), ce qui nous permet de conclure que la fonction
w est nulle sur tout I'intervalle [0,7']. On en déduit de la sorte que l'on a l'identité v = @ et
nous avons obtenu 1'unicité recherchée. |

3.5 Formulation différentielle et formulation intégrale

Nous avons obtenu par le Théoréeme précédent des solutions des équations de Navier-
Stokes sous formulation intégrale :

p(t,x) = —® * div (f— (@- 6)@) (t,z).

Dans le résultat qui suit, nous allons voir dans quel sens ces fonctions vérifient les équations
de Navier-Stokes usuelles :

Théoréme 3.5.1 Soient @y : R® — R3 avec div(idy) = 0 et f : [0, +oo[xR3 — R3
deur champs de vecteurs de classe C> qui vérifient les hypothéses du Théoréme [3.4.1]
Si le couple (i, p) vérifie les estimations du Corollaire :

sup (14 |z|)|Dgu(t, z)| < +o0 et sup (1+ |z|)|Dyp(t, x)| < +oo,
z€R3,0<t<T z€R3,0<t<T
|a]<2 lal<2

et si (i, p) est une solution du probléme de Navier-Stokes intégral

i(t,x) = g * do(x) +/0 O = (f— (- 6)27) (s, z)ds (3.60)

p(t, ) = —® * div (f— (@- 6)@) (t, ),
alors (i, p) est une solution du probléme de Navier-Stokes différentiel

Ot = Al — (@- V)i —Vp+ f, div(@) =0,

4(0,x) = up, div(up) = 0.

Démonstration. Pour h > 0 on écrit :

Q(t+ h,x) — d(t, z) 1

i = 7 <9t+h * 1o () +

Oprhos = ( (i ﬁ)a’) (s,m)ds)

(o + [ o (F- @ D) (o).

0
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et en utilisant les propriétés de linéarité de la convolution et de l'intégrale, on a

— = _ t _ . .
h h 0 h
1 t+h . .
v O (= @ 9)d) (s, 2)ds,

rappelons que le tenseur d’Oseen est donné par ’expression

Oj’k(t, .I') = j’kgt(a:) + d x 8xj8$kgt(:c),

nous avons alors

<
g

u(t+ h,x) —ult,z - . P Opins — Op—s 7o
( })L (t,x) gt+hh gt*uo(x)+</0 t+h : ¢ ::(f—(u-

_’) (s,x)ds)
+ 2/tt+h(5j,k9t+hs)j,k - (f —(u- ﬁ)ﬁ) (s, 2)ds

1 t+h . .
+ h/t (P * Oy, 00y Bth—s)jk = (f — (u- V)ﬁ) (s,x)ds,

et nous réécrivons la derniere intégrale de ’expression précédente comme :

ﬂ:(t + h, .’E) - ﬁ(t7 iL') Ot+h — Ot » ’lj()(l') + (/t OtJrhfs — O g )
0

h h - : (f— (@- V)i (s,x)ds>

+ fll/tt+h(5j,k9t+h—s)j,k i (f— (u- 6)5) (s, z)ds
+ ;l/ttJrh v ((‘ID * Qtrh—s) * div (f— (4 - 6)17» (s, x)ds.

Ainsi si 'on fait tendre h — 0 ci-dessus, par convergence dominée et en remarquant qu’avec
Vexpression Ojr = k0t + @ * Oz, 0r, 0t les dérivées temporelles affectent uniquement la
fonction gaussienne, on obtient :

t
atﬁ(ta :1:) = atgt * ’Jo(.’L‘) + </ (5j,katgtfs + D * axjaxkatgtfs)j k i (f - (’L_[ : V)ﬁ) (Sa l‘)d8>
0 b

t+h . .
+}111£%E ) (0 kBt+h—s)jk i (f —(a- V)U) (s, x)ds
1 t+h . . N L oo
tlime [V ((cp*th_S) + div (f - (u-V)u)) (s, z)ds.

Rappelons maintenant que 1'on a 9;g; = Ags et on peut écrire

¢
Oii(t,r) = Agy*to(x) + </0 A (6j7kgt,s + P % Omjﬁxkgt,S)M : (f — (u- V)ﬂ’) (s,a:)ds)

t+h . ~
+;llli,r(l)ﬁ ) (0 kBt+h—s)jk (f —(a- V)“) (s,z)ds
t+h

ﬂlfi%% ¥ ((<1> ¥ Gran_s) * div (f— (@- 6)@)) (s, 2)ds,
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ce qui s’écrit également comme

t
oi(t,z) = A [gt * Uo(x) + (/0 (5j,kgt_5 + @ x &Uj(%kgt_s)j’k : (f— (- ﬁ)ﬁ’) (s,x)ds)]

t+h

! S e

+}1L1—)H10E t (0, kBt-+h—s)jk = (f — (a- V)u) (s,z)ds
L1 R e

+lims | V((@*gt+h,s)*dzv (f—(u.V)u))(s,x)ds.

En utilisant le Théoreme [2.5.5] de différentiation de Lebesgue dans les deux limites ci-dessus
on obtient

ou(t,z) = A { ¢k Uo(x / Ops: (f—(@- V)i )(s,x)ds] + go * (f— (ﬁﬁ)ﬁ) (t,z)
+V ((cp*go)*dw (f— (ﬁﬁ)ﬁ)) (t, z).

Etant donné que 'on a go = dg, ou la fonction dy est la fonction Delta de Dirac qui est
I’élément neutre de la convolution et puisque @ et p sont donnés par les formules (3.69),
I’équation ci-dessus se réécrit comme

—

Buii(t,z) = M(t,m)+(f—(aﬁ)a’) (t,z) — Vp(t, z),

ce qui termine la démonstration du théoreme a condition de montrer que l'on a bien la
propriété div(#) = 0. On applique alors l'opérateur divergence a l’expression de @ (on se
rappellera que chaque terme de l'intégrale est bien défini) pour obtenir :

div(@)(t,z) = div (gt*uo / Oy (F~ (- 9)i) (s,x)ds)

en remarquant que le tenseur d’Oseen est symétrique et en notant, pour f et ¢ deux fonctions
vectorielles, f: ¢ = f1 * g1 + fo* g2 + f3 * g3, nous avons

div (@) (t, ) :gt*div(ﬁo)(az)Jr/otdiv (Op_s) : (f (@-V)d )(s )ds,

ainsi, puisque par hypotheése on a div(iy) = 0 et que 'on a div(O;—s) = 0 (voir la formule
(13.31} page , on obtient sans probléeme que si i est donné par cette formule intégrale alors
div(d) = 0. [

3.6 Propriétés de décroissance spatiale des solutions classiques

L’objectif de cette section est d’étudier plus en détail le comportement de la vitesse (¢, -)
en variable d’espace et plus précisément on souhaite donner des estimations plus fines sur
la décroissance a 'infini de la fonction (¢,-). Ce point est particulierement important car
il nous amenera a nous confronter avec la structure interne des équations de Navier-Stokes
comme nous allons le voir dans les lignes qui suivent.
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Nous savons déja par le Théoreme|3.4.1|et son Corollaire que si ’on part de données
iy et f qui vérifient les propriétés

sup sup (14 [2)|D%o(z)| < +00 et sup sup (1+ |4 D2t 2)| < +oo,
|a|<2 z€R3 o] <2 2€R3,t>0

alors la vitesse (¢, z) solution des équations de Navier-Stokes possede un comportement du
type
sup  sup (14 |z|)|Dgu(t, z)| < +oo, (3.70)
|a|<2 z€R3,0<t<T
ce qui nous donne quelques informations de la décroissance a 'infini (en variable d’espace)
de @. Voyons tout d’abord comment améliorer un peu ce résultat :

Proposition 3.6.1 Soient iy : R? — R? et f: [0, +00[xR3 — R3 deux champs de
vecteurs de classe C? qui vérifient

sup sup (1+ |z|)?| D% (x)| < +oo et sup  sup (14 |z))4D2f(t, z)| < +oo,
|a|<2 z€R3 || <2 zeR3,t>0

alors la vitesse U qui est la solution associée a ces données pour les équations de Navier-
Stokes vérifie lestimation :

sup  sup (14 [z])*[Dgi(t, x)| < +oo.
|a|<1 z€R3,0<t<T

Preuve. Considérons tout d’abord le cas ou |a] = 0. On remarque alors que ces hypotheses

de travail nous permettent d’invoquer le Théoréme page [60] : nous avons donc des so-

lutions @ qui vérifient l'estimation sup |u(t,z)| < (L et qui en plus s’écrivent sous la

0<t<T 1z
¢
formulation @(t,x) = g; * Up(z) —I—/ Op_s (f —div(d ® ﬁ)ﬁ) (s,z)ds. Nous devons alors
0

estimer chacun des trois termes de droite de I'inégalité ci-dessous :

—

t t
|1I(t,a:)\<]gt*ﬁo(x)|+'/0 Ors st (s, 2)ds| + /O Or_s + div(@ @ @)(s,z)ds| . (3.71)

Pour le premier terme, en utilisant ’hypothése sur iy et en suivant les calculs réalisés entre
les expressions (3.57) et (3.58)) on obtient sans probleme ’estimation

R C
sup |g¢ * dp(z)] <

[ — 3.72
e, T+ )2 (3.72)

Pour le deuxieme terme de (3.71)) qui fait intervenir la force extérieure on écrit

t . t .
/O Or_s = fls.x)ds| < C /O /R 1Ol — ) (s, )ldyds.

et par les propriétés du tenseur d’Oseen données le Corollaire [3.3.4] page ainsi que par
I’hypothese sur la force extérieure nous avons :

[ [ 0ma=lfslas < ¢ s {0+ D))

0<t<T,ycR3

X sup

t 1 1
dsdy.
0<t§T/]R3/O (VEt—s+|z—y])? (1 +[y])?
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Maintenant, pour un 0 < € < 1 fixé, par les inégalités de Young on a les majorations

(t]2*72) < Cc (195 + (|Jal~2)7% ) < C(VE+ Ja])?,

(\/QEM*?JDS < Ce (t_ls)e |z—y1|3*25’ et donc il vient

ce qui nous permet d’écrire

¢ - to1 1 1
O _s(x — s,y)|dyds < C. su // dsd
|} [ 1ot piay oS8 Jos Jo =) e —yP 2 (L i B
1

1
CTl_E/ dy,
‘ g3 [ — 372 (1 + [y[)?

et avec le Lemme page il vient finalement (le temps 7' étant borné)

IN

t o CT176 C
sup O;_s:: f(s,x)ds| < < < . 3.73
2, |, Oce s flos o) < L m < )
Pour le troisieme terme de (3.71)) on écrit
t 3.t
/ot_s :: div(d @ @) (s, 7)ds gCZ// 180, Ors(@ — 1)]]7 ® (5, y)|dyds.
0 — Jo Jrs
7=1
Comme on a sup |u(t,z)| < ﬁ alors on obtient sup |4 ® u| < W et par les

0<t<T 0<t<T
estimations concernant le tenseur d’Oseen données dans le Corollaire [3.3.4] page [63] nous
avons :

t t 1 1
0p,; Op—s(x — t)|[U @ (s, y dydsSC’/ / dsdy. 3.74
//| s — 1)||T® A5, )| [ | o=ty (3.74)

De plus, par les inégalités de Young on a

8

(t5101%) < € (@) + (o1$)?) < C(VE+ o),
ce qui nous donne 'estimation

1 1 1

<C , (3.75)
(Vt—s+ |z —y[)* (t—s)gla:—y]%
et nous pouvons écrire
t 1 1 1 1 1
dsdy < CTs3 / dy.
/R/o (V=5 + [z — gl (L+ )2 e o gls L+ W1
On peut appliquer le premier point du Lemme [3.1.9] page [52] pour obtenir
t o 1 1
O = div(U @ U)(s,z)ds| < CT3 ——. (3.76)
0 (1+[2])5

1 1 . .
Tl < e F alors avec les estimations (3.72))-(3.73

et (3.76)), en revenant a 'estimation (3.71]), nous avons démontré que 1'on a

En observant que I’on a le controle 0

1
sup |ii(t,)] < C

—5 (3.77)
0<t<T (1+|x])s
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ce qui est une amélioration de I’estimation de base 1’ car 1 < %

Pour obtenir la décroissance annoncée il suffit de réappliquer les arguments précédents :

en effet, a partir de (3.77)) on obtient sans probleme sup |4 ® (¢, z)| < (I% et donc la

0<t<T 1+|z[)3

majoration (|3.74]) devient

IN

t
/0 /R 100,00l — 1)@ (5, ) dyds dsdy

t 1 1
C/Ra/o (VE—s+lz =yl (14 |y ¥

1 1
< CTé/ 5 7 dy
RS |z —y|s (1+[y|)s

1 1
< OT9——— < OTh ———,
(1+]z|)s (1 + [=])
ot nous avons utilisé I'estimation (3.75)) et le troisieme point du Lemme page 52| Ainsi,
avec cette majoration, tous les termes de ([3.71)) ont une décroissance de 1’ordre de (14 |z|)~2.

Etudions maintenant le cas ou |a| = 1. Nous devons estimer alors :

—

t t
| DSt x)| < g * Dotp(x)| + ‘/ O—s :: DS f(s,x)ds| + / DE(Oy—g = (@ - V)u)(s,x)ds| .
0 0

Avec les hypotheses disponibles, les deux premiers termes ci-dessus se traitent de la méme

maniere que précédemment et en suivant les calculs utilisés pour obtenir les estimations ([3.72)

et (3.73) on obtient sans probleme :
C

sup |gr * Do (z)| € ———— et sup
O<t§T| wifo()| (14 |z])? 0<t<T

C

=0t a)E

t
/ Oy_s :: DX f(s, x)ds
0

On remarque maintenant que l'on a sup |u(t,z)| < ﬁ (par les lignes précédentes) et

0<t<T
que I'on dispose de la majoration sup |0, u(t,z)| < ﬁ pour 1 < j < 3 (par le Corollaire
0<t<T
3.4.2] page , ce qui nous permet d’écrire
- C C
sup |(i- D), o) < < ,
0<t<T (L4 |z)* = (1 +[z))?

et avec cette estimation, on obtient (car |a| =1) :

IN

t V)i t o x — @ -V)a)(s,z s
| 2o @ Daeaas) < [ D@ =i ) s.a)ldyd

t 1 1
< C// dsdy,
g3 Jo (WVt—s+ |z —y))* (1+y))?

et donc, en suivant les arguments exposés entre les formules (3.74)) et (3.77) et avec les deux
estimations précédentes, nous avons
1

sup |D2a(t,z)| < C——
0<t<T (1+|z))3

)
ce qui constitue une premiere amélioration pour la quantité DS4. Afin d’obtenir I’estimation
recherchée, il suffira de réinjecter cette estimation pour obtenir le controle

LS C
sup |[(@-V)u(t,z)| < —,
0<t<T (1+|x|)s
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(oulon a utilisé sup |u(t,z)| < C(1+\ iz et sup |0y, 10(t, 2)| < C—2L—). Ainsi, en suivant
0<t<T (1+2))3

les mémes idées exposées ci-dessus il est alors possable d’obtenir sans probleme le controle
recherché

1
sup |Dgu(t, x)| < 07,
0<t§T| it, )| (1 + |z[)?

ce qui termine la démontration de cette proposition. |

On remarquera que 1’on procede ici par étapes pour obtenir une meilleure décroissance :
on obtient tout d’abord un gain de décroissance sur 4 qui convenablement réinjecté permet,
en itérant les arguments, d’obtenir le résultat souhaité. On pourrait donc croire que si 'on
renforce les hypotheses sur la donnée initiale iy et sur la force extérieure f (en imposant plus
de décroissance), alors il sera possible d’améliorer la décroissance de la fonction .

Ce programme est envisageable, mais uniquement jusqu’a un certain point. En effet, si
la force extérieure est quelconque (sans aucune structure particuliere), alors on sera vite
confronté & l'estimation qui nous fournira une décroissance de l'ordre de |z|~(3—2¢)
et nous verrons dans la Remarque ci-dessous que 'on peut en fait obtenir dans ce cas
général une décroissance de I'ordre de |z|~3. Toutefois, si I'on considere une force extérieure
nulle (pour faire abstraction du probléme ci-dessus, ce qui apres tout est possible car il s’agit
d’une donnée que I’on peut choisir a notre guise), ce programme se heurtera a un seuil structu-
rel en dessous duquel il ne sera pas possible de descendre. On démontrera alors que pour une
solution de Navier-Stokes “générique” on ne pourra pas obtenir une meilleure décroissance a
Iinfini que |z|~*. Cette particularité des équations de Navier-Stokes est le reflet des propriétés
du tenseur d’Oseen et pour mettre en lumiere ce point nous commencerons par vérifier que
lon peut effectivement obtenir une vitesse (¢, ) avec un comportement a 'infini de I'ordre
|z|=%. On verra ensuite que cette décroissance ne peut étre améliorée & moins de vérifier
certaines conditions tres précises.

Comme il a été indiqué dans les lignes précédentes, la décroissance de I'ordre |2|~* ne peut
pas étre atteignable pour une force extérieure f quelconque, mais si celle-ci s’écrit comme la
divergence d’un tenseur alors nous pourrons obtenir ce comportement & 'infini. Ainsi, dans
ce qui suit on supposera que la force f peut s’écrire comme

f = div(F),

ou F = (fi;)i<ij<3 est un tenseur. Cette expression nous permettra de traiter de maniere
similaire le terme provenant de la force extérieure et le terme non linéaire (i - ﬁ)ﬁ qui s’écrit
lui aussi comme div(d®@). Avec cette écriture pour la force extérieure nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 3.6.2 Soient iy : R — R? et f = div(F) : [0, +oo[xR3 — R?® deus
champs de vecteurs de classe C* qui vérifient

sup sup (1+]|z))D%(z)| < +o0 et sup  sup (14 |z|)YDOF(t, x)| < +oo,
|a|<2 z€R3 |a|<2 z€R3,t>0

alors la vitesse U qui est la solution associée a ces données pour les équations de Navier-
Stokes vérifie l'estimation :

sup (14 \x|)4|ﬁ(t,x)] < 4o00.
2€R3,0<t<T
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Démonstration. On notera que les hypotheses ci-dessus sont plus fortes que celle du Théoreme
3.4.1] page et donc nous pouvons représenter la vitesse 4 par ’expression

u(t, ) = g¢ * Up(x /(’)ts.dw( —U®u)(s,x)ds,
et on écrit alors

3 t
it < laws o)+ 3 [ [ 10000l )] (B + 79 ) s (379

Nous allons maintenant estimer ces deux termes ci-dessus.

e Pour la donnée initiale uy on a les inégalités

o do(x)] < / l00(z — )[do(w)Idy < sup {(1 + [y} lio(w) } /
R3 y€eR3 1+!y|
at(y)
< C/ —dy, 3.79
g (L [z — )] (3.79)
et on remarque que l'on a
Gt(y) ' 1
8 el ———— | < oo,
L 0+ o gy | < Moo |G|

ce qui nous indique que cette intégrale est bornée en ¢ et en x. Ensuite, toujours pour
|z| > 1 on écrit

9:(y) / g9:(y) / 9:(y)
S 17— - L1 — SO R—
/]R3 (1 + [z —y[)? (yl<tlaly A+ 1z —y)? al<pyly X+ 1z —y))?

Ainsi, pour la premitre intégrale ci-dessus, sur I'ensemble {|y| < 1|z|} on a l’estimation
|z < |z — yl, ce qui implique i 7 et donc

1
eyt = (Ha)

0:(y) c /
S A2 TR e — ot(y)dy
/{|y§;|x} (14 |z —y))* (L + [zD* Jyi<ien ')
C

C
< (1—|—|:L‘])4/Rs Gt(y)dy < W

On considere maintenant la deuxieme intégrale ci-dessus et on écrit

/ ey, / ey

{Slal<tyy (1 + [z =y))?* {lal<ly}n{le—y|>lal/2} (1 + ]2 —y])*
9t(y)

+/ AL

{Llel<ly}n{le—yl<lal/2y (1 + 12 —y[)?

et par les mémes arguments utilisés précédemment on a

C
/ Et(y) 4dy < -
(L lel<yn{lz—y[>|z/2y (L + |z —yl) (1+[z])

Maintenant, par la majoration g:(y) < Ct%]y\*‘l (voir la formule 1) page on
écrit

1
at(y) t2 1
dy < C T

/{;|w<|y|}m{|w—y§|z/2} (L4 |z —yh)?* {Slal<ly}n{lz—sl<lal/2} [Y[* (L+ ]z —y])
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mais comme sur ensemble {3|z| < |y[} N {|z —y| < |z|/2} on a bien les inégalités
2|z < |yl < 2|z|, on a donc les controles ﬁ < ﬁ et il vient alors (comme 0 <t < T):

CT? / 1 CT?
ar> )< _
21t L ei<lynlz—yl<la2y (1 + |2 —y])? jz[*

Pour finir, étant donné que toute l'intégrale (3.79) est bornée, on obtient bien que
1
cette quantité se majore par la fonction (ﬁ%, nous avons donc

|9t * do(z)] < ( c1> (3.80)

L+ [zt

On consideére maintenant les termes de la formule (3.78)) qui font intervenir les quantités
F et @ ® 4. On sait d’une part, que par hypothese sur la force extérieure on a

C

]F(t,x)| < m-

D’autre part, compte tenu du cadre de travail considéré (qui utilise des hypothese
fortes de décroissance), alors par la Proposition nous avons les estimations

sup (1 + [a])2[i(t, z)| < +oc.
z€R3,0<t<T

ce qui nous permet d’écrire le contrble suivant

_C

(14 [z

Finalement, par le Corollaire [3.3.4] page on a l'estimation
C

(VE—s+ |z -yt

Ainsi, avec toutes ces informations nous pouvons écrire

@ @ d(t,z)] <

‘axiot—s(x - y)’ S

t t 1 1
0z, O—s(x — F| + |u ® (s, ddsSC// dyds
| L1001+ e e pyavas < © [

Montrons tout d’abord que lorsque |z| < 1 alors la double intégrale ci-dessus est finie
pour tout 0 <t < T. En effet on a

dyds dyds

/t/ 1 1 _/t/ 1 1
0 Jrs (Vt—s+lz—y))* (1+[y))* o Jrs (VE—s+ [yt (U4 [z —y))?

. 1 P . oy .
et puisque (R < 1, on écrit avec le changement de variable v = Nk

/t/ ! 1 dyds < /t/ Y g

yas = yas
0 Jrs (VE—s+ [yt A +]z—y)* 0 Jrs (VE—s+y|)*
duds < Ctz

: /ox/tlf/R @ +1ru|>4

< Cr?,

ce qui montre bien que cette double intégrale est bornée.

Etudions a présent le cas || > 1, on écrit alors
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t 1 1 t 1 1
dyds = / /
/0 /]R3 (Vt—s+[y)* (1 + ]z —y])* 0 J{ijel<le—yly WVE—=5+y)* (14 |z —y|)*

dyds

+ /t/ ! ! dyds
0 J{a—yl<ijely WE—s+y)* (L+ [z —y)* ™

N s . -1 . 1 C [
- = — <
Pour la premiere intégrale ci-dessus, si 3|z| < |2 —y/, on a bien TFe=gDf < TFa)e il vient

alors :

/t/ 1 1 C /t/ 1 dnd
0 J(glei<la—yly (VE=s+ [yt (1 + [z —y])t A+ lzD* Jo Jigjai<io—yy (VE= s+ ly)*

C ¢ 1
= <1+|x>4/0 / (Vi—s + o)

et par le changement de variable u = \/% on obtient

dyds,

_ C /f 1 d/ 1L CT3
S u .
T (2Dt o VE—s  Jre L+ Jul)t T (142

. . 1 1 .. .
Nous remarquolns mamtenanc‘g que si |z —y| < 5|z|, alors on a 3|z| < |y[, ce qui implique
I'inégalité < et nous avons :

BAME Vims+ly)™ = (Vi=s+lal)®”

t 1 1 . c
// 4 7dyds < / 4
0 Hlo—yl<iley (VE—s+[y)* (1 + |z —yl) o (VE—s+|z|)

1
X . dyds,
/{|x—y<;|x|} (1+ [z —y[)?

et en élargissant le domaine d’intégration en variable d’espace, on a

g C 1 t C [
= /0 =5+ [2])] /R <1+\m—yr>4dydsg/o <F—s+|x>4ds‘/o ot Dt
C [TE 1
< |552/0 mdu, (3.81)

ol nous avons utilisé le changement de variable u = ﬁ dans ’avant-derniere intégrale
ci-dessus. Il vient alors

c /w 1. C /ﬁ L C ( t )
—_— ——alu —_— U = —z arctan | ——= .
22 Jo (A+vu)?t Tz )y 1+u? |22 |z[?

Donc, étant donné que l'on souhaite étudier le comportement lorsque |z| est grand
(rappelons que 0 < t < T < +00), peut écrire en utilisant un développement limité

lorsque % <1:
t t T
t — | < (C— < (C—.
aretan <|xr2) = T T TP

Ainsi, avec cette estimation, nous pouvons retourner a U'intégrale (3.81]) et I'on obtient
alors (lorsque |z| > 1)

/t/ ! ! dyds < g
0 J{a—yl<ilzly (VE—s+|y)* (L+ |z —y[)* e

Nous avons donc démontré la majoration
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t t 1 1
0s, Ot—s(x — F|+ |[u®u|(s,y)) dyds < C’// dyds
| [ 19m00sta = 1 (81 + 7 0.0 s

1 1
CmaX{TQ,T}W.

IN

Si nous revenons a l'estimation (3.78)) et nous utilisons la majoration (3.80f) pour le terme qui
fait intervenir la donnée initiale i et la majoration ci-dessus qui contient la force extérieure
et le terme non linéaire, alors nous avons obtenu l’estimation suivante pour 0 <t < 7T :

1

- 1
|7,L('lt7 x)‘ S CmaX{T2 5 T}m,

ce qui termine la démonstration du théoreme. |

Remarque 3.8 On notera que l’écriture f = div(F) permet de considérer les quantités
|02, 0 k(t, )|, qui par le Corollaire page @, ont une meilleure décroissance que les
termes |0} ,(t, x)].

Insistons sur le fait que, étant donné que la donnée initiale iy et que la force extérieure
(via le tenseur ) sont des fonctions pour lesquelles on dispose de toute liberté, elles peuvent
étre choisies a décroissance rapide ou méme a support compact (et en ce qui concerne la force
extérieure on pourrait méme ne pas la prendre en compte du tout en posant tout simplement
f = 0). On remarque alors que ce résultat de décroissance de la vitesse (t,-) provient d’un
bon controle de l'intégrale suivante

[,10:01@ =l @ (sl

Or, par le Corollaire|3.3.4] page[63] on a uniquement I'estimation |0, Or—s(x—y)| < m

ainsi, si 'on suppose que 1’on est capable d’obtenir une inégalité du type

C

i@t ) < ——

pour un certain 5 > 3, alors (en faisant abstraction -a des fins pédagogiques- de la variable
de temps dans l'estimation concernant le tenseur d’Oseen) on sera vite limité dans nos ma-
jorations par le dernier point du Lemme [3.1.9] page

On pourrait toutefois penser que des estimations plus fines pourraient donner une meilleure
décroissance pour une vitesse générique i, solution des équations de Navier-Stokes, mais nous
allons voir qu’il n’en est rien. En effet, nous allons maintenant montrer cette décroissance
d’ordre \x|f4 est en réalité un seuil en dessous duquel on ne pourra pas descendre, a moins
de vérifier certaines propriétés trés particulieres, et pour vérifier cette assertion, nous aurons
besoin du résultat suivant :
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Théoréeme 3.6.3 Soient iy : R® — R3 et f [0, +00[xR3 — R3 deur champs de
vecteurs de classe C? tels que lon ait les propriétés :

1) Pour la donnée initiale : div(tdp) =0 et

sup sup (1 + |z[)°[ Do ()] < +oc.
|a|<2 z€R3

2) Pour la force extérieure, pour |a| < 2, D%f est une fonction continue sur
[0, +00[xR3 et vérifie

sup  sup (14 |z))9|D2f(t, 2)| < +oc.
|| <2 z€R3,t>0

Si on considére la solution classique (i,p) des équations de Navier-Stokes associée a
cette donnée initiale Uy et a cette force extérieure f, alors, pour tout temps 0 <t < T,
la vitesse U(t,-) posséde le développement asymptotique suivant lorsque |z| — 400 :

3 3
i(t,x) = AV, () — Y Brm(t)Vs, 00, ®(x) + of |27,

k=1 k,m=1

ou ® est le noyau de Green et les fonctions A(t) et By n,(t) sont définies par les
formules :

t t
A (t) :/0 - fr(s,x)dzds et Bjym(t) :/0 /R3 uk(S, T)um (S, ) + Tk fm (s, )dzds.

Démonstration. Sous les hypotheses de ce théoreme, on peut appliquer le Théoreme
page pour obtenir que la vitesse @ s’écrit de la maniere suivante :

—

u(t, ) = g¢ x Up(x) + /Ot Op_s (f —(u- 6)12’) (s, z)ds,

Nous allons estimer séparément le terme relié a la donnée initiale et le terme qui comporte
la force extérieure ainsi que la partie non linéaire.

Ainsi, en suivant les mémes calculs exposés dans (3.79) et (3.80]), on obtient sans probleme
a partir de I’hypothese sur la donnée initiale i, I’estimation

C
. - _ -
|gt * U0($)| = (1 + |.%'D5’

ce qui nous donne bien un comportement du type o(|z|~*) pour ce terme lorsque |z| — +oc.
Passons maintenant & ’étude du terme qui contient les quantités f — (- 6)6 et on com-

mence par étudier les informations disponibles pour la vitesse : sous les hypothéses considérées
ici, nous pouvons appliquer la Proposition [3.6.1} donné page[81] et nous avons les estimations :

j@t, )] < C(L+[z))™2 et |Ona(t,2)] <CA+[z))7?, 1<j<3.

de plus, nous pouvons aussi appliquer le Théorémem page (car les hypotheses considérées
ci-dessus sont plus fortes), et il vient

[t 2)| < C(1+ [a) 7",
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on déduit sans probleme que l’on a alors
(@ - V)i(t,z)| < C(1+|z|)~C. (3.82)
Par les hypotheses sur la force extérieure on a également le controle
|ft.2)| < C(L+J2])~°. (3.83)

Ces deux estimations seront la base des calculs utilisés par la suite, maintenant donnons une
majoration fondamentale pour le tenseur d’Oseen : en utilisant le Corollaire [3.3.4] page
nous avons l'inégalité

C
(VE—s+lz—y))*’

et pour 0 < € < 1, par les inégalités de Young on a les majorations

Ot —s,2 —y)| <

: 3
(t]2*72) < Cc (193 + (|2 ~2)7% ) < C(VE+ [2])?,
ce qui nous permet d’écrire

1 1
t—sx—y)|<C .
|O(t — s,z —y)| < C, RO

(3.84)

Avec ce controle que nous venons d’obtenir (qui permet de séparer les variables de temps et
d’espace), nous allons a présent estimer plus précisément le terme

—

¢
| [ omse=w- (7~ @ ¥)a) (s.v)duds. (3.85)
0 JR
On décompose alors I'espace R? de la maniere suivante
R? = Dy U Dy U Ds,

ou les ensembles Dy, Dy et D3 sont donnés par les expressions

Dy = {yeR¥:yl>iz}n{yeR?: jz—y| <|z|}
Dy = {yeR:|yl>1z}n{yeR®: [z —y| > |z|}
Dy = {yeR%:|yl < iz[}.

Ainsi, nous avons bien

t
/ Op_s(z —y) - <f — (@ V)ﬁ) (s,y)dyds = Iy + I + I,
0 JR3

ol pour 1 </ < 3 on a posé

et nous allons estimer chacun des termes Iy.



3.6. Propriétés de décroissance spatiale des solutions classiques 91

e Pour I; on a les estimations suivantes

t
o [ Ol = )| (7 (- 9)i) (5,9)ldyds
0 JH{lylzglz}n{le—y|<|=[}

< c/t/ ! ! L yd
< —- yds,
0 J{lyi> 4z {la—yl<lly (E =)l =y~ (1+[y[)°

ol nous avons utilisé 'estimation (3.84]) pour le tenseur d’Oseen et les majorations

3.82)-(3.83) pour le terme | <f— (U - ﬁ)ﬁ) |. Ainsi, en intégrant par rapport a la

variable de temps on a :

= 1 1
A< oo | . dy
(1= e flo—yl<lol} 12— 1772 (1 +[y])°

1 1

< o / ot L
(1> 2 e fle—yi<ien 12— Y72 Jyl°

De plus, en utilisant le support d’intégration, on a |y| > $|z| et donc

, Ctl— 1 Ctl— 1
L] < / —5:dy < / Ty
2% Jyi=Lalingla—yl<lely 1€ — 91772 2% Jo—yl<lop 12— yPP~2
Ctl_e/ 1 ctl—«
= dz < . (3.86)
128 Jqzi<iepy 121272 |2[6-2¢

e De facon totalement symétrique on a pour I

t
B [ 0 — o)l (F~ (@ 9)a) (5,9)ldyds
0 Hyl=z3l=zl}n{lz—y|>[x[}

< C/t/ 1 1 L
> Y yds
0o Jyi=Liennfie—yi>lely (8= )¢ |z —yP72 (1 +Jy[)°
1 1

ol / ot
(1> L enflz—yl> el 17— y>72¢ [yl

<

et en prenant en compte le support d’intégration on a |x —y| > |z| ce qui nous permet
d’écrire ‘x_y1|3,26 < |$|31,26, il vient alors

o]

IN

Ctl—ﬁ/ 1 Ctl— 1
cu L
2372 Jiy12 S a0 (lo—yi> 1o} 191° 2372 Jy1> L aly [0l°

Ctl—e

",1:|67—267 (3-87)

étant donné qu’on peut fixer 0 < € < % on a bien 6 — 2¢ > 4, et avec les estima-

tions (3.86)) et (3.87]) on obtient bien (lorsque |z| est suffisamment grand) la propriété
suivante
11| + 12| = ofjz| ™).

e Pour I3, nous devons étudier

— t — —
i=[f ety 8= (7= @ 9)8) v,
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Afin de faciliter ’exposition nous considérons les composantes de ce vecteur et 'on
écrit alors pour 1 < j <3:

I, = Z / / —sx— )i (F— (@ 9)i) (s,9)dyds
|y|<2|z\} K
== 2131-71@7
k=1

t
ot on a noté I3, = / / ) Ojr(t—s,x—y) <f— (- V)ﬁ) (s,y)dyds. On
0 Hlyl<glzl} K

décompose maintenant chacun de ces termes de la maniere suivante
t — —
by o= [ [ (Ol s ) - 000,80 ~ ) (F- (@ 9)7) (5. 0)dyds
0 J{lyl<3l=l} k

t
- // ) (axjax@(x y) — 0,00, () Za Dy, O, ()Y >
0 J{yl<zlel}

X (f— (1 - ﬁ)ﬁ) (s,y)dyds

= I +Io + 13+ 14

* Le premier terme II; donné ci-dessus se controle de la maniere suivante : on écrit
t — —
i< [ ] 1Ot —) = 000000 = || (£~ @ 90), (o)l
{lyl<gl=l} k

mais comme on s’intéresse au comportement de ces quantités lorsque |z| est tres

grand (|z| — +00), par le Corollaire page [64] on a

t too
Oy Oy —_ Ta(, ,
O\ ar32le =yl Sy ©

lz—y|

’Oj;k(t — 5T - y) - anaajk¢(m - y)’ < |gt(w_y)|+2

alors, en utilisant la décroissance exponentielle de la fonction gaussienne (et en
remarquant que sur l'ensemble {|y| < 3|z|} on ales inégalités 3|z| < |[z—y| < 3|z|),
peut écrire

C(t—s)s

|0kt — 8,2 — ) — 02,05, (z — y)] T

et il vient (avec les estimations ([3.82)-(3.83)))

5
_ 1 _s)3

L < C// (t 3>8 dyds<C// (t S)deds
{lyl<31al} \fﬂ—y\ (1 + [y])® {lyl<3Ial} !x—y\

< Ct?/ —gdy,
{yl<3jepy |2 =yl

IN
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et puisque sur I'ensemble {|y| < 3|z|} on a I'inégalité $|z| < |z — y|, on obtient

7
WCZ/ ay =
2% Joyi<g1eny 2]

et dong, si |z| — 400 et pour 0 < t < T, on obtient le comportement suivant
—4
| = o(|z[™7).

% Pour le deuxieme terme Iy, on a

t
L < // 100,00, 02— y) — 0,0, 0(a V43 00,0000, D@
{lyl<5l=|}

m=1

x| (£~ @ ¥)a) (s.9)ldyds

t
1
< Op; 0, ®(x — Oz ; 0z, ®(z) + 02,02, Og,, ® ————dyds
/o/{|y|<§|m} WPl = * mzl * (& )uim (14 [y|)s
1
< By, 00, ®(x — ) — 0, 00y ®(2) + > O, D O, B(&) | ————d
/{|y<§|a:} (O = y) - * Z (wm| Gy

ou l'on a utilisé les estimations (3.82))- (3.83) et on a intégré par rapport a la
variable de temps. On remarque maintenant que 'on a, par un développement
limité a ’ordre deux, I’estimation

O, 0, ® (2 — ) — By, 0y, B () +Zaaa<b) < |D%0y,0,,®(2)||y|?

Clyl?

x>

ce qui nous permet alors d’écrire :

w? 1 Ct ly[? Ct
I SC’t/ e dy < — ———dy = ,
(yl<ifey 12> (1 +[y))° 2[° Jrs (14 |y])® |z [°

de sorte que lorsque |z| est grand on a bien
2| = o|| ™).

x Le troisieme terme I3 se majore de la fagon suivante : en utilisant les estimations

(13.82)-(3.83)) ainsi que les propriétés (3.12) données page |50/ du noyau de Green,

nous avons

3] < //
{lyl>3lel}
1
C// ( ‘y’) . dyds
(>3 Nz [t ) (14 [y])°

O, 0, @ (x +Z@@@ﬂm

IN

et on a bien lorsque |z| est grand :

[Is] = o(|z| ™).
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% Le dernier terme I; ne peut pas étre négligé par rapport & |z|~% car nous devons
étudier I’expression

]14—/ /RS (ax]axk@ Za 0y, 0, B(2)y )(f—(ﬁﬁ)a)k(s,y)dyds,

et par les propriétés du noyau de Green ® (voir les formules (3.12)), page , ce
terme générique fait intervenir les quantités 9;;0,, ®(x) qui se comportent comme
[~

Remarque 3.9 On notera qu’avec cette décomposition on peut obtenir une décroissance
de lordre de |x|~3 pour une force générique qui ne s’écrit pas sous forme divergence.

Nous avons donc, en regroupant tous ces controles :

3

3
Zf3j,k = ZH1+H2+H3+H4
k=1
zz//Rg<a%axkq> Zaaa L®(2)y )

< (£ (@- Vi), (s,y)dyds +offe| ),

et cette expression se réécrit comme

ISJZkZB:lISj,k Zaxjaxk@ //R3 JF ﬁ)k(s,y)dyds
30t >/;/}R$ym(f—(a-m)k(s,y)dyds,

k=1m=1

ce qui s’écrit encore, sous forme vectorielle, de la maniere suivante :

I_E’):kilfsj,k = iﬁaxk(b(x)/ot/]m (f*_ (’J'ﬁ)ﬁ)k(&y)dyds
3 3
=2 V0., 00 //Rym — (- V)i) (s.)dyds.

k=1m=1

Avec toutes ces estimations, si nous revenons a 'expression (3.85)), nous avons obtenu la
décomposition

[ [0t @ pats.vas = Z / O — ) - (£~ (@ 9)) (s.y)dyds

= 11—1-12—1—[3
3 3 3
= > VO, (@) Ak(t) = > > Ve, 01, () Brm(t),
k=1 k=1m=1
ou 'on a noté
— t > d
0= [ [ (7~ @) s, Benr= [ [ v (£ @ 93), (s0)duds
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Afin d’obtenir le résultat énoncé dans le Théoreme [3.6.3] il est nécessaire de faire deux re-
marques supplémentaires. On note tout d’abord que lon a ((@- V) @) = 10y, g + 20yt +
Uz0gyuk, de plus on a |ug(t,y)| < 1+| e et |0, ur(t, y)| < (1+?y|)2 pour 1 < j < 3 (le produit
u;0;uy est alors intégrable et ces fonctions tendent vers zéro a I'infini) de sorte que I'on peut
écrire par une intégration par parties :

[ @ D@ty = [ w10 unlt,) + uadusunlty) + usdeyunlt, )y
R R
= [ ) Onyus + Duyua + Duyus) 1)y =0,
R

puisque div(@) = Oy, u1 + Oyyuo + Oz usz = 0, et ainsi le terme Ay (t) devient

-/ [ R,

ce qui correspond bien au terme A (t) défini dans I’énoncé du Théoréme m

Maintenant, par les mémes arguments, on obtient

/3 Ym (U10p, ug + 20, Uk, + ugOpyu) dy = — /3 Oy (Ymur ) ug, + Oy (Ymu2)ug,
R R
+8x3 (ymu?:)ukdy
== _6k,m / Uk (ta y)um (t7 y)dy7
R3

ce nous permet d’écrire le terme By, (t) comme

Bim(t / / Y Fi(5,4) + i (t )i (5, y)dyds,

de sorte que I'on a bien By (t) = By (t) comme annoncé dans le Théoreme [3.6.3]

Finalement, avec les estimations sur la donnée initiale g; * @y(x), on a :

u(t,x) = g¢*xto(z /Ot S:: f (ﬁﬁ)ﬁ) (s,x)ds

= ZA (t)V 0y, 0(x) Z Bion (1) VO, 0n, ® (@) + of 2| ),
k=1 k,m=1
ce qui termine la démonstration de ce théoreme. |

Cette décomposition générique des solutions des équations de Navier-Stokes va nous don-
ner des conditions nécessaires pour obtenir une meilleure décroissance que |z|~* et nous avons
alors le résultat ci-dessous :

Corollaire 3.6.4 Soient iy et f des données réguliéres avec div(iiy) = 0 et soit (ii,p) une
solution classique des équations de Navier-Stokes sur I’ensemble [0, T[<R3. Si on suppose que
l'on a

sup (14 [2])°|do(z)| < +00 et sup (1 + [2])°|£(t, )| < +oo,
z€R3 t>0,0€R3
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alors pour un 0 < t < T fixé, une condition nécessaire pour obtenir la décroissance a l’infini
de la vitesse U du type
lim |z[*|d(t, )| =0,
|x| =400

est que la vitesse U et la force extérieure f doivent satisfaire les contraintes suivantes :

t t
/ fk(S,.T)dl’dS = 07 / / ymfk(say) +Uk(t7y)um(5ay)dyd3 = 07
0 JR3 0o JR3

pour 1 < k.m <3 etk#*m.

Bien évidemment, si ces conditions ne sont pas vérifiées, alors on ne peut espérer obtenir une
meilleure décroissance a ’infini.

On remarque finalement que les fonctions f et « étant continues par rapport a la variable
de temps, on peut alors énoncer le résultat suivant :

Corollaire 3.6.5 Soient @y et f des données régulicres avec div(iig) = 0 et soit (ii,p) une
solution classique des équations de Navier-Stokes sur I’ensemble [0, T[<R3. Si on suppose que
l’on a

sup (1 + |z])3|ido(x)| < 400 et sup (1 + |2])°|f(t,2)| < 400,
z€ER3 t>0,z€R3

et si l’on a les conditions suivantes pour la donnée initiale iy et pour la force extérieure f

/ fe(0,2)dz £ 0, / Y S0, ) + w0 1 (5 a0 o (y)dy # 0,
R3 R3

pour 1 < k,m < 3 et k # m, alors il existe un temps tg > 0 tel que l'on ait pour tout
O<t<ty:

lim inf |z|*|d(t, )| > 0.
|| —+o00

Remarque 3.10 Le corollaire ci-dessus nous indique qu’en toute généralité, il y a une dis-
persion instantanée du support des solutions des équations de Navier-Stokes, et méme si l'on
part d’une force extérieure nulle et d’une donnée initiale iy réguliere a support compact (nulle
a linfini) qui ne vérifie pas les conditions ci-dessus, alors on ne peut pas s’attendre a une
meilleure décroissance & l'infini que ||~

Dans le résultat qui suit nous énoncons quelques conséquences importantes de ces résultats
qu’il convient expliciter

Corollaire 3.6.6
1) Si la force extérieure f est non nulle, a décroissance rapide ou méme a support com-

pact, mais ne s’écrit pas sous forme divergence (f = div(F)) ou ne vérifie pas les
conditions des Corollaires et[3.623, alors il existe un temps to > 0 tel que pour
tout 0 <t <ty ona

lim inf |z||@(t, )| > 0,

|z|—+o0
et on ne peut s’attendre a une meilleure décroissance que |x|=3. Une conséquence de
ce fait est que, dans ce cadre, la vitesse i n’est pas intégrable en variable d’espace :

i(t,-) ¢ LY(R3).
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2) Si la force extérieure f est nulle, alors pour une donnée initiale Uy quelconque (a
décroissance rapide a l'infini ou a support compact) mais qui ne vérifie pas la condition

[ masnn(wdy £ 0.

pour 1 < k,m <3 et k #m, alors il existe un temps tg > 0 tel que l'on ait pour tout
O<t<ty:

liminf |x|*|i(t, )| > 0,
|z| =00

et on ne peut s’attendre a une meilleure décroissance que |z|™*.

Notes et compléments

Nous avons vu dans ce chapitre qu’il est possible de construire des solutions classiques des
équations de Navier-Stokes, dans le sens ou les dérivées considérées sont des dérivées usuelles
(des dérivées fortes), nous sommes donc en mesure de résoudre les équations de Navier-Stokes
dans un cadre tres précis.

Toutefois il convient de souligner deux points tres importants :

e Le temps d’existence des solutions obtenues (i, p) dépend de la taille des données ini-
tiales 1y et f comme indiqué dans la relation donnée page : si les données
initiales sont grandes, alors le temps d’existence sera petit. Réciproquement, si les
données initiales sont suffisamment petites, alors on pourra considérer des solutions
globales en temps, mais en dehors de ces relations, le Théoreme [3.4.1| ne nous donne
aucune piste d’étude. Cette interdépendance du temps d’existence des solutions et de
la taille des données initiales provient de la technique mise en oeuvre pour la construc-
tion des solutions : il s’agit donc d’un probléme de méthode et non pas d’une propriété
intrinseque des équations.

e Avec le Théoreme [3.6.3] et ses Corollaires [3.6.4] et nous voyons qu’en toute
généralité, et pour tout temps 0 < ¢ < tg, la vitesse (¢, x) a -au mieux- une décroissance
a l'infini de I’ordre |2| =3 et que sous certaines conditions sur la force extérieure, on peut
améliorer cette décroissance en |z|~4, mais pas au-dela. Cette dispersion instantanée
du support spatial est indépendante de la nature de la donnée initiale (qui peut étre
totalement réguliere et & support compact), il s’agit donc d’une propriété inhérente aux
équations de Navier-Stokes. Ce comportement a l'infini se maintient bien évidemment
si I'on considére un cadre encore plus régulier (par exemple dans lequel on exigerait
un controle sur des dérivées d’ordre supérieur a celui exposé dans le Théoreme
mais exclut totalement toute étude dans les espaces de fonctions a décroissance rapide.
Ces conditions étudiées dans le Théoreme [3.6.3| ont été développées par Dobrokhotov
et Shafarevitch [17] en 1994.

Dans tous les chapitres qui suivent nous allons considérer un cadre de travail plus général et
plus moderne, dans le sens ol nous allons travailler avec des dérivées faibles et avec des outils
plus récents. Mais comme nous allons le voir, cette généralisation n’entrainera pas forcément
une amélioration substentielle des deux points précédents.
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3.7 Exercices

Exercice 3.1 Vérifier les propriétés du noyau de la chaleur g; énoncées dans les Propositions

[53.1.3, page[{3] et Proposition[3.1.3, page [{6

Exercice 3.2 (Equation de Transport) Soit B = (By,---, By) un vecteur fize de R™ et
soit g : R — R une donnée initiale. On considére l’équation de transport suivante :

Owu(t,z)+ B-Vu(t,z) =0 sur[0,+o0] x R",
u(0,2) = g(z) sur R™.

1. Si on suppose que la fonction g est de classe Ct, vérifier que la solution de ce probléme
s’écrit u(t,x) = g(xz — tB) et qu’il s’agit d’une fonction de classe C'.

2. On se place en dimension 1, montrer que si sup(ug) C [a,b], alors on a
sup(u(t,-)) C [a+ Ct,b+ Ct].
3. En dimension quelconque, montrer que pour tout 1 < p < 400 on a lidentité :
[u(t, )lr = lluollze-
4. Soit maintenant f € L*([0, +oo[, L>°(R™)) et on considére le probléme

Owu(t,z) + B - Vu(t,z) = f(t,z)  sur[0,4o00] x R",
u(0,z) = g(x), geCt sur R™. (359
(a) Pour tout s € R on pose ¢(s) = u(t + s,x + sB), vérifier que l'on a
¢'(s) = Owu(t + s,z + sB) + Vu(t + s,z + sB) - B= f(t + s,z + sB)

(b) Remarquer que ¢(0) = u(t,x) et que p(—t) = g(x — tB), en déduire les identités

0 0
©(0) —p(—t) = / ' (s)ds et u(t,z) —g(x —tB) = /_t ft+s,x+ sB)ds.

—t

(c) Obtenir que la solution s’écrit :
t
u(t,z) = g(x —tB) + / f(s,x + (s —t)B)ds, (x e R",t>0). (3.89)
0

(d) Si g € CLR™) et si f € L*([0,T]; L>°(R™)), montrer que la solution du

probléme vérifie
lu(t,z)| < C(1+T),

pour tout t € [0,T] et tout v € R™.

Exercice 3.3 Soit ug € C}(R,R) et soit B :]0,+oc[xR — R une fonction réguliére. On
considere le probleme :

Owu(t,x) + B(t,z) - Vu(t,z) =0 sur]0,+oo[xR,

u(0,2) = up sur R.
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1. Si lon note U(s) = u(s, X(s)), ot X : R — R est une fonction réguliére, déterminer
U'(s).

2. Si on suppose que X'(s) = B(s, X (s)) et si u est solution du probléme ci-dessus, que
peut-on dire sur U’ ? Que peut-on dire sur u(s, X(s)) ¢

Exercice 3.4 On considére le probleme suivant
n
Au(z) = 07 u(z) =0. (3.90)
i=1

1. Vérifier que si u(x) est une solution de l’équation de Laplace , alors pour tout
T € R"™, la fonction u(z + ) l'est aussi.

2. Siu(x) est une solution de l’équation de Laplace , vérifier que pour tout angle
0 € [0,27] la fonction u(Rglz]) est aussi solution ot Ry[z] est la matrice de rotation

d’angle 0.
3. On pose u(x) = @(p) avec p = |x| = (x3 + --- + 22)1/2, si x # 0, montrer que l'on a
op  x ; ?p 1 a2
= —_— e —_— = = — —,
dxr; p oz p p

4. Vérifier les identités Op,u(z) = ¢'(p) % et 2 u(x) = ¢"(p)5 +¢'(p) <% — p—;)
5. Montrer que Au = 0 équivaut au probleme ¢"(p) + ==¢'(p) =0

6. Si ¢’ #0, réécrire cette équation comme log(y¢') = &, = 1_7”,

a d’une part la formule ¢'(p) = pf}l et que l'on a d’autre part

et en déduire que l’on

Cylog(p) +C3  (n=2)
e(p) =

S+ Cs (n>2).

Exercice 3.5 Soit u € C%(Q) une fonction harmonique.
1

B ‘aB(x7 T’)‘ OB (z,r)

p(r) = S u(
10B(0,1)| Jap(o,1)

1. On pose o(r) u(y)dS(y). Montrer que l’on a

x +rz)dS(z).

2. Obtenir les identités

1 y—x 1 ou

PO B Jowen T B Sy 00

3. A laide de la formule de Green montrer que l'on a

r

= —— Au(y)dy = 0.
AB@] Jon S

¢'(r)
4. Déduire des points antérieurs que l’on a

o(z) = limp(t) ! u(y)dS(y) = u(x).

0" 0B(z,7)| Jop(en
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5. Obtenir la formule de la moyenne suivante

1
= B o, "5

6. Maintenant, montrer que l’on a

/ u(y)dy —/ (/ udS) ds.
B(z,r) 0 OB(z,s)

7. A partir des points ci-dessus obtenir la formule

/ udS = nv,s" tu(w).
OB(z,s)

u(z)

8. Remarquer que l’on a

/ (/ udS) ds = u(a:)/ nuns" tds = rv,u(z),
0 OB(x,s) 0

et en déduire la deuxiéeme formule de la moyenne suivante

BT gy 8 = )

9. Montrer que siu: Q C R" — R est une fonction de classe C%(Q) telle que l'on ait

1
|aB(SU, T)| OB(z,r)

u(z) =

u(y)dS(y),

pour toute boule B(x,r) C Q, alors la fonction u est une fonction harmonique.

Exercice 3.6 Soit Q) un sous-ensemble ouvert de R™ et soit u € C() une fonction qui vérifie
les identités

1
U(:C) B ’aB($7T)| OB(z,r) ( )dS( l' T |/ (z,r) dy7

pour toute boule B(x,r) de €.

1. Soit o : R™ — R une fonction positive, de classe C*° a support contenu dans la boule
unité et d’intégrale égale a 1. Pour tout € > 0 on pose pe(x) = Encp(l ‘) Vérifier que
la fonction u. définie par u. = pe x u sur l'ensemble Q. = {x € Q : d(x,00) > e} est
une fonction de classe C*°();).

2. Soit x € Q. un point. Montrer que l’on a [’identité

ue(z) = ein /0590 (g) (/{)}B(IM udS> dr.

3. En déduire que l'on a
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4. Obtenir que l'on a ue = u sur S et que la fonction u est de classe C*° sur . pour
tout € > 0. Conclure que la fonction u est réguliére sur §2.

Exercice 3.7 Pourn > 2, on note ® la solution fondamentale de ’équation de Laplace
1. Calculer V®(x) pour tout x # 0.

2. Si on considére u(z,y) = (€2* + e 2%)(e? + e~ %), quelle est I’équation vérifiée par
Au ?

3. Si on pose u(x,y) = (e + e7F*) (k¥ + e7kY), quelle est I’équation vérifiée par Au ?

4. Que peut-on dire sur les vecteurs propres du Laplacien ?

Exercice 3.8 Soit u : R? — R une fonction régulicre. On considére le probléme
Au=0

w(0,y) = 20 5 4(0,y) = 0.

1. Etudier les solutions de la forme u(x,y) = A(x)B(y).

2. Que se passe t-il lorsque n — 400 ¢

Exercice 3.9 Dans cet exercice on souhaite démontrer le Théoréemel3.1.8, mais en utilisant
des hypothéses différentes : on supposera ici que la fonction g est de classe C*(R?) et qu’elle

est a support compact.
1. Vérifier que la fonction f donnée par l’expression est bien définie.

2. Démontrer que cette fonction f est de classe C2(R3) (on pourra utiliser le fait que la
fonction g est de classe C?).

3. Pour vérifier que la fonction f donnée par convolution est solution de l’équation de
Poisson considérer les intégrales

Af = [ ) Agle—y)dy = / B(y) Ayl — )dy + / (y)Ag(z — y)dy.
R B(0,¢) B(0,e)°
h b

(a) Pour le premier terme Iy montrer que l'on a

nl< [ o [ B0tz )y < ClAgle | e < oz

0,e

(b) Pour le deuziéme terme Is, obtenir par une intégration par parties l’expression

)
I = —/ Vo(y)Vg(r — y)dy+/ q’(y)afg(w —y)dS(y),
B(0,e)¢ 9B(0,¢) v
13 14

ot v est le vecteur unitaire le long du bord 0B(0,¢)
(c) Pour lintégrale 14, vérifier que l'on a

Tl < Vgl /a 1B(y)|dS(y) < Ce.

0,e
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(d) Pour lintégrale I3, avec une deuziéeme intégration par parties obtenir
0P
Iy = A®(y)g(z — y)dy — af(y)g(x —y)dS(y)
B(0,e)° dB(0,e) OV
0o
= —/ 5, Wz —y)dS(y).
dB(0,e) OV

(e) Utiliser les propriétés de la fonction ® pour obtenir sur 0B(0,¢e) lidentité

0P 1
5, W =v-Vey) = —.

(f) En déduire la limite suivante

1
Iy=-—3 —y)dS(y) — —g(x).
5=~ /a B(O,E)g(az y)ds(y) — —9()

4. Conclure que l'on a bien

~Af(@) = g(a).

Exercice 3.10 On suppose les points suivants :
e Pour la donnée initiale : div(iig) = 0 et sup sup (1 + |z|)®|D%ip(x)| < +oo,
|o]<2 z€R3
e Pour la force extérieure, pour |a| < 2, D®f est une fonction continue sur [0, +oo[xR3
et vérifie
sup sup (14 |z|)|DYf(t,z)] < +oo.
la|<2 2€R3,t>0

Vérifier que l'on a l’estimation

sup |i(t,z)] < O
up |ull, )| ~ 77— \a_5>
0<t<T (1+ |z|)3—°

pour un parameétre 0 < § < 1. On pourra utiliser le Lemme et lestimation .
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Solutions maztld

Dans ce chapitre nous présentons une technique tres générale pour construire par un
processus itératif des solutions d’équations qui peuvent s’écrire sous la forme

e =-eg— B(e,e), (4.1)

ou eg est une donnée initiale et B(-,-) est une application bilinéairelﬂ et continue d’un espace
de Banach (E, || - ||g) sur lui méme, c’est & dire que I'on a 'inégalité

1B(e, Nl < Csllellellflle,

pour tout e, f € E, avec Cp la constante de continuité de Papplication B(-,-). Comme nous
allons voir par la suite, il suffira de disposer d’une relation entre la constante de continuité C'g
de l'application bilinéaire et le contrdle § de la donnée initiale (i.e. |leg||g < §) pour obtenir
une solution pour ce type d’équations. Ce procédé - connu comme principe de contraction ou
méthode de point fixe - s’applique tres naturellement dans de nombreux cadres et, en particu-
lier, dans I’étude des équations aux dérivées partielles il s’avere étre un outil particulierement
efficace pour obtenir I'existence ainsi que 1'unicité de solutions.

Bien str, un tel degré de généralité pose un certain nombre de problemes lorsqu’on sou-
haite 'appliquer aux équations de Navier-Stokes : tout d’abord ces équations ne sont pas de
la forme et pour utiliser le principe de contraction on devra considérer une formulation
intégrale adéquate. Mais surtout, nous verrons que cette technique souleve le probleme du
temps d’existence des solutions : il existe une dichotomie entre la taille de la donnée initiale
(exprimée par le contrdle 0) et le temps d’existence des solutions (qui provient de la constante
de continuité). En effet, soit la taille de la donnée initiale est grande et dans ce cas le temps
d’existence est petit ; soit inversement la taille de la donnée initiale est petite et alors le temps
d’existence pourra étre plus grand. Mais en dehors de ces deux possibilités, le formalisme
donné par le principe de contraction ne donne aucune piste d’étude. Nous étudierons plus
en détail cet aspect précis dans la Section [£.6] ot nous donnerons quelques critéres d’explosion.

Ainsi, apres avoir rappelé le principe de contraction dans la Section nous verrons dans
les Sections et comment transformer les équations de Navier-Stokes pour les mettre
sous la forme de I’équation : on parlera alors de formulation mild ou de formulation
intégrale. Cette transformation met en place des outils trés particuliers qui permettrons de
mettre en lumiere des relations intéressantes entre la vitesse et la pression. Dans la Section
on donnera une démonstration du théoréme de Fujita et Kato, obtenu en 1964 [20], ou

1. Rappelons que cela veut dire que Papplication B(-,-) est linéaire dans chacune de ses composantes prises
séparément, c’est a dire que 'on a B(eo+Ae1, f) = B(eo, f)+AB(e1, f) et B(e, fo+Af1) = Ble, fo)+AB(e, f1).

103
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I'on applique ce formalisme mild aux équations de Navier-Stokes et les solutions obtenues
par cette méthode seront désignées comme des solutions mild.

4.1 Principe de contraction

La technique de base de ce chapitre repose sur le résultat général suivant :

Théoréme 4.1.1 (Principe de contraction de Banach-Picard) Soit (E,| - ||g)
un espace de Banach et soit B : E x E — E une application bilinéaire bornée :
pour tout e, f € E on a lestimation

1B(e, /)lle < Callellell fl 2 (4.2)

Si ey € E est telle que |leo||r < 0 et si on a la relation

1
0<6<—,
4Cp
alors ’équation
e =-¢eo— B(e,e), (4.3)

admet une unique solution e € E qui vérifie |le||p < 26.

Nous avons de plus une dépendance continue par rapport a la donnée initiale : si fy
est une autre donnée initiale telle que ||follg < 0 et si f est solution de l’équation
f=fo—B(f,f) avec || f||g < 24, alors

1

le = fllg < 1_7035”60 — folle-

Démonstration. On va construire la solution e par un processus itératif. En effet, a partir
de la donnée initiale ey nous pouvons écrire

€n+1 = €0 — B(en, en),

et nous allons voir que lorsque n — 400 on obtient une solution de I’équation . On
commence donc par vérifier que l'on a bien ||e,+1]|g < 26. Ceci est vrai par hypotheése pour
eo, de sorte que l'on fait I'hypothese de récurrence |le,||r < 20 et nous allons démontrer
que cela reste vrai pour e,41. En effet, en utilisant ’hypothese de continuité de 'application
B(-,-) donnée dans (4.2) nous avons :

lentille < lleoll + [ B(en, en)llE < lleollz + Crllenl|E < & +4CR0%,

mais puisque 'on a 4Cgd < 1, nous obtenons |le,+1||z < 20 et ceci montre que pour tout
n > 1, I'élément e, ainsi construit appartient a la boule fermée B(0, 26).

Maintenant, il suffit de vérifier que ’on tend vers une solution e lorsque n — +oc. Pour
cela on considere la quantité e,+1 — e, et, en utilisant la bilinéarité de I'application B(-, ),
on obtient

lent1 —enlle = |[[(eo — Blen,en)) — (€0 — B(en—l’en—l))”E = ||=B(en,en) + B(en—hen—l)”E

HB(en — €én—1, en) + B(en—la €n — en—l)HE
HB(eTL — €én—1, en)HE + ||B(6n—17 €n — en—l)”E,

IN
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et par hypothese de continuité de 'application B(-,-) ainsi qu’en utilisant les estimations
llen—1llE < 20 et ||en||p < 20 obtenues précédemment, on a :

lent1 —enlle < Cgllen —en-illllenlls + Cllen-1llellen — en—1lle < 4CB0|len — en—1| k-

A partir de cette majoration, par itération, nous obtenons le controle
lent1 — enlle < (4CB0)" [le1 — eollE,

mais étant donné que 4Cpd < 1, et que |le1 — egl|g < ||e1]|g + |leo|| 2 < 3, nous avons que la
partie de droite de I'inégalité ci-dessus s’annule si n — +00 : on obtient bien la convergence
au sens de la norme || - ||g de la suite (ey)nen vers un élément e € E qui sera solution de
I’équation et qui vérifie |le|| g < 20. L’unicité est immédiate par construction car nous
travaillons sur un espace de Banach.

Etudions maintenant la dépendance par rapport aux données initiales. Soient e, f € E
deux solutions obtenues a partir du procédé antérieur en fonction des données initiales e et
fo. En utilisant la bilinéarité de 'application B(-,-) nous écrivons

le—=flle = ll(eo — Ble,e)) — (fo—B(f, f))lle = lleo — fo— Ble — f,e) = B(f,e— [l
< leo = folle + 1B(e = fye)lle + | B(f,e — f)lle
< lleo = folle + Crllellelle = flle + Cll fllelle — fll&
< leo — follz +4Cgdlle — fllg,

et comme nous avons la condition 4Cgd < 1, on obtient

1
e— < —|leo — :
lle = flle < 5 _4035” o~ folle
Cette dépendance continue par rapport aux données initiales nous dit que si eg et fy sont deux
données initiales proches 'une de 'autre (au sens de la norme || - ||g), alors leurs solutions
associées le sont également. |

Remarque 4.1 On observera que ce théoréme s’applique tel quel a l’étude des équations de
la forme
e =egp+ Be,e),

c’est-a-dire que le signe devant Uapplication bilinéaire B(-,-) n’intervient pas.

Ce procédé de construction de solutions d’équations du type est tres abstrait et, mis
a part la continuité de 'application bilinéaire B(-,-), il ne prend aucun compte des pro-
priétés particulieres de celle-ci. Ce degré de généralité fait du principe de contraction un outil
standard qui peut s’appliquer a un grand nombre d’équations aux dérivées partielles.

4.2 Vitesse, pression et projecteur de Leray

Nous voulons maintenant appliquer le principe de contraction de Banach-Picard donné
dans le Théoreme [£.1.7] aux équations de Navier-Stokes

Ot = AT — (T- V)i —Vp+ f, div(@) =0.

Mais pour cela, il sera nécessaire tout d’abord de reformuler ces équations pour obtenir un
probleme de la forme
e =-e9— Be,e),
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et seulement apres nous devrons choisir un espace fonctionnel £ bien adapté qui nous four-
nisse le controéle de continuité pour application bilinéaire B(-,-). En effet, les équations
de Navier-Stokes, telles qu’elles sont présentées ci-dessus ne peuvent pas se mettre directe-
ment sous la forme e = eg — B(e, e), non seulement parce que le systeme de Navier-Stokes
est un probleme d’évolution mais surtout parce qu’il y a deux inconnues, la vitesse u et la
pression p, ce qui ne correspond pas du tout au cadre d’application du principe de contraction
de Banach-Picard. .. on devra alors étudier comment concentrer notre étude sur une seule
inconnue, mais laquelle des deux ?

Dans la Section [£.3] ci-apres, en étudiant une équation de la chaleur non homogene
générique, nous verrons qu’il est finalement assez naturel de privilégier une étude sur la
vitesse 4 plutot que sur la pression p (comme nous l'avons déja signalé lors de I’étude clas-
sique de ces équations réalisée au chapitre précédent). Pour conforter cette approche, il est
fondamental de remarquer que la pression p et la vitesse 4 sont reliées de sorte que si 'on
étudie un probleme qui ne fait intervenir que la vitesse #, on pourra récupérer sans difficulté
la pression. En effet, et en reprenant quelques calculs réalisés précédemment (voir la page ,
si 'on applique 'opérateur divergence aux équations de Navier-Stokes on obtient la relation
suivante :

div(0yil) = div(Ad — (@ V)i — Vp+ f)
0 = —dw( 6)) Ap + div(f),

ce qui nous donne ’équation qui relie la pression a la vitesse —Ap = div((ﬂ' . V)ﬂ’) — div(f)
que nous réécrivons formellement comme suit

1 s S R
p= =) (dw((u - V)i@) — div( )> , (4.4)
ol l'on rappelle que 'opérateur =5 A) est donné au niveau de Fourier par 0 IA) »(&) = ﬁg/g(ﬁ )

pour toute fonction ¢ telle que cette quantité ait un sens.

Ainsi, comme la force extérieure est une donnée du probléme, si nous sommes capables
d’obtenir des informations sur la vitesse i, nous pourrons grace a I’équation (4.4]) en déduire
des informations sur la pression p.

Cette particularité nous permettra donc de considérer un probleme dans lequel la seule va-
riable qui intervient est la vitesse i. Pour cela nous aurons besoin de décomposer les équations
de Navier-Stokes de sorte qu’on puisse concentrer notre étude sur la vitesse et ceci pourra
étre réalisé a ’aide du projecteur de Leray qui nous aidera a séparer les champs de vecteurs
qui sont a divergence nulle (comme la vitesse @) de ceux qui ne le sont pas.

Définition 4.2.1 (Projecteur de Leray) Soit f: R3 — R3 une fonction vecto-
rielle qui appartient a l'espace L?>(R3). Le projecteur de Leray P est défini par [’expres-

ston B L o L1 o
P( ):f+Vm(V~ ) :f—i-V_iA)(dw( ))- (4.5)
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On peut réécrire cet opérateur de la facon suivante
Ox
fl (=A) 1 [amlf1+ax2f2+ang3]
%[6$1f1+622f2+813f3] )

fs 2510u 1 + Du fo + O,y fi]

pac,
N
I
o
_l_

—~

ou encore, en passant en variable de Fourier

A ﬁ[§1f1+€2f2+€3f3]
P(fy=| fo | + ﬁ[ﬁlfl t&f+&fsl |,
f3 gfg[ﬁlfl + &ofo+ E3f3)

identité que l'on peut réécrire (en utilisant le produit tensoriel de deux vecteurs donné dans

, page comme

ﬁ3@=<%w ﬁﬁ)ﬁa (4.6)

Si on note R le vecteur formé dgs trois transformées de Riesz R1, Ry et R3 définies au niveau
de Fourier par R;¢(§) = —i%qﬁ(&) pour 1 < j < 3 (voir la Définition [2.5.1, page , nous
avons également I'expression :

P(f) = (Idsx3 — R® R)f.

Une fois que nous avons exhibé plusieurs manieres d’écrire cet opérateur, on observe sans
probleme que le projecteur de Leray P est un opérateur linéaire :

PO+ §) = AP(f) + P(9),

pour A € R et f, g deux champs de vecteurs suffisamment réguliers.

Bien évidemment, la définition et les caractérisations que nous venons de donner sont
pour l'instant purement formelles et la premiere chose a faire maintenant est de vérifier que
cet opérateur est bien défini sur I'espace L?(R3). Pour cela il suffit de passer en variable de
Fourier pour écrire :

. ﬁq1q 14#
Pl = W+vi;¢ Pllx < 1Al + |9 =55 - )
L2
< e + Ay O fo)
7,k=1 L2
sump+CZj@KP&n>2smﬂp=dwh%
7,k=1

car les transformées de Riesz R; sont bornées sur L?(R?) (voir le Théoréme page |35)),
ce qui montre que cet opérateur, étant linéaire et borné, est alors continu (et donc bien posé)
dans Pespace L?(R3).

On remarquera qu’il est possible de généraliser le domaine de définition du projecteur
de Leray aux espaces de Sobolev H®, H™* avec s > 0 et a leurs versions homogenes H*® et
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H~* : il suffit pour cela d’utiliser les caractérisations de ces espaces (2.30)), (2.31) et (2.33),
(2.39) qui sont données au niveau de Fourier. Nous avons donc en particulier les estimations
suivantes pour f € H*(R?) (ou encore f € H*(R?)) avec s € R :

Bl < Clfll et 1Bl < CIlge (4.7)

Ces estimations seront utilisées de facon intensive dans ce chapitre et les suivants et elles
généralisent le domaine de définition du projecteur de Leray donné dans la Définition
ci-dessus.

Passons maintenant aux propriétés de cet opérateur de projection :

— —

e Si f est a divergence nulle (div(f) = V - f = 0) alors nous avons l'identité
P(f) = J.

qui se déduit directement & partir de I'expression (4.5)), autrement dit, le projecteur
de Leray laisse invariants les champs de vecteurs a divergence nulle et cette propriété
sera fondamentale dans tout ce qui suit.

e Si f est un gradient, c’est & dire s’il existe une fonction g : R? — R telle que f = ﬁg,
alors

P(f)=Vg+V—=(V-Vg)=Vg+V—=(Ag) =Vg—Vg=0,
(—4) (—4)
et on observe que le projecteur de Leray annule les champs de vecteurs qui s’expriment
comme un gradient, on gardera donc en téte que pour une fonction p : R3 — R
suffisamment réguliere (dans un espace L2, H' ou H?, par exemple), on a 'identité

P(Vp) = 0. (4.8)

—

e Si f est un rotationnel : si

V A g, alors on a

1 & - ; ,
V- (VAH=VArG=T
ML

—

P(f) =P(V A

<

)=V AG+V

Ky

car la divergence d'un rotationnel est toujour nulle et donc V - (6 Ag) =0 (voir le
dernier point du Lemme |2.2.2] page et on obtient alors que le projecteur de Leray
laisse les rotationnels invariants.

e Si on applique le projecteur de Leray puis 'opérateur divergence a une fonction f on
a I'identité
div(P(f)) =V -P(f) =0. (4.9)
En effet, on écrit

~ w - 1 ~

divB(P) = (F+ ¥ 55T 1)) =9 F+ 99 L (F:H =9 -9 =
e Le projecteur de Leray est un opérateur non local : en effet, dans I’expression (4.5]) nous

avons explicitement ’opérateur ﬁ qui intervient et qui peut se définir en variable

d’espace par la formule (voir également la formule (2.37)) page :

IR fly)
@ =c [ e
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et ainsi, pour calculer la valeur de ( f en un seul point, nous avons besoin d’intégrer
I'information sur tout ’espace : ce qui montre clairement le caractere non local du pro-
jecteur de Leray.

e Pour f et § deux champs de vecteurs suffisamment “réguliers” (dans L?(R3) par
exemple, mais cela peut se généraliser sans probleme aux espaces de Sobolev basés
sur L?), on a I'identité

=

[ PP )d:c—/RS P(f) - jdz. (4.10)

En effet, en raisonnant par densité pour des fonctions suffisamment réguliéres, on a
- > L = 1 o
[ Fe@de = [ Fg+9 5 (T )i
R3 R3
P (VL ()
- - ( —A)( 9))dx

par une intégration par parties on obtient

For@d= [ Fgio- | (% gy (V- D)

R3 R3

puis en utilisant le fait que l'opérateur ﬁ est autoadjoint (voir la formule 1}
page on écrit, avec une derniére intégration par parties :

. 1 e mn=
= [ Frte = [ (g5 (F ) e

- /R<f 6<1A> 7

En particulier, pour deux champs de vecteurs dans L?(R3), le projecteur de Leray est
auto-adjoint.

<
=
~
Q
M
5
|
T
w
)
=
@
2!
8

e On a la propriété de commutation suivante valable pour tout multi-indice a et pour
une fonction f suffisamment réguliere :

P(Df) = D*(P(f)),

pour le vérifier, il suffit de d’appliquer la transformation de Fourier et d’utiliser ’ex-
pression (4.6) qui caractérise le projecteur de Leray en variable de Fourier.

Il existe un lien naturel entre 1e projecteur de Leray IP’ et la décomposition de Helmholtz
présentée dans le Théoreme page |5 . En effet, si F est un champ de vecteur qui vérifie
les conditions de ce théoreme, alors nous pouvons le décomposer de la maniere suivante

ﬁ=ﬁ0+ﬁ17

ol Fy est & divergence nulle (div(Fp) = 0) et Fy s’écrit comme un gradient : Fy = Vp. Ainsi,
I'action du prOJecteur de Leray sur le champ de vecteurs F consiste & garder uniquement le
premier terme Fy de la décomposition de Helmholtz (c’est & dire P(F) = Fy) car on a par les
propriétés explicitées ci-dessus :

P(F) = P(Fy + Fy) = P(Fy) + P(F}) = Fy + P(Vp) = Fy
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On remarquera en particulier que le domaine d’application du projecteur de Leray est beau-
coup plus large que celui de la décomposition de Helmholtz donnée dans le chapitre précédent :
nous pouvons maintenant travailler avec des espaces de Lebesgue, de Sobolev, etc.

Dans la section qui suit nous appliquerons cet opérateur aux équations de Navier-Stokes
afin de transformer ces derniéres en un probleme du type (4.3).

4.3 Formulation intégrale et solutions mazld

4.3.1 Motivation

Nous souhaitons utiliser le projecteur de Leray pour obtenir une formulation des équations
de Navier-Stokes qui nous permette d’appliquer le principe de contraction de Banach, mais
avant de nous lancer dans des calculs techniques, il est utile de faire quelques remarques
concernant 1’équation de la chaleur non homogene suivante

{atu = Au+ f,

A(0o0) — 0 (4.11)

ot nous considérons des fonctions u, f définies sur [0, +00[xR3 et & valeurs dans R et o1 f
appartient & 'espace L2([0,T[, L?(R3)) pour un certain temps fini 0 < T < +oo0.

L’espace C§° étant dense dans L? on considérera pour commencer une fonction f(,-)
qui est réguliere a support compact en variable de temps et d’espace. Ainsi, pour une telle
fonction f, la solution du probleme (4.11)) est classique et par le Théoréme page elle
s’écrit

u(t, ) :/0 Oi—s * f(s,x)ds. (4.12)

De plus, nous savons en particulier, par le deuxieme point du Théoreme que si f ap-
partient & l'espace C}([0, +00[xR?), alors la solution u est de classe C*(]0, +oo[xR3) et de
classe C2(R3).

Qu’en est-il de ces informations de régularité si nous supposons uniquement que la fonc-
tion f appartient a I'espace L7L2?

Nous allons voir ici que non seulement cette formulation est bien définie dans un
sens beaucoup plus large que celui donné au Chapitre [3] mais aussi que cette information de
régularité se maintient : on pourra donner un sens aux dérivées d’ordre un et d’ordre deux de
u. En effet, toujours en supposant que f(-,-) est réguliere & support compact, si nous étudions
la quantité ||u(t, )| g1 avec 0 < ¢t < T, ou la fonction u est donnée par I'expression intégrale

, nous avons alors
lutt, M = It ) g2 + | (~A)2u(t, )| 2
t t
= ‘/ Ot—s * f(s,)ds (—A) (/ O s *f(s,x)ds) Y(x)dx
0 R3 0

en appliquant le théoreme de Fubini, I'inégalité de Minkowski continue ([2.20]), présentée page
[20] et en passant le produit de convolution du bon c6té on obtient

[N

+ sup
L2 l¥ll2<1

Y

)

| [ 560 (-8 s < vt dads
0 JR3

t
lu(t, Y < / It ® £(5. )| pods +  sup
0 [l 2<1
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en utilisant les inégalités de Young pour les convolutions et I'inégalité de Cauchy-Schwarz en
variable d’espace d’abord puis en variable de temps, nous écrivons

t
lult, g < /OHgt—s\Lllf(Sr)HBder S /Hf Wrzllge—s = bl g ds
L2
1
< tQHfHLfL%_"‘ sup_[1fllzzrzllge—s * ¥llz i

‘ ‘L2
puisque 0 < t < T et en utilisant la formule de Plancherel et le théoréeme de Fubini, il vient

e Mo < T gz + 5lzaz s ( L, / eI (e dtdg) |

| 2<1

et avec le changement de variable 7 = 2t|£|? dans l'intégrale ci-dessus on obtient

1
Juts Mo < T3S szaz + Clzzaz sup_ 1012 <€ (14 T5) 1z (413)

2<1

Nous avons alors que la fonction uw donnée par 'expression (4.12]) appartient a ’espace
L*([0, 7], H'(R?)).

Poussons un peu plus loin notre analyse et, avec cette information sur la fonction uw que
nous venons d’obtenir, nous pouvons écrire

2 [ Vu(t,z)  (Vou(t,z))de =2 | Vu(t,z)-V(Au(t,z) + f(t z))de
R3 R3

-2 /R3 |Au(t, z)|*dx — Q/RS Au(t,z) f(t, x)dx

=2[|Aut, )72 + 20l Au(t, ) g2l £ (¢, )l 2
=2[|Au(t, )72 + [[Au(t, )72 + 172 = —l1Ault, )72 + £ )72

En intégrant l'inégalité précédente par rapport au temps, et comme la donnée initiale est
nulle, nous avons

d -
SVult, 2

<
<

t
IFutt. )+ [ 18u(s,)lads < 173 (4.14)

Nous remarquons maintenant que ’estimation ci-dessus se maintient par densité lorsque la
fonction f appartient & l'espace L?L2. A partir de ces calculs et des estimations (4.13)) et
(4.14), nous avons donc les points suivants :

e sile terme f appartient & I'espace L?L2, les quantités préservées par I’équation cor-
respondent aux espaces L{°H) et L7H2.

t
e Ainsi, lorsque f € L?L2, la fonction définie par u(t,r) = / gt—s * f(s,x)ds appar-
0

tient & Pespace L ([0, T[, H'(R*))NL2([0, T[, H?(R?)) et elle est solution de 'équation
@11).

Dans ce cadre que nous venons d’exposer, nous dirons alors que la fonction

t
u(t7x) = /O Ot—s * f(s,ac)ds,
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est une solution mild de I'équation dyu = Au + f. On remarquera en particulier que ce
formalisme mild permet de travailler dans le cadre d’espaces fonctionnels usuels (espaces de
Lebesgue, de Sobolev) en variable d’espace : nous généralisons ainsi les calculs réalisés au
Chapitre

4.3.2 Formulation Intégrale

Une fois que nous disposons d’une premiere approche a ce type de solutions mild, notre ob-
jectif est de généraliser ce procédé aux équations de Navier-Stokes, et plus précisément, nous
souhaitons utiliser une formulation intégrale de celles-ci pour pouvoir appliquer le principe
de contraction de Banach-Picard. Notre point de départ est alors le systeme

Ot = AT — (T- V)i —Vp+ f, div(@) =0,
’LT(O,CL‘) = ﬁo, dlv(’lj@) = 0,

quil convient de rééerire de la fagon suivante en utilisant Videntité (- V)@ = div(Z® @) (voir

I’expression (2.11)) de ’Exercice page

vt = Aii — div(ii i) — Vp + f,  div(i) = 0,
(4.15)
@(0,2) = iy, div(ly) =0,

ol la force extérieure f appartient & Pespace L2([0, T, L*(R3)) pour un certain temps donné
0 < T < +oo et ou la donnée initiale iy vérifie g € H'(R?). Ces deux informations fixeront
notre cadre de travail : en effet, inspirés de I’exemple précédent donné par I’équation et
de sa solution mild , on cherchera  travailler sur 'espace fonctionnel L ([0, T[, H' (R?))N
L2([0, T[, H?*(R?)).

Mais pour obtenir une formulation intégrale adéquate nous avons besoin d’un étape
supplémentaire qui fait intervenir le projecteur de Leray défini dans la section précédente. En
effet, et comme on I’a souligné précédemment, dans les équations de Navier-Stokes ci-dessus,
il y a deux inconnues, la vitesse u et la pression p et nous allons voir maintenant comment
obtenir un systéme d’équations équivalentes qui considere uniquement la vitesse @. Ainsi, en
appliquant le projecteur de Leray aux équations de Navier-Stokes nous avons

P(8,) = P(Ad) — P(div(d ® @) — P(Vp) + B(f).

Etant donné que I'on a par hypotheése div(@) = 0 et que l'on a P(ﬁp) = 0 par la propriété
(4.8) du projecteur de Leray, nous pouvons écrire

Ol = AT — P(div(@ @ @) +P(f),  @(0,x) = do(). (4.16)

La principale particularité de I’équation ci-dessus repose sur le fait qu’elle ne fait intervenir
que la variable 4 et pas la pression p : et cela ne pose pas de probleme conceptuel car si 'on
résout cette équation et on obtient une vitesse @ avec de bonnes propriétés, on pourra alors
en déduire la pression p en utilisant I’expression page m

Ceci nous amene a voir ’équation (4.16) comme une équation de la chaleur non ho-
mogene comme celle considérée dans (4.11]) et nous obtenons alors 1’expression suivante (voir

également le Théoreme page
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U(t,x) = g¢ x () + /0 Ot—s * P(ﬂ (s,x)ds — /0 gt—s * P(div(@ @ @)) (s, z)ds, (4.17)

et c’est précisément ce probleme que nous allons étudier. Mais avant de continuer nous avons
besoin d’'une définition.

Définition 4.3.1 (Solutions mild) Nous dirons qu’un couple (i, p) est une solution
mild des équations de Navier-Stokes si la vitesse U4 vérifie l'identité et st

la pression vérifie la formule ({.4)).

Une fois que nous avons a notre disposition le probléeme l) si ’on note (70 par
. t
Uy = g¢ * tp(z) + / s * P(fj (s,z)ds,
0

qui est donné par les données i et f, et si on note B(-,-) par

B(u,7) = /0 gi—s * P(div(@ @ 0)) (s, z)ds, (4.18)

qui est une application bilinéaire, alors nous obtenons une formulation des équations de
Navier-Stokes du type
= Uy — B(d, 1), (4.19)

et grice a cette réécriture de ces équations, nous allons appliquer dans la section suivante le
principe de contraction de Banach-Picard pour obtenir des solutions mild des équations de
Navier-Stokes.

4.4 Théoreme de Fujita-Kato

Comme nous avons vu dans la Section pour appliquer le principe de contraction de
Banach-Picard au probleme (4.19) ci-dessus, il est nécessaire de fixer un espace de Banach
(E,| - |lg) tel que 'on ait les controles suivants :

o [|Tolle <6 < +oo,
e [|B(@,9)|r < Cpllul]|7] =,

et une fois que l'on dispose de ces majorations, il suffira d’exiger la relation 0 < § < ﬁ,

pour obtenir des solutions de 'équation @ = Uy — B(#, @).

Il est important de remarquer que le choix de 'espace fonctionnel E est absolument fon-
damental pour satisfaire les deux conditions précédentes et il existe plusieurs espaces qui
permettent d’obtenir les majorations nécessaires pour fermer 'argument de point fixe. D’un
point de vue chronologique, le premier exemple d’un tel espace pour les équations de Navier-
Stokes est donné par le résultat suivant.
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Théoréme 4.4.1 (Fujita-Kato —1964) Soit iy € H'(R3) une donnée initiale avec
div(iig) = 0 et soit une force extérieure f € L*([0,T[, L*(R®)) avec 0 < T' < +00.

Alors il existe un temps 0 < Ty < T et 4 une fonction qui appartient a ’espace
L>((0, To, H' (R?)) 0 L*([0, To, H*(R?)),

telle que @ est solution sur [0,Tp] x R du probleme

t t
u(t,x) = g¢ x dp(x) + /0 Ot—s * P(ﬂ (s,z)ds — /0 gt—s * P(div(@ @ @)) (s, z)ds. (4.20)

Comme annoncé, nous allons appliquer le principe de contraction de Banach-Picard dans
I'espace fonctionnel Er, = L>®([0, Tp], H(R3)) N L*(]0, Tp], H?(R?)) muni de la norme

1
To 2
19, = s (16l + 10 l) + ([ 185 MEaa) )

To

et (quitte & répéter ce qui a été dit plusieurs fois précédemment) nous devons donc obtenir
les estimations suivantes pour chacun de ces termes

e Pour les données :

< 027

t
llge *QIOHETO <(Cp et H/ Ots *P(f‘)(s,x)ds
0 Br,

ou les constantes (', Cy seront déterminées par la suite,

e Pour le terme bilinéaire

/0 gt—s * P(div(d @ @)) (s, z)ds

< Ollt]| g, 1] B, »
ETO

ou Cp sera la constante de continuité de la forme bilinéaire, qui comme on le verra un peu
plus tard jouera un role tres important.

Avec ces majorations il suffira de vérifier les hypotheses du Theoréme (c’est & dire
une relation entre la taille des données et la constante de continuité de la forme bilinéaire)
pour obtenir des solutions mild des équations de Navier-Stokes.

Remarque 4.2 On notera que dans la définition de l'espace fonctionnel Er,, il y a in-
trinséquement une dépendance par rapport au temps Ty : Uintervalle de temps [0, Ty] dans le-
quel on va construire une solution devra étre déterminé et nous verrons ci-apreés qu’il dépendra
de la taille des données. On remarquera également que ce temps d’existence est a priori
controlé par Uinformation que 'on dispose sur la force extérieure car 0 < Ty < T.

4.4.1 Lemmes Techniques

Nous allons énoncer maintenant trois lemmes qui nous serons utiles pour obtenir ces ma-
jorations et qui seront réutilisés souvent dans ce chapitre et dans les chapitres suivants.
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Lemme 4.4.2
1) Si f : [0,400[xR3 — R3 est une fonction vectorielle telle que l'on ait les

informations f € L>([0, +oo[, HL(R3)) et f € L2([0,4oc[, H2(R?)). Alors on a
l'inégalité
108 < V01 (4.22)

2) Si f:[0,+00[xR3 —» R3 est telle que f € L=(]0,Tp], H (R?)), alors

- i
G M gy < TGNl oo - (4.23)
ttw t x

Preuve.
1) En utilisant la formule de Plancherel et I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons

I /Ié! £)|*de = /\fl IXIEP 1T Ol < 170t g 172 o

et & partir de cette estimation il suffit de prendre la norme L* en la variable de temps
pour obtenir le résultat recherché :

[ g < e [T IR
0 ) H% = 0 9 71 9 HQ

C”ﬂ’ ooHl ”fHL2H2

IN

2) Pour ce deuxiéme point il suffit d’écrire

N To N 4 % = To i 1
ez = ([ 07 Mhpr) < 1y ([ 0) =0 e

[ |
Le lemme suivant permettra d’estimer les données initiales :
Lemme 4.4.3
1) Si f € L*(R3) alors gy * f € L>=([0, +o0[, L2(R3)) et nous avons
llge * fllrgerz < || fllL2-
2) Si f e LA(R3) alors g, * f € L2([0, +oo], H(R3)) et de plus on a
lge * fll 2 < CllF L2
Preuve.
1) 11 suffit d’utiliser les inégalités de Young et les propriétés du noyau de la chaleur pour
obtenir [lg; * fllrz < [lgellz1][fllz2 = || f][z2 et avec cette estimation uniforme en temps

nous pouvons écrire ||g; * f|poopz < | f| 2

2) Nous utilisons maintenant la formule de Plancherel et le théoréme de Fubini :

- +oo _ 2/1» _ 2
lows Ay = [ [ e PR asa= [ [ epe st e Parae
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—+00 -~
Si on pose T = 2t|¢£|2 on obtient alors ||g¢ * f”iQHl / / ¢TI f(O)Pdrde = foHLz
t R3
|

ce qui nous donne ||g; * ﬂ’LgH; < || f]l -

Voici un troisieme résultat qui sera fondamental par la suite car il fait intervenir les intégrales
de la formulation mild . En particulier, le deuxieéme point de ce lemme est crucial car
il donne une estimation optimale qui fait intervenir les principaux ingrédients des équations
de Navier-Stokes : le Laplacien, le semi-groupe de la chaleur et une intégration par rapport
a la variable de temps.

—

t
Lemme 4.4.4 Si f € L?([0, +o0[, L?>(R3)) et si l’on note F(t,z) = / gt—s x f(s,x)ds,
0

alors nous avons les estimations suivantes
D) E® ) g < Cllfll 2z
2) |AF(, )2z < Cllfllzzre-

Cette derniére estimation est connue comme la régularité maximale du noyau de la
chaleur.

Il est possible d’obtenir des variantes de la régularité maximale du noyau de la chaleur dans
les espaces LYL1 (le lecteur peut consulter le livre [44] pour une démonstration dans le cas
LPLY avec 1 < p,q < +00), mais pour nos besoins la version L?L2 est suffisante.

Preuve.
1) En raisonnant par dualité nous écrivons

N

I(~A)ZE(t, )|z = sup F(t,z) - 3lx)dz

PNl 2 <1

-A)

R3

1 —

/Ra‘/ —A)z gt sk (s,gc)) ds - §(a)dz

H<P||L2<1
sup / A% (g1—s * @) - f(s,x)dxds
2l L2 <1 R3
1 o 7 =
< sup /|| (s, M2l (=8)2(g1—s * P)lL2ds < sup [[f(, )l rz2r2llge—s * Bll 2
gl 2<1J0 [8]l,2<1

mais par le deuxieme point du Lemme nous avons ||g;—s * JHLfH% < C| Pl L2, ce
qui nous permet d’écrire

1 < Cll ANz L2
2) Etant donné que l'on a l'identité

— t —
AF(t,z) = /0 Alges] = f(s,2)ds,

en prenant la transformée de Fourier dans la variable spatiale et en faisant un chan-
gement de variable (en temps) on obtient

Fo |AF| (1,) = /O jePetIKPE, 7] (s, €)ds = /0 el E, 7] (t=n.€)an,
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—

done, si on prolonge la fonction f(¢,z) par 0 si ¢ < 0, alors nous avons

FaF) e = [ —lePe s £ [7] ¢ - n.0pin

si I'on prend la transformée de Fourier en la variable de temps on obtient

Fia {AF] (1,§) = /JFOO </0+00 _’5‘267n|€|2]:$ [f] (t— 777§)d77> =T gt

—00

= [T etepene ([ R [ a-nge ) ay

— /O+°° —|e|Pemiel (e*im'ft,x [f] (T, 5)) dn = |§]2|i‘217' X Fia [ﬂ (1,6),

ou on a appliqué la formule de Fubini et les propriétés de translation de la transfor-
mation de Fourier (voir le Lemme page [22)).

— ¢

On remarquera que le symbole e

est borné, et donc

|| e < O fllpe.
w2z €2 +ir - i

|AF |1z ~ | Fio |AF] |
LPLZ

X Fia [f]

ce qui termine la preuve de la régularité maximale du noyau de la chaleur. |

Remarque 4.3 La notion de régularité maximale exprime le fait que le noyau de la chaleur
g¢ peut “absorber” au plus deuz dérivées en variable d’espace (représentées ici par ’opérateur
Laplacien) tout en gardant un comportement acceptable en variable de temps (reflété ici par
la norme L? en variable de temps).

Démonstration du Théoréme 4.4.1]

Avec ces résultats préliminaires nous allons démontrer le Théoréeme de Fujita-Kato. Il
s’agit d’étudier les quantités (1), (2) et (3) ci-dessous au sens de la norme | - || g, donnée par

Iexpression (4.21)) :

u(t,r) = g¢ *(ﬁ)o(a:)—i—/o s *]P’(f?(s,x)ds—/o gi—s * P(div(@ @ @)) (s, z)ds . (4.24)
1

2) ®3)

1) Etude de la donnée initiale

Pour la premiére partie de (4.24)) et sous I'hypotheése @iy € H'(R?), nous devons étudier
chacun des termes suivants

1

To 2
o s ller, = sup | o e dll + ol | + ([ 18 sd)lace) " a25)
<t 4 - 0

>~10 g

(1.a) (1.b)

(L.c)
Pour la partie (1.a) nous avons directement par le premier point du Lemme la majoration

sup ||g¢ * tol[z2 < ||tol| L2,
0<t<Ty
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tandis que pour le deuxieme terme (1.b), en utilisant le méme raisonnement il suffit d’écrire

1 - 1, .
sup [[(=A)2(ge xdo)|[r2 = sup lg; * (=A)2doll L2 < [t -
0<t<Tp 0<t<Tp

Pour la partie (1.c), avec la formule de Plancherel et le théoreme de Fubini, on a

To To 90—
/ / |A(g * o) 2dadt = / / €260 ) [2de e
0 R3 0 R3
400 -
< / / €[22 € 2 o () P
R3 JoO

maintenant, avec le changement de variable 7 = 2¢t|¢|? il vient

[ ] @ apaase [ ([ ) ermeore < clal,.
Avec chacune de ces estimations pour les termes (1.a), (1.b) et (1.c) nous avons
lge * tol| 5,y < l[doll 2 + [ltoll gr + Clltio]l g1,
ce qui nous donne 'estimation suivante pour ’expression (4.25|) :
g * toll 7, < Culldol| -

2) Etude de la force extérieure f

Pour la deuxieme partie de 'expression (4.24)), il faut étudier les termes suivants avec
I'hypothese f € L2([0, T[, L*(R?)) :

[ omas B sds| | [ g B() s,
0 L2 0

B, O0<t<Tp
(2.a) (2.0)

N (/OT A (/Otgt_s*IP’(f)(s,~)ds> i dt)é.

(2.¢)

Pour le premier terme (2.a) nous écrivons en utilisant l'inégalité de Minkowski continue
(2.20)), présentée page les inégalités de Young pour la convolution, les propriétés du noyau
de la chaleur et du projecteur de Leray

ds)
L2

t t
/ gy ¥ B(f)(s,)ds| < sup ( / lo_sll
0 L2 0<t<Ty 0
To (.
. g
< /0 f(s ))

par Cauchy-Schwarz en variable de temps et comme Ty < T, il vient

/t gi—s * P(f)(s,-)ds

0

/0 gi—s *P(f)(s,-)ds

= Ssup
28!

(4.26)

N

P(F) (s )]

sup
0<t<Typ

ds,
L2

1 R
sup < CT5 N flle2qo,m0),22®3) < CTG N fll 20,1, L2 (R3)-

0<t<Ty

L2
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Pour le terme (2.b) nous allons utiliser le premier point du Lemme ainsi, avec les
propriétés de continuité du projecteur de Leray, on obtient :

/t gi—s * P(f) (5, -)ds

0

sup
0<t<Tp

<Ol fllz2re-
Hl

Nous remarquons maintenant que le dernier terme (2.c) se déduit directement de la régularité
maximale du noyau de la chaleur donnée dans le deuxieme point du Lemme [4.4.4] et nous

(/OTO A (/Otgts*ﬂ”(f)(s,-)ds>

Avec toutes ces estimations pour les termes (2.a), (2.b) et (2.c), nous avons finalement la
majoration suivante pour la quantité (4.26]) :

H/Ot grs *P(F) (5, -)ds

pouvons écrire

2 3
dt) <Ol fllzzLe-
L2 h

1 -
<0 (1474 ) Ifllzez

Er,

3) Etude de la non-linéarité div(d ® )

Pour appliquer le théoreme de point fixe énoncé en début de chapitre nous allons étudier
la quantité

t
B(u,7) = / gi—s * P(div(d@ @ 7)) (s, z)ds,
0
et nous recherchons une estimation de la forme
|B(@, V)| 5y, < Cllt]l gy, ||0] £y, -

Ainsi, pour le dernier terme de 'expression (4.24)), on écrit :

E Ty

/0 gi—s * P(div(@ ® ) (s, z)ds

/ G * P(div(@ ® 0)) (s, 2)ds / G * P(div(@ ® 0)) (s, 2)ds (4.27)
0 L2 0

(3.a) (3.b)
Ty 2 %
+ / dt .
0 L2

Nous allons étudier les termes (3.a), (3.b) et (3.c) qui constituent 'expression (4.27]).

i

sup ‘

0<t<To i

A (/Ot Gis * P(div(@ ® ﬁ))(s,x)ds)

(3.¢)

Terme (3.a) En utilisant 'inégalité de Minkowski continue, les inégalités de Young, les
propriétés du noyau de la chaleur et celles du projecteur de Leray (continuité dans I’espace
L?), nous avons

A

t
< swp / lat—allzr [P (div(@ @ 9)) (s, )2 ds
L2 0<¢<To JO

t
< C sup /||div(ﬁ®l7)(s,-)||L2ds,
0<t<Ty Jo

/0 gi—s * P(div(d @ ) (s, -)ds

sup
0<t<Ty

A
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et maintenant, avec la majoration ||div(d ® v)(s,-)||;2 < C||d ® U(s, )|z et par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz en variable de temps, nous écrivons

t t
sup / |div(d ® V)(s,-)||,2ds < C sup </ ds) |14 @ | ;21
0<t<Tp JO 0<t<Tp \Jo te

N =

A

1
< CT02H?7®17HL§H;- (4.28)
A ce stade nous invoquons les lois de produit énoncées au Chapitre [2, et nous utilisons en
particulier I'inégalité (2.46) donnée page pour écrire (avec une inégalité de Holder en
variable de temps qui nous fait passer de la norme L? aux normes L4)

| @ o] 2y < C <|ymL4H§ 190 pagrs + HUHL?Hg HﬁHL;lH;> ;

t x
de sorte qu’en utilisant les inégalités (4.22)) et (4.23) du Lemme on obtient
1 1 1 1 1 1
1@ ll 7y < C (15 g 17125 ¢ Tl 190 e+ 181 1912 ¢ T 1 ) (4:29)

ainsi, en revenant a (4.28)) nous pouvons écrire

1
sup X T04||/UHLt°°H;

0<t<Ty

/0 gt—s * P(div(€ @ ) (s, -)ds

1 1
s oty (11} gy Wl

1 1 1
11y 0 % T N )

Maintenant il ne reste plus qu’a observer que chacune des normes qui intervient dans la partie
de droite de I’expression ci-dessus peut étre majorée par la norme

I ler, =1 llegerz + 1 oo pgn + 1 - 1225

de sorte que 'on a I'inégalité

11
sup < CTT5 [l e, 19| 21, - (4.30)

t
/ Gr—s * P(div(i ® 7)) (s, )ds
0<t<Top 0 L?

Terme (3.b) Nous devons étudier le terme

/0 gi—s * P(div(d @ 7)) (s, z)ds

sup
0<t<To

)
H1

mais en appliquant la premiere partie du Lemme [£.4.4] et en utilisant la continuité du pro-
jecteur de Leray, nous pouvons écrire

sup

< ClIB(din(@® )l 212 < CIT© T 2,
0<t<To 1 tilz

/0 gt_s * P(div(il ® 7)) (s, x)ds

H

et en utilisant I'inégalité 1’ pour traiter le terme || ® ¥/]| ;2,1 on obtient
t

sup

¢
/ gt—s * P(div(d @ ¥)) (s, z)ds
0<t<Ty |[Jo

1 1 1
e e T
el (RN e
1

1 1 1
1 1L % T
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en remarquant que chacune des normes de la partie de droite de l'inégalité ci-dessus est

majorée par la norme | - ||z = I [|gerz + 1 [ oo g + Il - 122> i1 vient alors
t 1
sup / g * P(div(i © D)) (s, 2)ds|| < CT | )l (4.31)
0<t<To [1J0 H?

Terme (3.c) Il nous reste plus qu’a étudier maintenant la derniere partie de Iexpression
(4.27) -

0

En prolongeant les quantités impliquées par 0 si ¢ > Tp, nous pouvons appliquer le deuxieme
point du Lemme [£.4.4) pour écrire

(

et en utilisant les mémes raisonnements précédents pour estimer la quantité || ® ¥/|| 21, on
. o . e
obtient la majoration suivante

T

Avec les estimations (4.30]), (4.31]) et (4.32)) nous avons terminé 1’étude des termes (3.a), (3.)
et (3.c) qui composent I'expression (4.27)) et nous pouvons alors écrire

A </0t gi—s * P(div(Z ® U))(s,x)ds)

2 dt)é = HA </Ot gt—s * P(div(d ® ﬁ))(s,m)ds>

L2 L212

2

A < /0 s+ P(div(i 0 9)) (s, x)d5>

2
dt) < OB (div(i0)) | 212 < Cld ] 2,
L2 *

2

A </Ot Gi_s + B(div(i ® §)) (s, yc)ds>

2 1
dt) < CTy ||ul| g |V - (4.32)
L2

= (3.a) + (3.b) + (3.¢)

t
/ Gr—s * P(div(il ® 5)) (s, ) ds
0 Er,

1 1 1 1
< OTET s, 18l g, + CTE | s, [ 5r, + CTe Nl 18],
1 1
< o1 <1 +T02) Il 17115,

Gréce a cette estimation, nous obtenons qu’une borne supérieure de la constante de continuité
1 1
de I’application bilinéaire est donnée par C37};! (1 + TO2> ce qui conclut I’étude de la troisieme

partie de I'expression (|4.24)).

Bilan des estimations

Récapitulons maintenant toutes les informations obtenues pour étudier les équations de
Navier-Stokes sous formulation intégrale

u(t, ) = g¢ * tp(x) + /0 Ot_s * ]P’(f‘) (s,x)ds — /0 gi—s * P(div(d@ @ @)) (s, z)ds.

Nous avons utilisé espace fonctionnel By, = L>([0, Tp], H'(R?)) N L2([0, Tp], H*(R?)), muni
de' la norme || - [|gy, = || - lpgerz +1I- ”L;X’H; +1 - HL%H}; et nous avons obtenu les majorations
suivantes :
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t 1 o
o llgc* Gollzr, < Calldolln, et H [ a2 (@oas| < (14T ) 1z

Er,

t 1 1
. /gt_s*IP’(div(ﬁ'@ﬁ))(s,x)ds < 5Ty <1+T02>\1IHETO\GHETO,
0

Er,

Ainsi, a partir de ces estimations, pour pouvoir appliquer le principe de contraction de
Banach-Picard nous avons besoin des conditions suivantes

1

1 1
ACST <1 + T;)

1 -
Cololn +Ca (1475 ) Ilizsz <0 ot 6 (433)

On remarquera a partir de ces deux conditions que 1’on ne peut espérer avoir simultanément
un temps d’existence Ty grand et des données initiales (i, f) grandes. Mais une fois que les
quantités ||@o|| g1 et || f]] 22 sont fixées (quelles soient grandes ou petites), on peut exhiber
un temps d’existence Ty > 0 et une fonction @ € L>([0, Ty, H'(R%)) N L2([0, Ty), H2(R?)),
telle que @ est solution au sens mild des équations de Navier-Stokes, et ceci termine la
démonstration du Théoreme [£.4.1] [ |

Remarque 4.4 Insistons sur le fait que la condition impose une dichotomie entre la

—

taille des données initiales (o, f) et le temps d’existence Ty. En effet, on a la condition
1

1 1 N
4CH(1 + TF) (clnﬁoum Lo +To2>uf|Lng>

1
Ty <

9

qui peut s’écrire, pour Ty suffisamment petit, comme

T < ¢ : (4.34)

= 4
(ol + 11711212 )

Nous avons alors les deux situations suivantes :

e soit les données initiales sont petites, et dans ce cas le temps d’existence Ty peut étre
grand,

e soit les données initiales sont grandes et alors le temps d’existence Ty est petit,

et en dehors de ces deux conditions, le Théoreme de Fujita-Kato ne donne aucune
information sur l’éventuelle existence de solutions des équations de Navier-Stokes.

Remarque 4.5 Si le temps d’existence Ty est borné (0 < Ty < +o0) alors la solution
@ e L°([0, Tp), H'(R3)) N L2([0, Tp), H*(R?)) que nous venons de construire avec le théoréme
précédent appartient également a espace L?([0,Tp], L>(R3)) et en particulier elle appar-
tient a Uespace L%(]0,Ty), H?(R®)). Ainsi, par les injections de Sobolev données dans le
point 3) du Théoréme page nous en déduisons que la solution appartient o l’es-
pace L?([0, Tp], L>=(R3)).

En effet, puisqu’on sait que la solution @ appartient & I'espace L>([0,Ty], H'(R?)), on a sans
probleme @ € L>([0, Tp], L2(R?)). Le temps Ty étant borné, nous avons alors

1
To 2 1
Il L2r2 = (/ IIﬁ(t,-)H%zdt) < sup |lu(t,)||2T5 < +oo.
0 0<t<Top
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Nous avons donc @ € L2([0,Tp], L>(R%)) N L2([0, Ty], H*(R?)), ce qui nous donne bien le
controle @ € L%([0, Tp], H?*(R3)).

Le résultat qui suit nous donne une information trés importante par rapport a la continuité
en temps de la fonction ¢ — ||i(¢, )| 1.

Corollaire 4.4.5 Sous les hypothéses du Théoréme la vitesse iU appartient a
l’espace

c([0, To], H'(R*)) N L*([0, To], H*(R?)).

Preuve. En effet, on sait par construction que la quantité sup ||@(t, )|z est bornée et
0<t<To
de plus on a la représentation intégrale

u(t,x) = gy x do(x) + /0 Ot—s * ]P’(fj (s,z)ds — /0 gi—s * P(div(@ @ @) (s, z)ds.

Ainsi, pour tout 0 < t; < ta < Ty, si nous étudions la quantité ||@(te, ) — u(t1,-)| 1 on a
to to
|ld(ta, ) — u(ty, )| = H(th *ﬁo—i—/ gt2_5*P(ﬂdS—/ gt2_S*P(div(ﬁ®ﬁ))ds>
0 0
t1 t1
_ <9t1 * Uy + / O, —s * ]P’(f‘)ds — / O, —s * ]P’(div(ﬁ@ ﬁ))ds) H
0 0

to t1
”ﬁo * (gt2 - gtl)HHl + H/O Oto—s *P(f)ds - /O Ot1—s * P(f)‘“

Hl

IN

Hl

+

)

to t1
/ Oty—s *P(div(ﬁ@ﬁ))ds—/ 9t,—s * P(div(d ® @))ds
0 0 H1

et avec les propriétés de semi-groupe du noyau de la chaleur ainsi que par la linéarité de
I'intégrale en variable de temps, on obtient

t1
fiten,) = e s < o o = )l + | [ e (s 2 B(7) (D) s
0
to
/t th_S*IP)(f}ds

1

Hl

+

t1
/ 9t1—s * (Bto—t, * P(div(@ @ @) — P(div(@ ® @))) ds
H! 0

i

Hl

+

)

H1

to
/ Oto—s * P(div(d ® @))ds
t

1

et une application directe du théoréme de convergence dominée nous fournit (voir également
les propriétés du noyau de la chaleur données dans la Proposition page :

Jim [F(ts, )~ i(t1, Y = 0
nous obtenons alors la continuité de la fonction ¢ — ||@(t, )| 1. En particulier on obtient
également la limite %iH(l)Hﬁ(t, MNar = ldol| g1 |

_>

Avec le Théoreme nous avons obtenu une solution mild de I’équation , mais
cette équation fait intervenir le projecteur de Leray qui a le bon gout d’annuler la pression
p : nous nous sommes donc concentrés sur un probleme a une seule inconnue et le résultat
est alors une fonction i qui appartient aux bons espaces fonctionnels. Toutefois, cela ne suffit
pas pour terminer notre présentation et nous devons étudier maintenant la pression p.
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Dans ce sens nous avons le résultat suivant :

Corollaire 4.4.6 Soit iy € H!'(R3) une donnée initiale & divergence nulle et soit
une force estérieure f € L2([0,T[, L2(R3)) avec 0 < T < 4o00. Soit 0 < Ty < T un
temps d’existence et soit i € L>([0, Tp], H*(R®)) N L2([0, To], H2(R3)) la solution mild
obtenue avec le Théoréme de Fujita-Kato [{.4.1]

—

Alors la pression p = ﬁ(div((ﬁ~ﬁ)ﬁ)—div( )) appartient & [’espace
L2([0, Tp), H'(R?)).

Preuve. En utilisant cette expression pour la pression p on a directement 1’estimation

1 L=
(_A)dw( )

(4.35)

)

sy < || g5 (a0 1)

LiH} LH}

On remarque que l'on a

(@- V)i

|-

A div((@- V)a)

~ ’

. prp = 1000 @ Dy = 6 .

mais par I'estimation (4.29) étudiée & la page nous savons que si @ € L>([0, Tp], H*(R3))N
L%([0, Ty], H*(R?)), alors la quantité || ® UHLng est bornée. De plus, pour le terme qui fait
intervenir la force extérieure f nous écrivons
1
—A)z -
~ (=2) div(f)
L2} (=A4)

IA

1 L= .
| it TP

(=4)

LPLZ
mais on sait par hypothese que f € L?L2 et donc cette derniere quantité est bien bornée.

Tous les termes de la partie de droite de }’inégalité (4.35) sont donc bornés, et on en
déduit alors sans probleme que p € L?([0, Tp], H*(R3)). |

Remarque 4.6 Avec les fonctions (i, p) que nous venons de construire, nous obtenons une
solution aux équations de Navier-Stokes au sens mild. On remarquera que grace au projecteur
de Leray, toute l’étude que nous avons réalisé se concentre sur la vitesse 1.

4.5 Formulation différentielle et formulation intégrale

Avec le Théoreme nous avons obtenu, & partir d'une donnée initiale @y € H'(R3) &
divergence nulle et d’une force extérieure f € L2([0, T, L2(R3)) avec 0 < T' < 400, un temps
0 < Ty < T et une fonction @ € L>([0, Tp), H'(R*)) N L2([0, Tp], H2(R?)) qui est solution du
probleme intégral

—

w(t,x) = g¢ * tp(x) +/0 gi—s * P(f)(s,x)ds — /0 g ¥ P((@ - V)@)) (s, x)ds.

Nous allons maintenant vérifier qu’en fait on est bien solution du probleme de Navier-Stokes
usuel et pour cela on considere le résultat suivant qui nous donne 1’équivalence entre ces deux
points de vue.
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Théoréme 4.5.1 Soit iy € H'(R3) une donnée initiale telle que div(ig) = 0 et soit
f e L2([0,T[, LA(R®)) une force extérieure avec 0 < T < +o00. Soit 0 < Ty < T un
temps fini et soit @ € L([0,Tp], H'(R?)) N L2([0, Tp), H*(R?)), alors les deuz points
sutvants sont équivalents :

1) @ est une solution du probléme de Navier-Stokes intégral
t t ~
i(t,x) = g * to(z) + / gi—s * P(f) (5, 2)ds — / gi—s * P((@- V)@)(s,z)ds, (4.36)
0 0

avec 0 <t <Tj.

2) Sur Uintervalle de temps 0 <t < Tpy, i est une solution du probléme de Navier-
Stokes différentiel

Oyt = At — (@ - V)i — Vp+ f, div(@) =0,
(4.37)
6(071‘) = ’Jﬁv dl’l)(ﬁo) =0,

ot la pression p est reliée a la vitesse U et a la force extérieure f par la formule

1

P=a) (dz’v((ﬁ- V)ii) — dw(f)) . (4.38)

Démonstration. L’équivalence entre les équations (4.36))-(4.37)) ne se fera pas directement
et il sera nécessaire d’introduire une étape intermédiaire qui nous permettra d’étudier sans

ambigiiité la pression.

On commence tout d’abord par vérifier que le probleme (4.36)) est équivalent au systéme
différentiel

= —

ol = Aii — P((@ - V@) + P(f),
(4.39)

’lj:(O, .%') = ﬁo, div(ﬁo) = 0,

et on remarquera sans difficulté que dans ces problemes (4.36)) et (4.39)) la pression p n’inter-
vient pas.

Donc, si @ € LPHL N L7H2 et si @ s’écrit de la forme intégrale suivante

t

u(t,r) = g¢ * tp(x) + /0 Ot—s * ]P’(f‘> (s,z)ds — /0 g—s * P((a- ﬁ)ﬁ)(s, x)ds,

alors nous allons vérifier que u est solution du probleme (4.39). En effet, par tous les calculs
réalisés dans la Section [£.4] nous savons que les termes de la formule ci-dessus ont bien un

sens dans I'espace L{°H! N L?H2, et nous écrivons alors, pour h > 0 :

at+ h,x) —d(t,z) 1 B th R L s
( ) (t,z) =5 <gt+h *uo—f—/ Githos *P(f)ds—/ Gin—s x P((@- V)i)ds
0 0

h
1 t t .
7 <9t * 1 +/ Ot—s * ]P’(f‘>d5 - / Ot—s * P((ﬁ' V)ﬁ)d5> )
0 0
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ce qui, par les propriétés de linéarité de la convolution et des intégrales, se réécrit comme

u(t + h,x}i — u(t, z) _ %(th — g¢) * Uo(z) + % (/0 (Gt+h—s — Ot—s) * ]P’(f‘> (s,a:)ds)

_% </Ot(gt+hs —grs) * P((T- 6)@)(s,x)ds>

1 [t+h t+h -
+h/ Ot+h—s * P(f) (Sal‘ §— = / Ot+h—s ((ﬁ V)Z_[) (S,:E)ds,
t

ainsi, en faisant tendre h — 0 (faiblement), on a par convergence dominée et en se rappelant
que 'on a dyg; = Agy :

Ot(t,x) = Agextp(x /Agt sk P f‘) (s,z ds—/ Agi—s xP((T- ﬁ)vj)(s,x)ds

t+h t+h -
+ }ll,lI%h/ Giihs* P ﬂ (s,z)ds — hm / Otihs *IP’((ﬂ'- V)ﬁ)(s,x)ds,
%

on utilise maintenant le Théoreme de différentiation de Lebesgue (les objets considérés
sont bien localement intégrables en variable de temps) pour obtenir

t t
o(t,z) = A <gt * Uo(x) —i—/ Ots * P j (s,x)ds —/ g—s * P((@- ﬁ)ﬁ)(s,x)ds)
0 0

+ g0 *P(f)(t,x) — go x P((7 - V)T)(t, ),

t t

mais comme u(t,x) = g¢ * Up(x) +/ Ot—s * P(f}(s,x)ds - / gr—s * P((T- ﬁ)ﬁ)(s,m)ds, et
0 0

go = dg, on a bien

—

Ovii(t, x) = Aii(t,x) + P(f)(t, ) — P((@- V)id)(t, ).

Ainsi, si @ est solution du probleme (4.36]) alors « vérifie le probleme (4.39)).

Vérifions maintenant I'implication réciproque. En utilisant la linéarité du projecteur de
Leray on écrit

O = Aid—P((i-V)id) +P(f) = A — P((i- V)i + f)
i = Ad—P(F), (4.40)

oll nous avons posé F = (u - 6)11’ + f Rappelons que par hypothese on a f € L?L2 et que
@ € LPHL N L2H?, alors, puisque (i - V)i = div(d ® @) car div(@) = 0, en suivant les
estimations réalisées dans la formule (4.29) page nous avons (car @ € L{°HL N L?H?) :

1@ V)il 2z = lldiv(d © @)l 2 = |6 @ | 2 gy < 00,

et nous en déduisons que F et la quantité P(ﬁ ) appartiennent & l'espace L?L2. Donc, en
suivant les idées exposées dans la Section m (avec cette fois-ci une donnée initiale), la

solution de I’équation (4.40|) s’écrit

t t
:gt*ﬁo-i-/ gt—s*P(F)dSIQt*ﬁo-i-/ gi—s * P((@- V)i + f)ds,
0 0
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et nous avons vérifié que si @ € L{HE N L7H2 est solution de I'équation (4.39)) alors @ est
également solution du probleme ((4.36)).

Nous allons a présent montrer que le probleme est en fait équivalent au probleme
. La premiere implication es facile : on remarque sans probléme que si @ est solution
des équations , alors elle est a divergence nulle et en appliquant le projecteur de Leray
a cette équation on obtient sans probleme que 4 est solution du systeme .

Pour établir la réciproque, nous allons tout d’abord étudier la pression. En effet, si

i@ € LHI N L%Hu% est solution de l’équation , alors nous avons que la pression p

est déterminée de facon unique par ’expression : si nous appliquons 'opérateur diver-

gence dans ’équation , en utilisant le fait que div(@) = 0 et que dz‘v(ﬁp) = Ap, on
obtient

— Ap = div((@ - V)i@) — div(f), (4.41)

mais, par hypothese on a d’une part f € L?L2, et donc div(f) € L%H‘1 et d’autre part,
puisque @ € L HINL2H2, on sait par estimation 1' donnée page que div((d-V))
appartient & I'espace L?H !, et donc la partie de droite de 1’expression 1' est bien définie

et on a
P =po+p1,

o on a définit py = ﬁ (div((ﬁ- ﬁ)ﬁ) - dz’v(f)) e L?H} (par le Corollaire 4.4.6) et ot la

fonction py : [0, +00[xR? — R est une fonction harmonique (Ap; = 0). Nous allons vérifier
que p1 = 0, et pour cela on considere ¢ € C§° (R?) une fonction de test en variable de temps
et ¢ € C5°(R3) une fonction de test en variable d’espace, il vient alors

/ Vp1(t, z)o(t)p(z)dudt = / / (Vp — Vpo)(t, 2)b(t)p(x)dzdt
R JR3 -
- /R/R ((~0uii+ A7 — @- V)i + Fi(t,2) = Vpolt,2) ) o()p(x)dadt,

on note que tous les termes de droite ci-dessus sont bien définis (au sens des distributions)
car par hypothése on sait que @ € L¥HLI N L?H2, et donc dyii € L?H; ! puisque I'on a
At e L?2H;Y, (- V)i € L2L2, f € L?L2, et Vpy € L7L2. Ainsi, on en déduit que le terme

Vp; appartient & I'espace L?H ! et de plus on a par construction Ap; = 0.

On observe maintenant que Ap; = V- (ﬁpl), et comme 6}31 € L?H;l, en passant a la
transformation de Fourier au sens des distributions tempérées on a, pour toute fonction test
1 € CP(R x R3) :

OZ/R [ B0 €0 (1, E)dedt = /]R /R i€ Fp(t,€) wit, et

ce qui nous permet d’affirmer que le support en variable de Fourier de la fonction ﬁpl est
concentré sur lorigine et qu’alors la fonction p; est un polynéme, mais comme on appartient
a Tespace L?H ', il ne peut pas s’agir d'un polynéme et on en déduit donc que p; = 0.

Donc si @ € L°HL N L?Hg est solution du probleme 1) alors on sait que la pression
p peut étre uniquement déterminée par la formule

p= (_1A) (dw((ﬁ. V@) — div( 3) :
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Ainsi, si @ € LPHL N L?H? est solution du probleme , alors on a
Oyt — A = —P((@- V)a@) + P(f),
et pour montrer que @ est également solution du probleme on doit vérifier que 'on a
div(@) = 0,
et que 'on a l'identité
—P((@- V)@) + P(f) = —(@- V)i — Vp+ T, (4.42)

Nous étudions d’abord I'identité ci-dessus, qui se réécrit comme

—(@- V)i +P((@- V)i) + f—P(f) = ﬁpﬁ

_ (_VA) (div((@ - 9)a) — din( )

ot nous avons utilisé la formule (4.38} - qui relie la pression a la vitesse # et a la force extérieure
f Nous avons donc

—

(it - V)il + (_2) (div((@-V)i))

—

—

- \V4 R S
f+ cx (dw(f))] = —P((it- Vi) + P(f),

et a ce stade on se rappelle la deﬁnltion du projecteur de Leray donnée dans la formule
, page |106, P(Z) = ¢ + V( )dw( &), ce qui nous permet de conclure que 'on a bien
I'identité (4.42)) :_'311151, S_l, U est solution de I’équation , alors 4 est solution de I’équation
ot =Au— (u-V)i—Vp+ f.

Montrons maintenant que si @ est solution du probleme (4.39)), alors on a div(#) = 0. En
utilisant I'identité div(P(g)) =0 (Voir la formule (4.9) page|108)), si 'on applique I'opérateur
divergence a toute I’équation (4 , il vient

div(dd) = div (Aﬁ —P((i- V)id) + P( “))
Oidiv(@) = Aldiv(@)),
mais on sait par hypotheése que @ € L HL N Lfﬂg, donc on a div(i) € Lng‘[lZ et le probleme

ci-dessus est bien posé. Ainsi, si 'on multiplie cette équation par div(#) et on integre en
variable d’espace, on obtient

O(div(w))div(d)dx = A(div(@))div(@)dz,
R3 R3
ce qui se réécrit comme
iniv(ﬁ)(t, )||2L2 = 2/ A(div())div(d)dx = —2 |§(div(ﬁ))|2daz,
dt R3 R3

et en intégrant par rapport au temps on a

Idiv(@)(t, )22 = div(do)[2 — 2 / [, tdivtayPasds
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t
mais comme div(ip) = 0 et que le terme / / |V (div(i))|>dzds est positif on obtient
0o Jr3

Jaio(@ (el = =2 [ [ 19 (aiv(@)Pdads,

et cette formule nous permet de conclure que pour tout temps ¢t > 0 on a bien la condition
de divergence nulle div(#) = 0. Nous avons donc montré que si @ est solution de ’équation

(4.39)) alors elle est également solution du probleme (4.37]).

L’équivalence entre les problemes (4.36|), (4.39) et (4.37) a donc été établie, ce qui termine
la démonstration du théoreme. |

Nous savons que la fonction @ € L{H! N L?H? obtenue par le Théoreme de Fujita-
Kato a partir d’'une donnée initiale @y est par construction unique (car provenant d’un
argument du point fixe de Banach-Picard). On se pose maintenant la question de savoir
quelle est la relation entre cette fonction @ obtenue par ce procédé et une autre fonction
7€ L°H: N L?H? qui serait éventuellement obtenue par le biais d’un tout autre procédé et
qui vérifierait les équations de Navier-Stokes avec les mémes données g et f Dans ce sens
nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.5.2 (unicité des solutions mild) Soit iy € H'(R3) une donnée
initiale o divergence nulle et soit f € L2(0,T[, L2(R3)) une force extérieure avec
0 < T < +oo. Soit @ € L>®([0,Ty], H'(R*)) N L*([0, Tp], H*(R?)) avec 0 < Ty < T,
la solution des équations de Navier-Stokes associée a ces données obtenue au moyen
du Théoréme de Fujita-Kato|4.4.1. Si v e L>°([0, Tp], H'(R?)) N L2([0, Tp], H2(R3)) est
également une solution sur l’ensemble [0,Tp] x R? de I’équation de Navier-Stokes (avec
la méme donnée initiale Uy et la méme force extérieure f) sous formulation intégrale

O(t,z) = g¢ * tp(x) + /0 Ot—s * ]P’(f‘> (s,x)ds — /0 gi—s * P(div(T ® 0)) (s, z)ds,

alors on a @ =17.

Preuve. On pose w(t,x) = wu(t,z) — ¥(t,z) pour tout ¢ > 0. Etant donné que l'on a
@(0,7) = §(0,2) = ig(x) pour tout € R3 (car la donnée initiale pour ces deux solu-
tions i et U est la méme), alors on a sans probléme 'identité w(0, z) = 0. De plus, comme on
a ,7 € L=([0,Tp], H(R3)) N L2([0, Tp], H*(R?)), alors on a

@ € L([0, To), H' (B%)) 0 L2([0, Tb], H2(R?)).

Ainsi, en utilisant la formulation intégrale des équations de Navier-Stokes et la bilinéarité des
objets considérés, nous avons

w(t,x) = ﬁ(t,x)—ﬁ(t,x):—/o gtS*P(div(ﬁ®ﬁ))(s,x)ds+/0 gt—s * P(div(T® 7)) (s, z)ds

t t
= — / gt—s * P(div(@ ® 7)) (s, z)ds — / gi—s * P(div(@ @ W) (s, z)ds,
0 0

et nous allons montrer avec cette formulation et par contradiction que pour tout ¢ > 0 on a
w(t,x) = 0.
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A cet effet, on définit T* € [0, Tp| le temps maximal tel que l'on ait @ = 0 sur I’ensemble
[0, T*[xR3 et on supposera qu’il existe un temps T3 tel que T* < T} < Tp et tel que la
fonction @ n’est pas identiquement nulle sur l'intervalle [T*, T1]. Nous allons donc étudier la
norme de la fonction @ dans Pespace L([0, T1[, H'(R3)) N L2([0, T1[, H2(R?)) et nous avons
(puisque wW(t,x) = 0 sur l'intervalle de temps 0 < t < T* et qu’on suppose que wW(t,z) # 0
sur l'intervalle de temps T < t < T} < T') la formulation suivante :

t ¢
w(t,z) = —/ gt—s * P(div(@ ® 0)) (s, z)ds — / gi—s * P(div(@ @ 0)) (s, z)ds,
T* T*

et il vient alors

/ gis * P(div(@ @ 7)) (s, -)ds

LA

L HINL? H2

/ gt—s * P(div(d @ 0)) (s, -)ds

*

+ ‘ (4.43)

L HINL? H2
Les deux termes ci-dessus se traitent la méme maniere, car I'information sur les fonctions u, v
et W est la méme, de sorte que nous étudierons que la premiere de ces quantités. Donc, en

suivant les mémes calculs réalisés dans l'estimation (4.28)), page et en prenant compte
que lintervalle d’intégration en temps est [T, T3], nous avons :

t 2
‘ < sup (/ ds) |10 & V]| ;2 1
Ler2  Tr<t<Ti \JT* e

1. -
< (T~ T3 |6 @ 0] 2

t
/ gr_s * P(div(i ® ) (s, -)ds

*

LA 3 1

< O =T (1l 1 ) T3 = T 10
1 1 S

SO =T7)2(Ty —T7)3 HwHLtooH;ngHgHU”LtOOH%ngHgv

ou on a utilisé lestimation (4.29)), page dans lavant-derniere inégalité ci-dessus (voir
également le deuxieme point du Lemme page|115)). D’autre part, nous avons en utilisant
Pestimation (4.31]), page m :

t
H/ gt—s * P(div(@ ® 7)) (s, )ds
T*
et, finalement, en suivant les calculs (4.32]), page on obtient
t
‘ / gt—s * P(div(@ ® 7)) (s, -)ds

.
ainsi, en revenant a l'inégalité (4.43)), et en répétant ces arguments pour le terme qui fait
intervenir la quantité 4 ® W, nous avons l'inégalité

10 S
< C(T = T7) 3|0 oo g2 g2 191 poo a2 22

Ly H}

i = OO T IVl

- 1 1 - N N
”wHLtOOH;ngH% < C(TI_T*)4(1+(TI—T*)Q)HWHLgOH%mLng (HUHLtOOH%mLng + HuHLtooH%ngH%> )

et puisque la quantité ||| Leeminzz 2 st non nulle et bornée, alors on obtient la majoration
x x

* 1 * 1 —| —
1< O =T+ (T =T (19 g sz + 190 e pionzie ) -

Dong, si la quantité T7 — T™ est suffisamment petite alors le terme de droite peut étre rendu
strictement plus petit que 1, ce qui nous donne une contradiction : on peut en déduire que la
fonction w est nulle sur 'intervalle [0,77], et en répétant ces arguments pour des intervalles
de temps de plus en plus grands, on obtient finalement que la fonction @ est nulle sur tout
I'intervalle [0, Tp], ce qui termine la preuve de cette proposition. |
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4.6 Temps d’existence des solutions et criteres d’explosion

Grace au théoreme que nous venons de démontrer, nous sommes en mesure d’obtenir
des solutions des équations de Navier-Stokes dans le cadre de I'espace L°HL N L?HZ2. Mais

dans le cas de données initiales (i, f) grandes, nous avons le probleme du temps d’existence
pour de telles solutions : au mieux on aura un temps d’existence Ty potentiellement tres petit.

Cependant, grace au Corollaire ci-dessus, nous savons que la vitesse appartient a 1’es-
pace @ € C([0, Ty, H'(R?)) et donc nous pouvons étre tentés de prendre comme donnée initiale
la valeur iig(z) = @(Tp, x) puisque la quantité ponctuelle en variable de temps ||@(Tp, )| 7
a bien un sens. Ainsi, étant donné que la force extérieure f est définie sur l'intervalle [0, T
ou Ty < T et quelle vérifie f € L2([0,T], L2(R3)), nous disposons au temps T d’un cadre de
travail trés similaire a celui du Théoreme [4.4.11

L’idée que I'on souhaite alors appliquer consiste a répéter 'argument de point fixe précédent
de facon a obtenir une solution dont le temps d’existence serait T+ ¢’ pour un certain ¢’ > 0,
éventuellement petit, et si possible itérer ce processus pour construire des solutions globales
en temps, indépendamment de la taille des données initiales. Ainsi on obtiendrait un temps
d’existence Ty + & + 6" + 6" + ... ce qui nous conduirait éventuellement vers des solutions
dont le temps d’existence est grand.

Malheureusement, comme nous allons voir dans cette section, il existe quelques obstruc-
tions pour appliquer ce programme lorsque les données initiales (i, f) ne sont pas petites.
En effet, dans les résultats ci-dessous nous allons donner quelques criteres d’explosion, dans le
sens ou, si ’on souhaite prolonger le temps d’existence des solutions, on perdra le controle des
informations obtenues dans la section précédente et alors il ne sera plus possible de réaliser
un point fixe : on ne pourra donc pas itérer indéfiniment ce processus.

Avant de rentrer dans les détails, il convient de fixer quelques concepts et notations concer-
nant le temps d’existence des solutions.

Définition 4.6.1 (Temps Maximal) Soit iy € H'(R3) une donnée initiale & diver-
gence nulle, soit 0 < Too < +00 et soit une force extérieure f définie sur l’ensemble
[0, T [xR3 qui vérifie f € L*([0,T], L*(R3)) pour tout temps 0 < T < Tw.

Alors on notera 0 < Tiae < Too le temps mazimal d’existence pour lequel on peut
construire une solution U des équations de Navier-Stokes en utilisant le Théorémel[].4.1]
et tel que, pour tout 0 < T < Tyae on ait

i € L°([0,T], HY(R?)) N L*([0,T], H*(R?)).

Si Trnaz = To on dira alors que la solution U est une solution globale (en temps).

On remarquera que le temps 1o, est déterminé par la force extérieure, qui est une donnée du
probleme. On pourra alors fixer, et ce sans perte de généralité, que 'on a T, = +o0.

Une fois que nous avons cette notion de temps maximal d’existence T},qz, il est treés na-
turel d’étudier si I'on peut obtenir en général T,,,. = T, et si cela n’est pas possible, sous
quelles conditions raisonnables on peut étendre le plus possible de temps d’existence des so-
lutions. Un premier critere est le suivant.
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Théoréme 4.6.2 (Critéres d’explosion) Soit iy € H'(R3), s0it 0 < Ts, < 400 et
soit f: [0, Too[xR? — R? une force extérieure qui vérifie f € L*([0,T], L*(R3)) pour
tout 0 <T < Ty.

Soit Tae le temps mazimal d’existence de solutions mﬂd i tel que pour tout
0 < T < Tz on ait @ € L¥([0,T], HY(R?)) N L?([0,T], H*(R3)). Nous avons les

points sutvants.

1) Si Thasw < To, alors — sup  ||@(t, )| g1 = +oc.
0<t<Tmaz

T77La1'
9) Si T < Too, alors/ la(t, )|, g dt = +oo.
0

3) Il existe une constante o > 0 telle que si l'on a HﬁOHH% < g0 et si

Too .
71 I, yds < 2, alors Tas = T
0

Remarque 4.7 On note que la condition du point 3) ci-dessus pour obtenir des solutions

globales en temps dépend de la petitesse de la donnée initiale Uy exprimée en norme H%(R‘g)
et non pas en norme H'(R3). Ceci peut sembler étrange d’un premier abord, mais nous
1 1

avons l’estimation ||ﬁg||H% < ||ﬁ0\|1512\|60||§[1 < ||to|| g1, ainsi si Uy est une donnée initiale
suffisamment petite en norme H'(R3) (ce qui correspond au cadre du Théoreme nous
pouvons bien obtenir des solutions globales.

Démonstration.

1) Fixons T} tel que T' < Tinae < T1 < Tio. Nous disposons d’une solution 4 définie sur
I'intervalle de temps [0, 7] qui vérifie I'équation

u(t,x) = g¢ * tp(x) + /0 Ot—s * IP’(fj (s,x)ds — /0 gi—s * P(div(Z @ @)) (s, z)ds. (4.44)

De plus, sur lintervalle T < t < T + ¢’, on peut considérer le probleme

u(t, x) :gt_T*ﬁT(m)—l—/T gtS*IP’(ﬂ(s,:c)ds—/T gt—s *P(div(@®@)) (s, z)ds, (4.45)

ou, par le Corollaire page la donnée initiale donnée par ur(z) = u(T,x)
appartient bien & l'espace H'(R?). Ainsi, en réappliquant I’algorithme de point fixe
on obtient une solution mild dont le gain de temps ¢’ vérifie (en suivant les calculs

réalisés pour obtenir la formule (4.34) page [122) :

§ =min | Ty — 7,1, ¢ . (4.46)

N 4
(il + 112222 )

De cette facon, avec les calculs précédents, par la linéarité des intégrale en temps
et par les propriétés de semi-groupe du noyau g¢, en combinant et (4.45) on
obtient une solution mild des équations de Navier-Stokes sur I'intervalle [0,T + ¢'].
Mais comme T}, est le temps maximal d’existence, on doit avoir T+ ¢’ < Ty,az, OU
encore 0’ < Tyq — T, ce qui implique que plus on s’approche de Ty44, plus ¢ devient
petit. La norme ||f]| 22 €tant fixée, on déduit par la contrainte (@ le fait suivant

lim inf ||@(t, ) || g1 = +o0.
t—>Tmax
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2) Par le premier point nous savons que la norme [[i(t, )| g1 = ||(t, )| z2 + ||@(t, )| g1
explose lorsque ¢ — T, ... On remarquera qu’a ce stade nous ne savons pas laquelle des
deux quantités qui conforment la norme H'! explose (ou si elles explosent les deux en
méme temps). Pour cette raison on fera une étude séparée des deux termes ||i(¢, )| 2

et ||a(t, )|l 51 ce qui nous permettra de vérifier le deuxieme point du théoreme.

Commencons par étudier la norme L?(R3). Si @ est une solution mild sur 'intervalle
de temps [0, Trnaz[, on a équation suivante

ot = A — P(div(d ® @) + P(f),

avec i@ € L*®([0,T], H'(R®)) N L*([0,T], H*(R?)). Mais étant donné que I'on a les
bornes T < Tinae < +00, nous avons également que la vitesse @ appartient a l'espace
L3([0,T], L?(R?)). En effet, on écrit tout simplement

[at, )2 < [t )lar,s

et en intégrant par rapport au temps, il vient

S S
lilizse = ([ i) < ([ o)

1
T 2 1
il [ @) =THlmm < .

IN

Ainsi, si on étudie chacun des termes de ’équation ci-dessus nous obtenons sans
probléme que ;i € L*([0,T], L*(R3)) car :

e e L?([0,T], H*(R?)) et donc Aw € L([0, T], L*(R?)),

o fe L?([0,T), L?(R?)) par hypothese (et le projecteur de Leray est continu dans
L*(R%)),

e en suivant les calculs (4.28)-(4.30) donnés page nous avons que le terme non
linéaire div(@ ® ) appartient & P'espace L°°([0,T], L>(R3)) et de plus comme
T < Tynaw < +00, nous avons également div(i @ @) € L?([0,T], L?(R3)).

Donc, avec U'information 0y € L?L?, nous pouvons réaliser les calculs suivants
) t x>

d —
dt R3 R3 R3

—

_ —2/ |ﬁ®ﬁ|2dx—2/ ﬁ.p(diu(ma))dxw/ i P(f)dz,
R3 R3 R3

le terme —2 / ]6 ® ii]>dz étant négatif et en utilisant le fait que le projecteur de
R3

Leray est auto-adjoint (voir la formule (4.10) page [L09) ainsi que les inégalités de
Young pour le dernier terme on obtient

d -

= ldPde < —2/ i@ (div(d ® @))dx + [[a(t, )72 + £ )72 (4.47)

dt R3 R3

On remarque qu’avec les informations @ € L H:NL? H2, I'intégrale / a - (div(d ® ))dx
3

R
est bien définie (on pourra utiliser I'estimation (4.29)) donnée page et observer que,
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puisque l'intervalle de temps [0, 7] est borné, alors on a @ € L?H}), ainsi, avec une
intégration par parties on peut maintenant écrire

/ - div(i®u)de = / i - div(it ® @) + || div(@)dz
R3
= / U - div(u ® u) de, (4.48)
car div(u) = 0, ce qui implique 1’égalité / - div(d ® ) de = —/ - div(d ® @) dx
R3 R3

a partir de laquelle on déduiti / @ - div(d ® @) dx = 0, ainsi, en revenant a l'inégalité
R3

(4.47)) nous avons

d o o -

— [ latz)Pde < a7 + 17 )7,

dt R3
et avec une intégration dans la variable de temps, il vient

t
It 7z < ldoll7e + 11722 +/0 (s, -)l[72ds,

en appliquant 'inégalité de Gronwall (voir le Lemme [2.5.3] page nous obtenons

a7z < (oll7e + 117202)e" < (oll7e + 11722 )" ™, (4.49)

ce qui nous indique que la quantité ||i(¢,-)||72 est bornée et n’explose pas : ce sera
donc le terme ||@(t, )| ;1 qui devra exploser.

Etudions donc plus en détail 'expression ||(t, -) H?p = / |V ® @2 (t, z)dz, on a alors
R3

3
jt/ V@it x)de = 2;/]1%33%@.5%(5@)@,@@
3
= 22/ Ba, 1 - Oy, (AT — P(div(@ ® @) (t, x) + P(f)) (¢, 2)dx
=17

Compte tenu des propriétés du projecteur de Leray, du fait que div(ud) = 0 et par des
intégrations par parties nous obtenons

d

3
G | Vet =2 3\Aﬁ|2da:—22438$j6~8xj(div(ﬁ®ﬁ))dx—2 Ait- fie.

RS

Remarquons maintenant que pour le deuxieme terme ci-dessus on a l'identité

Z/Rs Oz ;U - Oy (div (U dx—Z/ Oy - ﬁ)-ﬁ)ﬁ)dm.

En effet, on a 9, (div(7 ® @) = 9y, (@ - V)@) = (95, @) - V)T + (T - V)(y,) et avec
une petite modification de 'identité (4.48)), nous avons

00,0 (T V) (0, 0))da = — | 0,0~ (@~ V)(0r,@))do,
R3 R3

2. Car on a / F(t, z)de = —/ F(t, x)dz et donc 2 f(t,z)dz = 0.
R3 R3 R3
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ce qui nous donne bien que cette quantité est nulle et donc que 'on a bien l'identité

Z/Rg O ;U - O, (div(d dx—Z/ Oy ;U - 2, 0) - Vi) da,

ce qui nous donne :

d

T IV®UI do==2 | A dw—22/ Oy ti - (((0ny00) - V)il)dz — 2 | Adl- fda.

RS

Nous pouvons alors écrire, en utilisant les inégalités de Holder (avec 1 = % + % + %)
et les inégalités de Cauchy-Schwarz

d

3
T |V®UI de < =2||Ad(t, )72 +2) IV @it )| 2 10s,(t, )| sl 0w, @t ) | oo

j=1
+2Ad(t, )| 21 FE ) -

Avec les injections de Hardy-Littlewood-Sobolev nous avons H %(Rg) C L3(R3) et
H(R3)  L°(R3) et par les inégalités de Young on obtient

d
dt

[ VeaPde < —2Au(t)E + 2019 © ()l ()l 182 )12
2 (e, e £
SNV g < ~2ad s + (1ad, )3 + CI¥ @ e, )3, I, )
+ (A, )17 + 17 )13 )
CIV et G < CIV @ ) alate, VP g + 170 )

ainsi, en intégrant par rapport a la variable de temps et en appliquant 'inégalité de
Gronwall il vient

t t
Ve, )i < C/ HV®ﬁ(8,-)Hi2Hﬁ(s,-)H2.sd8+/ 1 (s, )IF2ds + IV @ o |72,

< (I9@ .+ [ ifts lads) exp (© [ sl g ). (450

et cette estimation nous permet de terminer la preuve du deuxiéme point : en effet,
nous avons par le premier point du Théoréme [4.6.2] que l'on a :

lim inf[|4(t, -)|| g1 = +oo0,

*dmax

mais nous savons également par I'inégalité (4.49)) que la norme ||i(t, -)| ;2 reste bornée :
c’est donc la norme ||i(t,-)|| ;1 qui doit exploser. De plus, comme les deux quantités

t

IV ® |3, et / | (s,-)||72ds sont bornées par hypothese, on en déduit & partir de
0

Iinégalité (4.50) ci-dessus que I'on doit avoir :

Tmax 5
| il g s = 4o,

ce qui termine la démonstration du deuxieme point du théoreme.
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3) Pour obtenir le critére énoncé nous allons utilisé le point précédent et nous allons
mettre en oeuvre un procédé qui nous permettra de majorer (sous les hypotheses du
t

troisieme point du Théoreme [4.6.2) la quantité / ||(s, )HiI% ds pour tout temps t.
0

Etant donné que 'hypothese de petitesse de la donnée initiale #y s’exprime en termes
de la quantité || - ”H%’ nous allons étudier I’évolution dans le temps de ||(t, )HH% et
pour cela nous écrivons

G L = 2 f )

=2 (-8

=

@ 9y(—A)1id da:—Q/ (—A)24 - 9yid da
R3

N

@ (AT —P(div(d @ @) + P(f))dx

a.P(dw(ma))dﬁz/Rs(— AY3it-P(f)da.

[l
|
[N}
—
I
>
[ SIS
30
n
>
)
QL
<
[\)
%\
w
>
N—
Nl=

En utilisant le fait que le projecteur de Leray est auto-adjoint, que 4 est a divergence
nulle et I'identité

R3

nous pouvons écrire

- fdx

£

d
dae )R, = —2/ \(—A)iamx_z/ (_A)éﬁ-dw(a@ﬁ)de/ (—A)
dt H2 R3 R3

R:’)

= —2/ |(—A)ia|2dx—2/ (—A)1G - (—A) T div(@ ® @)da

Par une intégration par parties dans la deuxiéme intégrale et en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz dans les deux dernieres intégrales nous avons

d . _ N R o . -
SNy < =2 R g+ 2 g 7 @y + 2 ) FE )y

En appliquant les lois de produit données dans le Théoreme page au terme
|4 ® ﬁHH%’ nous avons alors

d, L . " "
Sl 2, < —20a ) g + 17l (Colat gl )y )
2t )|, 1Ft ),y

et avec les inégalités de Young on obtient

IN

=2t ) 5 + Colla(t, )12 g1t )l 3 + a2 5 + 1N
<t I 5 Collit M,y =D+ 172y

1
2

A

Si on integre par rapport a la variable de temps, il vient

||2 /||u CO||u( I .1—1 d8+/| ||2 1ds+||u0||2 . (4.51)
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A partir de cette estimation nous voyons que si la donnée initiale iy vérifie 'inégalité

T
Hu0|| To et si la force f vérifie /0 £ (s, )H2 1ds < 402, alors on a la majo-
ration
1
2 2

[R] / (s, )%, 5 (Collii(s, )l 3 —1)ds + 302" (4.52)
Etant donné qu’'on part d’une donnée initiale Hl_[()” < ﬁ et que la quantité
||(s, - || 3 est continue dans la variable de temps (pulsque par interpolation on a

Ny < s, )||EQ||ﬁ( )||Hl et ces deux normes sont continues par le Corol-

laire } on obtient par 'estimation (4.52)) -qui est valable pour tout temps- que la
a(t, )||H , vérifie I'inégalité
2

e < 1
i3 < oo
en effet, & partir de la majoration 1’ par continuité de la fonction ||(s, )HH%, si

402 )
titié Co||u(s, )|| y — 1 sera négative, et raisonnant de proche en proche on obtient

on part de la condition ||ﬁ0||; < —, alors pour un temps petit 0 < s < t, la quan-

bien le controdle annonce.

Ainsi, en revenant a 'estimation (4.51)) nous pouvons finalement écrire

1Y [ T o _
(1= 5) [ vt gas < [0 yds iy < 4o,

Donc, sous les hypotheses exigées de petitesse de la donnée initiale uy et de la force
t

f, on obtient que la quantité / ||(s, )||Z 3 ds est bornée uniformément par rapport

0
au temps, ce qui avec le deuxieme point du Théoréme que nous avons démontré
ci-dessus, nous permet de conclure que 'on a bien T},q, = 400.
|

Notes et compléments

Le Théoreme 4.4.1] “ de Fujita-Kato a été démontré en 1964 [20] en utilisant une donnée
initiale @g € H' et comme espace de résolution pour le point fixe 'espace L H! N L2H 2 De-
puis, d’autres espaces fonctionnels ont été considérés et on notera en particulier 'utilisation
des espaces suivants :

e Les espaces de Sobolev fractionnaires ont été utilisés par Chemin en 1992 [15] avec
ilp € H*, s > 1/2, pour la donnée initiale, f € LZH:~! pour la force extérieure et
LPHS N L?HST! comme espace de résolution.

e L’espace de Sobolev cr1t1que H> peut également étre utilisé : on suppose alors que

lon a iy € H2 f € L?H, 3 et on considere l'espace de résolution LC’OH2 N LQH2
La partlcularlte de ce cas réside dans le fait que la condition de petitesse du temps
d’existence ne s’exprime plus comme une puissance de la norme de la donnée initiale

du type (4.34). Voir plus de détails dans [45].
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e Les espaces de Lebesgue LP ont aussi été étudiés par Kato [29], dans le cas d’une force
nulle, et par Cannone et Planchon [9] avec une force non nulle. La donnée initiale
vérifie Uy € LP avec p > 3, la force extérieure satisfait f € LY L avec % + % <24 % et
l'espace de résolution est L{°LE.

e Le cas critique correspondant aux espaces de Lebesgue L3 est plus délicat, car I'appli-
cation bilinéaire B(-,-) donnée par 'expression , page n’est plus continue
dans I'espace L°L3, voir F. Oru [40]. Des solutions ont été apportées par Weissler
[53] et Kato [29].

e D’autres espaces plus “exotiques” sont également utilisés par de nombreux auteurs
pour obtenir des solutions en utilisant un argument de point fixe. Pour les données
initiales, on notera entre autres l'utilisation des espaces de Besov By” et les espaces
de Morrey M%® voir plus de détails dans les livres [44], [45].

Quel est I'intérét de considérer un point fixe dans différents espaces ? Tout d’abord, plus un
espace fonctionnel est grand, plus sa norme est petite et ainsi, les données initiales grandes
dans un certain espace fonctionnel peuvent devenir plus petites dans un autre espace fonc-
tionnel, et cela représente un certain intérét. D’autre part, cette multitude d’espaces permet
de considérer des données initiales et des forces extérieures avec des propriétés variées, ce qui
peut étre tres utile dans les applications.

Mais il convient d’insister sur le fait que travailler avec différents espaces de fonctions ne
permet pas de supprimer la dichotomie existante entre la taille de la donnée initiale et le
temps d’existence, dichotomie qui est inhérente a la méthode mise en place et non au choix
de I’espace fonctionnel.

4.7 Exercices

Exercice 4.1 Démontrer le Théoréme|4.1.1, page|104], en considérant I’équation

e =eg+ Ble,e).
On notera en particulier que le signe devant ’application bilinéaire B(-,-) ne joue aucun role.

Exercice 4.2 Soit (E,| - ||g) un espace de Banach et soit L : E — E wune application
linéaire bornée :
IL(e)lle < CLllelle

Si ey € E est telle que |leg||p < 6 et si C, < 1, montrer qu’alors l’équation
e=-¢ep— Le),

admet une unique solution e € E qui vérifie |le||g < 26.

Exercice 4.3 Soit (E,||-||g) un espace de Banach et soit B : Ex ExE — E une application
trilinéaire bornée

1B(e, f,9)le < Callellzllflzlglle-
Sieg € E est telle que |legl|lp < 6 et si 0 < 62 < ﬁ, alors montrer que l’équation

e =-ep+ B(e,e,e),

admet une unique solution e € E telle que |le||g < 26.
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Exercice 4.4 Montrer que l’'on a l’identité suivante
P(P(f)) =P(f),

pour tout champ de vecteur f: R3 — R3 suffisamment régulier (par exemple ]FE L2(R3), H*(R3),
H~%(R3) avec s € R?). On pourra utiliser le Lemme m page .

Exercice 4.5 Dans le Lemme donné page montrer que si iy € L*(R3), il est

alors possible d’améliorer le premier point de ce lemme de la fagon suivante :
lg: ﬁOHL;’OLi = [|do| 2.
(Indication : utiliser Plancherel).

Exercice 4.6

1. Soit s > 0 et soit k € N un entier tel que 0 < § < k. Vérifier que l'on a l'identité
suivante pour f une fonction réguliére :

AV _ 1 T ki1, Ak
CAFN@ = g [ ™ A e Dl

(on pourra considérer cette expression en variable de Fourier).

2. Montrer que l'on a l'inégalité
2 1 A s k
O P 71 W AR (N P

“+00
+/A T’“1HfHL1H(—A)’“gTHL1dT>,

ou A est une échelle de coupure qui sera fixée postérieurement.

3. En utilisant la Proposition [3.1.3, page[{6, montrer que l'on a 'estimation
I(=2)2 ()l < C(H(_A)kaLlAk_; + A_§||f||L1)-

4. En calibrant correctement ’échelle de coupure A, obtenir l’inégalité

1(=A)3()llzr < CU=AFFIZEIF]h .

Cette inégalité permet d’estimer la norme L' d’une puissance fractionnaire d’une fonction
par le produit de la norme L' de puissances entiéres du Laplacien de la fonction et de la
norme L' de cette fonction. Autrement dit, si on a des informations sur les dérivées entiéres
on peut obtenir des informations sur les dérivées fractionnaires.

Mais attention! La quantité ||[(—A)z (f)| 2 nest pas équivalente & un espace de Sobolev.

On peut utiliser la quantité |(—A)2 (f)||» avec s > 0 et 1 < p < 400 pour caractériser (avec
des précautions) les espaces de Sobolev homogénes W*P(R3) mais les cas limites p = 1 ou
p = 400 dotvent étre exclus.
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5. Pour 0 < 5 <1 et pour 1 <p < +o0, obtenir l’estimation

(=AY ()2 < CIAFIE 152,

en déduire l'inégalité d’interpolation suivante (voir également l’Exercice page :
El 1—3
1l s < CUA AN 2

Exercice 4.7 Soit f,g‘, h: [0, +-00[xR3 — R3 trois fonctions vectorielles qui appartiennent
a Uespace L>=([0,T], H'(R3)) N L2([0, T], H*(R3)) avec 0 < T < +o00.

1. Montrer lestimation
T ~ oL T .
| 7@ Shtadade < [T st s el o

2. Vérifier que Uon a ||f(t,) s < Clf ()30 162, )ls < CIG(E ) g et montrer
que

— — — —

1,1 < NF(E -)Iléz\lf(t,-)llil < L)

3. Déduire la majoration suivante

T
| L7 @ izt < T e e Pl oy
0

Exercice 4.8 Soit f,g,h : [O,+oo[><R3' — R3 trois fonctions réelles qui appartiennent a
Uespace L>([0,T], HY(R3)) N L2([0, T], H*(R3)) avec 0 < T < +o0.

1. Pour 1 < j,k, £ <3, montrer [’estimation

T T
/ / 8xjf(t,:1:)g(t,x)@xkﬁxlh(t,x)dazdtS/ 10, £t )l Lallg(t, )l s 1A (E, )l godt.
0 R3 0

2. Vérifier que l'on a ||0y; f(t,-)| s < C[ f(t, )HH% et montrer que

- . 1 -

I g < I L ')Hi‘[z'

3. Montrer que l'on a f,g,h € L*([0,T], L>(R?)) et en déduire que f,g,h € L*([0,T], H*(R?)).

4. Déduire la majoration suivante

T
/0 /}R3 Oz, f(t,2)g(t, ©)00, 00, 1(t, x)dwdt < C||fll 22 9ll g r2 1 2ll 272
Exercice 4.9 Pour u : [0,4+00[xR™ — R une fonction réelle, on considére l’équation

duu(t,z) = —(—A)Su(t,z) + ((—A)%u(t, x)>2 < f(t,z), (l<a<?)
(4.53)
u(0,z) = up(z), = e€R",

ot ug : R" — R est une donnée initiale, f : [0,4+00[xR™ — R est un terme d’amortisse-
ment et ou l'opérateur (—A)% avec 1 < o < 2 est la puissance fractionnaire du Laplacien

o —

dont Uaction au niveau de Fourier peut se voir par Uexpression (—A)2p(€) = |£]°B(€) (se
rappeler des formules et données page . Le semi-groupe associé a l'opérateur
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A)S

—(=A)2 sera noté e (= avec t > 0 et son action pour les fonctions dans la classe de

Schwartz S(R™) est donnée au niveau de Fourier par (e_t(_A)7¢> (&) = e 1" B(¢). Cet
opérateur admet donc un noyau de convolution qui sera noté p$ (autrement dit, on a la for-
mule e H=2)2 (o) = p@ % ).

Pour le noyau p¢ on admettra les points suivants :
e pour tout t >0 on a ||pf|| =1,

e pour tout t >0 et s >0 on a ||(Id — A)2p?|[;1 < Cmax{1,t"a} ot C > 0 est une
constante qui ne dépend que de la dimension de l’espace ambiant.

Le lecteur pourra consulter une preuve de ces deux points dans les livres [27] et [31].
Dans cet exercice on cherche a obtenir des solutions mild pour le probléme dans

Uespace de résolution L°°([0, Ty[, H'(R™)), ou Ty est un temps d’evistence qui sera déterminé
par la suite. On considére donc la formulation intégrale suivante

o t [e3 2
u(t,x) = e A 2y (2) +/ e~ (t=8)(=4)2 ((—A)%u> x f(s,z)ds, (I1<a<2), (4.54)
0

o la donnée initiale ug appartient ¢ lespace H*(R™) et ou le terme d’amortissement f ap-
partient a l’espace L>°(]0, +oo[, L?(R™)).

1. Vérifier que Uapplication

By (u,u) = /Ot e~ (t=9)(-2)8 ((—A)%U)Q x f(s,x)ds,

est une application bilinéaire.

2. Montrer que l’on a l’estimation

R
He Ul oo = l|luo || g

3. Démontrer la majoration suivante :

H(Id _A)rem =988 ((—A)%u>2 % f(s,°)

4. Vérifier que l'on a estimation

t L 2
15 (a0l < € sy [ maxn (e 975 [ ((-8)20) )
0<t<Tp JO

1f (s, )l 2 ds
Ll

1
5. En remarquant que le terme (t — s)” o est intégrable puisqu’on a 1 < a < 2, obtenir
l'inégalité

1—1
1Bf(u,u)|[ ey < CTy || fllpgorzllull ngo mra lull pgo rra -
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6. Etablir une relation entre la constante de continuité de l’application bilinéaire By et
la donnée initiale ug pour pouvoir appliquer un argument de point fire dans l’espace
L¥H!.

7. Conclure que l’équation admet une unique solution mild dans l’espace de fonc-
tions L ([0, Tp[, HL(R™)) ot l'on donnera une borne supérieure pour le temps d’exis-
tence Ty en fonction des données du probléeme.

Exercice 4.10 On considére ici iy une donnée initiale a divergence nulle telle que l’on ait
il € LP(R3) ou p = % avec 0 < € < 1 un paramétre fizé une fois pour toutes (on remarquera
que l'on a alors 3 < p < +00).

1. Vérifier Uinégalité || g * to|| poo . < [[to]|Lr-

2. Montrer que l'on a
1+e€

L .
[(=A)2 gisllp <Ct—s)" 2.

(On pourra raisonner par homogénéité, en passant par Fourier si nécessaire, sinon
utiliser I’Ezxercice @)

3. Démontrer ’estimation

1(=2)7% fllze < CIfllzs,

ol € + % = %. On remarquera en particulier que 'on a 2q = p.

4. On étudie le probléme suivant

t
u(t,z) = g¢ * tp(x) — / gi—s * P(div(d ® @))ds.
0

Avec les estimations précédentes, appliquer un argument de point fixe pour obtenir
une solution mild des équations de Navier-Stokes dans l’espace L°LL : pour cela on
démontrera que l’on a l’estimation

On pourra considérer par exemple l’expression

puis on utilisera les inégalités de Minkowski, de Young et les points précédents (on

notera que l'on a % < 1, ce qui rend la singularité en temps produite par le noyau

de la chaleur intégrable).

l-e, R
<CT = ||u||L§°L§HU||L;>OL£-

t
/ gt + P(div(il @ @)ds
0 Lo LR

€

t
/ (—A) 3 giy * (—A)"5P(@ @ @)ds
0

r

Exercice 4.11 Soit F(t,z) un tenseur qui appartient a l'espace L>([0,4+oc[, H*(R?)) avec
s> 1. Montrer que la quantité

t
u(t,x) = / gi—s * div(F) (s, x)ds,
0

appartient a Uespace L= ([0, T[, H *(R3)) pour un T < +oo borné. On notera que la formu-
lation intégrale ci-dessus a un sens méme si IF est tres irrégulier (car s > 1). Montrer que U
vérifie (au sens des distributions) I’équation de la chaleur

it = AT + div(F).



Chapitre 5

Solutions faibles de Leray

Par les calculs réalisés aux chapitres précédents, nous savons déja que lorsque les données
(o, f) sont grandes, un argument de point fixe (dans un espace fonctionnel bien choisi) nous
permet par un processus itératif de construire des solutions pour les équations de Navier-
Stokes. L’existence et 'unicité de ces solutions sont donc assurés, mais uniquement sur un
intervalle de temps petit qui est déterminé en fonction de la taille de ces données. En particu-
lier, plus celles-ci sont grandes, plus le temps d’existence est petit et le Théoreme page
donne quelques criteres d’explosion dans le cadre des solutions mild de Fujita-Kato : en
toute généralité on ne pourra pas étendre indéfiniment le temps d’existence par ces méthodes

car il y a une perte des controles nécessaires pour faire tourner les algorithmes.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une autre approche qui nous permettra de
considérer des solutions issues a partir de données quelconques (grandes) mais dont le temps
d’existence peut étre prolongé en toute sécurité : on parlera alors de solutions globales (en
temps). Pour construire de telles solutions nous allons suivre la méthode introduite par Jean
Leray en 1934 dans l’article [34] et qui consiste & :

(i) choisir un cadre fonctionnel adapté en s’inspirant de la structure de 1’équation,

(ii) régulariser le probleme initial et appliquer un argument de point fixe pour le probleme
régularisé,

(iii) obtenir un controle a priori afin de prolonger dans le temps les solutions du probleme
régularisé,

(iv) passer a la limite pour supprimer la régularisation et obtenir des solutions globales
en temps du probleme initial. Indiquons que lors du passage a la limite, on obtiendra
des solutions faibles et non plus des solutions mild.

Toutes les étapes de ce programme seront explicitées dans les lignes qui suivent, mais il
convient de faire quelques remarques générales :

e Contrairement aux arguments de point fixe, le temps d’existence des solutions obte-
nues par ce procédé ne dépendra pas de la taille des données, on pourra alors parler
de solutions globales en temps, que ce soit pour des données “petites” ou pour des
données “grandes”.

e En revanche, ce type de solutions ne seront pas uniques car le processus dépend d’un

143
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passage a la limite qui impose un raisonnement par sous-suites extraites. Il y a une
perte d’unicité et c’est le prix a payer pour obtenir des solutions globales en temps en
suivant cette méthode.

e Le passage a la limite se fera dans les deux variables de temps et d’espace et les infor-
mations sur ces variables seront mesurées au sens faible. Les solutions que nous allons
obtenir vont en plus vérifier certaines propriétés particulieres, ce qui justifie leur ap-
pellation de solutions faibles de Leray.

e Il sera naturel de comparer les solutions obtenues par les deux procédés étudiés jus-
qu’ici (les solutions mild et les solutions faibles). En fait, nous verrons dans la Sec-
tion qu’il y a unicité dans le petit intervalle de temps commun d’existence, (on
démontrera que toutes ces solutions coincident) : la perte d’unicité intervient donc
lorsqu’on souhaite prolonger les solutions.

Indiquons pour finir cette courte introduction que les solutions que nous allons construire
dans ce chapitre sont le point de départ de trés nombreux développements actuels.

5.1 Motivation

Afin de dégager un cadre fonctionnel adapté, il est tres utile d’étudier la structure de
I’équation pour avoir une intuition de ce que 'on peut éventuellement obtenir si I'on est
trés optimiste. Dans toute cette section nous allons donc supposer (a des fins purement
pédagogiques) que les objets manipulés sont trés réguliers. Ceci nous permettra d’obtenir
des informations importantes qui seront exploitées plus rigoureusement dans les sections sui-
vantes.

Notre point de départ est donc 1’équation de Navier-Stokes
Ot = AL — (T-V)i —Vp+ f, div(@) =0,

’LT(O,CL‘) = ’LT(], dlv(ﬁg) = 0,

—

sur laquelle nous ne faisons aucune hypothese sur les données (i, f) : les conditions ap-
paraitrons au fur et a mesure des calculs réalisés.

Nous multiplions maintenant toute cette équation par u, I'idée étant de réaliser des
intégrations par parties (on supposant que cela soit possible, car sans un cadre préalable
sur ces objets, ces calculs n’ont pas de sens!) pour faire apparaitre des quantités qui “res-
semblent” a des normes : on aura ainsi une idée des espaces fonctionnels qui entrent en jeu
naturellement, c’est a dire en fonction de la structure interne de ’équation. Il vient alors :

Q-0 =@ [N — (- V)i — Vp + f,

puis en intégrant en espace on obtient

/g.aﬂjdw = /ﬁ-Aﬁ’dw—/ ﬁ-(ﬁ-ﬁ)ﬁdm—/ ﬁ-ﬁpd:wr/ - fda,
R3 R3 R3 R3 R3

et avec des intégrations par parties (formelles) pour le premier terme a gauche et pour le
premier et troisieme terme a droite de cette identité, nous avons

1 - - - -
/ opli)?dx = —/ \V@ﬁde—/ ﬁ-(ﬁ-V)ﬂ’dm—i—/ p(V-ﬁ)dx—i—/ i- fdr,
2 R3 R3 R3 R3 R3
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ainsi, en utilisant le fait que div(@) = 0 nous avons

/ p(V - @)dx = / pdiv(@)dx = 0.
R3

R3

Maintenant, on remarque que l'on a par une intégration par parties (toujours purement
formelle) :

/ a.(ﬁ.ﬁ)adx:—/ a.(ﬁﬁ)mwﬁdww)dx:—/ - (@ V)id,
R3 R3 R3

(car div(@) = 0) ce qui implique que la quantité / - (@ V)i dz est nulle. (Voir également
R3
la formule (4.48) page [134).

Nous avons alors 'identité

1 - S
/ 8t\ﬁ|2da::—/ ]V®ﬁ]2dx+/ i fdr,
2 R3 R3 R3

qu’il convient de réécrire de la facon suivante

d. . 2 - 2 I
IR = 2l ) +2 [ 7 Fao (51)

Cette identité nous donne des informations sur le comportement en temps (i.e. de la dérivée
temporelle) de la quantité ||@(t,-)|| ;2 et, au vu de cette formule, la norme L? semble étre une
quantité intéressante pour mesurer la fonction # en variable d’espace. Mais si cette norme L?
en espace est adoptée pour la partie de gauche de , pour le premier terme a droite de cette
identité nous aurons naturellement besoin de contréler la norme H'(R?) de @(t, -), et cette in-
formation nous imposera des conditions sur la force extérieure qui intervient dans le deuxieme
terme & droite de l'identité : en effet, si 'on a w(t,-) € Hl(R?’), pour que l'intégrale

/ - f dx ait un sens, nous demanderons, par dualité, la condition f (t,-) € H “1(R3).
R3
Etudions plus en détail cette identité (5.1)). En effet, les considérations précédentes portent

uniquement sur la variable d’espace et pour étudier la variable de temps nous commencgons
par écrire :

d, . 2 , 2 Y
GOl = 2l +2 [ @ Fae

=2\ @(t, W + 2017 ) - 2 ) s

IN

en appliquant les inégalités de Young pour le produit des deux normes ci-dessus, il vient

< =2t )G+ IF T + 1 )
=M, M + 1o

Maintenant, on integre par rapport a la variable de temps et 'on a

IN

t t
It )72 +/O [ii(s, )% ds < |do||7 +/O 1 (s, )11 ds. (5.2)

Pour la force extérieure f nous avions déja supposé que f (t,-) € H-Y(R3), nous suppo-
sons maintenant que la quantité || f(s,-)||;-1 est une fonction de carré intégrable dans la
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variable de temps, ce qui nous donne la contrainte f € LQ([O7 T, H _1(R3)) pour un certain
0 < T* < +o00. Pour la donnée initiale %y nous imposons tout naturellement la condition
Uy € L? (R3)

Ainsi, I'inégalité (5.2) nous permet de controler (si elle existe!) la solution @ au sens des
quantités [|@||pepz et [|@l 21 et ce, & partir des contraintes imposés aux données (o, f).
T tiHhx
Observons de plus que, tant que la force f est définie sur I'intervalle de temps [0, 7] et vérifie
les conditions indiquées, alors nous avons le controle (5.2)) sur tout U'intervalle [0, T™*].

Pour insister sur ce controle, on remarquera en particulier que si la force extérieure est
nulle, alors I'estimation ([5.2)) devient tout simplement

t
(e, )2 + /0 (e, 12 ds < o] 2 < +oo,

ce qui montre peut étre encore plus clairement le controle uniforme en temps des quantités qui
apparaissent dans la partie de gauche de cette inégalité. Autrement dit, les normes ||| e 2
et ||| r2fn sont préservées dans le temps (elles ne peuvent pas exploser, car elles sont bornées
par la quantité ||@p||z2) et cela indique qu’il est sans doute intéressant de les étudier en détail.

Bien que les calculs précédents soient totalement heuristiques, la majoration donne,
en réalité, une bonne intuition (nous verrons un peu plus tard comment donner un sens
rigoureux a cette inégalité) et elle nous invite a chercher une solution des équations de Navier-
Stokes dans ’espace

L>([0, T, L*(R*)) N L*([0, T), H'(R?)),

pour un certain temps 0 < T" < 400 muni de la norme
[Nz =1" HLgOLg + 1| - ||L§H;-

On notera sans probléeme que cette norme (& une racine carrée pres) n’est rien d’autre que la
partie de gauche de 'inégalité et nous avons ainsi un controle uniforme en temps pour
cette norme || - ||z (on parlera alors d’information a priori) qui nous permettra, comme nous
allons le voir par la suite, de prolonger le temps d’existence des solutions pour obtenir de
cette fagon des solutions globales en temps.

Le cadre fonctionnel dans lequel on souhaite travailler étant posé, nous essayerons dans la
section qui suit de construire une solution en utilisant un argument de point fixe, mais nous
verrons assez rapidement que ce n’est pas possible de le faire directement : le probleme est
mal posé en dimension 3 dans Pespace de résolution L{°L2 N L?H; Nous montrerons alors
qu’une régularisation bien adaptée permet de contourner ce probléme.

Point fixe dans ’espace L°L? N L?H! : un probleme mal posé
A partir des idées dégagées dans la section précédente on commence par fixer les données
de notre probleme : on supposera que 'on a

o iy : R3 — R? avec iy € L*(R3), div(ijp) = 0 et,

o f:[0,400[xR? —s R3 avec le controle f € L*([0, T*], H_I(R?’)) ou l'intervalle de
temps [0, 7%, avec 0 < T™ < +o00, dans lequel on dispose ce controle est fixé une fois
pour toutes.
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En utilisant les propriétés du projecteur de Leray P nous nous intéressons au probleme

oyt = A —P((@- V)a@) + P(f), div(@) =0,
(5.3)
ﬁ(O,a:) = ﬁo, div(ﬂo) =0.

Rappelons que la pression p n’intervient pas dans les équations ci-dessus et qu’elle pourra se
récupérer a partir de la vitesse 4 et de la force extérieure f par la formule :

be (_1A) (i (- 9)i) — din( )

Nous allons maintenant étudier I’équation (5.3) et pour cela nous allons appliquer un argu-
ment de point fixe dans I'espace fonctionnel L> ([0,77], L*(R?)) N L?([0, 7], H*(R?)) muni de
la norme

1
T 2
liilr = 18]l oz + 1@l 21 = sup Hw,-)rw( / Hﬁ(t,ou%ﬁdt) L 64
0<t<T 0 ®

pour un certain temps T tel que 0 < T < T™ qui sera fixé par la suite : en effet, on rappelle
ici que le schéma itératif de Picard que nous allons mettre en place ne donnera qu’un temps
d’existence qui dépend des données et qui peut donc étre potentiellement tres petit.

Nous utilisons alors la formulation intégrale du probleme (5.3) :

—

t t -
u(t,x) = g¢ *(ﬁ)o(:z) —|—/0 gi—s * P(f(s,2))ds —/0 gt—s x P((T - V)@) (s, z)ds, (5.5)
1

(2) (3)

et nous allons essayer d’estimer au sens de la norme (5.4 chacun des termes (1), (2) et (3)
ci-dessus pour appliquer le Théoreme page [104]

Indiquons tout de suite que les deux premiers termes pourrons étre estimés assez facile-
ment, la difficulté se concentre dans le dernier terme qui est justement le terme non-linéaire.

1) Estimation de la donnée initiale

L’estimation de la norme || - ||z du terme (1) ci-dessus est facile a traiter et nous avons le
résultat qui suit.

Proposition 5.1.1 Si @y € L*(R3), alors on a

lgs * dollr < Clldol|>-

Preuve. Nous avons par définition

lge = doll7 = llge * tiollgerz + llge * doll 1271

il suffit alors d’appliquer les deux points du Lemme donné page pour obtenir I’es-
timation recherchée. |
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2) Estimation de la force extérieure

Nous allons étudier la norme || - |7 du deuxiéme terme de droite de 'expression (5.5)), en
effet nous avons la

Proposition 5.1.2 Soit 0 < T < T*, si fe LQ([O,T*[, Hil(R?’)) alors nous avons la

majoration
t
‘/ gt,S*P( (s,-))ds
0

< Ol oo
T

Preuve. Par définition nous avons

t
s * IP’( (s, -))ds
0

t —

s * P( (s, -))ds
0

/Otgt S*IP’(#( ))ds

(2.a) (2.b)

T L°L2 ‘ L2H}

On commence par la quantité (2.a) et nous écrivons

t
Or s * IP’( (s, -))ds
0

/Ot Grs #P(f(s, ) ds

On étudiera d’abord la norme L? dans la variable d’espace pour ensuite considérer la norme
L dans la variable de temps. Ainsi, par dualité on a

2 lhes / </tgt s+ P(f(s, >)d8> - la)de
- IIsBTL?gl /Rd/ /Rs gr—s(@ = y)P(f(5,9)) - Fla)dydsdz

—

= sup // gi—s * G(—y) - P(f(s,y))dyds| .
gl 2<11/0 JR3

Maintenant, par dualité entre les espaces H! et H~! nous avons alors

= sup
Leer2  O<t<T

L:

t
gi—s * P(f(s,))ds
0

t —

(b (o < s ([l il -0

L2 [Pl g2 <1

PN 2 A gt Pl

|8 2<

IA

et en utilisant la continuité du projecteur de Leray, ainsi que le deuxieme point du Lemme
4.4.3] on obtient

¢
i s *P(f(s,))ds|| < Clfllpzir swp [1dllze < ClSll -

L2 H‘P”L2<1

Ainsi, en prenant la norme L*°([0,7]) dans la variable de temps, on obtient finalement

/Ot Ois * IP( ﬂ(s, -))ds

< CHfHLfH;I' (5.6)
L®L2
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Nous étudions maintenant la quantité (2.b) et nous écrivons :

t —

Ot—s * P( (37 ))ds
0

L2H]

Si 'on applique maintenant la propriété de régularité maximale du noyau de la chaleur donnée
au deuxieme point du Lemme |4.4.4], page [116| nous avons directement 1'inégalité

HA/Otgt_s* [(—a)72P(f(s,) | ds = |[p(f)|

Ainsi, en utilisant la continuité du projecteur de Leray dans les espaces de Sobolev nous

< Cl|(-a)"2r(f)|

—
L?12 L2H;
pouvons écrire la majoration suivante :

t —

Or_s * IP( (s, -))ds
0

< CIPDlepzr < CM Nl 2p
L?H}

Pour finir, on utilise cette inégalité précédente et la majoration (5.6) pour reconstruire la
norme || - ||z, nous avons alors :

‘ /Ot Gr—s * P(f(s, ) ds

et la Proposition est démontrée. |

< Ol 2.
T

3) Estimation de la non-linéarité : problemes

Passons maintenant a I’étude du terme (3) de (5.5)) :

Nous savons grace a la Proposition précédente que si le terme (4 - ﬁ)ﬁ appartenait a
I’'espace LQHac 1 alors nous pourrions obtenir une majoration qui permettrait de fermer le

point fixe du probleme intégral (5.5)) avec la norme || - ||7.

/O Gr_s # P((- )) (s, )ds (5.7)

T

Mais -et c’est sur ce point particulier que se concentre le probleme principal- en utilisant
I'information @ € L{°L2 N LQH I donnée par lespace dans lequel on souhaite faire le point
fixe, nous ne pouvons pas conclure que 'on a (@ - V)u € L2H 1. En effet, nous avons

(@ D)l o = lldiv(@ © @) a1 = 7 © W21z,

ce qui revient, pour faire simple, & étudier les normes ||ujug|| r2rz pour 1 < jk < 3. Alors
pour “séparer” les informations sur les fonctions u; et wuy, on doit utiliser les inégalités de
Holder et I'on a

lwjurllz2rz < llugll pro pao llull pes o
ou les parametres pg, p1, qo, g1 sont liés par les relations

1 1 1 1 1
==t (5.8)
2 ppo P Q@ @
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et ici nous ne pouvons pas déduire a partir de 'information donnée par l’espace ambiant
LL2 N L?H} (espace dans lequel on souhaite fermer 'argument de point fixe) que 'on a
effectivement u; € LY°LY et u, € LY'LI ou ces parametres vérifient les contraintes (5.8)
indiquées.

En effet, par les inégalités de Sobolev, nous savons que si 'on appartient & 'espace H* (R3),
alors on appartient & l’espace LS(R3) (voir I'inégalité , page , et linformation que
'on dispose est donc uj,ux € L{°L2N LZLE. Mais ceci ne permet pas de vérifier la condition
: par interpolation, les seules controles de type Lebesgue que 1'on peut obtenir a partir
des espaces L°L2 et L?LS sont @ € LYLE ou les indices p et q vérifient les conditions

=4 —— et S =—, (5.9)

pour un parametre 0 < 6 < 1, puisqu’on a la majoration

- —1160 4
l@llzpzs < @Gz I 57

I est alors facile de vérifier (il s’agit de simples contraintes algébriques) qu’il n’existe pas
deux parametres 0 < 6y, 601 < 1 tels que les indices pg, qo et p1, g1 qui s’obtiennent a partir de
(5.9) puissent vérifier la condition (/5.8]). Voir plus de détails dans I’'Exercice

La conséquence de ces remarques est que I'on ne peut pas estimer les termes ({5.7]) avec
les normes des espaces L°L2 ou L?H! et qu’on ne peut donc pas fermer ’argument de point
t T t -tz
fixe.

Remarque 5.1 Observons néanmoins que le contréle que I’on peut obtenir ici est le suivant :
- ._3

(@-V)i€ L?H, 2.

En effet, on remarque que (@-V)@ € H 3 (R3) équivaut & div(@®1) € H 3 (R3) et il faut donc

étudier si 'on a 1@ @ € H _%(RB’). En utilisant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev

(voir le Corollaire page puis I'inégalité de Holder on a

(@ 9yl = i@ D, g = [F@il, 4 <Claed], < Cls|dls, (610

et avec la majoration |[u|| s < C||illz: nous obtenons |4 ® IIHH—% < C|l| 2 ||| g1 - Pour

finir, il suffit de prendre la norme L? dans la variable de temps pour avoir la majoration

1@ Vyall , .- < Cliallzgerzllill Lz pry- (5.11)

t x
o =3 -
Nous avons bien le controle de la norme Ly H, * du terme (@ - V)i, mais encore une fois, il
ne sera pas possible d’obtenir & partir des informations L L2 et LZ H! un contrdle en norme
2 f7—1
LyH .

Avec ces calculs, nous voyons bien que nous ne pouvons pas appliquer 1’idée initiale de
réaliser un point fixe dans I'espace fonctionnel L*([0,77], L*(R?)) N LQ([O,T],HI(R3)) : le
terme non-linéaire (@ - V)@ ne peut pas étre correctement controlé et il est alors nécessaire
de contourner cet obstacle.
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5.2 Régularisation de Leray

Comme nous venons de le voir, 'espace L{°L2 N L?H% n’est pas un bon espace pour
appliquer directement un point fixe. L’idée originale de Leray pour résoudre ce probleme est
d’introduire une régularisation du terme non-linéaire (1 - ﬁ)ﬂ’ qui nous permette de réaliser
les calculs nécessaires afin de fermer ’argument de point fixe.

Pour cela nous considérons une fonction positive § € C5°(R?) telle que

O(x)dr =1, (5.12)
R?)

et nous définissons pour tout ¢ > 0 la fonction

1 T

b () = =50 <5)
Par les propriétés bien connues du produit de convolution, si f est une fonction mesurable
telle que f € L2(R3) alors f * 6. est une fonction beaucoup plus réguliere : d'une part on
pourra appliquer les inégalités de Young au produit de convolution f * 6., ce qui permet de
gagner un degré de liberté supplémentaire, et, d’autre part nous avons a € > 0 fixé que la
fonction f * 0. appartient & I'espace H*(R?) pour tout s > 0. De plus, nous avons la limite
| f * 6z 2 I Il fllz2, ce qui nous permet de récupérer la fonction f initiale.

Le programme de travail est alors assez clair : avec une régularisation bien posée du
terme non-linéaire (4 - 6)11’ nous pourrons réaliser un certain nombre de calculs pour obtenir
les estimations recherchées. En effet, avec les différentes estimations déja réalisées pour les
termes (1) et (2) de 'expression page on verra qu’il est assez simple d’appliquer
le schéma itératif de Picard pour le probleme régularisé. Mais on se gardera bien de croire
que cela représente la fin des calculs : il y a une dépendance par rapport au parametre de
régularisation ¢ et il faudra revenir au probléme original en faisant € — 0. Ce passage a la
limite n’est pas totalement trivial et il sera étudié en détail dans la section suivante.

Revenons a la régularisation. Avec cette fonction auxiliaire ., définie ci-dessus, si nous
remplacons le terme non-linéaire (@ - V)@ dans la partie (3) de la formulation intégrale (5.5)
par la version régularisée suivante

([@=06:]-V)i, (e >0),

nous obtenons .
/ gr—s * P(([T 6] - ﬁ)ﬁ) (s,z)ds,
0

et maintenant nous voulons controler la norme || - ||z, définie dans (5.4), de cette expression
(on remarquera sans probléme que cette formule régularisée définit une application bilinéaire).

Inspirés par la Proposition nous savons qu’'un contréle en norme L?H; L de la
quantité ([@ * 6] - 6)1‘[ est utile pour obtenir des inégalités adaptées a nos besoins, en effet,
en supposant pour 'instant que 'on a ([@ * 6] - ﬁ)ﬁ € L?H; ', si Pon applique directement
les calculs précédents nous avons bien ’estimation

/0 gr—s * P(([T = 0] - ﬁ)ﬁ) (s,z)ds

< O||([@ % 0] - V)i g2y
T
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et c’est précisément ici que nous pouvons voir 'utilité de la régularisation : sans celle-ci, nous
n’avons pas de controle dans l'espace L?H_ ! & partir des informations de I’espace ambiant
L L2 N LZH} dans lequel on souhaite travailler.

Dans ce sens, nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.2.1 Soit 0 < T < T*. Si i est un champ de vecteurs a divergence nulle
tel que .
i € L>([0,T], L*(R*)) n L*([0, T], H' (R?)),

et si la fonction 0.(x) = 8%0 (%) se construit a partir de la fonction 0 donnée dans

pour tout € > 0, alors nous avons l'inégalité

(@ 6] - V)ill g < Ce™2VTil]3 2 (5.13)

Preuve. Etudions pour commencer la norme H~!. Comme div(i * 6.) = div(@) * 0. = 0,
nous pouvons écrire

—

[([@ % 0] - V)u(t, )l g

[ div((a 0] @ @) (t, )| g = [+ 6] @ u(t, )| 2
Il Oc](, )| oo [l (E, -) | 22

. _ T
(e, ) 210N 2 12, )l 2 < Ce™2at, )7,

IN

IN

ou nous avons utilisé les inégalités de Holder et de Young pour la convolution. Ainsi, avec la
norme L? en variable de temps nous avons

. S _3 -
([ 502 - Vyill o1 < Ce™ VTl e 2,

ce qui termine la preuve de la proposition. |

—

Remarque 5.2 Si nous remplagons le terme (@ - V)i par la régularisation ([ * 0] - V),
nous pouvons donner un sens a la norme L%H;l de celte derniere quantité en fonction des
informations données par notre cadre de travail sur la vitesse @, & savoir @ € L°L2 N L2HL.
Toutefois, le contréle obtenu n’est pas uniforme par rapport au parameétre de régularisation e
comme on peut le voir dans la conclusion de la proposition ci-dessus.

Avec tous les résultats précédents, on peut concevoir sans trop de probléme que cette
estimation ([5.13) nous permettra de fermer ’argument de point fixe : chaque terme de la
représentation intégrale (5.5 page des équations considérées pourra étre correctement
controlé.

Nous avons donc maintenant suffisamment de matériel pour énoncer et démontrer le
résultat principal de ce chapitre qui nous donne 'existence de solutions faibles pour les
équations de Navier-Stokes.

Toutefois, avant de clore cette section nous insistons sur le fait que la régularisation in-
troduite dans le terme non-linéaire (@ - V)u n’est pas sans conséquences et elle nous amene
a étudier un probleme approché (a ¢ > 0 fixé) dont les solutions vont dépendre du parameétre e.

On_remarquera en particulier que si 'on fait naivement tendre ¢ — 0, alors I’estima-
. s . P ., -3
tion 1} n’est d’aucune utilité car on perd le controle annoncé puisque la quantité ¢ 2
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explose : nous aurons besoin de quelques ingrédients supplémentaires pour nous défaire de
cette régularisation. Indiquons rapidement qu’un des ingrédients qui nous permettra de nous
défaire de cette régularisation est justement les estimations a priori obtenues dans la formule

(B-2), page

5.3 Théoreme Principal

Voici maintenant le résultat qui nous donne 'existence des solutions faibles des équations
de Navier-Stokes par la méthode utilisée par J. Leray en 1934 dans l'article [34].

Théoréme 5.3.1 (Leray —1934) Soit iy € L2(R3) wune donnée initiale avec
div(dp) = 0 et soit f € L*([0,T*[, H'(R?)) avec 0 < T* < +o0. Alors nous avons les
points sutvants :

1) Il eziste une fonction @ qui appartient & lespace L™ ([0,T], L*(R3)) N
LQ([O,T],HI(Rg)) avec 0 < T < T* qui vérifie au sens faible les équations
de Navier-Stokes

Ot = Al — (- V)i —Vp+ f, div(@) =0,
4(0,x) = up, div(up) = 0.
2) La solution U vérifie également ’inégalité d’énergie suivante

—

t t
Jii(t, )20 +2 /0 (s, )21 ds < |Jo]|2e +2 /O (F(s, )5, )) v o

pour tout 0 <t < T.

Il est tres important de souligner ici que 'on obtient seulement un résultat d’ezistence de
solutions dont la “durée de vie” dépend uniquement des propriétés de la force extérieure, si
celle-ci est définie sur [0, +o0o[, alors on obtient des solutions globales en temps, et ce sans
aucune contrainte par rapport a la taille de la donnée initiale @y ou de la force extérieure f
De plus, le dernier point fournit une inégalité d’énergie pour ce type de solutions faibles et
cette estimation est fondamentale dans I’analyse des équations de Navier-Stokes comme nous
pourrons le voir par la suite.

Démonstration du Théoréme Nous allons décomposer la démonstration de ce
résultat en plusieurs étapes :

A

) Régularisation des équations de Navier-Stokes et séparation des variables
B) Etude (locale en temps) de 1’équation régularisée

C) Inégalité d’énergie pour I’équation régularisée

D) Solutions globales en temps pour 1’équation régularisée
F

G) Inégalité d’énergie pour les solutions faibles.

E) Passage a la limite et retour aux équations de Navier-Stokes
) Etude de la pression
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A) Régularisation des équations de Navier-Stokes et séparation des variables

On commence par considérer (comme dans (5.12))), une fonction positive 6 € C5°(R?) telle

que / f(x)dz =1 et pour € > 0 on pose 0-(z) = 0 (£). Avec cette fonction régularisante
3

3

et pour un ¢ > 0 fixé nous allons étudier le probleme régularisé suivant

Opii = Al — ([l % 0.] - V)il — Vp+ f,  div(ii) =0,
(5.14)
(0, x) = 1y, div(idp) = 0.

Nous appliquons maintenant le projecteur de Leray pour obtenir d’une part le systéeme

—

8 = AT — P (([g* 0.] -ﬁ)ﬁ) PP,
ﬁ(oa 1’) = 607 dZU(ﬂo) =0,

et d’autre par 'identité

p= (_1A) (div(((it» 6] - 9)a) — din( )

Ainsi, une fois que 'on sera en mesure d’obtenir une solution @ du systéeme ci-dessus, on
pourra alors en déduire des informations sur la pression p au moyen de la formule précédente.

Dans les lignes qui suivent nous allons donc concentrer notre étude au probleme régularisé :

8 = A — P (([m 0] ﬁ)ﬁ) + PP,
(5.15)
(0, x) = tp, div(dp) = 0.

Rappelons qu’ici la donnée initiale @y : R? — R3 appartient & l'espace L?(R3) et est
a divergence nulle et la force extérieure f : [0, +oo[xR?® — R3 appartient & l'espace
L2([0,T*[, H'(R?)) avec 0 < T* < +o0.

B) Etude (locale en temps) de I’équation régularisée

On s’intéresse au probleme approché (5.15) avec un ¢ > 0 fixé et notre objectif ici est
d’obtenir une solution locale en temps de cette équation, pour cela on utilise la formulation
intégrale de cette équation :

—

w(t,x) = g¢ * do(x) + /0 gi—s * P(f(s,2))ds — /0 gr—s * P(([T % 6] - ﬁ)ﬁ) (s,z)ds. (5.16)

Nous allons donc appliquer un argument de point fixe dans 'espace L ([0,T], L*(R%)) N
L2([0, T, Hl(R?’)) muni de la norme

1l =1 lzeze + 1 gz

pour un certain temps 0 < T' < T™ qui sera déterminé plus tard et qui dépendra des données
ip, f et du parametre de régularisation £ > 0.
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Par les Propositions [5.1.1] et nous avons déja les majorations

Il ne reste plus qu’a étudier le terme

lg¢ * tollr < Cltol| 12 et

) (5.17)
/0 Ot s * ]P’(f(s, -))ds

< Ol o
T

et nous avons

/ G * P(([@ * 62] - V)@) (s, )ds
0 T

Proposition 5.3.2 Si @ appartient a Uespace L™ ([0, T], L*(R*)) N L*([0, T1, Hl(R3))
muni de la norme || - ||z, alors on a linégalité

Preuve. Nous reprenons une parties des calculs pour la commodité du lecteur : il s’agit alors
d’étudier les quantités

< Ce VT2 (5.18)
T

/0 Gy * P(([i % 0.] - ¥)i0) (s, -)ds

/gt_s*]p(([a*ea]ﬁ)a)(s,.)ds = ‘/ gi—s * P(([@ % 0.] - V)@) (s, )ds
0 T 0 L©L2
+ ‘/ gt_S*IP’(([ﬁ*ﬁg]-ﬁ)ﬁ)(s,-)ds (5.19)
0 L2}

Pour la premiere quantité ci-dessus on procede par dualité. En effet, par les propriétés de la
convolution et par la continuité du projecteur de Leray, on a

t t
/ gi—s * P(([T+ 0] - V)iD)ds = sup / (/ gr—s * P(([T 0] - ﬁ)ﬁ) (s, a;)ds) - G(x)dx
0 L2 1B ,2<11/R3 \JO
t
< s [ g Bl IP((@x 6] 9)) s
IEll2<1J0
t
< C swp [ o< Bl 0] Dl v,
¢l 2<1J0

en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable de temps nous avons

1
. t 2
< Ol o] Dl swo ([ loxolas)

L2 18]l 2 <

/0 G e+ P(([@ % 0] - V)i0) (s, -)ds

< O 0e) - Vallpapyr sup lge—s * Gll 2.
I#ll 2 <1

et par le deuxiéme point du Lemme donné page on obtient (car ||F]jz2 <1):

Ainsi, en prenant la norme L en variable de temps et en appliquant I'inégalité (5.13)) de la
Proposition [5.2.1] page nous avons

< O|I([@* 6e) - V)il gyt

/0 Gt—s ¥ P«[ﬁ* 06} : ﬁ)ﬁ) (37 ‘)dS L2

/0 s * P(([@%6.] - ¥)@) (s, -)ds

< Ce VT30 2. (5.20)
L2
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Pour la deuxieme expression de droite de la formule ([5.19)), nous utilisons la régularité maxi-
male du noyau de la chaleur, la continuité du projecteur de Leray et I'estimation (5.13]) pour

obtenir
= ‘ /tgt_s * A ( (([@* 6] - V)a) (s, .)> s
L3} 0 (

P(([@ * 0.] - V))
(-A)z

/0 Qi # P(([@ % 0.] - 9)@) (s, )ds

L3L3

- HIP’(([&* 0] ﬁ)ﬁ)‘
L212

L2A;!

< Ce VT3 eps,  (5:21)

ainsi, avec les majorations (5.20)) et ((5.21)) nous reconstruisons la norme || - |7 et nous avons
la majoration

ce qui termine la preuve de la proposition. |

t
/ G-+ P(([@ 50 - V)@) (s, )ds|| < Ce 3VT|l} s < Ce™2VTal3,
0 x

T

Maintenant, avec I'inégalité (5.18|) et les majorations ([5.17)) nous pouvons appliquer le
principe de contraction de Banach-Picard au probleme intégral ([5.16) : avec les notations du

Théoreme donné page du Chapitre 4] (voir également la formule (4.19)), page [113))

nous pouvons réécrire 1’équation

t —

u(t,z) = g¢ * tp(z) + /0 gi—s * P(f(s,z))ds — /0 gr—s * P(([T 6] - ﬁ)ﬁ) (s,x)ds,

comime

ol nous avons noté Uy par

t
UoZGt*Uo-i-/ Qtfs*IP’(f‘)dS,
0

et ou B(-,-) est une application bilinéaire donnée par

t
B(u,w) = / gi—s * P(([T * 0] - V)@)ds,
0
(le lecteur vérifiera sans peine que l'application ci-dessus est effectivement bilinéaire).

En particulier nous savons que si I'on a les estimations
1Ol <6, et [|B(4, @)l < Cplldllr|dlr,
alors 'équation @ = Uy — B(#, @) admet une unique solution si 0 < § < ﬁ <1

Ainsi, en revenant a notre probleme de point fixe, nous pouvons poser par tous les calculs

précédents (voir la Proposition [5.1.1], page[147| et la Proposition page pour le terme
Uy et la Proposition |5.3.2{ pour le terme B(4,@)) :

5=C (Idolis + I1Fl i) et Co=Ce 3T,
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de sorte que nous obtenons l'existence d’une unique solution @ dans l'espace L{°L2 N LZH}
du probleme sous forme intégrale

t -

t
u(t, ) = gy x dp(x) + / gi—s * P(f(s,z))ds — / gi—s * P(([G % 6] - V)T) (s,2)ds, (5.22)
0 0
qui est équivalent (voir la Section page [124]) au probleme sous forme différentielle :

ovit = Aii — P (([it+ 6.] - 9)a) +P(f),

(5.23)
ﬁ(O, l‘) = Uo, dlv(?jo) = O,
sur un intervalle de temps [0,7] ou 0 < T' < T™ est suffisamment petit pour vérifier
&3
T < . (5.24)

— 2
& (Iollze + 1121

Remarque 5.3 Les solutions que mous venons d’obtenir dépendent bien évidemment du pa-
ramétre €. Nous les noterons i, et nous avons . € L°L2 N LIHL, ce qui correspond bien
a la premicre partie de notre programme. Toutefois, le temps T d’existence de la solution
dépend également du paramétre ¢ > 0 comme le montre l’inégalité ci-dessus : il faudra donc
une étape supplémentaire pour pouvoir faire tendre e — 0 sans perte d’information.

Remarque 5.4 Pour tout temps 0 < t < T, les solutions .(t,z) de l’équation
vérifient la condition div(u.)(t,z) = 0.
En effet, on remarque tout d’abord que puisque u. € L%H% alors div(ii.) € L?L? ce qui

montre que cette quantité a bien un sens. Ensuite, en utilisant I’expression (5.22)) de ., nous
appliquons 'opérateur divergence a cette identité et nous avons

t t
ldiv(@e)ll 22 = sup / / div (gt * 1o + / gi—s * P(f)ds — / g x P(([T0c] - V)ﬁ)ds) - @ dxdt
* R JR3 0 0

Al 2,2<1
Il IILtL%

t
sup // (gt * div(ﬁo)> -G+ (/ Ot—s * div(P(ﬂds) -3
161 2,2 <1 /& Jrs 0

_ ( /Ot G * div(P(([@ % 0.] - ¥)@) (s, x)ds) @ dadt

—

mais puisque la donnée initiale vérifie div(dy) = 0 et par la propriété générique div(P(f)) =0
du projecteur de Leray (voir la formule (4.9)), page [L08)), on en déduit sans probleme que 1’on
a bien div(d.) = 0.
C) Inégalité d’énergie pour 1’équation régularisée

Passons maintenant & l'inégalité d’énergie pour cette solution . et nous allons obtenir
Pestimation (5.2)), page m mais en procédant cette fois-ci de maniere rigoureuse. Il convient
pour cela de faire un bilan des informations que nous avons maintenant a notre disposition :

e onail. € L7H], car il s’agit de la solution obtenue ci-dessus,

e nous savons que P(([ * 6.] - 6)11’5) € L?H; "' (voir la Proposition page ,

e comme conséquence du premier point on a Ai. € L2H 1,
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—

e par hypothese on a également P(f) € L2H !
Ainsi, a partir de tous ces points, comme on a Oytie = Aty — ]P’(([f[e A -ﬁ)ﬁg +P ‘> on en
déduit que I'on a Oyii. € L?H *. Donc, par dualité entre les espaces L?H ! et L2H 1 nous
pouvons alors donner un sens aux quantités

Ol - ey, AT, P(([E*0:] - V)E.) ., P(f) .,

et on peut écrire

=

d B A S
dtHua( )||L2 = 2/RSUE'8tU£d$—2/RSUE'(AUE_P(([UE*H] v _’_]P)f‘))

_ —2/ W@ﬁa\2da:—2/ ﬁE.P(qag*eg]ﬁ)ag)dﬁz/ . - P(f)da.
R3 R3

R3

En utilisant les propriétés du projecteur de Leray (c’est un opérateur auto-adjoint et son
action sur . est transparente car P(.) = . puisque div(i.) = 0), nous avons

d . . .
Lt )HLQ:—Q/ ]V®ﬁ€|2d:c—2/ ﬁ€~([ﬁ€*95]-V)ﬁ€dm+2/ i - fdv. (5.25)
R3 R3 R3

Rappelons a présent que la quantité suivante est bien définie par la dualité L%H; - LfH%
(i 6.) - V)i, i), (5.26)
et avec une intégration par parties nous obtenons 'identité
/R (e 0] - V)ile - edz =~ /R (e 0] Ve - T do /R e Pdiv([d * 0c])da

. _/Rs([ﬁg*e] V)i - . dr,

puisque div ([ * 0¢]) = 0, ce qui nous permet de conclure que 'on a bien

/ i. - ([te * 0.) - V)i dz = 0.
R3

Insistons que ce calcul, réalisé de maniere formelle dans I'introduction, est maintenant correct
et rigoureux. En revenant a (/5.25)) nous avons alors :

d = —
Hug( N3 = —2/ |V ® il |2dx + 2/ Ue - fdx. (5.27)
R3 R3
Avec les informations sur @. et f, il vient (par dualité et par les inégalités de Young)

&t )12

IN

=20[z (t, )G + 201 o 1 g
=t ) G + 17 s (5.28)

de sorte qu’en intégrant par rapport a la variable de temps sur l'intervalle [0,¢] on obtient
finalement I’estimation

t t
laa(t, )12 + /O 25, )3 ds < o122 + /0 1Fs. )12 . ds, (5.20)

IN

valable pour tout 0 <t <T.
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Remarque 5.5 Les calculs précédents donnent un sens a l'inégalité d’énergie qui a
€té obtenue heuristiqguement au début de ce chapitre. On observera que maintenant tous
les objets ci-dessus ont bien un sens, chaque quantité est bien définie et les calculs réalisés
sont justifiés. . .mais il y a toutefois une dépendance importante par rapport au parametre de
régularisation € > 0. Néanmoins, cette dépendance n’intervient que dans la partie de gauche
de cette estimation : autrement dit nous avons un contréle uniforme en € > 0 qui sera mis a
profit dans ce qui suit.

Remarque 5.6 On notera sans probleme que l’estimation reste valable tant qu’on
dispose d’un bon contréle sur la force f (qui est, rappelons-le, une donnée du probléme).

D) Solutions globales en temps pour I’équation régularisée

Voyons maintenant comment prolonger le temps d’existence des solutions obtenues dans
les lignes ci-dessus. Notre point de départ est une donnée initiale @y € L%(R?) et une force
extérieure f qui appartient & espace L2([0, T*[, H(R?)) avec 0 < T* < +o00. L’algorithme
de point fixe mis en place pour € > 0 permet donc d’obtenir une unique solution . €
L>([0,T7, L2(R3)) N L2([0,T], H'(R?)) avec un temps 0 < T < T* qui vérifie 'estimation
et qui est potentiellement tres petit car on souhaite travailler avec des données (), f)
grandes.

Remarque 5.7 On notera que par les mémes arguments donnés dans le Corollaire [{.4.5,
page on obtient qu’a € > 0 fizé, la solution mild approchée . appartient également a
Uespace C([0,T], L*(R3)).

Cette continuité en variable de temps nous permet d’affirmer que la quantité ponctuelle (en
variable de temps) ||@.(T,-)||z2 est bornée : on pourra prendre cette valeur comme une nou-
velle donnée initiale.

Ainsi, on peut réappliquer le méme algorithme précédent au probleme avec T <t :

Ue(t, x) IGtT*ﬁs,T(Cﬂ)ﬂL/T gts*P(fj(s,x)ds—/T gt,s*]P’(([ﬁg*Hg]~6){[€)(s,az)ds, (5.30)

ot1, comme on 'a vu, la donnée initiale . 7(z) = (T, x) appartient & I'espace L*(R3) :
on obtiendra de la sorte une solution mild (notée i.) de ce systéeme approché dans ’espace
L¥ L2 N L2H} pour un certain intervalle de temps du type [T, T + 4].

En principe le gain de temps ¢ doit dépendre de la taille de la donnée initiale . r mais
nous allons voir que c’est précisément ici qu’intervient 'information a priori obtenue dans la
section précédente et qu’elle nous permettra d’obtenir un gain de temps uniforme : en effet,
par l'inégalité d’énergie on a la majoration uniforme (en € et en temps) suivante

1e(T, )22 < NdollZ + 1F 117z 50
inégalité a partir de laquelle on déduit la majoration
[e(T, M2 + 1l 2z < Ndollzz + 20 f 1 g2 -1
qui nous donne a son tour I'estimation qui suit
1 1
- _ < — S
[dollrz + 20 fll 2z Na(T5 )2 + (1 fll 2 g
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ainsi, & ¢ > 0 fixé, si le gain de temps ¢ vérifie la condition suivante (qui est plus forte que
(5.24))) :

3 g3

C (1T Mz + 171 1 )

3

N 2
C (ol + 2071l 211 )

6 <

27

on obtient alors I'existence d’une solution unique . sur I'intervalle [T, T + 6] qui s’écrit sous

la forme (j5.30)).

Une fois que nous avons obtenu une unique solution . sur l'intervalle [0, 7| et une unique
solution @, sur [T, T + 4], on peut tout simplement définir

Uy = Ueljo [ + Uelir 1165

pour obtenir une unique solution du systeme approqhé sur Uintervalle [0,7 + d] tout entier
qui vérifie @, € C([0,T + 6], L*(R3)) N L2([0, T + 6], H*(R3)). En effet, on écrit

- (t,x) = @ (t, 2) Lo pp(t) + @=(t, 2) L 1y g (1)

— (gt * o () + /0 Oi_s * ]P’(f‘) (s,z)ds — /0 gr—s * P(([d: *6.] - ﬁ)ﬁa) (s,a:)ds) Tio,7((t) +

(gt_T * e () + /T Or_s * P(f) (s,z)ds — / Oi_s * ]P’(([ﬁE * 0] - ﬁ)a’s)(s, x)ds) Lirrysi(t),

T

puis, en remarquant que 'on a

T T =
U 7(z) = g * Up(z) + /0 O7_s * P(fj(s,x)ds — /0 g7—s * ]P’(([ﬁ5 * 0] - V)ﬁa)(s,x)ds,

il vient

—

te(t,z) = (g¢* to(x)) Lo () + (ge—7 * (97 * to(2))) Lir,rr6((t)

T
97— s * P(ﬂ(s, x)dé?) L r4s(t)

Maintenant, en utilisant le théoreme de Fubini pour intervertir I’intégrale en temps et I'intégrale
qui provient de la convolution et les propriétés de semi-groupe du noyau de la chaleur g;, on
peut écrire

T
gt—1T * /0 g7—s * P(f) (Sax)ds = /0

T

T
T * 9T * ]P’(f‘)(s, x)ds = /0 s * ]P’(f‘) (s,z)ds,
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et on obtient :
e(t,x) = (g *do(2)) Lo r((t) + (8¢ * Go(x)) Lippysy(t)

gi—s * P(f) (s, :c)ds) Lirrys((t)

t
gi—s * P(f) (s, x)d5> Lirris(t)

t

S

gi—s * P(([@- % 0.] - V)@.) (s, a:)ds) Lo 7((t)

T -
gr—s * P(([te * 6c] - V)ﬁg) (s, x)ds) L7 rys((t)

t

S— o— >—

gt # P(([ifz + 0.] - V)itz) (s, :c)ds) Lrrso(t),
T

et par linéarité de I'intégrale nous avons bien

t

Ue(t,z) = (gt*ﬁo(a:)—}—/o gt_s*]P’(f}(s,x)ds—/o gt_s*P(([ﬁg*Gg]'ﬁ)ﬁg)(s,x)d(s)]l[oj_,_(;[(t),

ce qui nous fournit une solution (¢, z) du probleme approché (5.22)) sur l'intervalle de temps
0,7 + 4.

Il est alors possible de répéter tous ces arguments précédents pour obtenir une solution
sur lintervalle [0, T + 24] puis sur [0,T + 34], etc, ou le pas de temps § est le méme a chaque
application du processus de point fixe : il n’y a pas de perte d’information et méme si ce
gain de temps & est petit (car les quantités ||| z2 et || f]| L2t sont quelconques), il reste

uniforme. Ceci nous permet de prolonger de proche en proche (par continuité en variable
de temps) le temps d’existence de la solution @, du probléeme régularisé. Ainsi, par itération
et tant que la force f est correctement définie, on obtient alors des solutions . globales en
temps : autrement dit, si f € L2([0, T*[, H1(R3)) avec 0 < T* < +o0 et si @y € L2(R3) est
une donnée initiale, alors pour ¢ > 0 fixé, les équations

=

Ot = Aii — P(([id % 6.) - V@) + (),
ﬁ(O,:c) = ﬁo, di'l}(ﬁo) = 0,

admettent une solution . qui vérifie 7. € C([0,T*[, L>(R%)) N L2([0, T*[, H'(R?)).

E) Passage a la limite et retour aux équations de Navier-Stokes
Une fois que nous avons obtenu des solutions globales en temps . nous devons réaliser
le passage a la limite € — 0 pour récupérer les équations de Navier-Stokes usuelles :

—

Opii: = Ad. —P(([d@. = 0.] - V)ii.) + P(f),

{ { {
ot = AT—P(a-V)d)+P(f),

...malis cette opération n’est pas totalement triviale comme nous allons le voir.
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En effet, puisque pour tout € > 0 fixé, on a par 'inégalité d’énergie que la famille
(@i-)e>0 reste bornée dans 'espace L ([0, T*[, L2(R3)) N L2([0, T*[, H'(R3)), alors nous pou-
vons obtenir sans trop de probleme (par le Théoreme de Banach-Alaoglu, page |37)) que
la suite ()s>0 converge dans un sens faible-x vers une fonction #, mais cela n’implique pas
forcément que cette fonction limite « vérifie les équations de Navier-Stokes et le point délicat
est bien évidemment lié au terme non linéaire car il s’agit de donner un sens a la quantité

—

([te % 0] - V)i, lorsque e — 0.

Rappelons que le produit de deux distributions n’est pas définit en général et en particu-
lier, si ¢ est une fonction de test en temps et en espace on sera amené a étudier des quantités
du type

+o0
/ /RB (uje * 0:) (O up ) drdt,

pour 1 < j, k < 3 et la présence de cette fonction test ¢ ne permet pas de conclure que I'on a

+00 +oo
/ /R3 (uje * 0c)(Ozupc ) drdt — /RS u; (O, up)p drdt, (5.31)

e—0 o

car nous n’avons qu’une seule fonction test et deuz termes wu;. * 0. et 8xjuk7€ dont il faut
étudier la convergence.

Nous aurons donc besoin d’un argument supplémentaire qui fournira un peu de conver-
gence forte pour un de ces deux termes, de sorte que la double convergence ([5.31)) ci-dessus
se transforme en un probléme qui ne fait intervenir qu'une seule convergence faible.

Pour cela nous allons présenter dans les lignes ci-dessous un résultat général qui permet
d’obtenir cette convergence forte, mais avant de rentrer dans le vif du sujet, il est utile de
rappeler que nous avons les points suivants :

e Etant donné que nous avons i, € L?H; on peut déduire sans probleme que 'on a
Aii. € L2H 1, et ce pour tout € > 0.

e par les propriétés de la fonction 0 (voir page [151)), on a ||t * O:(t,-)||r2 < ||@=(¢, )| 12,
et grace a cette estimation, en suivants les calculs exposés entre les formules (5.10))-
(5.11) page on obtient que le terme non linéaire ([u. * 6.] - V). appartient &

I’espace Lfo_E, pour tout € > 0. En effet, on a

([ 6] - V)|,

tilx

3 = CHﬁa*aeuLgoLinﬁaanH%

IN

CHﬁéHLf"Li WsHLfH;7

(SIS

ce qui montre bien que la quantité ([u. * 6] - 6)71’5 est bornée dans I’espace L%H; )
e Par hypothése nous avons f € L2H; .

Maintenant, en utilisant d’une part les inclusions d'espace H™ ¢ H~! c H ~3 et d’autre
. . -3 _3 . . .
part les inclusion H~2 C H ™2 (voir les inclusions ([2.40)), page 30| et l} page , nous

obtenons que tous les termes ci-dessus appartiennent & I’espace L?H, 2 (on se souviendra
que le projecteur de Leray est continu dans ces espaces).
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Ainsi, puisque . est solution du probleme approché

Oyile = Ad. — P(([d@ 0.] - V)i.) + P(f),

_3
le terme Oyii- appartient & I'espace L?H, >
pour tout € > 0.

, et ce pour tout sous-intervalle borné [0, 7] et

Maintenant, comme nous disposons de l'inégalité d’énergie (5.29), on a des controles
uniformes en ¢ des normes L{°L2 et L?H]} du terme ., ce qui avec ces points précédents
nous permet d’écrireﬂ pour toute fonction test ¢ € D(I x R3),

sup ||tic| L2 jo,1), 71 (R3)) < +00,
e>0

(5.32)

—+00.

Sup PO Lo o 71,18 sy <

Ces deux points seront les hypothéses du résultat suivant qui nous permettra comme indiqué
d’obtenir un critere de convergence forte. Plus précisément nous avons :

Lemme 5.3.3 (Rellich-Lions-Kondrashov) Soit I C R un intervalle et soit
Q C R? un domaine ouvert borné a bord régulier. Si (fn)nen est une suite de fonctions
définies sur I X telles que pour toute fonction test ¢ € D(IxQ) on ait les estimations :

1) pour a >0 : Suchp fullz2(1 5o ®s)) < 400 et,
ne

2) pour >0 et 1 <p <2 :supllp O fullLr(r,m-5(m3)) < +00,
neN

alors il existe une sous-suite (fn, )ken qui converge fortement vers une fonction limite
f € (L?L2)10 : pour tout ¢ € D(I x Q) on a

fim [ [ ol lt,) — ft.0) Pdadt = 0.

k—+o00

Preuve. Fixons une fonction test ¢ € D(I x Q) et posons v, = ¢f,. Nous avons alors

par construction sup||vp || 127 ge(rsy) < +00 et nous avons également
neN

sup||Oyvn | Lo (1,15 (r3)) < +00, (5.33)
neN

en effet, on a Hatvn|’LP(I,H*5(R3)) < H(atSO)anLP(I,H*ﬂ(R%) + ngatfn|’LP(I,H*5(R3)) et par hy-
pothese le deuxieme terme vérifie sup||y O full Lr(1, -5 (q)) < +00. Pour le premier terme, par
neN

les inclusions d’espaces H* C L? ¢ H~? donnée dans les formules (2.29) et (2.32)), page et

en posant dyp = 1, on obtient |[(9yp) fu(t, )l -5 ®sy = [V fn(t, M a-s@s) < [V fa(ts )l gars)
puis en prenant la norme LP en variable de temps il vient

100wp) frll o1 m-smsy) < ¥ fullLerme®sy) < CllfallL2r,me®s))

ol nous avons utilisé pour la derniere estimation le support compact en temps de la fonction
1) et les inégalités de Holder avec le fait que 1 < p < 2. Ainsi, avec cette majoration et avec

1. On vérifiera sans probléeme que sur un intervalle de temps borné, si une fonction appartient a I’espace
L L2 N L2H}, alors elle appartient & Pespace non-homogene L?H..
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la premiere hypothese nous obtenons alors sans probleme le contréle (5.33)).

On considére maintenant la fonction (t) = c[t|"~! avec 0 < 113 — 1 <r <1dontla

transformée de Fourier est 5(7') = |7|™" et avec cette fonction auxiliaire, en notant par x le
produit de convolution dans la variable de temps, nous pouvons écrire par les inégalités de
Young (avec 14§ =1 + 1%)

SUPHG*@%HL? LH-A(R3)) <= HOHLGSUPH@%HL? 1,H-B(R3)) < 100,

neN

. . 1 1
et on remarquera que I'on a bien |||z« < +oo puisque ; — 5 <.

Nous allons maintenant étudier en variable de Fourier (en temps et en espace) les quantités
sup||vn || L2 (1, e (r3)) €t sup||0 x Opvn |l L2(1 g5 (rs)) + d'une part nous avons par la formule de
neN neN

Plancherel
suplonllo ey 25 [ [ Fiaon)(r P +I€R)drde < o0, (534

neN
d’autre part, en remarquant que l'on a |F; (0w )(7,€)| = |7||Ft,2(vn) (7, §)|, nous obtenons

Supl|0/ % Orvnl| 21,1 ﬂ(Rmzsup// 7172 (17| Fea(0a) (7, ) (1 + [€7) P ddrdg < o,

neN
ce qui nous permet d’écrire
Sup// (14|71 " Fr(on) (1, )12 (1 + €)?) Pdrde < +oo. (5.35)
neNJR JR3
Avec ces estimations uniformes et avec les inégalités de Holder nous allons vérifier que I'on a

sup [ [ (1 7P+ €)1 F () (m O Prde < +ox, (5.36)

neNJR

(1-m)a

f——e En effet, on écrit

ol <y=

/ / (L4 72 £ 1€2)7 | Foa (0n) () Pl < / / (L 727 (14 6P Fom (o) (7, €) e
R JR3 R JR3

< / / (1 + ‘T|2)’Y‘ft,$(vn)(7',§)|lfr%r7aa+ﬁ(1 + ‘§|2),%
R JR3

x| Fra (0a) (7, )| 07 (1 4 [) oot drd,

1—r+a+p ' _ 1-r4+a+pB
Lortodh o of 5 = Lortots

/35 > on a bien % + % =1 et il vient alors

et si 'on pose § =

[ [Pz aeamopare < ([ [ o+ iimaemora - |e|2>-5d7d5)‘15

) </R o 7 o= T (1 + |€|2)“d7d€);l.

Ainsi, avec les controles uniformes (5.34)) et ((5.35)) on obtient bien que la quantité (5.36)) est

bornée.
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A partir de ce résultat on déduit que la suite (vy)nen est bornée dans l'espace de So-
bolev HY(R x R3), de plus, comme le support des fonctions v, = ¢f, est contenu dans
un compact fixe (déterminé par la fonction auxiliaire ¢), alors on peut appliquer le Lemme
Rellich-Kondrashov usuel (donné dans le Théoreme [2.5.7, page pour obtenir une sous-
suite qui converge fortement dans I'espace L?L2. Tout ce raisonnement dépend de la fonction
test utilisée initialement, alors pour finir il suffit de considérer un recouvrement par des en-
sembles compacts de 'ensemble I x 2, d’associer a chacun de ces compacts des fonctions test
@ € C3°(I x Q) puis d’utiliser le procédé d’extraction diagonal de Cantor. |

Ce résultat est fondamental car, comme nous le voyons, il nous fournit une convergence
forte (méme si ce n’est que localement) pour une sous-suite de fonctions pour lesquelles on
dispose d’'un controle adéquat, ce qui est exactement le cas pour la suite (i:)c~o. En effet,
par les estimations que nous avons obtenu précédemment, on peut alors déduire qu’il
existe une sous-suite (., )nen et une fonction 4 telles que 'on ait (localement) la limite forte

il., — i dans L7L2.

" n—+oo

Avec ce résultat de convergence, étudions maintenant en détail le passage a la limite e — 0
et récapitulons les informations que nous disposons a présent :

e Grace a l'inégalité d’énergie valable pour les solutions . et aux controles uni-
formes qui s’en déduisent, on a dans chaque sous-intervalle borné [0,7] que la suite
(e, Jnen converge faiblement vers @ dans Despace L?H} et faiblement étoile vers @
dans l'espace L°L? :

g, — U et s, — U

LYH}

e Ainsi, nous avons également la convergence faible

A, — Ad (5.37)
L2A;!

e Nous avons vu dans la page précédente que le terme Oyt reste borné dans ’espace

_3
L?H, ?, on obtient donc la convergence faible :

Optiy, — . ol (5.38)
L?H, 2

e Comme nous vérifions les hypotheses (5.32) du Lemme de Rellich-Lions-Kondrashov,
nous avons que la sous-suite (., )nen converge fortement dans l'espace (L?L2);. et
alors la quantité ., 0. converge fortement vers i dans 'espace (L2([0, T, L2(R?)))i0c
mais aussi dans (LP([0, 7], L?(R?)))i, pour tout 2 < p < 400 (car on a linclusion

P 2
Lloc - Lloc)'
e De plus, comme la sous-suite (i, )nen reste également bornée dans L2([0, T], H' (R?)),
nous avons que V ® 1., converge faiblement vers V ® @ dans L2, ([0,7] x R3).

Grace & toutes ces observations (et en particulier par les deux derniers points ci-dessus) nous

avons la majoration suivante dans laquelle on a utilisé les calculs réalisés dans I'expression

(5.10) page et les inégalités de Holder dans la variable de temps :

H([ﬁen * 051’1] ' 6)[[:“a‘nH 3 S ”ﬁen * egnH(LfL%

B V®i
o [ =llzere

)loc )loc ?



166 Chapitre 5. Solutions faibles de Leray

avec % = % + % et 1 < g < 2 et cette majoration nous montre que ’on a bien la convergence

- - 3
faible de ([d.,, %0, ] V)., vers (@-V)u dans (L] Hy 2)joc : le premier terme ||, *0., [IF2323

converge fortement (par le lemme de Rellich-Lions-Kondrashov), tandis que le deuxiéme terme
IV ®de,l(1212),, converge faiblement. Observons que nous avons également que la quantité

- _3
([d., *0c,]- V)i, reste bornée uniformément dans (L?H,, ?);,. (voir la Remarque ) et on
obtient ainsi la convergence faible de ce terme vers (@ - V)@ dans cet espace :

([@e, 0c,) - V)i, = (@ V)i (5.39)
(L%Hz_g)loc

Pour finir, nous savons que le projecteur de Leray P est continu dans tous ces espaces ce qui
nous donne la convergence faible de la quantité P(([d., * 0.,] - V)i, ) vers P((Z- V)u) dans

_3
I'espace (L2Hy ?)joc-

Avec les convergences (5.37)), (5.38) et (5.39) nous avons obtenu une sous-suite (e, )nen,
solution du probleme approché

dyil., = Aie,, — P(([ie, * 0-,] - V)ii.,) + P(f),

qui converge faiblement (dans &’ en variable de temps et d’espace) lorsque e — 0 vers une
fonction @ € L$°L2 N L2H} solution des équations

Al = At —P((@- V)a@) +P(f). (5.40)
Remarque 5.8 Nous insistons sur le fait que, lors du passage a la limite € — 0, nous
sommes forcés de raisonner par sous-suites extraites et cela pose un inconvénient majeur :
nous avons bien des solutions définies globalement mais le prixz a payer est [’unicité, nous ob-

tenons donc toute une famille de solutions et il n’y a aucun critére qui permette de privilégier
une solution particuliere.

F) Etude de la pression

N’oublions pas qu’une solution des équations de Navier-Stokes est un couple vitesse-
pression. Nous rappelons alors, qu’une fois qu’on a fixé une vitesse i, alors la pression associée
se déduit par I’expression

p= (_1A) (div((@ - F)a) —din( ) (5.41)

et nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.4 Soit Uy € LZ(R?’) une donnée initiale a divergence nulle et soit une
force extérieure f € L*([0,T*[, H *(R®)) avec T* > 0. Si @ € L>([0,T*[, L*(R?)) N
L3([0, T, HY(R3)) est une solution des équations alors la pression p donnée a
partir de l’équation appartient a l'espace LZ([O,T*[,H_%(RS)).

Preuve. En considérant tout d’abord la variable d’espace nous avons :

<11

ot

H

(e, ), - )| -+ [cgadie)

N

div(din(ii @ >)<t,->HH

A >®ﬁ<t My + [ (=207

IN
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On observe maintenant que par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev données dans le
Corollairepage nous avons l'inclusion L? (R C i (R C H 2 (R?), d’autre part,
pour la force extérieure, on a aussi I'inclusion L?(R?) ¢ H 3 (R3) (voir la formule , page
, de sorte que 'on peut écrire

Ip(t, ),y < Cllatt, ) @ a3 +||(-a)# e, )|

D=

et en utilisant les inégalités de Holder (avec 5 = % +
nous avons

p(t, ) oy < a2 s + 1 ) -

—

< Cllatt, g2 llade, g+ 17 )l g1

A

N

En prenant la norme L? en variable de temps il vient alors

1913 < Ol 1)y + 1 g

et cette quantité est bien bornée car la solution de Leray @ appartient & I’espace LtooLgﬂLtQH 1
et la force extérieure appartient a 'espace L7 H, L. n

Remarque 5.9 Si la force extérieure est a divergence nulle (ou a fortiori si elle est nulle),

3
alors on peut vérifier trés facilement que l'on a p € L?L3.

—

En effet, si 'on a div(f) = 0, alors 'expression ({5.41]) devient p = ﬁdiv((ﬁ- ﬁ)ﬁ) et nous

pouvons écrire (avec les mémes arguments utlisés ci-dessus)

ey = | g (aintit.) o e, ) =l ool
< Nt Vg lite, Yo < Clate, Vg ite, g

et en prenant la norme L2 en variable de temps il vient ||p|| ,
Lt

23 < Ollall gz 1] 2 41 < o0

G) Inégalité d’énergie pour les solutions faibles.

L’inégalité d’énergie (5.29) obtenue précédemment page a été déduite & partir des
propriétés de la solution . du probleme approché :

t t
lit-(t, )22 + /0 lit-(s, )20 ds < dol|2 + /0 175 )1 ods.

Remarquons que chaque terme de cette inégalité est bien défini car d’une part on a la
continuité en variable de temps (puisque . € C([0,T], L*(R?)), en particulier la quan-
tité |[|u:(t,-)||z2 est bien définie ponctuellement pour 0 < ¢ < T') et d’autre part on a
. € L*([0,T], H'(R%)), ce qui donne un sens & la premiére intégrale de la partie de gauche
de l'estimation ci-dessus.

Nous allons voir maintenant que cette inégalité d’énergie se maintient lors du passage a
la limite et nous souhaitons montrer que I'on a la majoration suivante

—

t t
(¢, )72 + 2/0 (s, MFds < |l 72 + 2/0 (f(s,-),t(s, ) g1y g ds, (5.42)
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oll cette fois-ci on a uniquement @ € L{°L2 N L?H! car nous n’avons plus le contréle
C([0,T], L%(R?)). Pour cela il est nécessaire de mettre en place une étape supplémentaire
et nous considérons tout d’abord w € C§°([—1,1]) une fonction positive telle qu'on ait

/w(t)dt =1 et pour tout 7 > 0 on pose wy(t) = %w(t/n). Ainsi, si pour un certain € > 0 on
R

considere i, une solution du probleme régularisé ([5.15]), sur I'intervalle de temps [n,T — 7]
(sur lequel on peut considérer la convolution en variable de temps w, x @;) nous avons alors

linégalité
2 2
ooy * ., )||L2:/ dx</ </ wn(t—T)ws(T,x)uT) da,
R3 R3 R

et avec I'inégalité de Jensen donnée dans le Lemme page on obtient

/R wn(t = 7)iT.(7, z)dr

leon * e (t, )72 < wp * ([Tt )| 72 (5.43)
Maintenant, si I'on utilise 1’égalité d’énergie ([5.27)) nous avons l'identité

—

t t
o % 1=t )2 + 20 % /0 (s, )2 0ds = wy % ([ |2 + 2wy * /0 (s, ), 8e(5,)) s gl

—

= dolf2 + 2y * /O (s, ) 8e(5, ) s s, (5.44)

puisque [|wy|/L1 = 1. On remarque a présent que 'on a la convergence faible de w,, x i, vers
wyxil dans L7 H et la convergence forte de w,x . vers w,x@ dans (L2([0, T, L*(R?)))4c, donc
avec le controle que nous avons sur la norme L? en variable d’espace, nous avons également
la convergence faible de wy, * i (t, ) vers wy, x @(t,-) dans L?(R3). Nous pouvons alors écrire
(propriété de Fatou) :

t t
_ 2 " 2 o " 2 " 2
wyk ||t -)||L2+2wn*/0 (s )| ds < lim inf <Wn * ||, (T, ) |72 + 2wy */0 [[e,, (s, ')||H1d8) ;

ce qui nous donne avec les estimations et - ) I'inégalité

—

t t
leon * (¢, )II7.2 +2wn*/0 (s, )3 ds < o7 +2wn*/0< (s,-),6(s,)) g1 1 ds-

Nous avons obtenu 'inégalité recherchée avec une régularisation en temps supplémentaire et
nous devons maintenant nous défaire de cette régularisation.

Rappelons ici qu'un point de point de Lebesgue d’une application localement intégrable
¢ : R — R est un point ¢y tel que 'on ait la limite

lim / o(r) — plto)]dr = 0,
(to,n/2)

de plus, par le théoréeme de différentiation de Lebesgue (voir page cette relation a lieu
presque partout. Ainsi, si tg est un point de Lebesgue de 'application ¢ — ||u(¢, )|z (qui
est localement intégrable car on sait que @ € L{°L2), alors en faisant n — 0 on obtient
I'inégalité

—

to to
lit(to, )% + 2 /0 lit(s, )%, ds < o2 +2 /0 (s, ), (5, )) v, ads,
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ce qui correspond bien a 'inégalité recherchée (5.42]).

Maintenant, si tp > 0 n’est pas un point de Lebesgue, on considere (¢,)n>1 > 0 une suite
de points de Lebesgue telle que 'on ait t, — ty et telle que

tn

in
1 (tn, ) |72 +2/0 (s, )1} ds < ||olI7 +2/0 (f(s,)

’J(S, '))HfleldS.

Ainsi, étant donné que application t — ||(t,-)| 2 est faiblement-* continue, on a d’une
part I'inégalité [|@(to,-)||32 < lim ||@(tn,-)||72 et d’autre part puisqu’on dispose des identités
n—-—+0oo

t, tn
[l = tim [,
to tn
[l Ngds = tim [ g s
on obtient
to tn
it e +2 [l Muds <ttt )+ lim 2 [ s, s

IN

tn
ol + Jim 2 [ (o) ss

“+oo
ce qui nous permet d’obtenir I'inégalité d’énergie (5.42)) pour ce type de points.

La démonstration du Théoreme [5.3.1] est maintenant terminée. [ |

Les solutions que nous venons d’obtenir sont le point de départ de nombreux développements.

En particulier, lorsqu’on est intéressé par des données grandes et des temps long, cette ap-
proche est (essentiellement) la seule que nous disposons actuellement pour obtenir des so-
lutions des équations de Navier-Stokes. Pour cette raison nous introduisons la définition
suivante.

Définition 5.3.5 (Solutions faibles de Leray) Soit iy € L*(R3) wune donnée
initiale & divergence nulle et soit f € L*([0,T*], HY(R?)), avec 0 < T* < +o0, une
force extérieure.

Nous dirons qu’une solution faible U des équations de Navier-Stokes

ot = At —P((@- V)a@) +P(f), div(@) =0,

—
—

associée auz données initiales (i, f) est une solution faible de Leray si elle vérifie :
o i€ L>®([0,T], L2(R%)) N L2([0, T], HY(R®)) pour tout 0 < T < T*.

o Pour tout 0 <t < T on a linégalité d’énergie

—

t t
Jii(t, )2 +2 /0 (s, )2, ds < [[do]|22 +2 /0 (F(s, ), (5, ) v ads.
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Remarque 5.10 Observons que les solutions globales en temps que nous venons d’obtenir
vérifient les équations de Navier-Stokes au sens faible dans les deux wvariables de temps et
d’espace.

Notons en particulier que l'application ¢ — ||@(t,-)||z2 n’est pas fortement continue, elle
appartient uniquement a I’espace L{°([0,400[) et non pas a 'espace C;([0, +o00[). Toutefois,
a lorigine ¢ = 0 nous avons le résultat suivant :

Corollaire 5.3.6 (Continuité forte en 0) Soit @ une solution faible de Leray au sens de
la Définition[5.3.9 ci-dessus. Alors on a la propriété de continuité a l'origine suivante :

PRI, 2 -2
T (e, )32 = o]l
Preuve. Par convergence faible nous avons d’une part l'inégalité

- 12 .. - 2
lo]|z> < lim inflat, )z,

mais par 'inégalité d’énergie nous avons le controle ||i(t,-)||3, < ||tdo||72, & partir duquel on
obtient
limsup||a(t, )[|72 < [[@ol7e
t—0+
ce qui nous donne bien la propriété de continuité a l’origine recherchée puisque l'on a
S 2 2
Tim (s, )12 = 2. .

5.4 Inégalité forte d’énergie

Comme nous venons de le voir, les inégalités d’énergie sont un instrument particulierement
important dans l'analyse des équations de Navier-Stokes car elles permettent d’étendre le
temps d’existence des solutions et donne un cadre de travail naturel pour un certain nombre
de développements. Ces inégalités d’énérgie que nous venons obtenir peuvent étre précisées
en considérant le résultat qui suit :

Théoréme 5.4.1 (Inégalité forte d’énergie) Soit iy € L*(R3) une donnée
initiale a divergence nulle et soit f € LQ([O,T*],H_l(R3)) N Ll([O,T*],LQ(R3)),
avec 0 < T* < 400, une force extérieure également & divergence nulle et soit
@ € L>([0,T*], L*(R?)) N L*([0, T*], Hl(R?’)) une solution faible de Leray (au sens de
la Définition ci-dessus).

Alors pour presque tout 0 < ty < T* et pour tout t €]to, T*[ on la l'inégalité d’énergie

it )+ |

to

t1 t1

(s, )3 ds < |l(to, )| 2 +/ 1 s, )31 ds.

to

La principale différence entre les inégalités d’énergie de Leray et les inégalités fortes d’énergie
réside sur le fait que dans ces derniéres nous ne sommes pas obligés de considérer une
intégration en temps & partir de l'origine (tyg = 0) et cette particularité permet d’obtenir
certaines propriétés intéressantes comme nous le verrons par la suite.

Démonstration. Fixons tout d’abord un temps tg > 0 et un temps ¢1 tel que tg < t1 < T*.
Nous allons reprendre certains calculs réalisés dans la page [L57] ainsi, pour un € > 0 fixé et
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pour une solution @, de I’équation (5.14)), nous avons 'inégalité d’énergie (5.28)) donnée page

:
d

st )72 < =1t ) 3 + I

Etant donné que par la Remarqueon ati. € C([0,T*], L*(R3)), alors la quantité ||i-(to, -)|| 1.2
a bien un sens et nous pouvons intégrer (en variable de temps) I'inégalité précédente sur l'in-
tervalle [to, t] pour obtenir

t t
(8, )72 +/ 1T (s, )50 ds < ||Te(to, ) 2 +/ 1F (s, )17 ds-
to to

t—t1

On considere maintenant pour 7 > 0 une fonction auxiliaire ¢, (t) = ﬁ«p(T) ou la fonction

positive ¢ € C5°([—1,1]) vérifie / lp(t)|?dt = 1, ainsi & partir de I'estimation précédente et

par les propriétés de normalisation de la fonction ¢,, nous pouvons alors écrire :

[ ionto e, st + [ 16,0 (/tua (5,12 ds) dt < |- (t0, )
. n e\l 12 R n " e\9y jaa! = e\l0> L

+/R|¢n(t)\2< t:||f(3")H%I—1d3> dt.

En prenant la limite e, — 0 (on se rappellera qu’on raisonne par sous-suite extraites) on
obtient

[ eoPlate [ 1oy ([ s s a
< tmint ([ 1oy lRade + [ fonto)l ( /t:rrﬁg<s,~>\zlds) ot

et cette derniere quantité est majorée par :

t
.. - 2 ry 2
< lim i, (to, ) 2 + /R 64(0) ( / 1(s, ->\|H_1ds) dt.

Etant donné que l'application ¢ — ||i(t, -)||z2 est mesurable et localement intégrable (car on
a i € L{°L2), alors par le Théoreme de différentiation de Lebesgue donné page en
faisant tendre n — 0, on obtient pour tout point de Lebesgue t; tel que t; > tg, la majoration

a3+ [

to

t1 t1

1(s, ) I[5.ds < lim inf ||, (to, -)l| . +/to (s, )12, -1 ds,
et cette estimation ce maintient pour tout point t; > tg par la continuité faible de ’applica-
tion t — ||d(t, )| 2.

Il ne reste plus qu’a vérifier qu’il existe une sous-suite €; de ¢j, telle que l'on ait la
convergence (dans L7 (R x R?)) de ||d, (to,-)|| 12 vers ||@(to, )| 2 pour presque tout to > 0.
Pour cela nous souhaitons établir la limite

T
lim [y (2, +) — 1i(t, ) ||72dt = 0, (5.45)

ep—0 To

ce qui nous permettra d’extraire une sous-suite (i;);en telle que 'on ait, presque partout,
la limite lim ||d;,(¢,-) — @(t, )| 2 = 0.
é‘j—>0 7
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Afin d’étudier la limite (5.45)), on considere une fonction positive ¢ € C§°(R?) telle que
d(x) =1si|z| < 1et p(x) =0si|z| > 2. Ainsi, pour R > 1 on pose ¢pr(z) = ¢(xz/R) et on
notera alors que pour R fixé on a supp(¢r) C B(0,2R) et de plus on a thil or(z) = 1.

—+00

Comme nous avons par le Lemme de Rellich-Lions-Kondrashov (voir page m pour l'uti-
lisation de ce lemme) la convergence forte (locale)

o 2 N
s, [  om() i t.) — (e, 9) [t =0,
nous pouvons écrire (puisque par construction on a ¢r(-) + [1 — ¢r(-)] = 1)

T T 9
lim sup / ey (£, ) — it ) |22t = limsup /T 1(6r() + [ — SR()]) (eg (£ ) — it )| adlt

ep—0 To ex—0
Tl 2 Tl 2
< hmsup/ or() (e, (1) — (t, ) |Padt + limsup/ 11 = br ()] (iey (£, ) — (t, ) ||t
er—0 To ex—0 To
et par la limite ci-dessus on obtient
. i 2 . i 2
hmsup/ e, (¢, ) — u(t, )| 72dt < hmsup/ [T = or()] (e (t,-) — lt, ) || 724t
ex—0 To ex—0 To

< (T = Ty)limsup_sup_[|[1 = ¢r()] (@ (t,-) — (¢, ) ||
ex—0 To<t<Ty

T T 1 - €k 2 - 2
< (T1 — To) msup sup (H[l On(Niey (£.) |72 + (L~ orONi( HL)

Etant donné que 'on a par construction la limite Rlim [1—¢r(-)] =0etquel’onaw € L{°L2,
—+00

on en déduit que lim supH [1—or(-)]u( H 72 = 0, et nous pouvons écrire
R—+4o00

T
lim sup / ey (£, -) — (t, )| 2adt <

er—0 To

. . _ 2
(T1 — Tp)limsup limsup sup ||[1 — ¢r(-)]de, (¢, )| - (5.46)
R—+o00  ep—0 To<t<Ty

Maintenant, pour la limite ci-dessus nous allons étudier I’évolution dans le temps de la
quantité [1 — ¢r(-)]d., = Ugre,. Rappelons tout d’abord que la variable ., est solution

de I'équation régularisée (5.14) donnée page [L54]:
8757]61@ = Aﬁ&k - ([ﬁﬁfk * 051@} ’ ﬁ)ﬁ% - ﬁpsk + JF;
4(0,x) = up, div(tp) =0,

ot 'on a i, € C([0,+oc[, L2(R3)) (voir la Remarque page [159)) et ott la pression p., peut
étre définie par I'expression (car div(f) = 0)
1
P TE)

On remarquera alors sans probléme que l'on a p., € C([0,+oc[, L?(R?)), en effet, par la
9;
VD
ol = || gyt o = 6] @ 7)) 6)| < Ol 8] T2

|l Uak*%]( Wzeellte, (8 )2 < Clltey [l L2 [10e || L2l Tey, (2, )| 22

5k ||’U,5k HL2 Huak HL27

div(div([tz, * 0, ® Uz,)).

continuité des transformées de Riesz

dans les espaces L2, nous avons les estimations
)

IN A
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qui nous permettent d’obtenir que 'on a bien p., € C([0,4+oo[, L?(R?)) : ceci nous permettra
de donner un sens au produit pe, U, .

Ainsi, en revenant & I’évolution dans le temps de la quantité ir., = [1 — ¢R|t., (et en
se rappelant les informations obtenues page [157]), nous pouvons écrire

URey, - OtliRe, = Upe, (0:([1 — ORlU:,)) = Ure, - ([1 — ¢r)(O4ic,))
1 - o
56t|ﬁR,sk|2 = ﬁR,ek : ([1 - ¢R] (Aﬁsk - ([ﬁEk * GEk] ’ v)ﬁfk - vPEk + f))

= I_L»R,z-:k : ([1 - QbR](Aﬁak)) - ﬁR,sk : <[1 - ¢R](([ﬁsk * eek] : 6)ﬁak)>
e, ([1= 0m) (Vo) ) + ine, - (11— 0nlf) (5.47)

et puisqu’on a les identités

3
[1 - ¢rl(Ate,) = A([L— rli:,) — e, (AL = ¢r]) — 2> (9;[1 - ¢r0jiic, )
7=1

3
= Ailge, — i, (AL = ¢rl) — 2 (9;[1 — ¢&0jil-,),
j=1
en intégrant en espace et en temps 'expression ([5.47)), il vient

Vet )lee = [, (0,)]z2 +2 / / ey - Aoy — They - oy (A[l — 05]) dads
(1) RS}
t
Cof L
0 R3
t —
2// ﬁR7Ek'<[1—¢R](([ﬂ€k*egk]'V)ﬁgk))dl'ds
0 R3

(4)
2 [ [ ne (1= onl(Fe))dsds—2 [ [ ey (10— nlF) das.
® ©)

Nous allons maintenant étudier chacun des termes de 'identité ([5.48]) ci-dessus.
e Pour le premier terme de (5.48)), par une intégration par parties on obtient

t t t
/ / URe, - Alige,drds = — / |V @ g, |*drds = — / iR e, |5 ds.
0 JR3 0 JR3 0

e Pour le deuxieme terme de (5.48) on remarque que l'on a la propriété de support
suivante

(9j[1 — ¢RI i-,) dads (5.48)

.
—_

supp(A[l — ¢g]) € {x € R®: R < |z| < 2R} = Cg.

Par dualité H! — H —1 il vient alors
t t
| et (A= on)dzds < [ il (A0 = o) -1
0 JR 0

t
< [ Wl (A = 01 gt
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otl nous avons appliqué l'injection de Hardy-Littlewood-Sobolev H~1(R3) Lg(R?’).

Maintenant, en gardant trace du support de la fonction A[l — ¢ R} par les inégalités

de Young pour la somme et par les inégalités de Holder avec g 3 L2 3, nous obtenons

IN

t
1, . _
| e B 4, ([ = o)) s

IN

t
1
/ i el + 41, e Bl AL — 5]y ds

< 1 [ Wnelds + €180 - 6all%y [t lisds,

on remarque maintenant que par homogénéité (car ¢r(-) = ¢(-/R)) on a l'identité
|A1 — qﬁR]HL% = ||Al — (b]HL% < 400, de sorte que ’on obtient

/ /3 UR,ep, usk All — ¢R] dxds < / iR, E,€|| ds + CHﬁEk]]‘CRHi%LfS‘
R xr
e Pour le troisieme terme de ([5.48)), on note tout d’abord la propriété de support suivante
supp(0j[1 — ¢r|) C {z € R3: R < |z| < 2R} = Cg,

donc par I'inégalité de Holder avec 1 = 6 —|— +1 5, eén gardant trace du support des
fonctions 9;[1 — ¢ |, nous avons

/ / UR ko
R3

t
9;[1 — ¢r|0;t, )dxds < C/O R e, LepllLo VI = dR]l Lsllte, [ g1 ds
Jj= 1

t
< Ot = ¢rlllze /0 e, eg Lo IVIL = @r]ll Lallte, || 1 ds,

en remarquant que par homogénéité on a |[V[1 — ¢z]|| s = [[V[1 — ¢]|| 13 < +00 et que
lon a ||[1 — ¢g]||ze =1, il vient

[ [ inen > @401 = ooy o <l tenlisagles i
R
j= 1

ol nous avons appliqué l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable de temps.
e Pour le quatrieme terme de (| , on obtient par une intégration par parties et en
utilisant le fait que div(i,, ) = 0 :

/Ot /]R3 URyey - [1 — qﬁR](([a’Ek *0c,] - ﬁ)ﬁq)) dads
/ /Rz [ —¢rlV 1 — ¢R] - (U, * Qek)mskIdeds
= /0 11— ¢RI VL — ¢r]l| s |z, * Ocll p2 ||z |26 ds,
ou nous avons appliqué les inégalités de Holder avec 1 = % + % + % Nous avons alors :

t t
| ime (1= 0 #00]- 9),) ) dods < € [ 10 = ooy 1211, s

<CV[1 - (ZSR]HLGHﬁEkHL?OL%||ﬁ5k‘|%§[,g'
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On remarque que I'on a par homogénéité | V[1 — ¢zl 6 = R: VL=l 6 = CR 2,
ce qui nous permet d’écrire :

t
— — = _l N .
/O /Rg URey - ([1 — oR) ([T * 0e] - v)ugk)) deds < CR™ 2|, || oo 12|12, | 72 g -

e Pour le cinquieme terme de (5.48]) on remarque que 'on a I'identité

/Ot /RS ney - (1= 6R)(Vps,) ) dods = /Ot /RS (11 = érliiey) - (11— 6] (Vpe,) ) dads

t
= //3[1—¢R]2ﬁak-Vpakda:ds,
0 JR

et en utilisant la propriété de divergence nulle de # nous avons, par une intégration
par parties :

t t
//[1—¢R]2ﬁsk-Vp5kdxds = —/ / P ile, - V([1 — ¢r)?)dxds
0 JR3 0 JR3

t —
[ [ sl = 691 - orldods
0 JR3

IN

t
< = llie [ [ ool 1910 oalldeds.
0 JR3

Par I'inégalité de Holder avec 1 = % + % + %, nous pouvons écrire

t N = _1 t -
< M= 0mllom [ ol Voo 900 = omllzsds < OB [l e lzsds

IN

_1 N
CR A pel ez

T

ou l'on a par construction ||[1 — ¢g]|lpe =1 et Hﬁll — orlllre = CR~%. On notera
en particulier que, comme on a par hypothese div(f) = 0, par la Remarque page
3

167, nous avons l'information p € L?L2.
e Le dernier terme de ([5.48)) est simple & traiter car on peut écrire

t t
[ [ne (0=onif)sas < [ = omli et = 6l ads
0 JR3 0
< [t = @l llte, Lo r2lI[t = ér)f 122
< COllte |zl — ¢R]f||Lng-

Avec toutes ces estimations pour les termes de 'expression (5.48]), nous obtenons

t t
ol =7 T 1 U 7)
l@Re (e < iR, (0,12 —2 /0 l@Re I ds + 5 /0 lre, I ds + Clide, Tegll7 .
— — 7l 7 i
+C|lte, Degll 2o e, | 2 g + CR™2(lte, | o2 e, 17210

_1 S . 7
FORT2pe,ll , gl llozog + 10 e NIzl = dr]S N2y 25

o3
tLz
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que nous réécrivons comme

ey (012 + 5 [ Wiy ods < [, 0,12 + Ol e 31
. . _1. -
+C|’UakﬂCRHL§Lg||UakHL§H; +CR™2 ||uEkHLt°°L§||uEkH%3L2

_1 S S 7
+CR™> ”Pak”LgL% HuskHLng + CHUskHL;XJLgH[l - <Z5R]fHL}L37

x

t
de plus, la quantité / |UR.c, H?qlds étant positive, il vient
0

lRe, ()2 < iR, (0, )2 + Cllde, Leg 7210 + Cllde, Leg | p2rg e, |l 2

1 _ _1 "
+CR™2 ||z, || o r2lle, 1726 + CR 2llpeklngLg e llp2rs  (5:49)

T

+Cllte || g2 I1 — orIfll L1 22

Nous remarquons maintenant que I’on a un contréle uniforme en &5, pour les normes L7LS,
3

LL2 et L?H} de @ ainsi que pour la norme L?L3 de p, de sorte que les termes ||, lz2Le
[Uey | Lo 25 HuakHL%Hé et HpEkHLzL% vont rester bornés et par toute la théorie de passage

tHT

a la limite présentée dans les pages précédentes on pourra contrler ces quantités lorsque
er, — 0. De plus les termes ||tz Ly |26 et [[[L — ¢r]f]lL1z2 vont tendre vers 0 si R — 400

par convergence dominée (on a par hypothese f € LIL2). Finalement, on a |TRe, (0,-)] 12 =
[l — ¢rlto||2 qui lui aussi va tendre vers 0 si R — +o00. Nous obtenons donc que tous les
termes de droite de I'inégalité (5.49) ci-dessus vont tendre fortement vers 0 si R — +oc.

Nous en déduisons que la limite ([5.46]) tend vers 0, ce qui implique & son tour la limite
(5.45)) et nous avons donc obtenu l'inégalité d’énergie forte annoncée. |

5.5 Unicité Fort-Faible

Si nous récapitulons le résultat principal de ce chapitre avec les théoremes précédents,
nous avons les deux situations suivantes :

e D’une part, si on applique un argument de point fixe dans un bon cadre fonctionnel,
nous obtenons des solutions uniques des équations de Navier-Stokes, mais ’existence
n’est garantie que sur un petit intervalle de temps, disons [0,7] et nous ne pouvons
pas prolonger dans le temps les solutions ainsi obtenues (4 moins de considérer des
données initiales suffisamment petites).

e D’autre part, si on considére maintenant les solutions faibles que nous venons de
construire, nous pouvons exhiber des solutions qui existent dans un intervalle de temps
quelconque, mais le prix a payer est 'unicité.

La question que 'on se pose dans cette section est de savoir quelle est la différence entre
les solutions obtenues par point fixe (les solutions mild) et les solutions faibles. Bien sir, cette
question n’a un sens que dans l'intervalle de temps dans lequel les solutions qui proviennent
d’un point fixe existent. En fait, nous allons voir que dans l'intervalle de temps commun
d’existence de ces solutions, les solutions faibles coincident avec les solutions obtenues par
un point fixe : et ainsi la perte d’unicité apparait aprés le temps maximal d’existence des



5.5. Unicité Fort-Faible 177

solutions mild.

Théoréme 5.5.1 (Unicité Fort-Faible) Soient iy € Hl(RS) avec div(tdg) = 0 une
donnée initiale et f € L?([0,4o00[, L*(R?))NL?([0, +oo[, H'(R?)) une force extérieure.
Si le probléme de Navier-Stokes associé a ces données initiales

=

Oyl = A — P((7 - V)ad) + P(f), div(@) =0,
ﬁ(o,l’) = ﬁO:

admet une solution iy sur lensemble [0,T] x R® avec 0 < T < +oco et qui appartient
a Uespace fonctionnel L>([0,T], H'(R®)) N L2 ([0, 7], HQ(Rg)) ainst qu’une solution de
Leray iig, sur [0,T] x R3, au sens de la Déﬁmtion alors sur l’intervalle de temps
[0,T] on a l’égalité

—

M =Uy,.

Observons avant de passer au détail des calculs, qu’avec ces données initiales nous sommes
bien en mesure de construire des solutions mild en utilisant le Théoreme de Fujita-Kato,
donné page[114] et des solutions faibles de Leray en utilisant le Théoréme [5.3.1] présenté page

153

Démonstration. On pose tout d’abord

W= Ur — Up,

on a alors div(w) = div(@y) — div(@y;) = 0 et comme par hypothese on a @y, € L L2 N L H}
et iy € LPHL N L?H? (et donc en particulier on a iy € L{°HL C L§°L2), alors on obtient
sans probléme que @ € L{¥°L2. Ainsi, en utilisant la structure hilbertienne de I'espace L?(R3),
on a les identités

1ot 7. = (@ — @) ()72 = Nan(t, iz + a7 — 2@ (¢, ), Tt ) owre
= laclze = laulz: — 2@, @) p2x . (5.50)

A partir de cette identité, nous allons utiliser les controles dont on dispose sur les termes
de droite pour pouvoir appliquer le lemme de Gronwall et ainsi obtenir ['unicité recherchée,
i.e. w = 0. Pour mener a bien ce programme, nous aurons besoin d’établir les deux identités
suivantes.

Lemme 5.5.2 Dans le cadre des hypothéses du Théoréeme [5.5.1] ci-dessus, on a :

t

t
/SaM-ade: \|ﬁoy§2+/ (8tﬁM,ﬁM>Hle1ds+/ (o, Oviias) propg—2ds  (5.51)
R 0 0

t t
/BﬁM-ﬁLda:: \\ﬁgyy§2+/ <6tﬁM,ﬁL>Hle1ds+/ (Tar, Ohiin) growpr—ads,  (5.52)
R 0 0

Preuve. On aura besoin de rassembler quelques informations sur les fonctions s et @r. On
remarque que l'on a pour le terme i :

e Puisque l'on travaille sur un intervalle de temps fini [0, 7, alors on a
iy € L2H},

car tout simplement on écrit ||| 21 < T%Hﬂ'MHL?oH;.
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e Vérifions maintenant que l'on a diiy; € L?H ! En effet, comme on a I’équation
Bitar = Aty — P((@ar - V)iiar) + P(f), (5.53)

il suffira de vérifier que chacun des termes de droite appartient & l'espace LZH .
Comme on a l'information @y, € L?H2, on en déduit que 'on a Aty € LPL2 € L7H; "
et par hypothese on a fe L}H;' ¢ L7H . 1l ne reste plus qu’a étudier le terme non
linéaire P((@yy - V)ilar). On observe que puisque @y € L2H2 est une solution mild,
alors par la Remarque page on a iy € LI, et donc iy € LPL2 N LIL,
ce qui nous permet d’écrire par I'inégalité d’interpolation entre espaces de Lebesgue

(voir 'inégalité (2.19)), page :
q L1 .
ldnllzars < Cllanrll Zoo o larll 72 e < 00

Ainsi, il vient alors

IA

IP((ips - V)’IIM)HL%H;l C||(das - V)?ZMHL%H;l = C||div(up ® ﬁM)|’L%H;l

IN

Cllun @ tnmlp2rz < Cllin |l papalltinel paps < +oo,

et comme LZH;' ¢ L2H;', on obtient bien que P((@y - V)ias) € L2H; . Donc,
puisque tous les termes de droite de ’équation ([5.53)) ci-dessus appartiennent a ’espace
L?H;1, on obtient finalement

Opiiny € L2H, .

Etudions maintenant les informations disponibles sur le terme r,.

e Par hypothese on a i € LL? N L7H}, et comme lintervalle de temps est borné,
. . - Lo .
on a également i, € L?L2 puisque ldLllp2r2 < CT2||tL||Lser2, ce qui nous permet
d’écrire que l'on a
iy, € L7H,.
e Vérifions que l'on a dyii;, € L?H_ 2 : en utilisant 1’équation

—

Oyiiy, = Aiiy, — P((ir, - V)iir) + P(f), (5.54)

il suffira de montrer que chacun des termes a droite de celle-ci appartiennent a I’espace
L?H;2. On a bien At € L?H;' ¢ L}H;' ¢ L?H;? et de méme pour la force
extérieure on a f € L?H;' ¢ L}H;' c L?H,?. Maintenant, pour le terme non
linaire (@, - V)ar, on écrit (en utilisant les inégalités de Hardy-Littlewodd-Sobolev
Lg(R?’) C H71(R?) puis les inégalités de Holder ainsi que les injections de Sobolev
H'(R?) C LS(R?)) :

IN

IP((dL - V)L )| 2 p-2 IP((aL - V)il 22 < Clldiv(in @ aL)| 2 -

Cllir @ upllpz g < Cllur © ﬁLHL%’LI%

A

< COlldclierzlliclizzre < Cllaclgerz ol 2 < oo,

et on obtient bien P((iy, - V)iL) € L2H;2. Ainsi, grace & toutes ces estimations pour
les termes de ’équation (5.54]), nous avons obtenu

Oyiir, € LiH 2.
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Remarque 5.11 On notera que l'on a Oyiiyy € LIH,* C L?H_ 2 et donc

x
> Ao - 277—2
Oy = Oyl — Oty € LtH;t ,
et de méme on a W = @y, — Uy € LIHL.

Toutes ces controles montrent que les termes de droite des expressions (5.51)) et (5.52))
ci-dessus sont, individuellement, bien définis. Venons-en a ’obtention de ces identités : pour
la deuxiéme d’entre elles puisqu’on a

O (U - Ur) = Opting - Ur, + Ung - Opliy,

en intégrant par rapport a la variable spatiale il vient alors

at(ﬁM ﬁL)dSU = Ol - Updx + Uy - Opipde
R3 R3 R3
at/ Uy - Urdr = <8tﬁMaﬁL>H*1><H1 + <ﬁM,atl_L’L>H2xH72,
R3

et encore une fois chacun de ces termes est bien définit par les informations obtenues ci-dessus.
En intégrant maintenant par rapport a la variable de temps, on obtient

t t
/ Uy - Urde = / ﬁQ,M . ﬁo,LdZE + / <8tl_[M, l_[L>H—1><H1dS + / <1_[M, atﬁL>H2><H—2d5,
R3 R3 0 0
mais les deux solutions s et @ proviennent de la méme donnée initiale g, ce qui donne
bien 'identité (5.52)) recherchée. L’identité (5.51]) se vérifie de maniere totalement similaire
de sorte que les détails sont laissés au lecteur. |
Maintenant, en utilisant la relation @ = @y, — @y (et comme on a @ € L?H} ainsi que

ops € L?H;? par la Remarque [5.11)) on applique les identités (5.51)) et (5.52) au dernier
terme de (5.50]) et 'on obtient

1w, )7 = lacllze — lanl7e — 20d@nr, L) r2xre + 2@, Tar) 22

t ¢
= lacll7z — llamll7e -2 (/ (Opting, UL) 151 ds +/ <6M78tﬁL>H2><H—2dS>
0 0
t t
+2 (/ <atﬁM,ﬁM>H—1XH1dS +/ <ﬁM,8tﬁM>H2><H—2d3>
0 0
t t
= ||17L||%2 - HFLMH%2 —2 (/ (Opting, W) g1 i ds +/ <77Maatu7>H2><H2d5> )
0 0
et nous allons étudier séparément chacun des termes ci-dessus.

e Pour le terme ||@z |7, on dispose par construction de I'inégalité d’énergie de Leray :

t t
st e < ol +2 [ (P sands =2 [ V@ dubds.  (55)

0 0
e Pour le terme Ha’MH%Q, étant donné que 1'on dispose de plus de régularité (il s’agit
d’une solution mild qui appartient & 'espace LY H! N L?H?2), nous avons en revanche

l'identité

t t
(|2 = do]|2s +2 / Frita) s eppids — 2 / IV @ iu]22ds.  (5.56)
0 0
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Pour s’en convaincre on considere I'équation (5.53|) vérifiée par s, on la multiplie
par i) et on integre en variable d’espace pour obtenir

R3 R3 R3 R3

ce qui se réécrit par les propriétés du projecteur de Leray et par la condition de
divergence nulle div(@ys) = 0 comme

Oyt - tydr = | Aty - dpyrda — / (@pr - V)ing - dydz + | f - dyrde,
R3 R3 R3 R3
or, on sait par les calculs précédents que (@ns - V)i € LEH; ' et iy, € L2HL, la
quantité / (s - 6)2‘[1\4 - Uprdx est donc bien définie, mais comme on a par ailleurs
R3

I'information @y € L?H2, on dispose d’assez de régularité pour faire des intégrations
par parties (voir la formule (4.48)), page [134]) et on obtient

/ (@ar-V)ips-Tprde = — / (@ar-V)ar- U+ |Tar |2 div(dyy ) de = — / (@ar-V)iar-Tprde,
R3 R3 R3
ce qui nous permet d’affirmer que ce terme est nul et que 'on a I'identité

ity - indr = / Aty - dyde + | f - @yde,
]RS

R3 R3

donc par des intégrations par parties on a

d, . > 2 -
ol (t e = =2V @t (8,172 + 2 Ay g1

et une intégration en variable de temps nous permet d’obtenir l'identité ((5.56)).

Remarque 5.12 On notera ici que si l'on dispose de suffisamment de régularité (un
cadre mild L°H! N L%H% par exemple), alors on obtient une égalité d’énergie et non
pas une inégalité. Le cadre L{°L2 N L?HL n’offre pas ces conditions, on doit alors
régulariser et passer a la limite pour obtenir une inégalité.

t
Pour le terme / (Optipng, W) g1« g1ds, nous utilisons ’équation vérifiée par dyips. En
0

—

effet, nous avons encore une fois 0ty = Atipr — P((dns - V)iar) + P(f), et donc nous
écrivons, en utilisant le fait que @ est a divergence nulle :

)15 1 ds

g

t t
/ (Britar, @) g1 gpids = / (Aityg — P((iy - V)iar) + B(F),
0 0

t t t
:—/ <V®UM,V®13)L2XL2dS—/ <(ﬁMv)ﬁM7w>H1xH1dS+/< ,w>H—1XH1dS.
0 0 0

t
Finalement, pour le terme / (tpnr, O4W) g2 g—2ds nous utilisons la relation
0

Ol = AW — IP(({[L . 6)111 — (dpr - 6){[]\/[) pour obtenir

t t
/ <ﬁM,8t117>H2XH—2dS == / (ﬁM,ATE— P((UL . V)I_I:L - (UM . v)ﬂ:M)>H2><H—2d5)
0 0

puis, comme 1y; est a divergence nulle nous avons, par les propriétés du projecteur
de Leray :
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t t t
/ <UM,8tlU>H2><H72dS: —/ <V®6M,V®w>szL2dS—/ <1_L’M,(_’L'V)'L_[L>H2><H72d8
0 0 0

+
o\ﬁ_
=
S

!
=
l
<y
5
)
V]
X
=
s
QU
»
=
(@)}
-

Ainsi, avec les expressions ([5.55)) et (5.57), nous revenons a l'identité (5.55) pour écrire
t t
ez < (1l +2 [Pt sands =2 [ 190 a2aas)
0 0

t t
- (nﬁoriz w2 [ty apds =2 [ ||V®6Muizds)

t t
+ 2 </ (V@iup,V QW)r2yr2ds +/ ((Upr - V)pg, W) g1y i ds
0 0

t
_/O <fvw>H1xH1dS>

t
—/ <ﬁM, (ﬁ]\/[ . V)ﬁM>H2><H2d$> s
0

et nous obtenons 'inégalité

t t t
It IR < —2/0 \V@ﬁLH%gds—l—2/O y\V®ﬁM||§2ds+4/o<V®6M,V®w>mL2ds
t . t -
+2/ ((tpr - V)UM,lﬁ>H1xH1dS+2/ (Upnr, (Ur - V)UL) g2 r—2ds
0 0

t
—2/ (Unr, (s - V)Un) 2 g-2ds.
0
Mais, en utilisant le fait div(@ys) = div(d) = 0 on a les identités
((iinr - V)idar @) e = — (@, (Gnr - V@) 22,

—

et comme on a (U, (U

<

)ﬁM>H2><H*2 = 0, on peut écrire

t t t
I, )2 < —2/0 \V@ﬁLHQL2d3+2/0 HV@@’MH%gderAL/O(V®6M,V®1E>szdes
t . t .
—2/ (ﬁM,(ﬁM-V)w)HszzderQ/ (Tar, (@1 - V)iln) g g —2ds
0 0

t t
_2/ <ﬁM,(ﬁL-V)ﬁM>Hsz2ds+2/ (ag (@1 - )ilar) g g —2ds,
0 0

ol nous avons fait apparaitre artificiellement les deux dernieres quantités. Ainsi on obtient,
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par la bilinéarité de la quantité (- V)@ :

t t t
lat, 2. < —2/0 vaLH?LQde/O \\V®6M||%2ds+4/o<V®6M,V®u7>szdes

<

t t
—2/ <'IIM, (ﬁM . V)w>H—2XH2dS + 2/ <"L_L']\47 (UL . )'LU>H2XH—2CZS
0 0

t
+2/ <ﬁM, (ﬁL . V)UM>H2><H72CZS
0

t t t
< —2/ vaLuizdsm/ HV@EMH%st—i—AL/ (¥ ® o, V @ @) 12, 2 ds
0 0 0
t - t ~
+2/ <ﬁM,(w-V)w)Hsz2ds+2/ (iiag, (i, - ¥ )iar) g r—2ds,
0 0
maintenant on remarque que Uon a Iidentité (@, (@p-V)iar) gz -2 = — (i, (G0-V)dar) g2 -2,

qui s’obtient par une intégration par parties et en utilisant les propriétés de divergence nulle :
on en déduit que (@, (41 - V)Unr) g2 g—2 = 0 et alors, il vient

t t t
G < =2 [ 9@ dliads +2 [ (9@ auliads+4 [ (T 0.6 d)papads
t
+2/ <ﬁM,(tU'V)’LB>H2XH—2dS.
0

On note maintenant que par l'identité 1) appliquée a la quantité V® w, on obtient la
majoration

t t
@, |22 < —2/0 ]\V@ﬁ\%2d3+2/0 (@, (F - N )B) g2 g2 ds.

A ce stade, on applique les inégalités de Holder dans la derniére intégrale pour obtenir (on
se rappellera que comme i)y € L7 H?2 est une solution mild, alors par la Remarque page
122] on a iy € L2L) -

t t
(2, )72 < —2/0 Hv®ﬂ7\%zd5+2/0 [[nr || oo [ @0]] L2 [|0]| o s,

et en utilisant I'inégalité de Young pour la somme, nous avons

t t t
, = 1 4 . ﬁ
[di(t, )72 < =2 [ IV @dl[jads + = [ Ninleol@]|72ds +2 [ ][5, ds,
0 2 Jo 0

ce qui nous permet d’écrire

1

t
(¢, )7z < 2/0 a1 (s, ) [7o0 1 (s, ) |72 ds.

Pour finir, on observe que 'on a (toujours par la Remarque page [122)) :

IN

t
a5, M Zee (s, )17 2ds 1011 e 2 101172 oo
0 t x t -z

IN

C(llaL] g2 + ”ﬁMHLtOOL%)QHﬁMH%ng < +o9,
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t
d’autre part on a également [ |@as(s,-)|[2ecds < ||uM||L2Loo < C||uMHL2H2, il suffit alors

d’appliquer le Lemme [2.5.3] - 3| de Gronwall (voir la Remarque - page E pour obtenir I'iden-
tité [|(¢,-)||2, = 0 ce qui nous donne l'unicité recherchée. [

Ce théoreme couplé avec I'inégalité forte d’énergie admet un corollaire intéressant qui
nous donne une idée du comportement en temps long des solutions faibles de Leray.

Corollaire 5.5.3 Soit iy € L*(R®) une donnée initiale a divergence nulle et
considérons f € L*([0,+oo[, L*(R*)) N L2([0, +oo[, H ' (R?)) une force extérieure.
Alors toute solution U du probléeme de Navier-Stokes

Ot = AT — [[D(({[ ﬁ)ﬁ) —+ P( _3, dw(ﬁ) =0,
(0, -) = o,

qui a €té obtenue par le Théoréeme vérifie le comportement dans le temps suivant

Jm [|a(t, ]|z = 0. (5.58)

Preuve. Notre point de départ est une fonction #, obtenue par le processus de régularisation
de Leray, qui appartient a l’espace Loo([O, +ool, LQ(R3)) N LZ([O, +ool, Hl(R3)) qui est solu-
tion des équations de Navier-Stokes. Observons qu’étant donné que 4 appartient a I’espace
L°L2 N LIH], alors, par interpolation 1entre ces espaces nous avons que la solution faible @

appartient également a ’espace € L?HE et on en déduit sans probleme que pour un certain
g0 > 0, 'ensemble des temps ¢ tels que [|@(t,-)[| . 1 > €0 est de mesure finie (cas contraire la
H;

fonction ||a(t,-)||* y ne serait pas intégrable). A présent, on note que l'on a par hypothese
HZ
S ) S 1

feL?L2NL?H; !, donc par interpolation on a aussi f € L?H,, 2, et on en déduit que I'on

a la limite :
—+oco

| .
Jim [ TGl yds=o.

Ainsi, comme le complémentaire de I’ensemble des points de Lebesgue de I'application en
temps ¢t — ||t(t, )|/ 2 est de mesure nulle, il existe un point ¢y > 0 tel que l'on a :

(to,-)|| 2 < 400, car on est L{CL2 LQH1 donc 4(t,-) € HY(R3) et @(t,-) € L%(R3
H t
presque partout,

[@(to, )l 3 < €0,

+oo
|0l ds < &,

0

e U est une solution de Leray sur l'intervalle de temps [to, +00o[, en particulier, par le
Théoréeme pour tout t €]tg, +o0o[ on a l'inégalité

t

t
lii(t, )2 + 2 / (s, )2, ds < |(to, )22 + 2 / (F(5,), @5, ) gy g .
0

to

Rappelons maintenant que, par le Theoreme 4.6.2], page [132] si I'on a pour un certain temps
to > 0 Pinformation @(to,-) € H'(R3) et f € L2([t0,+oo[, L*(R3)) N L?([to, +oof, H™ (R3))
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et si de plus on a les conditions

+o0o
_, 2
it M,y <20 ot / 1F(s, )y ds < <2,
0
pour une constante £y > 0 suffisamment petite, alors le probleme de Navier-Stokes ci-dessus
avec les données initiales ((to, -), f) admet une solution mild globale iy, définie sur I'inter-
valle de temps [to, +00[ qui appartient a I’espace C([tg, +oof, H' (RS)) NL? ([to, +ool, H2(R3)).

Ainsi, dans ce cadre nous pouvons appliquer le Théoréme d’unicité fort-faible et
nous avons alors que la solution faible de Leray 4 coincide sur [tg, +00[ avec la solution mild
i@y qui appartient & I'espace C([to, +oo[, H!(R?)) N L?([to, +oo[, H*(R?)).

De la sorte, pour démontrer la formule ([5.58)), il suffira de vérifier que 'on a cette propriété
pour la solution mild iy :

Jim ([ (8, )2 = 0.

Ainsi, pour tg < 7 <t on peut écrire

t t
U (t,2) = gor * Upg (T, 2) — / Oi_s * P(div(ﬁM ® ﬁM))(s,:r)ds + / s * P(f} (s,z)ds,

et nous avons

+
L2

)
L2

t
/ Jt—s * ]P)(f‘) ds

en utilisant les calculs de la Proposition [5.1.2] page et la continuité du projecteur de
Leray, nous pouvons écrire

t
/ Ot_s * P(div(ﬁM & ﬁM))dS

s, Yo < ||gm*aM<n->uL2+]

1
t . 2 b 2
a8, ) 22 < Ml@t—r * wns (7, )22 + C [(@ar - V)inl3, 1ds ) +C (s, )% ads )
H H

en utilisant I'inclusion d’espace Lg(Rg) C H™'(R?) et les inclusions H %(R?’) C L3(R3), nous
avons les majorations

[(@inr - V)iine |l -1 < Cll(tar - V)il o < Cllinll sV @ tinrll 2 < Clliaell 1 il g
et a partir de ces estimations, il vient :

1
2

t 3 t
it e < e ol + € ([ Vanalo, s yas) € ([ 1781 as)

1
2

t 3 t
< lover < s+ € sup (sl ([ Nt lBuds) 40 ([ 170l o)
s>1o T T

Nous allons maintenant faire tendre ¢ — +o0o dans cette estimation et pour cela on remarque
tout d’abord que l'on a par convergence dominée la limite tligl lgi—r * Uns(7,)||r2 = 0, en
—+00

effet, en passant en variable de Fourier, nous avons

- BRSNT: S o) T eV 2 —
tB?OOHth‘r *UM(T, )HL2 tlggloo R3e |UM(T7 5)’ d&. Oa

nous pouvons alors écrire :

D=

1
+o0 2 +oo
imsuplae(t e < suplina(s, My ([ D as) 40 ([ 1700 as)

t—4o00 s>t
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pour finir il suffit maintenant de faire tendre 7 vers +oo pour obtenir que ’on a effectivement
li U (t, - =0
Jim [l )2 =0,

étant donné que l'on a l'unicité fort-faible entre la solution mild iy; et la solution faible de
Leray #, on en déduit sans probleme le comportement annoncé dans l’expression (5.58)) et la
preuve du corollaire est donc terminée. |

Ce résultat nous indique que toutes les solutions faibles de Leray (obtenues par le Théoreme
5.3.1} page [153]) tendent en norme L2 & zéro lorsque le temps tends & I'infini et on obtient de
cette maniere I'unicité des solutions en temps grand. Ainsi, si 'on part de données grandes,
nous sommes en mesure d’obtenir I’existence et I'unicité de solutions des équations de Navier-
Stokes en temps petit et en temps (trés) grand, mais entre ces deux extrémes on ne dispose
que de la notion de solutions faibles de Leray pour lesquelles on ne sait (toujours) pas (au
XXIeme siecle) si elles sont uniques.

5.6 Le cas de la dimension n = 2

Dans 'analyse des équations de Navier-Stokes, il existe une différence fondamentale entre
la dimension n = 3 et la dimension n = 2. Dans toutes les pages précédentes nous nous
sommes focalisé uniquement sur la dimension n = 3 (qui est la plus intéressante, non seule-
ment du point de vue physique, mais aussi du point de vue mathématique) et nous avons
obtenu, soit des solutions classiques ou mild (uniques mais non globales en temps pour des
données grandes), soit des solutions faibles de Leray (globales en temps mais non uniques).
Nous avons vu également que les différents arguments de point fixe induisaient, par construc-
tion, une relation entre la taille des données initiales et la constante de continuité de ’applica-
tion bilinéaire en jeu, et cette relation est indépendante de la dimension : pour s’en convaincre
il suffit de voir le résultat de base de cette approche qui est donné par le Théoreme |4.1.1
page [104] De plus, nous avons vu dans ce chapitre que pour prolonger le temps d’existence,
on peut exploiter une inégalité d’énergie, mais nous savons également que les quantités qui
interviennent dans cette inégalité d’énergie ne permettent pas de fermer 'argument de point
fixe et c’est précisément ici qu’intervient la dimension (voir la Section page . En effet,
par I'inégalité d’énergie on controle la quantité || - || 51, et alors, si I'on se place en dimension
n = 3, par les inégalités de Sobolev on obtient une information dans I’espace L°(R3) ce qui
n’est pas suffisant comme on a pu le constater dans les calculs réalisés a la page [149

La situation est totalement différente si I’on se place en dimension n = 2. En effet, si I’'on
étudie les quantités || - || ;75 pour 0 < s < 1, alors par les inégalités de Sobolev énoncées dans
le Théoreme [2.4.6 page les espaces de Sobolev H $(R?) s’injectent contintiment dans des
espaces de Lebesgue L(R?) pour des indices ¢ différents & ceux utilisés jusqu’a présent : nous
avons alors toute une famille d’inégalités qui peuvent s’exploiter de maniere naturelle comme
nous allons le voir dans les pages ci-dessous.

A) Les équations de Navier-Stokes en dimension n = 2

Les lignes qui suivent ont pour but de mettre en lumiére les différences et les simili-
tudes entre la dimension n = 3 étudiée jusqu’a présent et la dimension n = 2. Ainsi, si
@ : [0, +00[xR? — R? est un champ de vecteurs, si p : [0, +0o[xR? — R est une fonction
a valeurs réelles et si f : [0, +00[xR? — R? est une force extérieure, alors les équations de
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Navier-Stokes en dimension n = 2 ont la formulation

div(0) = Oy ug + Opyug =0,
latul Auyq [uu?xlm + u23x2U1] [amlp] N [fl]
Oruz 10z, U2 + U205, U2 Ora f2

ZXUQ
Ce probleme se réécrit bien str comme

Ot = ANt — (@- V)i —Vp+f,  div(@) =0.

En dimension n = 2, nous avons également les définitions suivantes : si @ et b sont deux
vecteurs de R?, le produit tensoriel @ ® b est donné par

S laibr arbo
a®b= .
a2b1 a2b2

De plus si A = (ai,j)1<i,j<2 est la matrice 2 x 2 associée & un tenseur, on définit la divergence
de ce tenseur par la formule

div(A) =

Op,a11 + 39:26112]

Oz, a21 + 0,022
En particulier, si f et ¢ sont deux champs de vecteurs a divergence nulle, on a bien I'identité
(f-V)g=div(G® [).

Le projecteur de Leray se définit de la méme maniere : P( f) = f + 6&6 . f et toutes

ses propriétés se maintiennent dans R%. Comme on peut le voir, les objets vectoriels sont
essentiellement les mémes en 3D ou en 2D.

B) Le cas de données initiales petites

Lorsque la donnée initiale iy et la force extérieure f sont suffisamment petites, nous avons
le résultat suivant :

Théoréme 5.6.1 Soit iy : R? — R? une donnée initiale telle que div(iy) = 0 et
iy € L*(R?) et soit f : [0, +00[xR? — R? une force extérieure telle que l'on ait
f e L*([0,T*[, H *(R?)) avec 0 < T* < +o00. Si on a Uestimation

o]l L2(r2) + Hﬂ|L2([o,T*[7371(R2)) <g,

pour € > 0 un réel suffisamment petit, alors il existe une unique solution u, globale en
temps qui appartient & Uespace L™ ([0, T*[, L*(R?)) N L*([0, T*[, H*(R?)) du probléme

Ot = At — P((7 - V)a@) + P(f), div(a@) =0,

(0, z) = tp(x).

Démonstration. On considére la formulation mild

t —

u(t, ) = g¢ * tp(x) — /0 gr—s *x P((d - ﬁ)ﬁ)(s,x)ds + /0 gt—s x P(f) (s, x)ds,
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et on cherche a appliquer un argument de point fixe dans I'espace
E = L%([0, T, L*(R*)) n L*([0, T*[, H'(R?)),
muni de la norme
-1z =1 legerz + 11+ 2

On commence par remarquer que si iig € L?(R?) alors ||g¢ * 0|2 < |lg¢ll 22 || %ol 2 = |0 2-
De méme, on a ||g¢ * to|| ;1 < Clto 2, et cette estimation est une conséquence directe du
Lemme page dont la démonstration ne fait pas intervenir la dimension. On obtient
alors

lg¢ * tol| 2 < Chldo] 12

Pour la force extérieure on a également 'inégalité

‘ /Ot gi—s * P(f(s,))ds

en effet, on notera que la dimension n’intervient pas dans la vérification de la Proposition
donnée page [148| et la majoration ci-dessus suit alors les mémes arguments.

< Co|l fl g2 (5.59)
E

Finalement, pour le terme bilinéaire on a

Au vu de la majoration ([5.59) précédente, il vient

et il suffit de vérifier que I'on a (@- V)& € L2H; '. Nous écrivons alors

< Gslldl|g]|7] -

/0 G—s + P((- V)7) (5, )ds

E

/0 gr—s * P((T- 6)17) (s,-)ds

< Ol - 9)ill a1,
E

1@ )l = 0 (@® D)2 pr = 79 Tlgzpa.
et par les inégalités de Holder en temps et en espace on a
14 @ dllg2r2 < [l pagallVllpaza-

Maintenant, par les inégalités de Sobolev en dimension n = 2 (voir le Théoréme page
, siu(t, ) € H%(Rz) nous avons

[at, )l < Cllatt, ) 35

et on remarque que 'on a, par interpolation (voir la Proposition m page

1 1
[a(t, )l 1 < Cllatt, )l pallact, )l (5.60)
ainsi on a
la(t, )z < Cllatt, Ny < Cllac, T2l i
et en intégrant par rapport au temps, il vient
1 1
lll cors < Cllal Eee o llall o - (5.61)
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On a donc
o - . 1 1 1
1@ @Vl p2rz < @l papallvlpazs < CHUlligo@HUHi%H%HvlligoL%HvlleHl,
ce qui, compte tenu de la définition de la norme || - |z nous donne la majoration
1@ ® Ul 22 < Clld]|g]|7]] -

Nous avons donc obtenu les inégalités

¢
g—s * P((T- V)V) (s, )ds|| < Cll(@- V)T 21 < Csllt] ]9l (5.62)
0 E '
Ainsi, si nous avons la relation
. - 1
Crlldollzz + Coll fll iz < 45 (5.63)

alors, en utilisant 'hypothese de petitesse des données, la condition ci-dessus est vérifiée et
nous sommes en mesure (en dimension n = 2) de fermer ’argument de point fixe dans I'espace

fonctionnel B = L ([0, 7*[, L*(R?)) NL2([0, T*[, ' (R?)) (voir le Théoremel[4.1.1] page [104),
n

ce qui termine la preuve du Théoréme [5.6.1

Remarque 5.13 On notera ici que dans la condition qui permet de fermer l'argu-
ment de point fize, le temps n’intervient pas contrairement d ce qui se passe en dimension
3. En effet, tant pour les solutions mild de Fugita-Kato (voir la condition (4.35) page [123)
que pour les solutions régularisées de Leray (voir la condition , page , NOUS AVIONSs
une dépendance par rapport a la variable temporelle. Dans les deux cas le temps d’existence
était relié a la taille des données initiales mais ici, grace a l’estimation nous pou-
vons appliquer directement le théoréme de point fize dans l’espace E = LO"([O7 T+, LZ(R2)) N
L*([0, T, Hl(RQ)) tout entier : tant que la force extérieure est correctement définie et suffi-
samment petite (ainsi que la donnée initiale), on peut construire des solutions des équations
de Navier-Stokes en dimension 2.

C) Le cas de données initiales grandes

On notera qu’une application directe des estimations de Sobolev en dimension n = 2
permet de fermer sans aucun probleme 'argument de point fixe, mais uniquement pour des
données petites (avec avantage de solutions globales en temps). Pour traiter le cas de données
initiales grandes, il sera nécessaire de modifier légérement nos arguments. On commencera
par le lemme qui suit.

Lemme 5.6.2 Soit i : R? — R? une fonction qui appartient a Uespace L*(R?). Alors pour
tout 0 <t <T < +oo on a lestimation

g *UOHLQLHI% < |Jtiol| 2-

Preuve. On écrit tout simplement

T
loe s o]t , = / lge = ol . [lge * doll? , de
L 0 HI2 Hz2

| [ ([ e o) ([ e o) a

/ / / € llxle™ 206X o )2 (x) Pdededy,

IN
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et avec le changement de variable 7 = 2¢(|£]? + |x|?), il vient

1€1x| 2157 () |2
low el s < [ | s s OO0 P

mais puisque [¢][x| < 2(|¢[* + [x[*), on a

loes ol y < ([ @c@ras) ([ @borax) = i
L{H; R2 R2

ce qui nous donne bien I'estimation recherchée. |

Voici une conséquence de ce résultat :

Corollaire 5.6.3 Soit iy : R> — R? une fonction qui appartient & lespace L?*(R?). Soit
ko > 0 un réel, il existe alors une constante po = p(ko, o) > 0 telle que pour 0 <t < T on
ait ’estimation

C 2 EATN
i S o+ CAD e

lge * ol
Lt

Preuve. On commence par fixer un réel pg = p(ko, ip) tel que

_ R
[ faere) <
{I€1>po} ko
On écrit ensuite

llge * o]l 1 :/ €267 G ()| 2de + / 1€]e 2P G (¢) |2dg
Hz {1¢]>po} {l€|<po}

< / 1€1e 20 g5 oy [0 () 12dE + po / o (€) 2
R2 {l€|<po}
- vale: )
< oo (e @O1) ||, + poll o]z,
H?2

ce qui nous donne

4
, + CaT o]l
4Ht2

T — \
/o gt * ﬁoHZ%dt < Cllge * <]1{\.|2p0}!ﬁo(‘)|)

et en utilisant la conclusion du lemme précédent pour estimer le premier terme a droite de
I'estimation ci-dessus, il vient

- 1., C 2 1.,
lovs ol 1y < € ([ Lgsm ) df) + CORT R inlzz < = + CAT) o]
ce qui termine la preuve du corollaire. |

Nous aurons besoin d’'un résultat similaire pour la force extérieure.

Lemme 5.6.4 Soit f: [0, +00[xR? — R? une fonction qui appartient a l’espace L?H;l.
1) Nous avons l’estimation

/Ot Gros * B(f(s, ) ds

<COfllr2r-
Lsz%_ Hf”Lszla



190 Chapitre 5. Solutions faibles de Leray

—

2) Si k1 > 0 est un réel, il existe une constante py = p(k1, f) > 0 telle que pour 0 <t <T
on ait l’estimation

Preuve. La vérification du premier point se base sur 'inégalité (5.60)), a partir de laquelle
on obtient sans difficulté la majoration générique suivante :

t R C’ 3., =
/O G * P(f(s,))ds < o+ CATA fllp

L
LiE?

1 1
121, 3 < CIA 190y

Il vient alors :

2

2

<C

Y
L

/ Ot s * P(f(s, ))ds
0

/ Or s * ]P’(f(s, -))ds
0

/ s * ]P’(f(s, -))ds
0

1
Lid2 L2

et en utilisant le contrdle (5.59) sur les normes L°L2 et L2HL, on obtient sans probléme

—

Pour le deuxiéme point, on fixe un réel p; = p(k1, f) tel que

' 1= 2 : 1
(/o /{|szp1}|€\2|f(t’§) dgdt) S (5.64)

L < Ol g

LiH?

/ Or_s * ]P’(f(s, '))ds
0

et on écrit

N

o= L] e Bl )ds) (© 2

t — 2 %
( / €] / e~ UIEEP(F) (5,)ds d&) .
R2 0

En introduisant la fonction indicatrice 1j¢>,,} et en utilisant les propriétés du projecteur de
Leray en variable de Fourier (voir la formule (4.6)), page [L07)) il vient,

2 3
df)
1

’ iz = </]R2 i
2 2
dg) . (5.65)

t ~
+< Loia| [ e (= S5 e (s, 0as

et pour la derniere intégrale ci-dessus on a, par 'inégalité de Minkowski continue :

(/Wm 2ds)é

2 2
\f(s,s>|2d5> ds,

IN

t —
/OgtS*P( (s,-))ds d¢

IN

t ~
/0 6_(t_s)|f|2 (Id3><3 - §|§T2§> 'f]l{|§|ZP1}(S’§>dS

/0 Oi—s * P(f(s, ))ds

. ~
/0 e~ (=9l (Id3><3 - %) S g1<piy (5, §)ds

t
—9(t—s)|€[2
S/ </ €0 gjeprye 2
0 R2

=

£®¢

13 = S
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puis, en introduisant le poids = on obtient

|£|

N

~
—

¢ ot a)lel? @& |f(s,8)
< ) | et - S e ) s
) ~ ,
. R Tl O AN
= ’“/o /R ISR | e ©) 9

ou nous avons utilisé le fait que ]l{‘§|<p1}e_2(t_s)‘5|2 < let 0 <t < T. Maintenant, en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz en variable de temps on a

T
o3 / /
0 R2

déds

>

1F(s,6)2 e |f(s 6P
d d 2
g5 | ds <l / /R €2 | e

l —
< 01T2 IP(f )HLngl < OpiT> HfHLngl’

t@el
€]2

Id3zy3 — Id3y3 —

et avec cette majoration, en revenant a ’expression ([5.65)) on a

t —

gi—s * P(f(s,-))ds
0

t

~ \4
| Ores* P <f]l{|€2m}> ds

—I—Cp T2||f||L2H 1.

1

H?2 H

On construit maintenant la norme L* en variable de temps dans 'inégalité précédente pour

obtenir
t ~, Vv
/0 gt—S*P<f]l{|€2p1}> ds

et donc, par le premier point de ce lemme nous avons

t —

Or_s * IP’( (s, -))ds
0

3, =
A CT | fll
LAE2

L1 —
LAI2 ‘

¢ \
, 3
[orp(fsas| o< H<f11{|5>p1}> +CATH |l
0 LiH2 LA !
1~ 2
. / | lfe o) + ATl
{|f\>01}
R, calllj ey

ot nous avons utilisé le controle (5.64]). La preuve du deuxiéme point de ce lemme est donc
terminée. ]

Avec ces résultats, nous allons étudier maintenant comment obtenir des solutions globales
en temps pour les équations de Navier-Stokes en dimension 2.
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Théoréme 5.6.5 Soit iy : R? — R? une donnée initiale qui appartient ¢ l’espace
L%(R?) et telle que div(iip) = 0 et soit f : [0, +oo[xR? — R? une force extérieure qui
appartient a lespace L*([0,+oo[, H~*(R?)).

Alors il existe une unique solution globale en temps i(t,z) des équations de Navier-

Stokes

Oyt = AT —P((7- V)T) +P(f), div(@) =0,
(5.66)
ﬁ(oa l‘) = ﬁO(‘T)a

qui appartient a espace L*([0, 400, H%(RQ)) et qui appartient également a ’espace
C ([0, +oo[, L*(R?)) N L ([0, +o0[, L*(R?)) N L*([0, +o0[, H'(R?)).

De plus cette solution vérifie I’égalité d’énergie

—

t t
(¢, )17 + 2/0 (s, M Fads = o2 + 2/0 (f(sy-),t(s,0)) v o ds-

Démonstration. On commence par considérer la formulation intégrale des équations de
Navier-Stokes

t —

w(t,x) = g¢ * Up(x) —i—/o Ot—s * P(f)(s,x)ds — /0 95 * P((@ - V)@) (s, 2)ds

L1
et par appliquer un argument de point fixe dans I’espace L{H7. On remarque alors que I’on
a les estimations suivantes :

e avec le Corollaire (.6.3 :

. C 1
lge * @oll .3 < —+C(p§T)7|dol| - (5.67)
L RO

1
2
t iz

e en utilisant le deuxiéme point du Lemme :

t
- C 3, =
| [ aenptfts.nas] 4 < Cotril (5.68)
0 iz k1 k
1 1
SRR i3 3 . . e
e En utilisant I'inégalité || HL;*H 1 <Ol Lo L%H I r2i du provient de I'estimation

(5.60)), on écrit

/0 G—s + P((- )7) (s, )ds

1
LiHZ

ce qui nous donne avec les majorations ([5.62)) :

/O gis * P((i - V)5) (s, -)ds

LiA?

y S COl(@- V)Vl gt < Clla @l pary < Clltll 24 Cll0] 214,
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et en utilisant les injections de Sobolev H %(RQ) C L4(R?), on a

Ainsi, pour appliquer le Théoréme de contraction de Banach-Picard donné page A
partir des estimations (5.67)), (5.68) et (5.69)) nous devons vérifier la condition

=l .1||v|| (5.69)
LiHg LiH

/0 gi—s * P((T- 6)17) (s,-)ds

C C 1

-+ CD anlzz + o+ CATHI s < g

et donc, si ’on fixe les constantes xg et k1 telles que I'on ait C < 16¢ et £ o S 16@, la condition
précédente s’écrit

C(RT) [[doll2 + CATH |l o < 25 (5.70)

1
8¢’
On observe alors que si les données sont grandes (c’est & dire si 'on a [doz2 > 1 et
1] L2yt > 1), alors le temps d’existence 1" doit étre petit pour que cette relation ci-dessus

ait lieu et on obtient de la sorte une unique solution des équations de Navier-Stokes dans
I'espace de résolution L*([0, T[, H2(R?)) qui s’écrit

=

t t
ita) = g (o) + [ g P sva)ds = [ g P D)) (s, 0)ds.
0
et qui appartient donc & I'espace L=([0, T, L?(R?)) N L?([0, T[, H' (R?)) : en effet, sous cette
expression, la vitesse 4 vérifie les estimations :

—

t
@ e porzis < |gt*ﬁouL§oLgngH%+H [ g B 210

L L2NLEHL
t
| B-s ¥ P(T- V)i)(s, 2)ds

L$°L2NL2 H}
< Cllﬁon + ClIfll 2z + ClNE - V)il 214

et puisqu’on a les majorations
(@ il pogr < ClE® @l 212 < Ol paps 1 s

avec les estimations - données page on obtient bien que la vitesse i appartient a 1’es-
pace L®([0, T[, L2(R?)) N L2([0, T[, H(R?)) et de plus, par cette méme formulation intégrale
on obtient sans probléme la continuité de la fonction t — ||@(t, -)|| 2.

Il s’agit maintenant de prolonger le temps d’existence de ces solutions et pour cela on
utilise la structure des équations de Navier-Stokes : ainsi, en multipliant les équations

—

Oyt = A — P((7- V)@) + P(f),
par @ et en intégrant en variable d’espace, il vient

%Hﬁ(t, )||%2 = 2/R2 Ai(t, z)-u(t, z)dr—2 /R? IP)((fLﬁ)ﬁ)(t,:C)~ﬁ(t,x)da:+2/ P( _j(t,x)'ﬁ(t,x)dx,

RQ

ce qui s’écrit avec les propriétés du projecteur de Leray

d, .
Gl =2 [ Vot oPd-z [
R2

R2

—

(- 9)it, z) - T(t, w)do+2 / () -ii(t, )dx,

R2
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et par une intégration en la variable de temps, il vient
t . t -
a2 [ [ Wit = il +2 [ [ @ 9ils,) -l )dads
0 JR2 0 JR2
t
—1-2/ / f(s,x) - (s, x)dxds,
0 JR?
Cette expression est pour l'instant purement formelle, mais contrairement au cas de la di-

mension 3, nous pouvons justifier sans probleme cette écriture : en effet, nous savons par les
calculs précédents que l'on a g € L2, f € L?H ' et @ € LL2NL?H}, ce qui donne un sens

t
a tous les termes ci-dessus mis a part la quantité / / (@-V)u(s,z) - u(s,z)drds que 'on
0o JRr2

étudie composante par composante : cela revient a traiter des termes de la forme

t
/ / u;(s, x)axjuk(s, x)ug(s, x)dxds,
0 JR2

pour 1 < j,k, £ < 3, et par les inégalités de Holder en temps et en espace on a

< sl Lapa 10z, uell 22 lluell Larps

t
// u; (8, )0, up (s, v)ue(s, v)dzds
0 Jr2

1 1 1 1
< CH“JHzgoLgHu]HZ§H%HukHL%H}:HuéHzgoLgHuéHztzH; < 00,

ot nous avons utilisé le controle ([5.61]) qui n’est valable qu’en dimension 2.
t

Ainsi, puisque la quantité trilinéaire / / (@-V)u(s,z) - u(s,z)drds est bien définie, on
0 JR?

peut utiliser les identités vectorielles et la propriété div(w@) = 0 pour obtenir

/0 t /R (- V)i(s, ) - s, w)dwds = /0 t /R din(ii @ )5, ) - (s, ) drds
- /O t /R divit® @) (s, ) - s, )drds + /O t /R (s, ) Pio(ii) (s, ) s
_ _/Ot/w div(@ @ @) (s, ) - @(s, v)dzds — —/Ot /RQ(aﬁ)ﬁ(s,x) (s, 2)dwds.

t

et a partir de cette identité on obtient alors que la quantité / / (@-V)u(s,z) - (s, xz)dzds
R2

est en réalité nulle, ce qui nous permet d’obtenir ’égalité d’énergie

¢ t
@t )52 + 2/0 /]R2 IV @ (s, 2)|*dads = |72 + 2/0 /IRQ f(s,z) - (s, z)dxds, (5.71)

et nous avons alors

IN

t
fie W +2 [ [ 9@ ilso)fdeds < fols +20 g 1lsp

IN

- 112 712 ~12
[Gollzz + 111172 1+ Nl 72 s
ce qui nous donne le contréle uniforme en temps suivant

(e, T2+ Nl 1 < NollZe + 17175 0 < oo,
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qui nous indique que les normes L{°L2 et L?H} sont bien préservées dans le temps.

L1
Ainsi, & Iinstant T d’existence maximal dans I'espace L{H7, on peut prendre comme
donnée initiale la quantité ||@(7,-)||z2 (car cette application est continue) et réappliquer
1

les arguments ci-dessus pour obtenir I'existence d’une unique solution # € Lfﬂf dans un
intervalle de temps [T, T + [. Etant donné que les normes impliquées sont préservées, nous
sommes donc en mesure, de proche en proche, d’obtenir des solutions des équations de Navier-
Stokes qui seront globales en temps dans I’espace L°L2 et LfH% |

Remarque 5.14
.1
1) On remarquera que le point fize est réalisé ici dans l'espace L{HZ qui est un espace
1

1
’ 0o T2 27171 ; — =112 112 ;
plus grand que ’espace LY°LZ N L;H, (on a bien HUHL?H.T% < ||u||Lf°L%”uHL?H%’ voir

les estimations - données page[187), lutilisation de cet espace est unique-

ment motivée par la nécessité d’introduire une dépendance par rapport a la variable de
temps afin de considérer des données initiales grandes.

2) En dimension 2 on a le contréle qui nous donne suffisamment d’intégrabilité
pour obtenir l’égalité d’énergie s 4l n’est alors pas nécessaire de réaliser une
régularisation de ’équation comme dans le cas 3D, il n’y a donc pas de passage a la
limite o considérer.

1

L’introduction de cet espace Lfﬂf correspond au besoin de faire apparaitre une dépendance
par rapport au temps, non pas dans la constante de continuité de ’application bilinéaire,
mais plutot dans les estimations des données initiales (voir la condition (5.70)). On pour-
rait croire que cette dépendance par rapport au temps est tres génante, mais son avantage
est qu’elle nous permet de considérer des données initiales grandes : le prix a payer étant un
temps d’existence petit, toutefois ce probleme est finalement tres relatif car grace a 'inégalité
d’énergie on peut prolonger le temps d’existence des solutions et I’on obtient ainsi des solu-
tions uniques qui sont globales en temps (en dimension 2).

Pour finir, étudions les propriétés de la pression dans le cadre de la dimension 2. Nous
avons toujours la méme équation pour la pression

1 - -

P=Cx (dw((a. V)ii) — div(f)) : (5.72)

et alors il vient :

Corollaire 5.6.6 Soit iy € L?(R?) une donnée initiale a divergence nulle et soit une
force extérieure f € L*([0, T, Hfl(RQ)) avec T* > 0. Si @ € L*([0,T*], L*(R?)) N
L3([0, T, Hl(RQ)) est une solution des équations alors la pression p donnée a
partir de l’équation appartient a espace L2([0, T*[, L*(R?)).

Preuve. On écrit

IN

el < | g (it waco))| o+ -2
)

liitt, ) @t ez + || (~2) 721t )|

L2

IN

On peut alors écrire

—

lp(t, g2 < Clladt, )l pallat, s + 17 @)l g1
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puis, en prenant la norme L? en variable de temps :
Ipllrzre < Cllallpspallalpaps + 1F1 g2 gz

Cette quantité est bien bornée car, d’une part, en dimension 2 nous avons ’estimation ({5.61]) :

1
1424 < OVl g1 -
et la solution de Leray # appartient & I'espace L{°L2NL? H} et, d’autre part, la force extérieure
appartient & I'espace L?H ! : on a donc bien le contréle annoncé pour la pression p. |

Notes et compléments

Les solutions construites par J. Leray en 1934 constituent, rétrospectivement, une avancée
fondamentale dans la compréhension des équations de Navier-Stokes et elles sont le point de
départ de la plupart des axes de recherche actuels sur le sujet. Rappelons que ces solutions
se caractérisent par les trois points suivants : il s’agit tout d’abord de solutions faibles (les
informations sont mesurées au sens faible dans les deux variables, temps et espace), ce sont en
plus des solutions globales en temps (ces solutions ont été construites pour cela) et, finalement,
elles vérifient I'inégalité d’énergie de Leray qui donne des informations tres utiles sur cette
équation. Toutefois, ces solutions présentent un inconvénient majeur : nous ne savons pas
si elles sont uniques et ’étude de 1'unicité des solutions de Leray est un défi mathématique
particulierement difficile (il s’agit d’un probleme du millénaire!).

Indiquons pour finir qu’il est possible de considérer des solutions des équations de Navier-
Stokes encore plus générales (mais avec moins de propriétés, voir par exemple le livre [45])
mais leur étude déborde du cadre de cet ouvrage.

5.7 Exercices

Exercice 5.1 Soit 0 < 6,01 < 1. On définit les indices po, qo, p1 €t q1 par les relations :

1 1-— 1 1-— 1 1-— 1 1-—
670+ b 1 _1-6o ot 7:ﬁ+ 61 _1-6

o 2 6 ' po 2 a2 6 ' p 2

on remarquera qu’il s’agit des conditions d’interpolation entre les espaces L{°L2 et L?LS
données dans @, page .
1. Montrer que si l’on souhaite avoir la relation % + p% = % (donnée dans l’expression

(@, page alors cela implique que l’on doit avoir 8y + 61 = 1.
1

2. Vérifier que la condition 0y + 61 = 1 est incompatible avec la condition q% + q% =3.

Ces calculs montrent que si i € LY°L2NL2LY, alors on ne peut avoir i € LY° LY etii € LY LY

v 17 11 _ 1 1 1 _1
oulonapo—l—p1 2etqo+q1 3

Exercice 5.2 Soit @ € L°L2 N L2H! une solution de Leray des équations de Navier-Stokes.
On suppose en plus que l'on a i@ € L{L2.

1. A laide de l’exercice précédent, vérifier que la condition L}L} demandée ici est une
vraie hypothése supplémentaire qui ne peut pas se déduire a partir du cadre des solu-
tions faibles de Leray.
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+oo
2. Montrer que dans ce cas, la quantité/ / (@-V)u-u(t,z)dzdt est bien définie.
0 R3

On vérifiera, par exemple, que l'on a
+00 .
| @Syt et < il Vg

3. Avec l’estimation ci-dessus, étudier la quantité définie dans l’expression , page
. Awvec Uinformation L?Li, est-il nécessaire de régulariser l’équation pour donner
un sens a la quantité ((d-V)u,q) ¢

+oo
4. Vérifier que dans le cadre considéré ici, on a bien / / (@-V)u - u(t, z)dxdt = 0.
0 R3

Exercice 5.3 Soit iy € L*(R3), a divergence nulle. On suppose qu’il existe une solution @
de I’équation

w(t,x) = g¢ x Up(x) — /0 gi—s * (P div (@ u))(s,z)ds
telle que @ € L>([0, +oo[, L2(R%)) N L2([0, +-oo[, H'(R?)) N LA([0, +o0[, H*(R?)).

1 1
1. Montrer que pour f € H(R3) on a HfHH% < AN 22111} - En déduire que sil'on a

1
fo € L?(R?) alors g4 » fo € L{HZ .
4 . 1 ¢
2. En déduire que sig € L3([0,T[, H 2(R?)) alors/ gi_sxg(s,x)ds € L=(]0, T, L*(R?)).
0

t
3. En écrivant pour0 < t; <t,u(t,-) = ge—t, * U(t1,2) — / gt—s x P div (U ®1u))(s,x)ds
t
montrer que '

[t )2 < gty * a@(trs )2 + Cllall g g 1] page, 4oof, 111
4. En conclure que
litr_r>1+sip @t )2 < Cllall g2 g 1l page, 4 oof, i1y

puis que Jim [i(t,")] 2 = 0.

Exercice 5.4 (Equations de la Magnéto-Hydrodynamique - MHD) On considére le
systéme d’équations suivant

—

Ot = Ai — (7 V)i + (b-V)b—Vp+ f, div(d) = div(f) =0,

£

- = =,

=Ab— (@-V)b+ (b-V)i+g, div(b) = div(F) =0, (5.73)

>

O

@(0, ) = to(x), div(iy) = 0 et b(0,2) = bo(x), div(by) =0, =€ R3,

ot @y € L2(R3) et by € L2(R3) sont des données initiales et ot f,§ € L2([0, 4o00[, H~1(R3))
sont des forces extérieures.

1. Pour € > 0 fixé on considére les équations
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ot 0 € C3°(R3) est telle que / O(x)dr =1 et O (z) = %9 (%). Montrer que ce systéme
R3
d’équation admet une solution mild locale (., b ¢) en temps dans l’espace L‘X’L20L2H1

1. A partir du systéme (| , obtenir des estimations d’énergie semblable a la formule
pour le couple (U, b).

2. Obtenir des solutions mild globales (i, b;).

3. Passer a la limite pour obtenir des solutions faibles de l’équation .

Exercice 5.5 (Equation Micro-Polaire) On considére le systéme
il = AT — (@- V)T~ Vp+IVAdG+F,  div(d@) =0,
Ol = A + Vdiv(w0) — @ — (@ V)T + 3V AT, xRS, (5.74)
(0, z) = tp(x), W(0,z) = Wo(z) et div(ip) =0,

avec @iy, Wy € L2(R3) et f € L2H ;L.

1. Appliquer le projecteur de Leray dans la premiére équation.

V)

]

2. Régulariser les termes (- V)@ et (

3. Utiliser un argument de point fize pour le probléme régularisé dans l’espace LE° L2 N

L}H} sur Uintervalle de temps [0,T] et obtenir une solution (@,w) (ces solutions
dépendent de €). On pourra utiliser les estimations

4. Si 1 est a divergence nulle (mais W ne l’est pas), montrer que l’on a

/(a-ﬁ)w-wd:p:—/ (- V)i - @ da,
R3 R3

et en déduire que ce terme est nul (on supposera que U et W sont suffisamment
régulieres, ce qui est le cas lorsqu’on traite le probléme régularisé). Montrer également
que l'on a l'identité

t t
/ Oi—s * V A wWds <CT: 0]l 21 et H/ gi—s ¥ V A wds
0 v 0

< CT%HEJ”L?L?;
L2H]

Ly Ly

/(ﬁAw)-ﬁdx:/ (V A @) - da
R3 R3

5. En considérant que tout est suffisamment régqulier (ce qui est le cas lorsqu’on a introduit
les régularisations), multiplier ’équation par le vecteur (U, W) et intégrer en
variable d’espace puis en variable de temps pour obtenir [’estimation

t
e e+ 1+ [ (o, + 2o, + 2din() ) ) ds

t t
<CAHM&N%®+UAHﬂ&MEM&W%ﬁHW%ﬁw
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6. En utilisant le Lemme de Gronwall obtenir l'inégalité d’énergie
2 2 ! 2 2 2
.+ e s + [ (1o, + 2o )y + 20din) s, )
t
<C (| F (s ) ds + [ldolI72 + [l 72 ) €.
0 H

7. Prolonger les solutions approchées et obtenir par un passage a la limite des solutions
faibles (ii,) de type Leray dans espace L°L2 N L7H}.
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