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Résumé

Ce travail présente une introduction & la formulation variationnelle des EDP’s
linéaires elliptiques en passant par la notion de distribution qui nous permettra de
définir les espaces de fonctions dits de Sobolev puis une analyse de deux EDP’s
elliptiques linéaires basiques & savoir celles de Poisson et Laplace.

On commence par énumérer quelques prérequis pour la bonne compréhension du
module :

1- La dérivation et I'intégration des fonctions réelles & une et & plusieurs variables ;

2- les espaces fonctionnelles, ceux de Banach (espaces normés complets), ceux de
Lebesgue L? (2) ,p € [1,4+0o0] définis par la notion de presque partout (p.p.) et ceux
de Hilbert munis de produits scalaires ;

3- les outils de résolution des EDP’s de la physique spécialement ’analyse de
Fourier (séparation de variables, série et transformation de Fourier).

Le module comporte quatre chapitres avec les objectifs d’apprentissage suivants :
1-nouvelles notions : les distributions et leurs propriétés; la solution faible ;

2-nouvelles connaissances : les espaces de Sobolev ; 'opérateur trace et ’opérateur
de prolongement, théoréme de Green, théoréme de Lax-Milgram pour I'existence et
I'unicité de la solution faible;

3-nouvelle méthode : la formulation faible et la formulation variationnelle pour
la détermination solution faible.



Chapitre 1

Quelques outils pour ’analyse des
EDP’s

1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont des équations que doivent sa-
tisfaire une fonction inconnue u de plusieurs variables (z1, x, ..., x,) et certaines de
ses dérivées partielles. Le plus haut degré de dérivation qui intervient est dit ordre
de I’équation. Les EDP’s se divisent en deux types linéaires et non linéaires et aussi
en deux familles les EDP’s stationnaires ot I'inconnue ne dépend pas de la variable
temps et les EDP’s d’évolution ot I'inconnue dépend de la variable temps noté t.

Les EDP’s ’odre deux sont classées en trois grandes classes fondamentales : ellip-
tique, parabolique et hyperbolique. Les équations elliptiques sont des EDP’s station-
naires et décrivent des phénomeénes d’équilibre, les équations paraboliques décrivent
des phénomeénes de diffusion alors que les équations hyperboliques décrivent les phé-
nomenes de propagation et ces deux classes sont des problémes d’évolution.

L’objet de ce cours sont les EDP’s elliptiques linéaires.

Notons que la démarche d’analyse pour la résolution d’'un probléme réel passe
par ces étapes :

1- La mise en équations dite modélisation connaissant les données du probleme
et les inconnues & déterminer, ceci en utilisant les lois de la physique. On arrive a
construire le probléme continu (systéme d’EDP).

2- I’analyse mathématique du probléme posé. (existence, unicité et propriétés de
la solution).

3- La conception d’une méthode numérique et son analyse. ( probléme discrétisé,
choix de méthodes et étude de leur stabilité, convergence, précision).

5



2. Modéle mathématique

4- Algorithmique et mise en oeuvre sur ordinateur.
L’intervention des mathématiques pures se fait au niveau des étapes 2 et 3.

2 Modéle mathématique
Rappelons que la forme générale d'une EDP est :
Lu(z)=f(x); 2€QCR"

ou L est un opérateur différentiel. Si L est linéaire (L (au) = aLu et L (u+v) =
Lu+ Lv) I'équation est dite linéaire. Aussi, 'EDP Lu = 0 est dite linéaire homogeéne
ou sans second membre et 'EDP Lu = f ou f est une fonction non identiquement
nulle, est dite linéaire non homogeéne ou avec second membre.

La forme générale d’'une EDP elliptique linéaire est :

3 s @) OI&% }jb &% r)+e(@)u(a)=f(r); z€QCR"

=1 j=1

ot A(z) = (a;; (z)) est une matrice symétrique telle que ses valeurs propres sont
toutes strictement positives ou toutes strictement négatives. Ici 'opérateur différen-
tiel

n

L= e %%+meiwm

=1 j=1

est linaire.

n n
Cet opérateur est elliptique étant donné que » > a;; (£)&;¢; > 0., € Q C R”.
i=1j=1

Remarque 2.1 Sur R?, ce procédé (valeur propre de la matrice) est équivalent au
calcul du déterminant de la premiére partie de I’EDP qui est

0?u 0u 0u
ZZ% &rl&cj( ™) = 01 (@) g () + 2000 (2) 5 () ¥ 02 (2) 7 (2)

=1 j=1 1

avec asy (x) = a2 () et 80?22%1 () = 80225‘“ (x) et on a le déterminant de [’équation
elliptique vérifie

(a172 (ZL’))Z —ai ($) a2 2 (23) < 0.



2. Modéle mathématique

L’étude de telles équations nécessite des conditions aux bords de 'ouvert borné
) qui peuvent étre de Dirichlet

u(r)=¢(x); xe€dd

de Neumann

du

@ =@ 2

ol 7/ est le vecteur normal extérieur a 92, ou conditions mixtes
du
au(m)#—ﬁﬁ (x) =9 (x); x€dapfeR.

On s’intéresse a l'existence et/ou 'unicité de la solution faible, sa régularité et sa
stabilité pour prévoir un calcul approché de la solution par la méthode des éléments
finis.

Remarque 2.2 Si Q) n’est pas borné on considére des conditions aux limites nulles
exemple pour Q@ =R"™ on a | lli‘m u(x)=0.
Z||—00
Une des propriétés importantes est :
Théoréme 2.1 (Superposition) Soient L un opérateur différentiel linéaire et uy, ..., Uy,

m solutions de Lu = 0. Alors u = ciuqy + ... + oy, est aussi solution de Lu = 0
pour tout choix des constantes cq, ..., cp,.

Remarque 2.3 On peut aussi superposer un nombre infini de solutions sous réserve
de convergence de la série obtenue.

L’étude d’un probléeme d’EDP traite une notion importante la stabilité.

Définition 2.1 Un probléme est stable si une « petite » variation des conditions
aux bord entraine une « petite » variation de la solution.

On aboutit alors au concept de probléme bien posé au sens de Hadamard.

Définition 2.2 Le probléme est dit bien posé si la solution existe est unique et stable,
sinon il est dit mal posé.



4. Rappels

3 Exemples de la physique

3.1 Déformation d’une membrane élastique :

Soit ) C R? une membrane élastique horizontale & 1’équilibre soumise & un char-
gement f (x) vertical et maintenue dans une position fixe sur le bord. L’altitude de
la membrane est alors solution de

{—Au(x)—i—c(x)u(x):f(x), x €S
u(x)=0, x€df,

ol ¢ (x) représente les caractéristiques du matériau de la membrane, c’est le coefficient

n
d’élasticité et A = ) 88;2 est un opérateur différentiel du second ordre dit le Laplacien.
i

1=
Ce probleme est elliptique.

3.2 En électrostatique :

L’ équation qui lie un potentiel u & la densité de charges éléctriques f est —kAu =
f dite équation de Poisson. On peut chercher a trouver le potentiel © dans un domaine
Q) C R? vérifiant Au = 0 dite équation de Laplace lorsque u est connue sur le bord.
Plus généralement, on étudie le probleme aux limites

{ —kAu(z)=f(z), z€QCR"
u(r)=¢(x), x € 010,

dit de Dirichlet. On verra que ce probleme est bien posé.

4 Rappels

Nous allons rappeler certains outils d’analyse et présenter des notations qui seront
utilisées dans le suite du cours.

4.1 Principaux opérateurs différentiels

Pour toute fonction F' = (F, Fy, ..., F,) :R"™ — RP? de classe C', on note la matrice
Jacobienne de F' au point x :

OFy 9

B eereeensenes o
Jac(F (x)) =

OF, OF,

8_.'1,'1 .............. E

8



4. Rappels

Si p = n, I est dite champ de vecteurs et sa matrice Jacobienne est carrée et on
définit alors la divergence de F' par :

div (F (x)) =tr (Jac(F (z))) = ‘ 22

Dans le cas ol p = 1, pour une fonction f : R® — R de classe C', on définit le
gradient de f par :

Vf(m):(g—i(@, ........ ,%(m)).

Si f est de classe C? on définit sa matrice Hessienne par

2f o%f
61% S QxpO11
Hess (f (z)) =
O2f 22f
0x10zy, """ 02
et le Laplacien par
AF(x) = tr (Hess ( (1)) = Y00 () = div (Vf (@) = tr (Jae(V f (2))).

i=1 "%
Remarque 4.1 La divergence et le Laplacien sont invariants par le changement de
base.

On note 7 (r) le vecteur unitaire normal dirigé vers l'extérieur de 2 au point
x € 0. Si f est une fonction assez réguliere définie sur €2, on définit la dérivée
normale de f sur OS2 par

%(x):Vf(x)W(x), x € 0N0.

4.2 Espaces fonctionnels

Soit (a,b) un intervalle de R; tel que —oo < a < b < +00.
Définition 4.1 Pour 1 < p < 400, l'espace LY (a,b) des fonctions réelles sur (a,b)

b
telles que f est mesurable et / |f(x)]Pdx < oo .

a
Pour p = 0o, lespace L™(a,b) des fonctions mesurables bornées presque partout
(p.p) sur (a,b).



4. Rappels

L (a,b),p € [1,+00) est un espace de Banach une fois muni de la norme :

p

b
11, = | [ 1@ as

De méme, L>(a,b) muni de la norme

supess|f(z)| = inf{M > 0;|f(x)| < M, p. p. sur (a,b)}.

z€(a,b)

Pour —oco < a < b < +00, C|a,b] est I'espace des fonctions continues sur |a, b]
est un espace de Banach une fois muni de la norme

HfHC[a,b] = JQ@?,E] |f (@)].

Pour n € N, on note par C"[a,b] espace des fonctions f € C" ![a,b] telles que
f € Cla,b], et on le munit de la norme

Wl = 215 cros-
k=0
De plus, on a Cla,b] = C°[a, b].

4.3 Application linéaire et inclusion

Soient (£, ||.||z) et (X, ]|.]|x) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-
tion linéaire injective de E' dans X. On peut alors considérer E comme un sous-espace
vectoriel de X et on note £ — X.

Définition 4.2 Une inclusion est dite :

(1) continue s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € E on a
lull < Cllull

(ii) compacte, si de toute suite bornée dans E ( pour la norme de E), il est
possible d’extraire une sous-suite qui converge dans X ( pour la norme de X ).

(iii) dense si pour tout u € X il existe une suite (uy,),~q C E telle que lim u, = u

n—oo

pour la norme de X.

10



4. Rappels

4.4 Intégration
Intégration en coordonnées sphériques sur R"
On note S™! la sphére unité de R™ cad
Sl ={zreR": ||z|| =1}

On définit la fonction surjective ¢ : Rt x S"! — R" par ¢ (r,0) = 70 = x ou les
variables (r,0) sont appelées les coordonnées sphériques. On passe donc des coor-
données cartésiennes aux coordonnées sphériques grace aux relations :

x
r=lz|]] et oc=_—.

| ]

Pour tout 2 un ouvert de R™, on pose Q= ¢ (Q) € Rt x S™! image réciproque
de 2 par ¢ qui n’est pas forcément ouvert .

Proposition 4.1 Pour tout 1 < p < +oo, l'application f — fv = fop est une
isométrie de LP (2, dx) sur LP (Q, r”’ldrdo*) et on a donc :

Z f(z)de = é f (ro) " drdo.

Dans R?, la sphére S! est paramétrée par 6 € |0,27[ — (cosf,sinf) = o € S*.
Dans ce cas, Q@ =1 x J C Rtx ]0, 27| et la formule de la proposition devient :

f(z)de = [ f(r(cos,sinf))rdrdd = f (rcos@,rsin®)rdrdb.
Jr- frmmman-|

Remarque 4.2 Sur R?, (r,0) sont dit coordonnées polaires.

Inégalité et intégrale

Proposition 4.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient deux fonctions f,g mesu-
rables a valeurs réelles de carré intégrables, alors on a :

1/2

[t@g@ar < | [ 7@ : [ @)

Q

Elle s’écrit aussi |< f,g9 > < || fllp2@ 19llp2@), 0t < ..>est leproduit scalaire de
’Hilbertien L* () .

11



4. Rappels

Proposition 4.3 (Inégalité de Holder) Soient deux fonctions f, g mesurables a va-
leurs réelles telles que f € LP (Q),g € LP (), alors fg € L™ () pour

et on a

1Fgll ) < 1Al oy 9 Lagey

En plus des inégalités de Holder, de Cauchy-Schwarz , nous avons l'inégalité de

Jensen.

Proposition 4.4 (inégalité de Jensen) Soit Q est un ouvert borné dans R™ de
mesure mes () = 1. Pour toute fonction f € L'(,1) et toute fonction ¢ I C

R — R mesurable et convexe, on a :

12



Chapitre 2

Les distributions

1 Introduction

Dans ce cours nous introduisons la notion de distribution qui géneéralise celle de
fonction et de mesure. Les raisons d’utilisation de cette notion sont d’ordre purement
physique, expérimental et aussi mathématiques. Cette théorie aide & obtenir des
solutions de problémes d’EDP’s au sens faible en utilisant des formes de problémes
évalués dans des champs tests ou presque partout au lieu de leurs formes classiques.

1.1 Notations

Soit le vecteur o = (a, ..., ) € N™ appelé multi-indice et on note |a| = ay +

n
Qs + ... + a, = Y _«; la longueur du multi-indice avec
i=1
( ) 1
[ QY yeeny O _ a1, (o7 _ (o3
% = (11,22, ..., Tp) "= ateg?aen =[x,
i=1
N 1/2
ol x = (z1,7....,7,) € R" de norme euclidienne ||z|| = [ Y ?
i=1

. Pour toute fonction f :R" — R, de classe C"™ on note toute dérivée partielle
de f d’ordre |a| < m pour x € R" :

olelf

8a1$18a2$2...aa"1’n’

D f (x)
avec D*f (z) = f (z) si a = (0,...,0).

13



2. Espaces de fonctions tests : D (£2)

Dans la suite on note < .,. > le produit de dualité entre un espace E et son dual
E’ qui coincide sur L? avec le produit scalaire.

2 Espaces de fonctions tests : D (1)

2.1 Définition

Les fonctions tests sont des fonctions trés réguliéres et a support compact, dites
aussi fonctions d’essai. Elles forment un espace vectoriel noté D (£2) ou 'ouvert 2 C
R™ défini par :

D(Q)=Cr(Q) ={¢p e C>®(Q2) asupport compact}

avec m € NU {oo} ou suppp = {x € Q: ¢ (x) # 0} .
Remarque 2.1 On général on utilise l’espaces de fonctions tests pour m = oco.

Exemple 2.1 La fonction d’essai

o (x) =4 P <_(a%2x2)) ; |zl <a

0; x| >a>0;

est une fonction paire, continue, croissante sur [—a,0], décroissante sur [0,a] et de

classe C* (R).

0.254
0.24
0.154
011
0.054

2.2 Propriétés :

Une des propriétés les plus importantes est que D (2) est un espace localement
convexe non-métrisable.

14



2. Espaces de fonctions tests : D (2)

Définition 2.1 (convergence dans D (2)) On dit que (gzﬁj)jeN C D () converge vers

¢ dans D () ssi il existe un compact K dans Q) tel que les suppp; C K,j € N et
suppp C K et pour tout v tel que |a] < m

||8O‘gzﬁj — 80‘¢||LOO(Q) — 0 quand j — oo.

Ceci veut dire que la suite et les suites de toutes ses dérivées partielles convergent
vers la fonction et ses dérivées partielles respectivement.

Remarque 2.2 L’espace D (2) n’a pas de structure topologique, on utilise alors en
général sur cet espace la norme sup ess de L™ (Q) .

Proposition 2.1 V¢ € D(Q), on a :
1-SifeC®onafoeD().
3- La translatée T,¢ € D () et la dilatée d,¢ € D () avec

Thé (€)= & (& — h); h € R da¢(x>:¢(§);aeR.

Définition 2.2 On appelle suite régularisante toute suite (py),~, C D (R") telle
que :

1
supppy, C B <O, %) s pp >0 sur R™; [ p (x)de = 1.
Rﬂ,

Proposition 2.2 1- Si f € C(R") alors (p * f);>, est une suite dans D (R")
convergeant uniformément vers f sur tout compact de R".

2- Si f € LP (R"),p € [1,+00[ alors ||py * [ — fll;pmny — 0 quand k — oo cad

Lr(R™)

pp * [ converge vers f dans LP (R™).
Définition 2.3 V¢ € D (), on définit sa normalisée par ¢, € D (Q) par ¢, (x) =
1
— <E> ,& > 0 telle que suppgp. C B(0,¢).Alors, Vf € L} . (Q),VK un compact de
gr €

loc
Q, on définit f. = f * ¢. telle que suppf. C K.
fe est dite régularisée de f et ¢, est dite approzimation de l’identité.

Proposition 2.3 Vf € L?(Q) on a || f- — f||;» — 0 quand ¢ — 0.

On conclut par un important résultat sachant que D (Q2) C L? (2),Vp > 1.

Théoréme 2.1 Soit un ouvert Q& C R"™ alors D () est dense dans LP (), p €
[1, 400l

15



3. Espace des distributions : D' (2)

3 Espace des distributions : D’ ()

Définition 3.1 On appelle distribution sur 2 C R"™ toute forme linéaire continue
sur D ().

On note T': D (2) — Rou C, définie ainsi T (¢) =< T, ¢ >€ R ou C ou <.,.>
est le produit de dualité.

Définition 3.2 T linéaire N € RV, 1) € D () on a
<T,ap+v>=a<T,¢>+<T,)>.
T continue (séquentiellement) : si ¢, — ¢ dans D (Q2) alors
<T,¢,>—><T,¢p> quandi — oo.

On note D’ (2) lespace (vectoriel) des distributions. D' (Q) C D* () le dual
algébrique de D (2). Notons que D () est dense dans D’ (Q2).

Exemple 3.1 Soit T' définie par T (¢) =<T,¢ >= [¢ (x)dz,¢ € D (R).
R

Vérifions que T est une distribution :
1- T est une forme de D (R) — R comme

égﬁ(m)dx: [ ¢@)dr=acR

suppe=|c,d]

car ¢ = 0,z ¢suppp = [c,d] un compact.

2- T est linéaire comme l'intégrale est linéaire. (facile & vérifier).

3- T est aussi continue comme si ¢; — ¢ dans D (Q) (revoir définition de la
convergence dans D () ) cect implique que (¢;),~, converge uniformément vers ¢ et il
existe K = [a,b] tel que les suppp; C K,j € N et suppp C K alors
lim <T,¢; >= lim [¢, (x)de = [ limg, (z)de= [ ¢(x)de=<T,¢>.

1—>OOR [a,b]ZHOO }

—00 [a,b
Nous avons ce théoréme qui donne une définition alternative & une distribution.

Théoréme 3.1 Soit T une forme linéaire sur D (2). Alors, T est une distribution
581

Y le compact K C Q, 3Im € N, 3C > 0 , Vo € D (Q) telle que suppp C K on a

<T,¢p><C X 10%0 | oo ) ;

|| <m

16



3. Espace des distributions : D' (2)

ou encore
|<T,¢>| < Clollcmy = C‘gfgﬁ 1099l o)

Définition 3.3 Si m ne dépend pas de K, m est dite ordre de la distribution.
Exemple 3.2 **xttxttrtsx

Définition 3.4 (convergence des distributions) La suite (13)5, C D' (§2) converge
vers T dans D' () ssiVp € D () on a lim <T;,¢ >=<T,¢ > .

Définition 3.5 Soit U CQLCR" et T € D' (1).
On dit que T est nulle sur U ssi VYo € D (Q) : suppp C U alors < T, ¢ >= 0.
Le complément de U est dit support de T

Remarque 3.1 Aussi, si on a V¢ € D(Q) : supppNsuppT = & —=< T, ¢ >= 0.(
T est nulle).

3.1 Types de distributions :
1- Distribution a support compact :

Ces distributions forment un espace vectoriel noté £’ (£2) qui est le dual de ’espace
E(N) =C>®(Q) dou & (Q) C D' (Q)sachant que D (2) C € () .Ces distributions
sont d’ordre fini.

Exemple 3.3 ##**##xdk

2- Distribution réguliére :

Définition 3.6 Une distribution Ty associée a une fonction f localement intégrable
est dite régquliére.

Notons qu'une distribution n’a pas de valeur ponctuelle comme une fonction .

Théoréme 3.2 Vf € L}, (Q), Uapplication Ty : D(Q) — R ou C définie par

loc

Ti (¢) =< Ty, ¢ >=< f,¢ >= |, [ (z) ¢ (x) dz est une distribution.

Théoréme 3.3 Vf,g € L,.(Q) : Ty =T, < f(z) = g(z) p. p. v € Q cad

loc
L. (Q) C D' () (injection).
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3. Espace des distributions : D' (2)

Exemple 3.4 f(z) = A, A € R. On remarque que f € L}, (R) alors

loc
Vo € D (Q) Tf(¢):/A¢($)dx:A / ¢ (z)dz € R,
R suppe=|c,d]

est linéaire (facile a vérifier) et

@l=4 [ e@dl<a [ swlo@]de=A@—0) 6]
suppp=|c,d| suppod=|c,d]

avec suppp C K. Ici la distribution est d’ordre m = 0, un ordre fini.

Remarque 3.2 suppTy =suppf.

Il arrive qu’une suite de fonctions converge au sens des distributions sans conver-
ger simplement.

Exemple 3.5 (coskz),., et (sinkx),., convergent vers 0 au sens des distributions
mais ne convergent pas simplement.

3-Distribution singuliére :
Définition 3.7 Toute distribution non associable a une fonction de L} . (Q) est dite

loc
singuliére.

Exemple 3.6 0y dite masse de Dirac définie par < §g,¢ >= ¢ (0) , V¢ € D (R) est
non associable a une fonction de L}, (Q) et est une distribution comme c’est une
forme linéaire continue sur D (R).

Cette distribution est une distribution trés importante et admet une version plus

générale < 0., >= ¢ (v9) , V¢ € D(R), 9 € R.

Remarque 3.3 Certains par abus parle de fonction de Dirac nulle partout et infinie
en zéro et note d,, = d (x — o) avec

< b /(5(x—x0)gz5(x)dm=¢(x0).

R

On peut avoir des fonctions non localement intégrables et qui définissent des
distributions singuliéres aprés manipulations.
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3. Espace des distributions : D' (2)

loc

< Vpé,qs >= lim / ¢§;C)da: - m/qﬁ(m) _x¢(_x)dm.

|z|>e

1
Exemple 3.7 — ¢ L} (R) définit la valeur principale de Cauchy ainsi
T

1 1
De méme, = ¢ L} . (R) définit la partie finie de = ainsi

1
< Pf—,¢>=Ilim / &f)dm—
x e—0 x

z|>e

RIUN . /¢<x> +o (D) =200,
€ e—0 x

4- Distribution discréte :

Ce sont des distributions dont le support est discrét et qui sont en général basées
sur la masse de Dirac qui est discréte comme suppd,, = {xo} .

Remarque 3.4 La fonction de Dirac, peut étre définie comme la limite de diverses
suites de fonctions définies par morceaux (réglées et intégrables).

Exemple 3.8 On a /\lim Aexp (—mA*2?) = dp.
En effet, pour tout suppp C [—A, A

A—00

+oo
lim < Aexp (—7r)\2x2) L >= Alim /)\exp (—7r)\2x2) ¢ (z)dz

+00 +A4
= )\lggo A exp (—77)\2332) ¢ (x)de = /\lggo exp (—773/2) 1) (%) dy
e A
+A +oo
= /exp (=my?) Jim ¢ (%) dy = / exp (—my?) dy¢ (0) = ¢ (0)
_A —00
= < 507 ¢ >
+o0
sachant que [ _exp(—2*)dz = /T donc
+oo +o0 d
/ exp (—7ry2) dy = / exp (—22) \/—; = % =1.
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3. Espace des distributions : D' (2)

Propriétés de ¢ sur R:

1- Si a,, — a alors d,, — 0,.
2- Soient a > 0; (\y),,cz une suite complexe, T' =Y~ A,6,q est une distribution

n=—oo

oo
qui & tout ¢ € D (R) associe < T, ¢ >= > A\,¢(na). En plus, cette somme est a

n=—oo

support fini et discrét.

3- Lorsque A, = 1, on obtient le peigne de Dirac A, = > 0,4 cad < A,, ¢ >=

S 6 (na).

n=—oo

4- lim aA, =1 aussi si f € C*(R), 1i1(1)1+aan = f.

a—0+

1 =
5- Le développement en série de Fourier du peigne de Dirac est 2nAg, = oy > e,
T n=—c0

6- La formule sommatoire de Poisson, Y e*mner — - Y On/a-

n—=——oo n=—oo

5- Distribution tempérée :

Sachant que D (R™) C S (R") ou S (R™) est I'espace de Schwartz des fonctions
indéfiniment dérivables & décroissance rapide alors par dualité on a S’ (R™) C D' (R")
o &' (R™) est I'espace des distributions dites tempérées.

Rappelons que 'espace de Schwartz est

S(R"):{fGCOO(]R”):Vk‘GN, sup |x°‘8’3f(:1:)‘ §oo}.

|| <ks| BI<k
Exemple 3.9 §, € S’ (R).

Théoréme 3.4 Si f € L} (R") alors f s’identifie a une distribution tempérée si f
vérifie une de ces conditions :

1-f est a croissance dite modérée (ou lente) cad magjorée par un polynéme | f (z)| <
c1+1z)V;N>0.

2- fe L' (R"),

3- f = fi+ fo telles que f; € L' (R™) et fy est a croissance modérée.

4- [ est périodique.
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3. Espace des distributions : D' (2)

Exemple 3.10 e I*l € S’ (R) . L’échelon de Heaviside défini par

1,z >0
H<x>:{03§<0

vérifie la condition (2) du théoréme précédent et

“+o0o
T (0) =< Ho>= [o()do
0
est alors une distribution tempérée : H € S’ (R) .

3.2 Opérations sur D' (R)
1- Tanslation et autres :

Définition 3.8 On définit la translation d’une distribution ainsi :
<11, >=<T,7_pp >;h € R"
et sa dilatation par
<d,T,¢ >=<T,l|a|dyjep >,a#0
avec T_pp (x) = ¢ (v + h) et diju¢ (x) = ¢ (az).
Remarque 3.5 On a spécialement, 1,00 = dp, et d,do = |a| dp -

2- Les produits :

On ne peut pas définir le produit de deux distributions maison a si f € C®,T €
D' (Q) alors fT € D' (Q2) avec

< fT,0>=<T,fo> et suppfT C suppT N suppf.

Proposition 3.1 Soit f € C>(Q),T € D' (Q) alors
1- 1, (fT) = TrfiT;
2— f(50 - f (0) (50 .

Remarque 3.6 La propriété (2) pour f (x) =z donne xdy = 0.
Aussi, si T = 0 alors T = cdy.
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3. Espace des distributions : D' (2)

Définition 3.9 (produit tensoriel) Soient f,g € Li,.(R) alors Ty, T, € D' (R) et
leur produit tensoriel Ty ® T, € D' (R?) ou

<Tr@Ty¢>= [fQgd(x,y)dedy = [f(x)g(y)o(z,y)dedy
R2 R2

sachant que f(x)g(y) = f ®g.
En général, < S, @ Ty; ¢ (x,y) >=< Syp; < Ty, ¢ (z,y) >> .

Définition 3.10 (produit de convolution) Soient f,g € L. (R) alors

loc

<Tf*Tg,<b>=é(f*g)(x)¢(x)dx=fo(Z)g(y)cé(ery)dydz

sachant que (f * g) (x) = [f (x —y) g (y) dy.
R
Plus généralement, < T xS, ¢ >=<T,;< Sy, ¢p(x+y) > etT*xS D (Q).

Remarque 3.7 (f x g) (z) n'eziste pas toujours.

Proposition 3.2 Le produit de convolution satisfait ce qui suit :
1- (%) est associatif et commutatif sur D' (£2).
2- 0g est l’élément neutre pour le produit de convolution et en plus T * 6, = 7,T.
3- Pour g € D(Q) , T €D (Q), ona

Txo(x)=<T,p(x—y) >=< T,T,x(z> .
avec supp (T * ¢) C suppT+suppop et
O(Tx¢)=0"Txp =T *I0%.
Remarque 3.8 Pour T € D' () onaT * ¢, € E(Q).

3-Dérivation :

La dérivation sur D’ (R") est dite dérivation au sens des distributions.

oT
Définition 3.11 Pour T € D' (R"), £ eD (R") et
T
oT 0¢
- =—<T, —>4i=1,...n;V D (R"™).
<8:1:i’¢> <T gy Zii=1owm ¢ € D(R")

Plus généralement, < 0°T, ¢ >= (—1)‘a| <T,0% > .

22



3. Espace des distributions : D' (2)

Exemple 3.11 KK K K ok ok KK kKK KK

Proposition 3.3 La dérivation au sens des distributions vérifie :

1- D' (R™) est stable par dérivation.

2- La convergence d’une suite dans D' (R™) implique la convergence de ses dérivées
et le support est réduit par dérivation (supp0*T CsuppT ).

3- 81T est d’ordre m alors 0“T est d’ordre m + |« .

Proposition 3.4 Toute fonction localement intégrable est indéfiniment dérivable au
sens des distributions.

Proposition 3.5 Pour une distribution réelle, on a
1- Si f € CL(R), (Ty) =Ty et si f € C* par morceauz,
!/ N + —
(Ty) =Ty + 3 (f (@) = £ (a7)) da,

=1

ot a; sont les N points de discontinuités de f.
2-T' =0 ssiT = A € R une constante.
3- (13T) = 7, T, la translation et la dérivation commutent.

4-feC= (fT) =fT+ fT"
Exemple 3.12 *#txktsksntsx
Remarque 3.9 (ST)" # ST' + S'T pour S,T et ST tous dans D' (2).
Transformée de Fourier d’une distribution
Pour tout 7" € &' (R") et ¢ € S (R™) on définit
<ﬁ¢>:<ﬂ$>

ouT =TF (T') est la transformée de Fourier de T'. Aussi, la transformée inverse est
définie par < TF~Y(T), ¢ >=<T,TF (¢) > .

Proposition 3.6 Sur &' (R™) on a

1-Pour toutT € 8' (R"): T et TF~'(T) € 8 (R") .(TF est bijective sur S' (R™)).
2-TF (T0™) = (2in\)" TF (T) et TF ((—2imz)™ T) = (TF (T))"™
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4. Conclusion

Exemple 3.13 TF (§g) =1 . En effet, V¢ € D (R)

< o, >=< 80,0 >= 5(0) = /qf)(x)e%modx = /gb(m)dm =<1,¢>

R R

d’ot c% =1 au sens des distributions.
OnaTF (1) =x%x=40g .

AUSSi, TF (5}\) _ €—2i7r)\y : TF (€—2i7r)\m) — 5}\.

4 Conclusion

Nous avons vu que les distributions généralisent les fonctions dans un certain sens.
La distribution de Dirac est une des plus importantes distributions singuliére. Aussi,
les distributions régulieéres qui s’identifient a des fonctions localement intégrables et
des distributions tempérées qui agissent sur l’espace de Schwartz et admettent des
transformées de Fourier. Toutes ces propriétés aident a résoudre les EDO et EDP au
sens faible en utilisant la dérivation, les limites et les TF au sens des distributions.
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev

1 Introduction

Dans ce cours nous allons utiliser les distributions pour définir les espaces de
Sobolev. Ce n’est pas obligatoire car on peut utiliser la notion de presque partout.
Ce sont des espaces de fonctions dont les puissances et celles de leurs dérivées (au
sens faible) sont intégrables.

Le but de ceci est de pouvoir étudier la régularité des solutions de problémes
d’EDP’s au sens faible.

2 Définitions et Notations

2.1 Les espaces de Sobolov en général : WP ()

Définition 2.1 Soit p € [1,+o0], Q C R™ un ouvert, on définit l’espace vectoriel
WP (Q)={ue L’ (Q):3g€ L”(Q),0,u=gyi=1,..,n dans D' (Q)}.

Autrement dit u € WP (Q) si u € LP (Q) et toute ses dérivées partielles d’ordre
un au sens faible 0, u = g; € LP (2). Ceci est équivalent a dire que u € LP (Q) et
Vu € (LF (Q2))"

Cette définition peut se généraliser ’espace vectoriel WP (€2) pour toutes les
dérivées partielles 0/°lu d’ordre |a| < m.(voir cours précédent).
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2. Définitions et Notations

WP (Q) est un espace de Banach (normé complet) muni de la norme

el = lln@) + 2 19wl o) (3.1)

= ||U||Lp(n) + HVUH(LP(Q))" .
De méme, W™ () est un Banach muni de la norme

m

[ullme = llull o) + | 1”8'&'““@(9) = 2 Ha‘aluHLP(Q)'

|a|= |a|=0

Remarque 2.1 Une norme équivalente est ||ul|yym, = |n‘1ax (H@'O“UHLP(Q)).
al<m

Remarque 2.2 Une norme plus utilisée, équivalente pour p € [1,+o0| est

. 1/p
lullms = | 22 Ha‘a'UHip Q :
20 )

Remarque 2.3 11 est clair que W™P (Q) € W™1(Q) si q < p et W™P(Q) C
WHEP(Q) sim < k.

Ces inclusions sont des injections.

2.2 Les espaces H" (2)
Définition 2.2 On note les espaces W™? (2) = H™ () spécialement
Wh2(Q) = H'(Q) et H* (Q) = L*(Q).
H*' (Q) est un espace de Banach et de Hilbert aussi muni du produit scalaire (cas

réel)

< fig == [Fx)gx)dr+ S [0 f () Oarg () d. (3.2)

i=1Q
De méme pour les H™ (£2) de produit scalaire (cas réel)

< fig>um@)= [ (2)g(z)dz+ |Z‘: JOUf (x) 0g (z) da.
Q al=1Q
Remarque 2.4 La norme est ||u|| = /< u,u >.

Remarque 2.5 1] est clair que H™ (Q) € H™ (Q) avec injection continue.

Sachant que D (2) C H™ (£2) mais n’y est pas dense alors on définit d’autre types
d’espaces de Sobolev H" () = D (Q)m ) et son dual par rapport & L? () noté

H™ () = (Hp (Q)) € D' (Q).
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3. Propriétés de certains espaces de Sobolev

2.3 Les espaces H* ()

Pour €2 = R" on généralise la définition des espaces de Sobolov par ’analyse de
Fourier en utilisant les distributions tempérées dont 'espace est S’ (R") le dual de
'espace de Schwartz S (R").

Définition 2.3 On définit pour s € R, l’espace de Sobolev

s/2

H*(R") = {u € §'(R") (oue L2 (RY) : [1+[¢P]" [a(¢)] € 12 (R")}

qut est un Banach pour la norme

1/2
lull s = L@f L+ (€] [a())Pde| ;€ eRr,
et u (&) =TF (u(x)), transformée de Fourier.

Vs € R, H* (R™) est un hilbertien pour le p.s.
<wo>m= [ [L+E] [@ (€0 (©)] de.

R

S (R™) est dense dans H*® (R") qui a son tour est dense dans L* (R").

Remarque 2.6 Pour s =m € N les deux définitions coincident.

Théoréme 2.1 (Théoréme d’injection de Sobolev). Pour s > g les éléments de

H? (R™) sont des fonctions continues tendant vers 0 a linfini.

Ceci sous entend que pour s assez grand, les fonctions de H* (R™) admettent un
représentant continu.

3 Propriétés de certains espaces de Sobolev

3.1 L’espace : H'! (Q)

Presque toutes les propriétés que nous allons voir pour H! (2) sont vraies pour
WP (Q); p € [1,400[. Nous traitons le cas p = 2 car c’est un cas trés important
pour les EDP elliptiques.

De (3.1), on voit que pour u € H' () on a ||ul| ;2 < C ||u|| ;1 -Aussi,

D(Q) C H (Q) C L*(Q).
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3. Propriétés de certains espaces de Sobolev

Proposition 3.1 Soit u € L? (). Alors w € H' (Q) si et seulement si il existe
C > 0 telle que, pour tout p € D (Q) et pour tout i =1,....n

éu (@) Ouyip () dr| < C o]l L2 -

Ceci est dii a la densité de D () dans L? (Q).
Proposition 3.2 Siu,v € H' (Q) N L*®(Q) alors uwv € H' () N L>® (Q) et

Op, (u0) = u0y,v + V0, u.

i

3.2 L’espace H} (1) : une adhérence

D () n’est pas dense dans H' (2) pour ) borné. On définit alors 'adhérence de
D (Q) dans H' () ainsi.

Définition 3.1 On définit 'espace comme étant l’adhérence de D () dans H* (Q)
amsi

Hy(Q)={ue H (Q): 3o, € D(Q) : ¢, — u dans H" (Q)} .

Muni de la norme de H* (Q) ou de la norme équivalente

HUHH(%(Q) = Z; |0z, u ’L2(Q) = ||VU’HL2(Q) ;
H} (Q) est un Banach et un hilbertien.
Remarque 3.1 Cetle norme |[ul| gz ) = [ Vull 12(q) sur H} (Q) est une semi-norme

sur H* ().

Remarque 3.2 (¢,), cnverge vers u dans H' () cad |y, —tl[ g1y — 0 quand
k — oo.

Remarque 3.3 D (R") est dense dans H' (R™) alors Hy (R") = H* (R").

Proposition 3.3 (Inégalité de Poincaré) Supposons ) un ouvert borné. Alors, il
existe une constante Cq > 0 telle que pour u € Hy ()

ullr2) < CallVull r2@y -

D’ou, HY (Q) C H'(Q) strictement.

fermé
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3. Propriétés de certains espaces de Sobolev

Cas unidimensionnel : Q =1 =]a, }|

Théoréme 3.1 (Injection de Sobolev en dimension). Soit I un intervalle ouvert de
R. Il existe une constante C' > 0 (indépendante de p et dépendante de I) telle que
pour tout p € [1,+oo| et tout u € H' (I) on ait

[l oo (ry < Cllull gy

cad L> (I) C H Y(I) avec injection continue. Si de plus I est borné, alors l'injection
H'(I) c C (I) est compacte.

On dit que les éléments de H' (I) sont des fonctions continues dans le sens o
on peut identifier tout élément de H' (I) & son représentant continu par le biais du
théoréme suivant.

Théoréme 3.2 Soit uw € H' (I). Il existe une unique fonction uedC (_) telle que

u = u presque partout, et l'on a, Vx,y € I on a u(x) fu

Remarque 3.4 Pour Q CR" on a H' () £ C ().

Corollaire 3.1 Si I est non borné et u € H* (I) on au(z) — 0, pour |z| — oo.

3.3 L’espace H ! (Q): un dual

Le dual de H} () s’identifie & un espace de D’ () noté H~' () et peut étre
aussi défini par H® pour s = —1 et ) = R"™.

Théoréme 3.3 L’espace H ' (Q) satisfait

H @ = {ue D @) 30 e PO ), = o)+ 505 |
ans =1
Remarque 3.5 Les f;;1=0,1,...,n ne sont pas uniques alors on définit la norme
= f i
fullgr =, inf 3 il

et de produit scalaire (cas réel)

<u,v >y m= [fo(z) dx—fo, x) Oy, v () da.
Q

i=1Q
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4. Notions importantes

3.4 L’espace H?(Q)
C’est un espace de Sobolov des fonctions de L? (£2) telles que leurs dérivées d’ordre
< 2sont toutes dans L? (2).
H*(Q)={ue L*(Q):9"u e L*(Q),|a] <2 ausens de D' (Q)} .

Remarque 3.6 Supposons n = lcad Q C R? alors |a| < 2 implique que o est un de
ces vecteurs (1,0),(0,1),(1,1),(2,0),(0,2).
D’ow, 01 est égale & une de ces dérivées respectivement

O Uy Opytl P w,0® w0 u

yYxixe Y Yx1xy 0 Y xaxe Ut

Une propriété importante qui limite la vérification au laplacien A = >~ Qﬁm
1<i<n

Proposition 3.4 Soit u € H' (Q). Alors u € H?(Q) si Au € L*(Q).

4 Notions importantes

4.1 Opérateur trace

Définition 4.1 Pour u € C (ﬁ) . C R™ un ouvert borné de bord noté 09 et Q =
QU 99Q.L opérateur trace est notée v, : C () — C (0Q) définie par you = u,q -
La trace de u sur OS2 est alors yyu : 0 — R™ telle que you (z) = u (z),x € OS2

L’opérateur trace est linéaire.

Remarque 4.1 Les fonctions de H* () ne sont pas obligatoirement continues pour
de telles fonctions sur un ouvert borné €2 a bord régqulier, on définit [’opérateur trace
ainsi.

Proposition 4.1 Lapplication trace v, : C} (ﬁ) — C(09) se prolonge par conti-
nuité en un opérateur linéaire borné y : H' () — L?(09Q) tel que yu = u p.p. sur
9Q (pour la mesure de lebesque (n — 1)-dimensionnelle) et 3C > 0,Yu € H' (Q)

vl p200) < C llull o -

De plus, le noyau Kery = H} (Q) et limage Imy = v (H' (Q)) = HY? (09Q) sachant
que HY2(0Q)) C L%(09).

dene
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4. Notions importantes

On peut alors redéfinir H] ainsi.
Proposition 4.2 H} (Q) est I’espace des fonctions de H' () nulles sur le bord 0X,
Hy (Q)={ue H (Q):yu=0}.

Remarque 4.2 Il n’y a pas de notion de trace pour les fonctions de L? () en général
cad
BC>0: Iull 200y < C llull 2 -

Proposition 4.3 Sur H™ (Q), on a

Kery = H™(Q)N Hy (Q)
Imy = ~y(H™(Q))=H"Y2(00) c L*9Q)

dense

et sa norme est [ullnsaomy = _inf  [Vllgne-

Aussi, D (Q>Hm(Q) =H(Q) Cc H"(Q)NH;(Q).
Remarque 4.3 Pourn =1, HJ" (I) est l’espace des fonctions telles que
yu=~u' = ... = yu™ D = 0.

Cette carctéristique n’est pas vraie pour n > 1.

4.2 Opérateur de prolongement

Théoréme 4.1 Soit 2 C R" un ouvert borné tel que OS2 est de classe C™ alors il
existe un opérateur de prolongement linéaire continu P : H™ (Q) — H™ (R") tel que

Pu = ulg et 3Cq > 0
[Pl g ey < C' |l grm ) -

Théoréme 4.2 Soit Q C R" un ouvert borné tel que Of) est de classe C'.Yu €
H' (), on a équivalence entre ces assertions :

Z—UGH&(Q);Q-ﬂeHl(R”);3-70U:0;4_a(x):{ u(z);z €0

0;x € R"\ Q.

On peut ainsi écrire H] (Q) ={u e H* (Q):u € H (R")}.
Une autre version de ce théorémeest la suivante.
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4. Notions importantes

Théoréme 4.3 Soit Q C R™ un ouvert borné tel que O est de classe C*.Nu €
L% (R™), on peut écrire u = uy + uy telle que uy = ulg et us = U|Rn\9 et on :

U € H? (Q)
u € H' (R") <= { uy € H' (R"\Q)

yup = Yyusg.
4.3 Formules de Green

Ce sont un outil fondamental pour la formulation faible des EDP’s.

Théoréme 4.4 (Théoréme de Green) Soit 2 C R"™ un ouvert borné a bord 0 de
classe C*(ou Q = R%). Alors Vu,v € H (Q) (ou C* (Q)) on a pouri=1,...,n

g@xiu( v(z )d;v——fu ) .0p,v (z) dz + fvu ) .yv (z) n,dS; (3.3)

on dS est la mesure surfacique; 7 = (1, ...,n,, ) est le vecteur normal extérieur a 5.
Remarque 4.4 Pourn = 1, ceci est ["intégration par parties sachant que f u(x)de =

Q
ff Ju(x, ., xy) doydasy..day,.

La somme de (3.3) donne la premiére formule de Green et 'application de cette
formule & Au.v = V (Vu) . au lieu de Vu.v donne la deuxiéme formule de Green.

Corollaire 4.1 La premiére formule de Green pour tout u,v € H' (Q)

éVu(x).v(x)dx:—gu(x). v(x dx+f’yu ) .yv (z) 7 dS.

La deuziéme formule de Green pour tout u € H? (Q) ( ou C? (Q)) ,v € H (Q)

g;Au (z).w(x)dx = —fVu ).V (z)dz + fd ).y (x)dS.
ot dS est la mesure surfacique, 5_7( )= zn: (Op,u) .m; = (Vu) .77
De plus, pouru,véuGhﬂ(Q)( ou C? _( )),ona
[ 8u(a) .0 (o) dr = ule) Do (@) do = [ 2 (@) 40 () dS = [ u(a) 2 (2) dS
Q and o0



4. Notions importantes

Remarque 4.5 En général, on écrit les formules sans noter ~v on note

[yu(z) v (z)dS = [u(z).v(z)7dS
o0 G)

et on sous entend que u et v prennent leurs valeurs en x € 0$2. Aussi, pour la condition
de Neumann on a

33



Chapitre 4

Etude des EDP’s de Poisson et
Laplace.

1 Généralités

Dans ce chapitre nous nous intéressons a l’analyse mathématique des équations
aux dérivées partielles de type elliptique qui correspondent a des modeéles physiques
stationnaires, c’est-a-dire indépendants du temps. Nous allons montrer que les pro-
blemes aux limites sont bien posés cad qu’elles admettent une solution, unique, et
stable.

1.1 Equations elliptiques : Modéle général
Le modeéle général des équations elliptiques qui sont des EDP’s d’ordre deux en
utilisant un opérateur différentiel £ de la forme :

Lu= =330 (a;; (z) 0y,u) (4.1)

i=1j=1
ou les fonctions a;; (z) sont données sur 2 C R”.

Définition 1.1 L’opérateurL est dit (uniformément) elliptique dans l'ouvert Q si et
seulement si, il existe une constante C' > 0 telle que

n
Sy (2) miy > CYa? = claf’ Vo = (21,...,2,) € Q.
=1

i=1,j=1
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1. Généralités

Remarque 1.1 On peut aussi définir ’équation elliptique ainst

Lu = i nlaij (7) Opya;u + ébi () Op,u + ¢ (x) u (x) (4.2)

i=1j5= =1

avec les valeurs propres de la matrice A (z) = (a;; (x)) . qui sont toutes non

t,j=1...,
nulles et de méme signe ou encore < A (x)z;z >> Clz|.

On considére alors I’équation suivante :
Lu(z)=0o0u f(x); ze€ld

Pour que le probleme soit bien posé, il convient d’ajouter des conditions aux bordx
de €2 noté 0€). Les exemples types de ces conditions sont :

- Les conditions de Dirichlet homogénes (u (z) = 0 sur 0f2) ou non homogénes
(u(z) = up (x) sur 09).

d
- Les conditions de Neumann homogénes (d—i () = 0 sur 02) ou non homogéne
Ui

(j—% (7) = wy (z) sur 0Q).

d d
- Les conditions mixtes (au () + Bd—i () =0) ou (u = ug sur I'y et d—i (x) =
n n

uy () sur I'y : THU 'y = 09).

1.2 Le principe du maximum

Un des plus importants théorémes est celui-ci.

Théoréme 1.1 (Principe du mazimum)Soit Lu > 0 ( resp. < 0) pour L défini par
(4.2) sur Q un ouvert borné de R™.
1- Sic(x) =0 sur Q alors u atteint son mazimum/(resp. son minimum) sur O0S2.

2- Si ¢(x) <0 alors maxu < maxut ot vt = max (u, 0) (resp. minu > minu~ ou
€N o0 zeQ a0
u~ = min (u,0)).

1.3 Cas spécial : Laplace et Poisson

Dans (4.1),

a;; (z) = { é’z ;j = Lu= —;(rﬁlmlu = —Au.
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2. Fonctions harmoniques

—Au = 0(ou Au = 0) est dite équation de Laplace et Au = f () est dite équa-
tion de Poisson qui décrit un état d’équilibre.

Définition 1.2 La solution cherchée est dite classique si elle est dans C* (Q)NC (ﬁ)
et est faible si elle dans H* (Q) (ou H' (Q)) et vérifie l’équation au sens des distri-
butions.

Définition 1.3 Soit E (u) = [|Vu(z)|*dx = |Vul3. dite énergie. Le probleme
Q
(4.5) est dit a énergie finie si E (u) < oco.
L’énergie de l’équation de Poisson est définie par

Ew) = 5 IVullls = [ @ u(@)dr ; (< fu>)

Proposition 1.1 Si @ minimise E (u) pour tout u tel que E (u) < oo alors U est
solution du probléme (4.5).

2 Fonctions harmoniques

Rappelons que si Au = 0, u est dite harmonique. Nous allons voir deux cas.

2.1 Fonctions harmoniques sur un borné

Ce théoreme donne des propriétés importantes d’une fonction harmonique.

Théoréme 2.1 Soit Q) un ouvert borné de R™. Alors, on a :
1- St u est harmonique sur € telle que u = 0 sur 9Q alors u = 0 sur €.

2- Si u est harmonique sur ) et —i =0 sur 992 alors u = c; constante sur €.
dn
Ce théoréme assure 'unicité des solutions et on aura alors si wujet uy sont deux
fonctions harmoniques sur €2 , telles que u;= uy sur 9, alors uy= us sur €.
Une autre propriété remarquable des fonctions harmoniques est le principe du
maximum, & savoir que si u est harmonique alors elle atteint ses extrema (maximum
et minimum) seulement sur le bord de €.

Théoréme 2.2 (Principe du mazimum ) Siu € C*(Q)NC (Q), est harmonique sur
Q, ouvert borné connexe de R™ | alors :
- soit u est constante dans ﬁ;
- soit minu (r) < u () < maxu (z) ; pour tout x € Q.
€02 €}
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3. Résolution formelle de I’équation de Laplace

Remarque 2.1 Ceci est possible pour u € H? (Q) N C (Q)) et Q de bord de classe
C2.

2.2 Fonctions harmoniques sur R”
Si ) =R" n > 2, on le traite comme une sphére de centre zéro ou quelconque et
de rayon infini ainsi R" = I%im B (xg, R). Le Laplacien étant invariant par translation
— 00

et rotation, alors pour les fonctions ne dépendant que de r = |x — x|, on a u (z) =
v(lz —x0]) = v(r),m,mp € R*",n > 2, et v : RY — R est de classe C? (R") (ou
H? (R")), le laplacien est donné par,

On peut écrire,
B 1 0,0 7 (n—1) 0
Ayu(x) =Aw(r) = g (7“ 5! (T)) =52V (r) + o (r). (4.3)

Proposition 2.1 Au =0 sur R"\ {0} si et seulement siv (r) =ar* " +b sin >3
etv(r)=alnr+b sin =2 avec a,b sont des constantes.

Théoréme 2.3 Si Au = 0 sur R" et u est bornée alors u est constante.

Définition 2.1 Une fonction ne dépendant que du module r = |x| est dite radiale.

3 Résolution formelle de ’équation de Laplace

3.1 Cas de domaine borné ) C R?

La résolution analytique de I’équation de Laplace et aussi celle de Poisson sur R?
est possible, le travail se complique pour n > 3.

Coordonnées cartésiennes

On prend comme exemple ’équation de Laplace sur |0, L[ x |0, L[ avec des condi-
tions de Dirichlet sur les bords en = cad les droites © = 0 et * = L homogenes et
sur les bords en y cad les droites x = 0, homogénes et x = L non homogenes. Par
séparation de variables on a Au (x,y) = 0 donne les équations

X”:_)\QX y  \2vr
{X(O)zOzX(l) et Y7 =\,
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3. Résolution formelle de I’équation de Laplace

de solutions

e () et = (52) v ()

D’ot la solution est une série de Fourier

u(zy) = ix (2) Vi ()

s km km
= Apsin [ — —y .
1;1 ksm<L$)8h(Ly)
Pour déterminer les constantes A, on a si f € L?
e k o k
u(z,L) = f(x)=> Agsin <—7T:z:) sh (km) = > frsin (—Wm>
k=1 L k=1 L
< f,sin (%) > L k
fe = J.sin (Fa) == [ f(x)sin <—7Ta:) dz
2.1 L

<sin(kL ) sm(Lx)>

ot les fisont les coefficients de Fourier de f (z).D’ou, la solution est

x fr . [k km
= — h{—vy]|.
u(z,y) kz::lsh(lmr) sin { — ) sh | -y
Propriétés de la solution :
1- La solution vérifie le principe du maximum comme on a :

km
Z frsin < 7 )
2-Si f () = 0 la solution est nulle.
3- La régularité de la solution dépend de celle de f.
On doit étudier la convergence des dérivations de la série. La solution est classique
cad la série u, Vu et Au convergent si f est de classe C*(au moins C?). On peut parler
de solution faible au sens des distributions pour u € H? ou H! et de méme pour f.

< max |f ()]

<
max lu(z,y)| max Joax

(x,y)€[0,L]x[0,L] Y= (z,y)€[0,L]x[0,L]

Coordonnées polaires

La probléme en coordonées polaires sur le disque

Q = {(x,y)eRZ:\/W<R}

= {(r0) eR" x[0,27[: 0 <r < R}
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3. Résolution formelle de I’équation de Laplace

s’écrit ainsi

{ Av(r,f)=2%5+1 4 L% 0<r<R,0€02n]
= = R.

La résolution par séparation de variables donne pour v (r,0) = © () ' (1) la série

X . r\kF X . r\k
v(r,0) =go+ k;lgk cos (k0) <E> + kglgk sin (k) (}—%> (4.4)
ou
g = <g71>—2— J g0
[0,27[
g = < g,cos(kf)>; gi =< g,sin (k) >

Un développement de cette série donne une solution convolution

1
v(r,0) =K (r,0)xg)=— [ K(r,0—s)g(s)ds
2m [0,27]
ou K (r,0) est dit noyau de Laplace donné par

R2 —7"2
R2 412 —-2rRcosf’

K (r,0) =

Propriétés de la solution :
1- La solution dépend presque partout de g et si g (6) = 0 la solution est nulle.
2-La solution vérifie le principe du maximum comme on a :

1
<5 0 — ds < C
re]o,frzr]l;gé([o,zw[w " 2 { (r, s)|lg (s)| ds eg[loagc[| g(0)].

3- La régularité de la solution ne dépend de celle de g, méme si g est dans L!(ou
(') la solution peut étre de classe C* car le noyau K (r,60) l'est pour r € |0, R[;0 €
0, 27[.
3.2 Cas de domaine non borné ) C R?

Le demi-plan

Soit le demi-plan Q2 = R x R :
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3. Résolution formelle de I’équation de Laplace

u(z,0)=g(x), z€Retu(z,y) — 0.

Yy—oo

{ Au =0, (r,y) € Q

Alors, par transformation de Fourier par rapport & = € R, on a le probléme

U

9
(2i7r£)2u—|—a—y220, EeR,y e RY

(60 =F(©), eRetT(Ey) — 0

de solution

u (& y) = C(&)exp(—2m[¢]y)

avec

exp (~2n(€l) = TF (— s ) @ C(©) =TF (g o)

Donc

16 =TF (5 ) TP ) =77 () 9 (@)

On peut alors écrire

+oo Y

U,(l‘,y) :K(x,y)*g(x) :_f 7T(($—Z)2+y2)

g(z)dz

ou K (x,y) est dit noyau de Laplace sur le demi-plan.
- u dépend de g presque partout, vérifie le principe du maximum mais a une
régularité forte (C*°) indépendemment de g (€ L' (Q2)) car K (z,y) est trés réguliere.

Le Plan R?

La solution peut étre obtenue en faisant tendre R — oo en utilisant les coordonnés
polaires. Dans la solution (4.4) si 7 = 0 ou R — oo la solution est la constante

1

u(r,0) = i [9(9)d6’<oo.

T 0,27

C’est une propriété des fonctions harmoniques.
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4. Equations de Poisson et solutions faibles

3.3 Coordonnées sphériques sur R"

Si 2 =R" n > 2, on le traite comme une sphére de centre zéro ou quelconque et
de rayon infini ainsi R™ = lim B (xg, R). On passe alors aux coordonnées sphériques
R—oo

ainsi définies

n 12 r—
r= bl = (S -a)) ao- I R

=1

Remarque 3.1 En général on prend xq = 0.
Définition 3.1 La sphére unité de R™ notée
0B(0,1)={z e R":|z| =1} = S}

de surface (dite aussi volume) w, = [ do, sa mesure surfacique noté dS telle que

Syt
dr = drdS = r" drdo.
On décompose le laplacien pour u () = v (r, o)
Ayu(x) =Aw (r,o) + 7"_12AUU (r,o),

ou la forme de A, n’est explicite que pour n =2 oun = 3 et

Ao (r,o) = L 2 (7’”1%1) (r, 0)) = a—:v (r,o) + (n = 1)%0 (r,o)

Remarque 3.2 Le Laplacien étant invariant par translation et rotation, alors les
solutions des équations elliptiques en général et celles de Laplace et Poisson spé-
cialement sont des fonctions radiales cad elles ne dépendent que de r = |x| d’ou
A, = A,

4 Equations de Poisson et solutions faibles

On commence par un résultat général pour 'unicité de solutions classiques.
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4. Equations de Poisson et solutions faibles

Théoréme 4.1 Soit Q@ C R"™ un ouvert borné avec bord 9 de classe C* g €
C(09), f e C(Q), la solution classique du probléme de Dirichlet

{ ;A:ug,_ J;: c aEQQ (4.5)
est unique. De méme pour le probléme
—Au=f, €
j—%) =g, x € 0f. (4.6)

la solution est unique & une constante prés. Ceci pour f et g pouvant étre nulles.

Remarque 4.1 Pour qu’il existe une solution au probléme de Neumann (4.6) dans
Q il est nécessaire que f et g satisfassent la condition de compatibilité suivante

[f(@)dz = [g(x)dr.
Q o0
Si f (z) =0 la condition devient [ g (x)dxz = 0.
o0

Remarque 4.2 Ceci est di a la formule de Green pour v =1
du

Au(z)dr = | —=dz.
Jaut)dr= | 5

4.1 Solution faible

Définition 4.1 Soit f € Lj,. (R™). On appelle une fonction u € H' (R™) une solu-
tion faible du probléme

—Au=f surR" (4.7)
si pour toute fonction de test ¢ € D (R") on a
[ —u(@) Ap (@) ds = [ f(2) (z) da. (48)
R® Rn

Remarque 4.3 u € H' (R") implique que u(x) — 0 quand |z| — oo.

Définition 4.2 Une solution E vérifiant —AE = §y ( Uimpulsion de Dirac) est dite
fondamentale.
C’est une solution faible au sens des distributions.
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4. Equations de Poisson et solutions faibles

La résolution de (4.3) sur H? (©2) donne la solution radiale

C 1

L a>300 =

Fr)=q" =2y

Cylnr; n=2 ouCy=—

2

(27T)n/2
avec r = |z|; w, = m est la surface de la sphére unité de R™ . On peut vérifier
n

que —AF = Jg, alors en supposant que u est radiale, on a

—Au(r) = f(r)=f(r)«do=f(r)« (=AF(r)) = =A(f * F) (r).

Dong, la solution faible de —Au = f  sur Q = R" est u(r) = (F x f) (r) au sens
des distributions selon (5.2).

Théoréme 4.2 Supposons f € L' (R") et que f(r)Inr € L' (R") sin = 2. Alors
(f * F)(r) est une solution localement intégrable de Au = f cad A (f ) = f.

4.2 Fonction de Green

Soit 2 C R™ un ouvert borné a bord tres régulier. On considére ’équation de
Poisson avec condition de Dirichlet

{ —Au=f sur()

u=g sur 0f2. (4.9)

A noter qu’on peut définir un noyau de Laplace ainsi K (z,y) = F (|]z — y|) solution
de
AQJK (Zﬂ,y) = 53/ ) (Ji,y) < Qv

au sens des distributions qui est trés régulier pour x # .
Théoréme 4.3 Soit u € C? () NC () (ou H? (2)) alors Yz € Q

w(e) = ~[K (r.9) du )y + | K(:c,mj—%(y)—u(y)%(x,y) as.

du
Afin de supprimer le terme contenant = (y), I'idée est d’introduire pour x fixé
n

une fonction correctrice ¢ (z,y). (& construire)
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4. Equations de Poisson et solutions faibles

Théoréme 4.4 3¢ € C? (Q x Q) tel que pour Vz € Q on a

{ Ao (z,y) =0, yeQ
o(z,y) =K (x,y), ye .

On pose G (v,y) = K (z,y) — ¢ (z,y).

Théoréme 4.5 Soit f € C (ﬁ) ,g € C(0Q). Alors la solution du probléme (4.9)
donnée par

fg i :cde+foyf(y)dy (4.10)
est solution faible.

Définition 4.3 ¢ (z,y) est dite fonction correctrice.

G (z,y) = K (z,y) — ¢ (x,y) est dite fonction de Green pour 2.
dG

ﬁ (z,y), x € Q,y € I est appelé noyau de Poisson.

Remarque 4.4 Le probléme de construction de la fonction ¢ (z,y) et donc de Green
G est difficile et qui ne peut pas étre faite explicitement en général.

Proposition 4.1 (Estimation a priori) La solution du probléme (4.9) donnée par
(4.10) satisfait

max lu| < max lg] + C'QmaX |f]-
S

Propriétés de la fonction de Green

1- Si on fixe z € Q alors

AYG (7,y) = 6., y €N
G(z,y) =0, ye€.

au sens des distributions.
2- G est symétrique cad Vz,y € Q on a G (x,y) = G (y, 7).
3- [G(z,y)dy =1.
o)

4- G est harmonique et G (z,y) — 0 quand = — y € 0S.
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Chapitre 5

Formulation variationnelle (FV)

1 Théoréme de Lax-Milgramm

La formulation variationnelle (FV) d’un probléme d’EDP, dite aussi formulation
faible, est une forme équivalente & ce probléme d’EDP sous sa forme classique dite
formulation forte. Cette notion est cruciale pour comprendre la méthode numérique
des éléments finis. Le principe est de remplacer ’EDP par une formulation équiva-
lente (FV) obtenue en intégrant I’équation aprés ’avoir multiplier par une fonction
quelconque, dite test sur un espace fonctionnel. Plusieurs questions importantes se
posent :

1- Dans quel espace fonctionnel les fonctions test v sont admissibles ?

2- Sous quelles conditions la F'V posséde-t-elle une solution unique ?

3- Sous quelles conditions la F'V est-elle équivalente & la formulation forte ?

C’est le théoréme de Lax-Milgram qui assure ’existence et I'unicité de la solution
de cette F'V du probléme.

Nous donnons ici la définition de la FV.

Définition 1.1 Une formulation variationnelle est la donnée :
e d’un espace de Hilbert V
e d’une forme bilinéaire continue a,
e d’une forme linéaire continue [
et consiste a rechercher la solution de uw € V' et pour toutv € V , a (u,v) =1 (v).

Théoréme 1.1 Sia est une forme bilinéaire, continue et coercive sur un Hilbertien
V. Alors le probléeme variationnel précédent admet une unique solution.
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2. Probléme de Dirichlet

De plus, si a est symétrique, alors u est l'unique minimiseur de la fonctionnelle
1
E(v) = Ea(v,v) —1(v).
Remarque 1.1 u est l'unique minimiseur de E (v) cad E (u) = in‘f/E (v).
veE

Définition 1.2 Une forme bilinéaire sur un Hilbertien V est une application qui
associe a un couple (u,v) € V-.x V un scalaire noté a (u,v)linéaire en chacun de ses
2 arguments u et v.

Définition 1.3 a est dite continue sur V x V s’l existe une constante C > 0 telle
que
la (u,v)] < C|lully [Jv]] -

Définition 1.4 a est dite coercive ou elliptique sur un Hilbertien V' s’il existe une
constante strictement positive o > 0 telle que :

@ (u,w) > ol

Remarque 1.2 Une forme bilinéaire coercive est une généralisation de la notion de
matrice définie positive.

Définition 1.5 a est dite symétrique si a (u,v) = a (v,u).

2 Probléme de Dirichlet

Un probleme de Dirichlet est une équation de Poisson avec conditions aux limites
de type Dirichlet
{ —Au = f, sur ) (5.1)

u =0, sur Jf.

Le cadre classique serait de considérer f € C () et chercher une solution u € C? ().
La FV sert & déterminer une fonction v dans un certain espace fonctionnel V' telle
que le probléme est satisfait pour f donnée dans un certain espace fonctionnel H
ou on utilise les espaces de Sobolev et les dérivées au sens des distributions et la
condition aux limites au sens de la théorie des traces.

Nous avons des formulations équivalentes au probléme (5.1).
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2. Probléme de Dirichlet

Proposition 2.1 Soit f € L? (), alors les problémes suivants sont équivalents :

i- Trowver u € Hg (Q) telle que —Au = f dans D' (Q) cad f € L}, (R"),Y
peD(R™) ona
[~ ule) Ap @) do = [ () (o) (5.2)
0
ii- Trouver u € H} (Q) telle que
fVu ) Vo (z)de = [f(z)v(x)dz, Vv e Hy (). (5.3)
Q

iti- Trowver u € Hy (Q) qui minimise la fonctionnelle
E (v :—f]Vv \d:c—ff d.

dite principe de Dirichlet.

Définition 2.1 Une solution a un des problémes équivalents formulés dans la propo-
sition ci-dessus est appelée une solution faible ou solution variationnelle du probléme

de Dirichlet (5.1).
Définition 2.2 Le probléme (ii) est la F'V du probléme de Dirichlet.

Remarque 2.1 1] est obtenue sachant que D (Q) C H} () et par le théoréme de

dense
Green.

L’approche variationnelle pour étudier probléme de Dirichlet (5.1) est constituée
de trois étapes

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

On multiplie I’équation -Au = f par v, on intégre sur €2 et on applique le théoréme
de Green :

— [Auwv (x dx—fVu VU()dx—fdug)v x)dS = [f(z)v(x)dx.
Q s dn Q
Comme u = 0 sur 952, on choisit un espace de Hilbert V' tel que toute fonction v € V'
vérifie aussi v = 0 sur Jf2. Ce qui donne ’équation (5.3) avec Vu et Vv qui doivent
étre dans L? () alors les fonctions tests sont v € Hy () qui est un Hilbertien.
Etape 2 : Existence et unicité de la solution de la FV.
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2. Probléme de Dirichlet

Théoréme 2.1 Soit 2 un ouvert borné de R" avec un bord régulier et soit f &
L? (). Alors il existe une solution unique au probléme (5.3).
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :

lullgg < ClIFLe - (5.4)

Preuve. On applique le théeoreme de Lax—Milgram pour (5.3) avec V = H} (Q) avec
1/2
ol = (lullzz + 1 Vul7z) s a (u fvu ) Vo (z)dz et 1 (v ff

Il est clair que la forme a (u, v) est blllnealre comme Vo, 5 € R, ‘v’u w,v,z €V
on a

a(au+ fw,v) =
a(u,ov+ fz) =

a(u,v) + Ba(w,v);
a(u,v)+ Ba(u, z).

0%
0%

Aussi, lontrons que a est continue. Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

IN

ja (u, v)]

1/2 1/2
[ Vu(z) Vo (z)] dz < (f|Vu )|? dm) <f|Vv )P dx)
0
< Vullp IVoll g2 < floll g llull g

donc a est continue. La forme [ est linéaire comme Vo, 5 € R,Vw,v € V on a
[ (aw + Bv) = al (w) + Bl (v).

[ est aussi continue du fait que

1 @) @lds < (f1£ @ da:)m (frv<x>|2dx)l/2

Q
< [ fllzz Mlollz = Culloll gy -

IA

|1 (v)]

Veérifions que a (u, v) est coercive (elliptique). On utilise I'inégalité de Poincaré puisque :

f u (z)]? da < C’2f Vu (z)]” d

on rajoute le méme terme de part et d’autre, d’ou

f|u )2 d$+f|Vu )P dr < (14 Cy) [ |Vu(x)| da;
0
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2. Probléme de Dirichlet

alors

o] = [ V@ o> o ([l o [ Fu@de) = = oy

Le théoréeme de Lax-Milgram est vérifié donc la solution faible unique du probléme
(5.1) existe dans V = Hj (Q2).
Montrons (5.4), on a

1
1+

2
[l < la(u,w)] = ()] < (£l 2 Null g ;
alors apres simplification

[ull gy < T+ Co) 1 Flle = C Ao -

Remarque 2.2 L’inégalité (5.4), dite estimation d’énergie, garantit que l’énergie de
la solution est contrélée par celle de la donnée.

Remarque 2.3 1] est plus possible de prendre ||UHH01 = ||Vul|.

Etape 3 : Equivalence avec I’équation.

Cette étape parfois trés délicate consiste & retourner a 1’équation. Pour cela on
proceéde aux mémes intégrations par parties qui ont conduit a la F'V, mais en sens
inverse, et en les justifiant. Dans ce cas, c’est trés facile si ’'on suppose que la solution
u de la FV est réguliere u € H? (Q) et que Pouvert est aussi régulier. Par la formule
de Green, on a pour Yv € H} (Q2)

du (z)
dﬁ) v(x)dS

= —[Auw(x da:—ff r) dz.
Q

fVu YVo (z)dx = —gAuv(x)

On déduit que —Au = f dans L? (Q) on a avec u € H} (), la formulation forte

{ —Au(x) = f(x) pp. xz€
u(x) =0 p.p. =€ .

u € H?*(Q) N H} () est dite solution forte.
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2. Probléme de Dirichlet

Remarque 2.4 Pour éviter d’augmenter la régularité de w, on peut utilise d’autres
1dées ot on pose des conditions sur f et €.

Remarque 2.5 Le probléme (5.1) est bien posé comme la solution (faible) existe,
unique et stable.

La stabilité de u en rapport avec f est obtenue de (5.4) dans ce sens Ve > 0,30 >
0:[|f1 = follp2 <6 alors|juy (., 1) —ua (1, 8)[[ 2 <e.

Une version du principe du maximum pour ce probléme.

Théoréme 2.2 Si f > 0 presque partout dans 2, alors la solution de (5.1) vérifie
u > 0 presque partout dans €).

Preuve. On utilise la FV (5.3) avec v = u~ = min (u, 0) qui appartient bien a H} (Q)
sachant que u = v + v~ ott u™ = max (u,0). On a

Léf (x)u™ () de = LsgVu (z) Vu~ (z)dx > éVu’ (z) Vu™ (z)dx >0

alors que v~ < 0et f >0 sur €2, dott u~ = 0 sur €2. On en déduit que u > 0 sur ).
[ |

2.1 Conditions aux limites non homogénes

Soit le probleme de Dirichlet non homogéne :

(5.5)

—Au=f, surf
uw=g, sur .

ou f et g sont deux fonctions données.
La remarque a faire est que si on définit

V:{UGlewzgsurGQ}

ce n’est pas un espace fonctionnel linéaire. La théorie des traces nous assure que si
0N est de classe C! et si g € H'/2(0Q) alors il existe une fonction G € H' (Q) telle
que 7YG = g sur 0N (c’est la trace de G sur 0f2). En posant w = u — G, on peut
reformuler le probléme (5.5) comme suit :

{ —Aw = f+ AG, sur ) (5.6)

w=0, sur .
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2. Probléme de Dirichlet

On appelle cette étape le relévement des conditions aux limites. Remarquons alors
que si G € H' (), bien entendu AG ¢ L? () et

éAG(m)v(m)dx:—gVG(:U)VU(:c)dx—l—éf&_(?)v(x)dS:—éVG(:E)Vv(:c)d:c

o dn
VYo € Hi (). La FV de (5.6) est trouver w € H} () tel que

wa ) Vo () de = éf (z)v (x)dr — éVG (z) Vo (x)dz, Vv € Hy (Q). (5.7)

Théoréme 2.3 Si Q un ouvert borné a bord de classe C1, le probléme (5.5) admet
une unique solution faible u € H* (Q) si f € L?(Q) et g € HY?(09). De plus, La
solution vérifie

el < B (17112 + glv2omy) (5.8)
ou B > 0.

Preuve. Sachant que le probléme (5.5) est équivalent au probléme (5.6). Pour cela
posons, pour utiliser le théoréeme de Lax—Milgram pour la FV (5.7) :

a(w, wa ) Vo (z)dz et I (v ff z)dx — [VG (z) Vo (x)dz.

Q
Donc a est blhnealre, continue et coercive (preuve précédente). [ (v) est linéaire
(facile) et est continue. En effet, on a par l'inégalité de Cauchy-Schwartz

I1(v)] < £|f(:z:)v(x)|dx+f]VG(x)VU(xﬂdm

1/2 1/2 1/2 1/2
< (Jire |dw) (fp@ra) +([Ive@ra) (190w e)
< flls Nolls + IV G Vol
< C(loll+ Vol ) = C ol

avee € = max (|2 IVG 2).

Le théoreme de Lax-Milgram est vérifié donc w la solution faible unique du pro-
bleme (5.6) existe dans V' = H} (). Par contre u dépend du choix de G. Il convient
donc de montrer que u = w + G est unique. On considére donc un autre reléve-
ment G et la solution wy de la FV (5.7) correspondant a Gy est unique. Alors,
u=w+ G,u; = w;y + Gyvérifient —A(u—uy) =0sur Qet u—u; =¢g—g=0sur
0f) alors par le théoréeme de Green on a

gv (u(x) —uy (x)) Vo (z)de =0
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3. Probléme de Neumann

ou on peut prendre v = u — u; € Hy (Q) car v (u — uy) = 0,donc

£ IV (u(x) — uy ()P dz =0

et u (z) — uy (x) = b, une constante de trace (yb = 0) nulle donc b = 0, ce qui induit
'unicité de la solution faible u du probléme (5.5) dans H' () .

L’étape trois pour w est comme précédemment.

Montrons maintenant (5.8), on a en premier

1
1+

lwllfy < la(w,w)] =1 (w)] < |l ol + VG| 2 V] 2
< (fllzz +IVGI L) wll g

d’ou,
2
[l < 1+ Co) (£l +IVGIlL2) -

Alors pour u = w + G telle que vG = g, on a une propriété de la trace

”9”}11/2(39) = min {HGzHHl G e H' (Q) et 1G; = 9}

alors
bl < ol + 1G < (4 Ca) (1l + VG 2) + G
< (1+C) Il + @+ ) |Gl
< (14 Co) [ Flle + 2+ Co) gl sorzqony
< B (Il + gl mvaom) )

ou B=max|[(1+Cy);(24+Cy)]. =

3 Probléme de Neumann

Pour des conditions aux limites de type Neumann, le probléme s’énonce ainsi :

—Au=f, sur{
d
ﬁ =g, sur 0f. (5.9)

Nous traitons le probléme non homogéne car il n’est pas plus compliqué que le cas
homogeéne. Remarquons que toute solution est définie & une constante preés et donc
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3. Probléme de Neumann

non unique. Le probléme est donc mal posé (au sens d’Hadamard). Pour assurer
I'unicité de la solution, nous supposerons pour 2 plus régulier que f € L? () et
g € L?(09) vérifient une condition de compatibilité et une contrainte sur la solution :
la moyenne de u est nulle

Ju(z)dx =

Q

La formule de Green donne

ds

—gAuv(a:)d:U:éVu( d:v—

alors

fVu VU()d:v:8{)9(x)v(x)d5+£f(a:)Vv($)dx

Pour donner un sens a tous les termes de cette égalité, on pourrait choisir V = H' (Q).
Comme si u est solution, alors u + C' est aussi solution, on va lever I'indétermination
de cette constante additive en utilisant des fonctions de H! (2) de moyenne nulle,
on pose

V:{veHl fv dx—O}

qui est un sous espace fermé de 1’ espace de Hilbert H! () et est dpnc un espace de
Hilbert. La FV de (5.9) est alors : trouver u € V telle

fVu ) Vo (z )dx:afﬂg(m)v(m)dS—i—éf(a:)v(x)dx,‘v’v6V (5.10)

Théoréme 3.1 Soit Q un ouvert borné connexe de R™ régulier de classe C' de RN.
Soit f € L? () et g € L*(09) qui vérifient la condition de compatibilité

fg d5+ff = 0. (5.11)

11 existe une solution faible w € H (Q) de (5.9), unique & une constante pres.
St u est de moyenne nulle elle est unique et satisfait

lulli < 5 (112 + 1lgll 2o ) (5.12)

Preuve. Pour cela posons, pour utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour la FV
(5.10)
a( fVu ) Vo (z)dx et 1 (v fg z)dS + [ f(z)v(z)dx.
Q
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3. Probléme de Neumann

On vérifie le théoreme de Lax-Milgram facilement.
Pour obtenir (5.12), on a de la continuité de [ et la coercivité de a

2
allullg <la(u,w)| = [L()] < [l Null 2 + N9l 200 Null 2200 -

L’application trace v : H' (2) — L?(99) est continue, on en déduit qu’il existe une
constante C' > 0 telle que [|ul| 250y < C'[[ul| 12q) et on sait que [lul[ 2 < [Ju][4: alors

1
lullzs < = (1112 + Cllgllomy ) < K (1F11z2 + 9l 2cony ) :
out K =max(1;C) /a. m

Remarque 3.1 La condition (5.11) s’obtient de l'intégration de Au+ f =0 sur
et par la formule de Green on a

fAu dx—l—ff = —éVu(:z:)V( n)dS—i—ff

= [g@@)dS+ [f(x dx:O.
o9 9)
L’étape 3 de la F'V est de revenir vers ’équation d’origine.

Théoréme 3.2 Si l'unique solution v € H'(Q) de la formulation variationnelle
(5.10) appartient & H* (Q2), elle est solution de (5.9) au sens ot

—Au(z) = f(x) =0 p.p. surf

d;(ﬁa}:) =g(z) p.p. surdf.
Preuve. il est clair que pour u € H? () et le théoréeme de Green on a
fVu )Vo(z)de = —[Au(z)v(z)dr +f d7(7) (x)dS
Q
= fg(m)v(x)d5+ff (z) da.
1}9) Q

On déduit alors

[ (~Au(z) — f(2)v(x)de = [ (g (2) — d;ﬁn@) v(z)dS

0 1)
2 . du (z) 2 N X
et (—Au— f(x)) =0sur L* () si g(x) — Fr-a 0 sur L? (092) d’ou le probléme
n

est vérifié p.p. m

o4



Bibliographie

[1] C .David et P. Gosselet, Equations aux dérivées partielles, Dunod 2012.

[2] H. Brézis, Analyse fonctionnelle. Théorie et applications, Collection Mathéma-
tiques Appliquées pour la Maitrise. Masson, Paris, 1983.

[3] L. Boutet de Monvel, INTRODUCTION AUX EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES, Cours de Maitrise LBdM, fichier : EDP[2].pdf.

[4] E. Darrigrand and F. Méhats, EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ELLIPTIQUES, IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042
Rennes cedex, fichier : PolyEDPEcours.pdf.

[5] A. Munnier, Espaces de Sobolev et introduction aux équations aux dérivées par-

tielles, Institut Elie Cartan, Université Henri Poincaré, Nancy- Cedex, fichier :
edp-4.pdf.

[6] M. Tucsnak, Espaces de Sobolev et introduction aux équations aux dérivées par-
tielles, Nancy Université/CNRS/INRIA, fichier : cours  EDP_2011.pdf.

55



